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Résumé

L’objet de ce mémoire consiste a mettre en évidence 'importance et I'utilité
de la méthode des sous et sur solutions.
Cette derniere donne l'existence et la localisation d’une solution qui évolue
entre une paire de sous et sur solutions.
En particulier ici, on a étudié I'existence en trois cas : Celui ou la fonction f
est de classe O, ol f est LP- Carathéodory et le cas ol f est Carathéodory.

Puis, on a proposé des exemples et probleme d’application.



Abstract

The object of this dessertation consists in putting in evidence the importance
and the utility of the method of upper and lower solutions.

This method has been successfully applied to study and prove the existence
and the localisation of a solution to a differential equation.

Here, we have study the existence on three cases : When the function f is
C', when f is LP Carathéodory and finally when f is just Carathéodory.

Then, we opted for some examples and application problem.
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Notations

on donne ci-dessous ’ensemble des notations employé tout au long de ce

mémoire :

e )\ : un parametre réel.

e ) : désigne un ouvert borné de RY.
encN.

e 0€) : la frontiere de €.

e Au : le laplacien de la fonction u tq Au = gx“
o Vu = (5—;‘1, aa_;g’ s 837“) : le gradient de u.

o H}(Q) = Wy *(Q) muni de la norme |[u||? = [, |[Vu[?dz.
C(9Q) : I'espace des fonctions continues sur €.
D(Q) : l'espace vectoriel des fonctions tests sur €.
. C’k(Q) : 'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur 2 (avec
ke N¥).
e C.(Q) : 'espace des fonctions continues a support compact dans 2.
e CL(Q) : le sous espace vectoriel de C''(£2) constitué de fonctions de classe
C" sur Q et nulle sur 99).
e o, : la fonction propre associée a A;.
e C*(Q) : I'espace des fonctions u de C*(€2) tel que chaque multi-indice «,

la| < k, I'application : z € Q + D%u(x) se prolonge contintiment sur €2.



Introduction générale

L’analyse fonctionnelle s’est développée pour résoudre divers problemes, le
plus souvent représentés par des équations différentielles ordinaires ou des
équations aux dérivées partielles.

Plusieurs techniques ont été développées dans ce sens.

La méthode des sous-solutions et sur-solutions pour les équations différentielles
ordinaires fut initiée par Scorza [5] en 1931. Depuis lors, un grand nombre
de contributions ont enrichi la théorie. Notamment, les extensions faites par
Nagumo [9], Erbe [6], Mawhin [8], Adjé [1], De Coster et Habets [3].
Comme technique pour prouver 'existence de solution et sa localisation pour
les équations différentielles non linéaires, la méthode des sous et sur solution
est un outil intéressant par sa simplicité. Le résultat principal de la méthode
est un genre de théoreme des valeurs intermédiaires. Il prouve que si, nous
pouvons trouver une sous-solution inférieure a une sur-solution, alors il existe

une solution qui évolue entre les deux.

Dans ce travail, on s’interesse en particulier a la méthode de sous et sur
solution sous certaines conditions, cette derniere donne 'existence et la lo-
calisation d’une solution d’un probleme aux limites en présence d'un couple

de fonctions, appelées sous et sur solutions, bien ordonnées.

Elle peuvent étre considérées comme des approximations de la solution avec
une erreur de signe constant.

Plusieurs questions se posent a propos de cette méthode parmis elles : Pour
quel type de problemes a-t-on ce genre de résultats ? Peut-on approcher la

solution ainsi obtenue? Dans les applications, comment fait-on pour trou-
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ver ces sous- et sur-solutions ? Que se passe-t-il dans le cas ou ce couple de
fonctions n’est pas bien ordonné ? Quels sont les liens entre cette théorie et
d’autres, telles que la théorie du degré ou les méthodes variationnelles qui
permettent d’obtenir des résultats de multiplicité ? Autant de questions qui
ont déja donné lieu a de nombreuses publications ou qui font encore I'objet
de recherche.

Dans le cadre de notre travail, nous nous sommes intéressés a des problemes

aux limites de la forme

—Au(z) = f(z,u(z)) dans $,
u(z) =0 sur  0S2.

Nous montrerons I'existence et 1'unicité ( ou la multiplicité de solutions ) par

le biais de la méthode des sous et sur solutions.

-Le plan que nous allons adopter dans ce mémoire est sous forme de deux
chapitres : le premier chapitre est constitué de généralités qui seront données
un certain nombre de rappels d’outils de 'analyse mathématiques auxquels
nous aurons recours fréquemment.

Le deuxieme chapitre est consacré aux différents théoremes relatifs a la

méthode des sous sur-solution avec quelques exemples d’applications.



Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des défintions, nota-
tions, propositions, ainsi que les théoremes qui seront utilisés le long de ce

mémoire.

1.1 Les espaces L?

Définition 1.1 wvoir [2]
soitp €R, 1 <p<oo et un ouvert de RY.
o L?(Q) ={f:Q— R, f mesurable, [, |f(x)|* < oo}

L’espace L*(2) est muni de la norme

1/2
| fll2) = (/Q \f(x)|2d:c)

o IP(Q)={f:Q— R, f mesurable et |f|P € L'(Q)}
={f: Q=R : f mesurable et [,|f|" < oo}.



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

L’espace LP(§2) est muni de la norme

1/p
| fllr) = (/Q |f(x)|pdx)

o L°(Q)={f:Q—R, f mesurable, 3¢ > 0 tq | f(z)| < ¢ p.p sur Q}.

L’espace L>®(Q)) est muni de la norme

1l = inf {e, | f(@)] < ¢ pp sur O}

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe, nous regroupons un certain nombre de résultats
concernant les espaces de Sobolev, qui nous seront utiles par la suite. Pour
une présentation plus complete, ou pour la démonstration des résultats que

nous énoncons juste apres.

1.2.1 Définitions, propositions et théoremes
Soit © un ouvert de RY et p un réel avec 1 < p < +o0.

Définition 1.2 voir [2]

loc

Pour v € L}, (Q), a = (o) € N*, i = 1.n avec |a| = Y «;
j=1

On définit la dérivée distributionnelle notée :

_ Olaa| 9oy

D%y = ol 7 Jon]
oxy Oxn,

u
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1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

par

(p, D*u) = /(—1)O‘|uDap dx Vp e C5° ().
0

Définition 1.3
On appelle espace de Sobolev d’ordre un et on note W'?(Q), l'ensemble des

fonctions de LP(S) dont les dérivées partielles premiéres au sens des distri-

butions sont des fonctions de LP(Q2), c-a-d :

WP (Q) = {u € LP(Q); Jg; € LP(Q) : / ugidx = —/gjgoda:,‘v’go e D(Q),j=1, ..,N}
Q Q

Lj

ou

avec gj = 5,

L’espace WP(Q) est muni de la norme

Y| ou
ullwir) = lullze@) + Z B
=1 195 e
Sip =2 alors WY2(Q) = HY(Q) muni de la norme
N
ou
el = Nullzze + 3 | 5=
j=1 J L2 ()

et du produit scalaire

N ou Ov
(u,v) g1 = (U, V) 2(0) + (—,—)
e P Z Ox; Ox; L2(Q)

J=1

11



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

Soit m € N*
H™(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q), Ya € NV et |a| < m}

muni de la norme

1/2

lulmiy = | S /Q|Dau(x)|2dx

laj<m

et du produit scalaire

(u,v) = Z /QDO‘u(z)DO‘v(:v)d:U

a€EN,|a|<m

De fagon générale, pour 1 < p < oo et m € N*

On définit [’espace :
WmP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) avec a € NV, |a| < m}

Il n’admet pas de produit scalaire car on est dans L> mais parcontre il admet

une norme

1/p

lllwrre = |3 / D*u(a)Pde

aeNN |a|<m

12



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

Définition 1.4
Nous désignons par Wy*(Q) Uadhérence de D(Q) dans WP(€).

En particulier pour p = 2,
Wy*(Q) = Hy ()

Uadhérence de D(Q) dans H' (), est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire de H(2).

Proposition 1.1 woir [2]

o WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

o WP(Q) est un espace reflexif (De toute suite bornée dans cet espace on
peut extraire une sous suite faiblement convergente), pour 1 < p < 0.

o WLP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < oco.

o H'Y(Q) est un espace de Hilbert séparable.

o H™(Q) est un espace de Hilbert séparable.

1.2.2 Les injections de Sobolev

Soient E et F deux espaces de Banach.

Définition 1.5 (Injection continue)

On dit que E s’injecte continument dans F' et on note E — F' si les conditions
sutvantes sont vérifiées :

(i) E est un sous-espace de F, autrement dit Yu € E,u € F.

(i1) Toute suite convergente dans E est convergente dans F, autrement dit

Uapplication identité est continue.

Définition 1.6 (Injection compacte)

On dit que F s’injecte de facon compacte dans F et on note E —<— F si les

13



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

deux conditions suivantes sont vérifiées :
(i) E s’injecte continiment dans F.
(i1) L’application I : E — F est compacte.

a savoir que : Toute suite bornée de E est relativement compacte dans F.

Proposition 1.2 (Inégalité de Holder voir [2])
Soient f € LP(Q) et g € LPI(Q) avec 1 < p < 400 et p lexposant conjugué
de p c-a-d :

alors
fge L)
JolFgld < £l @ lgll o

Théoréme 1.1 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg voir [2] )

Soit 1 < p < N, on pose p* = NN—_’;) ou d’une facon équivalente

:z% = % — % (p* est dit 7 exposant critique de Sobolev 7 de p).

Alors WEP(RY) — LP"(RN),

Proposition 1.3 wvoir [2]
Si1 <p< N alors
WHP(RY) — LIRY) Vg € [p,p’]

14



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

Théoréme 1.2 (Morrey voir [2] )

Soit p > N alors

WhP(RY) — L>(RN)

De plus, pour tout u € WHP(RY) on a

ju(z) —u(y)| < clz—y|*|Vullpo@ey pp x,y € RN, Avec o =1 — % et ¢ une

constante qui dépend seulement de p et N.

Théoréme 1.3 voir [2]

Soit Q un ouvert de RY de classe C*, avec I' = 0 borné.
Soit 1 < p < 400, on a

(1) Si1 <p< N alors

WHP(Q) — LI(Q) Vg€ [p,p]
(2) Sip= N alors
WP (Q) — L1() Vg€ [N, +oo|

(3) Sip> N alors
WP (Q) — L>®(Q).

15



1.2. Rappels sur les espaces de Sobolev

Théoréme 1.4 (Rellich, Kondrachov [2])
Soit Q un ouvert borné de classe C*, on a

(1) Sip < N alors
WHP(Q) —— LI1(Q) Vg€ [1,p"
(2) Sip= N alors
WP(Q) < LY(Q),Vq € [1,+o00|
(3) Sip> N alors
WP(Q) —— C(Q).

Corollaire 1.1 voir [2]
Soit Q un ouvert borné de RYN.

Siu e H(Q) alors u € L%(Q) (o N > 3) et il existe C' > 0 tel que

[ullzo0) < Cllullme)

pour tout r € [1, 2] et pour tout u € H ().

De plus, Uinjection de H}(Q) dans LP(Q) est compacte pour r € [1, 225 ].

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincaré voir [2])
On suppose que Q0 est un ouvert borné de RN ( ou borné dans une direction).
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

ull ooy < C|IVull oy, Yu € WyP(Q).

16



1.3. Théoreme de Lax Milgram

Théoréme 1.5 (Théoréme du point fire de Shauder voir [4])
Soit X un espace de Banach et R un réel strictement positif.
Si T : B(0,R) — B(0,R) est un opérateur complétement continu (c’est-a-

dire continu et tel que , pour toute partie bornée D de X, T (D) est compacte).

Alors T admet au moins un point fize.

Théoréme 1.6 (Une des formes du principe du mazrimum)
Siw € W2P(Q), avec p > N, vérifie Vp.p x € Q, —Aw(x) < 0, alors w ne

peut pas atteindre un mazximum M > 0 dans Q sauf si w est constante.

Théoréme 1.7 (Une forme du principe du mazximum de Hopf)
On considére une fonction w € W?P(Q), avec p > N. Soit o € O et B une
boule ouverte contenue dans ) et telle que xq € 0B.

SiVp.p x € B,—Aw(x) >0 et w(z) > w(xy), pour tout x € B. Alors

g—i’(xo) < 0, avec n qui désigne la normale sortante a €2 au point xg.

1.3 Théoreme de Lax Milgram

Théoréme 1.8 voir [2]

Soit H un espace de Hilbert réel et H' son dual topologique.

Soit a(.,.) une forme bilinéaire sur H x H, continue et coercive, alors
(i) Pour tout | € H', 3w € H tel que Vv € H : a(u,v) = ([,v) ....(*)

(ii) Il existe une constante ¢ > 0, indépendante de I, tq ||u|lg < c||l||a

17



1.3. Théoreme de Lax Milgram

(11i) Si de plus a(.,.) est symétrique, alors l'unique solution u de l’équation
(*) est caractérisée par

J(u) = minJ(v)

veEH

avec

1
J(’U) = 5&(’0,1}) - <l,U>
la fonctionnelle associée.

Théoréme 1.9 (Théoréme de la convergence monotone ou Beppo-

Levi woir [7])

Soit(fn)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables positives.

En notant

Fw) = lim () = supfu(a),

n>1

on a :

/f(x)dx = lim [ fo(x)de.
Q Q

n—oo

lemme 1.1 (Lemme de Fatou voir [7])
Soit( fn)n une suite de fonctions mesurables positives.

Alors :
/ liminf f(x)dz < lim z'nf/ fo(z)dx.
Q n—0oo Q

n—oo

18



1.3. Théoreme de Lax Milgram

Théoréme 1.10 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
voir [7])

Soient 1 < p < 0o et (fn)n une suite de fonctions de LP(Q2) telles que

(i) fn converge presque partout vers une fonction mesurable.

(it) Il existe g € LP(Q2) telle que, pour tout n € N, |f,| < g presque partout.
Alors,

feLP(Q)et lim||f—full;p =0, c—a—d lim/|fn—f\dx:0
n—oo n—oo o)

Par conséquent,

lim fnd:v:/ limfndx:/fdx.

19



Chapitre 2

Théoremes relatifs a la

méthode des sous sur-solutions

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence de solutions via la méthode

des sous sur-solutions. On considére le probléeme suivant :

—A u(x) = f(z,u(x)) dans Q,
u(x) =0 sur O0f2.
ou f est une fonction définie de Q x R dans R.
Nous commencons par donner les définitions qui nous seront utiles dans ce

chapitre.

Définition 2.1 wvoir [4]
(1) On dit que u est une sous solution du probleme (2.1) si :
e Pour presque tout v € Q, —Au(x) < f(z, u(x)).

e Pour tout x € 012, u(x) <O0.

(i) On dit que u est une sur solution du probleme (2.1) si :

20



CHAPITRE 2. THEOREMES RELATIFS A LA METHODE DES SOUS
SUR-SOLUTIONS 2.1. Cas ot f est de classe C*

e Pour presque tout v € Q, —Au(z) > f(z,u(zx)).

e Pour tout x € 092,  u(xz) > 0.

Remarque 2.1
Si u est une solution de(2.1), il est évident qu’elle est a la fois une sous-

solution et une sur-solution.

Définition 2.2
Une sous-solution ou une sur-solution de(2.1) est dite propre, si elle n’est

pas une solution de (2.1).

2.1 Cas ou f est de classe C!

Le théoréme suivant montre que le probléme (2.1) admet une solution
u € CHQ)NC(Q) quand f: Q x R — R est une fonction de classe C* par

rapport a la variable u.

Théoréme 2.1 voir [10]

Soit u (resp., w) une sous solution (resp., une sur solution) du probléeme (2.1)
telle que u < dans ). Alors, les propriétés suivantes sont satisfaites :

(t) 1l existe une solution u du probléme (2.1) satisfaisant u < u < a.

(ii) lls existent des solutions minimales et mazimales Uiy €t Upqe du probléme

(2.1) dans lintervalle [u,T].

La démonstration est basée sur la méthode monotone développée par Am-
man
Preuve :

(i) Soit g(z,u) = f(z,u) + au ot a est une constante réelle.
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CHAPITRE 2. THEOREMES RELATIFS A LA METHODE DES SOUS
SUR-SOLUTIONS 2.1. Cas ot f est de classe C*

On peut choisir a > 0 suffisamment grand de sorte que u — g(x,u) € R est
croissante sur [u(x), u(x)].
Pour x € ), on choisit a > 0 tel que

a > maz {—f(z,u);z € Q, u€ [u(z),u(z)}.

pour ce choiz de a, nous définissons la suite de fonctions u, € C*(Q)NC(Q)
comme Suit :
uy = u et pour tout n > 1, u, est la solution unique du probleme linéaire

sutvant :

—Auy, + auy, = g(x, Uy 1) dans)
Uy, =0 sur 0S)

Montrons que u < ... < Upiq < Up < oo S Ug =T
Pour prouver que uy < w, on utilise le principe du mazimum. On a, par la

définition de uy :

—AU—w)+a@—u) > g(x,u) —g(z,u) =0 dans €

u—1u; >0 sur 0S)

Comme l'opérateur —/\ + al est coercif, il s’en suit que w > uy dans €.

Pour la preuve de u < uq, nous remarquons que u < 0 = uy sur 0).

Pour x € ), on a
—N(u—wuy)+alu—u) < flz,u) +au— g(z,u) <O0.

La monotonie de g et le principe du mazximum impliquent que u < uy.

Maintenant supposons que
U< . S Uy SUpoy S S Ug =T
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CHAPITRE 2. THEOREMES RELATIFS A LA METHODE DES SOUS
SUR-SOLUTIONS 2.1. Cas ot f est de classe C*

On va montrer que
U S Un+1 S Unp, -

Prenons en considération les équations satisfaites par u, et u,.1 on obtient :

_A(un - unJrl) + a(un - unJrl) = g(l', un71> - g($, un) > 0 dans Q>

Up — Up+1 Z 0 sur GQ

Ce qui implique que u, > U, 1 dans €.

D’un autre coté, on a

—Au+ au < g(z,u) dans $2,

u< 0 sur 0f).

et d’apres la définition de u,1, nous avons

—A(Upgr — u) + alupr —u) = g(x,un) — g(@,u) 20 dans Q,

Upp1 — U >0 sur Of).

Encore, par le principe du mazximum, on déduit que u < u,11 dans €.
Ce qui compléte la preuve. D’aprés ce qui précede, il existe une fonction u

telle que, pour chaque x € Q) fixé on a
un(z) — u(z) quand n — oo
Maintenant on doit montrer qu’on peut passer a la limite dans le probléme

(2.2).

Soit g, () = g(x,u,(x)), remarquons que la suite (g,) est bornée dans L>(£2),
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CHAPITRE 2. THEOREMES RELATIFS A LA METHODE DES SOUS
SUR-SOLUTIONS 2.1. Cas ot f est de classe C*

par conséquent elle est dans tout LP(€)) avec 1 < p < 00.

En passant a la limite dans (2.2) et on a la suite (u,,) est bornée dans WP (Q)
pour tout 1 < p < 0.

L’espace W*P(Q) s’injecte de fagon continue dans lespace de Hélder C*(Q),

N

% condition que p > % Donc (uy,) est bornée dans C1*(€2).

pour o =1 —
Par les estimations dans les espaces de Holder, nous déduisons que la suite
(u,) est bornée dans C**(Q).

Comme Uinjection de C*>*(Q) dans C*(Q) est compacte, il s’ensuit que
u, —u  dans C?*(Q).

Puisque la suite est monotone, donc la suite converge vers u dans C?(£2).
Passons maintenant a la limite dans le probleme (2.2) quand n — oo.

Par conséquent u est une solution du probléeme (2.1). Le point (i) est démontré.

(1) On désigne par u la solution obtenue par la technique ci-dessus et en
choisissant ug = UW.lpmqe €St la solution mazimale dans lintervalle (u,w).

En effet, soit u € [u,u] une solution arbitraire. En utilisant les arguments
précédents, on a trouvé que u < u,, pour chaque n > 0,

ce qui implique que u < . O
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Exemple 2.1 Soit Q un domaine borné régqulier de RY, avec N > 3, et soit

fla,u) = Af(x) +ur™
oup = %, A un parameétre positif et f une fonction continue sur €2 telle que

1< f(x) < K < .

Soit uy solution positive du probléme :

—Au = f(x) dans §Q,
u=0 sur OS).

Alors, u = Auy est une sous-solution du probleme (2.1) pour tout A > 0.

Notons par e la solution positive du probleme suivant :

—Ne=1 dans €,
e=0 sur OS).

Le théoréeme de Lax Milgram, nous assure [’existence d’une unique solution.

On remarque que u = Ce est une sur solution du probléme, car on peut
trouver N\g > 0 tel que pour tout 0 < X < Mg, il existe C = C(\) > 0

satisfaisant
C > \f(x)+ Cr~lep™!

En prenant X\ suffisamment petit, on a

Ay < Ce.

D’apreés le théoréme 2.1, le probléme (2.1) admet au moins une solution u

telle que

My < u < Ce.
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2.2 f est LP- Carathéodory

Dans cette partie, on s’intéresse a montrer [’existence de solutions lorsque
f est une fonction LP-Carathéodory, dont nous donnons la définition ci-

dessous :

Définition 2.3 voir [4]
Soit f : Q2 xR — R.
On dit que f est LP-carathéodory si elle vérifie les conditions suivantes :

e Pour tout y € R, f(.,y) est mesurable sur 2.
e Pour p.px € Q, f(x,.) est continue sur R.
e VR > 0, dhg € LP(Q) telle que ¥ p.p x € Q, Vy € [-R,R|, |f(z,y)] <

hR(l’)

Définition 2.4 voir [4]
Soient a et b deux fonctions définies de €2 dans R, bornées et telles que a < b.

On définit une partie E de R™*, on pose
E={(z,y) € A xR/a(z) <y <b(x)}
Pour tout y € 2, on note

A, = {r € Qfa(z) <y < b(a)}

Soit f . E — R, on dit que f est LP-carathéodory si elle vérifie les conditions

sutvantes :
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e Pour tout y € R tel que A, # 0, la fonction f(.,y) définie sur A, est

mesurable.

e Pour p.p x € ), f(x,.) est continue sur [a(x),b(x)].

o Jhe LP(Q) telle que Y(z,y) € E, |f(z,y)| < h(z).

Remarque 2.2

Soit f: Q2 xR — R.

St f wvérifie les conditions de la définition 2.1, alors f vérifie les conditions
de la définition 2.2, pour toute partie E de €2 X R définie comme dans la
définition 1.2

Exemple 2.2
Une fonction f définie sur Q x R par f(x,y) = g(z) + h(y)
ou f(x,y) = g(x)h(y), avec g € LP(2) et h € C(R), est LP-carathéodory.

lemme 2.1
Si on désigne par g une fonction appartenant a LP(Q)) et que l’on considére

le probleme de Dirichlet suivant :

—Au(x) = g(z) dans 2,
u(z)=0 sur 082.

Ce probléeme admet une seule solution u € W*P(Q). De plus, 3C > 0 et
IC" > 0 (C et C’ constantes indépendantes de g) telles que Yg € LP(Q) la

solution u de (A), vérifie

ullw2r@) < Cllgllzey et ullera < C'llgller@)--emmmems (%)
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Théoreme 2.2
Soit u et u respectivement une sous-solution et une sur-solution de (2.1),
vérifiant u < u.

Si f: E — R est LP-carathéodory avec E = {(x,y) € Q@ x R/u(z) <y

IN

u(z)} et p > n, alors (2.1) admet une solution u € W*P(Q) telle que u <

u<u.

Preuve :

Considérons le probleme suivant :

—Au = f(z,v(z,u(x dans €,
(A1 () 03
u=0 sur Of).
u(z) si oz <u(x),
avec vy définie par : Vz € R, y(x,2)= 2 si u(z)< z <u(z),

u(x) st z>u(x).

Notons d’abord que Vo € QVz € R, u(z) < v(x,2) <7 et (x,v(z,2)) € E.
D’apreés Uhypothese sur f, nous avons 3h € LP(Q)/Np.p z € Q, Vz € R,
|f(z,v(x, 2))| < h(x)......... (%)

Premaiére étape :
Le probleme a au moins une solution.

Appliquons le théoréeme du point fixe de Schauder a l'opérateur
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Ty : Ch(02) — C5(Q), ot u = Ty(v) est la solution du probléme

—Au = f(ZE,’}/(I/U(l’))) dCLTLSQ,
u=0 sur 0f).

(2.4)

e Soit v € CH(Q).

Montrons que T, est continu en v.

Considérons une suite (v,) d’éléments de Ch(Q2)qui converge vers v dans
CL(Q).

Pour tout w € CL(Q), notons g, : Q@ — R, x — f(z,v(z,w(z))).

Nous avons alors, g, mesurable et pour p.p x € Q, |gu(x)| < h(x), et de ce
fait, g, € LP(Q).

Notons v : C5(Q) — LP(Q),w +— gy

D’aprés (1.3) nous avons :
30" >0t VneN, [Ty(va) = T2(v)lley @ < CllY(va) = ()| r)-
Pour montrer que Ty est continu en v, il nous suffit de montrer que

lim(v,) = ¥(v) dans LP(Q).

n—oo

Une disjonction de cas (selon les positions relatives respectives de v,(x) et

v(z) par rapport a u(z)et w(x)) montre que ¥n € N, Vo € Q,

(@, v()) = (2, 0(2))] < Joa(z) = v()].

En outre, f(x,.) = [u(z),u(zx)] — R, y — f(z,y) est continue pour p.p

z € Q.
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Il en résulte par ailleurs, Yn € N, ¥p.p x € Q, |(v,(x)| < h(x).
Par application du théoreme de convergence dominée de Lebesque, nous déduisons

que ¥(vy,) e »(v) dans LP(Q).

e Justifions le fait que Ty soit complétement continue.
Soit D une partie bornée de Cy(Q). Puisque f est LP-Carathéodory, (D)
est borné dans LP(Q) et d’aprés (x),To(D) est borné dans WP().

L’injection compacte de W*P(Q) dans C*(Q) fait que To(D) est un compact
de CL(Q).

e L’hypothese de stabilité d’une boule par T;.

D’apres (x)et(x),3R > 0 tq To(C5(Q)) C B(0cy, @) R).

Par exemple, R = C'||h||1r(q), ot C" et h sont respectivement la constante
qui apparait dans (x) et la fonction qui apparait dans (x) convient.

Nous avons donce, a fortiori, TQ(B(OC}B@), R)) C B(OC}B@,R).

Les hypothéses du théoréeme du point fixe de Schauder sont toutes remplies.
Donc (2.4) admet un point fize , ce qui revient a dire que (2.8) admet une

solution.

Deuxiéme étape :

Toute solution u de (2.3) vérifie u < u < .

Montrons que u < u. Si tel n’était pas le cas, nous aurions mgx(g —u) =
M > 0.

Nous avons sur le bord 92, u < u. Donc Jxg € Q tel que u(xg) —u(xg) = M,

et par continuité de uw — u, 1 € Q tel que u(xy) —u(zy) < M.
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On déduit que :

I, —A(w—u)(2) < f(z,ul) = flz,7(2,u(@))) = fz,u) - flz,u) = 0.

Ce qui contredit le principe du maximum.

u < u se démontre de maniere analogue.

Conclusion :
Deu <u <, il en résulte que VY € Q,v(x,u(x)) = u(zx) et que finalement,
si u est une solution de (2.4) alors elle est une solution de (2.3) et elle vérifie

la localisation annoncée. 0O

Exemple 2.3

Considérons le probleéme aux limites unidimontionnel :

—u =L - sur 10,7,
Vi 10, (2.5)
u(0)=u(r) =0
Il est clair que la fonction constante B = 1 est une sur-solution de ce

probléeme.

Par ailleurs, des calculs simples montrent que st on choisit le réel stricte-
ment positif ¢ suffisamment petit, la fonction u : x — cxs (m — x)% est une
sous-solution de (2.5), et si on choisit ¢ suffisamment petit, on a u < .

La fonction fi :]0,7[xR* — R, (z,u) — \/La — 1 ne vérifie pas les conditions
de la Définition 2.3 , puisqu’elle n’est méme pas définie pour u < 0.

En revanche, si l'on pose E = {(z,y) €]0, 71[xR/u(x) <y <u(x)}, la fonc-

tion fo: E — R, (z,u) — \/La — 1 est LP-Carathéodory.
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En effet, la fonction fo vérifie a l’évidence les axiomes (i) et (ii) de la
définition 2.4, la vérification de 'axiome (ii) par fo résultant de ['inégalité
V(z,u) € E, 0 <u(z) <u.

Quant a axiome (i1i) de la définition 2.4 , il est vérifié par fy gradce a la
magoration ¥(z,y) € E,|fo(z,y)| < h(x) = ﬁ + 1 et au fait que

- 3
Verd (r—z)
la fonction h définie dans cette majoration appartient a LP (0, m)pour tout

pell 3

Toutes les conditions sont donc réunies pour que l'on puisse appliquer le
théoreme 2.2.

Cet exemple montre toute la pertinence de la définition 2.4 et ce qu’elle ap-
porte de plus que la définition 2.3 dans la théorie de sous-solution et sur-
solution.

Il montre, en effet, l'intérét de supposer que la fonction f, qui est au second
membre du probléeme(2.1), est LP-Carathéodory en tant que la fonction de E
dans R(c’est-a-dire au sens de la définition 2.4 avec a une sous-solution de
(2.1) et b une sur-solution du probléme (2.1)) plutot qu’on tant que fonction
de Q x R dans R ( C’est-a-dire au sens de la définition 2.3).

Le théoreme suivant, qui sera admis, généralise le théoreme 2.2. Nous serons

amenés a l’appliquer souvent.

Théoreme 2.3

On désigne par q et r, deur entiers naturels non nuls.

Soient uy, Uy, ..., u,, des sous-solutions de (2.1) et Uy, Us,...., Uy, des sur-
solutions de (2.1).

Notons u = max (gl,g2, ,gq) et w = min (uy, Us, ..., Uy).

Siu <, et si f:E— R est LP-Carathéodory avec

E={(z,y) € Q xR/u(z) <y <u(x)} et p>n, alors (2.1) admet une so-

lution uw € W?P(Q) telle que u < u < .
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Remarque 2.3

Notons que la fonction w (resp u), définie dans le théoréme 2.3, n'est pas
nécessairement une sous-solution (resp une sur-solution) de (2.1), au sens
de la définition 2.1 , parcequ’il peut lui manquer la régularité qui y requise.
Remarquons cependant que u et u sont continues.

On pourait adopter une définition plus large des notions de sous-solution et
sur-solution, qui généraliserait la définition 2.1 et qui ferait u et u, telles
qu’elles sont définies dans le théoreme 2.3, respectivement, une sous-solution

et une sur-solution du probléeme (2.1)

Exemple 2.4 Etant donné un parametre réel e > 0, on considere le probleme

aux limites unidimensionnel :

—e(2) = pllal) - p(u(z) si @ €] 11,

u(-1)=u(1)=1.

ot p € CY(R) et vérifie pour tout z € [—1,1], ¢'(z) > a® > 0, avec a

un réel > 0.

Premiére idée :
1l est facile de vérifier que les fonctions u et w constantes, définies par u =0

et w =1, sont respectivement sous-solution et sur-solution de (2.6).

En effet,
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Comme u < u, nous déduisons par le théoréeme 2.2 l'existence d’une solution
ue € [u,al.
Mais cet encadrement par deuzr constantes ne nous renseigne pas sur le com-

portement de la solution u. lorsque € — 0.

Deuzxiéme idée :

Posons u(z) = |z| et U(z) = |z| + <e<"l, pour tout x € [-1,1].

Chacune des fonctions définies sur [-1,1] par © +— x et ©x +— —x est une
sous-solution se (2.6). Et pour tout x € [—1,1], on a |z| = maz(xz, —x).
D’autre part, on vérifie aisément que U, est une fonction de classes C? sur

[-1,1].

Montrons que U, est une sur-solution de (2.6).

Nous avons :

eu(a) = —eae” ¥ si x€|0,1],

€

cae<®  si x€[-1,0].

z)—op(z+ e ®) si xel0,1],
et pllal) —plmey = FOTelErETT) e eell
@(—x)—tp(—$+§eex) st x € [-1,0].

Soit x € [0, 1].

D’apres le théoreme des acroissements finis, il existe un réel ¢ compris entre

x et x+ ge_%z tel que
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Compte tenu de la condition Vo € R, ¢/(x) > a?, nous avons,

pour tout x € [0, 1],

—26’%%0’(0) < —eae” ¥ = —2n"(z).

De maniére analogue, on montre que pour tout x € [—1,0],

€ a
pla) — ol + et < (o).

Comme u < %, pour tout réel e > 0, nous pouvons appliquer le théoreme

2.3 qui nous permet d’affirmer que :

Il existe u solution de (2.6) telle que u, € [u, %] et vérifie donc Vz € [—1, 1],

|ue(z) — |z|| < £e”<ll. Nous pouvons en déduire que la famille de solutions

{ue, e € R} converge uniformément vers la fonction x — |z|, lorsque € — 0.

Remarque 2.4 :
On pourrait se poser la question de savoir, si on peut se passer de la condition
u <7 dans le théoréme 2.2 pour assurer l'existence d’une solution de (2.1).

Et la réponse est : Non.
En effet, siu £ @, le probléme (2.1) peut ne pas admettre de solution, comme

le montre I’ezemple suivant :

—Au = Mu+ o dans €,
u=0 sur 0f2.

(2.7)

ot A est une valeur propre de lopérateur —/\ sur H}(Q)), autre que la

premiére, et @i une fonction propre qui lui est associée.
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Le probléme(2.7) n’a pas de solution, car s’il admettait une solution u, elle
vérifierait d’apres la formule de Green-Riemann :

fQ —Aupy, = fQ —Appu = fQ PYRTIRT

Et si l’on intégre sur Q la premiere égalité du probleme(2.7), aprés l'avoir
multipliée par @i, on obtient : fQ ©2 = 0. Or cette intégrale n'est pas nulle.
Donc le probléme (2.7) n’a pas de solution.

St on prend u = Kp1, avec K une constante réelle positive suffisamment
grande, on a u(x) = 0 sur 0 et —Au = Mu = \u+ (M — M) Koy <
Akl + @k,

parceque A1 — A\, < 0 et que o1 >> 0. Si on prend u = —K'pq, avec K" une
constante réelle positive suffisamment grande, on obtient de maniéere simi-
laire u(z) = 0 sur OS2 et

- AU > )\kﬂ + Lk

u et w donc, respectivement, une sous-solution et une sur-solution de (2.7).

Mais u > !

2.3 f est une fonction de Carathéodory

Maintenant , on va s’intéresser au théoreme relatif lorsque f est une

fonction de Carathéodory.

Définition 2.5 (Fonction de Carathéodory voir [4])
Soit Q un ouvert de R™, f une fonction de QxR dans R est dite Carathéodory,

si elle vérifie :

36



CHAPITRE 2. THEOREMES RELATIFS A LA METHODE DES SOUS
SUR-SOLUTIONS 2.3. f est une fonction de Carathéodory

e L’application

f:R—=R
t f(z,1)
est continue pour presque tout x € €.
e L’application
f: Q=R
z— f(z,1)

est mesurable pour tout t € R.

Considérons le probleme suivant :

—Au = g(x,u) dans , 2.8)

U=1g sur 0f).

Dans certains cas, on peut faire appel a la définition de sous et sur solutions

au sens faible.

Définition 2.6
e On dit que u € H*(Q) est une sur solution faible pour le probléme (2.8), si

u > ug sur 0f) et
/VﬂVvdx Z/g(x,ﬂ(x))v(x)dx, Yv e Cg°(2), v > 0.
Q Q

e On dit que u € H'(Q est une sous solution faible pour le probléme (2.8), si
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u < ug sur 0N) et
/VgVud:p < / g(x,u(x))v(z)dz, Yv e C5°(2), v > 0.
Q Q

On peut énoncer le Théoréme :

Théoréme 2.4 voir [12]

Soit g : Q@ x R — R wune fonction de Carathéodory telle que |g(x,u(x))| <
C(R), pour tout R > 0 et pour tout u telle que |u(x)| < R presque partout.
Supposons que u et uw une sous sur-solution du probléeme (2.8).

Supposons qu’il existe c et € € R tel que —o0o < ¢ < u < <€ < +00 presque
partout dans €.

Alors le probléeme (2.8) admet une solution u < u < u.

2.4 Le théoréeme du degré

Notation 2.1 :

On suppose connues une sous-solution u et une sur-solutionu de (2.1), telles
que u K U.

Notons © louvert de C}(Q) définie par :

O ={veCh(r)/ u<v LT et|[v|pry < R} (%)

ot la constante R est celle qui a été définie, en association avec u et u, dans
la preuve du Théoréeme 2.2.

Nous savons que l'opérateur complétement continu T, : Ch(Q) — CL(€),
v — T1(v), admet un point fire u et nous voulons montrer que u € © sous

une hypothése que nous précisons.

Commencons par énoncer un certain nombre de propriétés de la notion de

degré de Leray-Schauder [11].
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Proposition 2.1

On se place dans un espace vectoriel normé X.

On désigne par I l'opérateur identité de X.

Un degré est une application qui a tout ouvert borné © de X et a tout
opérateur T : © — X, complétement continue et tel que Yu € 00, Tu # u,

associe le nombre entier relatif deg(I — T ,0) qui a les propriétés suivantes :

1 si Ox € O,

0 st OX ¢ O.
(Py) Additivité : Si O et ©y sont deux ouverts bornés dijoincts de X tels

que Yu € 00, U 009, u # Tu, alors

(P1) Normalisation : deg(I,0)=

deg(I —T,0,UBOy) =deg(l —T,01) +deg(I —T,0,).

(P3) Invariance par rapport ¢ une homotopie :
Si H :[0,1]x© — X est complétement continu et tel que 0, ¢ (I — H)
([0,1] x 90), alors, pour tout t € [0, 1]

deg(I — H(0,.),0) =deg(I — H(t,.),0)

(Py) SiOx € (I —T)(©), alors deg(I —T,0) =0.
(Ps) Si deg(I-T,©) # 0, alors Ju € O telle que u = T u.
(Ps) Excision : Si une partie A de © est telle que Ox ¢ (I —T)(A) alors

deg(I —T,0) = deg(I —T,0\A).
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Définition 2.7

Une sous-solution u de (2.1) est dite stricte, si pour toute solution u de
(2.1), ona:u>u= u>>u.

Une sur-solutionu de (2.1) est dite stricte, si pour toute solution u de (2.1),

ona:u<u=u<<u.

Remarque 2.5
Une sous-solution (resp. une sur-solution) stricte de (2.1) est une sous-

solution(resp.sur-solution) propre de (2.1).

Théoréme 2.5

On suppose qu’il existe une sous-solution stricte u de (2.1) et une sur-solution
stricte uw de (2.1) telles que u < u.

Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € Q x R : u(x) <y <
u(x)} et p>mn, alors il n’y a pas de solution de (2.1) sur 90, ot © est défini
par ().

De ce fait, deg(I — T1,0) est bien défini.

De plus deg(I —T,,0) = 1.

Enfin, si u est un point fixe de Uopérateur Ty tel que u < u <, alors

u << u<<u.

Remarque 2.6

1l est facile de voir que sous l’hypothese d’existence d’une sous-solution stricte
w de (2.1) et d’une sur solution strictew de (2.1), la propriété u < u équivaut
a la propriété u < u.

En effet, d’apres le théoréme 2.2, si u < 1, il existe une solution u de (2.1)
telle que u < u < w, comme u et w sont strictes, nous avons u < u <K u.
Par conséquent, sous les hypothéses du théoreme 2.5, © est bien définie et

est bien un ouvert de C(Q).
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Preuve du Théoréme :

La premiere affirmation et la derniere affirmation du théoréme 2.5 sont
évidentes.

Il reste a montrer ’égalité deg(I — T;,0) = 1.

Rappelons que Uopérateur T, = CH(Q) — Cu(Q), qui a été défini dans la
preuve du théoréme 2.1, vérifie les trois propriétés suivantes :

(P;) Yu e, To(u) =Ty (u).

(Fs) T2(CE(Q) C B(Ocy s R)-

(Py) Siu="T(u), alors u < u < U et, comme u et u sont strictes, u € O.
Considérons maintenant v € 83(001%?@), R).

D’aprés (Fy), nous avons VA € [0,1], ATy (v) € B(0cy ), R) et par suite,
VA €[0,1], v # AT3(v).

Ce qui montre que l'opérateur H(t,.) = t75(.) vérifie toutes les conditions qui
permettent de lui appliquer la propriété d’invariance par rapport a une homo-
topie (Proposition 2.1,(P3)). Appliquons donc (Ps) avec © = B(OC}B@,R),
H(t,.) =tT5(.) et t = 1.

Il vient deg(I, B(Ocy @), R)) = deg(I — Tz, B(Ocy ), R)). D’autres part, on a
par (Py) : deg(1, B(OC}B@), R)) =1.

Appliquons (Pg) a A = 3(00}3 (Q), R)\O, sachant que par (Py) nous avons
0ey @) ¢ (1 - T(A).

Nous obtenons deg(I — Tz, B(Ocy @), R)) = deg(I — T2, ©).

Enfin par (P;), on a deg(I — T5,Q) = deg(I — T1,0).

En associant toutes les égalités que nous venons de mettre en évidence, nous

avons :

deg(I-T;,0) = deg(I~T5,0) = deg(I~T5, B(Ogy @, R)) = deg(I, B(0y ), R)) = 1.
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Remarque 2.7

Sil existe un ouvert U de C5(Q), qui contient © et tel que deg(I—T,U) = 0,
alors 0 = deg(I — T,,U\O) + deg(I — T;,0), d’aprés ladditivité du degré.
Il existe donc une solution de (2.1) dans U\O , ce qui est un moyen d’obtenir
un résultat de multiplicité.

Un autre résultat de multiplicité est le théoréme suivant, qui est connue sous

le nom du Théoréme des trois solution d’Amann.

Théoréme 2.6

Supposons que nous ayons deuzr sous-solutions strictes u, et u, de (2.1) et
deux sur-solutions strictes Uy et Uy de (2.1) qui vérifient :

o u L Up.

® Uy K Usg.

° U, fﬂl.

Si f: E — R est LP-Carathéodory avec E = {(z,y) € Q x R/u(x) <y <
u(zx)} et p > n, alors (2.1) admet au moins trois solutions uy, uy et uz qui
vérifient :

o u < up K Ty

o Uy < Uy < T

o u; K uz K Usg.

avec uz % Uy et ug F u,

Preuve :

Pour(i, j) € {(1,1); (1,2); (2,2)}.

Notons ©;; = {v € Cy(Q)/u; < v < T et |[v]liy < R}, ot R est la
constante qui a été associée a la paire uy,us dans la preuve du Théoréme

2.5.
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Par le théoréeme 2.5 on a : deg(I — T1,011) = 1 et deg(I — T1,09) = 1.
Ce qui nous fournit l’existence de deux solutions uy et uy de (2.1) qui vérifient :
u; K ul KUy et uy K ug K Us.
D’autre part, par le théoreme 2.5 combiné avec la propriété d’excision du
degré, nous avons :
1 =deg(I —T1,012)
=deg(I —T;,011) + deg(I — T;, ) + deg(I — T1, ©15\O1; U Oyy)
=1+ 1+deg(I —T;,01,\011 UOy).
On en déduit que de(I — Tp,015\011 U Ogp) = —1.
Ce qui signifie qu’il existe une troisiéme solution us de (2.1) située entre u,

et Wy qui vérifie ug ﬁ uy et us 2 Usy.

Remarque 2.8
Dans le théoreme 2.6, les hypotheses w, < Uy et u, <K Us peuvent étre

remplacées respectivement par w, < Uy et u, < Uy, par la remarque 2.6.

Corollaire 2.1
Nous reprenons exactement les mémes hypothéses que dans le théoreme 2.0.
Alors (2.1) admet au moins 3 solution uy,uy et ug qui vérifient : v, <K uy; <K

Uy, Uy K Uy K U et Uy $u3 ﬁuQ, avec us ﬁﬂl et us zgz.

Remarque 2.9

Il 'y a que la double inégalité uy £ us % us qui soit nouvelle par rapport a
la conclusion du théoreme 2.6.

Elle constitue d’ailleurs un raffinement par rapport a la double inégalité

U, K ug K Uy du théoreme 2.6, dans la mesure ou l'on a, par ailleurs,

U < Uy etuQ <<ﬂ2.
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Preuve du corollaire :

Montrons Uezistence de trois solutions uy, uy et us de(2.1) qui vérifient

up £ ug £ us, en plus des autres conditions figurant dans la conclusion du
théoréeme d’Amann.

Pour le montrer on a besoin du théoreme suivant :

Théoréme :

Sotent u et u respectivement une sous-solution et une sur-solution du probleme
(2.1), telles que u < u et supposons que f : E — R soit LP-Carathéodory
avecp >n et E={(z,y) € A x R/u(x) <y <7u(x)}.

Si le probléeme(2.1) admet au moins deux solutions situées entre u et u, alors :
1) 3 Umin, Umae Solutions de (2.1) telles que u < Upin < Upae < U.

1) Si u est une solution de (2.1) qui vérifie u < u < U, alors Upin < u <

umam .

Dans ce cas, Umin (T€SP. Umaz) est appelée la solution minimale
(resp.la solution mazximale)du probléeme (2.1) par rapport a la paire de

sous-solution et sur-solution(u, ).

L’application de ce dernier théoréme permet de dire qu’il existe Uy, (Tesp
Umaz ) Solution minimale (resp solution maximale) de (2.1) par rapport a la
paire de sous-solution et sur-solution (uy,us). Le théoréme 2.6 indique que
Uy K Upin K UL, Uy K Uy K Un.

Nous avons évidemment Uy ﬁ U3 ﬁ Umaz, OU Uz est la troisieme solution
donnée par le théoréeme 2.6.

1l suffit donc de poser w1 = Upmin €t Us = Umaz pOUr avoir le résultat annoncé.
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Théoreme 2.7

Nous avons le méme résultat que dans le théoréme d’Amann, a condition de
remplacer les inégalités strictes concernant u, et Uy, par des inégalités larges,
sans exiger de la sous-solution w, de (2.1) et de la sur-solution Uy de (2.1)

d’étre strictes.

Preuve :

Considérons le probleme modifié :

—Au(z) = f(z,u(r)) dans Q,

(2.9)
u(z)=0 sur 0.

avec f définie par :

VppreQ,VzeR,

fl@,u(z)  siz<w(z),
flx,2)=< f(z,2) st uy(z) <z <u(w),

flz,us(z)) sz >us(x).

Notons u; = u; — 1 et Uy = Uy + 1.

Nous avons : Vo € Q, —Au;(z) = —Au,(2) < f(z,u,(z) = flz,7) et
Vo € 09, u; < uy(z) < 0.

De méme, Va € Q, —Alg(z) = —ATa(z) > f(o, ) = f(x, Us(7)).

EtV x € 09, Uy(x) > us(x) > 0. Les fonctions u; et Uy sont donc respective-
ment une sous-solution et une sur-solution du probleme (2.9) et elles vérifient
Uy < Us.

D’autre part, si u est une solution de (2.9), elle vérifie uy < u < Uy (voir la
démonstration du théoréme 2.2), et on a donc u; < u < Us.

Nous en déduisons que Uy et Uy sont respectivement, une sous-solution stricte

et une sur-solution stricte du probléme(2.9).
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En outre, le fait que uy € [uy,Us], conduit a : ¥V € Q, f(z,uy(z)) =
J(@,uy ().
Nous en déduisons que u, est une sous-solution de (2.9) et elle est stricte,
puisque toute solution de(2.9) est une solution de (2.1). De la méme facon,
uy est une sur-solution stricte de (2.9).
Enfin, nous avons :
o U K U.
o Uy K Us.
* U, ﬁ uip.
® U < u.
o U < ﬂ_g
Le théoréme d’Amann nous permet de dire qu’il existe trois solutions uq, us
et uz de (2.9) telles que :
o U < uy K Ty
o U, K Uy K Us.
o U <K uz <K Us.
avec ug ﬁ uy et ug ;f Uy .
Mais, comme nous avons par construction, Vi € [1,3], u; < u; < Uy, nous
en déduisons que uy,us et ug vérifient @ w, < uyp K Uy, Uy K Uz < Ug,

uy <ug < Ty, uz £ Uy el uz £ uy.

Remarque 2.10
Si une sous-solution propre u de(2.1) vérifie :

de >0 tq Vpp x € Q, Vz € [u(z),u(z) + €,

—Au() < flz,2) sur
u(z) <0 sur oS

alors u est stricte, comme nous allons le montrer.
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Soit u une solution de (2.1) telle que w > u. Comme u est une sous-
solution propre, nous aurons u # u. Ce qui signifie qu’il existe au moins un
point z de ) tel que u(z) > u(x).

Supposons qu’il existe xy € Q tel que (u — u)(xg) = 0.

Le point xq serait un minimum global de u — wu.

Commencons par examiner le cas ou xo € 2. Dans ce cas, il existerait un
ouvert 0 C Q tel que xg € Q et Ve € Qy, 0 < (u—u)(x) <e.

1l est toujours possible de choisir 1 suffisamment grand pour qu’il contienne
un point xy tel que u(xy) — u(zy) > 0.

Nous aurions alors Vp.p x € O, —A(u—u)(z) > f(z,u(zr))— f(z,u(z)) = 0.
Le principe du mazimum/(cf. Rappel 1.1) s’applique et il indique que cette
situation la est impossible.

Ce qui signifie que Vp.p x €, (u— u)(x) > 0.

Dans le cas ot xo € 052, on aurait de méme [’existence d’une boule ouverte
B C Q telle que xyg € 02 etV € B, 0 < (u—u)(z) <e.

On aurait alors Vp.pxr € B, —A(u — u)(x) > 0.

On applique le principe du mazimum de Hopf qui indique dans ce cas que :
2 (u—u)(zo) < 0. Ce qui montre que u>> u.

On en conclut que la sous solution u est stricte.
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Application a un probleme quasi linéaire
Dans cette partie, on montre [’existence de solution du probleme suivant :

—Au = !+ uP dans S,
us0 dans (2, (2.10)
u=0 sur Of).

ol <g<l<p<2x-—-1= %(N > 3) et A un parameétre positif. La

fonctionnelle d’énergie associé au probléme (2.10) est définie par :

1 1
B = gl = =5 [ lrde = — [Pt
qg-+1 p+ p+1 Q

Ce probleme a €té traité dans l'article d’Ambrossetti, Brézis and cerami.

La particularité de ce probleme, réside dans le fait qu’il ya un terme concave
(g < 1) et un terme conveze (p > 1).

Ambrosetti-Brézis-Cerami ont fait appel a la notion de sous-sur solutions qui

leur permis de prouver le résultat suivant :

Théoreme 2.8

Pour tout 0 < g <1 <p, il existe A € R, A > 0 tel que :

1) Pour tout A\ € (0,A), le probléeme (2.10) admet une solution minimale u)
tel que I\(uy) < 0.

1) Pour A = A, le probléme (2.10) admet au moins une solution faible

u e Wy?(Q) N LPHY(Q).

191) Pour tout A > A le probléme (2.10) n’admet aucune solution.

Remarque 2.11
La solution minimale pour ce probleme est dans le sens que uy est une solution

a énergie minimale.
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Avant d’entamer la démonstration du théoréme 2.8. Définissons A = sup{\ >
0, le probléeme(2.10) admet une solution}

Nous établissons le lemme suivant :
lemme 2.2 Ona, 0 < A < o0.

Preuve :

Soit e solution du probléeme suivant :

—Ne=1 dans €,
e=0 sur Of2.

(2.11)

e est la solution unique du probléme (2.11), ceci d’apres le lax-Milgram
u = Me une sur-solution du probléeme (2.10) ou M est une constante positive.
En effet, u satisfait

—AMe > X\(Me)? + (Me)P.

alors

M > AXM9e? 4 MPeP

Comme 0 < g < 1 < p, on peut trouver \g > 0 tel que pour tout 0 < XA < Ag,
il existe M = M(X) > 0 satisfaisant M > AXM1||e||2, + MP|le||2, > AM%e +
MPeP.
On a pour tout x € 0L, u(x) = 0. Donc, u(x) = Me est une sur-solution de
(2.10).

Soitu = epy ou e > 0, py est la fonction propre associée au probléme suivant :

— A1 = A\ dans €,
=0 sur 0f2.
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u est une sous-solution du probleme (2.10). En effet
—Aepr < Aepr)? + (ep1)”,

Ceci implique que

e(=Ap1) < Aewr)? + (epr)”

Donc

edrpr < Aewr)? + (epr)?

Pour € assez petit, pour tout X > 0 et pour tout x € 9, u(x) =0 car p; =0
sur 0. Ainsi u(x) = epy est une sous-solution du probléeme (2.10).

Par conséquent

u(z) <u(zr) c—a—d epp < Me

Donc le probléme (2.10) admet une solution ep; < u < Me, pour tout A < \g
et A Z )\0.
Soit X tel que

MO 1P > Nt VEERE> 0. (1)

Si A est telle que le probléme (2.10) admet une solution u, nous allons mul-

tiplier le probleme(2.10) par p1 et nous allons intégrer sur £ on obtient :

A\ fQ wprdr = /\fQ ulprdx + fQ uwPerde............ (2)

De (1) et (2) on conclut que A < X\ et on a montrer que A < \.
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Conclusion

L’idée c’était d’exploiter certaines propriétées afin de trouver la solution
recherchée. Plus précisement, on a montré que st on pouvait trouver une sous-
solution u et une sur-solution w d’un probleme aux limites bien particulier,

et si de plus w <, alors il existe une solution qui satisfait
u<u<u.

On a présenté et démontré le théoréme des trois solutions d’Amann qui per-
met d’obtenir l’existence de trois solutions en présence de deux paires de sous

sur-solutions vérifiant certaines realtions d’ordre.
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