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Notations

R : ensemble des nombres réels ;

C : ensemble des nombres complexes ;

[a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b;

xl transposée du vecteur z ;

{1,...,N} :ensemble des N premiers nombres entiers positifs
Ker(f) : noyau d’une application f;

e : exponentielle d’une matrice A;

M, «n : ensemble des matrices a m lignes et n colonnes;
rang(A) : rang d’une matrice A;

det(A) : déterminant d’une matrice A;

P4()\) : polyndme caractéristique de A;

f € CHI): f estdérivable sur I et f’ est continue sur [ ;

Iz : dérivée partielle de f par rapport a x;

x

1 € AC' : 1) est une application absolument continue ;
(x,y) : produit scalaire des vecteurs x et y/;

|| || : norme euclidienne du vecteur x.



Introduction générale

La théorie du contrdle optimal consiste a trouver une commande qui optimise une fonction-
nelle sur un domaine défini par un systeme dynamique commandé d’équations différentielles
et des contraintes sur la commande et 1’état. Cette théorie est appliquée dans divers domaines
des sciences biologiques (épidémiologiques) et des sciences de 1’ingénieur (aéronautique, phy-
sique, finances, etc). Vu I’'importance de cette théorie en pratique, plusieurs chercheurs se sont
intéressés a la mise au point de méthodes numériques efficaces pour la résolution de ce type
de problemes [21, 22, 27]. Deux familles de méthodes numériques se distinguent actuellement
pour résoudre les problemes de contrdle optimal : les méthodes indirectes et les méthodes di-
rectes [51].

Les méthodes indirectes sont basées sur I'utilisation du principe du minimum de Pontrya-
guine qui fournit une formulation hamiltonienne du probleme de contrdle optimal considéré,
ainsi que des conditions nécessaires d’optimalité. Le principe de ces méthodes est d’exprimer
le controle sous la forme d’une fonction réguliere de 1’état et de 1’état adjoint et de se ramener
ainsi a la résolution d’un probleme aux valeurs limites que I’on peut résoudre par exemple par
une méthode de Newton [48].

Les méthodes directes s’appuient sur la discrétisation en temps du probleme de contrdle,
formulé en termes d’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Il en résulte un probleme de pro-

grammation non linéaire en dimension finie [26].

L’ épidémiologie est une discipline scientifique qui étudie les problemes de santé dans les
populations humaines, leur fréquence, leur distribution dans le temps et dans 1’espace, ainsi que
les facteurs exercant une influence sur la santé et les maladies des populations. La relation entre
les mathématiques et I’épidémiologie s’est accrue. Pour le mathématicien, 1’épidémiologie offre
des branches nouvelles et passionnantes, tandis que pour 1’épidémiologiste, la modélisation

mathématique offre un outil de recherche important dans I’étude de 1’évolution des maladies.

La modélisation peut aider a déterminer quelles interventions a éviter et lesquelles a essayer,
ou bien prédire les futurs modeles de croissance, etc. Les modeles mathématiques peuvent dé-
crire la progression des maladies infectieuses pour montrer 1’issue probable d’une pandémie
et aider a orienter les interventions de santé publique. Ces modeles utilisent des hypotheses

de base ou des statistiques agrégées afin de trouver des criteres mathématiques pour diverses
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maladies infectieuses et pour calculer les effets des différentes interventions.

En décembre 2019, une grave épidémie de maladie respiratoire s’est déclarée a Wuhan,
une ville de onze millions d’habitants au centre de la Chine. L’agent causal était le nouveau
coronavirus 2 du syndrome respiratoire aigu sévere (SARS-CoV-2), qui a été identifié et isolé
d’un patient au début de janvier 2020 et vérifié par la suite chez seize patients supplémentaires.
Le virus aurait une origine zoonotique. En particulier, le marché de Huanan, un marché de gros
animaux vivants et de fruits de mer a Wuhan, était considéré comme la principale source de
cette épidémie, dont 55% des quatre cent vingt-cinq premiers cas confirmés étaient liés a ce
marché. Pendant ce temps, des comparaisons récentes des séquences génétiques de ce virus et

des coronavirus de chauve-souris montrent une similitude de 96% [36].

De multiples modeles mathématiques ont déja été présentés pour prédire la dynamique de
cette pandémie au niveau régional et mondial [43], certains de ces modeles ont été mis en
ceuvre selon différentes méthodes pour évaluer une stratégie de mesures préventives : dans [4],
I’approche de modélisation susceptible-infecté-rétabli (SIR) a été utilisée pour étudier les para-
metres de ce modele pour I'Inde tout en considérant différentes mesures de verrouillage gou-
vernementales ; dans [32], la durée de la période d’incubation de Covid-19 est estimée a 1’aide
de cas confirmés de Covid-19 signalés entre le 4 janvier et le 24 février 2020, dans cinquante
provinces, régions et villages de Chine ; dans [35], un modele de I’épidémie a Wuhan, avec ré-
action individuelle et action gouvernementale (prolongation des vacances, fermeture de la ville,
hospitalisation et quarantaine) est analysé sur la base de la pandémie de grippe ; dans [37], une
modélisation susceptible-exposé-infecté-rétabli (SEIR) est considérée pour prévoir I’épidémie
de Covid-19 en Algérie en utilisant des données réelles du ler mars au 10 avril 2020; dans
[58], un modele SEIR modifié est considéré sous trois scénarios d’intervention (suppression,
atténuation, douceur) et simulé pour prédire et étudier les réalités dans plusieurs pays africains :

Afrique du Sud, Egypte, Algérie, Nigeria, Sénégal et Kenya.

La liste de ces études est longue, voir : [33] pour un nouveau modele épidémiologique
compartimental adapté au Covid-19 avec une étude de cas du Portugal ; [38] pour un modele
fractionnaire (ordre non entier) appliqué au Covid-19 en Galice, Espagne et Portugal; [59]
pour un modele stochastique avec retard de Covid-19, appliqué a la stratégie marocaine de

déconfinement.

Dans [41], un systtme mathématique généralisant le modele SEIR est présenté pour analyser
I’épidémie de Covid-19 sur la base d’un mécanisme dynamique qui inteégre 1’impact intrinséque
des cas latents et infectieux cachés sur I’ensemble du processus de transmission du virus. Les
auteurs de [41] valident leur modele en analysant la corrélation des données publiques de la
Commission nationale de la santé de Chine du 20 janvier au 9 février 2020, et produisent des

estimations et des prévisions fiables, révélant des parametres clés de 1’épidémie de Covid-19.

Cette these porte sur le travail de maximisation et de minimisation de problémes de controle
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optimal et une application a un modele épidémiologique du type Covid-19. Elle est organisée
de la maniere suivante :

Le premier chapitre est une présentation générale des systemes dynamiques et de contrdle
optimal. Nous présentons les systemes dynamiques commandés et le critere algébrique de Routh
pour la stabilité. Apres cela, nous étudions la notion de controlabilité des systemes, développée
par Kalman [28]. Enfin, nous terminons ce chapitre par la présentation du principe du minimum
de Pontryaguine.

Le second chapitre décrit les systemes épidémiologiques, ou les différentes populations sont
étiquetées par les appellations suivantes : susceptible-infecté (SI), susceptible-infecté-rétabli
(SIR), susceptible-infecté-rétabli-décédé (SIRD). Par la suite, on présente un modele épidé-
mique général a compartiments pour une population hétérogene. On finit le chapitre par 1’étude
de stabilité des systemes épidémiologiques.

Le troisieme chapitre porte sur un algorithme pour trouver une solution numérique approxi-
mative pour les problemes linéaires de controle optimal. Cet algorithme est basé sur 1’algo-
rithme de direction hybride, développé par Bibi et Bentobache [13] pour la programmation
linéaire. Nous définissons une estimation d’optimalité et donnons une condition nécessaire et
suffisante pour caractériser 1I’optimalité d’un certain contrdle admissible du probleme discrétisé,
puis nous donnons un exemple numérique pour illustrer 1’approche proposée. Enfin, nous pré-
sentons quelques résultats numériques qui confirment la convergence de 1’algorithme proposé
vers la solution optimale du probleme de contr6le optimal continu présenté.

Dans le quatrieme chapitre, nous appliquons la théorie du controle optimal a un modele
généralisé de type SEIR. Le systeme proposé comporte trois contrdles, représentant la distan-
ciation sociale, les moyens de prévention et les mesures de traitement pour lutter contre la
propagation de la pandémie de Covid-19. Nous analysons ce probleme de contréle optimal
sur la base de données réelles. Nos résultats montrent la pertinence du modele, notamment le
nombre d’individus mis en quarantaine et rétablis. En appliquant le principe du minimum de
Pontryaguine, nous montrons comment on aurait pu diminuer drastiquement le nombre d’in-
dividus susceptibles, exposés, infectés, mis en quarantaine et décédés, et ce en augmentant la
population protégée.

Finalement, cette these s’acheéve par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

Généralités sur les systemes dynamiques
commandés et le controle optimal

1.1. Introduction

Un systeme est constitué naturellement ou artificiellement afin d’accomplir une tache pré-
définie. Son état est affecté par une ou plusieurs variables, les entrées du systeme. Le résultat de
I’action des entrées est la réponse du systéme, qui peut étre caractérisée par le comportement

d’une ou plusieurs variables de sortie.

entrées . sorties
> systeme ——»

FIGURE 1.1. Schéma fonctionnel d’un systeme.

Le systeme complet ou un des éléments le composant est généralement représenté sché-
matiquement par un schéma fonctionnel consistant en un rectangle auquel les signaux d’entrée
représentés par des fleches entrantes sont appliqués. L’action des entrées produit de maniere
causale des effets mesurés par les signaux de sortie représentés par des fleches sortantes. No-

tons ainsi que la notion de systeme est indissociable de celle de signal.

Les entrées affectant un systeme peuvent étre de nature différente. Les unes ont pour but
d’exercer des actions entrainant le fonctionnement souhaité du systeme, ce sont les commandes.
Les autres entrées troublent le fonctionnement désiré et sont définies comme des perturbations.
Chaque élément constitutif de I’ensemble du systeme peut étre caractérisé par un nombre fini
de variables, et I'interdépendance des variables caractérisant chaque élément peut étre expri-
mée sous la forme d’une loi mathématique. Ainsi, la relation entre les entrées et les sorties du
systeme est I’expression des lois de la physique, associées au systeéme. L’ensemble des lois ma-

thématiques régissant la causalité entre les entrées et les sorties du systeme constitue le modele
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perturbations

entrées R sorties
> systeme —

FIGURE 1.2. Schéma fonctionnel d’un systeme avec perturbations.

mathématique du systeme.

La modélisation, étape préliminaire de 1’analyse d’un systeme dynamique quelconque, indé-
pendamment de sa nature physique, de sa composition et de son degré de complexité comporte

donc les étapes suivantes :

1. Identification des variables pertinentes pour la caractérisation de chaque élément consti-

tuant le systeme ;
2. Caractérisation des relations entre ces variables ;

3. Représentation mathématique des intéractions entre les éléments a travers la représenta-

tion mathématique des intéractions entre les variables ;

4. Formation d’un systéme de relations entre les variables caractérisant le systéme comme

un tout;
5. Formation d’un systeme de relations entre les variables d’entrée et les variables de sortie.

Il est important de remarquer que tous ces aspects de 1’analyse des systemes ainsi que ceux
développés par la suite sont abordés en théorie des systemes d’un point de vue abstrait plutot
que d’un point de vue physique. Cela signifie qu’en théorie des systemes, 1’identité physique
des variables associées a un systeme importe moins que les relations mathématiques entre ces

mémes variables.

1.2. Théorie de la commande

La théorie de la commande, branche de la théorie des systemes, est par nature un domaine
interdisciplinaire développé a partir de solides fondements mathématiques avec un objectif tres
concret : développer des correcteurs/régulateurs pouvant étre mis en oeuvre sur des sciences bio-
logiques (épidémiologiques) et des systemes technologiques réels. Empruntant ses outils et ses
bases théoriques aux mathématiques, la théorie de la commande permet la conception de sys-
temes de commande pour des domaines aussi variés que 1’aéronautique, I’industrie chimique,

I’automobile, le génie électrique, etc.

Quelle que soit la nature du systtme a commander, il est toujours possible de classer les

différentes structures de commande en deux grandes familles : les structures de commande en
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boucle ouverte et les structures de commande a contre-réaction, appelées également structures

de commande en boucle fermée.
1.2.1 La commande en boucle ouverte

La commande en boucle ouverte d’un systéme consiste a introduire, a I’entrée de ce systeme,
le signal e(¢) permettant d’obtenir a sa sortie, le signal y(¢) correspondant a la réponse voulue.
Cette commande est envisageable dans le cas ou le systeéme est parfaitement connu et modélisé,

et dans le cas ou I’obtention d’une mesure de la sortie n’est pas économiquement possible.

u(t) y(t)

Loi de commande —> Actionneur = Systeme

Entrée de consigne Signal de commande Sortie réelle

FIGURE 1.3. Commande en boucle ouverte.

1.2.2 La commande en boucle fermée

Toutefois, si le systéme a commander n’est pas parfaitement connu ou si des perturbations
I’affectent, les signaux de sortie ne seront pas ceux souhaités. L’introduction d’un retour d’in-
formation sur les sorties mesurées s’avere alors nécessaire. Le principe de commande en boucle

fermée est illustré sur la figure suivante et définit la structure de commande a contre-réaction.
Signal de référence

l+ u(t) y(t)

’??_’I Loi de commande Actionneur Systeme >

Y

\ 4

Signal d’erreur Signal de commande

Sortie mesurée Sortie réelle
Capteur -

FIGURE 1.4. Commande en boucle fermée.

Cette structure de commande permet ainsi d’améliorer les performances dynamiques du sys-
teme commandé (rapidité, rejet de perturbation, meilleur suivi de consignes, moindre sensibilité

aux variations paramétriques du modele, stabilisation de systemes instables en boucle ouverte).
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1.3. Les systemes dynamiques commandés

La théorie moderne de la commande des systémes repose en grande partie sur le concept
d’état d’un systeme, le modele associé et la représentation d’état. Le concept d’état a été in-
troduit de maniere systématique par R.E. Kalman [28] et par les ingénieurs travaillant sur les
premieres applications spatiales (Apollo, Polaris) aux débuts des années 60. Il était déja large-
ment utilisé dans d’autres disciplines scientifiques telles que la Mécanique (formulation Hamil-

tonienne) ou la Thermodynamique (travaux de H. Poincaré).
1.3.1 Représentation d’état d’un systéeme dynamique

L’état d’un systéme est caractérisé par un ensemble de variables dynamiques appelées va-

riables d’état et qui résument complétement la configuration courante du systeme.

Tout systeme dynamique peut étre représenté par ses équations d’état définies par un en-
semble d’équations différentielles du premier ordre appelées équations dynamiques, et un en-

semble d’équations algébriques appelées équations de sortie ou de mesure :

2(t) = fa(t), ult),),
{ y(t) = h(z(t),u(t),t), (1.1)

ou z(t) € R™ est un vecteur d’état, u(t) € R™ est un vecteur de commande, y(t) € R" est un
vecteur de sortie. Les fonctions f, (h) : R" x R™ x R — R™, (R") sont des fonctions Lipschit-
ziennes par rapport a x, continues par rapport a u et continues par morceaux par rapport a t.

Les équations d’état caractérisent completement le comportement dynamique du systeme. Dans

le cas ou le systeme est linéaire, on peut représenter ce dernier sous la forme matricielle sui-
{ 8402 () + By 2

y(t) = C@)x(t) + D(t)u(t),
ol A(t) € Myxn (R) est une matrice dynamique, B(t) € M,,x., (R) est une matrice de com-
mande ou d’entrée, C'(t) € M,«, (R) est une matrice de sortie et D(t) € M., (R) est une

vante :

matrice de transmission directe.

Définition 1.1. Le systeme (1.2) est dit linéaire stationnaire, si les matrices A, B,C et D sont

constantes.

1.3.2 La matrice de transfert d’un systéme dynamique

La notion de fonction de transfert a été essentiellement définie par A.C. Hall en 1943 [26],
ou il utilise la transformée de Laplace et le calcul opérationnel inventé par O. Heaviside en 1892

pour caractériser le comportement entrée-sortie des servomécanismes.
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On considere le probleme linéaire stationnaire suivant :
{ i(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = 2°, (1.3)
y(t) = Cx(t) + Du(t),
ol 2 € R™ est Iétat initial du systéme.
Définition 1.2. La transformée de Laplace d’une fonction s(t) est une fonction S(p) de la

variable complexe p, définie par :
“+o0o

S(p) = /s(t)e_ptdt.

0
Propriété 1.1. [26]

a) Linéarité : La linéarité de la transformation de Laplace résulte naturellement de la linéarité

de ’intégration.

Soient H(p), G(p) et F(p) les transformées de Laplace des fonctions h(t), g(t) et f(t) res-

pectivement. Pour tout et f dans R, on a :
f(t) = ah(t)+ Bg(t) = F(p) = aH(p) + BG(p).

b) Transformée de Laplace d’une dérivée : Soient s(t) une fonction du temps t et S(p) sa trans-

formée de Laplace. Alors on a

$(0) = % 5 5'p) = pS(p) — 5(0).

De méme, la transformée de Laplace de sa dérivée n—ieme est :

n) d™s n) 2n ) kdkfnfls
)= —— 85" =p" S(p) — F———(0) ) .
s () T (p) =p" S(p) k;ﬂ <p = ( )>
Par exemple :
d2
$'(t) = —5 — S"(p) = * S(p) — p5(0) = 5(0),
Du fait de la linéarité de I’opérateur de Laplace, il est possible de 1’appliquer au systeme

(1.3):
X(p) = (pI — A)"1(BU(p) + 2°),
(1.4)
Y(p) = C(pI — A)~(BU(p) +2°) + DU (p),

ot X(p), Y(p) et U(p) sont les transformées de Laplace de x(t), y(t) et u(t) respectivement.
Pour des conditions initiales nulles, z° = 0, on obtient la relation entrées-sorties :
Y(p) = (C(pI — A)T'B+D)U(p) = G(p)U(p).
Définition 1.3. La matrice
G(p) € Mism (R>
est appelée matrice de transfert liant I’entrée U (p) a la sortie Y (p).

Définition 1.4. Les racines qui annulent U (p) sont appelées les poles de la fonction de transfert.
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1.4. Théorie de la stabilité

On va présenter dans cette partie la théorie de la stabilité des systemes linéaires et non
linéaires. Les premiers résultats sont apparus avec Lyapounov [25] a la fin du 19¢me siecle et
au début du 20eme siecle. Lyapounov donne alors une condition suffisante pour la stabilité des

systemes non linéaires. On considere 1’équation différentielle suivante :

{ #(t) = f(gf(t),f% (1.5)

x(tg) = 2,

ou f : D x I — R" est une application continue sur un ouvert D x [ de R" x R, avec
f: (flw"vfn)TaIO € Detty e 1.

Définition 1.5. Un point x¢ € D est un point d’équilibre, ou un point singulier du systeme (1.5)
si:f(xft) =0, Vt € l.

Définition 1.6.

1. Le point d’équilibre x°¢ du systéeme (1.5) est dit stable si :
Ve>0,36 >0, || 2" —2°||< 6 =| z(t) —2° |< &, ¥Vt > 0.
2. Le point d’équilibre x¢ du systeme (1.5) est dit attractif si :

36 >0, [|2°—2°||< = lim x(t) = 2°

t—4o00

3. Le point d’équilibre x° est dit asymptotiquement stable si x¢ est stable et attractif.

4. Le point d’équilibre x¢ du systeme (1.5) est dit exponentiellement stable si :
36 >0,3K > 0,30 >0, || 2°—2° |< 6§ =| 2(t)—2° | K || 2°—2° || e ", Vt > 0.

Définition 1.7. On considére le systéme (1.5) et V : D x I — R", une application ayant des

dérivées partielles sur D x I. On définit la dérivée totale Vpour le systeme (1.5) par :

_dV(x,t) OV

= = (z,t) + Z g—;/;(x,t)fi(x,t).

V(x, t dt ot

Définition 1.8. Une fonction W : D — R, est dite définie positive (respectivement définie

négative) s’il existe un voisinage Vy de 0, tel que :
1. W(0) =0,
2. pour tout v € Vy \ {0} : W(zx) > 0 (respectivement W (x) < 0).

Définition 1.9. Une fonction K : D x I — R, est dite définie positive (respectivement définie

négative) s’il existe un voisinage Vi de 0, tel que :
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1. K(0,t) =0, Vt €I,

2. il existe une fonction Ky : Vi — R, définie positive (respectivement définie négative)
telle que :
Vo e Kk, Vtel : K(x,t) > Ko(z) (respectivement K (x,t) < Ky(x)).

Théoreme 1.1. (Théoreme de Lyapounov non stationnaire)[25] Soit x¢ un point d’équilibre
du systéme différentiel (1.5). Supposons qu’il existe un voisinage Vy, de t, et une fonction
quadratique de Lyapounov

VDXV, — R,

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
1. 'V est définie positive,
2. la dérivée totale V pour (1.5) est définie négative .

Alors x° est asymptotiquement stable.

Théoreme 1.2. (Stabilité de Barbashin)[25] Soient x¢ un point d’équilibre de (1.5), et V :

R™ x I — R*| est une fonction de classe C", vérifiant
1. 'V est définie positive,
2. la dérivée totale V pour (1.5) est définie négative,
3. ||z ||= +oo =] V(z) [|[— +o0.

Alors x° est asymptotiquement stable.

Exemple 1.1. On considere le systeme différentiel suivant :

{ Ztl = —T1 — 6_2th’2,

Ztg =1 — T3.

Pour déterminer la stabilité du point d’équilibre 0, on pose
V(x,t) =27 + (1 +e )3,
Cette fonction est définie positive, car elle domine la fonction définie positive
V(z) = 23 + 23,
indépendante de t. De plus, la dérivée totale de V' pour ce systéme est
Viz,t) = —2(2? — zyz0 + 22(1 + 27 %)),

ce qui implique que

IA

V(a:, t) —2(&:? — 2129 + x%),
< —(z1 —29)* — 22 — 23 <0.

On en déduit alors que V est définie négative, et que 0 est asymptotiquement stable.
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1.4.1 Critere algébrique de Routh

Le critere algébrique de Routh autorise le diagnostic de stabilité pour des systemes d’ordre
élevé et possédant de surcroit un ou plusieurs parametres. Ce critere est issu d’une méthode qui
permet de décompter le nombre de racines a partie réelle positive ou nulle du polynéme U (p).
Cette méthode est elle-méme déduite de 1’étude des polyndmes d’Hurwitz, et consiste a former

le tableau suivant :

Construction du tableau des coefficients

Soient G(p) la fonction de transfert en boucle fermée et U(p) le dénominateur de G(p), un

polyndme de degré n :

U(p) = anp™ + ap1p" " + an_op™ >+ +a1p + ag, aveca, > 0.

p " Qn an—-2 GAap—4 -+ a3 a1 an p—-2 0Ap—g -+ A2 Qg
=
p 5 ap—-1 Aanp-3 Qap-5 *-° (12\/9() p—-1 Ap-3 0Qp-5 - A

n— ~—~

) . 55w . . . - . o . .
E n—3 bp—2 bp_g bn_s si n impair bp—2 bp—g bn_s si n pair
P Cn—3 oo el Cn—3 oo

1

P

"0

P

L Premiere colonne dite des pivots —f

La premiére ligne contient les coefficients des termes en p”~2*, dans 1’ordre des puissances dé-
croissantes.

La deuxieme ligne contient les coefficients des termes en p"2k—1 et se termine suivant la parité
de n.

Les lignes suivantes sont remplies en suivant les lois de formation suivantes :

b —1 Qp, Qp—2 b —1 Qp, Ap—j
n—2 — 9 n—i )
Ap—1 | Qn—1 Qp—3 Ap—1 | An-1 QAnp—i—1
c —1 ap—1 0Gp-3 c _ —1 Ap—1 Ap—j
n—3 ) n—j
bn—2 ban bn74 bn—Q bnfg bn,]’,1

Si nécessaire, une case vide est prise égale a zéro. Le calcul des lignes est poursuivi jusqu’a ce

que la premiere colonne soit remplie.

Théoréeme 1.3. [26]

Le systeme (1.3) est stable si et seulement si tous les termes de la premiére colonne sont stric-

tement positifs.
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Exemple 1.2. Soit U(p) un polynéme de degré 4 :
Ulp)=p"+p°+3p°+p+1.

Construction du tableau des coefficients :

1 3 1 1
_ =1 _ =1 _
prll1]3 1 b=711 1’_2 bo=T1 ()l_l’
3
4 111 0
‘ 1 1 1 0
])2 92 1 0 C].:—Tl 9 1 ’:057 (‘_1__71 2 0 ’:0*
p' | |05] 0
0
1
do = 55 2 1) 1 8
05| 05 0
en conclusion : le systeme est stable.
Exemple 1.3. Soit U(p) un polyndéme de degré 5 :
Ulp)=p"+2p* +3p> +4p* +3p+ 1.
Construction du tableau des coefficients :
_ 1 3 _ 1 3
A I B 2 4 2 1
3 1125 0 v — =L _ . =1 —
p Cy = = 1 Cop = ‘ = 1,
1)2 _1 1 () 1 1 25 1 1 ()
pl 3.5 0
p 2 2| 1 25 2l 10
2 11 di==| 5y ] |=35 da=3| 0':0.
-1 1
- _
T35 35 0 ' =15

en conclusion : le systeme est instable.
1.5. Controle optimal

1.5.1 Position du probleme

Le probleme de contrdle optimal est donné par un systeme d’équations différentielles dont
le comportement dépend du contrdle. Nous considérons un probleme de Bolza suivant, avec un

temps terminal ¢, fixe :
t1
min J(u) = ¢ (x(t1)) + [ L (x(t), u(t), t) dt,
v 0

#(t) = f(z(t), u(t),t), z(0)= 2",
u(t) eU, teT=][0,t],

(1.6)
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ou J(u) est le critere de qualité, avec ¢ : R™ — R est une fonction continiment différentiable,
L :R*” x R™ x R — R est une fonction de classe C'', T est un intervalle temps, f : R™ x
R™ x R — R" est une applications de classe C!, 2 est I’ensemble des applications mesurables,
localement bornées sur 7' a valeurs dans ’ensemble non vide U C R™, 20 est 1’état initial du

systeme.

Remarque 1.1.

— Si p(z(t1)) = 0, alors le probléme (1.6) est dit probléme de Lagrange.
— Si L(x(t),u(t),t) = 0, alors le probleme (1.6) est dit probléme de Mayer.
— Sip(x(t1)) =0, L(x(t),u(t),t) = 1 et le temps t; est non fixé, alors le probléme (1.6)

correspond au probleme en temps minimal.

1.5.2 Controlabilité des systemes linéaires

La contrdlabilité des systémes linéaires stationnaires et non stationnaires est donnée par la

condition de Kalman développée en 1960 [28].
Théoreme 1.4. [28] On considére le probleme linéaire stationnaire de R™ suivant :
z(t) = Ax(t) + Bu(t). (1.7)
Alors le systeme (1.7) est contrdlable en temps t, si et seulement si le rang de la matrice
K = (B,AB,A?B, ..., A" 'B)
est égal a n.

Remarque 1.2. La matrice K est appelée matrice de Kalman et la condition rang(K) = n

est appelée condition de Kalman, elle ne dépend pas de la condition initiale 2° et du temps final

t1. Ceci signifie que si un systeme linéaire stationnaire est contrblable en temps t, depuis x°,

alors il est controlable en tout temps depuis tout point.

Exemple 1.4. On considere le systeme linéaire suivant :

#(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.8)

(200 (2)

La matrice de Kalman K est donnée par :

ou

K:(B,AB):A:<(1) (1])

Ona
det K = —1 # 0,
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donc
rang(K) = 2,

alors le systeme (1.8) est controlable.

1.5.3 Principe du Minimum de Pontryaguine

Le principe du minimum de Pontryaguine est un ensemble de conditions nécessaires pour
I’optimalité d’une solution dans un probleme de controle optimal. Ce principe de Pontryaguine

a révolutionné la théorie du contrdle optimal [42].

Considérons le probleme de controle optimal suivant, avec un temps terminal ¢; fixe :

min J(u) = p (a(tr)) + f L (a(t),ult). 1) dt,

J](t) = f(a:(t),u(t),t), I‘(O) = x07
u(t) e U, teT =10,t4],

(1.9

ou U est un ensemble compact et convexe de R™.

Définition 1.10. Toute commande u(t) € U, t € [0,t1], est dite commande admissible du
probleme (1.9).

Définition 1.11. Une commande admissible u* = (u*(t), t € [0, t1]) est dite optimale si :

J(u*) = min J(u),

U

out u parcourt I’ensemble des commandes admissibles.

D’autre part, une commande admissible u® est dite e —optimale ou suboptimale si
J(u®) = J(u) <e,
oun ¢ > 0 est choisi a I’avance.

Définition 1.12. Le Hamiltonien du probléme (1.9) est la fonction :

H(a(t), (), u(t),t) = L (x(t), u(t), ) + (@), f(x(t), u(t), 1)) ,
ou le vecteur ¢ (t) : [0, t1] — R™ est appelé vecteur d’état adjoint.
Conditions nécessaires d’optimalité

Théoreme 1.5. (Principe du minimum) [22]
Soient u*(t) € U une commande optimale admissible du probleme (1.9) et x*(t) sa trajectoire

optimale correspondante. Alors il existe une application

P*(t) ¢ [0,t] — R"
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absolument continue, telle que pour toutt € [0,t1] ona:
z*(t) = f(z*(t),w'(t), 1), 2"(0) = 2, (1.10)
P (t) = - B oty (8), 0=+ (1), u(t)=u* (1) (1.11)
. O
V() = 5 (@) e =e @), (1.12)
H(z*(t), " (t),u"(t),t) < H(z"(t),¢¥*(t),v,t), Yv e U. (1.13)

Conditions suffisantes d’optimalité

Théoreme 1.6. [22]

Si Uensemble (x*(t),1*(t),u*(t)) satisfait les conditions nécessaires (1.10)—(1.13) pour tout

t € [0, 1], et si la fonction suivante

min H (z(t),¥(t), v, t)

vel

(1.14)

est convexe en x pour tout t € [0,t,] et @ est convexe, alors u*(t) est une commande optimale

du probleme (1.9).



Chapitre 2

Les systemes épidémiologiques

2.1. Introduction

La modélisation des maladies infectieuses est un outil qui a été utilisé pour étudier les mé-
canismes par lesquels les maladies se propagent, pour prédire 1’évolution future des épidémies

et pour évaluer les stratégies de leur contrdle.

Le trajet d’une épidémie dans une population étant dépendant de parametres extrémement
nombreux (stades cliniques possibles, déplacement des individus, souches de la maladie), alors
les modeles mathématiques se sont progressivement affirmés comme outils d’aide a la décision
pour les politiques publiques. En effet, les modeles permettent de prévoir pour la population les
conséquences d’actions aussi variées que la vaccination, la mise en quarantaine ou la distribu-

tion de tests de dépistage.

Une approche fondatrice dans les années 1920 fut celle des modeles compartimentaux, qui
divisent la population en classes épidémiologiques telles que les individus susceptibles d’étre
infectés, ceux qui sont infectieux, et ceux qui ont acquis une immunité suite a la guérison [29].
Depuis, cette approche fut utilisée pour modéliser de trées nombreuses maladies, et continue
d’étre un sujet de recherche active en prenant en compte de nouveaux éléments tels que les

découvertes de la science moderne [43].

2.2. Modeles SI (Susceptible-Infecté )

On considere d’abord qu’une maladie se transmet directement d’un membre d’une popu-
lation donnée a un autre en un temps suffisamment court pour que les naissances et morts

(naturelles) aient un impact négligeable sur la dynamique de la maladie.

On appelle susceptible la fraction de population qui est saine mais pouvant potentiellement
devenir infectée par la maladie et on note S le compartiment contenant ces individus. A I’instant
t, le compartiment S comporte S(t) individus. De la méme fagon, les individus atteints par la

maladie sont désignés par I, I(t) étant leur nombre a ’instant .
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On considere maintenant que la probabilité qu’un individu susceptible devienne infecté est
proportionnelle au nombre d’individus actuellement infectés et que le coefficient de proportion-
nalité soit 5 > 0. Si un grand nombre d’individus est en cause, on peut s’attendre a ce que
S d’entre eux deviennent nouvellement infectés chaque jour. Sous forme d’équations différen-

tielles, ceci devient

{S(t) =—BS(t)I(t), 2.1)

I(t) = +BS(t)I(t).

On nomme modele SI ce genre de modele tres simple, ou le seul (événement) pouvant

survenir est I’infection d’un individu susceptible.

2.3. Modeles SIR (Susceptible-Infecté-Rétabli ) et SIRD (Sus-
ceptible -Infecté-Rétabli-Décédé)

Certaines maladies sont mortelles. Afin d’en tenir compte, on utilise le compartiment DD
pour stocker les individus décédés suite a la maladie avec un taux de mortalité . De plus,
pour bon nombre de maladies, les individus ayant été rétablis d’une infection développent une
immunité a cette infection. Dans certains cas, cette immunité est permanente et dans d’autres,
elle est temporaire. La lettre R sera utilisée pour référer aux individus rétablis de la maladie a
un taux A, et ayant maintenant acquis I’immunité. Ces individus perdront leur immunité a un

taux y et retourneront dans le compartiment susceptible .S.

Le systeme d’équations différentielles régissant un tel modele prend la forme :

S(t) = —BS(t) I(t) + p R(t),

[(t) =+BSE) I(t) = N (t) — K 1(t), 2.2)

Il sera nommé modele SIR lorsque D = 0, et modele SIRD dans les cas ou D > 0.
2.4. Modele épidémique général

[’analyse linéaire permet d’obtenir une quantité impressionnante d’informations sur un sys-
teme dynamique sans méme avoir a le résoudre completement. Avant d’utiliser cet outil, on tente
d’abord une approche permettant de définir clairement le nombre de reproduction de base (Ry)

caractérisant la stabilité du systeme.

Soitz = (z1,...,z,)7, 00z (1 = 1,...,n) estle nombre d’individus dans le compartiment
1. Nous trions les compartiments de sorte que les premiers compartiments m correspondent aux

individus infectés.
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Le nombre de reproduction de base R, ne peut pas étre déterminé a partir de la structure
du modele mathématique seul, mais dépend de la définition des compartiments infectés et non

infectés. Nous définissons X° comme I’ensemble de tous les états sans maladie
Xe={x>0:2;,=0,i=1,...,m},

ou z; est le nombre d’individus dans le compartiment ¢ et m est le nombre des premiers com-

partiments qui correspondent aux individus infectés.

Afin de calculer Ry, il est important de distinguer les nouvelles infections dans tous les

autres changements dans la population.

Soient Fj() le taux d’apparition de nouvelles infections dans le compartiment i, V;" le taux
de transfert des individus dans le compartiment ¢ et V;~ le taux de transfert des individus hors

du compartiment .

On suppose que chaque fonction est continiment différentiable au moins deux fois en
chaque variable. Le modele de transmission de la maladie se compose de conditions initiales

non négatives ainsi que du systeme d’équations suivant :
t; = fi(x) = Fi(x) = Vi(z), i =1,...,n, (2.3)

onV,=V"—— Vf et les fonctions satisfont aux hypotheses (A1)—(AS) décrites ci-dessous :

(A1) Puisque chaque fonction représente un transfert dirigé d’individus, alors elles sont toutes

non négatives. Ainsi,

2> 0= F, V. V" >0,Vi=1,... n (2.4)

(A2) Siun compartiment est vide, il ne peut y avoir aucun transfert d’individus hors du com-

partiment par la mort, I’infection ou tout autre moyen. Ainsi,

i =0=V " =0,Vi=1,...,n (2.5)

(A3) On considere le modele de transmission de la maladie donné par (2.3), avec : f;, ¢ =
1,...,n, satisfaisant les conditions (A1) et (A2). Si z; = 0, alors f;(x) > 0, c’est-a-dire, le
codne non négatif (z; > 0,7 = 1,...,n) est invariant vers I’avant. D’aprés le théoréme de
Wiggins [52] pour chaque condition initiale non négative, il existe une unique solution non
négative. La condition suivante ressort du simple fait que 1’incidence de I’infection pour les

compartiments non infectés est nulle.

F;, =0, s1i>m. (2.6)
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(A4) Pour garantir que le sous-espace sans maladie est invariant, nous supposons que si la po-
pulation est exempte de maladie, alors la population restera exempte de maladie. C’est-a-dire
qu’il n’y a pas d’immigration (indépendante de la densité) d’agents infectieux. Cette condition

s’énonce comme suit

r€X = F(z)=V ' (2)=0,Vi=1,...,m. (2.7)

(AS) La condition restante est basée sur les dérivées a proximité d’un point d’équilibre sans
maladie (PEM). Nous définissons un point d’équilibre sans maladie de (2.3) comme une solu-
tion d’équilibre stable localement asymptotiquement du modele sans maladie, ¢’est-a-dire (2.3)

restreint a X .

Notons que nous n’avons pas besoin de supposer que le modele a un point d’équilibre sans
maladie unique. Nous considérons une population proche d’un point d’équilibre sans maladie
x¢. Si la population reste proche d’un point d’équilibre sans maladie (c’est-a-dire si I’introduc-
tion de quelques individus infectieux n’entraine pas d’épidémie), alors la population reviendra

a un point d’équilibre sans maladie selon le systéme linéarisé suivant :

&= Df(a%)(x — 2%, (2.8)

ou D f(z€) est la matrice dérivée (a—xz> évaluée a un point d’équilibre sans maladie z¢ (c’est-
a-dire la matrice Jacobienne). Ici, certglines dérivées sont unilatérales, puisque z¢ est a la fron-
tiere du domaine. Nous limitons notre attention aux systémes dans lesquels un point d’équilibre
sans maladie est stable en 1’absence de nouvelle infection. C’est-a-dire, si F'(z) est mis a zéro,

alors toutes les valeurs propres de D f(x°) ont des parties réelles négatives.

Lemme 2.1. [50] Si z¢ est un point d’équilibre sans maladie de (2.3) et la fonction f(x) satisfait
(A1)-(A5), alors les dérivées DF (z¢) et DV (x¢) sont partitionnées comme suit :

DF(;z:e):<f81 8),DV(:€"’):(§; i)

ou F et Jy sont des matrices m x m définies par

OF; oV .
= € = € < <m.
F {8% (x )} et Jy {0% (x )} , avec 1 <i, j<m

2.5. Nombre de reproduction de base R

Définition 2.1. Soient \;, i = 1,...,1, 1 < m les valeurs propres de la matrice F\.J;'. On

appelle rayon spectral de F\J; Y la quantité :

p (FiJit) =max{|\],i=1,...,0, L <m}.
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Définition 2.2. [50] Nous appelons F\J; " la matrice de prochaine génération pour le modéle

(2.3) et nous définissons le nombre de reproduction de base par :

Ry=p(FJi). (2.9)

2.6. Stabilité des systemes épidémiologiques

Théoréme 2.1. [50] On considére le modéle de transmission de la maladie (2.3), avec f(x)
satisfaisant les conditions (A1)—(AS). Si x¢ est un point d’équilibre sans maladie du modele
(2.3), alors z¢ est localement asymptotiquement stable si Ry < 1, sinon (Ry > 1), alors x° est
instable, ou Ry est défini par (2.9).

2.7. Exemple d’un modéele de traitement

Un modele de traitement est basé sur le modele de tuberculose de Castillo-Chavez et Feng

[16]. La population N est divisée en quatre compartiments :
1. S individus susceptibles a la tuberculose ;
2. F individus exposés;
3. [ individus infectieux ;
4. T individus traités.

La dynamique est illustrée sur la figure 2.1. Les individus susceptibles et traités entrent dans le

compartiment exposé aux taux

I I
o N et B N
respectivement, ou
N=E+I+S5S+T.

Les individus exposés progressent au méme taux v vers le compartiment infectieux. Tous les
nouveau-nés sont susceptibles et tous les individus meurent au taux d > 0. Les taux de traite-
ment sont r; pour les individus exposés et 7, pour les individus infectieux. Cependant, seule
une fraction ¢ des traitements des individus infectieux réussit. Les individus infectieux traités

sans succes rentrent dans le compartiment exposé (p = 1 — ¢)(voir la figure 2.1).

Le modele (SEIT) de transmission de la maladie se compose des équations différentielles

suivantes, ainsi que des conditions initiales non négatives :
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5 iz i,

bN ™ E

FIGURE 2.1. Schéma de principe du modele SEIT (2.10).

(e = PEON0 | BTON () B4 pra 1),
I(t)=vE(t) — (d+re) I(t),
(2.10)
§(t) = b —as(r) - 200,
T(t) = ~dT(0) + 71 B) + gra (1) ~ 210

La progression de ¥ a I et I’échec du traitement ne sont pas considérés comme de nou-

velles infections, mais plutot comme la progression d’un individu infecté a travers les différents

compartiments. Ainsi

(d4+v+mr)E—pryI(t)
AsOIe  ATOID SV B() + -+ ) 1(0)
F= 8 et V= —bN +dS(t) - +—515(tN)I(t>
| BT(HI(1)

dT(t) = E(t) —qra [() + —

Les compartiments infectés sont £ et /, ce qui donne m = 2.

Le point d’équilibre sans maladie avec £/ = [ = 0 a la forme :
bN

“=(0,0
x (”d

,0)7.
Supposons que o = 1, alors on a
. 0 51 . d +v+r —pPTe
Fl_(O 0)’J1_( —v d+ry )’

f= 1 d+ 1oy PTy
! (d+v+r)(d+ry) —vpry v d4+v+mr )’

et
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alors

FJ_1: 1 61?) Bl(d—i-v—i—rl)
= (d+v+r)(d+ry) —vpry 0 0 ’

P
(d+v4r)(d+ry) —vpre

les valeurs propres de la matrice F.J; ' sont 0 et , donc

Biv }_ B v
(d+v+r)(d+r) —vpra ) (d+v+r)(d+r) —vpry

Ry = p(F J;') = max {O,

2.8. Modele mathématique retardé de type SEIR pour Covid-
19

Dans cette section, nous proposons un modele mathématique retardé pour Covid-19. Ce

modele considere six variables d’état :
1. S(t) individus susceptibles;
2. E(t) individus exposés;
3. I(t) individus infectés;
4. Q(t) individus mis en quarantaine ;
5. R(t) individus rétablis;
6. P(t) individus protégés.

La population totale est notée NN :

N=S{t)+Et)+1(t)+Q(t)+ R(t) + P(t). (2.11)

Pour modéliser la propagation de Covid-19, nous définissons les parametres dans la table 2.1 :

Parametre Signification
b Taux de natalité
Taux de mortalité
Taux de protection
Taux d’infection
Inverse de la phase de latence approximative
Taux auquel les personnes infectieuses entrent en quarantaine
Taux de récupération

> o2 LR T

TABLE 2.1. Les parametres du modele mathématique retardé.

Le retard 7 > 0 représente la période d’incubation qui est la durée avant que les individus

infectés ne deviennent infectieux. Le modele que nous proposons est donné par le systeme de
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six équations différentielles ordinaires non linéaires suivant :

n

(S(t) = bN — BRI (o 4 4)S (1),
E(t) = 000 (v + ) E(),
I(t) = vE(t) = (6 + wI(t),
) (2.12)
Qt) = dI(t) — (A + pQ(t),
R(t) = AQ(t) — uR(t),
kP(t) = aS(t) — pP(t),

ou les variables d’état sont soumises aux conditions initiales suivantes :

S(0) = So, 0 € [-7,0], E(0) = Ey, I(0) = Iy, 6 € [-7,0], Q(0) = Qo, R(0) = Ry, et P(0) = F.

2.8.1 Modéele retardé normalisé du type SEIR (Susceptible-Exposé-Infecté-
Rétabli )

Dans la situation ou la taille totale de la population N est constante, il est souvent pratique

de considérer les proportions de chaque compartiment d’individus dans la population :

S5Oy By IO QW) B

o) =28 ey = B i = 10 g = Ay = T no

t

et p(t) = ——=.
p(t) = —

Par conséquent, le modele retardé normalisé du type SEIR est donné par le systeme suivant

d’équations différentielles ordinaires :

st)=b—pFs(t—71)i(t —7) — (+b)s(t),

e(t) =ps(t —7)ilt —7) = (y+0)e(t),

i(t) = ye(t) — (6 +b)i(t)

. . (2.13)

q(t) = di(t) = (A +b)q(t),

() = Aq(t) = br(t),

\]')(t) =as(t)—bp(t),

ou les variables d’état du systeme (2.13) sont soumises aux conditions initiales suivantes :
s0) =2 0 [-r.0), e0)= 20 i(0) = 0 0 [r,0], g0) = L, r(0) = B et po) = 2L,
avec

s(t) +e(t)+i(t) +q(t)+r(t)+p(t) =1

Le modele (2.13) a deux points d’équilibre : I’équilibre sans maladie et 1’équilibre endé-
mique.
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2.8.2 Equilibre sans maladie et équilibre endémique

L’équilibre sans maladie et le point d’équilibre endémique peuvent &tre obtenus en égalant

les équations (2.13) a zéro, satisfaisant ainsi

b—ps(t—71)i(t—7)— (a+b)s(t) =0,
Ps(t—7)i(t—7)—(y+b)e(t) =0,
ve(t) = (0 +b)i(t) =0,
6i(t) = (A+0)q(t) =0,
Aq(t) —br(t) =0,
as(t) —bp(t) =0,
dont I’équilibre sans maladie Y.y est donné par :
o = (o, €0, i0: G0 To, Po) = (L,o,o,o,o, L) , (2.14)
a+b a+b
et le point d’équilibre endémique E'E est donné par :
EE — ( + et it gt +,p+) (2.15)

b D (D)
- By

Bstit

(y+b)’

4+ Byb—=(6+b)(y+b)(a+D)

' GO+ (y+0)

. Bybo—=06(6+0b)(y+b)(a+D)
¢ = BO+D) (0+b) (y+b)
. XS BAD— NS (5+b) (v +b) (a+D)

rt = ,

b (A+b) (6+b) (v+)
o a(§+b) (y+0)
bBy '

2.8.3 Nombre de reproduction de base

Le déplacement d’une personne du compartiment e vers ¢ n’est pas considéré comme une

nouvelle infection. Donc

t
t

—Aq(t) +br(
—as(t) + bp(

0 b+ Bs(t —7)it —7) + (a+b)s(t)
el 61 650
—velt +b)i(t
o 0 et V= —gz(t) + (A +b)q(t)
0
0

)
)
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Les compartiments infectés sont e et 7, ce qui donne m = 2. Le point d’équilibre sans maladie

>y est donné par (2.14), alorson a :

0 2 y+b 0
= a+b =
i (o o)"h (—7 §+b )

les valeurs propres de la matrice Fy.J; ' sont

Byb
Oet@»+mw+hﬂv+m’
donc "
Ry = By (2.16)

(a+D)(04b)(y+0b)

2.8.4 Stabilité du modele retardé normalisé de type SEIR

Théoreme 2.2. L’équilibre sans maladie Y. est localement asymptotiquement stable pour tout
délai T > 0, si le nombre de base de reproduction Ry < 1. L’équilibre sans maladie est instable

pour tout délai T > 0, si le nombre de reproduction de base Ry > 1.

Démonstration. Nous considérons la transformation de coordonnées suivantes :

Le systeme linéarisé de (2.13) est de la forme :
X(t)=Ag X(t)+ A X(t —7), (2.17)

N T
ou X = ($1,I2,$3,SE4,Q35,I‘6) )

—a—-b 0 0 0 0 0
0 —~v—=b 0 0 0 0
e 0 v =5—b 0 0 0
0~ 0 0 ) “A—=b 0 0 |’
0 0 0 A b 0
o 0 0 0 0 —b

—Bi 0 =85 0 0 0

Bi 0 Bs5 000

A = 0 0 0 000

0 0 0 000

0 0 0 000

0 0 0 000
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L’ équation caractéristique du systeme (2.13) pour tout point d’équilibre est donnée par
A(y) = |y Idgxs — Ag — A1 e™7¥| = 0. (2.18)

[’équation caractéristique du systeme (2.13) pour le point d’équilibre sans maladie ., est don-
née par
Py.m)=(y+0)*(y+a+b) (y+A+b) (¥ + Ay + As) =0, (2.19)

A1 = 5+2b+'7,

b
Ao = (G4+b)(y+b)— fzbe””.

1) Pour 7 = 0, I’équation (2.19) devient

Bab

1%%0%=@+®2@+Q+MQHA+b)Gﬁ+Aur%®+bﬂy+by—a+b

) =0. (2.20)

Nous devons prouver que toutes les racines de I’équation caractéristique ont des parties

réelles négatives. Il est facile de voir que
y1=—b, yp=—a—betys=—-\—0>

sont des racines de I’équation (2.20) et toutes les trois sont strictement négatives. Il suffit donc
de considérer le quatrieme terme de 1’équation ci-dessus.
Soit

Byb
P, =2+ A _ 2
(y,0) :=y" + Ay +(0+Db)(y+) p

En utilisant le critére de Routh-Hurwitz [45], nous savons que toutes les racines de P (y,0)

ont des parties réelles négatives si et seulement si les coefficients de Py (y, 0) sont strictement
positifs. Dans notre cas, on a :

Bb prb

O+b)(v+b) ———>0<= Ry =

O+ 0+ - T (0+0) (v +0b) (a+D)

Donc I’équilibre sans maladie >. est localement asymptotiquement stable.

< 1.

i1) Pour 7 > 0, on utilise le théoreme de Routh, nous devons donc prouver que toutes les racines
de I’équation caractéristique (2.19) ne peuvent pas couper I’axe imaginaire, c’est-a-dire que
I’équation caractéristique ne peut pas avoir de racines imaginaires pures.

On suppose I'inverse, c’est-a-dire qu’il existe w € R tel que y = w7 est une solution de (2.19).

En remplacant y dans le quatrieme terme de (2.19), on obtient

—w? + (§+2b+y)wi+ (6 +b) (y+b) — 57% (cos(tw) —isin(tw)) =0, (2.21)
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alors ;
—w? + (64 b) (y+b) = chl cos(Tw) ,
gyt Y (2.22)
(6+2b+7)w:—a+b sin(7 w) .

En additionnant les carrés des deux équations et en utilisant la formule trigonométrique fonda-

mentale, on obtient

2
W (G4 b+ (v + b)) w2+(5+b)2(7+b)2—<§—1§)> —0, 23

ce qui est équivalent a

wQZ%\/((5+b)2—(7+b)2)2+4(512) (O R S B

. Byb 2
2 2
Si Ry < 1, alors (0 + b)* (v +b) (a ) = 0, et

2 2N\? 2 2 (P79 2 2 22
(O+02+G+0°) =4[ G+ (r+0) (a ) <(@+0+(+07)

donc

\/((5+b)2—(7+b)2)2+4 (512) <O+t (v b

Par conséquent, nous avons w? < 0, ce qui est une contradiction.

Par conséquent, nous avons prouvé que si Ry < 1, alors I’équation caractéristique (2.19)
ne peut pas avoir de racines imaginaires pures et 1’équilibre sans maladie ., est localement
asymptotiquement stable pour tout 7 > 0.

iii) Supposons maintenant que R, > 1. Nous savons que 1’équation caractéristique (2.19) a trois

racines négatives réelles
yr = —b, yo=—a—betys = —\—b.
Ainsi, nous devons vérifier si les racines restantes de
a(y) = y* + Ay + Ay (2.25)

ont des parties réelles négatives. Il est facile de voir que ¢(0) = Ay < 0, car Ry > 1.
D’autre part
lim ¢(y) = 4o0.

Yy—r—+00

Par conséquent, par continuité de ¢(y), il existe au moins une racine positive de I’équation

caractéristique (2.19). Ainsi, nous concluons que le point d’équilibre X est instable.

]
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Théoreme 2.3. Le point d’équilibre endémique EFE est localement asymptotiquement stable
pour T = 0, si le nombre de base de reproduction Ry > 1, et il est localement asymptotiquement

stable pour tout retard T > 0, si le nombre de reproduction de base Ry satisfait les relations

suivantes :
1 < Ry < min (3, | Vot fjjbby o b>2> , (2.26)
MR + MyRy + M3 > 0, (2.27)
ou

My = —(a+b)? (6 +b)>+ (v +b)?),

My =2 (a+b)?((+7+2b)>=3(5+b)(y+b))
+2(a+b) (+b)(y+b)(d+~+2b),

M;=2(a+b)(0+b)(y+b)(a—d—~v—0b).

Démonstration. 1”équation caractéristique du systeme (2.13) pour le point d’équilibre endé-

mique E'E est donnée par :

Py, 7)=W+b*y+A+0b) (> + A1y? + Asy + Ag) =0, (2.28)
ou
Ay = Li+Lie Y,
Ay = Lo+ Lye Y,
Ay = L3+ Lse ™Y,
avec

Li = a+d+~v+30,

;o Bb— (b (b (ath)

! (6 40) (v+b) ’
(v+2b+0)(a+b)+ (y+b)(d+0),

Ly = (v+2b+0)(a+b)(Ry—1)—(y+b)(d+0b),
(+b)(y+0b)(0+D),

Ly = Byb—2(a+0b)(y+0b)(0+D).

1) Pour 7 = 0, I’équation (2.28) devient

Py,0)=(y+ b2 (y+A+b) (4* + Ary® + Aoy + Az) =0, (2.29)

Ay = Ly +E1,
Ay = Lo+ Lo,
A; = L3+ L,
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Nous devons prouver que toutes les racines de 1’équation caractéristique ont des parties réelles

négatives. Il est facile de voir que
ylz—betygz—/\—b

sont des racines de 1’équation (2.29), qui sont toutes les deux négatives. Il suffit donc de consi-
dérer le troisieme terme de 1’équation ci-dessus.
Soit

Py(y,0) =y + A1y + Aoy + A3 = 0. (2.30)

En utilisant le critere de Routh-Hurwitz [45], nous savons que toutes les racines de ]Bg(y, 0)
ont des parties réelles négatives si et seulement si les coefficients de ﬁg(y, 0) sont strictement
positifs, avec
A*:AlAQ—Ag >O
Si Ry > 1, alors
Al=a+06+~7+3b+ (a+b)(Ry—1) >0,
Ay = (6+~+20) (a+b) Ry > 0,
Ag=(a+b)(§+b)(y+b)(Ry—1) >0,
A* = (a+b) (a+Db)(6+7+2b) R
+(a+b) (0> +3b([0+b)+v(0+v+3b) Ry
+(a+b)(d+b)(y+0b) > 0.
ii) Pour 7 > 0, on utilise le théoreme de Routh, il faut donc prouver que toutes les racines

de I’équation caractéristique (2.28) ne peuvent pas couper I’axe imaginaire, c’est-a-dire que

I’équation caractéristique ne peut pas avoir de racine imaginaire pure.

Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe w € R tel que y = w1 est une solution de

I’équation (2.28). En remplacant y dans le troisieme terme de (2.28), on obtient

—wi — Lyw? + Lowi + Lz + (— Ly w? + Lywi + L3) (cos(Tw) — i sin(rw)) = 0, (2.31)
alors

—Liw? + Ly = (Lyw? — L3) cos(tw) — Lyw sin(r w),
_ N (2.32)
—w3 + Lyw = —Lyw cos(Tw) — (Ly w? — L) sin(Tw).
En additionnant les carrés des deux équations et en utilisant la formule trigonométrique fonda-
mentale, on obtient
w® + Ky wt + Kyw? + K3 =0, (2.33)
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K, = L?—L?—2L,,
KQ — 2E1E3—2L1L3+L§—Zzg,

On suppose que le nombre de reproduction de base R, satisfait la relation (2.27), avec

2 2 2 2 2 2
min 3’1+\/(04+b) R RR CR WSS VACE R CR) CRL
a+b a+b
(2.34)
b)? + (0 + b)? b)?
K1>0<:>1<RO<1+\/(O‘Jr 2?2+ 0402+ (v + )7
a+b
ou
Ki=(6+b)2+ (Y +b)2+ (a+b)? (1—(Ry—1)).
On suppose que le nombre de reproduction de base R satisfait la relation (2.26), avec
b)2 + (0 + b)? b)?
min(?),l—l—\/(a_'_ ) +(<l++b) O+ )>=3, (2.35)

alors on a

V(a+0)2+ (642 + (v +0b)?

1< Ry<3<1
0 + a-+b

Y

ce qui est équivalent a

V(4024 (04 b)%2+ (v +b)?
a—+b

O<Ry—1<2<+

?

ce qui est équivalent a

(a+b)2+ (6 +b)?+ (v +b)?

1-— <1—(Ry—1)*<1,

ce qui est équivalent a
—(0+b)* = (v+b)* < (a+b)*(1—(Ro—1)*) < (a+b)?,
ce qui est équivalent a
0<(a+b)?(1=(Ro—1)*)+(@+b>+(v+b)°><(a+b?+(64+b)*+ (v +b)?

donc
K, > 0. (2.36)

Maintenant, nous supposons que le nombre de reproduction de base Ry satisfait la relation
(2.27), donc
Ky = MR} + MyRy + M3 > 0. (2.37)
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Enfin, nous supposons que le nombre de reproduction de base IRy satisfait la relation (2.26),

avec la condition (2.35), donc
Ky = (a+b)20+b)2(y+b)? (1—(Ry—2)°) >0. (2.38)

Nous supposons maintenant que R, satisfait la relation (2.26), avec la condition (2.34), donc

nous avons

V(e +0)2+ (0 +0)2 + (v +b)?

1< Ry<1
0 + oa+b

< 3,

ce qui est équivalent a

V(a+b)2+ (0+0)2+ (v +b)?

—1<Ry—2< -1
0 + a—+b

<1,

ce qui est équivalent a
1—(Ry—2)* >0,

donc
K3 > 0.

Nous savons que le membre de gauche de 1’équation (2.28) est strictement positif, ce qui im-

plique que cette équation n’est pas possible.

Par conséquent, I’équation (2.29) n’a pas de racines imaginaires, ce qui implique que le

point d’équilibre F'E est localement asymptotiquement stable pour tout 7 > 0.

O

2.9. Modele mathématique retardé de type SEIR pour COVID-
19 avec vaccination

Nous introduisons dans le modele (2.12) un controle u et une variable supplémentaire W (¢),
t € [0,t], représentant respectivement le pourcentage d’individus susceptibles vaccinés et le

nombre de vaccins utilisés, ou
W (t) =uS(t), avec lacondition initiale TV (0) = 0. (2.39)
Notre modele avec vaccination est alors donné par le systeme suivant :
(S(t) = bN — BSCTIET) (o oy 1) S(t),
E(t) = 22050 — (v + ) E(Y),

I(t) = vE(t) = (6 + w)I(t),

Q(t) = 8I(t) — (A + Q1) (2.40)
R(t) = AQ(t) — pR(t

P(t) = aS(t) — uP(t

),
)5
W(t) = uS(t) — uW (1),
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ou la population totale /N est donnée par :

N=S5()+E({t)+1(t) +Q(t)+ R(t) + P(t) + W(t), (2.41)
les variables d’état sont soumises aux conditions initiales :
S(0) = So,0 € [~7,0], E(0) = Ey, 1(0) = I, 0 € [0, Q(0) = Qo, R(0) = Ro, P(0) = R,
et W(0) =0.
2.9.1 Modéele retardé normalisé de type SEIR avec vaccination

Dans la situation ou la taille totale de la population N est constante, il est souvent pratique
de considérer les proportions de chaque compartiment d’individus dans la population :

S(®) E(t) 1(t) Q) R(t)

o) = 20 oy = B iy < 1Oy = DOy = By - PO

et w(t) = I/I;\(]t)7

selon 1’équation (2.41). Par conséquent, le modele retardé normalisé de type SEIR est donné
par le systeme commandé d’équations différentielles ordinaires suivant :

(5(t) =b—Bs(t—7)i(t—7) — (e +u+b)s(t),
e(t)=pBs(t—1)i(t —7) = (y+b)e(?),

i(t) = vel(t) = (6 +b)i(t),

G(t) = 6i(t) — (A +b) q(t), (2.42)
#(t) = Aq(t) = br(t),

p(t) = as(t) — bp(t)

ou les variables d’état du systeme (2.42) sont soumises aux conditions initiales suivantes :

_ @ gy o

AT Nar(o) Nap(o)_Nv

s(0) = 32 Fo

, 0 €[-1,0], e0) = N i(0)

_h

N’ 0 € [—1,0], q(0)

etw(0) = 0, avec

s(t) +e(t) +i(t) + q(t) +r(t) + p(t) + w(t) = 1.

Le modele (2.42) a un point d’équilibre sans maladie.
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2.9.2 Equilibre sans maladie

L’ équilibre sans maladie peut étre obtenu en égalant les équations (2.42) a zéro, satisfaisant

ainsi

t
Aq(t) —br(t) =0,
as(t) —bp(t) =0,
us(t) —bw(t) =0,
dont I’équilibre sans maladie, >, est donné par
S = (o, €0, i0: G0, To, Po, Wo) = (L,o,o,o,o, < Z ) L (243)
at+u+b at+u+b a+u+b

2.9.3 Nombre de reproduction de base

Le déplacement d’une personne du compartiment e vers ¢ n’est pas considéré comme une

nouvelle infection. Donc

0 —b+pBs(t—1)i(t —7)+ (a+u+b)s(t)
e(

(
Bs(t—7)i(t—T) +(y+b)e(t)

0 —ve(t)+ (6 +0b)i(t)
0 et V= —0i(t) + (AN +0)q(t)
0 —Aq(t)+br(t)

0 —as(t) + bp(t)

0 —us(t) +bw(t

Les compartiments infectés sont e et ¢, ce qui donne m = 2. Le point d’équilibre sans maladie

Yo est donné par (2.43), alors on a :

0 B y+b 0
fr—y a+u+b fry
F (0 0 ) i ( —y 5+b )’

les valeurs propres de la matrice Fy.J; ! sont

Byb
0 et (a+u+b)(0+b)(y+b)
donc )
Ry = By (2.44)

(a4+u+b)(0+b)(y+0b)
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2.9.4 Stabilité du modele retardé normalisé de type SEIR avec vaccina-
tion

Théoreme 2.4. L’équilibre sans maladie Y. est localement asymptotiquement stable pour tout
retard T > 0, si le nombre de reproduction de base Ry, < 1. L'équilibre sans maladie est

instable pour tout délai T > 0, si le nombre de reproduction de base Ry > 1.

Démonstration. Nous considérons la transformation de coordonnées suivante
i(t) — 1, z4(t) = q(t) — q,

x5(t) =r(t) — 7, z¢(t) = p(t) — p et x7(t) = w(t) — w,

ou (5,7,1,q,T,p,w) désigne tout point d’équilibre du systeme (2.42).

8
—
—~
~
~—
Il
»
—~
~
~—
|
\EIJ\
8
[}
—~
~
~—
Il
.
—~
~
~—
|
\.Cb\
8
w
—~
~
~—
Il

Le systeme linéarisé de (2.42) est de la forme
X(t)=Ag X(t)+ A X(t —7), (2.45)

N — T
ou X = ($1,$2,$3,$4,$5,I’6,$7) »

—a—u—->b 0 0 0 0 0 0
0 —~v—=b 0 0 0 0 0
0 v —5—=b 0 0 0 0

Ay = 0 0 5§ =XA=b 0 0 0|,
0 0 0 A b 0 0

a 0 0 0 0 —b 0

u 0 0 0 0 0 —b
—Bi 0 =85 0 0 0 0
Bi 0 Bs 0000
0 0 0 0000
A;=]1 0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000

L’équation caractéristique du systeme (2.42) pour tout point d’équilibre est donnée par
D(y) = |y Idrys — Ag — Ay e Y| = 0. (2.46)
[’ équation caractéristique pour le point d’équilibre sans maladie Y}, est donnée par

Py, r)=w+by+tat+ut+b)(y+A+b) (> +T1y+Ts) =0, (2.47)

Fl = 5+Qb+’}/,

Dy = (640)(v4+b)— 00 v,

Oz+u+be



2.9. MODELE MATHEMATIQUE RETARDE DE TYPE SEIR POUR COVID-19 AVEC
VACCINATION 43

1) Pour 7 = 0, I’équation (2.47) devient

. b
P*(y,0) = (y+b)* (y+a+u+b) (y+A+b) Qﬁ+&1y+&5+bﬂw+by—aﬁ?giz>::Q
(2.48)
Nous devons prouver que toutes les racines de 1’équation caractéristique ont des parties réelles

négatives. Il est facile de voir que
y1=-b, p=—a—u—betyg=—-A—0>

sont des racines de I’équation (2.48), toutes les trois sont négatives. Ainsi, il suffit de considérer
le quatrieme terme de 1’équation ci-dessus.
Soit

Bryb
atu+b
En utilisant le critere de Routh-Hurwitz [45], nous savons que toutes les racines de Pj(y,0)

P} (y,0) ::y2+F1y+((5—|—b)(’y—|—b)—

ont des parties réelles négatives si et seulement si les coefficients de P;(y,0) sont strictement
positifs. Dans notre cas, on a :
I=6+2b+7>0,

Byb 5 Byb
——— >0 Ry = <
a+u+b " (a4+u+b) (6+0b) (y+0)

Ainsi, le point d’équilibre sans maladie X, est localement asymptotiquement stable.

(0+0)(y+0b) —

i1) Pour 7 > 0, on utilise le théoreme de Routh, nous devons donc prouver que toutes les racines
de I’équation caractéristique (2.47) ne peuvent pas couper I’axe imaginaire, c’est-a-dire que
I’équation caractéristique ne peut pas avoir de racines imaginaires pures.

On suppose I'inverse, c’est-a-dire qu’il existe w € R tel que y = w7 est une solution de (2.47).

En remplacant y dans le quatrieme terme de (2.47), on obtient

L ~ __Bab s _
w4+ (04+2b+~y)wi+ (0 +b) (y+0) a—i—u—}—b(COS(Tw) i sin(tw)) =0. (2.49)
alors .
—w? 4+ (6 +0b) (y+b) = _Bab cos(Tw),
___P7 :
(0+2b+7y)w= a—i—u—l—bSln(Tw)'

En additionnant les carrés des deux équations et en utilisant la formule trigonométrique fonda-

mentale, on obtient

2
uﬁ+«5+m?+w+wfyﬁ+wé+m%7+mz—(af%%z)::Q (2.51)

ce qui est équivalent a

wt = g\/ (0408 = o) 4 (20} - (00t ). @)
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. Byb 2
2 2
Si Ry < 1,alors (6 +b)* (v + b) (a ) 0, et

(5+02 +(+7) —4 ((6+b)2 (y +b)* (%)7 < (G0 +(+0?)

donc

\/((5+b)2—(7+b)2)2+4 <L€rb) < (6+b)*+(y+Db).

a—+u

Par conséquent, nous avons w? < 0, ce qui est une contradiction.

Par conséquent, nous avons prouvé que si iy < 1, alors I’équation caractéristique (2.47)
ne peut pas avoir de racines imaginaires pures et I’équilibre sans maladie X, est localement
asymptotiquement stable pour tout 7 > 0.

iii) Supposons maintenant que Ry > 1. Nous savons que 1’équation caractéristique (2.47) a trois

racines négatives réelles
Yy1=—b, ypo=—a—u—betys=—\—0b.
Ainsi, nous devons vérifier si les racines restantes de

¢ (y) =y + 1y +Ta(y) (2.53)

ont des parties réelles négatives. Il est facile de voir que ¢(0) = I'3(0) < 0, car Ry > 1.
D’autre part
lim ¢*(y) = +o0.

Yy—r+0o0

Par conséquent, par continuité de ¢(y), il existe au moins une racine positive de I’équation

caractéristique (2.47). Ainsi, nous concluons que le point d’équilibre >3 est instable. [



Chapitre 3

Algorithme a direction hybride pour la
résolution des probléemes linéaires de
controle optimal

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter un algorithme basé sur la direction hybride pour
la résolution des problemes de controle optimal linéaire. D’une facon analogue a [13], nous
définissons une estimation d’optimalité et nous donnons une condition nécessaire et suffisante

pour caractériser 1’optimalité d’une certaine commande admissible du probleme.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la section 3.2, nous présentons le probleme et
nous donnons quelques définitions. Dans la section 3.3, nous présentons le principe de 1’algo-

rithme proposé et finalement nous donnons un exemple numérique pour illustrer notre approche.

3.2. Probleme de controéle optimal

3.2.1 Présentation du probleme

On considere le probleme terminal de controle optimal suivant :

max J(u) = cFx(ty), 3.1)
@(t) = Azx(t) + bu(t), z(te) = 2°, (3.2)
Hzx(t)) = g, (3.3)
fo <u(t) < ff e T = [to, tal, (3.4)

ol J(u) est le critere de qualité, A € M, (R) est la matrice dynamique du systéme, x(t) €
R™ est le vecteur d’état du probleme, 2° € R™ étant I’état initial du probleme, b € R", H €
M sen (R) est une matrice de rang m < n, g € R™, u(t) € R est une commande constante par

morceaux, bornée par f,, f* € R, c € R" et T" est un intervalle de temps fixe.
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Définition 3.1. Toute commande vérifiant les contraintes :
fo <u(t) < f*,teT, He(t)) = g,

est dite commande admissible du probleme (3.1)-(3.4).

Définition 3.2. Une commande admissible u* = (u*(t), t € T)) est dite optimale si :

J(u*) = max J(u),

u

out u parcourt I’ensemble des commandes admissibles.

D’autre part, une commande admissible u® est dite ¢ —optimale ou suboptimale si
Jw) = Ju) <e,

ou € > 0 est choisi a I’avance.

L’ objectif du probleme est la détermination d’une commande admissible u*(t),¢ € T, qui

avec la trajectoire correspondante z*(t), ¢t € T, maximise le critere de qualité :

J(u*) = max J(u) = maxc' z(t;) = T a*(ty).

La solution du systeme (3.2) est donnée par

t
x(t) =F(t) | 2° + / FY)bu(r)dr |, t €T, (3.5)
to
ou F(t), t € T, estla solution de 1’équation différentielle matricielle suivante :
F(t) = AF(t),
F(ty) =1, teT,
ou [,, représente la matrice d’identité d’ordre n.
En remplacant I’expression (3.5) pour ¢ = ¢; dans le probleme (3.1)-(3.4), on trouve

J(u) = cTx(ty) = T F(t)a" + /CTF(tl)F_l(t)bu(t)dt,

to

HF(t))2" + /HF(tl)F_l(t)bu(t)dt =g.

Si I’on pose
C(t) = c"F(t))F(t)b,

() = HF(t:) F~ (1),
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go =g — HF(t;)a°,

on aura alors le probleme équivalent suivant :

(

max J(u) = T F(t)2° + tflC(t)u(t)dt,

u fo

t
1 (3.6)
Jou(t)dt = go,
to
L f* S U(t) S f*, teTl = [to,tl].
3.2.2 Discrétisation du probléme initial
On choisit un sous-ensemble d’instants
T, = {tg,to—l-h,...,t1 —h},
ol h = B et N € N*. Faisons une discrétisation de la fonction u(t), t € T':
u(t) = u(r), t € [1,7+ h[, 7 € T}
En utilisant cette discrétisation, le probleme (3.6) devient :
max J(u) = c'F(t)2° + > q(7)u(r),
u TETh
> d(T)u(T) = go, 3.7)
TET}
fo <u(r) < f*, 7 €T,
ol
T+h T+h
o(r) = / Cls)ds et d(r) = / 6(5)ds. (3.8)

3.2.3 Commande de support

L’ensemble 15 = {7;, i = 1,m} C T}, est dit support si la matrice correspondante Pp €
Mxm (R) est inversible, ol
Pp = (d(T), T € TB) . 3.9

Le couple {u, Tz} formé de la commande admissible u et du support T est appelé commande

de support du probleme (3.7). Cette derniere est dite non dégénérée si f, < u(t) < f*, 7 € T.

3.2.4 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soient {u, T} une commande de support et (), ¢t € T, sa trajectoire correspondante. En

utilisant le support 77z, on construit le vecteur des potentiels v € R :

Ay (3.10)
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N

ou
a5 = (q(1), 7 € Tp),

ainsi que la cocommande E(7), 7 € T}, :
E(r) =vd(1) — q(7). (3.11)

Considérons une autre commande admissible quelconque u(t) = u(t) + Au(t),t € T, et la
trajectoire correspondante Z(t) = z(t) + Ax(t), t € T. L’accroissement de la fonctionnelle
[23] dans (3.7) est donné par

AJ(u) = J(@) — J(u) ==Y E(r)Au(r), Ty = Ti\Ts.

TETN

Le théoréeme suivant donne la condition nécessaire et suffisante d’optimalité d’une commande

admissible u dans le probleme (3.7) :

Théoreme 3.1. [21] Les relations suivantes :

E(r) >0, siu(r)= f,
E(r) <0, siu(r)=f*,
E(r)=0, si fo<u(r)<f* 17€Th,

sont suffisantes, et dans le cas de la non-dégénérescence de la commande de support {u, T}

aussi nécessaires, pour ’optimalité de la commande admissible u.

3.3. Une itération de I’algorithme a direction hybride pour
les problemes de controle optimal (ADHC)

Soient {u, 75} une commande de support pour le probleme (3.7) et n € [0, 1]. Nous défi-

nissons les ensembles suivantes :
Tyv ={r €Ty : E(1)
Ty ={re€Tn:E(T)

TN ={reTy:0<E(r) <n(u(r) - f)},

Ty ={reTyv:n(u(r) - f)

TE ={r €Ty : E(r) =0},

TE =T uTh uTy
={r €Ty :n(u(r) = f) < E(r) <n(u(r) - £}

>
<

Alors
Th =Ty UTy UTY UTg.
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Nous appelons estimation d’optimalité, la quantité (7, u, Tz) définie par :

> E(M)(u(r) = f)+ X2 E((ulr) = f)+5 X Er), sin€lo,l],

TETY €Ty reTEturk”

B(u, Tg), sin=0.
(3.12)

Rappelons que I’estimation de suboptimalité 3(u, T) est donnée par la formule suivante [21] :

Blu,Tp) = Y E(r)(ulr) = f.) + Y E()(u(r) = ),

TeT+ TET™

TH=THUTE et T~ =Ty UTY .
Remarque 3.1. Lorsque n — 0, on aura Tﬁ+ =TE" =1. Donc :
TN =T\,
Ty ={teT: E(t) >0},
Ty ={teT:Et) <0},
li (1, u, T) = B(u, Tp)-

Théoreme 3.2. (Condition nécessaire et suffisante d’optimalité [13])
Soient {u, T} une commande de support pour le probleme (3.7) et ) €10, 1]. Alors la condi-
tion y(n,u, Tg) = 0 est suffisante et, dans le cas de la non-dégénérescence de {u,Tg} aussi

nécessaire, pour ’optimalité de la commande admissible u.

Démonstration. Suffisance :
Soient {u, T} une commande de support pour le probleme (3.7) et €0, 1].

Si~y(n,u, Tg) = 0, alors on aura

. 1

Y EMu®) ~ f)=0, Y BO)ult) - =0, ~ > EXt)=0.

teTy; teTy teTh T urh”
SiteTy,onaE(t) > 0,alors u(t) = f., Vt € Ty.
SiteTy,onaE(t) <O0,alors u(t) = f*, VteTy.
Deplus, 2 > EX)=0=Ty =T§ =0 =T§ =Ty,

teTEruTh”

et d’apres le critere d’optimalité (Théoréme (3.1)) la commande de support {u, Tz} est opti-
male.
Nécessité :
On suppose que {u,Ts} est une commande de support optimale non-dégénérée. D’apres le

critere d’optimalité (Théoreme (3.1)), on déduit que

u(t) = f., pour E(t) > 0, u(t) = f., sit e Ty,
u(t) = f*, pour E(t) <0, = ¢ u(t) = f", sit e Ty,
fe <u(t) < f*, pour E(t) =0, TV =0etTH =0,
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Donc
. 1
Z E(t)(u(t) — f.) =0, Z E(t)(u(t) — f) =0, - Z E*(t) = 0.
ety ety teTftuTg”
Par conséquent y(n,u, Tg) = 0. O. O

Soit {u, 7’5} une commande de support de départ pour laquelle le critere d’optimalité n’est
pas vérifié. Une itération de 1’algorithme a direction hybride consiste a passer de {u, T} a
{@,Tg}, ot @ = u + 6°Au. Ce passage se fait en deux étapes :

1. Changement de commande : u — u;

2. Changement de support : Tz — T'5.
3.3.1 Changement de la commande

Soient {u, s} une commande de support pour le probleme (3.7) et n € [0, 1]. On calcule
v(n,u, Ts) avec la formule (3.12). Si y(n, u, Tg) = 0, alors la commande de support {u, T5}
est optimale, sinon on procede a son amélioration. Pour cela, on définit la direction admissible

Au(7) comme suit :

fo —u(r), pour 7 € Ty,
fr=u(r), pour 7 € Ty,

Au(r) = %‘” pour 7 € T, n #0, (3.13)
0 pourt € TH, n=0,

Aup = (Au(r), 7 € Tg),

Aup = —Pz'PyAuy, Py = (d(7), 7 € Tx) et Auy = (Au(7), 7 € Ty).

Cette direction est dite direction hybride [13]. La direction Au(7) est une direction admissible
pour le systeme (3.7). En effet, pour u(7) = u(7) + 0°Au(7), on obtient :

Y dru(r) = > d(ryu(r) +60° ) d(r)Au(r),

TGT[—,, TETh TGTh

= Z d(T)u(t) + 0°(PxyAuy + PpAug),

TETH
= Y d(m)u(r) + 0°(PyAuy — PgPy"'.Py.Auy),

’TETh

= > d(r)u(r),

TET
= Yo-

Dans le but d’améliorer la fonction objectif et tout en restant dans le domaine admissible,

on calcule le pas 0° le long de la direction Au(7) de la maniére suivante :

0° = min{6(m,), 1}, (3.14)
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N

oll
6(m1) = min{0(7), 7 € T}, avec

L8, si Au(r) >0,

0(r) = f*&;zg), si Au(T) < 0,
00, si Au(r) = 0.

Alors la nouvelle commande admissible sera :
U(T) = u(t) + 0°Au(r), (3.15)

ol Au(r) et 0° sont définis par les relations (3.13) et (3.14) respectivement.

Laccroissement de la fonction objectif s’écrit :

AJ(u) = —6°)  E(r)Au(r)
0y B _eoz Do Y E(r)Au(r),
= S B )~ £)+ 00 S B ) - )+ 0° Z E;T),

= 0°y(n,u,Tg) > 0.

Alors J(u) > J(u), pour v(n,u, Tg) > 0 et §° > 0.

Pour la nouvelle commande admissible u, on définit les ensembles suivants :

T;:{TGTN;E( ) > n(u(r) —

Ty = {7 € Ty : n((r) — f*) < E(r) < n(u(r) — f)},
— T UT Ty

Alors
=t == =P
Th:TNUTNUTNUTB-

De plus, on définit la quantité suivante :

— — ot
7€l N 7€l N TeTh UTY,
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Lemme 3.1. Soient {u, T} une commande de support pour le probléme (3.7) et n €0, 1].
Alorsona :
— — —pt —p— _
)T CTh Ty CTw Ty CTE et Th CTH .
.. B e
i) T =Ty UTW\TE) et TE =Ty U(Ty\Ty)
Lemme 3.2. []13]

Soient {u, T} une commande de support pour le probleme (3.7), n €10,1] et u la nouvelle

commande admissible est définie par la relation (3.15). Alors on a :
l) 7(777@7 TB) = (1 _90)7(7]7U7TB) + % Z E2<T>‘

reTE T uTE™

i) y(n,u,T) < B(u,Tg), v(n,w,Tp) < y(n,u,Tp) et 0 <75(n,u,Tp) < v(n,u,Tp).

Théoréme 3.3. (Condition suffisante d’optimalité de u(t) [13]) Soient {u, T} une commande
de support pour le probléeme (3.7) et ) €0, 1]. La nouvelle commande admissible u, définie par

la relation (3.15), est optimale si y(n,u,Tg) = 0.

Corollaire 3.1. Si 6° = 1 er T, UTL™ = 0, alors T est optimale.

Démonstration. Si §° =1 et T§+ UTL =0, on aura alors :
90
7(7]7E7 TB) = (1 - 00)7(7’/7 u7TB> +— Z E2<t> =0.
teThrurh”
Donc u(t) est optimale. O

3.3.2 Changement de support

Si pour la commande de support {@, Tz} du systeme (3.7), on a ¥(n,u, Tg) # 0, alors on

change T en T g par la méthode duale. On calcule le vecteur w et le nombre oy comme suit :
w(T) = u(r) + Au(r), 7 € T), et ag = w(m) — u(m).
La nouvelle cocommande sera alors donnée par :
E(1) = B(1) + 0%(7), 7 € Ty,

et §(7) est la direction duale et 0¥ le pas dual, avec

0, siT €T\ m,
)+ siag >0, 7 =1,
or) = —1, siag <0, 7=, (3.16)

5gpgld(7)7(5g = (6(1), T €Tp), pourT € Ty,

0" = o(75) = min o(7), (3.17)

T€TN
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ou
5, si B(r)é(r) <0,
o 0, si B(1) =0, §(1) < 0,w(T) # f*,
o(r) = :
0, si E(1) =0, 6(1) > 0,w(r) # f.,
i £(7)

On obtient alors le nouveau support suivant :

Tp=(Te\{n}) U{n}.
L’estimation d’optimalité pour la commande de support {@, T}, est

7(7%@7 TB) - (1 - 90)7(777@ TB) - OéO'O,

a=|w(n)—a(n)]|.
3.3.3 Schéma de I’algorithme a direction hybride

Soient {u, Tz } une commande de support pour le probleme (3.7) et  un nombre réel tel que
n € [0, 1]. Le schéma de la méthode adaptée a direction hybride pour la résolution du probleme

de contrdle optimal linéaire est décrit dans les étapes suivantes :

Algorithme 3.1.

(1) Calculer d(1), q(7), Py, vT, E(1) avec les relations (3.8)~(3.11);

(2) Calculer les ensembles Ty, Th;, TS et TE ;

(3) Calculer v(n,u,Tg) avec la formule (3.12);

4) Si~y(n,u,Tg) =0, alors I’algorithme s’arréte avec {u, Tp}, une commande de support
optimale ;

(5) Calculer la direction d’amélioration Au(T) en utilisant les relations (3.13);

(6) Calculer 0(m) = Pel%% 0(7), o 0(7) est déterminé par la formule (3.14);

(7) Calculer 6° = min{1,0(7y)}, u(7) = u(7) + °Au(7), 7 € T}, et
J(@) = J(u) + 0"y(n,u, Tp);

(8) Si#° =1, alors
(8.1) si T]I\?Jr UTE =0, alors d’apres le corollaire (3.1), u(T) est optimale. Stop.
(8.2) sinon, posern = 2, u(t) = U(7), J(u) = J() et aller a I’étape (2).

(9) Déterminer 1 en utilisant la relation (3.14);

(10) Calculer la direction duale 0(T), T € Ty, en utilisant les relations (3.16);

(11) Calculer le pas dual o° et déterminer 1y en utilisant la relation (3.17);

(12) Poser E(7) = E(1) + 0% (1), 7 € Ty,, Tg = (T \ {n1}) U {m0};

(13) Poser u(t) =u(7), Tg = Tp, J(u) = J(0), E(1) = E(7) et aller a I'étape (2).
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3.4. Exemple numérique

On considere le probleme linéaire suivant :

J(u) = cTx(2) — max,

#(t) = Ax(t) + bu(t), (0) = 0, G1s)
Hz(2) =g,
1<ut)<1,teT =10,2],
o 01 1
A= ( 0 0 ) 5 bT:<071)7 H:(17_2)7 gzéa CT:(Oal)'
On a

Fo=(g 1 ) o=y 7 )

Ct)=c"FR)F ' t)b=1, ¢(t) = HF(2)F ' (t)b = —t.

Soit la commande admissible

1 .
_ [ 5 sitel01]
u(t) { “1ositelL2).
La trajectoire correspondante est
2
( R site|0,1],
z(t) = % +t—1 .
—t y Slte[l,Q]
5 1

On choisit A = 0.5, n = 1. On prend Tz = {1} et on obtient la commande de support initiale
{u, T} pour le probleme (3.18).
Itération 1

—8 4
Vo= 5 T m E(r)=_(1-1),
13
v = {0,=,°
N {07272 )
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Calcul de I’estimation d’optimalité :
v(n,u, Tg) = v(1,u,1) = E*(0) + E*(0.5) + E*(1.5)

alors la commande u n’est pas optimale.
Changement de la commande :

Calcul de la direction Au(7) :

2 .
+5, s1T =0,
1 . 1
+z, SIT=3
_ 57 27
Au(t) = ) .
+5:, siT =1,
1 i =3
=, SIT = 3.

Calcul du pas le long de la direction Au(7) :
Ona Au(1) = 2, alors 6(1) = 22 = . Donc §° = 1.
25

Calcul de la nouvelle commande :

9 s
+ig, SIT= 0,
7 |
_ o +1—0, S17 = 2
u(t) = 21 L
—%5 SIT=1,
7 3

—10° S17 = 5-

Calcul de I’estimation d’optimalité :

(0,7, T) = E2(0) + E‘Z(%) + EQ(g) _ %

Onaf’=1letTH UTL +#0,alorsonposen=0,E(r) = 2(r — 1), u(t) = u(r).

Itération 02
. 2 3
T = {TETN:g(T_1>>0}:{§}7
2 1
T = {re€ly: 5(7—1) <0}:{O,§}.
Calcul de I’estimation de suboptimalité :

Blu,Tp) = Y E@(u(r)—f)+ Y Er)(u(r) - )

TeT+ TET—

= BE15)(u(L5) + 1) + E0)(w(0) — 1) + E(0.5)(u(0.5) — 1)

Changement de la commande :
Calcul de la direction Au(7) :

1 .
+15, siT =0,
3 i =1
+i5: SIT =3
11 o
+55, siT =1,
3
2

—i0

5

10

25
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Calcul du pas le long de la direction Au(7) :

21
Ona Au(l) = &, alors f(7y) = %T?O = 21 Donc 6 = 1.

Calcul de la nouvelle commande :

+1, siT=0,

_ +1, siT= %,
—5 S17T =1,

s _ 3

=1, siT=3.

Calcul de I’estimation de suboptimalité :

B, Tp) = Y E@)(u(r) = f)+ Y E(@)(u(r) - f)

= B(L5) (u(1.5) + 1) + E(0)(u(0) — 1) + £ (0.5) (u(0.5) — 1) = 0.

Alors la commande

+1, siT =0,
+1, sit=1
0 _ ) 27
wir) = Losit=1

-1
—1, siT= %,

est optimale, avec J(u’) = % Par conséquent, la commande

1, site0,1],
u(t) = —%, sitell, %[,
—1, site[3,2],

est une solution optimale approchée du probleme non discrétisé (3.18).

Afin de trouver une bonne solution approximative pour le probleme continu original (3.18),
nous avons implémenté la technique de discrétisation en utilisant la formule de Cauchy et I’al-
gorithme de direction hybride avec MATLAB R2018a. Le programme développé a été testé
sur un ordinateur pro 2, avec 4GO de mémoire et processeur Intel(R) Core(TM) i15-4300U CPU
1,90 GHz 2,50 GHz, fonctionnant sous Microsoft Windows 10. L’approche d’initialisation pro-
posée dans [13] peut étre utilisée pour calculer une commande de support admissible initiale,
cependant, nous avons initialisé 1’algorithme de direction hybride avec le controle admissible
évident suivant

+1, site[0,1],
wn={ "
-1, site]l,2].
Dans la table 3.1, nous rapportons les résultats numériques pour différentes valeurs de N, ou
Tcru,» Topu,, N €t JO représentent respectivement le temps CPU de la phase de discréti-
sation, le temps d’exécution, le nombre d’itérations de 1’algorithme de direction hybride et la

valeur optimale du critere de qualité de (3.18).

Nous tracons le contrdle optimal en fonction de ¢ pour N = 5000 (Figure 3.1) et nous
tracons les valeurs optimales de la fonction objectif pour le programme linéaire (3.7) corres-

pondant au probleme (3.18) (Figure 3.2).
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081

061

0.4

0.2r

-0.2r

-0.4

-0.6
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t

FIGURE 3.1. Controle optimal en fonction de ¢ pour N = 5000.

0.4495
0.449 'Kﬁ'
0.4485 ||
0.448
0.4475

0.447

0.4465

0.446 : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000

N

FIGURE 3.2. Valeur de la fonction objectif .J° en fonction de N .
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N Tepu, | Tepu, | Nir J'

10 0.2689 | 0.0397 9 0.4461538462

50 1.0252 | 0.0177 | 38 | 0.4491803279
100 1.5805 | 0.0191 71 0.4494308943
200 | 3.3212 | 0.0175 | 134 | 0.4494693878
500 | 7.9160 | 0.0492 | 320 | 0.4494877651
1000 | 16.1820 | 0.1482 | 628 | 0.4494889796
2000 | 32.6202 | 0.5174 | 1243 | 0.4494895876
3000 | 47.3245 | 1.0210 | 1856 | 0.4494897052
5000 | 80.9802 | 3.2498 | 3082 | 0.4494897273

TABLE 3.1. Résultats de simulation numérique pour le probleme (3.18).

Notons que pour les grandes valeurs de /V, notre méthode converge vers la valeur optimale

du probléme continu d’origine, avec J* = 0.4495.

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué 1’algorithme a direction hybride développé dans [13]
pour trouver une solution optimale approchée a un probleme linéaire de controle optimal. Un

exemple numérique a été résolu pour illustrer 1’approche proposée. Dans le futur, nous allons

comparer notre approche avec les approches classiques sur des problemes de contrdle optimal

pratiques.



Chapitre 4

Controle optimal pour limiter la
propagation du Covid-19

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous modifions le modele analysé dans [41] afin de considérer les pro-
blemes de contrdle optimal. Plus précisément, nous introduisons trois variables de controle et
les combinons avec les principaux parametres du modele de [41]. Deuxiemement, nous analy-
sons un probleme concret de contrdle optimal, en le résolvant par le principe du minimum de
Pontryaguine [42]. De plus, nous effectuons des simulations numériques de la propagation du

Covid-19 sur des données italiennes.

L’objectif principal de notre contribution est d’inclure des mesures de controle qui nous
permettent d’interférer avec la réalité. De plus, nous voulons illustrer la validit¢ du modele
dans un contexte différent. Pour cette raison, nous avons pris en compte les données réelles de

Covid-19 en provenance d’Italie au lieu de la Chine.

4.2. Modele généralisé de type SEIR

Le modele classique SEIR comprend quatre compartiments :
1. S(t) individus susceptibles;

2. E(t) individus exposés;

3. I(t) individus infectés;

4. R(t) individus rétablis.

Ce modele SEIR est trop simpliste pour décrire I’épidémie de Covid-19. Afin de décrire la
réalité, il y a des nouvelles classes qui doivent Etre incluses, par exemple, les individus déces
(D(t)) et les individus en quarantaine (Q(t)).

Un modele généralisé de type SEIR pour Covid-19 est proposé par Peng et al. [41], s’expri-
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mant par un systeme dynamique a sept dimensions comme suit :

(¢ pS)I(t)

S(t) = ——x—— —aS),
iy = P01

I(t) =~E(t) —0I(1),

Qt) = 8I(t) — AH)Q(t) — k(HQ(), (4.1)
R(t) = A()Q(t),

D(t) = s(t)Q(t),

P(t) = aS(t),

soumis a des conditions initiales fixes :
S(O) — So, E(O) — Eo, [(0) - Io, Q(O) - Qo,

4.2)
R(O) = Ro, D(O) — Do, P(O) - Po,

ou la population NV est divisée en individus susceptibles S(t), individus exposés E(t), individus
infectés /(t), individus mis en quarantaine/hospitalisés (confirmés et infectés) Q)(¢), individus
rétablis R(t), individus décédés D(t), et les individus insensibles (population protégée) P(t).

On considere que la population N est constante, avec
N:ZSO+E0+IO—|—Q0+R0+DQ+P0. (43)

Les parametres constants «, 3, v et d représentent respectivement le taux de protection, le
taux d’infection, I’inverse de la phase de latence approximative et le taux auquel les personnes
infectieuses entrent en quarantaine, ils ont la dimension du temps~! (jour™1).

Les taux de récupération A\ et de mortalité x sont des fonctions analytiques dépendantes du

temps ¢, définies par :

Py— Al
A(t) o m, (4.4)
et
K(t) = e (4.5)

el{z(tfﬁg) + 67!{2@7}{3)’
ou les parametres \i, o, A3, k1, ko €t k3 sont déterminés empiriquement a partir de données
réelles. Notons que \q, A, K1 et Ky ont la dimension du temps™—! (jour™!), tandis que A3 et k3

ont la dimension du temps (journée).
D’apres les équations (4.1) et (4.3),on a:
St)+ B(t) +1(t) +Q(t) + R(t) + D(t) + P(t) = 0.

Remarque 4.1. Le nombre de reproduction de base est généralement calculé pour les systéemes

stationnaires, lorsque la partie droite du systeme ne dépend pas explicitement du temps t [5].
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Ici, le systeme (4.1) dépend de (4.4) et (4.5). Par conséquent, c’est un systeme non station-
naire. Dans ce cas, nous ne connaissons pas de méthode valable pour calculer le nombre de

reproduction de base.

4.3. Formulation du probleme

Nous introduisons trois commandes dépendant du temps pour le modele (4.1) de Peng et al.
[41] :

1. Une commande w4 (t) représentant I’effet de la distanciation sociale;
2. Une commande us(t) représentant I’effet des moyens préventifs ;
3. Une commande u3(t) représentant I’effet du traitement.

Mathématiquement, nous avons le systeme de controle suivant :

$(t) = N ()8 (),

B(p) = PO g,

I(t) = yE(t) = 51(t),

Q(t) = 31(t) = (A1) + us(1))Q(t) — K(HQ(H), (46)

sous les conditions initiales :
5(0) = So, E(0) = Eo, 1(0) = Io, Q(0) = Qo,
R(0) = Ro, D(0) = Do, P(0) = b,
Nous appelons le systeme (4.6) : le modele de controle généralisé de type SEIR. Un diagramme

schématique de notre systeéme de controle est donné dans la figure 4.1.

4.4. Controle optimal

On considere le modele de controle généralis€ SEIR (4.6) et on formule un probleme de
contrdle optimal pour déterminer la stratégie u(t) = (uq(t), uz(t), us(t)), sur un intervalle fixe
du temps [0, t1], qui minimise le cofit fonctionnel du type quadratique par rapport a « :

t1
S(t)I(t i 5 3
J(u) = MIM — waR(t) — w3 P(t) + vlﬂ + vgﬁ + ngﬁ dt, 4.7)
N 2 2 2
ou t; représente le temps terminal de la période d’étude, les constantes wy, wo et ws représentent

les poids associés au nombre total de nouvelles infections, le nombre d’individus rétablis, le
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Buq(t)
Susceptibles > Exposés
ln + us(t) l v
Protégés Infectés
|
k(t)
Décédes < Quarantaine

1 A(t) + us(t)

Rétablis

FIGURE 4.1. Schéma du systeme de controle généralisé de type SEIR (4.6).

nombre d’individus insensibles respectivement, les constantes vy, v, et vs représentent les colits

associés aux commandes u1, uy et ug respectivement.
La commande u est Lebesgue mesurable et bornée :
u(t) € T = {p = (1, po, 13) € R® : Ujmin < 5 < Uimaer @ = 1,2,3}.
Les intervalles [u;min, %imax] traduisent aussi le fait qu’il existe des limites aux effets de la
distanciation sociale, les moyens de prévention et de traitement.

Soit
2(t) = (x1(t), ..., z7(t)) = (S(t), B(t), [(t), Q(t), R(t), D(t), P(t)) € RT.

L’ objectif du probleme est la détermination d’une commande @ € L', a(t) € T, qui avec la

trajectoire correspondante z, satisfait le systtme de controle (4.6) et les conditions initiales :
.’L'(O) = <507E07[07Q07R07D07P0)7 (48)

min J(u) = J(a).

uel

L’existence d’un contrdle optimal « et de sa trajectoire associée T provient de la convexité
de I'intégrande de la fonctionnelle de cofit fonctionnel (4.7) par rapport au contrdle u et a la
propriété lipschitzienne du systeme d’état par rapport aux variables d’état = (voir [17] pour

I’existence de solutions optimales).
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Selon le principe du minimum de Pontryaguine [42], si @ € L! est optimal pour le probleme
(4.6)—(4.8) avec t; fixé, alors il existe un vecteur adjoint ¢ (t), ¢t € [0,#1] :

¥ € AC([0,ta]; RT), ¥(t) = (di(t),...,ve(t)),

tel que
. OH
T = 30"
: OH
?/1——%;

ou le Hamiltonien du systeme est défini par :

3 2 2
Wiy fryx u;
H(z,u,v) = w—wglg—w?,l'?—‘—; vij%—@DT (Ax + (Z biNiz®; + f(x)T<I>3> u) )

N ;
=1
ol 8 8
—PT1T 1T
f(@) = (fi(2) fala) 0000 0), filx) = —= fole) = =5,
by =(=1000001)", bb=(000 —1100)", A, =(1000000), A, =(0001000),
®;=(010), P, =(001), 3= (100),
—a 0 0 0 000
0 —y 0 0 000
0 ~ -9 0 000
A= 0 0 & —Xt)—k(t) 000
0 0 0 A(t) 000
0 0 0 k(1) 000
a 0 0 0 000
La condition de minimalité :
H(E(t), 9(t), a(t)) = min H(#(t), (1), u) (4.9)

uel’

tient presque partout sur [0, t1].

De plus, le conditions de transversalité vérifient :

vi(ty)) =0, i=1,...,7.

La résolution de la condition de minimalité (4.9) a I’intérieur de I’ensemble des contrdles
admissibles [' donne :
B (1) (1) (1(t) = da(t) —wi) @(®) (1(8) = da(®)) #a(t) (dlt) = vs(0))

() —
U() NU1 ’ U2 ’ U3 7
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ou les fonctions adjointes satisfont :

 ~

hy = — B8R (Fy + d3 + T4 + &5 + T + F1) (wl — +1/~)2> + (a + @2) (P — ),
L WP <w1 — 9y + zZQ) L

thy = e + (Y2 — 3),

123 = —uf]fl (To + T3+ T4 + 5 + T6 + T7) (wl — —H;z) + (s — ),
L WP <w1 — 1+ &2) L L

Yy = B + 1(8) (ths — ) + (A(t) + @) (Vs — 1h5),

725 = ﬁlﬁilig(w&; 1%1 - 1%2) + wo,
= W BaTz(wr — i + i)

Q/]G - N2 - . ’

\127 _ 7115921573(10;[2— Y1+ o) +ws,

(4.10)

Les expression analytiques explicites pour les controles @ (t), uo(t) et u3(t) sont données
par :

_ AROF0) (h10) = da(t) — w)

Ul (t)

Nuv, ’
i) = 20 (WZ - WD, @.11)
%wzaw@ﬁy@@)

4.5. Résultats numériques pour limiter la propagation de I’épi-
démie de Covid-19 sur des données italiennes

Notre objectif est de trouver des contrdles optimaux pour limiter la propagation de 1’épidé-
mie de Covid-19 sur des données italiennes, en réduisant le nombre de nouvelles infections et
en augmentant les individus insensibles et le pourcentage de ceux rétablis, tout en réduisant le

colit pendant la période de trois mois a compter du 1¢" septembre 2020.

Tous les calculs numériques ont été effectués dans MATLAB R2019b en utilisant la mé-
thode d’ordre moyen et I’interpolation numérique [46]. Le reste des conditions préliminaires et

des données réelles ont été prises et calculées a partir de la base de données [60].

On considere w; = v; = 1, Uimin = 0.1, Ujmin = 0 €t Ujmax = 1,7 = 1,2,3, 7 = 2,3.
Les données réelles de la pandémie de Covid-19 en Italie pour les mois de septembre et octobre
2020, sont résumées en annexe : voir I’annexe A pour les individus rétablis, I’annexe B pour les
déces et I’annexe C pour les individus en quarantaine. Les parametres «, 3, v, 9, (K1, Ko, k3) et

(A1, A2, A3) ont été adaptés au sens de la méthode des moindres carrés.
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Les parametres initiaux du systeme (4.1) sont présentés dans la table 4.1. Les parametres

Parametre Valeur initiale Valeur estimée

« 0.06 1.1775 x 1077

I5) 1 3.97

v 5 0.0048

0 0.5 0.1432
(A1, A, A3) (0.01,0.1, 10) (0.0181,0.8111,6.9882)
(K1, K2, k3) | (0.001,0.001,10) | (0.00062,0.0233,54.0351)

TABLE 4.1. Les parametres initiaux du systeme (4.6).

du modele SEIR généralisé (4.6) ont été calculés simultanément par la méthode des moindres

carrés non linéaire [18]. Ces parametres ont été présentés dans le méme tableau 4.1.

0.02
X 18.62 X 90
Y 0.01814 Y 0.01814
0.015¢ Recovery rate 1
Mortality rate
0.01r
0.005
X 90
/ Y 0.0002256
0 e —————
01 Sep 19 Sep 30 Nov

Time (Days)

FIGURE 4.2. Les taux de récupération et de mortalité pour le cas de I’Italie.

Dans la figure 4.2, nous tracons les fonctions de récupération A(t) et de mortalité x(t). Dans
les figures 4.3 et 4.4, nous présentons les solutions numériques aux équations différentielles non
linéaires du modele SEIR généralisé (4.1), en rouge. De méme, nous présentons les solutions
numériques aux équations différentielles non linéaires du systeme de controle généralisé SEIR
(4.6) sous des contrdles optimaux, au sens de la Section 4.4, en couleur verte. Les données
réelles des cas mis en quarantaine, du nombre d’individus rétablis et du nombre des déces du
1¢" septembre au 31 octobre 2020, sont représentées en orange. Les contrdles optimaux calculés
pour I’'Italie du 1°" septembre au 30 novembre 2020, qui donnent lieu aux courbes vertes dans

les parties des figures 4.3 et 4.4, sont montrés dans la figure 4.5.

Les simulations obtenues nous permettent de prédire les résultats des décisions prises en
Italie, ainsi que de donner les meilleures décisions pour I'Italie, selon notre systeme de controle

généralisé SEIR et notre probleme de contrdle optimal.



4.5. RESULTATS NUMERIQUES POUR LIMITER LA PROPAGATION DE L’EPIDEMIE

Number of the infected cases

Number of the quarantined cases

Number of insusceptible cases

o]

25

90

90

2,
x10’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 7107 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
The generalized SEIR-type model The generalized SEIR-type model
The generalized SEIR-type controlled model 6 The generalized SEIR-type controlled model
[%2]
Q
(2]
©
L ] S5l
[
8
a
L 4 8 4 L
(2]
3
(%]
4 ;OC_J, 3
S
I 3,
IS
p=}
=z
L ] 10 4
. . . . . . . . 0 . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Time (day) Time (day)
(a) P(t) (b) S(t)
5 7
x10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 4510 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
The generalized SEIR-type model The generalized SEIR-type model
The generalized SEIR-type controlled model 4+ The generalized SEIR-type controlled model |/~
8351 1
(2]
8
L ] o 3Ff 4
@
[%2]
g
g 25 1
L i )
)
£ 2 .
ks)
L ] T15¢ 4
€
p=}
Z 1t g
0.5 4
T . . . . . 0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Time (day) Time (day)
(c) I(t) d) E(t)
6 5
x10 ‘ ‘ ‘ ‘ 10 £10 ‘ ‘ ‘ ‘
The generalized SEIR-type model The generalized SEIR-type model
The generalized SEIR-type controlled model 9l The generalized SEIR-type controlled model
Real data Real data
| i 3
» 8r
©
o
3
L J 5 77
>
]
o
Q61
)
ES)
L ] 5 sl
9]
Q
E 4}
L | p=4
*% 3t B
s LT OO SRR L L L L PR T s . L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Time (day) Time (day)

FIGURE 4.3. Prédictions pour I’Italie a partir du modele SEIR généralisé (4.1), en rouge, le

(e) Q(t)

®) R(t)

systeme de contrdle généralisé SEIR (4.6) sous des contrdles optimaux, en vert, entre le 1¢"

septembre et le 30 novembre 2020, contre données réelles disponibles des mises en quarantaine
et rétablies a partir du 1°” septembre au 31 octobre 2020, en orange.
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FIGURE 4.4. Prédictions pour I’Italie a partir du modele SEIR généralisé (4.1), en rouge, le
systtme de controle généralisé SEIR (4.6) sous des contrOles optimaux, en vert, entre le 1
septembre et le 30 novembre 2020, par rapport aux données réelles disponibles des déces du 1¢"
septembre au 31 octobre 2020, en orange.

Les courbes oranges des Figures 4.3e et 4.3f et Figure 4.4 représentent les données réelles
sur les cas de quarantaine, de guérison et de déces en Italie a partir de 1° septembre au 31
octobre 2020. Les courbes rouges simulent ce qui se passe du début septembre a fin novembre
suivant le modele SEIR généralisé (4.1), lorsque le nombre de mises en quarantaine, de récupé-
ration et de déces augmente, et atteint respectivement, deux millions trois cent quatre-vingt-huit
mille (2388000), neuf cent six mille trois cents (906300), et quarante-cinq mille sept cents
(45700) cas.

Les courbes rouges des figures 4.3c, 4.3d et 4.3a simulent ce qui se passe du début septembre
a fin novembre, selon le modele SEIR généralisé, lorsque le nombre de cas infectés, exposés et
insensibles atteint respectivement, un million cent quarante-six mille (1146000), quarante et un

millions deux cent cinquante mille (41250000) et cinqg cent vingt-huit (528) cas.

Les courbes vertes des figures 4.3 et 4.4 montrent ce qui se passe du 1¢” septembre au 30 no-
vembre 2020, sous des mesures de contrdles optimaux, quand le nombre d’infectés (Figure 4.3¢)
et rétablis (Figure 4.3f) 650 et 249400 cas, respectivement, tandis que les nombres d’exposés
(Figure 4.3d), insensibles (Figure 4.3a) et mis en quarantaine (Figure 4.3e) atteignent 18490,
60180000 et 128 cas, respectivement. Les déces restent stables sur toute la période, exactement

trente-cinq mille cinq cents (35500) cas (Figure 4.4).

Les courbes de la figure 4.5 montrent les contrdles optimaux a mettre en ceuvre afin de
réduire le fardeau global du Covid-19 en Italie et obtenir la meilleure situation possible donnée

par les courbes vertes des figures 4.3 et 4.4, qui tiennent compte de la réduction des colits
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FIGURE 4.5. Les contrdles extrémaux de Pontryaguine du probléme de contrdle optimal de la
section 4.4 pour le cas de I'Italie entre le 1°" septembre et le 30 novembre 2020.
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résultant des contrdles u;, uy et us.

Leffet de la distanciation sociale est égal a 0.1 (u; = 0.1), voir Figure 4.5a, et cela corres-

pond a I’application de la distanciation sociale pour I’ensemble de la population.

Leffet des mesures préventives est égal a la valeur maximale de sa contrainte jusqu’au 19
septembre (up = 1), voir Figure 4.5b, puis diminue progressivement jusqu’a atteindre zéro
(ue = 0) le 30 novembre 2020, voir Figure 4.5c.

Leffet du traitement prend la valeur maximale de sa contrainte jusqu’au 29 novembre 2020
(us = 1), puis diminue a zéro le 30 novembre 2020 (u3 = 0), ce qui signifie une diminution de

la pression sur le secteur de la santé.

Notons qu’en prenant des mesures préventives (uq, us, u3), nous limitons la propagation
du Covid-19 et nous avons de meilleurs résultats. Cela signifie qu’avec I’aide de la théorie du

controle optimal, ce qui s’est passé en Italie aurait ét€ moins dramatique.



Conclusion et Perspectives

Dans cette these, on présente des généralités sur les systemes dynamiques, épidémiolo-
giques, la théorie de la stabilité et le controle optimal. En outre, nous appliquons une nouvelle
direction hybride pour la résolution des problémes de contrdle optimal linéaire. Pour cela, nous
définissons une estimation d’optimalité et nous donnons une condition nécessaire et suffisante
pour caractériser I’optimalité d’un certain controle admissible du probleme discrétisé. Afin de
résoudre ce probleme on présente un algorithme a direction hybride (ADHC). Puis nous don-
nons un exemple numérique pour illustrer I’approche proposée. D’autre part, on étudie un mo-
dele épidémiologique du type SEIR pour limiter la propagation du Covid-19, on introduisons
trois variables de contrdle : la distanciation sociale, les moyens de prévention et les mesures
de traitement pour controler ce modele épidémiologique, on analyse ce probleme de controle

optimal par rapport a la transmission de données réelles en Italie.

Nos résultats montrent la pertinence du modele, notamment le nombre d’individus mis en
quarantaine et rétablis. On montre dans un cas idéal comment on aurait pu diminuer drastique-
ment le nombre d’individus susceptibles, exposés, infectés, mis en quarantaine et décédés, et

nous augmentons la population d’insensibles.

Comme perspectives, il reste I’étude théorique de la stabilité des modeles SEIR dans le cas

ou les taux de récupération et de mortalité sont des fonctions dépendantes du temps.



Annexe A : Rétabli

Dans les tableaux 4.2 et 4.3, nous montrons les données réelles des individus rétablis de
Covid-19 en Italie pour les mois de septembre et octobre 2020, versus le nombre d’individus
rétablis prédits par le modele de Peng et al. [41] et ’amélioration que I’on aurait pu faire en in-
troduisant des contrdles appropriés comme expliqué dans la section 4.3 et en utilisant la théorie

du controle optimal comme dans la section 4.4.
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TABLE 4.2. Données réelles des individus rétablis (R(¢)) de Covid-19, Italie, septembre 2020
par rapport au nombre de R(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele contrdlé
(4.6).

Jour | Réel R | Rpar (4.1) | R par (4.6) R Ir
01 | 207944 207944 207944 0% 0%
02 | 208201 207947 225126 0.12% | 08.12%
03 | 208490 207953 231873 0.25% | 11.21%
04 | 209027 207966 234737 0.50% | 12.29%
05 | 209610 207996 236134 0.77% | 12.65%
06 | 210015 208060 236956 0.93% | 12.82%
07 | 210238 208187 237538 0.97% | 12.98%
08 | 210801 208409 238005 1.13% | 12.90%
09 | 211272 208744 238409 1.19% | 12.84%
10 | 211885 209176 238769 1.27% | 12.68%
11 | 212432 209672 239096 1.29% | 12.55%
12 | 213191 210206 239395 1.40% | 12.29%
13 | 213634 210759 239672 1.34% | 12.18%
14 | 213950 211324 239930 1.22% | 12.14%
15 | 214645 211897 240170 1.28% | 11.89%
16 | 215265 212477 240396 1.29% | 11.67%
17 | 215954 213063 240609 1.33% | 11.41%
18 | 216807 213657 241003 1.45% | 11.16%
19 | 217716 214260 241186 1.58% | 10.78%
20 | 218351 214873 241363 1.59% | 10.53%
21 | 218703 215498 241696 1.46% | 10.51%
22 | 219670 216136 241855 1.60% | 10.09%
23 | 220665 216790 242009 1.75% | 9.67%
24 | 221762 217460 242160 1.93% | 9.19%
25 | 222716 218150 242306 2.05% | 8.79%
26 | 223693 218861 242450 2.16% | 8.38%
27 | 224417 219596 242591 2.14% | 8.09%
28 | 225190 220358 242730 2.14% | 7.78%
29 | 226506 221149 242866 2.36% | 7.22%
30 | 227704 221973 243000 2.51% | 6.71%
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TABLE 4.3. Données réelles des individus rétablis (R(t)) de Covid-19, Italie, octobre 2020 par
rapport au nombre de R(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele contr6lé (4.6).

Jour | Réel R | Rpar (4.1) | R par (4.6) R Ir
01 | 222832 224334 243132 0.67% | 9.11%
02 | 229970 223731 243263 2.71% | 5.78%
03 | 231217 224672 243392 2.83% | 5.26%
04 | 231914 225662 243520 2.69% | 5.00%
05 | 232681 226703 243647 2.56% | 4.71%
06 | 234099 227801 243772 2.69% | 4.13%
07 | 235303 228961 243896 2.69% | 3.65%
08 | 236363 230188 244019 2.61% | 3.23%
09 | 237549 231490 244141 2.55% | 2.77%
10 | 238525 232871 244263 2.37% | 2.40%
11 | 239709 234341 244383 2.23% | 1.94%
12 | 240600 235905 244503 1.95% | 1.62%
13 | 242028 237573 244622 1.84% | 1.07%
14 | 244065 239353 244740 1.93% | 0.27%
15 | 245964 241255 244857 1.91% | 0.45%
16 | 247872 243290 244974 1.84% | 1.16%
17 | 249127 245468 245089 1.46% | 1.62%
18 | 251461 247802 245205 1.45% | 2.48%
19 | 252959 250305 245319 1.04% | 3.02%
20 | 255005 252990 245433 0.79% | 3.75%
21 | 257374 255872 245547 0.58% | 4.59%
22 | 259456 258968 245659 0.18% | 5.31%
23 | 261808 262296 245771 0.18% | 6.12%
24 | 264117 265872 245883 0.66% | 6.90%
25 | 266203 269718 245994 1.32% | 7.59%
26 | 268626 273855 246104 1.94% | 8.38%
27 | 271988 278306 246214 2.32% | 9.47%
28 | 275404 283094 246324 2.79% | 10.55%
29 | 279282 288247 246401 321% | 11.77%




Annexe B : Déces

Dans les tableaux 4.4 et 4.5, nous montrons les données réelles des personnes décédées de
Covid-19 en Italie pour les mois de septembre et octobre 2020, versus le nombre des déces
d’individus prédits par le modele de Peng et al. [41] et I’amélioration que 1’on aurait pu faire
en introduisant des controles appropriés comme expliqué dans la section 4.3 et en utilisant la

théorie du controle optimal comme dans la Section 4.4.
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TABLE 4.4. Données réelles des individus décédés (D(t)) de Covid-19, Italie, septembre 2020
par rapport au nombre de D(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele contrdlé
(4.6).

Jour | Réel D | D par (4.1) | D par (4.6) ) Ip
01 | 35491 35491 35491 0% 0%
02 | 35497 35495 35493 0.005% | 0.01%
03 | 35518 35500 35494 0.05% | 0.06%
04 | 35533 35505 35495 0.07% | 0.07%
05 | 35541 35510 35495 0.08% | 0.12%
06 | 35553 35515 35495 0.10% | 0.16%
07 | 35563 35521 35495 0.11% | 0.19%
08 | 35577 35526 35496 0.14% | 0.22%
09 | 35587 35532 35496 0.15% | 0.25%
10 | 35597 35538 35496 0.16% | 0.28%
11 | 35603 35544 35496 0.16% | 0.30%
12 | 35610 35550 35496 0.16% | 0.32%
13 | 35624 35556 35496 0.19% | 0.35%
14 | 35633 35563 35496 0.19% | 0.38%
15 | 35645 35570 35496 0.21% | 0.41%
16 | 35658 35576 35496 0.22% | 0.45%
17 | 35668 35583 35496 0.23% | 0.48%
18 | 35692 35591 35496 0.28% | 0.54%
19 | 35707 35598 35496 0.30% | 0.59%
20 | 35724 35606 35496 0.33% | 0.63%
21 | 35738 35614 35496 0.34% | 0.67%
22 | 35758 35622 35496 0.38% | 0.73%
23 | 35781 35630 35496 0.42% | 0.79%
24 | 35801 35640 35496 0.44% | 0.85%
25 | 35818 35648 35496 0.47% | 0.89%
26 | 35835 35658 35496 0.49% | 0.94%
27 | 35851 35668 35496 0.51% | 0.99%
28 | 35875 35680 35497 0.54% | 1.05%
29 | 35894 35690 35497 0.56% | 1.10%
30 | 35918 35702 35497 0.60% | 1.17%
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TABLE 4.5. Données réelles des individus décédés (D(t)) de Covid-19, Italie, octobre 2020 par
rapport au nombre de D(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele controlé (4.6).

Jour | Réel D | D par (4.1) | D par (4.6) ) Ip
01 | 35941 35715 35497 0% 0%
02 | 35968 35728 35497 0.66% | 1.30%
03 | 35986 35742 35497 0.67% | 1.35%
04 | 36002 35757 35497 0.68% | 1.40%
05 | 36030 35773 35497 0.71% | 1.47%
06 | 36061 35790 35497 0.75% | 1.56%
07 | 36083 35808 35497 0.76% | 1.62%
08 | 36111 35827 35497 0.78% | 1.70%
09 | 36140 35848 35497 0.80% | 1.77%
10 | 36166 35870 35497 0.81% | 1.84%
11 | 36205 35894 35497 0.85% | 1.95%
12 | 36246 35920 35497 0.89% | 2.06%
13 | 36289 35947 35497 0.94% | 2.18%
14 | 36372 35976 35497 1.08% | 2.40%
15 | 36427 36008 35497 1.15% | 2.55%
16 | 36474 36042 35497 1.18% | 2.67%
17 | 36543 36078 35497 1.27% | 2.86%
18 | 36616 36118 35497 1.36% | 3.05%
19 | 36705 36160 35497 1.48% | 3.29%
20 | 36832 36206 35497 1.69% | 3.62%
21 | 36968 36255 35497 1.92% | 3.97%
22 | 37059 36307 35497 2.02% | 4.21%
23 | 37210 36364 35497 2.27% | 4.60%
24 | 37338 36425 35497 2.44% | 4.93%
25 | 37479 36491 35497 2.63% | 5.28%
26 | 37700 36638 35497 2.81% | 5.84%
27 | 37905 36720 35498 3.12% | 6.35%
28 | 38122 36902 35498 3.20% | 6.88%
29 | 38321 37003 35498 3.43% | 7.36%




Annexe C : Quarantaine

Dans les tableaux 4.6 et 4.7, nous montrons les données réelles des individus mis en qua-
rantaine de Covid-19 en Italie pour les mois de septembre et octobre 2020, versus le nombre
d’individus en quarantaine prédits par le modele de Peng et al. [41] et I’amélioration que 1’on
aurait pu faire en introduisant des controles appropriés comme expliqué dans la section 4.3 et

en utilisant la théorie du contr6le optimal comme dans la Section 4.4.
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TABLE 4.6. Données réelles des individus en quarantaine (Q)(t)) de Covid-19, Italie, septembre
2020 par rapport au nombre de (Q)(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele
controlé (4.6).

Jour | Réel Q) | Q par (4.1) | Q par (4.6) N0 Ig
01 | 26754 26754 26754 0% 0%
02 | 27817 27472 10292 01.24% | 63.00%
03 | 28915 28120 4188 02.74% | 85.51%
04 | 30099 28715 1901 04.59% | 93.68%
05 | 31194 29264 1023 06.18% | 96.69%
06 | 32078 29763 668 07.21% | 97.91%
07 | 32993 30197 509 08.47% | 98.45%
08 | 33789 30789 426 08.87% | 98.73%
09 | 34734 30964 374 10.85% | 98.92%
10 | 35708 31105 337 12.89% | 99.05%
11 | 36767 31246 307 15.01% | 99.16%
12 | 37503 31412 282 16.24% | 99.24%
13 | 38509 31617 261 17.89% | 99.32%
14 | 39187 31872 244 18.66% | 99.37%
15 | 39712 32183 228 18.95% | 99.42%
16 | 40532 32557 215 19.67% | 99.46%
17 | 41413 33000 203 20.31% | 99.50%
18 | 42457 33519 193 21.05% | 99.54%
19 | 43161 34119 184 20.94% | 99.57%
20 | 44098 34808 176 21.06% | 99.60%
21 | 45079 35593 169 21.04% | 99.62%
22 | 45489 36480 163 19.80% | 99.64%
23 | 46114 37479 158 18.72% | 99.65%
24 | 46780 38599 153 17.48% | 99.67%
25 | 47718 39848 149 16.49% | 99.68%
26 | 48593 41237 145 15.13% | 99.70%
27 | 49618 42777 142 13.78% | 99.71%
28 | 50323 44480 139 11.61% | 99.72%
29 | 50630 46359 137 08.43% | 99.72%
30 | 51263 48428 134 05.53% | 99.73%
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TABLE 4.7. Données réelles des individus en quarantaine (Q(¢)) de Covid-19, Italie, octobre
2020 par rapport au nombre de Q)(t) prédit par le modele de type SEIR (4.1) et le modele
controlé (4.6).

Jour | Réel Q) | Q) par (4.1) | Q par (4.6) no Ig
01 | 52647 50023 130 04.98% | 99.75%
02 | 53997 53197 129 01.48% | 99.76%
03 | 55566 55931 127 00.65% | 99.77%
04 | 57429 58922 126 02.59% | 99.78%
05 | 58903 62193 124 05.58% | 99.78%
06 | 60134 65764 123 09.36% | 99.79%
07 | 62576 69659 122 11.31% | 99.80%
08 | 59526 73904 121 24.15% | 99.79%
09 | 70110 78527 120 12.00% | 99.82%
10 | 74829 83557 119 11.63% | 99.84%
11 | 79075 89027 118 12.58% | 99.85%
12 | 82764 94972 118 14.75% | 99.85%
13 | 87193 101428 117 16.32% | 99.86%
14 | 92445 108435 117 17.29% | 99.87%
15 | 99266 116035 116 16.89% | 99.88%
16 | 107312 | 124275 115 15.80% | 99.89%
17 | 116935 133204 114 13.91% | 99.90%
18 | 126237 142876 114 13.18% | 99.90%
19 | 134003 153344 113 14.43% | 99.91%
20 | 142739 164668 112 15.36% | 99.92%
21 | 155442 176913 112 13.81% | 99.92%
22 | 169302 | 190145 111 12.31% | 99.93%
23 | 186002 | 204439 111 09.91% | 99.94%
24 | 203182 | 219871 110 08.21% | 99.94%
25 | 222241 | 236520 109 06.42% | 99.95%
26 | 236684 | 254470 109 07.51% | 99.95%
27 | 255090 | 273812 108 07.33% | 99.95%
28 | 276457 | 294640 107 06.57% | 99.96%
29 | 299191 317055 107 05.97% | 99.96%
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Abstract

After a reminder on dynamical systems, the stability and control, we present in this thesis an algo-
rithm to find an approximate numerical solution for linear problems of optimal control. After that,
optimal control theory was applied to an epidemiological system. The proposed system is a generali-
zed model of the SEIR type which has three controls, representing the effect of social distancing, the
effect of preventive means, and the effect of treatment to combat the spread of the Covid-19 pande-
mic, with available real italian data. By considering the Pontryagin minimum principle, applied for a
nonlinear epidemiological system and a functional which is quadratic and convex with respect to the
control, we show how in this case we could have drastically reduced the number of susceptible, expo-
sed, infected, quarantined, and dead individuals, and that, by increasing the population of protected
individuals.

Keywords : Optimal control ; Analysis of the spread of Covid-19; SEIR control model ; Pontryagin
minimum principle ; Numerical results.

Résumé

Apres un rappel sur les systemes dynamiques, leur stabilité et leur contrdle, on présente dans
cette these un algorithme pour trouver une solution numérique approximative pour les problémes li-
néaires de contréle optimal. Ensuite, on a appliqué la théorie du controle optimal a un systéme épidé-
miologique. Le systeme proposé est un modele généralisé du type SEIR qui comporte trois contrdles,
représentant la distanciation sociale, les moyens de prévention et les mesures de traitement pour lut-
ter contre la propagation de la pandémie de Covid-19, avec des données réelles disponibles italiennes.
En considérant le principe du minimum de Pontryagin, appliqué pour un systéme épidémiologique
non linéaire et une fonctionnelle, quadratique et convexe par rapport au contrdle, nous montrons
comment dans ce cas on aurait pu diminuer drastiquement le nombre d’individus sensibles, exposés,
infectés, mis en quarantaine et morts, et ce en augmentant la population d’individus protégés.

Mots clés : Controle optimal ; Analyse de la propagation du Covid-19; Modele de SEIR contrélé;
Principe du minimum de Pontryagin ; Résultats numériques.
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Agzul
Umbecd asmekti yef inagrawen idinamikiyen aked werkad ed weswad nnsen, nenked deg ugem-
mir ayi axwarzim i wakken ad’ d-naf tifrat tumdint yuzan i yegna imzirgen n weswad akkay. Sakin,
nesnes tizri n weswad akkay i yiwen unagraw n tezmert. Anagraw i d-ittwasumren iga d amsil as-
matuyan n wudem SEIR i-yescan krad n yeswaden ; ineggura yagi ttgensisen abaced, asehder aked
isufar i-ugazem n wattan n Covid-19, es tikciwin titelyaniyin iwejden di tilawt. Es umuqgel n wezwir
adday n Pontryagin, yettwasensen i yiwen unagraw awer-imzireg n tezmert aked yiwet n tmesyant
tasuzmirt yellan d-tafensut es wassay ver weswad, nferreg-ed amek i nezmer deg waddad agi ad’
nessenvyes es watas amdan n yemdanen seg wattan agi u ad’ nesnerni tawacult n yemdanen yemset-
nen.

Awalen n tsura : Aswad akkay; Taslet n tnezwit n Covid-19; Amsil imeswed n SEIR ; Azwir adday
n Pontryagin ; Igmuden umdinen.



