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Introduction Générale

La recherche opérationnelle peut être définie comme l’ensemble des méthodes et tech-
niques rationnelles d’analyse et de synthèse des phénomènes de management du système
d’information utilisables pour élaborer de meilleures décisions. La recherche opérationnelle
propose des modèles conceptuels pour analyser des situations complexes et permet aux
décideurs de faire les choix les plus éfficaces. Les domaines et les outils faisant part à la re-
cherche opérationnelle sont trés vastes, parmis ces outils, on retrouve la théorie des graphes
qui a interpelé plusieurs chercheurs et qui s’est développée d’une manière époustouflante au
fil du temps, plusieurs résultats sont mis à l’oeuvre et ont été appliqué dans des domaines
réelles touchant plusieurs secteurs [20].

La théorie des graphes est utilisée dans un grand nombre de domaines vu sa richesse en
résultats théoriques et même d’applications aux problèmes du monde réel. Historiquement,
cette théorie prend ses racines des travaux d’Euler au 18ème siècle, qui avait pour but
l’étude du problème des ponts de Königsberg (actuellement Kaliningrad). Par ailleurs, elle
s’est considérablement développée, pour devenir une théorie incontournable permettant
la résolution de nombreux problèmes dans tous les domaines notamment la biologie, la
physique, l’informatique, etc.

Le problème de coloration est au cours de la théorie des graphes et fait l’objectif de
plusieurs recherches. Il est apparu en 1852, quand le problème des quatre couleurs a été
posé pour la première fois par Francis Guthrie, lorsqu’il s’est demandé s’il est toujours
possible de colorer n’importe quelle carte géographique en n’utilisant que quatre couleurs,
de manière à éviter que deux pays voisins aient la même couleur. C’est qu’en 1976, que
deux chercheurs américains, K. Appel et W.Haken ont pu répondre affirmativement à
cette question à l’aide d’un calcul par ordinateur. Et depuis, les problèmes de coloration
apparaissent dans plusieurs domaines pour modéliser de nombreux problèmes pratiques.
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TABLE DES FIGURES

Dans ce manuscrit, nous intéressons principalement à l’étude de la coloration k-équitable
dans les graphes. Après une introduction générale, le manuscrit autour de quatre chapitres
suivant :

Dans le premier chapitre, nous nous rappelons quelques concepts de base de la théorie
des graphes, ainsi que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire. Le
deuxième chapitre consiste à la présentation et définition de la coloration et nous donnons
un recueil des principaux résultats existants sur la coloration des sommets d’un graphe.
Dans le troisième chapitre, nous introduisons des nouvelles classes de graphe pour les-
quels la coloration k-équitable est déterminé. Le dernier chapitre est consacré à la partie
application qui consiste à l’implémentation de l’algorithme de Welsh and Powell sur le lan-
guage de programmation C++. Cette partie application confirme que les résultats obtenus
théoriquement sont les même que ceux obtenus par le programme implémenté et aussi le
déroulement de l’algorithme de Welsh and powell pour les nouvelles classes.

Enfin, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1
Notion de base de la théorie de graphe

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons quelques notations et notions de base de la théorie

des graphes qui seront utilisées tout au long de ce mémoire.

1.2 Définition et concepts de base

1.2.1 Graphe
Un graphe G est une collection d’éléments mis en relation entre eux, constitué d’un

ensemble V non vide et fini de points V (G) = {v1,v2,v3,. . .,vn} appelés sommets, et d’une
famille E(G) = {e1,e2,e3,. . .,en} de paires distinctes de V appelés arêtes. Une arêtes e de
l’ensemble E est définie par une paire de sommets, appelés extrémités.

Graphe G est représenté dans La Figure 1.1 :

a

b

c

d

e
f

g

h

Figure 1.1 – Graphe G.
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CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

1.2.2 Graphe orienté
un graphe orienté G = (V, E) est un couple formé de V un ensemble, appelé ensemble

de sommets et E un ensemble appelé ensemble d’arêtes. Les arêtes sont alors nommées
arcs, chaque arête étant un couple de sommets, représenté par une flèche.

La figure 1.2 représente un graphe orienté à 4 sommets.

1

2

3

4

Figure 1.2 – Graphe orienté.

1.2.3 Graphe non orienté
Un graphe non orienté est un graphe dont les arêtes ne sont pas orientées et chaque

arêtes e est représentée comme suit : e = (vi,vj) = vivj.

De plus, les boucle sont interdites dans les graphes non-orientés.

La Figure 1.3 représente un graphe non orienté.

a b

cd

e

Figure 1.3 – Graphe non orienté.
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CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

1.2.4 Degrés
Soit G = (V, E) un graphe, le degré d’un sommet v d’un graphe G, noté dG(v) est le

nombre de liens (arêtes) reliant ce sommet. Un sommet de degré 0 est dit isolé.

Proposition 1.2.1. (Lemme des poignées de mains)
Pour tout graphe G = (V, E) on a :∑

v∈V
dG(v) = 2|E(G)|

- Le degré maximum d’un graphe G noté ∆(G) est le maximum des degrés des sommets
de G, ∆(G) = max

v∈V (G)
dG(v).

- Le degré minimum d’un graphe G noté δ(G) est le minimum des degrés des sommets de
G, δ(G) = min

v∈V (G)
dG(v).

1.2.5 Graphe partiel
Soit G = (V, E) un graphe, Le graphe G′ = (V, E ′) est un graphe partiel de G si E ′ est

inclus dans E. Autrement dit, on obtient G′ en enlevant une ou plusieurs arêtes de graphe G.

La Figure 1.4 représente un graphe G et son graphe partiel.

(G) (G')

a

b c

a

c

Figure 1.4 – Graphe G et son graphe partiel G′.
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CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

1.2.6 Sous-Graphe
Un sous graphe G = (V, E) engendré par l’ensemble de sommets B ⊆ V , est le graphe :

GB=(B,EB) où EB={e={x,y}∈ E x∈ B et y∈ B}.

La Figure 1.5 représente un graphe G et son sous graphe G′.

a b
c

d ef g

c

d ef g

G G'

Figure 1.5 – Le graphe G et son sous graphe G′.

1.2.7 Chaines et cycles
Chaine : Une chaine entre deux sommets v0 et vk dans un graphe G est une suite de

sommets reliés par des arêtes telle que deux sommets successifs ont une arête commune.
On note la chaine par (v0 ,v1,. . .,vk ).

- Le premier et le dernier sommets sont appelés les extrémités de la chaine.
- La longueur de la chaine est égale au nombre d’arêtes qui la composent.
- Une chaine qui n’utilise pas deux fois le même sommet est dite élémentaire.
- Une chaine qui n’utilise pas deux fois la même arêtes est dite chaine simple.

Cycle : Un cycle est une chaine dont les extrémités initiale et finale sont confondues.
- Un cycle élémentaire est un cycle minimal pour l’inclusion qui ne contient aucun autre

cycle.

13



CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

1.2.8 Connexité
Un graphe G est dit connexe si pour tout couple de sommet u et v, il existe une chaîne

reliant u et v [3].

La Figure 1.6 représente un graphe connexe :

a b

c d

e

Figure 1.6 – Graphe connexe.

1.2.9 Clique
Une clique d’un graphe non orienté G est un sous-ensemble des sommets de G dont

le sous-graphe induit est complet, c’est-à-dire que deux sommets quelconques de la clique
sont toujours adjacents.
La taille de la plus grande clique dans G est notée ω(G).

1.2.10 Stable
Dans un graphe G un stable est un ensemble de sommets deux à deux non adjacents.

La taille d’un stable est égale au nombre de sommets qu’il contient.

la Figure 1.7 représente le stable et la clique d’un graphe G :

14



CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

a
b

c

e
d

a
b

c

e
d

a
b

c

e
d

Graphe  G clique de G

 stable de G

Figure 1.7 – Clique et stable de graphe G

1.2.11 Couplage
Un couplage d’un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble d’arêtes M∈ E deux à

deux non adjacentes. Un sommet u est saturé par un couplage M , s’il existe une arête de
M incidente à u, un couplage qui sature tous les sommets de G est appelé couplage parfait.

La figure 1.8 représente un couplage parfait :

a

b c

d

e

fg

h

Figure 1.8 – Couplage parfait.

1.2.12 Identification de deux sommets
Identification de deux sommets u et v consiste à remplacer les sommets u et v par un

sommet w relié à tous les sommets adjacents à u et à tous les sommets adjacents à v.
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CHAPITRE 1. NOTION DE BASE DE LA THÉORIE DE GRAPHE

La figure 1.9 représente l’identification de deux sommets de graphe G et G′ :

a
b

c

d

e

b'

c'

a'

d'

e'

identification

a
b

c

d

e

c'

a'

d'

e'

G
G'

Figure 1.9 – Identification de deux sommets.

1.3 Opérations classiques sur les graphes

1.3.1 Somme Cartésienne
Soient deux graphes G = (V (G), E(G)) et G′ = (V (G′), E(G′)), la somme cartésienne

de G et de G′ , notée G □ G′ dont l’ensemble de sommets est égale à V(G)× V(G’), tel
que deux sommets (u,u’) et (v,v’) sont adjacents si seulement si :

u = v et u′v′ ∈ E(G′) où uv ∈ E(G) et u′ = v′

La somme cartésienne de deux graphe G et G′ possède les propriétés suivantes :

- L’ordre de graphe G □ G′ est égale à |V(G)||V(G’)|.

- La taille du graphe G □ G′ est égale à |V(G)||E(G’)| + |V(G’)||E(G)|.
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La figure 1.10 représente la somme cartésienne de graphe G et G′ :

=

0

1

00 01

10 11

000 010

001

101 111

110100

011

G G' G G'

Figure 1.10 – Somme Cartésienne de G □ G′.

1.3.2 Produit Cartésien
Soit deux graphes G = (V (G), E(G)) et G′ = (V (G′), E(G′)), le produit cartésien de

G par G′, noté G × G′ est le graphe défini sur l’ensemble de sommets V (G) × V (G′) tel
que deux sommets (u, u′) et (v, v′) sont adjacent si seulement si :
- uv ∈ E(G) et u′v′ ∈ E(G′).

La figure 1.11 représente le produit Cartésien de graphe G et G′ :

3 4

5 6

1

2

=

13

16

15

14

23

26

24

25

G G' G G'

Figure 1.11 – Produit Cartésien de G × G′.
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1.4 Quelques types de graphe

1.4.1 Graphe complet
Un graphe G = (V, E) est dit complet si tous les sommets sont deux à deux adjacents,

c’est-à-dire que tout couple de sommets disjoints est relié par une arête, le graphe complet
à n sommet noté Kn.

La figure 1.12 représente le graphe complet K5 :

a b

cd

e

Figure 1.12 – Graphe complet.

1.4.2 Graphe biparti
Un graphe G = (V, E) est dit biparti si son ensemble de sommets peut être divisé en

deux sous-ensembles disjoints U et V tels que chaque arête a une extrémité dans U et
l’autre dans V .

La figure 1.13 représente un graphe biparti :

a

b

c

d

e

f

1 v2v

Figure 1.13 – Graphe biparti.
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1.4.3 Graphe biparti complet
Un graphe est dit biparti complet s’il est biparti et chaque sommet du premier ensemble

est relié à tous les sommets du second ensemble. Plus précisément, il existe une partition
de son ensemble de sommets en deux sous-ensembles U et V telle que chaque sommet de
U est relié à chaque sommet de V .
- Si le premier ensemble U est de cardinal m et le second ensemble V est de cardinal n, le

graphe biparti complet est noté Kmn.

1.4.4 Graphe planaire
Un graphe G est dit planaire s’il peut être représenté sur le plan de manière que deux

arêtes ne se rencontrent pas en dehors de leurs extrémités.

La figure 1.14 représente un graphe planaire :

1

2

3

4

5

6

Figure 1.14 – Graphe planaire.

1.4.5 Graphe triangulé
Un graphe G est dit triangulé si tout cycle dans G de longueur supérieure à 3 admet

une corde (une arête qui relie deux sommets non adjacents dans un cycle).

La figure 1.15 représente un graphe triangulé :
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Figure 1.15 – Graphe triangulé.

1.4.6 Arbre et ses propriétés
Soit G un graphe non orienté d’ordre n > 2. Les propiétés suivantes sont équivalentes :

- G est connexe et sans cycle.
- G est sans cycle et possède n − 1 arêtes.
- G est connexe et possède n − 1 arêtes.
- G est sans cycle et si on ajoutant une arête , on crée un et un seul cycle.
- G est connexe et si on supprime une arête , il n’est plus connexe.
- Il existe une chaine et une seule entre toutes paires de sommets.

Théorème 1.4.1. [3]
Un arbre T admet au moins deux sommets pendants.

La figure 1.16 représente un arbre à 11 sommets :

a

b c d

e
f g h

i j k

Figure 1.16 – Arbre.
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1.5 Mode de représentation graphique

1.5.1 Matrice d’adjacence
Soit un graphe G = (V, E) qui possède n sommets, on appelle la matrice d’adjacence

de G de dimension n ∗ n est la matrice carrée M=(mij) 1⩽ i,j ⩽ n avec :

mij =
1, si xixj ∈ E

0, sinon

La matrice d’adjacence de graphe G est :

M =



0 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0


La figure 1.17 représente un graphe à 7 sommets associé à la matrice M :

3

1

2
4

5

6

7

Figure 1.17 – Graphe associé à la matrice M .
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1.5.2 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur les notions de base et notation de

la théorie des graphe. Nous avons également présenté quelques types de graphe à savoir
graphe bipartie, graphe complet (Clique), arbres. Afin de manipuler certains graphes nous
avons abordé aussi dans cette partie la représentation matricielle.
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Chapitre 2
Coloration des sommets dans les graphes

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons traiter le problème de la coloration des sommets, nous

allons commencer à donné les domaines d’applications de cette coloration et quelques
définitions nécessaire, des algorithmes et des propriétés relatifs à ce problème étudier .

2.2 Domaine d’application
La coloration des sommets dans la théorie des graphes trouve de nombreuses applica-

tions pratiques dans divers domaines :
• L’affectation de fréquences dans les réseaux cellulaires.
• L’ordonnancement.
• Planification des emplois du temps.
• La gestion de chaines logistiques.
• La gestion du trafic aérien.
• Les interférence télephoniques.
• Cartographie des régions.

2.3 Types de coloration

2.3.1 Coloration simple
La coloration de graphe G = (V, E) consiste à attribuer une couleur à chacun de

ses sommets de manière que deux sommets reliés par une arrête soient de couleur
différente.
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- On cherche souvent à utiliser le nombre minimal de couleurs, appelé nombre chro-
matique de G est noté χ(G) .

- Une coloration utilisant K couleurs est dite K-coloration .

La figure 2.1 représente la coloration simple des sommets :

Figure 2.1 – Coloration simple.

2.3.2 Coloration k-équitable
Soit G = (V, E) un graphe, la coloration K-équitable est une coloration des som-

mets du G ou le nombre de sommets coloriés par la couleur Ci est égale au nombre
de sommets coloriés par la couleur Cj, ∀(i,j) ∈ {1,. . .,k}, avec i ̸= j.

La figure 2.2 représente une coloration K-équitable d’un graphe G à 6 sommets :

Figure 2.2 – Coloration k-équitable.

2.4 Nombre Chromatique

Le nombre chromatique dans un graphe G noté par χ(G) est le nombre minimal
de couleurs qu’on doit utiliser pour colorer tous les sommets d’un graphe en s’assu-
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rant que deux sommets adjacents ne soient pas de la même couleur.

L’obtention d’un nombre chromatique dans certains graphes est trés compliqué à
déterminer, pour cela la majorité ont étudiés l’encadrement du nombre chromatique.

2.4.1 Majoration du nombre Chromatique
Le nombre chromatique d’un graphe G est inférieur ou égale à △(G).

χ(G)≤ △(G) + 1 . . . . . (1)
Avec △(G) est le plus grand degré des sommets de graphe G.

La Figure 2.3 représente un exemple qui vérifié la relation (1).

Figure 2.3 – Exemple.

2.4.2 Minoration du nombre Chromatique
Le nombre chromatique d’un graphe G est supérieur ou égale à l’ordre de sa plus

grande clique, on a alors :

- χ(G) ≥ ω(G) ou ω(G) est la taille maximum des cliques du graphe G [27].

Preuve : Ce résultat découle de la définition même du nombre chromatique.

- Le nombre chromatique du graphe sera supérieur ou égal à l’ordre de sa plus grande
clique, que l’on note ω(G). Autrement dit, χ(G) ≥ ω(G)
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Définition 2.4.1. Dans une clique d’ordre m, tous les sommets sont adjacents entre
eux, il faudra m couleurs. Donc, il faudra au moins χ(G) couleurs pour colorer le
graphe G [9].

Théorème 2.4.1. [9]
Pour tout graphe connexe G qui n’est pas complet et qui n’est pas un cycle
impair on a :

χ(G)≤ △(G).

Définition 2.4.2. Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n, alors :

ω(G) ≤ χ(G) ≤ △(G) + 1 [32].
Théorème 2.4.2. (Brooks 1941) [32]
Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n, On a l’encadrement suivant :

n
α(G)≤χ(G) ≤ △(G) + 1.

où △(G) est le degré maximal des sommets du G et α(G) est le cardinal de la plus
grande partie stable.

Proposition 2.4.1. Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n alors :

χ(G) = α(G) + 1.

2.5 Quelques algorithmes de coloration

2.5.1 Algorithme WELSH and POWELL
Soit G = (V, E) un graphe simple et connexe :

Étape 1 :

- Ordonner les sommets selon l’ordre décroissant de leur degré ;
- Donner à chaque sommet, son numéro d’ordre dans la liste obtenue ;

Étape 2 :

- Parcourir la liste dans l’ordre en attribuant une couleur non encore utilisée, au
premier sommet non encore colorié ;

- Attribuer cette même couleur en suivant la liste à chaque sommet non encore colorié
et non adjacent à un sommet de cette couleur ;
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Étape 3 :

- Revenir à l’étape 2, tant qu’il reste des sommets non coloriés ;
- Sinon s’arrêter : la coloration du graphe est terminée [27].

Exemple d’application de l’algorithme Welsh and Powell :

Considérons le graphe G suivant :

3

4

5

6

7
2

1
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D’aprés l’algorithme Welsh and Powell :
- la liste des sommets classés dans l’ordre décroissant de leurs degrés est : 7, 4, 5, 2,

3, 6, 1.

- À la première étape, on affecte une couleur mauve (C1) aux sommets 7 qui possède
le plus grand degré et on attribue cette couleur au sommet 1 qui n’est pas
adjacent au sommet 7. (Voir les Figures)

3

4

5

6

7
2

11

7

- À la deuxième étape, on affecte une couleur vert (C2) aux sommets 4 ayant le plus
grand degré, et on attribue cette couleur au sommet 6 qui n’est pas adjacent
au sommet 4 non encore colorié.

3

4

5

6

7
2

11

7
4

6

- À la troisième étape, on affecte une couleur bleu (C3) aux sommets 5 ayant le plus
grand degré, et on attribue cette couleur au sommet 2 qui n’est pas adjacent
au sommet 5 non encore colorié.
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3

4

5

6

7
2

11

7
4

6

5

2

- À la quatrième étape, on affecte une couleur rouge (C4) aux sommet 3 ayant le
plus grand degré parmis les sommets non encore coloriée.

3

4

5

6

7
2

11

7
4

6

5

2

3

- Tous les sommets sont colorés alors la coloration est terminé, donc on arrête.
Les étapes utilisées pour ce graphe sont résumés dans le tableau suivant :

Sommets(degré) 7(5) 5(4) 4(4) 6(3) 3(3) 2(3) 1(2)
Etape 1 c1 c1
Etape 2 c2 c2
Etape 3 c3 c3
Etape 4 c4
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2.5.2 Algorithme de DSATEUR
On considère un graphe G = (V, E) simple et connexe. Pour chaque sommet v de

V , on calcule le degré de saturation DSAT(v) de manière suivante :

Si aucun voisin de v n’est colorié alors
DSAT(v)=degré(v)

Sinon DSAT(v)= le nombre de couleurs différentes utilisées dans le premier voisi-
nage de v.

L’algorithme DSATEUR est un algorithme de coloration séquentiel, au sens où il
colorie un seul sommet à la fois tel que :

Au départ le graphe n’est pas colorié.

On colorie un sommet non déjà colorié.

On stoppe DSATUR quand tous les sommets de G sont coloriés.

Dans le détail l’algorithme est le suivant :
1. Ordonner les sommets par ordre décroissant de degré.
2. Colorier un sommet de degré maximum avec la couleur 1.
3. Choisir un sommet non colorié avec DSAT maximum. Si conflit, choisir celui avec

degré maximum.
4. Colorier ce sommet par la plus petite couleur possible.
5. Si tous les sommets sont coloriés alors on arrête.
Sinon aller en 3 [28].

Exemple d’application de l’algorithme Dsateur :

Nous allons appliqué l’algorithme de Dsateur pour le graphe suivant :
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V1

V7

V2 V3

V6

V5

V8 V4

- On ordonne les sommets par ordre décroissant de leurs degré.

on obtient le tableau suivant :

Sommet V8 V2 V3 V5 V7 V1 V4 V6
degré 4 3 3 3 3 2 2 2

- On prend le sommet le plus haut DSAT (le plus grand degré) soit le sommet V8,
on lui affecte la première couleur soit le rouge.

V1

V7

V2 V3

V6

V5

V8 V4

Puis, on passe à la mise à jour des DSAT des voisins du sommet déjà coloré.
- On prend le sommet de plus haut DSAT, Nous allons prendre le sommet V2. On

lui affecte la deuxième couleur minimale soit bleu.
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V1

V7

V2 V3

V6

V5

V8 V4

On fait la même chose pour les autres sommets, on obtient le graphe coloré suivant :

V1

V7

V2 V3

V6

V5

V8 V4

2.5.3 Algoritme de coloration à jeton
La coloration s’effectue par circulation d’un jeton, c’est-à-dire qu’à un instant

donné, un seul sommet du graphe est en train de choisir une couleur. La circula-
tion du jeton se fera sur l’arbre recouvrant exclusivement. Cet arbre se construira au
fur et à mesure de la coloration, par l’envoi ou non de la couleur à ses voisins.

Dans le graphe, un sommet aura des voisins, un père, des aïeuls, et des fils.

- Voisins : tous les sommets voisins.
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- Père : le sommet qui lui a demandé de se colorer.

- Aïeuls : tous les voisins colorés (ils se sont colorés avant moi).

- Fils : tous mes voisins non colorés.

Un sommet donné ne communiquera sa couleur qu’à ses Fils. Ses Aïeuls, qui sont
prioritaires sur lui pour choisir leur couleur n’ont pas besoin de connaître sa couleur
[5].

Exemple d’application de l’algorithme à jeton :
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L'élu choisit sa couleur et 
en informe ses voisins.

Phase 1 :
Le sommet choisit sa
couleur et en informe
          ses fils.

Phase 3 :
L’élu demande à un de
ses fils de se colorer.

Phase 2 :

Le sommet demande à
un de ses fils de se
           colorer.

Phase 4:
Le sommet demande à
un de ses fils de se
           colorer.

Phase 6 :
Le sommet choisit sa
couleur et en informe
           ses fils.

Phase 5 :

Le sommet choisit sa
couleur. Il n’a plus de
fils : remonte OK.

Phase 7 :
Plus de fils non coloré.
Remonte OK.

Phase 9 :
Plus de fils non coloré.
Remonte OK.

Phase 8 :

Plus de fils non coloré.
 Coloration réussie.

Phase 10 :
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2.5.4 Conclusion
Ce chapitre est consacré à la présentation de la coloration des sommets dans des

graphes, ainsi que des domaines d’applications. Ensuite, nous avons présenté quelques
algorithmes de colorations des sommets dans les graphes qui seront utils tout au long
de notre projet d’étude.
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Chapitre 3
Coloration des sommets de nouvelles
classes de graphe

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons caractériser des nouvelles classes des graphes, pour
lequels nous allons déterminer inductivement la coloration optimale des sommets.

3.2 Classe W 3
n :

Le graphe W 3
n , (n ≥ 1) est obtenu inductivement comme suit :

- Pour n = 1, W 3
1 est le graphe complet K3.

- Pour n = 2, W 3
2 est le graphe de la figure 3.1 :

a
h e

b

d

g

i

c

f

Figure 3.1 – Graphe W 3
2 .
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GRAPHE

- Pour n ≥ 3, W 3
n est obtenu à partir d’une copie de W 3

n−1 et (3 × 2n−2) copies
disjointes de W 3

1 , tels que chaque sommet de degré 2 de W 3
n est identifié avec

un seul sommet de degré 2 d’une copie de W 3
1 .

Le graphe W 3
3 et W 3

4 sont montrés respectivement sur la figure 3.2 :

Figure 3.2 – Graphe W 3
3 et W 3

4 .

Théorème 3.2.1. Pour tout n ≥ 1, W 3
n admet une coloration 3-équitables tels que

∀p ∈ {1, 2, 3}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 3
n est C(n,p) =

n−1∑
k=0

2k.

Preuve : montrons par récurrence sur n que ∀n ≥ 1, W 3
n admet une coloration

3-équitables, Il est clair que W 3
1 et W 3

2 possèdent une coloration 3-équitables.

La figure 3.3 montre la coloration 3-équitables de W 3
1 et W 3

2 respectivement :

1

2 3

1
1

1

2

2

2

3

3

3

Figure 3.3 – Coloration 3-équitables.
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Dans la figure 3.3 on a :

- C(1,1) = C(1,2) = C(1,3) = 1

- C(2,1) = C(2,2) = C(2,3) =
n−1∑
k=0

2k = 3.

Démonstration

Supposons que la propriété est vraie à l’ordre n, c’est à dire W 3
n admet une coloration

3-équitables et ∀p ∈ {1, 2, 3}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 3
n est C(n,p) =

n−1∑
k=0

2k. Puis montrons que W 3
n+1 reste coloration 3-équitables, ∀p ∈ {1, 2, 3} le nombre de

sommets coloriés par p dans W 3
n+1 est C(n,p) =

n∑
k=0

2k.

Comme W 3
n+1 est obtenu à partir d’une copie de W 3

n et de 3×2(n−1) copies disjointes de
W 3

1 tels que chaque sommet de degré 2 de W 3
n est identifié avec un seul sommet de degré

2 d’une copie de W 3
1 .

Supposons que le sommet de degré 2 de W 3
n identifié avec un sommet y1 de W 3

1 de degré
2 est colorié par p ∈ {1, 2, 3} alors on va colorier les deux autres sommets y2, y3 de W 3

1
respectivement par i, j ∈ {1, 2, 3}-{p} avec i ̸= j.

Si on va procéder de la même manière pour les (3 × 2n−1) − 1 copies de W 3
1 , on obtient

2(3 × 2n−1) couleurs des sommets de V (W 3
n+1) − V (W 3

n), tels que 2n sont coloriés par 1, 2n

sont coloriés par 2 et 2n sont coloriés par 3.

Comme dans W 3
n on a chaque couleur i ∈ {1, 2, 3} est observée :

n−1∑
k=0

2k (hypothèse de
récurrence), si on va prendre en considération la coloration des sommets de V (W 3

n+1) −
V (W 3

n), alors ∀p ∈ {1, 2, 3}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 3
n+1 est :

C(n+1,p) =
n−1∑
k=0

2k + 2n =
n∑

k=0
2k.
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GRAPHE

Par exemple pour, W 3
3 on a : W 3

3 = W 3
2+1, alors :

C(2+1,1) = C(2+1,2) = C(2+1,3) =
(2+1)−1∑

k=0
2k = 20+21+22 = 7.

Comme le montre la figure 3.4 :

2 2

2

2

2 2

2

1

1 1

1
1

3

3

3

3

3 3

3

11

W
3
3

Figure 3.4 – Coloration 3-équitables.
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3.3 Classe W 4
n

La classe W 4
n , (n ≥ 1) est obtenu inductivement comme suit :

- Pour n = 1, le graphe W 4
1 est la clique K4 donnée par la figure 3.5 :

Figure 3.5 – Graphe W 4
1 .

- Pour n ≥ 2, le graphe W 4
n est obtenu à partir d’une copie de W 4

n−1 et de 4 × 3n−2 copies
disjointes de W 4

1 tels que chaque sommet de degré 3 de W 4
n−1 est identifié avec un

seul sommet de degré 3 d’une copie de W 4
1 .

La figure 3.6 représente les graphes W 4
2 et W 4

3 respectivement :

Figure 3.6 – Coloration 4-équitables.
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Théorème 3.3.1. Pour tout n ≥ 1, W 4
n admet une coloration 4-équitables, tels que ∀p ∈

{1, 2, 3, 4}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 4
n est C(n,p) =

n−1∑
k=0

3k.

Démonstration

Pour la preuve nous allons utiliser la récurrence sur n.
Il est clair que W 4

1 et W 4
2 admettent une coloration 4-équitables. De plus :

- Dans W 4
1 on a : C(1,1) = C2

1 = C3
1 = C4

1 = 1 = 30

- Dans W 4
2 on a : C(2,1) = C(2,2) = C(2,3) = C(2,4) = 4 = 30 + 31.

Comme il est illustré dans la figure 3.7 :

Figure 3.7 – Coloration 4-équitables.

Donc la propriété est vraie pour n = 1. Supposons que la propriété est vraie à l’ordre
n, c’est à dire W 4

n admet une coloration 4-équitables et ∀p ∈ {1, 2, 3, 4}, le nombre de
sommets coloriés par p dans W 4

n est C(n,p) =
n−1∑
k=0

3k. Puis montrons que W 4
n+1 admet une

coloration 4-équitables et ∀p ∈ {1, 2, 3, 4}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 4
n+1

est C(n,p) =
n∑

k=0
3k.

Comme W 4
n+1 est obtenu à partir d’une copie de W 4

n et de 4×3(n−1) copies disjointes de
W 4

1 tels que chaque sommet de degré 3 de W 4
n est identifié avec un seul sommet de degré

3 d’une copie de W 4
1 .

Supposons que le sommet de degré 3 de W 4
n identifié avec un sommet x1 de W 4

1 de
degré 3 est colorié par p ∈ {1, 2, 3, 4}, alors on va colorier les trois autres sommets x2, x3,

41
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x4 de W 4
1 respectivement par i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4} − {p} avec i, j, k sont différents.

Si on va procéder de la même manière pour les ((4×3n−1)−1) copies de W 4
1 , on obtient

3(4 × 3n−1) couleurs des sommets de V (W 4
n+1) − V (W 4

n), tels que 3n sont coloriés par 1, 3n

sont coloriés par 2, 3n sont coloriés par 3 et 3n sont coloriés par 4.

Comme dans W 4
n on a chaque couleur i ∈ {1, 2, 3, 4} est observée :

n−1∑
k=0

3k (hypothèse de récurrence).

Si on va prendre en considération la coloration des sommets de V (W 4
n+1) − V (W 4

n), alors
∀p ∈ {1, 2, 3, 4}, le nombre de sommets coloriés par p dans W 4

n+1 est :

C(n+1,p) =
n−1∑
k=0

3k + 3n =
n∑

k=0
3k.

La figure 3.8 montre comment obtenir la coloration 4-équitables de W 4
2 par identification

à partir de W 4
1 :

Figure 3.8 – Graphe W 4
2 .
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La figure 3.9 montre comment obtenir la coloration 4-équitables par identification de
graphe W 4

3 à partir de W 4
2 :

Figure 3.9 – Graphe W 4
3 .

En procédant de la même manière que les deux premières classe W 3
n et W 4

n , on peut
définir la classe généralisée (Wm

n )m≥3, de la manière suivante :

- Pour n = 1, W m
1 est la clique Km avec m ≥ 3.

- Pour n ≥ 2, W m
n est obtenu à partir d’une copie de W m

n−1 et de m × (m − 1)n−2 copies
disjointes de W m

1 tels que chaque sommet de degré (m − 1) est identifié avec un seul
sommet de degré (m − 1) d’une copie de W m

1 .

La figure 3.10 représente les graphes W 5
1 et W 5

2 respectivement :
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Figure 3.10 – Coloration 5-équitables.

Corollaire 3.3.2. Pour tout n ≥ 1, (Wm
n )m≥5 admet une coloration m-équitables tels que

le nombre de sommets coloriés par p ∈ {1, 2, . . . , m} est :
n−1∑
k=0

(m − 1)k.

La preuve de ce corollaire découle directement dans l’un des deux théorèmes précédents.

3.4 Conclusion
Ce chapitre fait l’objet de notre travail dans lequel nous avons introduit deux nouvelles

classes de graphe en déterminant leur coloration K-équitable, par la suite nous avons donné
une généralisation en introduisant une classe de graphe à partir d’une clique de taille m
qui admet une coloration m-équitable.
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Chapitre 4
Implémentation de l’algorithme de Welsh and
Powell sur C++

Ce chapitre est consacré à la partie application, dont lequel nous allons appliquer l’al-
gorithme Welsh and Powell manuellement, il reste à aborder la partie pratique : l’im-
plémenter de l’algorithme sur C++ pour confirmer les résultats théorique que nous avons
donnés concernant les classes présentées dans le chapitre trois.

4.1 Introduction au Code Block
Code Blocks est un environnement de développement intégré libre et multiplate-forme.Il

est écrit en C++ et utilise la bibliothèque wxWidgets. Code : :Blocks offre une plateforme
pour développer des applications dans différents langages de programmation tels que C,
C++, et FORTRAN.

Code Blocks existe pour Linux, Windows et mac OS X. Des utilisateurs indiquent avoir
réussi à compiler le code source FreeBSD.

La figure ci-dessous représente la fenêtre de l’interface utilisateur de Code-Blocks :
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La première opération consiste à créer un nouveau projet : soit en cliquant sur
Create new project soit en cliquant sur New project dans le menu File (raccourci
clavier Ctl-Shift-n). Une fenêtre dialogue New from template s’ouvre et vous demande
de choisir un modèle de projet (Voir les figures) :

Il existe des modèles prédéfinis de projets et on peut également choisir de céer seulement
des fichier

On choisit Application Console, une fenêtre nommée Application console s’ouvre on
décide si l’on développe une application C ou C++. Ensuite, on spécifie le nom du projet
et le dossier où il sera sauvgardé :
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Enfin, pour construire et executer un projet éditez le fichier main, en allant à gauche
dans la fenêtre Management dans Sources −→ main.c. Ce fichier comporte la fonction main
qui est la fonction principale du programme.

4.1.1 Déroulement de la classe W 3
2 avec l’algorithme Welsh and

Powell et implémentation sur C++

Le graphe associé à la classe W 3
2 est représentée dans la figure 4.1 :

a
h e

b

d

g

i

c

f

Figure 4.1 – Graphe W 3
2 .

Nous allons appliquer mannuellement l’algorithme Welsh and Powell sur la classe W 3
2 :

- La liste des sommets sont classés dans l’ordre décroissant de leurs degrés est : a, b, c, d,
e, f, g, h, i.

- À la première étape, on affecte une couleur rouge aux sommets (a) qui possède le plus
grand degré et on attribue cette couleur au sommet (d) et (h) qui ne sont pas adjacents
au sommet (a). (Voir les figures)
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a
h e

b

d

g

i

c

f

- À la deuxième étape, on affecte une couleur vert aux sommets (b) ayant le plus grand
degré, et on attribue cette couleur au sommet (e) et f qui ne sont pas adjacent au
sommet (b) non encore colorié.

a
h e

b

d

g

i

c

f

- À la troisième étape, on affecte une couleur bleu aux sommets (c) ayant le plus grand
degré, et on attribue cette couleur au sommet (g) et (i) qui ne sont pas adjacent au
sommet (c) non encore colorié.
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a
h e

b

d

g

i

c

f

- Tous les sommets sont colorés alors la coloration est terminé donc on arrête, On obtient
une coloration 3-équitables.

Maintenant nous utilisons le language de programmation C++ pour confirmer les résultas
trouver précédemment .

La matrice d’adjacence correspondante à cette classe est :

M =



0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 0



Aprés exécution du programme de welsh and powell en C++ sur la classe W 3
n . La

compilation du programme donne exactement les même résultats trouvés manuellement :
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Figure 4.2 – Coloration 3-équitables de W 3
2 obtenue par notre application.

4.1.2 Déroulement de la classe W 4
2 avec l’algorithme Welsh and

Powell et implémentation sur C++

Le graphe de la classe W 4
2 est représentée dans la figure 4.3 :

d ce

f g h i

j

k

lmno

p
ba

Figure 4.3 – Graphe W 4
2

- La liste des sommets sont classés dans l’ordre décroissant de leurs degrés est : a, b, c, d,
e, f, g, h, i, j, k, l, m, n, o, p.

- À la première étape, on affecte une couleur rouge aux sommets (a) qui possède le plus
grand degré et on attribue cette couleur au sommet (k), (h) et (e) qui ne sont pas
adjacents au sommet (a). (Voir les figures ci-dessous)
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d ce

f g h i

j

k

lmno

p
ba

- À la deuxième étape, on affecte une couleur vert aux sommets (b) ayant le plus grand
degré, et on attribue cette couleur au sommet (f), (i) et (n) qui ne sont pas adjacent
au sommet (b) non encore colorié.

d ce

f g h i

j

k

lmno

p
ba

- À la troisième étape, on affecte une couleur bleu aux sommets (c) ayant le plus grand
degré, et on attribue cette couleur au sommet (o), (i) et (g) qui ne sont pas adjacent
au sommet (c) non encore colorié.
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d ce

f g h i

j

k

lmno

p
ba

- À la quatrièmes étape, on fait la même chose pour les autres sommets, on obtient le
graphe coloré suivant :

d ce

f g h i

j

k

lmno

p
ba

- Tous les sommets sont coloriés alors la coloration est terminé donc on arrête, On obtient
une coloration 4-équitables.

La matrice d’adjacence de la classe W 4
2 est comme suit :
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M =



0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0



En appliquant l’algorithme de welsh and powell sur C++ pour la classe W 4
2

- La compilation du programme donne les résultats suivants :

Figure 4.4 – Coloration 4-équitables de W 4
2 obtenue par notre application.
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4.1.3 Implémentation de la classe W 5
2 avec l’algorithme Welsh

and Powell sur C++

La matrice d’adjacence de la classe W 5
2 est comme suit :

M =



0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0



La figure 4.5 représente la compilation du programme qui donne une coloration 5-équitables :
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Figure 4.5 – Coloration 5-équitables de W 5
2 obtenue par notre application.

- La couleur une (1) est la couleur rouge tel que C(2,1) = {a, f, j, r, v}.

- La couleur deux (2) est la couleur vert tel que C(2,2) = {b, g, k, n, w}.

- La couleur trois (3) est la couleur bleu tel que C(2,3) = {c, h, o, s, x}.

- La couleur quatre (4) est la couleur noir tel que C(2,4) = {d, i, l, p, t}.

- La couleur sinq (5) est la couleur mauve tel que C(2,5) = {e, m, q, u, y}.

4.2 Conclusion
Ce chapitre est consacré à la partie application, dans cette partie nous avons présenté

logiciel Code Block, ensuite, nous avons implémenté l’algorithme de Welsh and ¨Powell
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afin de confirmer les résultats obtenus par le déroulement manuel de cette algorithme de
résolution sur les nouvelles classes de graphe introduite dans le chapitre trois.
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Conclusion générale

Dans ce manuscrit, nous sommes intéressé à la coloration k-équitable des sommets
d’un graphe simple G = (V (G), E(G)). Une coloration propre de sommet de G est une
affectation de couleurs aux sommets de V (G) de sorte que deux sommets adjacents aient
des couleurs différentes. Le nombre minimum nécessaire pour cette coloration est appelé
nombre chromatique de G. Une coloration k-équitable de G est une coloration propre
des sommets, telle que l’ensemble V (G) est partitionné en k sous-ensembles deux à deux
disjoints V1, V2,. . .,Vk, avec |Vi| = |Vj| pour tout i, j ∈ {1, 2, . . ., k} (i ̸= j).

Dans notre travail nous avons introduit deux nouvelles classes de graphes W 3
n et W 4

n

qui possèdent respectivement une coloration 3-équitables et une coloration 4-équitables.
Pour ce faire nous avons utilisé la récurrence sur n. Par la suite nous avons procédé de la
même manière que les deux premières classes afin d’introduire une classe générale donnée
par W m

n avec m ≥ 5 et on a démontré de la même manière que les deux résultats obtenus
sur W 3

n et W 4
n que W m

n possède une coloration m-équitables.

Afin de confirmer les résultats théorique obtenus sur les classes W 3
n , W 4

n et W 5
n nous

avons utilisé l’algorithme de Welsh and Powell implémenté sur le language de program-
mation C++.

Comme perspective nous visons de :

- Implémenter sur le language C++ d’autres algorithmes de coloration de sommets des
graphes, à savoir l’algorithme Dsateur et l’algorithme de jeton et faisons par la suite
une étude comparative.

- Traiter des autres nouvelles classes.
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Résumé

L’objectif de ce manuscrit est d’abordé l’un des plus fameux sujets de la théorie de
graphe qui s’agit de la coloration des sommets pour obtenir un nombre chromatique
minimal. Nous avons donné quelques concepts de base de la théorie de graphe ainsi les
algorithmes de coloration Welsh and Powell, Dsateur, Algorithme de coloration à jeton,
ensuite nous avons caractérisé des nouvelles classes pour lequel nous avons déterminé
inductivement leurs coloration k-équitable optimal des sommets . A la fin, nous avons
implémenté l’algorithme welsh and powell mannuellement et sur le language de
programmation C++ afin de confirmé les résultats trouvé théoriquement.

Mots clés : Graphe, degré, coloration des sommets, coloration K-équitable, nombre
chromatique.

Abstract

The objective of this manuscript is to address one of the most famous topics in graph
theory, namely the coloring of vertices to obtain a minimal chromatic number. We gave
some basic concepts of graph theory as well as thez coloring algorithms Welsh and Po-
well, Dsateur, Token coloring algorithm, then characterized new classes for which we
inductively determined their optimal k-equitable vertex coloring . Finally, we implemen-
ted the welsh and powell algorithm manually and in the programming language C++

to confirm the results found theoretically.
Keywords : Graph, degree, vertices coloring, K-equitable coloring, chromatic number.
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