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Introduction Générale

Le mathématicien frangais Jacques Hadamard (1865-1963) a donnés trois conditions pour qu’'un
probleme mathématique soit bien posé. Ces conditions sont

1) L’existence de la solution.
2) L’unicité de la solution.

3) La stabilité de la solution ce qui signifie que la solution doit dépondre contintiment des
données [5].

Si 'une au moins des conditions précédentes n’ est pas vérifier, le probleme est dit mal posé.
Exactement, en mathématique ceci revient a formuler le probleme comme suit :

Soit A : X — Y un opérateur ou X et Y sont deux espace métriques, le probléme qui consiste
a résoudre 1’équation

Az =u (1)
est dit bien posé si et seulement si
1) A est bijectif
2) A7! continu

3) La stabilité de la solution, ce qui signifie que la solution doit dépondre contintiment des
données.

Sinon le probleme est dit mal posé.
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Si la surjective de A n’est pas vérifiée la solution peut ne pas exister ce qui n’est pas une
difficulté majeure car on peut se restreindre a ImA.

La non unicité est un probleme plus sérieux car quand A n’est pas injectif le probleme peut
admettre plusieurs solutions.

L’absence de continuité de A~! est sans doute le plus problématique. Parmi ces problémes
mal posés, on a une classe un peu particuliere dite probleme inverse[5].

Une définition plus opérationnelle est qu'un probleme inverse consiste a déterminer les causes
connaissant des effets, alors qu'un probléme direct cherche les effets, les causes étant connues [6].

Un probleme inverse consiste a déterminer des causes a partir de la connaissance des effets.
Ce probleme est 'inverse du probleme dit direct ; ¢’est a dire les aspects physiques que modélise
le probleme mathématique. Et la principale difficulté des problémes inverses est que les mémes
effets puissent provenir des causes différentes donc un probleme inverse peut avoir plusieurs solution.

Du point de vue mathématique, ces problémes se répartissent en deux grands groupes. D'une
part, il y a les problemes linéaires et non linéaires.

Les problemes linéaires, peuvent étre formulés comme la résolution d’une équation intégrale
de premiere espece dans le cas continu ou comme la résolution d'un systeme d’équations dans le
cas discret. L utilisation de I'analyse fonctionnelle et de I'algebre linéaire permet d’obtenir des
résultats précis et de développer des algorithmes efficaces pour résoudre ces problémes. Par contre
les problemes non linéaire sont plus difficiles, et il existe moins de résultats généraux car sont
souvent des questions d’estimation délicate de parametres dans des équations différentielles.

Certains problemes inverses sont des équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équa-
tions aux dérivées partielles(EDP).

La théorie des problemes inverses pour les EDP ou les EDO s’est développée d’une maniere
dans la physique mathématique, vers la fin du 19°™¢ siecle et le début du 20°™¢ siecle. Les sources
de probleme inverses ont été trouvées parmi les problemes de la cinématique, en sismologie et le
probléme inverse de Sturm-Liouville.

Pour résoudre un probleme inverse il faut le régulariser d’'un probléme inverse ou en générale
d’un probleme mal posé est la donnée de condition supplémentaires pour le transformer en un
probléme bien posé.
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Exemple
Pour voir les probléemes inverses dans les équations différentielles on propose ce probleme en
thermique. Ce probleme consiste a déterminer la répartition de la température dans un matériau

non-homogeéne occupant un domaine ouvert connexe €2 de R3. On modélise le probléme avec les
équations suivantes :

{ pei + din(7) = f(r.y.) dans O @)

= —k grad u

La premiere équation représente la conservation de 1’énergie et la deuxieme la loi de fourrier
qui relie le flux de chaleur au gradient de température ou

¢ : la chaleur spécifique,

p . densité de fluide,

u : température,

¢ : flus de chaleur,

k : conductivité thermique,

f : force volumique.
Toutes ces lois physiques nous conduisent a obtenir 1’équation de la chaleur en milieu hétérogene

pc%t — div(k grad u) = f dans €, (3)
qu’on complete avec des condition aux limites et des conditions initiales.
Quand on cherche la température u avec f ,p , c et k connus le probleme est dit direct.

Quand l'objet de la recherche est différent ; plusieurs problémes inverses peuvent étre posés :
linéaires et non linéaires.

La détermination de la condition initiale lorsque une mesure de température est connue a
Iinstant t; est un exemple de probléme inverse linéaire.
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Le probléme non linéaire consiste & déterminer certains coefficients de 1'équation (3) lors-
qu'une mesure partielle de température est donnée.

Ce mémoire est composé de trois chapitre :

Le premiere chapitre est consacré a quelques rappels d’analyse et d’algebre qui vont étre
utile dans les chapitres qui suit. Ainsi que la description de probléme inverse en thermique.

Dans le deuxieme chapitre nous nous intéressons a la discrétisation d’un probléeme inverse
linéaire en thermique par la méthode des différences finies. Le probléme est divisé en deux autres
problemes 1'un direct et 'autre inverse qui est mal posé. Ce probleme consiste a déterminer
une condition au limite a I'un des bords d’une baguette métallique ainsi que la température.
Puisque le probleme est mal posé alors la régularisation du probleme a été faite par la méthode
des moindres carrés en basant sur une classe des Polyndéme orthogonaux (Polyndéme de Tchebychev).

Et le troisieme chapitre est consacré a un exemple numérique qui montre 'efficacité de la
méthode étudié dans le deuxieme chapitre.




CHAPITRE

1 Quelques Rappels

1.1 Probléme inverse

Comme 1’étude des problémes inverses n’est pas au hasard car elle était créé par la nature
elle-méme ou par la vie réel, alors on trouve que les sciences des différents domaines fournissent un
grand nombre de problemes inverses. Parmi eux : problémes inverses en thermique en gravimétrie
I'imagerie médicale ’énergie pétroliere le traitement d’image...

1.2 Probleme inverse en thermique

Les problemes inverses en diffusion thermique font référence a la détermination de parametres
inconnus ou de conditions aux limites d’un systeme de transfert de chaleur en se basant sur des
données mesurées. En d’autres termes, étant donnée la distribution de température ou le flux
de chaleur a la limite d’un systeme, I'objectif est de déterminer les propriétés thermiques ou les
conditions aux limites qui produiraient cette distribution ou ce flux. Cela s’oppose aux problemes
directs, qui impliquent le calcul des distributions de température et des flux de chaleur étant
donné des parametres et des conditions aux limites connus. Des exemples de problémes inverses en
diffusion thermique incluent :

Déterminer la diffusivité ou la conductivité thermique dépendant du temps d’'un matériau a
partir de données aux limites.
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Déterminer le coefficient de diffusion dépendant du temps de I’équation de la chaleur a partir
de données d’extrapolation intégrale.

Déterminer la diffusivité thermique a partir du probleme inverse de Fourier en condition
transitoire.
La résolution des problemes inverses en diffusion thermique implique généralement 1'utilisation de
méthodes de régularisation, d’algorithmes d’optimisation et d’analyse de sensibilité.
On distingue deux types de problemes inverses : linéaires et non linéaires

o Les problemes inverse linéaires est un type de probléme inverse qui consiste a trouver les
valeurs des parametres caractérisant un systeme a partir d’observations réelles. En citant quelques
points essentiels qui caractérisent le probleme :

-Le probléme inverse implique l'utilisation des résultats d’observations réelles pour déduire les
valeurs des parameétres caractérisant le systeme étudié.

-Le probleme inverse consiste a déterminer la distribution de masse a partir des observations de la
force verticale. Le modele peut étre formulé de maniere abstraite sous la forme y = Ax.

-Trois éléments essentiels définissent un probléme inverse : 'opérateur de mesure (MO), qui fait
correspondre les objets aux mesures ; I'objet inconnu (UO), qui est 'objet d’intérét ; et I'information
préalable (PI), qui représente toute information supplémentaire sur I’'UO.

Par contre

¢ Les problemes inverses non linéaires sont des problemes dans lesquels le but est de
reconstruire le modele a partir d’'un ensemble de mesures. Les problemes inverses non linéaires
sont nettement plus difficiles que les problémes inverses linéaires. La situation la plus courante qui
donne lieu a un probleme inverse est la nécessité d’interpréter des mesures physiques indirectes
d’un objet d’intérét inconnu. Les problemes inverses non linéaires peuvent étre résolus a l'aide de
techniques d’optimisation et du critere des moindres carrés.

Théoreme (Lax-Milgram)

Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive alors pour tout ¢ € H', il existe v € H
unique tel que

a(u,v) = (p,v), Yv € H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérise par la propriété

ue H

10
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et
1

1
gou,u) = {p,u) = miniza(v,v) - (p,v)}
Démonstration :
D’apres le théoreme de représentation de Reisz-Fréchet, il existe un unique w € H tel que
Yoe H, l(v) =<w,v>.
Comme a est linéaire par rapport a le seconde variable,
VueH, 3 Aue H
tel que
V ve H a(u,v) =< Au,v >.
Montre que 3 uw € H, Au = w.
L’application
A:H—H

u— Au

est linéaire et continue.

En effet,V u,u’ € H, ¥V \€R,
VveH, <Au+ ', —Au— ', v >=0
D’autre part Vu € H

| Au |P=< Au, Au>=a(u, Au) < M || u ||| Au |

donc
| Au ||[< M || u |

On pose 'application
T:-H—H

ur— u—n(Au — w)
oun =iz
On a Au = w si seulement si u est point fixe de T’

Or H est complet et T est contractante,
YuveH,

I T(w) = T(0) [IP=] v — v = n(A(u) — Av)) |I*
I

“u—v PP ~2n<u—v,Alw—1v) >+ | Au—wv)

=l u—v]* =2na(u —v,u—v)+ 7’ || A(u—v) |*

11
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<l w—wv|*[1 = 2no +n*M?

Donc Ju tel que Au = w d’apres le théoréeme de point fixe.

supposons que la forme a(u, v) est symétrique. Alors a(u,v) définit un nouveau produit scalaire
sur H et la norme associée a(u,u)? est équivalente & la norme | |. Donc H est aussi un espace
de Hilbert pour ce produit scalaire appliquant le théoreme de représentation de Reisz-Fréchet on
obtient g € H tel que

<P, v >=<g,v> .
Alors

a(g —u,v —u) <0.

Trouver ©v € K

[N

gg}r{m(g —v,0 —0)

Ceci revient a minimiser sur K, a(g — v, g — v) ou encore

a(v,v) —2a(g,v)  ouencore fa(v,v)— <,V >.

On vérifie aisément que si a(u, v) est une forme bilinéaire telle que :

a(v,v) >0

. Alors la fonction v — a(v,v) est convexe.

Théoreme (Application ouverte)
Soient E et I’ deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire continu et bijectif de £ dans

F. Alors A™! est continu de F dans E.
Démonstration : voir[§]

Théoréme (projection sur un convexe fermé)

Soit H un espace de Hilbert et K un convexe fermé non vide de H. Pour tout f € H il existe
un unique v € K tel que :

|f —ul = min|f — .

12
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La projection u est caractérisée par la propriété

ue K
(f —u,v—u) <0, Yve K

On notera u = Pk f.
Démonstration : voir[§]

1.3 Transformation de Laplace

Motivation et définitions

Comme les équations différentielles sont en général beaucoup plus difficiles a résoudre que les
équations algébriques, la transformation de Laplace ramene la résolution des équations différentielles
a celle des équations algébriques plus facile a manipuler. Donc la transformation de Laplace est
une sorte de traducteur qui transforme un probleme d’équations différentielles a un probleme
d’équations algébriques ; et pour avoir la solution du probleme de départ apres la résolution du
probleme d’équations algébriques, on fait appelle a la transformation de Laplace inverse.
Mathématiquement, la transformation de Laplace est un opérateur qui a une fonction f associe
une fonction F' = L(f) définie par

F(s) = /OOO e~ F(¢) di (1.1)

tel que
f est une fonction de temps ¢ (variable réelle définie sur U'intervalle [0, +00]) & valeur réelles ou
complexes
F est une fonction de la variable complexe s (on pose s = = + iy)
et la transformation de Laplace inverse est donné par

L) = 5 [ Fls)etd (12)

s)| = — s)e* ds .
211 ctix

L : désigne la transformation de Laplace,

L71: désigne la transformation de Laplace inverse.

On dit que F est la transformation de Laplace et que f est l'original de F.

13



CHAPITRE 1. 1 QUELQUES RAPPELS 1

Remarque
on a

F(s) = / T et p(t)dt.

0
Donc

) =| [T et = 1FG) < [T le s
S |F)| < [Tl el

S P < [T el )ar

Ainsi si pour tout ¢ > 0, f(t) est bornée en module par une certaine exponentielle (|f(t)] <
Me=! M > 0) alors le module |F(s)| est bornée pour tout s. Comme Res > xq , donc on peut
écrire

<[ e

Jldt = [P < [~ |50l
= |F(s)| < /0 ¥ Memwteetgy

= |F(s)| < M / et gy
0

= |F(s)| < (x > x0)

r — T
On déduit de cette intégralité que

lim |F(s)] =0

|00
Propriétés

«) Linéarité

La transformation de Laplace est un opérateur linéaire.

14
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Proposition

Soient f, g deux fonctions, L(f), £(g) leurs transformation de Laplace et «, 5 deux scalaires.
Alors

Llaf + Bg) = aL(f) + BL(9)

Démonstration : voir [9]

B) Transformation de Laplace d’une dérivée

Théoreme

Si f(t), f (t),..., f* V() sont continues pour ¢ > 0, sont de I'ordre de e et si f( est sequon-
tiellement continue sur tout l'intervalle fini [0,a],a > 0 est de l'ordre de €%, alors Lf (") existe pour
s>betona

L) = s"LF(E) =" f(0) = s"2F(0) — .. — f70.
En particulier

Lf(t)=sLf(t) — f(0)
LEP(t) = sLf(t) — sf(0) — f(0).

LIO(t) =sLf(t) — s£(0) —sf (0) — £(0).

Démonstration
par récurrence
Pour n = 1. Supposons que |f(t)| < Me®, M > 0 pour t > t, et soit s > b. On a

L) = / TSt (1)t

0
Une intégration par partie nous donne

!

LF () = e f(O)dt| + s/OOO e (1) dt.

15
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D’ou

L (t)=sLf(t) = f(0).

Supposons que

LIOD() = " LI = 872 F(0) = 85 (0) = [720)

On obtient apres une intégration par partie
L () = / =t £ (1) dt.
0
— eSOV ()@ + s / =t F=D (1) dt.
0

= —f0(0) + £ 0),
D’ou

LFO() = "Lf(t) = s"71f(0) = "2 f(0) — ... = F7D(0).

v) Transformation de Laplace d’une intégrale

Soient £ Transformation de Laplace et f une fonction de temps t intégrable, F sa Transformation
de Laplace alors :

L [/Otf(p)dp} = iF(S)-

En effet
- Uotf (v )d’)] = /OOO e { /Utf(P)dp} dt.
B { s _St/ f(md'OEOWL/OOf(t)e_Stdt
:i/o o £ (1
D’ou
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Application a la résolution d’'une EDP

Si on suppose que u(x,t) vérifie les conditions du théoreme de dérivées lorsque elle est considérée
comme une fonction de t. En posant

U(z,s) = Llu(z,t)]

on obtient

gltb = sU(x,s) — u(z,0)

Pu Ou(x,0)
o2 = U(z,s) — su(z,,0) g

ou_ o0

or Oz

o _ o

or2  Ox>

Exemple

Pour résoudre 1’équation

U — Uy =4u  x €]0, 7] et t€]0,00],

u(x,0) =6sinz —4sin2z 0<z <,
u(0,t) = u(m,t) =0 t >0,

on pose

Ulz,s) = L(u(z,1))
La transformation de Laplace de cette équation donne

sU(x,s) — 6sinx + 4sin 2z M—ZLU(LS).

dx?

U8 (54 )T (x, s)

dx?

qui est une équation différentielles linéaire d’ordre 2. Sa solution est

I <=

—6sinx + 4sin 2z

6 . 4
sinz —
s+5 s+ 8

Ul(z,s) = coU(z, s)e V"™ 1 ¢,U(x, s)e” /s + 4z +

sin 2.

17
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Comme
U(0,s) = U(m,s) =0 alors ¢; = ¢y = 0 alors,

sin 2.

6
U = inz —
(z,5) s+5 07T 518

d’ont
u(z,t) = 6" sinx — 4e~% sin 2.
1.4 Quelques rappels sur ’analyse numérique et les EDP

1.4.1 Théoreme de Taylor et approximation des dérivée
Théoréme

Soit f € C™[a, b] tel que £V existe sur [a,b[. Alors on a pour tout z( € [a, b]

f(a) = koo ™ (o) (z — 20)* + Ra(2), (1.3)
ou
1 n+1 n+1
R, = (n+ 1)!f( - )(£>(ZL‘ - xO) * 75 G]mo,x[.

Démonstration Voir [9]

Approximation des dérivées

Soit f une fonction suffisamment réguliere pour pouvoir utilisé le Théoreme de Taylor
on a

Fla+ ) = Fe) b (@) + @)+ )+

flo—h) = f(x) — hf (@) + o 1 (@) = S f )+

18
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qui sont obtenues de I’équation(1.3). En faisant quelques opérations entre ces deux équations on
obtient 'approximation de f'(z) par trois formules suivantes :
Formules progressive des différences dérivées

Foy = LD i)

ou l'erreur de 'approximation est

h
_§f (5)7 fE]ZE,I—I—h[

Formules rétrograde des différences dérivées

ou l'erreur de 'approximation est

25, £ le—hal

Formules centrale des différences dérivées

ou l'erreur de 'approximation est

e bt

Remarque

Cette formule est tres utilisée car elle est beaucoup plus précise que les deux autres.
L’approximation de f"(z) est données par

fay = LR =2+ =

ou l'erreur de 'approximation est donnée par

h? (4) h h
— 59O, § el —ha 44l

qu’on appelle formule central de la 2°™¢ dérivée.

19
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1.4.2 Les EDP et les différences finies

1) Equation aux dérivées partielles
Soient u(x,t) une fonction définie sur un domaine D de R? et (zg, yp) un point de D.

Si la fonction x — u(zg, yo) admet une dérivée en xy cette valeur est la dérivée partielle par
rapport a x aux point (o, yo) de la fonction u. On la note soit par 2u(zo, yo) soit par u,(zo, yo) ;
c’est a dire

On note Uyy, Uyy, Ugy, Uyz, les dérivées de u d’ordre 2. Si u est de classe c alors, gy, = Uy,.
On générale, si u est continue on note les dérivées d’ordre k par
8k

d'x 0ty

u avec k=1i+7

une équation dérivées partielles est une relation faisant intervenir les variables indépendantes
x1, ..., Tn, la fonction u et ses partielles. On peut I’écrire sous la forme

oP

0p11:...8pnyu) =0

F(zy,...,zp,u ,

avecpy +...+p,=p et p>0
On appelle ordre d'une EDP l'ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans celle-ci.

Une EDP est dite linéaire par rapport a ces arguments u et ses dérivées partielles et les
coefficients qui les lient ne dépendent que de (zy, ..., x,), sinon elle est dite non linéaire.

1.4.3 Méthode des différences finies

Soient H un espace de Hilbert réelle et H son dual. On note par (.,.) le produit scalaire
dans H et ||.|| la norme associée & celui-ci, on note par ||.||* la norme du dual H'. Pour résoudre
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CHAPITRE 1. 1 QUELQUES RAPPELS 1

numériquement certaines équations de la forme

Au=f (1.4)

N ’ 7 , e . c s , . . s 2
ou fe H, A: H— H un opérateur linéaire. On considere I’équation discrétisé

Ahuh = fh (15)

ou h est un parametre de discrétisation destiné a tendre vers 0, H;, est un espace de dimension
finie de dual H, et Ay, : H, — H, est un opérateur discrétisé associé & A : H — H'. Alors nous
cherchons u;, € Hj, solution de (1.5) pour f, € H,.

Théoreme.

Pour tout f, € H ;L il existe up, € Hj, unique solution de (1.5).
De plus la solution wuy, approchée tend vers la solution u exacte de probleme (1.5).
Démonstration Voir [9]

1.4.4 Equation de la chaleur de 1D et les différences finies

Soit ’équation parabolique (équation de la chaleur ) suivant :

Su(z,t) = vaa—;u(x, t) (1.6)

ouzx €[0,1], >0 et v peut étre une constante, une fonction de x ou de u. Pour discrétiser le
domaine [0,1] x R, on introduit un pas d’espace h = Az = ﬁ > 0 et un pas k = At = ﬁ >0
avec M et N deux entiers positifs.

On obtient un maillage régulier, en définissant les noeuds (z;,t;) = th, jk; 0 <i< N; 0<j <M.
On note wu;; la valeur discrete approchée au point (z;,t;).

En utilisant cette discrétisation et les approximation de la premiere et la deuxieme dérivée de
u(x,t), on obtient le schéma des différence finies

—Ui—1j41 T U1 — Uip1j41

h2

Uig = Wij g ~Ui1j1 241 — Uiprj1

? 2 + (1 -0

=0

avec 6 € [0, 1].
Si 0 = 0 le schéma est dit explicite. Si 8 = 1 le schéma est dit implicite
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CHAPITRE 1. 1 QUELQUES RAPPELS 1

1.4.5 Polynéme de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev de premiere espece d’ordre n, sont définis par la relation de
récurrence.

Toi1(x) = 22T, (z) — Ty ()

et les condition d’initialisation

Les premiers Polynéme sont

To(z) =1

Ti(x) =x

Ty(z) =22% — 1

Ts(z) = 42° — 32

Ty(z) = 8x* — 82 + 1

Ts(z) = 162° — 202> + 5z
Ts(x) = 3205 — 482" + 1827 — 1

Le polynome T,, peut étre défini par la relation

T, (cosf) = cosnd.

Ou encore par la relation

T(x) = 5((e + VZ I+ (w— 7 1)),

(1) T,, est un Polyndme de degré n dont le coefficient, de plus haut degré est 271,
(2) Les Polynémes de Tchebychev sont solution de I’équation différentielle

(1+ xz)y” —azy +n’y=0

(3) Les Polynémes de Tchebychev satisfont la relation de récurrence

(1+ 2T, () = naT,(x) + nTh_y(z).

(4) Pour i=0,1,...,n la relation du produit de deux Polynémes

2T (2) T, (x) = Thyi(x) + Thi().
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CHAPITRE 1. 1 QUELQUES RAPPELS 1

(5) Majorations

Vo € [-1,1]; |Tu(2)| < 1.

dT,(zx)

| <1

(6) Les Polynémes de Tchebychev sont des Polynémes orthogonaux relativement a une fonction de
poids définie sur 'intervalle [-1,1].
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CHAPITRE

2 RESOLUTION D’'UN PROBLEME INVERSE DU
TYPE PARABOLIQUE AVEC LA METHODE DES
DIFFERENCES FINIS

2.1 Position du probléeme

Considérons I’équation qui modélise le probleme de propagation de la chaleur

pc%t — div(k grad u) = f dans Q (2.1)

qui modélise les problémes en thermique. Dans ce cas, considérons le probleme inverse linéaire dont
le but est de déterminer la température u telle que la température a I’'un des bords est inconnue
mais une mesure de température a l'intérieure de matériau est connue. Le modele mathématique
est le suivant

u — la(z)ugl, =0  x €]0,1] et t>0,
u(z,0) = f(z) 0<z<l1,
u(0,t) =p(t) t>0, (2.2)
u(l,t) =o(t) t>0,
(o,

Zo, ) = Q(t) > 07 To 6]07 1[7
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS 2

ou f,p,a,q sont des fonctions connues; ® et u sont inconnues. Pour des raisons physiques on prend :
a € C'0,00];0 < ag < a(z) < A.

La donné de la température u(xg,t) = ¢(t) nous permet de diviser le probléme initiale (2.2) en
deux problemes.

L’un est un probleme direct. Il est présenté comme suite :

ur — [a(z)ugl, =0 x €]0,20[ et t >0,
u(z,0) = f(z) 0<zx < x, (2.3)
u(o,t) =p(t) t>0, '
u(zo,t) =q(t) t>0,

L’autre est un probleme inverse. Il est présenté comme suit :
ur — [a(z)ugl, =0 = €]z, 1] et t >0,
u(z,0) = f(r) my<z<l, (2.4)
u(l,t) =d(t) t>0, '
U(.ﬁlﬁo,t) = Q(t) t> Oa

2.2  Unicité de la solution du probleme inverse

Avons de passer a la résolution numérique de ce probleme, il faut montrer I'unicité de la solution.
Donc on utilise la démonstration par l’absurde.
Supposons que le probleme admet deux solution ui, us et posons u = u; — us.
Pour le probléme direct I'unicité est assurée par le théoreme de Lax-Milgram. Alors,
u(z,t) =0, 0 <z <z t>0.
D’ou
u(zo,t) =0, t>0.

Donc on obtient pour le deuxieme

w = (a(T)ug)y, o<z <1, t>0.

Appliquons la transformation de Laplace pour résoudre ce probleme
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS 2

{ SU — (a(z)Uy). =0,
U(l’o,t):o, Ux(xo,t)zo,

Ou U(x,s) = L[u(z,t)] est la transformation de Laplace de u(z,t). Ce probléme admet une
solution unique qui est

On obtient donc

u(z,t) =0, x € [xg,1], t€]0,00]

D’ou

Uy = Ug;

c’est a dire que le probleme inverse initiale (2.1) admet une solution unique.

2.3 Discrétisation par la méthode des différences finies
explicite du probléme direct

L’approximation du probléme (2.2) avec la méthode des différences finis nécessite la discrétisa-
tion du domaine

D={(z,t)/)0<z<1, 0<t<T}

avec un pas d’espace Ax = h = % et un pas temporelle At = k = % ou T est une constante
positive et N, M deux entiers naturels. C’est a dire que l'intervalle [0,1] est subdivisé en N sous
intervalle de longueur h et 'intervalle [0,T] est subdivisé en sous intervalles chaque intervalle a
comme longueur k. Donc le domaine D peut étre remplacé par 'ensemble de point (z;,¢;) dits

noeuds du maillage régulier avec

x; =ih, i=0,1,2,...,N
tj=jk, j=0,1,2,... M
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS

2
Posons
fl = f(x1)7
p] = p(tj)a
q; = q(t;),
wij = u(x;, t;),
a; = a(z;),
$7;0:7:0h, 1<i0<N—1,
Alors

Usp5 = U(l’io, tj) =4j-

La construction du schéma explicite pour la premiére équation du probleme (2.3) fait appelle
aux formules d’approximation des dérivées introduites dans les rappels d’analyse numérique du
premiere chapitre. Comme cette équation s’écrit aussi

Ou(x,t)  Oda(x) du(w,t) Q*u(x,t)
oo Or 0w +a(z) Px

les formules qu’on choisit pour le probléme direct sont

da(r)  aiy1 —a

ox h
ou(z,t)  Uij+1 — U
o k
ou(z,t) Uig1j — Uiy
or h
Pulw,t) w1y — 2uy + Uiy
Pr h?
Donc le discrétisé du probleme (2.3) est le suivant :

Ui — Uij _ Bi(uisy — i) — aiuiogy — ug)

k h? ’

wio = flx;), 0 <1 <1y, (2:5)
ug; = p(tj), 0 <5 < M,
Uip; = q(t;), 0 <5 < M,
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS 2

ou

1
Bi = i(ai +aip1); ;= §(Gi+1 — 3a;).

Posons

k
r=g7 v =a; + B pour i=1,.. 10— 1.

Le probléme (2.3) peut s’écrire sous forme matricielle

Uj+1 = AUJ + Cj. (26)
tels que
1l—ry 8 0 0
roy S . .
A= 0 0
: rﬂio—?
0 0 roG,—1 1-— TYio—1
et
Uy T Uoy
Uj 0
Uj = Cj = :
0
Wig—1; T Big—1Wipj
posons
Ap = max a;
0<i<N
Théoreme

1

Le schéma des différences finies (2.5) est stable pour r < 5 e
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
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Démonstration

Remplacons tous les a; de la matrice A par Ao. Donc la matrice A peut étre remplacer par A, avec

-2 1 0 .. 0
1 :
ﬁ:’f’Ao o . . .0
: 1
0 0O 1 =2

Les valeurs propres de la matrice A sont

STr

Mo =1—4drApsin®————, s=1,...,0— 1
0 rApsSin 2(71—].)7 S 300y 00
La stabilité est assurée uniquement si A\, < 1.
A<l —1<)A <1
ST
= —1<1—4rdpsin®——— <1
< rAgsin 1) =
ST
&= drAgsin® ———— < 2
rAgsin 1) =
<~ r < !
r -
— 24,

2.4  Discrétisation par la méthode des différences finies
explicites du probléeme inverse

Les formules d’approximation des dérivées qu’on utilise pour construire le schéma explicite de
la premiere équation du probléme (2.4) sont

da(x) Qit1 — G

ox h
u(z,t) o Wit1j+1 — Uitly
ot k
Ou(z,t) L Wit1j — Ui—1y

or h
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AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS 2

32u(:1:, t) - Uit15 — 2Uij + Ui—15
?x h?
Donc le schéma des différences finis pour le deuxieme probleme qui est un probléme inverse est
donné par

Uit1j41 — Wip1j Bi(uiyr; — uij) — (w1 — ui)
k a h?
up = f(z;), io <i <N (2.7)
ug; = p(t;), 0<j <M

un; = ®(t;), 0<j <M

Pour i =ig+ 1,..., N — 1 le probleme (2.6) peut s’écrire sous la forme matricielle

Ujp1 = AU; + C; (2.8)
1%, 147184 0 0 0
TQigt1 —TYig+1 1+ 7841 0 0
a=| ! 0
0
0 0 ray_o —ryn_o 14+718n_2
0 0 0 roN_1 —TYN_1
et
Wi Wig+15+1 Ty Uy —15
Wig+15 Uig+1j+1 0
Uj = ;Uj+1 = )Cj =
0
UN-1; UN j41 L4 rBy—auy

La stabilité de ce schéma est assuré par ce théoreme :

Théoréeme

1

Le schéma des différences finies (2.7) est stable pour r < .
0
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Démonstration

Si Ag = Jnax a; la matrice A peut étre remplacer par A telle que :
A

-2 1 0 .. 0 -0 1 0 .. 0
) [T 0 0 1 oo
A=rAgl 0 . . ol +] 0 . 0
P | Do 1
0O o0 1 =2 0o 0 .. .. 0

les valeurs propre de la matrice A sont
_4TAOSin22(7;711)

le schéma est stable <= |\ | <1

As] <1 <=-1< ), <1
ST
rAgStn 2(n_1> <~

ST
—d4rAgsin®——— < 1
rApsin =1 =
1

—r < ——
"= A,
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CHAPITRE 2. 2 RESOLUTION D’UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE
AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS 2

2.5 Régularisation du probleme avec la méthode des moindres
carrés

Avec la résolution des deux systemes (2.5) et (2.7), on trouve les valeurs perturbé de uy; ~ ®(t;)
(un; sont les valeurs approchées de la fonction ®).
Supposons que :

ott Ty (t) est le k®™¢ polynome de chybeshev de premier espece et les {az}7_, sont des coefficients
inconnus.

En utilisant la méthode des moindres carrés, on minimise les erreurs entre les {®(t;)}}%, et {®;}1%,
dont le but est de déterminer les coefficients réels inconnus {a};_,. Ce qui veut dire minimiser
une fonctionnelle de (n+1) coefficients de la forme :

F = (ag,a1,...,a,) = Z[‘I)(tj) — )

M
J=0

n

= ;[kz arTi(t;) — @]

=0

avec % =0, E=0,1,...,n.

Donc le probléme revient a résoudre un systéme de (n+1) équation linéaires donné sous la forme
matricielle

Aa=b
tels que
Qo bo
a= a:l b= b:l , avec bkzﬁTk(tj)gzﬁj, k=0,1,...n
an b "

et A est une matrice carrée d’ordre (n+1) et dont les coefficients Ay, définie par

M
Akl - ZTk<tJ)ﬂ(t])7 k7l = 07 ]., e n
7=0
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CHAPITRE

3 Application numérique

3.1 Probleme direct

Exemple 1

Résolution de I’équation de la chaleur par la méthode des différence finie en dimension 2. Soit :

Ut({E,t) Uix(l‘,t) = f(l')
u(z,0) = up(x) 0<z<1,
u(0,t) =u(L,t) =0 0<t>T,
Pour

up(z) = sin(mwz)

T=0.7

f(z) =—-2+6x

k=0.01

=

clear all; clc; close all; nb = 10;
pasiemps = 0.01;
pas; = 1/(nb+ 1);
T=0.7,
i =0:pas, :1
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CHAPITRE 3. 3 APPLICATION NUMERIQUE

ite =0 : pasiemps : T

ux = sin(pi. x xi);

u = zeros([numel(zi) — 2 x numel (ti)]);

u(:, 1) = ux(2: end — 1);

fr=-=2+6.%xi;

fn = zeros(size(u));

matgiag = 2 x diag(ones(nb, 1)) — diag(ones(nb — 1,1),1) — diag(ones(nb —1,1), —1);
mymat = (eye(nb) + (pasiemps/pas,.?). * matgiag);

it =1;

whileit < numel(ti)

fn(it) = fx(2: end — 1);

u(:, it + 1) = mypatu(c, it) + pasiemps x fn(:,it));

it =1t +1;

end

wi = cat(1, zeros([Inumel(ti)]), u, zeros([1numel(ti)]));

figl = figure('color’, [111]);
xn, tn

= meshgrid(xi, ti);
surf(xn,tn,ui');
xlabel (' Distance');
ylabel('Temps’);

view(114, 18);

fig2 = figure('color’, [111]);
contour f(xn, tn,ui’);
xlabel (' Distance');
ylabel('Temps’);

figure(' Renderer’ zbuf fer’);
xn, tn

= meshgrid(xi, ti);
colormap(jet);
xlabel (' Distance');
ylabel('Temps’);

forin=1:30

sur f(exp(—0.008 * in) * ui’.?, ui')
mya.nimation(in) = get frame;
end
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Distance

FIGURE 3.1 — Surface de la solution approchée
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Temps

i i B2 03 i 05 o6 oF 05 9 9
Distance

FIGURE 3.2 — courbe de niveaux de la solution approchée
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CHAPITRE 3. 3 APPLICATION NUMERIQUE

3.2 Probléme inverse

Exemple

u — [2zuyl, =0 2 €]0,1] et t>0,
0)=f(z)=2 0<z<l1,

t
u(z
u(0,t) =p(t) =2t t>0,
u(1,t) = ®(t) =? >0,
u(zg,t) = q(t) =2t t >0, z€]0,1],

le probleme admet une solution exacte

u(z,t) =x+ 2t

et
(ID(t) =1+2t
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CHAPITRE 3. 3 APPLICATION NUMERIQUE

Algorithme de résolution d’un probleme inverse

Etape 1

Introduire les parameétres d’entrée :M = 1000; k = .001;h = .1;7 = h/k?;

Etape 2

Calculer pour i allant de 1 a 12

X(i)=ixhja(i) =2* X(7)

; Calculer pour i allant de 1 a 10

a(i) = (1/2) * (a(i+ 1) = 3xa(i)); B(i) = (1/2) * (a(i) + a(i + 1))7(i) = a(i) + a(i)

Etape 3

U0=0; U=a;
Calculer pour i allant de 1 a 5

A(i;i) =1 —r*y(@); Al — 1,4) =7 * 5(1); A(i,1 — 1) = r *x a(i);
X, = iA(i,l) x U(l);

Calculer pour i allant de 1 a 4
B(i;i) = —ry(5+4+1i);B(i —1,i) =14+r*« (5 +1i); B(t;i — 1) =r*a(5+1);

V=Y B(i,l)« UGB+ 1+1);

=1

Etape 4

Calculer pour j allant de 1 a M

C)=r*xa(l)*«2xkxj;C(5)=rxp3(5)*x2*xkx*j
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Y

Calculer pour i allant de 1 a 5

X, = f:A )+ C(i);
=1

U6j =2k * j

CC(l)=r*xa(b+2)*2xkxj;CCHB)=14+r*«5(b0+4)*x2%kx*j

; Calculer pour i allant de 1 a 4

4
V=Y B(i;1) UGB+ 1+1)+ CCi);
=1

U = [XU6;Y]; 6(j) = U(10);

Etape 5

{ Tn+1 (I

Etape 6

résoudre le systeme A x W = b et déterminer W les coefficients du polynéme de Tchebychev.

Etape

tracer

O(t) = 1+ 2t et Uy,

40



CHAPITRE 3. 3 APPLICATION NUMERIQUE 3

FIGURE 3.3 — Le graphe de temperature ¢(t)avecry = 0.8
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FIGURE 3.4 — Le graphe de temperature ¢(t)avecry = 0.6
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Conclusion Générale

Le probleme inverse linéaire qui est un probléme mal posé consiste a déterminer la température
a I'un des bords d’un matériau connaissant une température a l'intérieur de celui-ci. Pour sa
résolution on a discrétisé le probleme avec la méthode des différences finies explicites puis on
a régularisé les valeurs approchées de la température a ce bord avec la méthode des moindres carrés.

43



Bibliographie

[1] Grégoire Allaire.
Sidi Mahmoud Kaber.Algebre Linéaire Numérique, ellipses avril 2002.

2] Réal Gélinas .
Equation Diffirentielles et Transformation de Laplace. Les éditions SMG 1984.

[3] V.Isakov.
Inverse problemes for partial differential eqations. Number 127 in Applied Mathematical
Sciences Springer, New-York, 1998

[4] F.Jedrzewski.
Intoduction aux méthodes numériques Springer 2006

[5] R.Kress.
Linear Integral Equation , Springer Verlag, vol 82, 1999

6] J.B.Keller.
Inverse problems. Amer Math. Monthly, 83 :107-118,1976.

[7] A.Shidfar, J.Damirchi, P.Reihani.
An stabele numerical algorithm for identifying the solution of an inverse problem 2007

[8] Haim Brézis.
Analyse Fonctionnelle (théorie et application), Dunod 1994

[9] M.Sibony et J.CI.Mardon.
Approximation et équation différentielles (Tome 2 )Hermann N 1406 (1988)

44



BIBLIOGRAPHIE

[10] B.Bahia.
Diploéme de Magister

45



	Introduction
	1 Quelques Rappels 
	 Problème inverse 
	 Problème inverse en thermique 
	Transformation de Laplace
	 Quelques rappels sur l'analyse numérique et les EDP
	Théorème de Taylor et approximation des dérivée 
	Les EDP et les différences finies 
	Méthode des différences finies 
	 Equation de la chaleur de 1D et les différences finies 
	 Polynôme de Tchebychev 


	2 RESOLUTION D'UN PROBLEME INVERSE DU TYPE PARABOLIQUE AVEC LA METHODE DES DIFFERENCES FINIS
	 Position du problème 
	 Unicité de la solution du problème inverse 
	 Discrétisation par la méthode des différences finies explicite du problème direct 
	 Discrétisation par la méthode des différences finies explicites du problème inverse 
	 Régularisation du problème avec la méthode des moindres carrés 

	3 Application numérique 
	 Problème direct 
	 Problème inverse 


