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Introduction générale

Dans de nombreuses disciplines de I’ingénierie, on rencontre plusieurs problémes qui font
intervenir des domaines non bornés. Particulierement en génie civil, les domaines ouverts ou
non bornés sont souvent rencontrés en géotechnique et/ou lors de I’investigation des effets
d’interaction entre les structures et le sol qui les supporte. Dans certains cas, le domaine
d’étude présente des irrégularités géométriques et/ou des comportements complexes, alors, le
recours s a la méthode des éléments finis devient indispensable.

Par ailleurs, les éléments finis sont mal adaptés aux domaines non bornés. En effet, pour une
modélisation efficace de ce genre de problémes est importante pour aboutir & des résultats
satisfaisants car le traitement des conditions aux limites de troncatures doivent tenir compte
des effets de dissipation de I’énergie et d’éviter toutes réflexions parasites pouvant
compromettre la précision des résultats. A cet effet, afin de remédier & ce probléeme, la
technique classique utilisée consiste a tronquer le domaine géométrique a des distances tres
éloignées. Cependant, une telle analyse conduit & des simulations numériques de plus en plus
lourdes qui menent a une augmentation significatives dans le temps de calculs et d’espaces de
mémoires. De plus les conditions aux limites a I’infini ne peuvent pas étre rigoureusement
satisfaisantes et notamment quand il s’agit du phénomene de propagations d’ondes.

A cet effet, ils existent plusieurs travaux de recherche, qui ont été effectués, en proposants de
divers techniques et approches développées dans le but d’améliorer les modéles d’éléments
finis traitant des domaines non bornés. Ces techniques sont utilisées conjointement avec les
éléments finis en discrétisant le champ proche du domaine par des éléments finis et le champ
lointain représenté par I’une des approches suivantes : I’utilisation des éléments infinis [18,
19, 21, 27, 35, 36, 37], des éléments de frontiéres [13, 38, 39, 40] , des éléments absorbants
[1, 2,11, 25, 26, 32, 40, 41], des couches parfaitement adaptées (PML) [5, 6, 42, 43] ou I’'une
des procédures purement numériques comme celles proposées par Wolf et Song [39, 44, 45].

Toutefois, le succes de la méthode des éléments finis dans la résolution des problémes a
domaines finis, et la nécessité de traiter des domaines non bornés, ont conduits au
développement des éléments infinis a base des éléments finis [12,15,28]. Selon le processus
de développement de ces éléments infinis, on peut les classer en deux types [19, 20, 21, 22,
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23, 24] : éléments infinis selon I’approche directe par I’utilisation des fonctions de formes
décroissantes et les éléments infinis selon I’approche inverse (indirecte) par I’utilisation des
fonctions de transformations géométriques ascendantes. Aussi, on peut les classer en
éléments infinis classiques si le chargement est statique ou éléments infinis périodiques si le
chargement est dynamique oscillatoire [19, 29, 30].

Dans ce travail, on s'intéressera a l'utilisation des éléments infinis en élastostatique et en
élastodynamique des domaines a non bornés présentant un comportement élastique linéaire.
Ainsi, nous allons mettre en ceuvre les éléments infinis classiques, issus de I’approche directe,
dans la prise en compte du champ lointain des domaines supposés non bornés. De se fait,
nous allons étudier la performance de ces éléments infinis en eélastostatique et en
élastodynamique. En élastostatique, nous allons traiter les probléemes classiques rencontrés en
élasticité, a savoir le probleme de Kirsch qu’on peut assimiler a un tunnel profond traité en
déformations planes, le probleme de Flamant traité en déformations et en contraintes planes,
le probleme de Boussinesq traité en axisymétrique, ainsi qu’une semelle filante et une semelle
circulaire. Les résultats obtenus seront comparés a des solutions analytiques existantes dans la
littérature. En élastodynamique, on a sélectionné d’étudier une semelle filante qui est traitée
en déformations planes et une semelle circulaire traitée en axisymétrique, qui seront soumises
aux différents chargements dynamiques (sinusoidal, triangulaire et constatant).
Malheureusement dans cette partie, nous ne disposons pas de solutions analytiques auxquelles
comparer les résultats numériques, et donc, on va effectuer une étude de convergence en
fonction du positionnement de la limite de troncatures.

Ce mémoire est organisé en cing chapitres distincts. Dans le premier, on a donné un apercu
sur les différentes techniques de modélisation des domaines non bornés a savoir les éléments
absorbants, les couches absorbantes parfaitement adaptées PML et les éléments de frontiéres.
Dans le deuxiéme chapitre, on a exposé la formulation mathématique des éléments infinis
classiques selon les deux approches directe et inverse. Le troisieme chapitre est consacré aux
éléments infinis périodiques. Le quatrieme chapitre est consacré a la formulation en éléments
finis et a l'insertion des éléments infinis dans la discrétisation spatiale des domaines semi-
infinis. Le cinquiéme chapitre est consacré aux applications, et aux tests de performance des
éléments infinis. Et enfin on termine avec la conclusion générale.



Chapitre 1

Recherche Bibliographique sur les techniques de
modélisations des domaines non bornés

1.1 Introduction

Plusieurs techniques et approches ont été développées et proposées dans le but d’améliorer les
modeles d’éléments finis traitant de domaines infinis ou semi-infinis. Ce chapitre décrit trois
facons de tenir compte de la nature ouverte du domaine geométrique étudié. La premiere
technique consiste a imposer des forces d’amortissement et des forces de raideur sur la limite
artificielle, de sorte a absorber I’énergie des ondes sortantes du domaine d’étude et d’éviter
toutes réflexions parasites pouvant compromettre les résultats recherchés. Une deuxiéme
technique consiste a introduire une couche absorbante (PML) parfaitement adaptée,
permettant aux ondes de traverses cette couche sans réflexion. Une troisieme méthode
consiste a discrétiser le domaine tronqué par I’utilisation des éléments de frontiere (BEM) qui
permettent de satisfaire automatiquement la radiation par le judicieux des solutions
fondamentales.

1.2 Eléments absorbants

En élasticité des milieux non bornés, la discrétisation spatiale avec des éléments finis
nécessite une troncature du domaine d’étude a des distances finies. Vient ensuite le probleme
de Iintroduction d’une limite artificielle pour simuler le fait que I’étendue réelle de la
propagation des ondes est infinie. Une méthode possible consiste a imposer des forces
d’amortissement et de raideur aux frontieres artificielles pour absorber I’énergie des ondes
sortant du champ d’étude et éviter les réflexions parasites pouvant affecter les résultats
recherchés.
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1.2.1 Eléments absorbant par des forces d’amortissement

Pour déterminer les conditions de radiation a imposer sur la limite de troncature, on considére
une onde plane se propageant dans la direction x. L’équilibre dynamique d’un domaine
élémentaire (figure 1.1) sous I’effet d’une force axiale (figure 1.1) est :

Oy ' ox + EY
- 9%u
P at?

Figure 1-1: Equilibre d'un domaine élémentaire sous I'effet de contrainte axiale

0%u aax_o 11
Paez " ox 1)

Ou p etu sont respectivement la masse volumique et les déplacements. o, représente la
contrainte axiale dans le sens x. D’apres la loi de Hooke, on a :

ou
0y = key = k—— (1.2)

En substituant I’expression (1.2) dans (1.1) on aura I’équation aux dérivées partielle suivante :

0%u 5 0%u _
g0z P a0 (13)

Ou Vp désigne la célérité des ondes de compression dans le matériau, qui est :
= |- (1.4)

Avec k représente le module de compressibilité du matériau qui est fonction du module
d’Yong E et du coefficient de poisson v :

_ E(1-v)
T (@+v)(a-2v)

(1.5)
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Pour un domaine de dimension fini, I’équation (1.3) admet comme solution :
u(x,t) = uy(x, t) + uy(x, t) (1.6)

Avec :

(1) = U [sin (e = 57) - cos (e = 77
u(x,t) = Uy [sin|wt — cos|w 7

P
wx wx (1.7)
u,(x,t) = U, [sin (a)t + —) + cos (wt + —)]
Vp Vp

Ou U;(x,t) I'onde propageant dans le sens positif de x et U,(x,t) I’onde réfléchie. Par
contre si le domaine est infini, le systtme ne permet que les ondes propageant dans le sens
positif (vers I’infini) et la contribution des ondes réfléchies est nulle. Dans ce cas, I’équation
(1.3) admet comme solution :

u(x, t) =u(x,t) = U, [sin (a)t — a];_:) + cos (wt — %)] (1.8)

Pour garantir ce mode de propagation, il faut imposer une contrainte axiale sur la frontiére du
domaine pour annuler I’onde réfléchie. D’apres I’expression (1.2), la contrainte relatif au
déplacement u2(x,t) de I’onde réfléchie est donnée par :

0 t
oy, 1) = 220 (19)
0x
Avec :
6u2(x,t)_U2w[ ( t+a)x) , ( t+wx 110
x cos|w 7 sin|w 7 )] (1.10)

est la vitesse d’un point matériel du milieu de propagation est la dérivée du déplacement par
rapport au temps, soit :

ou,(x,t X X
uy(x,t) = % =U,w [cos (a)t + OI;_P) — sin (wt + %)] (1.11)
P

La comparaison entre les expressions (1.10) et (1.11) nous permet d’écrire I’égalité suivante :

duy(x,t)  1u,(x,t)
ix U

(1.12)
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Pour annuler la contribution de I'onde réfléchie u,(x,t), on doit annuler la contrainte relative
a cette onde. Pour cela, on impose sure la limite de troncature une contrainte :

o(x,t) = —pVpiy(x,t) = —cpu,(x, t) (1.14)

La relation (1.14) est similaire a une force de dissipation (amortissement) F = C1u(x, t) avec
une constante de dissipation ¢, = pVp par unité de surface [1,2]. La relation (1.14) satisfait
la condition de radiation des ondes de compression P a la limite de troncature du domaine.

On suit le méme raisonnement, on obtient de la méme maniere une expression équivalente
pour les ondes de cisaillement S se propageant parallelement & la limite de troncature du
domaine. La constante d’amortissement dans ce cas est donnée par [1,2] :

cs = pVs (1.15)

Ou Vs désigne la vitesse de propagation d’onde de cisaillement qui s’exprime par :

Ve = G (1.16)
S P :
Avec G le module de cisaillement du matériau :
G = E 1.17
= 20+ (1.17)

La figure suivante montre un probléeme d’un plan semi-infini qui est traité par les éléments

absorbants.
(a) (b)
+ -G£
“ 1 i 'et
Limite de troncature /
\ \:’ ’ yyg\‘ 'S ¥
SN D 5 Ry o B
== M
Ty

Figure 1-2 : probléme d’un plan semi infini ;
(@) : Domaine semi infini ; (b) : Domain fini avec des éléments absorbants
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1.2.2 Eléments absorbants par des forces de raideur

Jusqu’a présent, nous avons vu que la condition de radiation est prise en compte par des
forces d'amortissement. Par ailleurs, il est possible d’améliorer ces conditions en introduisant
des ressorts en conjonction avec ces amortisseurs a la limite de troncature. Les
caracteristiques de ces ressorts dépondent essentiellement des propriétés mécaniques du
matériau et de la géométrie du domaine [3].

Dans ce cas, le concept est d’exploiter les solutions analytiques, en contraintes o;; et en
déplacements u;, de Kelvin pour un espace infini, de Boussinesq pour un espace semi-infini
et de Flamant pour les problemes en déformations planes. L’idée est d’imposer sur la limite
de troncature des constantes de raideur calculées a base des solutions analytiques citées
précédemment. Par exemple, en coordonnées sphériques, si la limite de troncature est
effectuée a une distance r = R, ces constantes de raideur sont données par :

(0.0 =S
—0,9(R, 0,
{ kro(R,0,0) = 1:?1(2,—9,(5) (1.18)
_ —0,4(R,6,9)
kkﬂp(Ra 9, (P) - u(p(R, 9,(P)

Et en coordonnées cylindrique, si le domaine est tronqué a une distance radiale r = R et de
hauteur z = h, on obtient pour r =R :

(krr(Ra 0,z) = %
{kro(R,0,2) = % (1.19)
ro(R,0,2) = %
Etpour z=nh:
latr o) =S
Lk, (r6,h) = % (1.20)
aatr 00 =S
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Et en coordonnées cartésiennes, si le domaine est tronqué a une distance x =ay, y =ay et

Z = a,, on obtient pour x =a, :

e,y 2) = %
L kxy(ay,y, z) = % (1.21)
| exz (@, 2) = %
Et pour y =ay:
(kyy(x’ ay.z) = oy (x.0y.2)
uy(x, ay,z)
Ly uap y, 2y = —2200002) (122)
ux(x, ay, z)
Et enfinpour z=a,:
(ki) = %
< ko (x,y,a,) = % (1.23)

1.3 Couches absorbantes parfaitement adaptées (PML)

La méthode des couches absorbantes parfaitement adaptés, dont leur nom en anglais Perfectly
MatchedLayers (PML), est une alternative a d’autres techniques de prise en compte des
conditions de radiations des domaines non bornés. Ce sont des couches, a épaisseur finie, qui
entourent la frontiére du domaine d’étude afin de forcer les ondes a s’amortir en parcourant
une distance donnée dans le domaine absorbant [4].

Les PML jouent ainsi le r6le d’une condition aux limites absorbantes. L’idée est de remplacer
la frontiere absorbante par une couche absorbante, de largeur finie, imposée sur la frontiére de
troncature artificielle du domaine d’étude, et qui posséde la propriété d’absorber presque
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parfaitement toutes les ondes sortant du domaine d’étude sans genérer aucune réflexion
parasite [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Le concept de PML a été introduit pour la premiére fois par
Beérenger en 1994 pour résoudre les équations de Maxwell en électromagnétique cité par [5, 6,
8].Leurs premiere utilisations en élastodynamique été dans les travaux Hastings et ses
collaborateurs en 1996 cité par [7, 11]. Depuis, elles ont été reformulées plusieurs fois pour
résoudre d’autres équations d’ondes. Les PML deviennent maintenant une technique
abondamment utilisée pour simuler la condition aux limites de radiations des ondes, que ce
soit électromagnétique, en acoustique ou encore en élastodynamique [7].

1.3.1 PML unidimensionnel en élastodynamique

On considere une barre semi-infinie, de forces de volume négligeables, de module d’Yong E,
de sectionA et de masse volumique p (Fig. 1.4a). Pour résoudre ce probleme avec la PML,
on tronque la barre a une distance finie L (Q = x € [0,L] ), ensuite, on introduit a la limite de
troncature une couche fictive de longueur finie Lp ( Qpmp =X € [L,L + Lp[ ). La partie
fictive de la barre est la couche absorbante parfaitement adaptée (PML) sur laquelle la

variable spatiale X est complexe (Figure 1.3b).

F—>x (@ F—>x (b)

L~
L~
E A p —_— Q Qpmy, E
L~
L Lp

A
v

& >
< »

Figure 1-3: Probléme unidimensionnel ;
(@) : Barre semi-infinie ; (b) : barre finie avec couche absorbante parfaitement adaptée (PML).

L’équation de mouvement qui régit la partie Q réelle de la barra est donnée dans le domaine
fréquentiel par :

0°1 20 —

Sz Hka=0 (1.24)
Avec i le champ de déplacements dans le domaine des fréquences, k = w./p/Ele nombre

et w la pulsation d’excitation.

Dans la partie fictive Qp,,;, le passage de la variable réelle x a la variable complexe X est
assuré par le changement de variable suivant [5, 6, 7, 8] :
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f:f A(s)ds (1.25)
0
Ce qui permet d’écrire :
d’?—/l():d—l d 1.26
dx " T 4z T ak) dx (126)

Avec A une fonction continue non nulle permettant I’extension de x en coordonnées
complexes X. La fonction A doit étre choisie de tel sort a assurer la compatibilité des
déplacements a I’interface entre le domaine réel et le domaine imaginaire de la PML. De
plus, un choix judicieux de A, permet une atténuation spatiale des ondes entrantes dans la
PML. Cette seconde caractéristique donne aux PML I’aspect d’un amortisseur géométrique ou

un absorbant. Soit :
1
Ax)=1- iEf(x) (1.27)

Avec

F(x) = f “F(s) ds (1.28)

Ou k le nombre d’onde, f un polynéme de degré m qui doit étre choisi judicieusement pour
assurer le role d’une fonction d’atténuation et qui dépend de la taille du domaine de la PML.
Qui est donnée ici par :

Jolr (x )mﬂ (1.29)

f(X):f()(ZC—P) ﬁF(X):mE

Et f, = f(0) un paramétre positif permettant de controler I’atténuation des ondes. D’apres
les expressions (1.25) a (1.28), on obtient la variable complexe X :

X=x-— i%F(x) (1.30)

Et I’équation (1.24) qui régit la partie fictive de la barre devient :

2~

u
T + kzﬁ =0 (131)

10
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D’apres (1.26), on peut écrire (1.31) sous :

0%

— k=0 (1.32)
(A(x)) d0x?2

Apres avoir déterminé tous les parametres qui définissent la PML, on établit la jonction entre
le domaine reel Q de la barre et le domaine imaginaire PML Qp,,; avec:

Ax)=1- i%f(x —-L) (1.33)

Et la variable spatiale X par :

X si x €[0,L]

x x—iZF(x=1) si x€lLL+L] (1.34)

Et I’équation qui regit les deux domaines Q et Qpp -

aza+k2~—o 1.35
X2 B (135)

1.3.2 PML bi et tridimensionnels en élastodynamique

Dans cette section, nous allons généraliser le concept pour les problémes bi et
tridimensionnel. Pour cela, on considere un milieu infini supposé élastique, homogéne et
isotrope de module d’Yong E, du coefficient de Poison v et de masse volumique p, et dans
lequel les forces de volume sont négligées. L’équilibre des forces dans le domaine des
fréquences s’exprime par :

aO'ij

ax]'

= —w?pil (1.36)

Avec 1ii; et 6;; sont respectivement vecteur des déplacements et le tenseur de contraintes

exprimés dans le domaine des fréquences. De plus, ona :

Gij = Cijkién

1/01; 01t 1.37
. <L(om o (137)
2 ax] axi

11
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Avec Gy la matrice d’élasticité et & le tenseur de déformations infinitésimales dans le

domaine des fréquences. Pour définir une couche parfaitement adaptée dans le cas bi et
tridimensionnel, on procéde de la méme maniére comme dans le cas unidimensionnel.

L’extension des coordonnees x; en coordonnées complexes X; est donnée par le changement
de variable suivant [5, 6, 7, 8]:

Xj
Ce qui donne :
d 1 d (1.39)
dz; () dx; |

Avec la fonction de changement de variables 4;(x;) :

A(x)=1-i

fi (%)
% (1.40)

ks = w\p2(1 +v)/E est le nombre d’onde de cisaillement S. Les variables complexes %;
sont alors :

% =x— i—Fj]((xj ) (141)
Et
Fj(xj) :f jfj(s)ds (1.42)

On tient compte de (1.38) et (1.39), on obtient I’équation d’équilibre des forces pour un
milieu absorbant parfaitement adapté PML :

1 99y _ —w?pil; (1.43)
2 (x;) 0

Avec :

12
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6ij = Cijkién
.:1( 1 om 1 %) (1.44)
J 2 A](x])ax] Ai(xi)axi

&

Il est a noter que I’efficacité des couches absorbantes parfaitement adaptées PML dépond de
la taille de la couche absorbante L, et le degré m du polyndme de la fonction d’atténuation f.
Plus Lp et m augmentent plus I’amplitude des ondes réfléchies diminue. Ces deux paramétres
permettent donc de contrbler la décroissance de I’amplitude des ondes réfléchies en
augmentant soit m soit Lp ou bien les deux en méme temps.

1.4 Methode des elements de frontieres (BEM)

La Méthode des éléments de frontieres BEM repose sur la discrétisation des équations
intégrales de frontieres. L'étude de ces derniéres a commencé il y a plus d'un siecle, mais le
développement de la méthode des éléments de frontieres en tant qu'outil de résolution
numerique est toutefois postérieur a celui des eéléments finis. Les premiers travaux ont été
proposés durant les années 60 par Rizzo en 1967 qui a exploité la forte analogie entre la
théorie du potentiel et celles de I’élasticite, et par Cruse en 1969 qui a fait I'extension de cette
méthode aux problémes tridimensionnels cité par [12, 13]. Par la suite, un trés grand nombre
de recherches ont été suivis sur cette méthode. A I'heure actuelle, la BEM est appliquée dans
beaucoup de domaines de la physique et de la mécanique. L un des points fort de la méthode
des éléments de frontiéres est la possibilité de traiter des domaines infinis ou semi-infinis sans
avoir a tronquer artificiellement le domaine d’étude et cela par un choix judicieux des
fonctions élémentaires qui possédent automatiquement le caractere de la condition de
radiation a l'infini. Cité par [12, 13, 14, 15, 16].

1.4.1 Principe de BEM en élastodynamique

Nous considérons un domaine matériel €, de frontiere T' avec une normale unitaire
extérieure n. Le domaine est supposé élastique linéaire, de module d’Yong E, de coefficient
de Poisson v et de masse volumique p. En domaine fréquentiel, I'équilibre dynamique est
posé mathématiquement sous :

Oij j + bi = —a)zpui |.Q a
u; = uiD |FD b (145)
Ti = o;jn; = TiN |FN c

13
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Avec :

0ij = Cijki€n
1 (1.46)
&j =5 (uij + )

Ou o;; le tenseur de contraintes, &, le tenseur de déformations et Cij, le tenseur
d'élasticité. u? et TN sont respectivement les conditions aux limites de Dirichlet

(déplacement uP) et de Newman (vecteur de contraintes T;¥) sur les frontiéres T, et Ty.

D'apres les références [15, 17], la formulation de (1.45a) en équations intégrales de frontiéres
est sous la forme :

@G )+ [ [y € 0y(©) = gy (. £, )T ] ar =0 (147)
r
avec u;(x) la solution (déplacement) au point x sous l'effet d'une source appliquée au point

&. a un paramétre qui dépond de la position du point x sur lequel on cherche la solution.
Pour un probléme 2D :

0 si x&0n

a(x) = ;’ si. x €0 (1.48)
— sSi x€Trl
2T

Avec 6 langle intérieur en x de la frontiere T'. L'expression (1.47) peut étre écrite sous la
forme du systéme suivant :

u

;= GijTj (149)

ij

Avec :

0
r n r

Avec &;; le symbole de Kronecker. L'un des point essentiels de la BEM est de trouver la

solution fondamentale de I'expression (1.45a) qui correspond aux déplacement g;;(x,¢, w)

et vecteurs de contraintes h;;(x, &, w), au niveau du point x, sous I'effet de I'impulsion de

Dirac appliquée au point ¢ dun domaine infini. Pour un probleme élastodynamique
bidimensionnel, cette solution, en domaine fréquentiels, est donnée par [15, 17, 18] :

14
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1
(gij(x, §w)= 2 [A8;; + Brr)]

1 or or or (151)
Vhij (0, € w) = o [C <5ij Tt T,j"i) +D (r,inj —2n; %) +Frrjo—+ Kr
Avec r ladistance radiale entre le point source ¢ et le point considére x :
_ > > ) _xXi—§
r= \/(x1 —&)2+(x; - &) ; T T (1.52)
Et:
1 c B
A=Ky(z;) +— [K1(Zz) - _SK1(Z1)] » D=-2—
Z, Cp r
Cs\? 0B
B = K,(z,) - <é> K,(z,) , F= _25 (1.53)
= 0A B L= (cp)z ) <6A B 63)
S or r ’ ~ [\es or r Oor

Avec z; = iwr/cp, z, =iwr/cs et cp et cg sont respectivement la célérité des ondes P
et S.K,, K, et K, sont des fonctions modifiées de Bessel du seconde espéce qui sont
respectivement d'ordres 0, 1 et 2.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les grandes lignes de trois méthodes de modélisation des
domaines non bornés. Pour les éléments absorbant en dynamique, des forces d’amortissement
seules ou en conjonction avec des forces de raideur, peuvent étre imposees sur la limite de
troncature. Par contre en statique, seules les forces de raideur qui peuvent étre imposées.

Concernant les PML,leur efficacité dépond essentiellement de la taille de la couche
absorbante Lp et dudegré m du polyndme de la fonction d’atténuation f. En effet, plus L,
et m augmentent plus I'amplitude des ondes réfléchies diminue. Ces deux paramétres
permettent donc de contrbler la décroissance de I’amplitude des ondes réfléchies en
augmentant soit m soit Lp ou bien les deux en méme temps.

Concernant l'utilisation des éléments de frontieres (BEM), la difficulté réside dans le calcul
des solutions fondamentales qui dépondent de plusieurs paramétres a savoir la dimension du
probleme traité (1D, 2D ou 3D), du type de sollicitations (dynamique ou statique) et la nature
des sollicitation (temporel ou fréquentiel).

15



Chapitre 2

Eléments infinis classiques

2.1 Introduction

Le succes de la méthode des éléments finis, et la nécessité de traiter des domaines non bornes,
ont conduits au développement des éléments infinis & base des éléments finis [12,15,28]. En
effet, I’utilisation des éléments infinis est un alternatif a d’autres technique de prise en compte
des conditions aux limites des domaines infinis ou semi-infinis.

Par ailleurs, selon le processus de développement des éléments infinis, on peut les classer en
deux types [19, 20, 21, 22, 23, 24] : éléments infinis selon I’approche directe par I’utilisation
des fonctions de formes décroissantes et les éeléments infinis selon I’approche inverse
(indirecte) par I’utilisation des fonctions de transformations geométriques ascendantes.

2.2 Eléments infinis selon I’approche directe

L’idee de base de cette approche consiste en I’extension du domaine de définition de
I’élément fini naturel et I’élément de référence jusqu'a I’infini dans la direction considérée
(figure 2.1). Les fonctions de forme complete de I’élément infini sont alors la conjonction des
fonctions de formes d’un élément fini ordinaire avec des fonctions décroissante.

—_— (—1,+1) | (+1,+1)

ey CGenrys) R o

(-1,-1) (+1.-1)

() ()

Figure 2-1: Approche directe - élément infini dans la direction horizontale ; (a) : Coordonnées physique ; (b) :
Coordonnées de référence
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Chaque fonction d’interpolation V; associée au nceud i d’un élément infini s’obtient par la
multiplication de la fonction de forme N; d’un élément fini de base, par une fonction f; qui
décroit asymptotiquement vers zéro a I’infini. Les nouvelles fonctions de formes V, s’écrivent
alors [19, 25]:

Vi(€.m) = Ni(&,n) fi(§,n) (2.1)

Dans le cas du domaine s’étendant a I’infini dans la direction horizontale, les fonctions
décroissantes de type exponentiel sont sélectionnées de telle sorte a représenter exactement le
comportement de la solution en champ lointain, s’atténuant exponentiellement vers zéro a
I’infini. Pour chaque nceud i dans I’élément de référence, ces fonctions ont pour expression :

fi¢.m) = e@ (2.2)

et pour une décroissance dans les deux direction de & et de n, I’expression devient :

[(fi—f)z(m—n)]

fikn)=e (2.3)

Dans cette équation, I’inclusion de &; et de n; assure que les fonctions de décroissance et par
la suite les fonctions d’interpolation prennent des valeurs unitaires aux nceuds pour lesquels
elles sont définies (figure .2.2). Le & représente la coordonnee horizontale locale et L un
paramétre introduit pour contrbler la séverité de la décroissance. La figure 2.2 montre
clairement les allures des fonctions de forme V; d’un élément infini linéique quadratique ainsi
que leur forme de décroissance f;.

Pour insérer I’approche directe dans un programme de calcul en éléments finis, les
modifications nécessaires consistent essentiellement a I’intégration numérique et a
I”"evaluationde nouvelles fonctions de forme et de leurs dérivées. Les points et les poids
d’intégration numérique sont calculés selon la méthode de Gauss- Laguerre, puis modifiés
pour I'intervalle [—1, +co[. La matrice Jacobienne ainsi que le maillage d’éléments finis
initial du domaine restent inchangés.

Les expressions des fonctions de formes pour un élément infini dans le sens & s’écrivent
alors :

(&i—$)
Vi€ = N;(En)e L (2.4)
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(a)

v, ©

v, &)

) i I CF S
-1 -0%5 0 05 1 156 2 25 3 356 4 45 5 565 6

Figure 2-2: Fonctions de forme d’un élément infini linéique quadratique ;
(a): Fonction de forme V; ; (b):Fonction de forme V, ; (c): Fonction de forme V; ; Fonction de décroissance f; ;

Et leurs dérivées dans le sens & :

av; (¢, dN; N;1 G-9
G _ o N @5)
FH 9 L
Et leurs dérivées dans le sens n :
av; (¢, ON; Gi-9
) _ O G (2.6)

an an

Dans le cas de problémes présentant un comportement du type I/r, ou | est une longueur
constante spécifique au probléme et r est un rayon assez grand pour étre infini, il est naturel
de chercher un élément infini dont le comportement est essentiellement dominé par la méme
forme de comportement. Ceci peut étre réalisé par I’utilisation des fonctions décroissantes du
type puissance, qui assurent une tendance en 1/r quand € tend vers I'infini. Pour une
décroissance seulement dans la direction &, ces fonctions ont pour expression [19, 23, 26] :

2.7)

fi(em) = i]

§—%o

18
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Avec &, est un point origine quelconque appelé pble. Ce point doit étre en dehors de
I’élément ; dans la face opposée a celle s’étendant a I’infini. Si la décroissance est dans la
direction positive de &, &, doit étre inferieur -1, sinon il doit étre supérieur & 1 pour éviter des
singularités a I’intérieur de I’élément [19, 27].

Le parametre de sévérité n, contrélant la décroissance en puissance, doit étre supérieur au plus
grand ordre des polyndmes en &, intervenant dans les fonctions de forme standard N. Ceci
permet d’assurer quand € augmente, les fonctions de forme complétes V; tendent vers 1/,
qui est le comportement attendu du probléme posé. Il n’existe aucune regle a suivre pour
déterminer n, encore, seule I’expérimentation permet de porter un jugement. Cependant, il est
clair que si n est trop petit, alors d’une part, les conditions d’application de I’identité de Green
pourraient étre non respectées, et d’autre part les fonctions de forme complétes V; deviennent
ascendantes. S’il est trop grand, d’importantes propriétés physiques du probleme peuvent étre
mal représentées et méme omises [19, 22, 23].

La décroissance peut étre généralisée pour les deux directions :

$i — fo]n [Tli - Tlo]m (2.8)

fan = =] [5=

Les parametres n et m ne sont pas nécessairement des entiers et peuvent étre égaux, ce qui est
généralement supposé pour simplifier I’étude paramétrique [19]

Les expressions des fonctions de forme completes pour un élément infini dans la direction &

sont :
"
Vi€, m = Ni(&mn) 5_50] (2.9)
Et leur dérivée
avi(&,m) _ ON;[& — &1" Vi€ ON;  nN; 1[5 = $o "
on an[f—fo] TaE [ae f—eo][f—fo] (2.10)
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2.3 Eléments infinis selon I’approche inverse

Dans cette approche, le domaine de définition de I’élément infini est transformé en un
domaine fini a I’aide des fonctions de transformations géométriques ascendantes, avec une
singularité aux nceuds limites de I’élément de référence, de telle sorte a projeter les nceuds

physiques de I’élément réel correspondants a I’infini.

[
l 4] | o | |
[ e *
r—-—---——-- - - -
BT X, Xa x Xg =18
1 2 3
o O e
f=-1 £=0 F=+1

Figure 2-3: Transformation géométrique de Zienkiewicz d’un élément infini unidimensionnel ;

L’idée de base est de considérer un élement unidimensionnel quadratique de la figure 2.3
s’étendant du point x; a X3 qui se trouve a I’infini, en passant par le point x,. Une telle
transformation peut s’exprimer par :

x = Ri(&) x; + Ry(&) x; (2.11)

Avec € la coordonnée locale de I’élément de référence, R, et R, les fonctions de
transformations géométriques de Zienkiewics qui sont données par [19, 28]:

=2 _ _1+¢
R(§) = 1—¢ Ry(§) = =< (212)
Les transformations (2.12) nous permettent d’avoir x = x; quand £ = —1,X = X, quand

E=0etx= t+ooquand £ = +1.

Une transformation géométrique entre le domaine fini et le domaine infini étant parfait ment
établie. On peut démontrer facilement que la transformation du polyndéme d’interpolation P
du domaine fini € en domaine infini x est sous la forme :

P(x)= B, + 7+ —+ —+ .. (2.13)
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Avec B; des coefficients quelconques determinés par la résolution du systéme (2.13).

L’expression (2.13) est la solution de plusieurs problemes extérieurs, et présente I’avantage de
modéliser le comportement du champ lointain, en utilisant directement les polynémes
ordinaires d’élément finis avec I’intégration numérique standard de Gauss-Legendre. Le seul
changement requis pour modifier un programme de calcul en éléments finis dans le but
d’intégrer des éléments infinis, consiste en un nouveau calcul de la matrice Jacobienne avec
les dérivées des fonctions de transformation géométrique R, au lieu de celles des fonctions
de forme N;. La nouvelle expression de la matrice Jacobienne est alors :

R¢
R,n] [X Y] (2.14)

U= |

Tableau 2-1: Fonction de transformation géométrique d’un élément infini Q4 et leurs dérivées.

neeud 1 2 3 4
-1 +1 +1 -1
n |-l 1 +1 +1
R 1-n/1-8 - - QL+n/A-9
R A-n/A-¢)> - - A +n)/@A-¢)>
R, -1/(1-¢) - - +1/(1-%)
y }Z
A (x572) (xz'.V’J’z) (-1.1) 1.1)
=5
3
(x1,y1) (x2,71)

@ ()

Figure 2-4 : transformation de géométrique- élément infini Q4 dans la direction horizontale ;
(@) : élément réel ; (b) : élément de référence

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les grandes lignes de construction des éléments infinis
classiques selon les deux approches directe par I’utilisation des fonctions décroissantes et
inverse par I’utilisation des transformations géométriques ascendantes. On a vu dans
I’approche directe, qu’elle nous permet de contrbler la vitesse de décroissance, par les
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ST

degré n et/ou m dans les fonctions de type puissance. Par contre, dans I’approche inverse,
cette possibilité ne s’offre pas. Il est aussi nécessaire de noter, qu’il existe une large gamme

d’éléments infinis que se soit par I’approche directe ou inverse qui sont cités dans les travaux
de Abdel-fettah [21], Nenning [29] et Chongbin Zhao [30].
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Chapitre 3

Eléments infinis périodiques

3.1 Introduction

Les premiers éléments infinis périodiques ont été développés par Bettess et Zienkiewicz en
1975 juste apres le developpement des premiers types d’éléments infinis classique de
I’approche directe cité par [19, 29], Ces éléments ont été concues dans le but de traités des
problémes extérieurs, gouvernés par I’équation d’Helmholtz (3.2) ci-apres.

3.2 Propagation d’ondes en milieux infinis

Le phénoméne de propagation d’ondes intervient dans plusieurs domaines de I’ingénierie
notamment dans électromagnétiques, I’acoustiques, électrodynamique,... etc. Son expression
est donneée par :

1 0%u _
Au — EP—O (31)

Dans le domaine des temps et
Au+ k*u=0 (3.2)

Dans le domaine des fréquences, d’ou u est le champ de variable, k = w/c est la longueur
d’ondes en fonction de la vitesse de propagation d’ondes c, et la pulsation d’excitation w.

Dans le cas ou la propagation d’onde est dans le sens x, la solution générale de I’équation
(3.1) qui a été donnée par Alembert sous la forme [31]:
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u= u; (x—ct)+ u,(x+ct) (3.3)

L’équation (3.3) représente une somme de deux ondes u; et u,. La premiére se propage
dans la direction positive et la seconde réfléchie voyageant dans la direction négative. Si le
domaine s’étend a I’ infini dans la direction de x, alors il doit étre tronqué a une certaine
limite fictive. Afin de supprimer la contribution de I’onde réfléchie, c’est adire a satisfaire les
relations suivantes :

u(x+ct)=0 (34)
u= u; (x—ct) (3.5)

La dérivation de (3.5) par rapport au temps et par rapport & la normale n nous donne le
systéme suivant :

ou ,

Tl (3.6)
ou' _ u o, 3.7
on  ox he! &7

La substitution de I’équation (3.7) dans (3.6) nous permet d’avoir :

Ju  10u 38
on ¢ ot (38)
Dans les domaines des temps, et
ou  iw 3.9
on ¢V (39)

Dans les domaines des fréquences, avec i = +—1 . L’expression (3.8) ou (3.9) est appelée
la condition de Sommerfeld [19, 28] qui a éte présentée pour la premiere fois en 1949, sous
forme d’une limite qui tend vers zéro quand la distance entre la source et le point considere
tend vers I’infini. L expression de cette limite dans le domaine des temps s’écrit par :

ﬂ) du 1 du

[ ( — ——) =
A T TR (310)
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Ou r est la distance radiale entre la source et le point considéré n =12 ou 3 selon la
dimension du domaine traité 1D, 2D ou 3D. Dans le domaine des fréquences, I’expression
(3.10) devient :

0

limr )2+ Luy=0 (3.11)

u iw
r—00 ar Cc

Afin de satisfaire les conditions de Sommerfeld (3.10) et (3.11), Bettess et Zienkiewicz [19,
28] ont eu I’idée d’introduire, dans les éléments infinis classiques des deux approches, des
fonctions qui tiennent compte de la propagation d’ondes.

3.3 Eléments infinis périodiques selon I’approche directe

Dans le cas de I’approche directe, la différence entre les éléments infinis classique et les
éléments infinis périodique est dans les fonctions de formes utilisée dans les quelles on a
ajouté I’expression e'¥*, avec r la distance radiale entre le nceud i et le point considéré [19, 29,
30].L’idée de base de cette approche est de multipliée les fonctions de formes V; d’un élément
infini classique par une fonction périodique permettant de tenir compte de la propagation
d’ondes. Les expressions complétes des fonctions de formes sont alors donnée par :

P& m) =V, (&€, et (3.12)
Avec :
Vi(€.m) = Ni(&.n)fi(¢.n) (3.13)
les fonction de forme d’un élément infini classique selon I’approche directe.

Pour une direction infini suivant &, les dérivées des fonctions de formes P, sont donnée par :

P, _ oN, of,

or
e

a_f_ 65 fieikr+Nia—€€ikr+ lel ik a_f tkr (314)
OP, _ ON; _ ..

Pour un choix des fonctions décroissantes f; est de type exponentiel, I’expression (3.12)

devient pour une seule direction infinie ¢:

25



Chapitre 3: Eléments infinis périodiques

Gi-9

Pi(&.m) = N;(§ . m) ¢ S etkr (3.16)
Pour les directions infinies § et n:
Ei-§+ni-m) .
P& m) =Ni(§.n)e L e'kr (3.17)

Dans le cas ou les fonctions décroissantes f; sont de type puissance, alors, I’expression
(3.12) devient :

_ fl {:O ir
P = NG ) [fF S(0] (3.18)
pour une direction infinie suivant £. Dans les deux directions infinies ¢ et n, on obtient :
P ) = N(E ) (si-_fo )“<ni_no )meikr (3.19)
l l §— & n—"1o

Afin d’illustrer le comportement des fonctions de forme d’un élément infini périodique, on a
tracé, sur la figure 3.1, la variation des fonctions de formes P; et V; d’un élément linéique
quadratique pour L =1 et k = 15.

-0.5F

216 " . . . L n n L " n
=1 0 1 2 3 4 B 6 [ 8 9 10

Figure 3-1: Fonctions de forme d’un élément infini linéique quadratique ;
@:PetV;, ; (b): PetV, ; (c): Pyet V;.
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3.3.1 Intégration des éléments infinis périodiques de I’approche directe

Pour I’intégration des éléments infinis périodique, les fonctions de formes des éléments infinis
périodiques de I’approche directe contiennent des termes faisant intervenir la propagation
d’ondes. Et pour le calcul des matrices élémentaires de ces éléments, on doit faire appelle a
I’intégration numérique de Newton Cotes qui permet d’évaluer des intégrales de forme :

f oof (x) e~ *eFrdx (3.20)

Qu’on peut mettre sous forme
f fx) eCatiB)x gy (3.21)
0

Avec a une constante qui dépend de la vitesse de décroissance, et la constante g dépend du
nombre d’ondes k qui est généralement g = 2k. Dans la formule (3.20), les bornes
d’intégration sont de 0 a I’infini, alors dans notre cas sont de -1 a I’infini, ce qui requiére un
changement de variable adéquat :

ﬁx:%(2j+1)j:0,1,2, ...... n (3.22)

Avec n le nombre de point d’intégration.

Dans la fonction (3.21), f(x) peut étre écrite sous la forme d’une combinaison linéaire
suivante :

z P, Ly(x) (3.23)

Avec L; unpolyndme de Lagrange qui est donnée par :

Li(x) = n T (3.24)

i#j Xi— Xj

On remplace la fonction (3.23) dans (3.21), on obtient I’égalité (3.25) suivante qu’on peut
résoudre numériquement par I’intégration de Newton-Cote :
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[0/0) n 2
f fx)eCatiB)xgy = ZPi f L; e(-a+iB)xdx (3.25)
0 i=1 0

3.4 Eléments infinis périodiques selon I’approche inverse

Cette approche est basée sur la transformation de Zienkiewicz (selon approche inverse) dans
laquelle la décroissance de I’amplitude des ondes est sous la forme 1/r (BettessP 1992,
NenningM 2010, ZhaoC 2009), quand peut écrire sous forme :

r= A (3.26)

La seule différence entre ces éléments et les éléments infinis classiques de I’approche inverse
est dans les fonctions de formes qui sont multipliées par un terme tenant compte de la
propagation d’ondes qui dépend de la dimension du probleme (2D, 3D).

3.4.1 Cas de trois dimensions (3D)

Dans le cas tridimensionnels, la propagation d’ondes dans les domaines infinis est dominée
par le terme eX*/r. Les fonctions de formes N complétes sont obtenues par la multiplication

des fonctions de formes des éléments infinis N par e :

p(&m) = N(& mer (3.27)
On remplace (3.26) dans (3.27), on obtient :

ikA

p(&n) = N(&n)el-¢ (3.28)

Pour assurer la continuité du champ de variables entre les éléments finis et les éléments
infinis, p(&¢,n) doit étre égale a I'unité quand & = —1. Pour cela, on multiplie I’équation

ikA
(3.28) par e 2z .Alorsonaura:

ikA ikA

p(&n) = N mel-fe” 2 (3.29)
Qu’on peut mettre sous cette forme :
kA
p(€,n) = CN(§,net=¢ (3.30)
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Et leur dérivée sera comme suite :

opEm) _ L ON 1
S = cel f(a—§+ NikA—— EZ) (3.31)
opm) _ .op [ (3.32)

on an
3.4.2 Cas de deux dimensions (2D)

En bidimensionnels, la solution de I’équation de Helmholtz dans un domaine infinis dépend
de la fonction de Hankel H®(kr) d’ordre zéro [19, 29, 30]. Pour des valeurs de r trés grandes,

la fonction de Hankel tend vers e (k/V7) et dans ce cas les fonctions de formes sont données
par :

p(&,m) = N n)Vre*r (3.33)

On remplace (3.26) dans (3.33) et pour assurer la continuité du champ de variable, on
1 ikA
multiplie I’équation (3.33) par (i)i e 2z ,onobtient:

1

2\2 _ikA ikA
p(€,n) = Ni(&n) (Z) e zel ¢ (3.34)
Qu’on peut mettre sous cette forme :
kA
p(§,n) = DN(§ n)et=2 (3.35)

Ses dérivées seront :

N =
N =

1
2

=0 5 () 3l

1
ap(§,n) 0N/ A \2 KA
am o (1— 5) e’ (3.37)

+NikA< 4 ) ! (3.36)
1-¢/ (1-¢§)? '

29



Chapitre 3: Eléments infinis périodiques

3.5 Conclusion

La différence entre les éléments infinis classiques et les éléments infinis périodiques est dans
les fonctions de forme de ces derniers qui contiennent des termes tenant compte de

propagation d’ondes. L’utilisation les éléments infinis périodiques demande des techniques
d’intégrations numériques trés avancées.
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Chapitre 4

Discrétisation par éléments finis et élements infinis

4.1 Introduction

L’analyse des problémes d’ingénierie nous amenent & développer des modéles mathématiques
qui s’appuient sur des hypotheses simplificatrices pour aboutir a des équations différentielles
auxquelles sont ajoutées des conditions aux limites. La méthode numérique la plus utilisée
pour résoudre ces problemes est celle des éléments finis, car elle offre la possibilité de
développer un programme de calcule qui peut résoudre avec peu de modification plusieurs
types de problémes. Dans ce chapitre, nous allons mettre en équations le probleme
mathématique d'un domaine semi-infinis, sous chargement dynamique,  dont lequel le
matériau est supposé élastique linéaire.

4.2 Formulation mathematique du probleme

On considére un domaine semi-infini, constitué d'un matériau a comportement élastique
linéaire, de module d'Yong E, de coefficient de Poisson v et de masse volumique p.Sur la
figure suivante (Figure 4.1), on a illustré le probleme en question.

Q(t)
AN _
1 [
\ Q ,’
\
\ 2 /,Foo
N ’
\\\ -
o, |~
\
4

Figure 4-1: Domaine semi infini.
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Le probleme mathématique de la figure 3.1 peut étre posé sous :

O-UJ + fl = pul |.Q (41a)
T; = o;jn; = —Q(t) I, (4.1b)
limu; =0 (4.1¢)
T—00

avec o;; le tenseur de contraintes, T; le vecteur de contraintes, f; la force de volume, wu; le
ij i i i

champ de déplacements, Q(t) le chargement dynamique, I, la frontiere sur laquelle le

chargement Q est applique, 2 le champ proche du domaine d'étude et r =vVx? +z2? la
distance radiale. Avec :

0ij : Le tenseur de contraintes ;
T; : Le vecteur de contraintes ;
n; : Le vecteur unitaire normal a une frontiére donnée ;
fi : Le vecteur de forces de volume ;
U; : Le vecteur ou champ de déplacements ;
i; : Le vecteur d'accélération ;
Q) : Le chargement dynamique ;
Q : Le champ proche du domaine d'étude ;
) : La frontiére a laquelle le chargement Q est appliqué ;

r=+/x2+z2 - La distance radiale ;

La loi de comportement de I’élasticité lineaire, isotrope, en petites déformations, permet
d’écrire les contraintes en fonction des déformations sous la forme suivante :

0ij = Dijri€r (4.2)

Ou Djjq désigne le tenseur d’élasticité qui est d’ordre quatre. Les expressions des
déformations en fonction des déplacements u sont données par :

1
Sij = E (ui'j + u]"i) (43)

Vu la symétrie des tenseurs et dans le but d’alléger les écritures, la notation vectorielle est
souvent adoptée en élasticité plane. Alors, le tenseur des contraintes en élasticité plane
s’écrit par :
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TZ.X O-ZZ

Oy
o= [O'xx sz] = {O.Z} (4.4)

Xz

et le tenseur des deformations par :

1
Exx Zyxz €x
E = 1 =1{&; (45)
Eyzx €2z Vx
Et le vecteur des déplacements par :
ux
u= { } (4.6)
u'Z
La relation entre les deformations et les déplacements devient alors
0 0 T
&y 0x 5 |
&¢(=10 — 4.7)
Vs 0z u,
a 0
dz Ox-
Qui peut se mettre sous la forme condensée suivante :
e=Su (4.8)
En tenant compte de (4.8), I'expression (4.2) devient :
o =De=DSu (4.9)
Avec :
d, d, O
D=\|d, d; O] (4.10)
0 0 d;

Les expressions des constantes d; et d, dans le cas d’un probleme en contraintes planes
sont données par :
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E
dy =7 : d, = vd, (4.11)

Et dans le cas d’un probleme en déformations planes par :

g =21V L 4= 412
Ry Tepup S 2 == (4.12)
L’expression de la constante d; est donnée dans les deux cas par :
1
d; = z(dl —dy) (4.13)

Le probleme variationnel associé a I’équation d’équilibre (4.1a) s’obtient en adoptant la
formulation de type Galerkin pour une fonction poids w = 8u. La forme forte s’écrit :

n n n

A I’aide du théoreme de divergence, le premier terme de (4.14) est donné par I’expression
suivante :

f (‘)‘uiO'ij'jd.Q :f 6ui0'ijnj df—f (‘)\ui'j O'ijd.Q (415)
Q r 0 =

£U

On remplace (4.15) dans (4.14), on obtient la forme intégrale faible suivante :

n r n n

ou encore sous forme vectorielle suivante :
—f 5eTodN +f Suondl +f Su fdn —f Supiid2 =0 (4.17)
n r n n

Si on tient compte de (4.8a et (4.9), I'expression (4.17) devient :

—f S(Sw)TDSudn +f
0

r

6uand1"+f

du fdn — f dupiid =0 (4.18)
0

0
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Le systéeme (4.18) est I’expression des travaux virtuels des corps homogénes et isotropes,
ayant un comportement bidimensionnel élastique linéaire. La forme sous intégrale faible de
I'expression (4.18) nous permet d'introduire les conditions aux limites.

Sur la surface I'q ou s’effectue le chargement dynamique Q(t) dans le sens z, la condition est
donnée par :

i = o;n; = Q(t) (4.19)

Sur la limite de troncature T, une condition radiative doit étre introduite de tel sort a
reproduire le déplacement & l'infini. Dans le chapitre 2, nous avons vu qu'on peut introduire
des éléments absorbants issus des forces d'amortissement. Ainsi, pour la radiation des ondes
de compression P, une forcement d'amortissement de constante ¢, doit étre introduite, avec :

E(1-v)
P @ +v) 1 —2v)

Cp = pVP = (420)

Et pour la radiation des ondes de cisaillement S, une forcement d'amortissement de constante
Cg doit étre introduite, avec :

E
= ol. = P S m—— 421
Cs pVs p 2p(1 + 1/) ( )
De ce fait, I’équilibre des contraintes sur la limite de troncature T, s’exprime par :
T=0n=—cpll, — Cslly = —Cpll N — CsUN; (4.22)

Ou u, et u. désignent respectivement les projections des vitesses des particules solides sur
lanormale n et la tangente n, par rapport a la limite de troncature T,.

Comme les conditions aux limites sont définies, il nous reste qu'a les introduire dans
I'expression (4.18), d'ou, on obtient :

f 6(Su)TDSud.(2+f
0

Su(cpun + cyun,)drr +f
To

6upi1d.(2:f suQ(t)dr (4.23)
0

I'g
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4.3 Discrétisation du domaine par éléments finis et éléments infinis

Afin de discrétiser le domaine géométrique par des éléments finis, le champs des
déplacements u est approximé par :

u=NU (4.24)
Et I’opérateur de perturbations par :
du = SUTNT (4.25)

La substitution de (4.24) et (4.25) dans (4.23), nous donne :

< f BTDBdQ> U+ <cp f NTnNdrl + c; f NTntNdF> U
0 I I

* * (4.26)
NTNdQ |U = | NTQ(t)dr
+ (p fn ) fr . Q)
Ou sous la forme matricielle suivante :
[KKU} + [C1{U} + [MI{T} = {F} (4.27)

Dans lesquels M, C,, et K représentent respectivement les matrices masse, amortissement et
rigidité. Les expressions de ces matrices ainsi que le vecteur de chargement s’obtiennent par
analogie entre la relation (4.26) et (4.27). Donc, I’expression de la matrice rigidité est donnée
par :

[ON 0
T T -

l[azv 0 dN ]I d, d, 0 0x o
[K]1= | BTDBdn = 0x 0z Wa, d, ollo Llan (4.28)

ONT ONT 9

2 210 0 0 d; Z

dz  ox ON oN

Ldz  Ox-

et la matrice masse est :
T

[M]=p L NTNdQ = p L [NON NCT’N] dn (4.29)
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Cette expression telle qu’elle est obtenue en (4.29) est appelée matrice masse cohérente ou
repartie. Cependant, elle peut étre exprimée sous forme concentrée ou diagonale
(ZienkiewiczOC 2000) par :

M] = p L NIdO = p f Ic\), 1‘\),] 0 (4.30)

0

En ce qui concerne le vecteur de chargement F, il s’obtient par :

0

0 or { 1} dr (4.31)

=] wear=] o[y
Fq

Pour la matrice d’amortissement, son expression est donnée par :

[C] = [Cpl + [Cs] (4.32)

Avec :

_ T _ N'™N 0 1[m 0]
[Cp] _fr N anNdr_fr e | oty [o n|dr
°° °° (4.33)

— T _ NTN Ne1
[Cs] —frooN csntNdF—frw CS[ 9 NTN][ ntz]

L’amortissement de la relation (3.32) est le résultat de la discrétisation de la condition de
radiation a la limite de troncature, qui est connu sous le nom d’amortissement géométrique ou
radiatif [13, 19, 28, 32, 33]. Par ailleurs, on peut aussi tenir compte de I’amortissement
visqueux du milieu, en appliquant le concept d’amortissement de Rayleigh qui est exprimé
sous forme d’une combinaison linéaire de la matrice masse M et de la matrice de rigidité K
[33]:

[C1 = alM] + BIK] (4.34)

a et B sont des coefficients satisfaisant la condition d’orthogonalité de C dans la base
modale. Ils peuvent étre déterminés a partir de I’analyse modale du systéme, en prenant la
pulsation propre w, du premier mode et une pulsation w, du mode supérieur [33]:

2§ 2

=— ; =— 4,
a w1+wnw1wn ; B . (4.35)
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Avec & le taux d’amortissement critique. Donc, I’amortissement total du systeme est :
[C]=[C.]1+IC] (4.36)

Il est a noter que lorsque la configuration géométrique non bornée du domaine infini ou semi-
infini est considérée par I'utilisation des éléments infinis, I’amortissement geométrique C.,
disparait de la formulation. Dans ce cas, la radiation s’effectue par des matrices masse et
rigidité obtenues par des éléments infinis et qui s’expriment par :

_aP O_
T T 5
I_ai 0 ai]l d, d, O 0x op
[K..]= f BTDBd( = f Ox opT a% d, dy 0] e (4.37)
oo 92l 0 — ——|LO 0 d; Z
dz  Ox ap P
L0z Ox-
Pour la matrice de rigidité, et :
T
Myl=p| PTPd0= f PP 0 1ag 438
md=p) of 1P %l (4:38)

Pour la matrice masse.
Dans ce cas, les matrices masse et rigidité totales du systeme sont respectivement :

[M,] = [M] + [M,] ; [K.] = [K]+ [Ko,] (4.39)
4.4 Conclusion

En dynamique, la prise en compte du champ lointain du domaine par des éléments infinis,
conduit a des matrices masse M, et rigidité K, qui interviennent dans I’analyse des
vibrations libre du systeme. Par contre, si le champ lointain est considéré par les éléments
absorbants, cela conduit a une matrice d’amortissement géométrique C, qui n’influe pas sur
I’analyse des vibrations libre.

38



Chapitre 5

Application des infinis aux problemes d’élasticité

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mettre en ceuvre les éléments infinis classiques, issus de
I’approche directe, dans la prise en compte du champ lointain des domaines Supposés
élastiques non bornés. De se fait, deux modeles numériques MEF et MEF-EI sont élaborés.
Dans le modele MEF, le domaine est discrétise uniquement par des éléments finis, sur lequel
les déplacements des nceuds de la limite de troncature sont bloqués. Par contre, dans le
modele MEF-EI, le champ proche du domaine est représenté par des eéléments finis, et le
champ lointain est représenté par des eléments infinis. Le type d’éléments finis et/ou infinis
utilisés dans la discrétisation sont des quadrilatéraux & quatre nceuds Q,.

Ainsi, nous allons étudier la performance de ces éléments infinis en élastostatique et en
élastodynamique. En élastostatique, nous allons traiter les probléemes classiques rencontrés en
élasticité, a savoir le probleme de Kirsch qu’on peut assimiler a un tunnel profond traité en
déformations planes, le probleme de Flamant traité en déformations et en contraintes planes,
le probléeme de Boussinesq traité en axisymétrique, ainsi qu’une semelle filante et une semelle
circulaire. Les résultats obtenus seront comparés a des solutions analytiques existantes dans la
littérature.

En élastodynamique, on a sélectionné d’étudier une semelle filante qui est traitée en
déformations planes et une semelle circulaire traitée en axisymétrique, qui seront soumises
aux différents chargements dynamiques (sinusoidal, triangulaire et constatant).
Malheureusement dans cette partie, nous ne disposons pas de solutions analytiques auxquelles
comparer les résultats numérigques, et donc, on va effectuer une étude de convergence en
fonction du positionnement de la limite de troncatures.
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5.2 Applications en élastostatique
5.2.1 Probléme de Kirsch (tunnel profond)

Comme nous I’avons déja signalé, le probleme de Kirsch peut étre assimilé a un tunnel trés
profond avec I’hypothése d’une cavité dans un milieu infini (figure 5.1) et qu’on peut traiter
en déformations planes. Pour un matériau élastique linéaire, de module d’Yong E et du
coefficient de Poisson v, Kirsch [34] a donné le champ de déplacement radial U, en un
point M en fonction de coordonnées polaires par :

1+ v\ R?
p )— (5.1)

Ur:a()( r

Avec R le rayon de la cavité, r est la coordonnée radiale et g, une contrainte tangentielle
appliquée uniformément sur la paroi de la cavité.

AY

=

Figure 5-1 : Tunnel profond (Probleme de Kirsch)

Le test numérique concernant ce probleme, on a pris les caractéristiques suivantes :
R=5m : E=10"Pa ; v=03 : 0o = 2KPa

Dans les modéles numériques, on a tronqué le domaine a une distance de 10 m et puis a
30 m du centre de la cavité. Le maillage utilise est illustré sur la figure 5.2. Les
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déplacements obtenus par MEF et MEF-EI ainsi que leurs comparaisons a la solution

analytique sont illustrés sur la figure 5.3.

] ‘ ° ‘
120 NG MEF 12 |- MEF
L=10mM _o _vEFEI L=30m  _o_MeFgl
1p — Analytique | | T — Analytique| |
/g 0.8 /g 0.8r
= 0.6 e TS0 <06 N
o "~ o N
0.4 g 1 04r NG
0.2} NS 0.2} e
0 - 0 S
5 6 7 8 9 10 5 10 15 20 25 30
r(m) r(m)

Figure 5-3 : Probléme de Kirsch : déplacement radial pour L=10m et L=30m;

D’apres les figures 5.3, les résultats numériques du modele MEF-EI sont trés proches de la
solution analytique de Kirsch que ce soit pour une limite de troncature positionnée & L =
10m oua L = 30m. Par contre, ceux du modele MEF, on remarque une nette divergence
avec la solution analytique. Cela, montre bien que I’utilisation des éléments infinis a amélioré
considérablement le modéle numérique MEF-EI qui ont conduit & des résultats trés proches
de ceux de la solution analytique.
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5.2.2 Probleme de Flamant

Dans ce probleme, Flamant a donné une solution analytique en contraintes et en
déplacements, pour un demi-plan ou demi-espace infini soumis a une force g constante,
repartie sur une ligne et agissant normalement au bord (voir la figure 5.4).

'}

v =

Vy

Figure 5-4: Probléme de Flamant (plan semi-infini)

La solution de Flamant en déplacements est données en fonction des coordonnées polaires
(r,8) en contraintes plane par [46,47] :

d
|{ U, = iE [2 ln( )005(9) — (1 —-v) 0sin(6)
4' . (5.2)
k Ug = [2 ln( )sin(H) +(1-v)0 cos(B8) —(1+v) sin(H)]
Et en déformations planes par :
1+ d
|( U, = q( V) [2 1-v)In <—) cos(8) — (1 — 2v) 0 sin(0) ]
nE r
{ (5.3)
—q(1+ d
k Ug = % [2 (1-v)In <;) sin(0) + (1 — 2v) 6 cos(8) — sin(H)]
Dans les expressions (5.2) et (5.3), le paramétre d est la distance en profondeur sur laquelle
les déplacements sont supposés nuls. Dans notre cas, ce parameétre est estimé a quatre fois la
taille du domaine.

Dans ce test, le probleme est traité en deformations planes avec les caractéristiques suivantes :
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E =107 Pa : v=03 : q =100 KN/m

Cet fois-ci, on a tronqué le domaine & une distance de 15 m et puis & 30 m du point
d’application de la force q. Le maillage utilisé est illustré sur la figure 5.5. Les déplacements
obtenus par MEF et MEF-EI ainsi que leurs comparaisons aux solutions analytiques de
I’expression 5.3 sont illustrés sur la figure 5.6 et 5.7.
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Figure 5-6 : Probléme de Flamant : Tassement sur la surface libre (y =0) pour L=15m et L =30m
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Figure 5-7: Probléme de Flamant : tassement sur I’axe de symétrie (x =0) pour L=15m et L =30m

Une fois de plus, les figures 5.6 et 5.7 montrent clairement que les résultats obtenus par le
modele MEF-EI sont tres proches des résultats analytiques de Flamant. Contrairement & ceux
du modele MEF ou la limite de troncature n’a subi aucun traitement spécifique excepté les
déplacements nuls imposés.

5.2.3 Probleme de Boussinesq

Pour un espace semi-infini soumis a une charge ponctuelle normale au plan qui le limite (voir
la figure 5.8), Boussinesq a donné le champ de déplacements en axisymétrique par [ 46,47 ] :

g

\ At

VZ

Figure 5-8 : Probléme de Boussinesq (espace semi-infini)
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Avec u le coefficient de Lamé qui et égal au module de cisaillement (u = G). Dans ce cas,
le probléme est traité en axisymétrique, avec les caractéristiques suivantes :

E =107 Pa : v=03 : P =100 KN

Dans ce cas, le domaine est tronqué a une distance de 10 m et puis a 20 m du point
d’application de la force P, et aussi, le méme maillage de la figure 5.5 est adopté. Les
déplacements obtenus sont rapportés sur les figures 5.9 et 5.10 .
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Figure 5-9 : Probléme de Boussinesq: t Tassement sur la surface libre (z =0) pour L=10m et L =20m
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Figure 5-10 : Probléme de Boussinesq : tassement sur I’axe de symétrie (r = 0) pour L =10m et L =20m

De méme, les figures montrent clairement que les tassements obtenus par MEF-EI sont
pratiqguement identiques a ceux de la solution analytique.
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5.2.4 Probleme de semelle filante souple

Dans cet exemple, on considere un massif semi-infini soumis a une charge appliquée sur une
semelle filante de largeur 2b. La semelle est considérée comme souple et la répartition du
chargement q est uniforme (Figure 5.11).

2b

v

y

Figure 5-11: semelle filante souple (massif soumis a une pression uniforme)

L’extension de la solution de Flamant a ce probleme, conduit a une solution analytique cité
par [48] et qui représente le déplacement vertical relatif entre un point situé sur la surface et
le centre de la fondation :

Ure; = U(x,0) — U(0,0)

_2q(1—-v?)

ol = — [(x = b) In(]x — b]) — (x + b) In(|x + b]) + 2b In(b)] (5.5)

Dans ce cas, le probleme est traité en déformations planes, avec les caractéristiques
suivantes :

E =107 Pa : v=03 : q =10 KPa : b=25m

Dans ce cas, le domaine est tronqué a une distance de 10 m et puisa 30 m du centre de la
fondation, et aussi, le méme maillage de la figure 5.5 est adopté. Les déplacements relatifs
obtenus sont rapportés sur la figure 5.12.
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Figure 5-12: semelle filante souple ; Tassements relatifs sur la surface (y = 0) ;

La figure 5.12 montre clairement que les résultats obtenus par le modele MEF-EI sont plus
proches a la solution analytique par rapport au modele MEF.

5.2.5 Probleme de semelle circulaire souple

Dans cet exemple, on considére un espace semi-infini soumis a une charge appliquée sur une
semelle circulaire de rayon a. La semelle est considérée comme souple et la répartition du
chargement q est uniforme.

2a

YYVYYVYY

A A1

v 7
Figure 5-13: Semelle circulaire souple

L’extension de la solution de Boussinesq a ce probléeme, conduit a une solution analytique cité
par [47 ] et qui représente le déplacement vertical sur I’axe de symétrie z (r = 0):

U,(0,2) = % [2(1 —v) (w/az Tl Z) 7z ?/%L z (5.6)
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Avec u le coefficient de Lamé qui et égal au module de cisaillement (u = G). Dans ce cas,
le probléme est traité en axisymétrique, avec les caractéristiques suivantes :

E =107 Pa : v=203 : q = 100 KPa : a=25m

Le domaine est tronqué a une distance de 15 m et puis a 30 m du centre de la fondation, et

ainsi, le méme maillage de la figure 5.5 est adopté. Les tassements sur I’axe de symétrie z
obtenus sont rapportés sur la figure 5.14 suivante.
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Figure 5-14: semelle circulaire souple ; Tassements sur la de symétrie z (r =0) ;

D’aprés la figure 5.14, les résultats numeériques du modele MEF-EI sont proches de la
solution analytique que ce soit pour une limite de troncature positionnée a L =15m ou a
L = 30 m. Par contre, ceux du modele MEF, on remarque une divergence avec la solution
analytique. Cela, montre bien que [utilisation des éléments infinis peut améliorer
considérablement les problémes traitant ce genre de problemes.

Jusqu’ici, on a traité des problémes classiques d’élastostatique que ce-soit en élasticité plane
ou en élasticité axisymétrique. Les résultats obtenus montrent que I’utilisation des éléments
infinis dans la discrétisation des champs lointains des domaines non bornés apporte
énormément aux modeles numériques traitant ce genre de probléme. De plus, ces éléments
permettent de réduire la taille du domaine d’étude ainsi que le maillage, en économisant ainsi

I’espace de mémoire et le temps de calcul tout en conservant la qualité de la solution
recherché.
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5.3 Applications en élastodynamique

Afin de tester la performance des éléments infinis en élastodynamique, on propose d’étudier
deux semelles souples. Une semelle filante, de largeur 2b =5 m, traité en déformations
planes, et une semelle circulaire, de rayon a = 2.5m, traité en axisymetrique. Ces deux
semelles seront soumises aux différents chargements gq(t) de forme triangulaire, constante et
sinusoidale (w = 5 rad/sec) en fonctions du temps. La géométrie du domaine ainsi que les
différents chargements sont illustrés sur les figures 5.15 . Pour le calcul des déplacements, on
a utilise la méthode d’intégration directe pas a pas avec accélérations moyennes constantes.
Pour I’amortissement matériel, on a prit un tau ¢ = 5% avec le concept d’amortissement de
Rayleigh de I’expression 4.34. Pour les propriétés du milieu, on a fixé le module dYong
E = 10 MPa, le coefficient de Poisson v = 0.3 et la masse volumique p = 2000 kg/m3.
Comme point d’observation de I’histoire de la réponse en deplacements, on choisit le centre
de la fondation (point A). Pour les différents modeles utilisés (MEF, MEF_EI), on a tracé
I'histoire de la réponse du point A pour les positions de la limite de troncature L =20 m et
L =60m. De plus, pour I'étude de convergence de la solution, on a tracé la variation des
déplacements maximaux en fonction de la position de la limite de troncature.
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Figure 5-15 : Géométrie du domaine semi infini et les différents chargements
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5.3.1 Semelle filante

Les figures 5.16, 5.17 et 5.18 montrent I’histoire de la réponse en déplacements des deux
positions de la limite de troncature L =20m et L = 60 m ainsi les déplacements verticaux
maximaux en fonction de la taille du domaine.
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Figure 5-16 : semelle filante ; Déplacement vertical sous charge triangulaire ;

Sous chargement triangulaire, on remarque sur les figures 5.16, que durant les quatre
premiéres secondes qui correspondent a la durée d’application de la charge, I’histoire de la
réponse suit la forme du chargement. Au-dela de cet instant, la réponse suit un mouvement
oscillatoire. Pour ce type de chargement, on constate aussi que les déplacements obtenus par
le modéle MEF-EI sont plus importants par rapport a ceux du modele MEF et cela semble
logique, car dans le modéle MEF, les déplacements de la limite de troncature sont empéchés.
L’étude de convergence montre aussi que les déplacements verticaux maximaux obtenus par
MEF-EI se stabilisent a partir d’une position de la limite de troncature L =30m,
contrairement & ceux du modele MEF qui a nécessité une position au-dela de L = 80 m.

De méme pour le chargement constant, on observe aussi les mémes constats sur les figures
5.17 de ceux du chargement triangulaire des figures 5.16.

50



Chapitre 5 Application des infinis aux problémes d’élasticité

o
o , =
T o _._|_L m
— ~ [T I A =
E_ o " /
W : ® U S/
! .
=2 -8 - i == Y o
H [5] 1 o [e)}
RN = - 5 | !
[4 1 I r (o] % i K4
N m > @2 7
¢ o Q St 2 \. o
£l | @ M - c | | ©
¢ S < O
F s —
IS
=
o (&S]
[ - wn L o
[ w L ~ I~
w
©
2
, , L 1o = , , o
o o o © QL o o o o
>
e} s} = n o © »
A c - - < 05
m (ww) swswaoeidaq
L | o D
T m 5 m
; g
m 2
= © | 1o .
= <
K
=
© \m 2 \M_M
ar 13 2 i)
¢ [<5) [7)]
< n o
£ & §
< £ 4_ L
L ] o O
N (5]
P
>
o 2
LL
o
o m1
o S :
3 ' : ' (ww) xep syuswaoe|de
= (ww) xepy sjuswaoe|dag N eElal

(ww) mEmEmom_Qmﬁ_”_

(ww) sjuswaoe|dag

figure 5-18 : semelle filante ; Déplacement vertical sous charge sinusoidale (w =5 rad/sec) ;
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Sous chargement sinusoidal (w = 5 rad/sec), on constate sur les figures 5.18 que pour le
modéle MEF les déplacements obtenus sont plus importants par rapport a ceux du modeéle
MEF-EI et cela est di a I’encastrement de la limite de troncature qui génére des réflexions
d’ondes et qui amplifient a leur tour la solution. Quant a I'étude de la convergence de la
solution, dans ce cas de chargement est délicat car la solution présente un mouvement
oscillatoire, et la réponse dynamique dépond essentiellement de la fréquence d'excitation. Plus
la taille du domaine augmente, plus la fréquence propre du modele change et plus le risque de
résonnance est grand. De plus, pour les déplacements verticaux maximaux, on constate qu’il
se stabilise a partir de L = 30 m contrairement au modele MEF.

5.3.2 Semelle circulaire

Dans cet exemple, on refait le mémes teste précédents mais pou une semelle circulaire.
Comme on I’a signalé précédemment, le probléme est traité en axisymétrique. Les résultats
obtenus sous les différents chargements, sont illustrés sur les figures 5.19, 5.20 et 5.21.
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Figure 5-19 : semelle circulaire ; Déplacement vertical sous charge triangulaire ;

52



Chapitre 5 Application des infinis aux problémes d’élasticité

20

N
(@]

-
o
-
o

o
o

L=60 m

Déplacements (mm)
S
Déplacements (mm)
RN
o o

-40 ‘ ‘ ‘

T T ;i
P o, .
* ., PN Rt
hl D g R4 s’

6 8 10 0 2 4 6 8

Tamne lean) Tamne lean)

—~ 0 T T T T
€

N
o
\

Y
o
T
|

A
o
T
1
1

Déplacements Max (
&
o
\
|

o
=]
o
N
o
W L
o
B
o
(S
o
o L
o
~ L
o

80 90 100

10

60 60
40t 401
€ €
E 20t E 20
2 2
5 5 o
s :
o o
2 20] 2-20
No) N
a a
40t -40 |
-60 : : -60 : : : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
Temps (sec) Temps (sec)
A 100 \ \ \ \
E | T MEF
> prm— —MEF-El |5
pa .
=
2 i
c
(]
IS
(0]
3 il
©
Q.
\©
] -100 ! I ! ! ! | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 5-21 : semelle filante ; Déplacement vertical sous charge sinusoidale (w = 5 rad/sec) ;

53

10




Chapitre 5 Application des infinis aux problémes d’élasticité

Méme pour ce type de fondation, on constate aussi que pour le modele MEF-EI fournis des
déplacements maximaux qui ont tendance a se stabiliser méme pour des tailles de domaine
trés réduites, contrairement au modele MEF qui nécessite des positions de la limite de
troncature tres éloignées de I’origine afin d’obtenir des résultats satisfaisants. Cela montre
bien que I'utilisation des éléments infinis, dans la prise en compte de la partie non bornée des
domaines, améliore considérablement la solution recherchée.

5.4 Conclusion

Les testes qu’on a effectué que ce-soit en statique et/ou en dynamique, les résultats obtenus
montrent bien que I’utilisation des éléments infinis dans la discrétisation des champs lointains
des domaines non bornés apporte énormément aux modeles numériques traitant ce genre de
probléme. De plus, ces éléments permettent de réduire la taille du domaine d’étude ainsi que
le maillage, en économisant ainsi I’espace de mémoire et le temps de calcul tout en
conservant la qualité de la solution recherché. Par contre, La technique classique
d’encastrement de la limite de troncature nécessite des tailles de domaines et de maillage tres
grande afin d’obtenir des résultats satisfaisant mais au détriment de calculs lourds et des
espaces de mémoire tres grands.
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Conclusion générale

Ce travail a fait I’objet de notre mémoire de fin de cycle dont le théme est l'utilisation des
éléments infinis dans la résolution des problemes élastostatique et I’élastodynamique des
domaines nos bornés. Ainsi, en élastostatique, nous avons traité quelques problémes
classiques d’élasticité a savoir le probléeme de Kirsch, de Flamant, de Boussinesq, semelle
filante et semelle circulaire. Les résultats obtenus sont comparés aux solutions analytiques
existantes dans la littérature. En dynamique, Nous avons traité une semelle filante et une
semelle circulaire sous chargement sinusoidal, triangulaire et constant ainsi que I’étude de
convergence en fonction de la taille du domaine. Les éléments infinis utilisés dans les tests
effectués sont des éléments infinis classiques issus de I’approche directe avec fonction de
décroissance de type exponentiel. En effectuant ce travail, les points essentiels qu’on peut
tirer comme conclusion sont :

L utilisation des éléments infinis permet d’une part d’accélérer la convergence de la solution
recherchée et d’autre part, de positionner la limite de troncature a des distances trés proche de
I’origine. Cela permet des gains importants d’espace de mémoire et de temps de calculs en
réduisant les tailles de maillages tout en gardant la précision des résultats.

En dynamique, la discrétisation par éléments infinis conduit a des matrices masse et rigidité.
Cela signifie que ces éléments interviennent méme dans I’analyse des vibrations libre du
probleme traité.

En dynamique, pour certains types de chargements, comme par exemple dans le cas de
chargement triangulaire ou constant, les éléments infinis classiques utilisés fournissent des
résultats satisfaisants. Par contre, dans le cas de chargements vibratoires, il est préférable
d’utiliser des éléments infinis périodiques car ces éléments contiennent des termes qui
tiennent compte de la propagation d’ondes.
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