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V= ué, + véy Champ de vitesse ol u et v les composantes longitudinale et transversale
y Coefficient de tension superficielle
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A Longueur d’onde caractéristique
h(x, t) Epaisseur locale du fluide
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R, Nombre de Reynolds
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R, Nombre de Reynolds critique
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D Tenseur taux de déformation
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k Nombre d’onde
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W; Taux d’amplification de I'onde
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Dt
9 Dérivée partielle
dx
Un Vitesse moyenne
Eﬁi Opérateurs divergence et gradient
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Introduction générale

Les écoulements de films minces tombants sont rencontrés dans de nombreux domaines
de l'ingénierie, allant de la géophysique a la biophysique, en passant par la nano-
fluidique et la micro-fluidique. Ils interviennent également dans de nombreux processus
industriels tels que les procédés de revétement, ou ces écoulements assurent une
application uniforme et contrélée des matériaux de revétement, l'industrie alimentaire,
ainsi que dans des applications dans l'industrie chimique et pétrochimique, ou ils sont
couramment utilisés dans les échangeurs de chaleur, les réacteurs et les colonnes de
distillation. Dans toutes ces applications, les écoulements présentent une surface
importante et déformable, qui peut étre sujette a des instabilités se manifestant par des
ondes de surface. Ces ondes apparaissent d'abord sous forme d'ondes périodiques
courtes, presque sinusoidales, et peuvent évoluer vers un état hautement irrégulier sur
une longue distance et en fonction du temps. Les écoulements de films tombants ont
suscité une attention considérable dans la littérature, depuis les travaux pionniers de
Kapitza [1], ce qui a conduit a de nombreux développements dans la recherche
expérimentale, analytique et numérique dans ce domaine. Des études de modélisation
des films minces tombants dans le domaine linéaire ont été menées par Yih [2,3] et
Benjamin [4], qui ont réalisé des analyses de stabilité linéaire de 1'état de base. Leurs
résultats ont montré que cet état de base devient instable par rapport aux grandes
longueurs d’ondes.

Dans le cadre de la caractérisation des instabilités des films minces S’écoulant par gravité,
plusieurs études expérimentales ont été consacrées a 1’étude des instabilités des écoulements
de films depuis les contributions novatrices de Kapitza [5]. On peut citer les observations
expérimentales de Nosoko. [6], Alekseenko. [7], puis Liu et Gollub [8,9], et plus récemment
Dietze et al. [10, 11] pour des configurations cylindriques. Ces études ont permis de mettre en
évidence divers types d'instabilités.

-Une premiére instabilité se manifeste a grand nombre de Reynolds et a une faible inclinaison
du plan incliné sous la forme d'un mode de cisaillement. Le cisaillement moyen dans le fluide
joue un réle important. Cette instabilité est principalement due a des effets visqueux. En effet,
la viscosité facilite le transfert d'énergie entre I'écoulement moyen et les fluctuations grace au
travail du tenseur de Reynolds [12].
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Figure 1- Courbe de stabilité marginale représentant I’instabilité visqueuse dans le plan
nombre de Reynolds et nombre d’onde.

-Une deuxiéme instabilité de grande longueur d'onde résulte de phénomeénes interfaciaux. Ce
type d'instabilité survient généralement a des faibles nombres de Reynolds. -Une troisieme
instabilité interfaciale de courte longueur d'onde est mise en évidence. Elle apparait lorsque
les nombres de Reynolds et les débits sont faibles. Ces instabilités trouvent leur origine dans
les contraintes de cisaillement engendrées par les perturbations au niveau de l'interface entre
les couches de fluides. Les contraintes de cisaillement localisées a la surface libre et le
transfert d'énergie entre le champ de base et le champ de perturbations contribuent a favoriser
I'apparition de ces instabilités.
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Figure2 : Courbe de stabilité marginale dans le plan nombre de Reynolds et nombre d’onde
représentant ’instabilité interfaciale.



Figure 3 : Instabilités de type films minces, trains d’ondes observés suites aux ruissellements
d’eau de pluie. Source : C. Ancey, Cours d’hydraulique a surface libre, p238 [13].

Figure 4 : Trace d’'un paquet d’ondes internes générées par la marée au-dessus du détroit de
Gibraltar.source : RADARSAT image, Space Departement, DERA, UK
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Figure 5 : Exemples de la manifestation naturelle d’instabilités interfaciales :

Benney [14] a étendu l'analyse des films tombants dans le régime non linéaire en
dérivant une équation d'évolution pour I'épaisseur du film, prenant en compte l'inertie,
la pression hydrostatique, les effets capillaires et les effets visqueux. Diverses modeles
ont été dérivées a partir des équations de Navier-Stokes pour modéliser les écoulements
de films liquides tombant sur un plan vertical ou incliné. Shkadov [15] a utilisé un profil
de vitesse semi-parabolique, qui satisfait aux conditions aux limites a la paroi et a
l'interface, pour dériver une méthode basée sur une approche qui combine la théorie de
la couche limite avec la méthode intégrale de Karman-Pohlhausen (Kapitza, [1];Shkadov,
[15D.

Les prédictions du modele de Shkadov montrent un bon accord avec les expériences
d'Alekseenko et al. [7], en particulier pour le cas des ondes se déplacant rapidement en
termes de vitesse et d'amplitude des ondes. D'autre part, le modele de Shkadov ont
manqué le seuil du déclenchement des instabilités de 20% par rapport au seuil
d'instabilité basé sur les équations d'Orr-Sommerfeld soit Rec = 5/6 cot 6. Du fait que
les contributions inertielles apparaissent a l'ordre epsilon dans l'approche a une seule
équation pour modéliser les films tombants a des nombres de Reynolds modérés a
élevés le modele de Benney est voué a I'échec dans ce domaine. Par Ruyer-Quil et
Manneville [16, 17] ont proposé une nouvelle approche, étendant la théorie de la couche
limite développée par Shkadov, qui a été démontrée comme étant efficace pour des
nombres de Reynolds inférieurs a 300. Leur approche est donc basée sur la théorie de la
couche limite combinée a une méthode aux résidus pondérés ou les fonctions tests et de
pondération sont soigneusement choisies.

L'objectif de cette étude est d'examiner l'instabilité de l'interface dans un écoulement de
fluide visqueux sur un plan incliné, tout en appliquant un contrdéle sur la paroi solide.
Pour cela, un modeéle basé sur la théorie de la couche limite et des résidus pondérés a été
développé, conduisant a deux équations couplées pour l'épaisseur du film et du débit
local, décrivant I'évolution des ondes de la surface libre avec une faible amplitude. Cette
équation permet de déterminer les conditions critiques pour l'apparition des
instabilités. Nous nous intéressons ensuite a une étude de stabilité linéaire du probleme.
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Le modele développé permet de mettre en évidence la notion d'instabilité de grande
longueur d'onde. Notons que dans ce cadre un certains nombre de travaux ont été
réalisés au sein de notre laboratoire, ces travaux concernent des écoulements de fluides
newtoniens et de fluides non newtoniens s’écoulant dans différentes configurations
géométriques [18, 19, 20, 21].

Le premier chapitre fera l'objet d'une analyse adimensionnelle du probleme d'un
écoulement de film mince visqueux a frontiere libre sur une paroi solide inclinée. Nous
verrons qu'il existe trois parametres de base indépendants qui apparaissent dans les
équations adimensionnelles du probléme, en plus de l'angle d'inclinaison 6 qui tient
compte des effets de la gravité, nous avons également choisir, le nombre de Reynolds R
et le nombre de Weber W, qui donnent respectivement l'importance relative des effets
d'inertie et de tension superficielle par rapport aux effets de viscosité.

Au chapitres 2, nous allons développer des modeles théoriques permettant de simplifier
les équations du mouvement adimensionnelles et les conditions aux limites associées. La
modélisation est basée sur I'hypothese d’ondes longues et I'approche de couche limite.
Au chapitre 3, nous développons une analyse linéaire de stabilité des petites
perturbations de I'écoulement de base. Ensuite on cherche les solutions sous forme de
modes normaux On examine ensuite I'effet des parametres physiques du fluide sur les
instabilités interfaciales aux grandes ondes.
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Chapitre I

Formulation générale et position du
probleme
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1. 1- Introduction

Le chapitre sera dédié a une analyse sans dimensions de I’'écoulement d'un film mince
visqueux avec une frontiere libre le long d’'une paroi solide inclinée.

Dans ce probléme la gravité sera le moteur de linstabilité, comme on prend en
considération la tension superficielle et la viscosité, et nous allons présenter la
formulation mathématique du probleme, ou nous allons introduire les équations du
mouvement ainsi que les conditions aux limites correspondantes.

I.2-Formulation du probléme :

Considérons un film liquide mince s'écoulant sur un plan incliné faisant un angle 6 avec
I'horizontale sous l'action du champ gravitationnel g et de la tension superficielle y. Le
liquide est newtonien non miscible et incompressibles, de densité p et de viscosité
u constantes. Un repére de référence de coordonnées cartésiennes (x, y)est adopté avec
x mesurant les distances le long du plan incliné et y la distance perpendiculaire a celui-
ci. L'interface perturbée entre la couche du film liquide et le gaz est notée y = h(x,t),
I'interface non perturbée correspondante est h,.

Les équations du mouvement sont les équations incompressibles de Navier-Stokes dans
la région du liquide, ainsi que les conditions aux limites appropriées a travers l'interface
h(x,t). Sil'on considére que le champ de vitesse dans la couche liquide est i = (u, v )et
la pression est notée P, les équations de quantité de mouvement et de conservation de
la masse sont les suivantes

Figure 1.1 : écoulement d’un film mince visqueux sur un plan incliné
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I.3 - les équations du Mouvement :

Pour la résolution du probleme il faut d’abord écrire les équations qui gouvernant le
mouvement du fluide :

1.3.1-Equation de continuité (la conservation de la masse) :

Généralement I’équation de conservation de masse (continuité) d’'un écoulement s’écrit
sous la forme suivante :

% + div(pii) = 0 (11)
ap

Comme le fluide et incompressible donc :p = constant donc o= 0

div(pu) =0- div(id) =0
, du ov
D’autre part_—+ P 0 (L2)

[.3.2-Equation de Navier Stokes :

p(%+7.grad)v = div + pg(1.3)

Le tenseur des contraintes ¢ dans notre cas s’écrit:
&=—Pl+2uD

O D est le tenseur taux de déformation dont les éléments sont :

D.. = 1 (')vl- N avj
b 2 aXJ axi
I représente le tenseur identité

—

p=s = —VP + pdii + pg(l.4)

La projection de I'équation précédente (I.3) suivant x et y en coordonnées cartésiennes
(2D) est donnée par:

ou ou ou opP 0%u = 0%u .
p (E tu—+ va) =—-tu (ﬁ + 6_3/2) + pgsin (6)(1.5)

15



a av v il 92 92
p (a—:+ u——+ UE) =% +u (a_xz + #) — pgcos(0)(1.6)
[.3.3-Condions aux limites

Condition d’adhérence et d'imperméabilité

u=0 en y=0

v=0eny=0

Condition cinématique

oh oh

o5 Tug, =veny = h(x,t)(1.9)

Conditions dynamiques

TA+o(V.A)A =0 eny=h(xt)(1.10)
On peut définir le vecteur normal #ipar :

1 oh
)
1+(3) N 1

ax

Nous savons aussi que les vecteurs normal et tangent respectivement sont

perpendiculaires, on a donc cette expression pour t:

e

ox

o+
Il

(1.7)
(18)
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L.4- Ecoulement de base

L’écoulement de base pourrait désigner un état ou une condition d'écoulement utilisé
comme référence pour comparer d'autres états ou conditions d'écoulement.

Dans ce probléme il y a une invariance par translation suivant x, I'écoulement est
Stationnaire :

Donc L’équation de Navier-Stokes (L.5) et (I.6) se réduit comme suit :
a2 :

0=+4u (ﬁ) + pgsin(8)(1.11)

Il y a un équilibre entre force de viscosité et force de gravité

- _%_
0= 5y  P8Cos 0)(1.12)

Comme::

oP

— =0
0x

Dapres I'équation (1.12) et Apres intégration on trouve :

= P(x,y) = pgcos(@)(h—y)+ PO (L.13)

D’apres I'équation (I.5) et apres intégration, on trouve la solution de base de note
probleme est donc:

v = =G| 11

Le champ de vitesse d’'un écoulement stationnaire d'un fluide visqueux sur un plan
incliné d’angle 6 , soumis aux seules forces de pesanteur, a un profile parabolique avec
une vitesse maximum au niveau de la surface libre.

17



Uly) = pgsin(6) 21—(3')2]

2p ho h_o
Viy)=0

P(x,y) = pgcos(@)(h—y)+ P,

[.5- Ecriture des équations du film mince sous forme adimensionnelle :

1.5.1-Choix des échelles de référence

On se fixe comme longueur caractéristique horizontale A suivant x, aussi la hauteur ho
sera prise comme grandeur de référence suivanty. et Un, la vitesse moyenne et d’apres
la conservation de la masse on peut déterminer la vitesse suivanty

-on deﬁm;0 = & (paramétre onde long dans la direction de I'écoulement)

ho .
Ona Um= ij %Lng (2hyy —y®)ydy avec Um c'estla vitesse moyenne
0

pg sin @ h?
3u

sin @ 2 43
m =298 an 2 - 2]

h
Z‘H ho 0

18



[.5.2-Equations adimensionnées

On a adimensionné les équation (1.2), (I.5) et (1.6) on obtient ce qui suit :

Conservation de la masse

ou v
st =0 (1.15)

Equation du bilan de la quantité du mouvement suivant x

u du du

2 2
Ree(—+u—+v—)=—a—P+3+ g2t o
at y dx

ﬁ—i_a_yz (1.16)

Equation du bilan de la quantité du mouvement suivant y

3(v 0y OV 0P 4 0% 0%
Ree (6t+uax+v6y)_ ay+£ to2 ¢ 577 3cot 0 (L17)
[.5.3 Conditions aux limites correspondantes
u=v=0 en y=0 (1.18)
Condition normale
_ 20m\7F 2 [20h20u _ Oh(ou | o 0v) v
P= 2(1 h 6x) € [S 0x 9x dx (ay s ax) + ay (1.19)
Condition tangentielle
20h Ov _ Ou _ g20R%y 0u 0V _
ax(ay ax)+(1 £ ax)( ay+e ax)—O eny = h(x,t) (1.20)
Condition cinématique
oh oh
v=_tu o en y=h(x,t) (L21)

1.5.4-Définitions de quelques nombres adimensionnels :

- le nombre de Reynolds :

19



Le nombre de Reynolds, noté Re est un nombre sans dimension caractéristique de
la transition laminaire-turbulent. Il est mis en évidence en 1883 par Osborne Reynolds.

U, h
Re=pm0
u

- le nombre de weber :

Le nombre de weber est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides
pour caractériser I'écoulement de fluides a l'interface du systéme. Il représente le
rapport entre les forces d’inertie et la tension Superficielle

|4

wes pUmZ hO

- Le parameétre €:

Le paramétré € qui rend compte du caractere ondes longues des modes instables

€T

-Le nombre Kapitza k, :

On introduit également le nombre de Kapitza k, qui est le mieux adapté vu qu'’il ne fait
intervenir que les caractéristiques physiques (densité, viscosité, tension de surface) du
fluide considéré. Il est donné par :

k, = Y
& pv*/3(gsinf)1/3

20
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Chapitre 11
Modelisation du probleme
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Il.1-Introduction

Les forces agissant sur le fluide en écoulement sont de plusieurs natures, 1’écoulement subit
en son sein des forces de gravité liées au poids du fluide, des forces de pression, des forces
d’inertie dues a la variation de vitesse et forces de frottements causees par la viscosité. Vue
que le fluide considéré est un film mince, alors les forces de tension superficielle sont
¢galement prises en comptes. L’ensemble de ces forces sont quantifiées dans les équations du
mouvement a travers des nombres sans dimensions. L’un des enjeux essentiels des études sur
les écoulements de films fluides est la compréhension des mécanismes d’instabilité

interfaciale et la prévision du seuil d’apparition de ces instabilités.

Dans ce chapitre, nous allons explorer des modeles susceptibles de remplacer les équations de
Navier-Stokes pour décrire le comportement des films fluides qui s’écoulent sur une plaque
inclinée.

Nous montrons comment écrire des modeéles a deux équations, sur la hauteur et le débit, a
partir des équations de Navier-Stokes en utilisant des modeles intégraux couches limites.

Nous étudions alors les propriétés des systéemes ainsi obtenus dans le chapitre suivant.

I1.2-Equations du mouvement a I’ordre deux en ¢

L'approximation de couche limite, consiste a négliger tous les termes supérieurs a 1’ordre
deux en. Ainsi I’élimination des termes d’inertie dans I’équation transversale a 1I’écoulement
permet de déterminer une expression pour le champ de pression. Les équations de Navier-

Stokes ainsi simplifiées modélisent 1’écoulement de la couche de fluide.

Les équations adimensionnées sont alors données par

u v
P 5—0 (I. 1)
du  0U L oUy_ 0P 2 0% | 0%
Res(at+uax+vay)— " +3+ ¢ 6x2+6y2 (1. 2)
__0P 20
0= 6y+8 oy 3cot O (II. 3)
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11.2.1-Condition aux limites

U=v=0 en y=0 (1. 4)
P = —2¢? zh ZU + 2¢? Z—Z — 3w.R, Z% en y=h(x1t) (1. 5)
—Z—;I = g2 (u %Z—: — Z—Z) en y=h(xt) (11.6)
v="t4u 2 en  y=h(xt) (IL7)

La condition tangentielle fait apparaitre un gradient de vitesse d’ordre deux en € par
consequent la condition normale se simplifie et devient

b2V s 0%h
= an sweaxz

L’écoulement bidimensionnel est défini a partir de trois parameétres indépendants : Rcle
nombre de Reynolds, le nombre de Weberw, et B =3cot0la pente de la surface
d’écoulement du fluide

11.3-Elimination de la pression

h(x,t)
0P _ 5,0V Ph(x,t) 20%v
o =€ oy 3 cot (8)— f oP = Jy (s 357 3 cot (9)) dy

P(h) — p(y) = (82 Z—Z — 3 cot (9)y>—> P(x,y,t) = P(h) — ( SZZ—‘; — 3 cot (0) y)

Apres calcul donne:

P (x,y,t) = 3¢ cot (h — y) re 2N 26u+(6u
X, Y, £co y) — €3 wRe %2~ \ax T 52

).

Pl = 3ecot —X - s3wRe— — €2 [ ] (11.8)
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Orona:

o2y _ _op 22 ) 2
Rez(3- +U 2 +v ayz) = - T3+t + (1L9)
Ou bien
DU il a%u a%u
Re‘gE-" . 3 - ZE—W= 0 (11.10)

P .
On remplaceapour avoir :

92U DU oh 2y ou 3h
o — Resp + 3(1— cot (0)52) + 2(2 o+ (5h)x)+ e3wRe 22=0 (IL.11)

C’est’équation de la couche limite.

Notons que ce probléeme il fait intervenir ces trois paramétré qui influence I’écoulement
(Re, wet8).

I1.4- Résolution des équations de notre probléme

Von Karman (1921) a développé une équation intégrale en intégrant I'équation de
quantité de mouvement sur toute I'épaisseur de la couche limite. L’objectif étant
d’obtenir une solution approchée de la couche limite. Simultanément, Pohlhausen a
proposé une solution de I'équation de Von Karman, pour des cas particuliers, en la
fermant a l'aide de profils de vitesse polynomiaux. C’est ainsi que des méthodes
intégrales de couche limite se sont beaucoup développées surtout dans le cas des
écoulements de films minces fluides. On peut citer les modeles développés par Kapitza,
Skadov etc...

11.4.1 - Modele intégral de Shkadov

L’équation de couche limite(Il. 11) intégrée sur I’épaisseur du fluide nous permet
d’obtenir le modele intégral de Shkadov. L’'inconnu étant le profil de vitesse
longitudinale u(x, y, t) est projeter sur un profil polynomial.

On pose
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‘LL(X, y’ t) = aO(x’ t)f(}’) (H 12)

Ou f(y)est une fonction test, elle satisfait les conditions aux limites

2

__y 1y
fO) =1~ antoe (1L 13)

fy)=0 en y=0;
ainsi que sa dérivé eny = h(x,t)

of (y) —0

2y eny = h(x,t) (II. 15)

On définit le champ a,(x, t) en fonction du débit qui est une quantité qui possede un
sens physique

h(x,t)
q(x,t) = J Ux,y,t)dy

0

Ce qui donne

_3q(xt)
ag = D) (1. 17)

Finalement le champ de vitesse longitudinal devient

1 2
Uxy,t) = a(x0) (h(z,t) B En(i,t)Z) (L. 18)

L’équation de continuité permet de déterminer la composante transversale de la vitesse :

( 0 = fyaud
v(x,y,t) = | ox y

: e s . : oh oh .
Ensuite en va modifie la condition cinématique v = o; tu - versuneautre écriture
X

qu’il s’appelle la condition cinématique sous forme intégrale

h  4Q

preaewl 0 En y=h(xt)
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=en remplace V en y=h ( condition cinématique )v|, = Z—}; +U Z—:
h
au v + oh LU doh 0
= _ o —_— =
ax T at ax
0
doh N au dv+ U doh 0
= — —_— ) =
ot ax " Y ox

En applique la regle de Leibniz ;—xfoh F(y,x)dy

h(x,t)
= oh + g ud
at " ox Y
(]
Sachant que I'expression du débit s’écrite : Q= Oh(x’t) U(x,y,t)dy
Donc
oh  9Q

el 0 En y=h(xt) c'estlacondition cinématique sous forme intégrale

h et Q sont des champs qui ont une signification physique la hauteur du film et le débit
de I’écoulement respectivement

11.4.1.1- Modeéle a ’ordre 1 en €

Equation de couche limite a 'orde 1 en ¢

02U DU on 93h
7 Ree—+ 3(1— cot(9)£)+ e3wRe —— =0 (1. 19)
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En intégrant I’équation (11.19) sur la hauteur du film, on obtient une premiéere équation d’évolution de

I’interface qui peut étre mise formellement sous la forme suivante :

dq(x,t) h(x, D)e?w (a3h(x,t)) 3h(x, t)B(ah(x t) ~ qCx, t)(aq(xt)) .
at ’ e\ 9x3 Re 5 h(xt)
540, t)? ( 4 t)) 3h(xt)  3q(xt) L. 20
6 h(x,t)? Re h(x,t)2R.€ (I1. 20)
La condition cinématique sois forme intégrale
aq oh _
wT5:.=0 (IL 21)

La condition cinématique sous forme intégrale complete I'’équation précédente et forme
un modele :

Les équations (II. 20) et (II. 21) constituent le modele intégral a I'ordre un.

La précision du modele de premier ordre diminue a mesure que le nombre de weber
(we) diminue et que le nombre de Reynolds augmente, rendant ainsi nécessaire
I'utilisation d’'un modeéle de second ordre pour décrire correctement la dynamique du
film.

11.4.1.2- Modeéle al'ordre 2 en € :

L’équation de couche limite a I'ordre 2 en ¢ est la suivante

o°U R DU+ 3<1 t(H)ah)+ ZA ZaU <6u|) + R 63h_0
3y7 ee o co 7% € FP % 2w, e 3=

oU(x,y,t) U (x,y,t) 6U(x V,t) oh(x,t) _ A2U(x,y,t) 2 0 [9U
Ree( at tu ax tv ) + 3¢B ( 0x ) 3 dy? —Ae 0x [ax] +
a2u 3 (03R(xD) _

ou v
T3 =0 (1.24)

La substitution du profil de vitesse parabolique dans 1’équation de couche limite puis son
Intégration de cette équation sur 1’épaisseur du film fluide, permet d’obtenir le modeéle de

Shkadov ou les termes d’ordre deux d’origine visqueuse sont pris en considération.
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11.4.2-.Modele aux résidus pondeérés

La méthode aux résidus pondérés est utilisée afin de déterminer une équation
d’évolution de la surface libre h(x,t) et du débit q(x,t) de 'écoulement [11, 13]. La
méthode combine a un développement en gradient du profil de 'écoulement (Ruyer-
Quil et Manneville, 2000) et une méthode aux résidus pondérés. Cette méthode est
utilisée dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, elle consiste a éliminer la
coordonnée y normale au plan et a formuler un modele ne dépendant que de la position
x etdutempst.

On projette le champ de vitesse suivant la direction de I'’écoulement sur un ensemble de

fonction test qui satisfont les conditions aux limites : adhérence a la paroieny = 0 ;

On pose u(x, y,t) = Ei=o ar(x, ) fi () (11.25)

Le champ de vitesse peut étre écrit comme un développement en gradient ou le champ
uy(x,y,t) est considéré comme une correction du profil de vitesse parabolique uy(x,y,t).

On pose

u(x,y,t) = ug(x, y,t) + eug (x, y,t) + 0(e?) (11.26)
Ou uy(x,y,t) correspond a la solution a 'ordre zéro, elle a la forme de I"écoulement de
base.
Les travaux antérieurs nous permettent de nous limiter a la solution a I'ordre zéro, soit

3q(X,t)< y 1y )

h(x,t) \h(x,b) 2h(x,t)?

u(x:% t) = uo(x:y» t) =

L’élimination de la variable d’espace correspondant a la direction transversale yse fait
en écrivant les résidus correspondant aux fonctions poids.
La méthode utilisée dans ce travail est la méthode de Galerkin pour laquelle les

fonctions tests sont les mémes que les fonctions poids .

AGeo) aU(x yt) , UEYD 0U.D) 9h(x, ) 0°U(x,y,1)

d [oU a*u 3%h(x,t
_Sza[a]‘i‘ZW—WeRe < (x )>]f( )dy—O

Ce qui donne I’équation mod¢le suivante :
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1 0 3 1 1 0 ]
= Ree | +— 1386 [ — g1 —
3 h(x, t) we ee[ o h(x, t)] € 120 hx t)z [[ 386[ Pl (x,t)) ( ™ h(x,

[k 2 0’
t) | h(x,t) —546 | —= ql(x,t) | h(x,t)° +693ql(x,t) | —= h(x, 1) | h(x, 1)
] a’ o’

— 130241 (x. 1) (a% h(x, t))2] ezj ¥ %0 h(xl " [(4208h(x, 0’ (% h(x,t))

0 0
+ 408 (a ql(x, t)j h(x,t) ql(x,t) Ree + 168 h(x, I,‘)2 (E ql(x, t)j Ree

1 -420h(x,t)° +420q1(x, )
420 h(x, t)z

—216q1(x’t)2[%h(x,t)jReej s) + =0

I1.5- conclusion

En adoptant 'approche développée par Ruyer-Quil et Manneville en perfectionnant le
modele de Shkadov a l'aide d’'une approche qui combine I'approximation en série de
Taylor du champ de vitesses avec la méthode des résidus pondérés. Nous avons pu
formuler un systeme d'équations d'évolution couplées pour deux variables inconnues :
|'épaisseur du film h, le débit instantané local. Cela est rendu possible en appliquant
I'approximation de couche limite, qui consiste a négliger les termes d'inertie du second
ordre en ¢ dans la direction transversale de I’écoulement, cela a permis d’obtenir une
expression pour la pression, qui est ensuite incorporée dans I'équation de conservation
de la quantité de mouvement selon x. Cette démarche nous conduit a une équation ou la
seule variable est la vitesse longitudinale.

29



Chapitre 111
Etude de stabilité linéaire
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Introduction

Dans toute I'étude du probléeme de la stabilité des écoulements de films minces
visqueux, nous avons possedes hypotheses restrictives: Nous avons considéré
I’écoulement laminaire et bidimensionnel (2D). Le nombre de Reynolds R, est construit
avec une vitesse moyenne U,, et une longueur caractéristique A dans le sens de
I’écoulement. Les modeles développés permettent d’explorer la dynamique linéaire de
ces écoulements dans des gammes de nombre de Reynolds correspondant a un régime

d’écoulement laminaire (R, £300). Dans ce chapitre nous allons procéder a I'étude de la

stabilité linéaire de I'écoulement qui consiste dans un premier temps a linéariser les
équations modeles.

I11.1 linéarisation des équations modeles

On va explorer les outils mathématiques simples qui permettent de déterminer si
I’équilibre d'un systeme est stable ou instable. La technique consiste a considérer
’évolution de petites perturbations de I’équilibre, ici la solution de Nusselt . L’hypothése
de petites perturbations nous permet d’introduire un petit parametre pour négliger les
termes non linéaires dans les équations. On obtient alors un systeme d’équations
linéaires, plus facile a résoudre que le systeme initial. La croissance ou la décroissance
des petites perturbations permet de déterminer si le systeme est stable ou instable.

On note (H, Q) la perturbation de I’état de base et on pose

h(x,t) =1+ H(x,t)etq(x,t) =1+ Q(x,t) (1IL.1)
En termes de modes normaux, la perturbation peut étre écrite sous forme suivante :
H(x,t) = Ae!kx=90 et  Q(x,t) = Bel(kx=®D) (111.2)

Ou k est le nombre d’'onde réel et w = w, + iw; est la pulsation complexe de 'onde.
Cette approche correspond a regarder I'amplification temporelle des perturbations.
Dans le cas ou w; le taux de croissance de l'onde est négatif 1'écoulement est
linéairement stable, alors que si w; est positif 'écoulement est linéairement instable et
w; = 0 correspond a une stabilité marginale ou neutre. Dans ces conditions la résolution
des systemes (I1.25) -( I1.26) donnent la relation de dispersion mise sous la forme

suivante :

D(k, w, Ry, We,B) = 0 (111.3)

Nous étudions dans cette section la stabilité temporelle de I'écoulement de base vis-a-vis
d’'une perturbation de nombre d’onde k; réel et de la pulsation w complexe

w = W, +iw;.

31



I11.2Modele intégral de Shkadov : équation linéarisée

Modele de Skhadov

Equations linéarisées :

L Reed’ [a—H( )J + [—l 6—2 O, 1) + % a—zH(x,t)] & + [B (a—iH(x,t)

\

3 P 6 oy o’ /
+% (—Q(xt jRee % [aiQx t jRee—% [%H(x,t)jReeje—SH(x,t)
+Q0(x, 1) =0

aixQ(x,t) +—H(x1t)=0

On pose les perturbations proportionnelles & expikx-«t)

Le determinant est
10 Reee” i we + 45162k — 351 K o + 30 Bek® — 12 Reee k> + 24 Reesk®
— 10Reec® + 901k —30Im=0

111.3 Modeéle aux résidus pondérés de Ruyer-Quil : Equation linéarisée

Modele aux résidus pondérés

Equations linéarisées :

3 2 2
—iweRee83 a—H(x,t) + _ﬁa_Q( )+£6_H( ) 2
3 3 ox 20 @y

3 10 g2
+ [B[%Ij(x,t)) +% [%Q(x t)jRee—i—% (§ Q(x,t)jRee
—% [%H(x,t)jRee)a—?aH(x,t) 06 1) =0
%Q(x,t) + a—H(x,t) =0

Déterminant

10 Reee’ K we + 451621 — 351 P o +30Bek* — 12 Reee K + 24 Rees ko
— 10 Reeew + 901k —30Tm=0

10 Ree~k~* we + 30 B~ k~> — 12 Ree~k~? + 24 Ree~k~wr~ + 35 k~* wi~ — 10 Ree~ ( ~wi~?
+ wr~ ) +30wi~=0
24 Ree~ k~wi~ — 20 Ree~wi~wr~ + 45 k~> — 35 k~* wr~ + 90 k~ — 30 wr~=0
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Stabilité marginale

2450 Ree~ k-2 w~ + 4200 Ree~k~* w~ + 7350 B~ k~* + 570 Ree~k~* + 1800 Ree~k~> w~

+ 12600 B~ k~* + 360 Ree~k~> + 5400 B~ — 5400 Ree~=0

Taux d’amplification

800 Ree~> k= wi~? w~ + 2800 Ree~? &k~ wi~ w~ + 2450 Ree~k~> w~

+ 2400 Ree~? k~* wi~w~ + 4200 Ree~k~3 w~ + 2400 B~ Ree~? k~? wi~*

+ 8400 B~ Ree~k~* wi~ + 7350 B~ k~° + 192 Ree~> k~* wi~? + 800 Ree~> wi~*

+ 672 Ree~? - wi~ + 5600 Ree~? 2 wi~> + 570 Ree~ o + 12250 Ree~ - wi?
+ 8575 k~° wi~ + 1800 Ree~k~* w~ + 7200 B~ Ree~k~* wi~ + 12600 B~ k~*

+ 576 Ree~? k~? wi~ + 4800 Ree~* wi~> + 360 Ree~k~* + 21000 Ree~ k~? wi~>

+ 22050 k~* wi~ + 5400 B~ k~* — 5400 Ree~k~? + 9000 Ree~wi~> + 18900 k~? wi~

+ 5400 wi~=0

111.4Seuil d’instabilité des modéles considéreés

Les figures 1.1, 111.2 et 111.3 montrent I’influence des parameétres de 1’écoulement sur la

déstabilisation de D’interface. Cette influence est mise en évidence a travers le tracé du taux

d’amplification en fonction du nombre d’onde. Les régions ou w; > 0 correspondent & un

écoulement instable et celle ou w; < 0 correspondent a un écoulement stable. Remarquons

que les courbes représentées sur ces figures sont obtenues analytiquement. Avec le modéle de

Galerkin, on obtient un Reynolds critique R, = gcot 6, tandis que le modele intégral donne

un Reynolds critique R, = cot 6.
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I11.Sinfluence de I’inclinaison
La figure 111.2 présente des courbes de stabilité marginale pour différentes valeurs de I’angle
d’inclinaison 6 . Les figurent montrent qu’une petite inclinaison déstabilise plus I’écoulement

et dans le cas d’un plan le Reynolds critique a une valeur nulle.

06
90°
05
10° /
/
0 =4° /
f
!

Instable

0.34

0.024

]
— — —
——

0.1
00

60

Figure 1.2 : Courbes de stabilité marginale montrant [’influence de l’inclinaison du plan

pour k, = 3000

I11.6-influence de la tension superficielle

La figure 111.3 présente des courbes de stabilit¢ marginale dans le plan du nombre de
Reynolds, et nombre d’onde. Ces résultats montrent que 1’augmentation dela tension

superficielle augmente lazone stable, par conséquent, on peut conclure au fait que la tension
superficielle joue un rdle stabilisant dans le cas de I’écoulement d’un film mince. Notons que

ce résultat est conforme a ceux de la littérature. La variation de la tension superficielle n’a
p

aucune influence sur le nombre de Reynolds critique. A k =0, toutes les courbes

commencent au méme nombre de Reynolds critique.



0.9

0.3

1
0 20 40 60 30 100

Figure 111.3 : Courbes de stabilité marginale montrant ['influence de la tension superficielle ;
en variant le nombre de Katitza pour une inclinaison de 6 = 30°.

I11.7Taux d’amplification des perturbations

Dans la gamme des parameétres représentés sur la figure 111.4nous avons représenté les taux
d’amplification fonction du nombre d’onde des modes instables. Sur la figure I111.4 (a)plus en
augmente la valeur de la tension superficielle plus le taux d’amplification maximum diminue
pour les petites perturbations de 1’écoulement de base. Le nombre d’onde pour lequel le taux
d’amplification est maximum augmente quand on diminue la tension superficielle. Sur la
figure 3.4 (b)le taux d’amplification maximum augmente quand on augmente I’inclinaison.

Notant que le nombre d’onde critique correspondant change trés peu.
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Figure 1.4 : Taux d’amplification temporel w; de l'instabilité de l’'interface en fonction du

nombre d’onde k de la perturbation pour R, = 40.
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111.8-conclusion

Dans ce chapitre, nous avons soumis I’écoulement a de petites perturbations, puis nous
avons effectué une analyse de la stabilité linéaire, ce qui nous a permis de déterminer

des courbes de stabilité marginale en posant w; = 0 ainsi que le taux d’amplification en
fonction de nombre d’ondes k et les courbes de la stabilité qui montrent I'influence des

parametres de I'’écoulement sur la déstabilisation de la surface libre.
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Conclusions et perspectives

Au cours de la réalisation de ce mémoire, nous avons dans un premier temps posé le probléme
d’un film mince s’écoulant sur une paroi solide inclinée en termes d’équations régissant le
mouvement du fluide. Ces équations sont les équations de Navier-Stockes incompressibles,
elles s’obtiennent a partir des équations de conservation de la quantité de mouvement et de la

conservation de la masse.

En raison des effets combinés des forces de viscosité, de gravité, de tension superficielle et
des forces d’inerties, nous avons fait un choix de grandeurs de références afin de rendre
toutes les équations du probléme sans dimension. Ce travail d’dimensionnement, nous permet
de simplifier les équations dans le cadre de 1’hypothése de film mince et nous permet de
déterminer les nombres sans dimension pertinents. Les nombres sans dimension obtenus
permettent d’évaluer 1I’importance relative de tous les effets physiques qui rentre en jeux dans

le probléme.

Nous avons ensuite développé deux modeles analytiques basé sur une méthode intégral cela
nous a permis d’explorer ’instabilité de la surface libre qui est une instabilité de grande
longueur d’onde. Les modeles développés se présentent sous forme de deux équations aux

dérivées partielles ou les inconnues sont la hauteur de la surface libre h(x,t) et le débit

q(x,t).

En particulier nous avons développé une étude de stabilité linéaire et nous avons mis en
évidence les seuils de déclenchement des instabilités. Nous avons notamment retrouvé les
résultats de la littérature a savoir le modéle intégral de Galerkin reproduit de maniére exacte le
Reynolds critique qui est R,. = 5/6cotf . Nous avons ensuite exploré I’influence des
paramétres sans dimension sur ces instabilités a travers la disponibilité d’une relation de

dispersion analytique.
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Résumé

Dans ce travail, nous considérons un écoulement par gravité d'un film mince de fluide
visqueux dont le mouvement s'effectue sur une paroi rigide inclinée. L'objectif du
probléeme est de développer un modele basé sur combinaison d'une expansion des
ondes longues et d'une approximation d'équations de types couche limite valables
jusqu'au deuxiéme ordre dans le rapport épaisseur du fluide h, et longueur d'onde A

(e = hy/A < 1). La moyenne de ces équations sur l'épaisseur du film nous permet
d'obtenir un systeme basé sur deux équations couplées pour I'épaisseur local du fluide
et du débit local appelé modeéle. Une étude de stabilité linéaire basée sur les modes
normaux de ce modeéle est mise en ceuvre afin de décrire le processus de génération des
d'ondes qui sont liées a la perturbation de la surface libre, afin de caractériser sa
stabilité.

Mots clés: Ecoulements laminaires, fluide visqueux, film mince, ondes interfaciales,
stabilité linéaire.

Summary

In this work, we consider a gravity-driven flow of a thin film of viscous fluid moving
along an inclined rigid wall. The objective of the problem is to develop a model based on
a combination of long-wave expansion and an approximation of boundary layer
equations, valid up to second order in the fluid thickness-to-wavelength ratio (e<< 1).
Averaging these equations over the film thickness yields a system of two coupled
equations for the local fluid thickness and local flow rate, referred to as the model. A
linear stability analysis based on normal modes of this model is implemented to
describe the wave generation process related to free surface perturbations and
characterize its stability.

Keywords: Laminar flows, viscous fluid, thin film, interfacial waves, linear stability.
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