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Introduction Générale

Aujourd’hui, la gestion efficace des files d’attente est devenue cruciale dans de nombreux
domaines, soutenue par 1'utilisation des mathématiques avancées. Parmi les outils les plus es-
sentiels se trouvent les chaines de Markov, qui ont évolué depuis leur origine dans les réseaux
téléphoniques du début du XXe siécle pour devenir indispensables a la modélisation des sys-
témes dynamiques. Les systémes de files d’attente, omniprésents dans les télécommunications,

I'informatique, la santé et les transports, représentent un point critique ot la demande de ser-
vices rencontre la capacité disponible. Gérer ces flux efficacement est essentiel pour optimiser les
opérations, améliorer I’expérience client et assurer la rentabilité des organisations. Cependant,

modéliser ces systémes n’est pas sans défis, principalement en raison de l'incertitude entourant
les variables d’entrée. Cette incertitude peut introduire des variations significatives dans les
résultats attendus et les performances mesurées. Pour répondre & ce défi, nous explorons dans
ce mémoire deux approches clés :

— Analyse de sensibilité par la méthode de Sobol : Cette approche permet de quantifier I'im-
pact de chaque parameétre du systéme sur ses performances.
— Analyse d’incertitude par deux méthodes :

1. développement en série de Taylor : Cette méthode permet d’obtenir une approximation
de l'incertitude infligée sur les paramétres du modéle.

2. Polynéme de Chaos (PC) : ces polynomes permettent de modéliser I'incertitude en uti-
lisant des polynémes orthogonaux pour représenter la réponse du systéme aux variables
d’entrée incertaines.

Dans le domaine de la recherche sur les systéemes de files d’attente, plusieurs auteurs ont étudié
I'impact des entrées incertaines sur les sorties des modéles. Par exemple, Kotzurek et Stoyan
[51], Whitt [79], Zolotarev [85], Fricker et al. [33], Nunez-Queija et al. [8], Benaouicha et Aissani
[13], ainsi qu’Abbas et Aissani [4] ont tous examiné comment les perturbations des paramétres
peuvent influencer les distributions de probabilités des processus modélisés. Ces études uti-
lisent diverses approches pour quantifier la sensibilité des systémes de files d’attente, allant des
méthodes statistiques aux théories des files d’attente et des processus stochastiques.

Lors de la modélisation des systémes d’attente, il est essentiel de reconnaitre que les pa-
rametres du modéle ne sont pas toujours parfaitement déterminés et peuvent étre affectés par
une certaine incertitude. Cette incertitude introduit une variabilité significative dans les per-
formances attendues du systéme. Afin de quantifier et de gérer cette incertitude, une approche
probabiliste est adoptée ol les paramétres du modéle sont traités comme des variables aléa-
toires. Cela conduit & considérer les performances du systéme également comme des variables
aléatoires, nécessitant ainsi une analyse approfondie pour évaluer leur sensibilité aux variations
des paramétres.
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Les indices de Sobol [68] constituent 'une des méthodes d’analyse de sensibilité utilisées
pour comprendre le fonctionnement des files d’attente en quantifiant 'impact de chaque para-
meétre sur la performance du systéme. En simulant différentes valeurs de ces paramétres et en
mesurant les changements de performance, on attribue & chaque paramétre un indice de Sobol
compris entre 0 et 1. Cet indice révéle I'influence relative de chaque paramétre sur les résultats
du systéme, ce qui est essentiel pour optimiser ses performances.

Les indices de Sobol peuvent parfois étre déterminés de maniére analytique lorsque la fonc-
tion du modéle est connue. Cependant, cela n’est pas toujours faisable pour des modéles aux
équations complexes avec de nombreux parameétres. Il est donc crucial de disposer de méthodes
pour estimer ces indices.

Dans la littérature, plusieurs méthodes existent pour estimer les indices de sensibilité
[68],[24] et [42]. Parmi celles-ci, on trouve les méthodes basées sur les échantillons Monte Carlo
développées par Sobol [68], qui sont les plus simples & mettre en ceuvre et les plus couramment
utilisées. La méthode FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Test), développée par Cukier et
al.[24], repose sur la décomposition de Fourier et réduit les décompositions multidimension-
nelles & des décompositions unidimensionnelles, ce qui diminue le cotit de calcul en remplagant
les intégrales multiples par une intégrale unidimensionnelle. Dans ce mémoire, nous nous concen-
trons sur la méthode Monte Carlo de base pour estimer les indices de sensibilité. Cette méthode
numérique est utilisée lorsque la distribution d’un échantillon ne peut étre déterminée par un
raisonnement mathématique. Elle repose sur le tirage de nombres aléatoires. Selon la méthode
de Sobol, ’estimation des indices de sensibilité se fait en simulant deux échantillons a partir des
grandeurs d’entrée, puis en estimant la variance conditionnelle pour chaque grandeur d’entrée
en combinant ces deux échantillons.

Dans notre étude, nous utilisons le développement en séries de Taylor pour analyser les per-
formances des systémes étudiés. Elles permettent de représenter la performance du systéme en
fonction d’un paramétre clé en calculant un nombre fini de dérivées d’ordre supérieur. Cela nous
aide & évaluer comment de petites variations des paramétres affectent la distribution station-
naire du systéme. Les coefficients des séries de Taylor, basés sur la matrice de déviation décrite
par Ouazine [61], nous permettent de quantifier précisément I'impact de ces perturbations sur
les performances globales du systéme.

L’application des séries de Taylor dans I’évaluation des performances des réseaux stochas-
tiques a été initiée par Zazanis [84] ainsi que par Gong et Hu [36]. Par la suite, Baccelli et
Schmidt [10] ont approfondi cette méthode pour analyser les réseaux stochastiques. Cao [20] a
ensuite établi I'utilisation des séries de Taylor pour déterminer la distribution stationnaire des
chaines de Markov & espace d’état fini. Heidergott et Hordijk [39] ont introduit une nouvelle
approche pour ces séries appliquées aux chaines de Markov avec un espace d’état général. Une
méthode alternative basée sur les séries de Taylor pour les chaines de Markov & espace d’état
fini a été développée par Heidergott et al. [40].

Plus récemment, Abbas et ses collaborateurs ([3], [4], [5]) ont concentré leurs recherches sur
I’estimation du reste des développements en séries de Taylor, proposant une nouvelle estima-
tion pour celui-ci. Ils ont également mis au point une formule récursive pour la dérivée de la
distribution stationnaire des chaines de Markov & espace d’état fini et & temps discret. Dans des
travaux plus récents, Abbas et al. [2] ont exploré la relation entre les bornes de perturbation
des chaines de Markov et ’estimation du reste des développements en séries de Taylor dans le
cadre de perturbations linéaires.
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En complément des séries de Taylor, Les polynémes de chaos permettent de représenter les
réponses d’un systéme stochastique en fonction des variables aléatoires d’entrée. Cette technique
est particulierement efficace pour modéliser et quantifier I'incertitude, en utilisant une série de
polyndémes orthogonaux pour approximer la réponse du systéme.

La théorie des polyndmes du chaos a été développée par Wiener [80] et a été largement
utilisé dans divers domaines de I'ingénierie (Ghanem et Spanos [34]; Xiu et Karniadakis [83]).
Elle consiste a construire la base a partir de polynémes orthogonaux. Cette approche utilise
les coefficients du développement polynémial pour analyser I'incertitude et la sensibilité. Ces
coefficients permettent d’approximer facilement des quantités telles que les moyennes et les
variances des variables analysées. Les méthodes de calcul de ce développement polynoémial sont
classées en deux catégories : les méthodes intrusives, qui modifient directement le code de calcul
(Le Maitre et al. [53]|, Matthies et Keese [57]), et les méthodes non intrusives, qui utilisent le
code existant sans le modifier pour estimer les coefficients & partir des résultats de simulations
(Tatang et al. [75], Li et Zhang [55], Huang et al.[41], Sudret [70]). Notre étude se concentre
particulierement sur les polynéomes de chaos calculés de maniére non intrusive, en utilisant la
méthode de régression pour estimer les coefficients, comme détaillé par Sudret [70].

Ce mémoire comprend trois chapitres, une conclusion générale et une bibliographie.

— Dans le premier chapitre, nous décrivons briévement le formalisme des systémes de files
d’attente, puis nous présenterons une synthése bibliographique concernant le systéme de
files d’attente M/G/1/N.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous nous pencherons sur I’estimation des indices de Sobol, une
méthode d’analyse de sensibilité globale, nous présentons les méthodes d’analyse d’incerti-
tude (développements en série de Taylor et polyndémes de chaos).

— Le troisiéme chapitre est consacré a l'application de la méthode de développements en
séries de Taylor et la méthode de développement en polyndéme de chaos au systéme de files
d’attente M/G/1/N.

— Le travail s’achéve par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

(Généralités sur les files d’attente

Les files d’attente sont largement utilisées dans une variété de domaines, et leur application
s’étend & de nombreux secteurs (guichet de poste, trafic routier, central téléphonique, atelier
de réparation, etc.). Voir par exemple [12[,[37] et [49].

Dans ce chapitre, nous commencerons par explorer les concepts fondamentaux des chaines de
Markov, qui constituent une base essentielle pour la compréhension des files d’attente. Ensuite,
nous plongerons dans une description compléte des systémes de files d’attente, en examinant
en détail leur fonctionnement, leurs caractéristiques et les modéles mathématiques utilisés pour
les analyser.

1.1 Notions de base

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 [12/

Un processus stochastique {X;,t € T} est une famille de variables aléatoires définies
sur le méme espace de probabilité (2, A,P) a valeur dans un espace mesurable E (ensemble des
états du processus). L’ensemble T des indices est 'espace des temps, avec T C N ou T C RT.

— Pour un t fizé dans T, Uapplication w — Xi(w) est une variable aléatoire sur (Q, A, P).
— Pour un w fizé dans §2, Uapplication t — X(w) décrit la trajectoire du processus.

Remarque 1.1.1 [32/

1. On distingue plusieurs types de processus stochastiques suivant que T et E sont discrets ou
continus.
2. Un processus stochastique est défini par la donnée X = (Q, A, (Xy)er, P),

ou bien X = (Q, A, (A)ier, (Xi)ier,P) 0t (A)er est la filtration associée au processus
(Xi)eer-

Définition 1.1.2 [60] Un processus (aléatoire ou stochastique) rend compte de I’évolution, d’un
phénomene aléatoire ; au cours du temps. La réalisation d’un processus est appelée trajectoire.
On note X (t) l’état du phénomeéne au temps t. X (t) est une variable aléatoire.

— La loi de X (t) dépend en général de t.

10



Chapitre 1. Généralités sur les files d’attente

— Pour deuz dates t et ty quelconques, X (t1) et X (t2) ne sont, en général, pas indépendantes.
Un processus prend ses valeurs dans un espace des états et évolue dans un espace des temps

1.1.2 Propriété : sans mémoire

La propriété sans mémoire des processus stochastiques stipule que ’avenir d’un processus
dépend uniquement de son état actuel, indépendamment de son passé. X est une variable
aléatoire sans mémoire si :

P(X >t+tg|X >ty) = P(X >1).

En particulier, la loi exponentielle de parametre A\ est la seule loi continue sans mémoire.

Nous nous concentrerons uniquement sur les chaines de Markov a temps discret, car elles
fournissent un cadre suffisant pour modéliser et analyser les états du systéme a des instants
précis.

1.2 Chaine de Markov a temps discret

Définition 1.2.1 [6/ Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,n € N),
qui permet de modéliser [’évolution dynamique d’un systéme aléatoire : X, représente l’état du
systeme a l'instant n.

La propriété fondamentale des chaines de Markov, est que son évolution future ne dépend du
passe qu’a travers de sa valeur actuelle, elle est donnée par la formule suivante :

P(XnJrl - j’Xn - Z‘,anl - infl, N >XO - Zo) - P(Xn+1 = len — Z), (11)

Définition 1.2.2 On définit la probabilité de transition de l’état i a l’état j entre les instants
(n) et (n+ 1) par la quantité suivante :

Py = P<Xn+1 :]|Xn :i)-

Remarque 1.2.1 Dans une Chaine de Markov, les probabilités de passer d’un état a un autre
peuvent généralement dépendre du temps écoulé entre les transitions. Cependant, lorsque ces
probabilités ne changent pas en fonction du temps, nous appelons cela une chaine de Markov
homogéne.

Définition 1.2.3 (Matrice de transition) On appelle matrice stochastique une matrice car-
rée (Pij)i jer qui vérifie les deuz conditions suivantes :

1. Leurs éléments sont non négatifs :
P,; >0, VijekE.

2. La somme des éléments de chaque ligne est égale a 1 :

Y Pj=1 Vi€E.

jJEE
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Chapitre 1. Généralités sur les files d’attente

1.2.1 Classification des états d’une chaine de Markov

Définition 1.2.4 [5/] Des états i et j sont dits en communication dans une chaine de Markov
st la probabilité de passer de l'état i a [’état j en un seul pas est non nulle, c’est-a-dire si
P;; > 0. Cela implique qu’il existe un chemin qui permet de passer directement de [’état © a
[’état j en une seule transition.

Classe irréductible

Soit (X,)n>o une chaine de Markov d’espace d’états E.
Définition 1.2.1 [27] Soient i,j € E. On dit que j est accessible a partir de i et on notei — j
st In € N :
P = P(X, = j|Xo =1) > 0.

On dit que i et j communiquent si chacun est accessible a partir de l’autre. On note alors
14> 7.

Récurrence et transience

Définition 1.2.2 [}7] Soit (X,)n>0 une chaine de Markov d’espace d’états E et i € E. La
variable aléatoire T; = inf{n > 1: X,, = i} est appelée temps d’atteinte de i ou encore temps de
retour a i, lorsque la chaine (X,,)n>0 part de ’état i. Par convention, lorsque pour tout n > 1,
X, # 1, on pose T; = 400.

Définition 1.2.5 [/7] Un état i € E est dit récurrent si, partant de i, on y revient presque

sirement en temps fini.

dans le cas contraire, [’état v est dite transitoire, lorsque :

En d’autres termes, un état 1 est transitoire s’il existe une probabilité strictement positive de
quitter cet état sans jamais y revenir.

Lemme 1.2.1 [/3] Si tous les états sont récurrents, la chaine de Markov elle-méme est dite
récurrente, et si tous les états sont transitoires, la chaine de Markov elle-méme est dite tran-

siente.

Etat absorbant

Définition 1.2.3 Un état ¢ € E est dit absorbant si P;; = 1, ou P;; représente la probabilité de
transition de [’état i a l’état j.

Etat périodique (périodicité)

Définition 1.2.6 [59] La période d; de l’état i € E, s’écrit :
d; = pged{n > 1: P > 0}
St d; =1, l’état v est apériodique. Dans le cas contraire, I’état v est périodique.

12



Chapitre 1. Généralités sur les files d’attente

Remarque 1.2.2 L’état i tel que Py; > 0 est nécessairement apériodique, car on peut y retour-
ner en tout temps entier.

Proposition 1.2.1 [17] Si les états i et j communiquent alors ils ont la méme période. Tous
les états d’une méme classe irréductible ont donc la méme période. Si celle-ci vaut 1 , la classe
est apériodique.

Définition 1.2.7 Une chaine de Markov est dite ergodique st elle est a la fois récurrente posi-
tive et apériodique.

1.2.2 Comportement stationnaire d’une chaine de Markov

Théoréme 1.2.1 la probabilité Pi(f) qu’une chaine de Markov se retrouve dans l’état j aprés n
étapes, si elle se trouve actuellement dans l’état i, est donnée par l’élément (i,7) de la matrice

P = (P) 18]

i,jeE
Si, partant d’une distribution initiale 7°), on peut trouver la distribution stationnaire 7™
des états de la chaine aprés n étapes :

7 — 0) pn

Définition 1.2.8 [30] Une distribution de probabilité = sur E est dite stationnaire si elle sa-
tisfait :
Ty = ZWZPZJ7 v.] S ]E7

el

Z’ﬂ'j =1.

jJEE

avec !

Théoréme 1.2.2 [30] Pour une chaine de Markov irréductible et apériodique avec un espace
d’états fini ou dénombrable infini, il existe une unique distribution stationnaire si et seulement
st la chaine est positive récurrente.

1.3 Modélisation d’une file d’attente

1.3.1 Description d’'un phénoméne d’attente

Une file d’attente constitue un systéme comportant deux éléments principaux : un espace
d’attente ou les clients patientent et un espace de service ou ils sont pris en charge par des
serveurs disponibles. Les clients arrivent de maniére aléatoire et doivent attendre dans la file
jusqu’a ce qu’un serveur soit disponible pour les servir. Ce processus implique les phases d’ar-
rivée, d’attente et de service des clients.

L’objectif de la théorie des files d’attente est d’analyser, modéliser et optimiser ces systémes
afin d’améliorer leur efficacité opérationnelle et leurs performances.

Comme illustré par la figure (1.1) :

13
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Files d'attente

La source
Serveur

Ordre de traitement —

O Arrivées des clients | Départ des clients
Oo— _0000! |@})—>
O O I
|
O .

Systéme d'attente

FIGURE 1.1 — Structure d'un systéme de files d’attente.

Afin de spécifier un systéme de file d’attente, On doit caractériser le processus d’arrivée des
clients, le temps de service ainsi que la structure et la discipline de service de la file [12] :
e Processus des arrivées : L’arrivée des clients a la station est d’écrite a ’aide d’un pro-
cessus de comptage {X(t);¢ > 0}.
Définition 1.3.1 [12] Un processus de comptage {X (t),t > 0} est un processus de renou-
vellement si et seulement si : les durées des inter-arrivées des clients {T,,,n > 1} sont des
variables aléatoires indépendantes et identiqguement distribuces.
e Processus de service :
Définition 1.3.2 [12] Soit t,, la variable aléatoire qui mesure linstant de fin de service
du n-éme client. Soit S, la variable aléatoire désignant le temps de service du n-éme client
(temps séparant le début de service de la fin de celui-la), on considére que les temps de service
consécutifs sont décrits par des variables aléatoires (Sy ),>1 indépendantes et identiquement
distribuées.
e Structure et discipline de la file :
— Nombre de serveurs : Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de
clients pouvant étre traités simultanément.
— Capacité de la file : La capacité d’accueil d’une file représente le nombre maximal de
clients pouvant étre présents dans le systéme a n’importe quel moment.

1.3.2 Notation de Kendall

En théorie des files d’attente, la notation de Kendall nous permet de décrire un systéme
a l'aide de six paramétres. Elle porte le nom du mathématicien David George Kendall, qui I’a
introduite en 1953. La notation de Kendall est définie comme suit :

T/Y/C/Km)Z.

Voici la signification de ces symboles :

1. T : indique la nature de processus d’arrivée des clients. Les codes utilisés sont :

— M(Markovien) : Inter-arrivées des clients sont indépendamment, identiquement distri-
buées selon une loi exponentielle.

— D(Déterministe) : les temps inter-arrivées des clients ou les temps de service sont constants.

— Ej : Ce symbole désigne un processus ol les intervalles de temps entre deux arrivées suc-
cessives sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant
une loi d’Erlang d’ordre k.

— G (général) : Inter-arrivées de clients ont une distribution générale.

— GI ( loi générale indépendante) : Inter-arrivées des clients ont une distribution générale.
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. décrit la distribution des temps de service des clients.

: indique le nombre de serveurs.

: capacité de la file, le nombre de clients dans le systéme y compris ceux en service.
: population des usagers.

. discipline de service c’est la facon dont les clients sont ordonnés pour étre servi.

Les disciplines utilisées sont les suivantes :

FIFO(First In, First Out) ou FCFS (First Come, First Served) : sont deux méthodes
de gestion de file ou les clients sont servis dans l'ordre de leur arrivée. Cependant, elles
différent lorsque plusieurs serveurs sont impliqués. Dans un systéeme FIFO, le premier
client arrivé sera également le premier & étre servi et a quitter la file. En revanche, dans
un systéme FCFS, le premier client arrivé sera le premier & commencer son service,
mais il n’est pas garanti qu’il sera le premier & le terminer si d’autres clients sont servis
simultanément par d’autres serveurs.

LIFO(Last In First Out) ou LCFS (last come, first served). Cela correspond a une pile,
dans laquelle le dernier client arrivé sera le premier traité. Les disciplines LIFO et LCFS
ne sont équivalentes que pour une file monoserveur.

SIRO (Served In Random Order) : les clients sont servis aléatoirement.

PS (Processor Sharing) : les clients sont servis de maniére égale. [44| ¢’est-a-dire, tous les
clients sont servis en méme temps, mais avec une vitesse inversement proportionnelle au
nombre de clients simultanément présents. Si le taux du service est égale & u et qu’a un
instant donne il y a n clients a la station, tous les clients sont donc servis simultanément
avec un taux u/n (Attention,dire que les n clients sont servis simultanément ne signifie
absolument pas qu’il seront libéré simultanément). [9]

Round Robin (Cyclique) : Tous les clients entrent en service a tour de role et effectuant
un quantum Q de leur service et sont remplaces dans la file, jusqu’a ce que leur service
sont totalement accompli.

avec priorité : Dans les systémes de files d’attente avec priorité, chaque client se voit
attribuer une priorité (qui peut étre statique ou dynamique, absolue ou relative). Le
serveur sélectionne alors les clients en fonction de leur niveau de priorité.

e Priorité relative : Les clients accédent au service selon leur niveau de priorité. La
file d’attente est organisée de maniére & ce que les clients avec des priorités plus
élevées soient servis avant ceux avec des priorités plus basses.

e Priorité absolue : Le service d'un client en cours peut étre interrompu dés qu’un
client avec une priorité supérieure arrive. Le client dont le service a été interrompu
est remplacé en téte de file pour reprendre le service une fois que les clients & priorité
plus élevée ont été servis.

Remarque 1.3.1 si dans la notation de Kendall les trois (3) caractéres (K, m,Z) sont omis
(sont pas données), ils sont considérées par défaut K = oo, m = oo, Z = FIFO. alors, la
notation devient T/Y/C.

1.3.3 Analyse mathématique d’un systéme de file d’attente

L’étude mathématique d’un systéme de files d’attente se fait généralement par I'introduction
d’un processus stochastique.

On s’intéresse principalement au processus (X;),., :"Nombre de clients dans le systéme a
I'instant t (t£ > 0)." En fonction des paramétres d’entrée, on cherche a déterminer :
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Régime transitoire : Revient a déterminer les probabilités d’états P, = P(X(t) = n)
qui dépendent de la distribution initiale de processus. On cherche & déterminer comment ces
probabilités évoluent au fil du temps t.

régime stationnaire du processus stochastique {X(¢),¢ > 0} est défini par :

T, = lim P,(t) = P(X(+00) =n)=P(X =n), (n=0,1,2,...)

t—o00

ot {m, }n>0 est appelée distribution stationnaire du processus {X (¢),t > 0}.

1.3.4 Performances d’un systéme de file d’attente

Les performances d’une file d’attente sont évaluées pour déterminer ou estimer les perfor-
mances du systéme dans des conditions de fonctionnement spécifiques.

Cette évaluation se concentre généralement sur le régime stationnaire, et les mesures les

plus couramment utilisées comprennent :

e N : le nombre de clients dans le systéme;
L : Nombre moyen de clients dans le systéme;
L, : Nombre moyen de clients dans la file;
T : le temps de séjours dans le systéme;
W : temps moyen de séjour d’un client dans le systéme;
W, : temps moyen d’attente d’un client dans la file;
W, : temps moyen d’attente d’un client qui est obligé d’attendre ;
@ = 2 : taux d’occupation du systéme:
U : taux d’occupation des serveurs;
Py :probabilité que le systéme soit vide.

Soient les parameétres suivantes :
A : le taux d’arrivées de client dans le systéme;
w1 : Taux de service;
1/ @ intervalle de temps moyen séparant deux arrivées consécutives;
1/p : durée moyenne de service ;

1.3.5 Formules de Little

La formule de Little (Démontrée par Little) [56] est un résultat clé et pratique de la théorie
des files d’attente. Elle relie simplement le temps moyen passé par un client dans le systéme au
nombre moyen de clients dans le systéme, simplifiant ainsi les calculs de performance.

Cependant, cette formule ne s’applique qu’aux systémes stables. La loi de Little s’exprime
telle que dans le théoréme 1.4.1 suivante :

Théoréme 1.3.1 La relation entre le nombre moyen de clients dans le systeme et le temps
moyen de séjour d’un client dans le systéme est donnée par la formule :

L=\W.

avec, Ao : Tauzx d’entrée dans le systéeme.

La relation entre le nombre moyen de clients dans la file et le temps moyen d’attente d’un
client est donnée par la formule suivante :
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L, =X W,
D’autres relations :
— Ae
o L=L,+ “1.
[ ] W = Wq —+ /7

Remarque 1.3.2 :
— Si la capacité du systeme est infinie A\, = .
— St la capacité du systeme est limitée Ao < .

1.4 Les types de modéles d’attente

1.4.1 Files d’attente markoviennes

Les chaines de Markov sont particuliérement adaptées pour modéliser les systémes de files
d’attente oul les temps inter-arrivées et les temps de service suivent des lois exponentielles
indépendantes (modéle M/M/1). Cette propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle
facilite grandement l'analyse mathématique de ces systémes. Pour les étudier, on introduit
souvent un processus stochastique {X(¢),¢ > 0} représentant le nombre de clients présents,
dont I’évolution temporelle est entierement déterminée par la propriété d’indépendance du
passé, caractéristique des chaines de Markov. Ainsi, les chaines de Markov constituent un outil
puissant pour modéliser et analyser ces systémes de files d’attente, grace a leurs propriétés
markoviennes qui permettent de simplifier grandement 1’étude de ces processus stochastiques
dynamiques.

1.4.2 Files d’attente non markoviennes

Lorsque les temps entre les arrivées ou les durées de service ne suivent plus une distribution
exponentielle, ou lorsque des parameétres supplémentaires sont introduits pour capturer des
spécificités du probléme, on obtient un modéle non markovien.Cette complexité rend I'analyse
mathématique trés difficile. Pour simplifier ’étude, on utilise alors 'une des méthodes suivantes
pour transformer le modeéle en un processus de Markov :

1. Méthode des étapes d’Erlang : consiste a diviser une durée en plusieurs étapes fictives,
chacune ayant une distribution exponentielle. Toute distribution de durée de vie ayant une
transformée de Laplace rationnelle peut étre approximée par une loi de Cox, qui est un
mélange de distributions exponentielles. Cette approche simplifie ’analyse en transformant
des modeles complexes en processus markoviens par étapes.

2. Méthode de la chaine de Markov induite : Elaborée par Kendall [48], est couram-

ment utilisée. Elle consiste a choisir une séquence d’instants 1,2, 3, - ,n (déterministes ou
aléatoires) telle que la chaine induite (X,, n > 0), ou X,, = X(n) soit markovienne et
homogéne.

3. Méthode des événements fictifs : Le principe de cette méthode est d’introduire des
événements fictifs qui permettent de donner une interprétation probabiliste aux transformées
de Laplace et aux variables aléatoires décrivant le systéme étudié.
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4. Simulation : La simulation implique de reproduire artificiellement un processus réel sur
un ordinateur. Elle permet 1’étude des systéemes d’attente les plus complexes, la prédiction
de leurs comportements et le calcul de leurs caractéristiques. Bien que les résultats obtenus
soient approximatifs, ils peuvent étre utilisés avec une précision satisfaisante. Cette méthode
repose sur la génération de variables aléatoires suivant les lois qui régissent le systéme.

5. Méthode des variables supplémentaires : Elle consiste & compléter I'information sur
le processus {X(t),t > 0} de telle maniére & lui donner le caractére markovien. Ainsi, on
se rameéne a ’étude du processus (X (t), A(t1), A(t2), -+, A(t,),t > 0). Les variables A(tx)
avec k € {1,2,...,n} sont dites supplémentaires.

1.5 Quelques systémes de files d’attente

1.5.1 Systéme de file d’attente M/G/1

Le systéme M/G/1 est un modéle de file d’attente ou les arrivées suivent un processus de
Poisson (Markovien) de paramétre A\, mais les temps de service suivent une distribution générale
B(.) de taux p. Ce systéme comporte un seul serveur. Une discipline de service FIFO (First
In, First Out). La propriété du Markov n’étant pas vérifiée pour le processus {X;, ¢t > 0}, son
analyse se fera par 'une des méthodes d’analyse des processus non markoviens.

Définition 1.5.1 [71] Dans une file M/G/1 avec arrivées Poissonniennes de taux A et services
indépendants de durée moyenne E(Y'), si py est la probabilité pour que le serveur soit inoccupé,
alors :

La chaine de Markov induite

Considérons le processus X(¢) : le nombre de clients dans le systéme & l'instant t aux
instants (¢,,n = 1,2,...) ou ¢, est U'instant de départ du n-éme client. On définit ainsi le
processus stochastique a temps discret {X,, = X (¢,);n = 1,2,...} représentant le nombre de
clients dans le systéme juste aprés le départ du n-éme client. La variable aléatoire X,, est une
chaine de Markov a temps discret.

On considére le processus A,, :"le nombre de clients qui entrent dans le systéme pendant
que le n-éme client est servi". Les variables aléatoires A,, sont indépendantes entre elles; leur
distribution commune est donnée par :

b g = [TAOE _
P [A, = k] = a; = e VB, k=012, (1.2)
O .
Alors,
X,—1+A, i X, >1,
Xn1 = T S% B (1.3)
Api1 si X, =0.
tel que, ’équation fondamentale de la chaine s’écrit sous la forme suivante :
XTL+1 - Xn - 571 + An_’_]_, V?’L S N (14)
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avec :
5 — 1 Si X,>0
"0 Si X,=0, n=01,2, ..

Ceci montre que X,,;; ne dépend que de X, et de A, et non pas des valeurs de X,,_1), X(,_2), ...
Ce qui signifie que la suite {X,,;n =0,1,2,...} ainsi définie est la chaine de Markov induite du
processus { X (t);t > 0}.

régime transitoire
Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite { X,;;n = 1,2, ...} sont données

par :
Py=a; Si j>0, i=0;
P =P [Xp=j|Xp=d=q¢P;=a_1 SI 1<i<j+1;.
Pi; =0 Sinon

On en déduit que la matrice de transition est :

Gy a3 QA
Qp a3 Qg
P=10 a a

0 0 O

Remarque 1.5.1 1. L’expression (1.4) permet de vérifier la propriété de Markov.
2. c’est une chaine de Markov wrréductible, Puisqu’il est possible de passer de chaque état a

n’importe quel autre état.

k=0
~S % /O h (Akf') e MdB(1)
o0 o k
_ /O MZI@.OZ') dB(1)

Régime stationnaire

Supposons que ¢ < 1, et sois m = (7, w2, 73, ...) la distribution stationnaire de la chaine de

Markov {X,;n =1,2,...} ou;
7, = lim P[X,, = k]

n—oo
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Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution 7 elle-méme, mais nous pou-
vons calculer la fonction génératrice correspondante I1(Z). Ceci, en utilisant la définition de la
distribution de probabilité discréte stationnaire par rapport a une matrice stochastique P,

T P=x

et la fonction génératrice de la distribution stationnaire s’écrit comme suit :

7oP(Z)(Z — 1)

") = =7 =Pz

(1.5)

Cette formule est connue sous le nom de la formule de Pollaczek-Khinchine avec :
P(Z)=)> PZ) = / NZ=UsqB(s)
>0 0
C’est la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de service, Z € C, |Z] < 1.
De la relation (1.5), on tire A,+1 = X,,11 — X, + &, puisqu’on se trouve en régime stationnaire,
E(A,1) =E(9,) =Pr[X, >0/ =1-Pr[X, =0].
donc on a,
E(An41) =1-Pr[X, =0].

Ou, 9§ : est égale & 'espérance mathématique de A,. Alors , mp = 1 — 4. Et la formule (1.15)
s’écrit encore :

(1-06)(Z—1)
Z = B* A= \Z)

Ou B*(.) est la transformée de Laplace de la densité de probabilité du temps de service.

7(Z) = B*(\ — \Z) (1.6)

Mesures de performance
Le nombre moyen de client dans le systéeme :

W+ N« Var(Y)
2(1 =)

le nombre moyen de clients dans la file d’attente :

L=E(X)=¢+

2 2
o+ X xVar(Y
(1-¢)

Le temps moyen de séjour d’'un client dans le systéme :

W—L— 1+)\<Var(Y)+l%>
An 2(1 =)

e temps moyen d’attente d’un client dans la file :

A Var(Y)—i-p%
Wq:%: <2(1—30) )

Ou Y est la durée de service et Var, la variance.
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1.5.2 Systéme de file d’attente M /G/1/N

Le systéme M/G/1/N est un modeéle de file d’attente ou les clients arrivent selon un proces-
sus de Poisson de parameétre A, et des temps de service distribués selon une distribution générale
B(.) de taux p. Avec un unique serveur et une capacité maximale de N clients, incluant ceux
en service et en attente, le systéme gere les arrivées et les services selon une discipline FIFO
(First In, First Out). L’état de ce systéme d’attente est gouverné par le processus stochastique
a temps discret {X,, = X (t,),n = 1,2, ...}, ou ¢, représente l'instant de départ du n-éme client,
et X, prend des valeurs dans un espace d’états discret S ={0,1,2,...,N}. [12]

Contrairement aux processus markoviens, l’analyse de ce modéle se fait par des méthodes
adaptées aux processus non markovien telles que les techniques de transformée de Laplace ou
des simulations informatiques.

Régime stationnaire : Soit A, le nombre de clients entrant dans le systéme durant le
service du n-i‘ éme client. Les variables aléatoires A, sont indépendantes et leur distribution
est :

<)y
P,[A, = k] = a = e VB, k=0,1,2,.N 1.
0 .

Et, la matrice de transition du modéle est donnée comme suit ;

apg ai as - anN_1 Zk 0 ay

apg ap as --- e anN_1 Zk 0 ay

0 ay a; as --- an_2 1 — Zk 0 aj
P=1|: 0 a a -+ ayn_3 l—zk Oak

o0 : . . :

0 0 0 0 0 Qo 1-— Qo

La chaine de Markov X, étant aperiodique et irréductible, alors elle est ergodique et admet
une distribution stationnaire unique, notée .

1.6 Revue des études réalisées

Pour analyser les métriques de performance de la file d’attente M/G/1/N, différentes mé-
thodes d’approximation ont été explorées, dont ’analyse numérique polynomiale, notamment
étudiée par Abbas et al [4]. Ces approches permettent de modéliser les performances du systéme
en fonction de ses paramétres.

Le modéle de file d’attente M /G/1/N, qui représente un systéme a serveur unique avec une
capacité maximale de NV clients, a fait ’objet de nombreuses études en raison de ses applications
pratiques dans divers domaines tels que les télécommunications, les réseaux informatiques et
les systémes de production. Takacs [74] a été I'un des premiers a développer des formules
pour les probabilités d’état en régime permanent. Kleinrock [50| a ensuite posé les bases en
analysant les temps d’attente moyens, les probabilités de rejet, et les distributions stationnaires
en utilisant des techniques de transformées de Laplace. Cohen [23] a poursuivi ces travaux
en approfondissant I’analyse des systémes & serveur unique. Chaudhry et Templeton [21]| ont
exploré des extensions avec des arrivées par lots. Grassmann [37] a proposé des méthodes
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numeériques pour résoudre les équations de Chapman-Kolmogorov. Boxma et Groenendijk [15]
ont analysé des files d’attente connectées par un serveur commutant. Sauer et Chandy [67]
ont utilisé des techniques de simulation pour modéliser des distributions réalistes de temps de
service et quantifier leurs impacts. Whitt [78| a développé des approximations pour les systémes
M/G/1/N basées sur des moments et des approches de diffusion. Abate et Whitt [1] ont exploré
des variantes avec des temps de service dépendants de l'état. Sze |72] a étudié des modeles
avec des distributions de temps de service tronquées. Medhi [58] a approfondi les analyses de
performances des systémes M/G/1/N; incluant des temps de séjour et des distributions de files
d’attente. Yechiali, Hassin et Haviv [38] se sont concentrés sur les stratégies de service, la gestion
des priorités et les aspects économiques. Kulkarni [52] a inclus des mécanismes de feedback et
des interruptions pour modéliser des systémes plus complexes.

Ces recherches démontrent I'importance et la polyvalence du modele M/G/1/N, offrant
des insights précieux pour la gestion et 'optimisation des systémes de file d’attente a capacité
limitée.

Dans les chapitres suivants, nous explorerons en détail différentes méthodes d’approxima-

tion, notamment la série de Taylor et les polynémes du chaos, Ainsi I'estimation des indices de
sobol.
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Chapitre 2

Analyse de sensibilité et d’incertitude

L’analyse de sensibilité permet de hiérarchiser I'influence des différentes entrées d’un modéle
sur une variable de sortie. Elle identifie quelles entrées ont le plus d’impact sur la sortie et doivent
donc étre connues avec précision pour réduire l'incertitude. Dans ce chapitre, nous abordons
I’analyse de sensibilité et la notion de I'incertitude paramétrique sur les modelés mathématiques.
La premiére section traite des mesures de sensibilité, en mettant en lumiére la décomposition
de la variance et en se concentrant notamment sur les indices de Sobol.

La seconde partie sera consacrée a l’analyse d’incertitude, qui vise & quantifier 'impact
global des incertitudes des parameétres sur les prédictions du modéle. Deux méthodes principales
seront explorées : le développement en série de Taylor et la méthode de chaos polynomial.

2.1 Analyse de sensibilité

Considérons un modele mathématique qui a un ensemble de variables d’entrée aléatoires
X, fait correspondre, via une fonction f déterministe, une variable de sortie Y (ou réponse)
aléatoire, Soit :

f: =R

ot (X) = (X1, Xo,...,X,) est un vecteur de p variables d’entrée.

L’analyse de sensibilité permet d’étudier un modéle mathématique en évaluant I'impact de
la variabilité des parameétres sur la variable de sortie. Elle permet d’identifier les parameétres
ayant le plus d’influence sur la variabilité de la sortie, ce qui est crucial pour réduire la variance
lorsque l'incertitude sur la sortie est élevée. En identifiant les paramétres moins importants,
on peut simplifier le modeéle en fixant ces paramétres & une valeur standard sans altérer de
maniére significative les résultats. Cela permet de simplifier le modéle en réduisant le nombre
de variables & prendre en compte lors des calculs, ce qui peut rendre le modéle plus facile a
gérer et moins coliteux en termes de calculs.

Différentes approches d’analyse de sensibilité ont été proposées dans la littérature Cukier
et al [26], Saltelli et al [66], Sobol [68]. Généralement, on peut classifier ces méthodes en deux
groupes : locale et globale
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2.1.1 Analyse de sensibilité locale

L’analyse de sensibilité locale étudie comment de petites perturbations autour d’une valeur
20 = (a9, ,xg) des entrées se répercutent sur la valeur de la sortie. Les indices de sensibilité

définis par :

Y
Si= T (a) - ).

Pour une revue de ces méthodes, le lecteur pourra se référer a Turanyi [77].

2.1.2 Analyse de sensibilité globale

Méthode basée sur la régression

Les méthodes basées sur la régression utilisent la régression linéaire entre les variables d’en-
trée et les variables de sortie pour estimer la sensibilité du modéle. Cependant, elles présentent
des limitations importantes :

— La linéarisation n’est pas valable si le modéle n’est pas strictement monotone.
— Elles ont tendance & sous-estimer les effets totaux provenant des interactions entre les va-
riables d’entrée.

Méthode basée sur la décomposition de variance

I’analyse de sensibilité repose sur la décomposition de la variance de la réponse du modéle
comme la somme de la contribution de chaque variable en entrée, ainsi que toutes les combinai-
sons possibles d’interaction entre eux. Ces méthodes sont souvent appelées ANOVA (Analysis
Of VAriance) 28] en statistique. Les indices de Sobol sont un exemple de méthode basée sur la
variance et ont été développés selon cette approche.

La plupart des méthodes basées sur la variance dépendent de I'estimation de la quantité
suivante :

V(EY|X:])
V(Y)
Ou Y désigne la variable de sortie, X; désigne une variable d’entrée, E(Y | X;) représente

Iespérance conditionnelle de Y pour une valeur fixée de X;, et la variance est calculée sur
toutes les valeurs possibles de X;. Var(Y’) est la variance totale de la variable de sortie Y.

Sl':

Indice de sensibilité : la méthode de Sobol

Sobol [68] a introduit cet indice de sensibilité en décomposant la fonction f du modéle en
somme de fonctions de dimensions croissantes :

Y =f(Xy, -, Xp), (2.1)

=fo+Zfi(Xi)+ Do Fi(Xn Xg) + e fron p(Xn Xay o X)), (2.2)

1<i<j<p

ou,
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fi(Xi) = E(Y|Xi) - E(Y%
fij(Xi,Xj) = E(Y\Xi, Xj) — E(Y\Xi) — ]E(Y|Xj) — IE(Y),
fip = B(Y|X, X, Xp) — E(Y|X;, Xj) — E(Y|X;, Xp) — E(Y]X;, Xp).

Théoréme 2.1.1 [64] "la décomposition de Sobol de la variance”

V= ZV + ) Vit Vige, (2.3)
1<i<j<p
01,
Vi = V(E[Y]Xi]).

Vij =V(EY|X;, X;]) = Vi V}.
Vi = VEIY X5, X5, X)) = Viy = Vie = Vi = Vi =V — Vi

=V - ZV— S V== Y Vi

1<i<j<p 1<y < <ip—1<p

La décomposition de la variance nous permet de calculer les différents indices de Sobol jusqu’a
I'ordre p.
On peut définir les indices de sensibilité de premier ordre [68] :

VEY|X]) Vi

S = vYy) VvV

Il quantifie la sensibilité de la sortie Y a la variable d’entrée X;, ou encore la part de variance
de Y due a la variable X;.
les indices de sensibilité de deuxiéme ordre :
Ve
Sij = i.
\%
expriment la sensibilité de la variance de Y a l'interaction des variables X; et Xj.

les indices de sensibilité de troisiéme ordre :

Vijk
=

Sijk =
expriment la sensibilité de la variance de Y a 'interaction des variables X;,X; et Xj.
Propriété 2.1.1 [68] La somme des indices de Sobol du premier jusqu’ & ’ordre p est égale d

1:
Z Si+ > Si+- =1 (2.4)

1<j

Et, La valeur de lindice de sensibilité S; est comprise entre 0 et 1.

S.

11, s

€[0,1], 1<s<p. (2.5)
Remarque 2.1.1 Si (S;) est proche de 1, cela signifie que X; contribue de maniére significative
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a la variabilité du modéle. A linverse, si S; est proche de 0, cela indique que X; a une influence
négligeable. Dans ce cas, les variables de l’ensemble X; peuvent étre fixées a une valeur nominale
et ne sont plus considérées comme impactant la variance de la sortie.

Indice de sensibilité totale

o D icliv s} Vit s
Sf b — €lin V} ! — Z Sy e i (2.6)

i€{in - is}
Cet indice mesure 'effet total de la variable X, incluant ses interactions avec toutes les autres

variables. C’est-a-dire, il représente la proportion de la variance de la sortie due a X; et a toutes
les interactions entre X; et les autres variables.

2.1.3 Estimation des indices de sensibilité

Le calcul exact des indices de Sobol, n’est pas toujours réalisable (intégrale de grande
dimension, forme non analytique du modéle ...). En effet, les distributions des paramétres
d’entrée et I'expression de la sortie du modeéle Y peuvent étre extrémement complexes. Les
intégrales qui définissent les variances et les variances d’espérances conditionnelles nécessaires
pour ces indices peuvent étre impossibles & résoudre analytiquement.

Par conséquent, il est souvent nécessaire d’utiliser des méthodes d’approximation numé-
rique. Dans la littérature, il existe plusieurs techniques pour l'estimation des indices de So-
bol[11],[22]. Parmi les méthodes les plus couramment utilisées pour estimer les indices de Sobol
figurent les méthodes Monte-Carlo [11],[22].

Estimation des indices de Sobol par la méthode Monte-Carlo

Considérons un échantillon de taille N, X = (Xy1,- -+, Xgp)1,.. vy pour k =1,--- | N, consti-
tué de réalisations de variables d’entrée indépendantes (X7, -+, X,). Pour estimer I'espérance
de E(Y) = fo, et sa variance, Var(Y) =V, nous utilisons les formules suivantes :

BY) = fo= [ F04X = 537 A0,

N
V= [P0 - = 5 30 P - 5
g k=1

L’estimation des indices de sensibilité nécessite I'estimation de la variance de I’espérance condi-
tionnelle :

Vi =Var[E(Y]X;)].

Pour estimer la variance de 'espérance conditionnelle, il est proposé dans [14| d’utiliser deux

échantillons indépendants X ((le)) et X ((JQV)) suivant la méme loi de probabilité. L’idée est de fixer
le paramétre X; dans le premier échantillon et de prendre les autres parameétres du deuxiéme
échantillon. Ainsi, la variance de X; est estimée par :

vi—v-t / F(X) = F(X0 XL)2AXdX"., (2.7)
2 Jaw
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Ou f est une fonction donnée et X/, st le vecteur X sans sa i-éme composante X;.

Pour une estimation pratique, cela se réduit souvent a une moyenne empirique sur un échantillon

fini :
X
Vim V= o D (X0 = F(Xak, X)) (28)
k=1
ou X} sont des échantillons de la loi de probabilité, et X;; est I’échantillon £ du premier ensemble
avec X, fixé.

d’otul le premier indice de sensibilité est :
V;
S; = —. 2.9
X (29)

Dans le cas de sensibilité totale, nous fixons le paramétre X; du deuxiéme échantillon et on
prend les autres paramétres du premier échantillon.
1 1 &
Vet =5 | 00 = A XPAXAXL, ~ 5o SO - FOXG X (210)
o k=1

D’ou l'indice de sensibilité totale est estimé comme suit :

tot
S'?Ot — ‘/z
7

O
2.2 Analyse d’incertitude

Tout modéle mathématique comporte une part d’incertitude. En effet, méme les modéles les
plus sophistiqués reposent sur des hypothéses simplificatrices et des données imparfaites. Cette
incertitude peut provenir de mesures approximatives, de simplifications dans la modélisation,
ou de données manquantes.

L’analyse d’incertitude vise a identifier, quantifier et gérer ces différentes sources d’incer-
titude. Son objectif est d’estimer I'impact de ces incertitudes sur les résultats du modéle, afin
d’en évaluer la fiabilité et les limites.

2.2.1 Différentes sources d’incertitude

Les différentes sources d’incertitude peuvent étre classées en trois catégories :

— L’incertitude structurelle : Cette incertitude surgit au moment du passage du phéno-
méne réel au modéle mathématique. En effet, les modéles mathématiques sont une approxi-
mation de la réalité, basée sur plusieurs hypothéses simplificatrices constituant des sources
d’incertitude [29].

— L’incertitude numeérique : Les modeéles mathématiques sont souvent décrits par des
équations aux dérivées partielles traduisant la variation dans le temps et/ou dans l'espace
des échanges de quantité de mouvement, de masse ou d’énergie. Pour ces modéles, il n’existe
généralement pas de solution analytique, d’ou le recours & des solutions numériques. Ces
solutions contiennent des imprécisions inhérentes & toute simulation numérique, car nous
approchons un systéme continu par un autre discret (dans I’espace et/ou dans le temps)
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[29].

— L’incertitude paramétrique : Les modéles contiennent souvent un nombre important
de paramétres présentant des incertitudes importantes liées a leur estimation, tels que les
constantes physiques, les valeurs initiales, les conditions aux limites, la géométrie initiale,
etc. On distingue alors l'incertitude aléatoire de l'incertitude épistémique. L’incertitude
aléatoire provient de la variabilité naturelle des parameétres d’entrée du modéle, et elle est
parfois expliquée comme étant responsable de 'obtention de résultats différents lorsque 1’'on
répéte plusieurs fois dans des conditions identiques une expérience. Alors que 'incertitude
épistémique découle du manque de connaissance, telle que I’estimation des paramétres par
le biais d’un échantillon ne contenant pas assez de mesures, ou un échantillon non représen-
tatif. Cette incertitude peut étre réduite en recueillant des informations supplémentaires.
Connaitre I'influence des différents parameétres d’entrée et quantifier I'impact de leur incer-
titude sur la réponse du modéle constitue alors I'objet de la "propagation des incertitudes"
(Saltelli et al 2006) [65].

Objectifs principaux de la propagation d’incertitude

Les principaux objectifs de la propagation d’incertitudes sont les suivants :

— Assurer que de petites perturbations des données incertaines ne modifient pas radicalement
le comportement global du modéle.

— Comparer les résultats simulés et les mesures expérimentales.

— Mesurer la variation des résultats autour de la moyenne ou de la valeur nominale de la
réponse du systéme.

— Quantifier la variabilité des résultats.

— Identifier les paramétres les plus influents sur 'incertitude.

Plusieurs méthodes de propagation d’incertitude ont été proposées dans la littérature, classées
généralement en deux grandes catégories : les méthodes numériques telles que la méthode de
Monte Carlo et I’échantillonnage Latin Hypercube (LHS), et les méthodes analytiques. Dans
ce chapitre, nous nous concentrerons particulierement sur deux approches analytiques : les
développements en séries de Taylor et les développements en polynomes de chaos.

2.2.2 Meéthode de développement en série de Taylor

La méthode de développement en série de Taylor, initiée par le mathématicien Brook Tay-
lor [76], Utilisée dans divers domaines tels que les équations différentielles, les systémes non
linéaires et les systémes de files d’attente, elle permet d’obtenir des approximations polyno-
miales de fonctions autour de points d’intérét ou ’expression analytique peut étre complexe ou
inconnue. En exploitant les dérivées successives connues, cette méthode assure des approxima-
tions polynomiales précises dans le voisinage du point d’intérét.

Dans cette partie, nous présentons une nouvelle approche basée sur les développements
en série de Taylor proposé par Ouazine et Abbas [61], axée sur le calcul des dérivées d’ordre
supérieur de la distribution stationnaire en fonction de la matrice fondamentale pour les chaines
de Markov ergodique & temps discret et & espace d’états fini.

Formule de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui I’établit en 1712, permet
I’approximation d’'une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’'un point par un polynoéme

28



Chapitre 2. Analyse de sensibilité et d’incertitude

dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de la fonction en ce point.

Définition 2.2.1 [16] Soient I un ouvert de R, f : I — R une fonction, xo un point intérieur
de I, f € C"(I). On appelle polynome de Taylor d’ordre n en xy de f, le polynome :

") (g .
Py(z) = ka—(!)(m—xo) : (2.11)

On appelle reste de Taylor d’ordre n en xy de f, la fonction R, définie sur I comme suit :

Dérivées successives de la distribution stationnaire

Nous considérons une chaine de Markov X = {X,,;n > 0} avec un espace d’état
E = {0,1,...,N}. La matrice P = (p;;)ijer représente les probabilités de transition de la
chaine de Markov X. P est une matrice stochastique, c’est-a-dire que p;; > 0 et que la somme
des probabilités de transition depuis un état ¢ est égale a 1 pour tout ¢ € E.
Le vecteur e = (1,1,...,1)T est un vecteur unité, ou la notation 7' indique la transposée.
Nous supposons que la chaine de Markov X a une unique distribution stationnaire, notée
7= (m(0),7(1),...,7(N)). Nous avons 7P =7 et m x e = 1.

Dans notre étude, nous considérons P comme une matrice dépendant d’un parameétre 8, no-
tée Py, et nous notons la distribution stationnaire de Py par my. Par exemple, 6 peut représenter
le taux d’arrivée des clients ou le taux de service dans un modéle de file d’attente. [69]

Dans ce contexte, la matrice fondamentale joue un roéle crucial dans 'analyse des chaines
de Markov. Avant de présenter le résultat principal de cette approche, qui concerne ’expression
des dérivées de la distribution stationnaire en fonction de la matrice fondamentale, nous allons
d’abord introduire cette notion essentielle.

Matrice fondamentale

Lorsque nous étudions des modéles de files d’attente a capacités finies, modélisés par des
chaines de Markov finies, nous introduisons une matrice particuliérement intéressante appelée
"Matrice Fondamentale Z,". Cette matrice joue un roéle central dans le calcul des différentes
caractéristiques stationnaires essentielles de la chaine de Markov analysée. L’introduction de la
notion de "Matrice fondamentale" remonte & Kemeny et Snell [46], Keilson [45] a étendu leur
travail aux processus de Markov, en obtenant diverses formules pour les premiers moments de
certaines caractéristiques.

Théoréme 2.2.1 [/6] Si Py est une matrice de transition d’une chaine de Markov finie et
ergodique, alors la matrice inverse Z = (I — Py + my) ™! emiste, et :

1. PpZy = ZyPy

2. Zge=c¢e

3. meLy = Ty

4. (I —=Py)Zy=1-1Iy

5. Zg =1+ (P —1lp)
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Théoréme 2.2.2 [61] Pour comprendre [’évolution de la distribution stationnaire d’une chaine
de Markov ergodique par rapport a un parametre 0, On suppose toutes les composantes de la
matrice de probabilités de transition Py sont de classe C* par rapport a 6, ot 0 est un point
intérieur d’un certain intervalle ©. Alors, la k-éme dérivée de la distribution stationnaire g
par rapport au parameétre 6 est donnée par :

d* ® = (N ) ()
= ZZ(m)”em (7) 2 (212)
m=0

avec, (P(,(k)> est la matrice dont les composantes sont les dérivées k-iemes des composantes de Py,

tandis que (W(k)) est le vecteur dont les composantes sont les dérivées k-iémes des composantes
de T par rapport a 6.

La représentation explicite des dérivées de la distribution stationnaire 7y d’ordre inférieur est
donnée par [61] :
la premiére dérivée est comme suit :

Wél) = 7T9P9(1)Zg
La dérivée seconde peut étre écrite comme suit :
7 = mg P Zy + 20V PV Z,
De la méme fagon, nous obtenons la troisiéme dérivée :

1y = mgPyY) Zg + 3wy PyY Zg + 3mY P Zg

2.2.3 Présentation des polynémes de chaos
Les polynomes de chaos ont été introduit par les mathématiciens Stephen Smale [63] et

Tien-Yien Li dans les années 1980 comme une extension de la théorie du chaos aux systémes
réversibles.

Notions fondamentales

Dans cette section, une bréve définition sera donnée pour les polynémes orthogonaux. Ceux-
ci seront utilisés dans le contexte de la décomposition des polynémes du Chaos.|9]

Polyn6émes orthogonaux : Cas univarié

Définition 2.2.2 (Fonction poids [11] ) Soit I un intervalle dans R. Une fonction de poids w
est une fonction intégrable non négative de x € I.

Définition 2.2.3 (Espace pondéré L*> ¢ R ) Soit L2(I) un ensemble de fonctions g qui sont
carrés intégrables par rapport a la fonction poids w, c’est-a-dire l'intégrale :

lg()]? = / o) Pw(x) d,
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est finie. Dans ce cas, la norme de g est ||g(x)].

Définition 2.2.4 (Produit scalaire dans 'espace L* ¢ R) Pour toute fonction g, h € L% (I), le
produit scalaire (< -,->) de g et h est :

< g,h>= /g(m)h(x)w(x) dx.
I
L’espace L2 (I) est un espace de Hilbert.

Définition 2.2.5 (Orthogonalité dans l'espace L* ¢ R) Soit L2 (I) un espace de Hilbert, soit
[ et g deuz fonctions dans L2(I). On dit que f et g sont orthogonales si < g,h >= 0.

Définition 2.2.6 (Polynomes orthogonauz [7]) Soit L2 (I) un espace de Hilbert, [’ensemble des
polynomes {V,, }n>o sont dits orthogonauz si V,, est un polynome de degré n :

W, U, S / U (2) U (2)0(x) da = B2y, mom € N. (2.13)
1

ol, 0, ., est le symbole de Kronecker, défini par :

5 1 sin=m,
P10 sin £ m.
Et, h2 est une constante non nulle. Pour tous les polynémes orthogonaux, le polynome de

degré zéro Vg est égal & un (Vg = 1). De plus, si h, = 1, le systéme est appelé orthonormé.
L’orthonormalité est définie comme suit :

<V, ¥, >= /\I/n(ac)\llm(x)w(x) dx = 6pm. n,meN
T

Définition 2.2.7 (La fonction de densité de probabilité) Soit I € R et w une fonction poids
sur I. Pour tout x € I, la fonction f définie par :

fl@)= —~2— zel, (2.14)
est dite fonction de densité de probabilité.

Propriété 2.2.1 (Espérance des polynomes orthogonauz [11]) Soit {V,,},>0(X) un ensemble
de polyndémes orthogonaux. Supposons que X est une variable aléatoire de densité de probabilité :

E(Wo(X)) =1,

Et pour tout n > 1,
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Propriété 2.2.2 (Variance des polynémes orthogonaux) Soit {¥, },>0(X) un ensemble de po-
lynomes orthogonaux. Supposons que X est une variable aléatoire de densité de probabilité

f(z)
Var(¥y(X)) =0,

Et pour tout n > 1,
X P

Var(V,(X)) fw(x) pp

Quelques polyndémes classiques

Polynoémes de Legendre

[70] Les polyndmes de Legendre sont orthogonaux sur lintervalle [—1, 1] par rapport a la
fonction de poids w(z) = 1, donc la fonction de densité est :

1
flz) = B)
Ce qui correspond 4 la distribution uniforme (2[—1,1]) en théorie des probabilités. A partir de
Py =1, les premiers polynémes de Legendre sont donnés [73] :

PO =4

Pl )

P2 —_ 312271’

Pg — 513;317

P, = 353?4—20332—&-3’

| Py = 832°=T0a’+15n

8

Le reste des termes peut étre déterminé a partir de la relation de récurrence suivante :

n+ 1P —2n+1)zP,+nP,1 =0, n=12...

Polynéme d’Hermite

Les polynémes de Hermite H,, sont orthogonaux sur l'intervalle [—o0o, +oc| par rapport &

_a?

la fonction de poids w(x) = exp ( 5

[70] :

) . Ils sont la solution de I’équation différentielle suivante

Y'—2Y'4+nY =0, necN.
En appliquant (2.13), on obtient la densité suivante :

flz) = \/12_7Texp (—%) , xzeR.

La fonction de densité des polynémes de Hermite correspond & la fonction de densité de la
loi normale centrée réduite.
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Les premiers polynémes de la base sont donc les suivants :

Py(x) =1,
Pi(z) =u,
Py(z) =a2*-1,
P3(z) =a2* — 3,
Py(z) =a*—62%+3,
| Ps(z) = a° — 1023 + 15,

La famille des polynomes de Hermite est définie par la relation de récurrence suivante :

{Hel(x) =0, Hep(x)=1,
He,1(z) = xHe,(x) — nHe, 1(z).

2.2.4 Généralisation des polynémes de chaos

Le développement en chaos polynomial, aussi appelé développement de Wiener-Hermite, est
une méthode pour représenter des variables aléatoires en utilisant des polynémes de Hermite.
Cameron et Martin [19] ont montré que cette méthode fonctionne trés bien quand les variables
suivent une distribution normale standard (centrée et réduite). Cependant, si les variables ne
suivent pas cette distribution, Xiu et Karniadakis (2003) [82] ont montré que la rapidité et
I'efficacité de la méthode dépend des densités de probabilités des variables aléatoires . En
effet, des correspondances optimales entre des familles de lois de probabilité et des familles de
polyndémes orthogonaux ont été établies.

La décomposition en PC s’étend au cas général de variables aléatoires X = {X,...,X,}
indépendantes suivant des densités de probabilités connues. Le tableau 2.1 donne quelques
correspondances entre les variables et les familles de polynomes uni-variés associés pour la
construction du chaos polynomial.

’ \ Distribution & \ Polynéme \ Support ‘
Gaussian Hermite (—00, +00)
v.a continue Gamma Laguerre 0, +00]

Beta Jacobi la, b]

Uniform Legendre [a, b]
Poisson Charlier {0,1,2,...}
v.a discréte Binomial Krawtchouk | {0,1,..., N}
Negative Binomial Meixner {0,1,2,...}
Hypergeometric Hahn {0,1,..., N}

TABLE 2.1 — Correspondance entre les variables aléatoires et les polyndmes orthogonaux
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Polynomes orthogonaux : Cas multivarié

Définition 2.2.8 Soit \Ifgi)(x,) une famille de polynémes orthogonauzr univariés. Les éléments
de la base polynomiale multivariée sont construits par le produit tensoriel des éléments univariés,
c’est-a-dire :

p
U =0, et W(z)= H\Ilg?(xz), k=0,1,--- P/
i=1
les notations ¥y et VU, sont utilisées selon le contexte de . ot o = (ovq,...,q,) est un

multi-indice, oy € {0,1,....d} pour touti=1,2,....p, et |a| =" | a;. De plus :

P dlp!

est le nombre d’éléments d’une base polynomiale multivariée compléte de degré d. Wo(x), V1(z), ..., Vpa ()

est une base polynomiale multivariée de degré d, avec szl + 1 termes.

Définition 2.2.9 Soit I € R un intervalle tel que :
[:[1®12®®[p

Ou I, I, ..., I, sont des intervalles de R.Et soit la fonction poids multivariée w(x) : I C RP —
R associée au produit tensoriel telle que :

W(x) =w(x))w(xs) ... w(z,),
Ou; w;: I; CR — R, sont des fonctions intégrables non négatives de X = (x1,2,...,T,).
Pour toute fonction g,h € L2 (I), le produit scalaire (< .,.>) de g et h est :

(g,h) = /g(X)h(X)w(X) dzx. (2.15)

I

Les éléments de la base polynomiale multivariée sont construites de la méme maniére (pro-
duit tensoriel d’éléments uni-variées).

Propriété 2.2.3 L’espérance et la variance des polynémes orthogonaur multivariés

Soit X wune wvariable aléatoire multivariée de fonction de densité multivariée f(X), ou
{Xi}tic12..p sont des variables aléatoires indépendantes.

Par conséquent,

E(Uy(x)) = 1,
E(Uy(z)) =0, pourk > 1.

Et :

Var(W,(x)) =0,
Var(Uy(z)) =117, E@E (x:)?), pour k > 1.
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Développement de polynéme de chaos :

Le développement en polynéme de chaos (PC) est une méthode probabiliste introduite
pour la premiére fois par Wiener [80]. Cette technique mathématique permet de représenter des
variables aléatoires a travers une série de polyndémes orthogonaux, initialement les polyndémes
de Hermite, pour des variables aléatoires gaussiennes. Grace aux travaux de Cameron et Martin
(1947) [19], cette méthode a été étendue aux mesures non gaussiennes.|[25]

Le développement en PC est une décomposition spectrale polynomiale des variables aléa-
toires sur une base de polynémes orthogonaux, tels que les polyndémes d’Hermite, de Legendre,
etc. En propagation d’incertitudes, la variable aléatoire décomposée est la réponse du modéle, et
le vecteur des variables aléatoires décrit les paramétres incertains. Le développement classique
en PC utilise une base de polynéomes de Hermite pour des variables aléatoires gaussiennes, qui
converge pour n'importe quelle fonction L? dans 'espace aléatoire.

Considérons le modéle mathématique Y = M(X) : Q — R. Soit L*(Q, F, P) un espace d Hil-
bert muni d'un ensemble de bases orthogonales. Comme Y € L?(2, F, P) et est X-mesurable,
le théoréme de Cameron-Martin affirme que Y peut s’écrire sous la forme d’une décomposition
en polynomes de chaos (de Hermite) :

00 oo i1
M(X1, . X)) =%+ > v Ui(Xa) + DY w1 Ua( Xy, Xi,)+

i1=1 i1=1149=1

i1 i

Z Z Zyl1,22,z3 (Xiy, Xin, Xig) + -0,

11=119=1143=1

ou encore,

Y = iyz“I’z‘(X)7 (2.16)

ou ¥; sont les polynémes de chaos orthogonaux.

L’expression (2.16) représente le développement spectral d’une variable aléatoire Y en fonc-
tion d’'une base de polynémes orthogonaux multivariés {U;(X),i = 0,...,00} et de coefficients
déterministes y;. Lorsque les variables aléatoires suivent des lois connues, on parle de dévelop-
pement par Chaos Polynomial (PC), ou les polynomes forment une base orthonormeée.

En pratique, on limite la série jusqu’a un certain degré polynomial p. Le nombre total de
termes dans le développement est déterminé par le nombre de variables et le degré p choisi pour
le PC. Cette formule donne le nombre total de termes :

d _(pta)!
Py +1= Tl
Ainsi, I’équation précédente devient :
Y =) uili(X) (2.17)
i=0
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2.2.5 Meéthode de calcul des coefficients de polynéme de chaos

Dans le domaine des polynémes de chaos (PC), les méthodes de calcul de leurs coefficients
peuvent étre regroupées en deux catégories : intrusives et non intrusives. Les approches intru-
sives impliquent I'intégration directe du calcul des coefficients du PC dans le modéle numérique
lui-méme, permettant ainsi de les déterminer en une seule exécution du modéle. Cependant,
cette méthode peut s’avérer complexe et rencontrer des difficultés avec des modéles fortement
non linéaires. En revanche, les approches non intrusives ne nécessitent aucune modification du
modeéle numérique et considérent celui-ci comme une boite noire. Les coefficients du PC sont
alors obtenus en évaluant le modéle a différents points de 'espace des paramétres, générale-
ment définis par un plan d’expériences. Néanmoins, trouver une méthode non intrusive précise
et efficace en termes d’évaluations du modéle reste un défi majeur.

Parmi les approches non intrusives, deux méthodes principales se démarquent : la méthode
de projection et la méthode de régression.

— Méthode de projection : Cette approche implique de reformuler chaque coefficient sous
forme d’intégrales multidimensionnelles, comme détaillé dans la référence [35]. Ces intégrales
peuvent étre calculées soit par simulation, soit par quadrature. Cette approche a I'avantage
de permettre d’obtenir des expressions analytiques des coefficients, facilitant ’analyse et
I'interprétation du modeéle par polynémes de chaos. Cependant, le calcul de ces intégrales
peut s’avérer trés cotiteux, surtout pour des problémes de grande dimension.

— Meéthode de régression : Ici, les coefficients du polynéme de chaos sont déterminés en
minimisant l'erreur quadratique moyenne de ’approximation de la réponse. Cette méthode
est discutée en profondeur dans la littérature [29] .

Méthode de régression

La méthode de régression permet de calculer les coefficients des polyndémes de chaos en
minimisant 'erreur quadratique moyenne. Supposons que le modeéle M (X) soit représenté par :

Y =M(X)=MX)+e,

avec,
P
Y =M(X)=> y0;(X). (2.18)
i=0
ou € est une erreur de moyenne nulle. I’échantillon Y = {y;,7 = 1,...,n} représente la

réponse du modéle M (X)) pour un plan d’expérience de taille n, c’est-a-dire n réalisations du
vecteur X = {x;,i =1,...,n}.

L’objectif de la méthode de régression est de minimiser la variance de l'erreur e. Cette
minimisation se traduit par la résolution de I’équation suivante :

Y = argmin {% z": (YT\IJ(x(i)) - M(x(i)))Z} :

i=1
ou arg min désigne les valeurs de Y; qui minimisent la fonction.

La solution & ce probléme de minimisation est donnée par :
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a= (o) tuly.

ici, ¥ est la matrice des valeurs des polyndémes de chaos évaluées en chaque point du plan
d’expérience, et y est le vecteur des réponses du modéle.

Cette méthode est largement discutée dans la littérature, notamment dans [29].

Méthode de projection

Cette méthode a été utilisée par (Puig et al. [62], Xiu et Karniadakis [81], Field and Grigoriu
[31]) en raison de I'orthogonalité des polynomes d’Hermite par rapport a la mesure gaussienne.
En effet, en multipliant le développement (2.17) par V,;(X) et en intégrant par rapport a la loi
jointe fx(z) de X, on obtient :

a; =E[M(X)V,;(X)] = M(x)VU,(x) fx(x)da. (2.19)

Dx

En pratique, on estime ’expression ci-dessous au moyen de techniques d’intégration numé-
rique, qui visent a approcher l'intégrale multidimensionnelle par une somme pondérée comme
suit :

a; ~ Z wi M (2) (). (2.20)

Conclusion

Ce chapitre a exploré deux concepts clés : 'analyse de sensibilité globale et I’analyse d’in-
certitude. L’analyse de sensibilité globale, en particulier la méthode de Sobol, utilise les indices
de sensibilité pour quantifier I'impact des variables d’entrée sur la variance de la sortie du mo-
dele. Cette approche permet d’identifier les variables les plus influentes. L’analyse d’incertitude,
quant & elle, vise a identifier les sources d’incertitude et & en quantifier les effets sur les prédic-
tions du modele. Nous avons abordé des méthodes analytiques comme les développements en
séries de Taylor et en polynémes de chaos pour traiter ces incertitudes.
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Chapitre 3

Application sur le modeéle de file d’attente
M/G/1/N

Dans I’étude des systémes de files d’attente, le modeéle d’intérét Y = (0o, 6y, ..., 0y) décrit
la relation entre les variables d’entrée (0o, 6;,...,0y) et la sortie Y du systéme. L’analyse de
sensibilité et d’incertitude est essentielle pour comprendre et gérer ces systémes de maniére
efficace. Cependant, les modéles complexes de files d’attente, comme le M/G/1/N, présentent
des défis significatifs en raison de leur nature stochastique non linéaire.

Spécifiquement, notre objectif principal est d’analyser la sensibilité et de propager I'incerti-
tude dans trois modéles de files d’attente : M/M/1/N, M/D/1/N, et M/FE,/1/N. Nous utilisons
les indices de Sobol pour identifier les parameétres les plus influents sur la sortie du modeéle,
tandis que pour évaluer la propagation de l'incertitude, nous employons des méthodes telles
que le développement en série de Taylor et les polynomes de chaos. Ces approches nous per-
mettent d’estimer la moyenne et la variance de la distribution stationnaire du systéme, que
nous comparons aux résultats de simulations de Monte Carlo pour validation.

3.1 Analyse de sensibilité par la méthode de Sobol

Dans cette section, nous allons estimer les indices de Sobol sur la distribution stationnaire
d’un modéle de file d’attente, afin d’évaluer la contribution des variables d’entrée.

Pour définir ’analyse de sensibilité globale via les indices de Sobol, il est nécessaire d’in-
troduire la distribution stationnaire m = (mg, my,...,7y) dont la forme analytique n’est pas
exactement connue. Les étapes essentielles pour calculer la distribution stationnaire du modéle
de file d’attente (M/G/1/N) sont données dans l'algorithme suivant :1.
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Algorithm 1 Distribution stationnaire du modéle étudié

1: Début

2: Etape 1 : Introduction des paramétres d’entrée :
— La capacité de la file d’attente NV ;
— Le taux d’arrivée des clients dans le systéme A\ ;
— Le taux de service au cours de la période de service p;

3. Etape 2 : La matrice de transition :
— Calculer les probabilités pyo, po; et p;; données en section 1 chapitre 3;
— Calculer la matrice de transition P donnée en section 1 chapitre 3;

4: Etape 3 : La distribution stationnaire du modéle :
— Calculer la distribution stationnaire 7 pour la matrice de transition P a l'aide de la

méthode d’inversion d’une matrice ;
5: Fin.

Pour évaluer la sensibilité des paramétres d’entrées dans notre modéle, nous utilisons les
indices de sensibilité de Sobol de premier ordre. Afin d’étudier l'effet de cette perturbation,
nous calculons les indices de Sobol, par la méthode de Monte Carlo présenté dans le chapitre 2.
Pour cela, on géneére deux échantillons de réalisations des variables d’entrée de chaque systéme.
La répétition de cette instruction k fois permet d’obtenir les k indices de Sobol de premier
ordre.

L’algorithme suivant décrit la procédure détaillée pour calculer ces indices en simulant
les échantillons de chaque paramétre d’entrée et en estimant la moyenne et la variance des
performances du systéme.

Algorithm 2 Indices de sensibilité de Sobol de premier ordre de systéme M/M/1/N

Entrées A, B,C, D,n, N ;

1: forv=1tondo
Etape 1 : Simulation des deux échantillons de chaque paramétre d’entrées
ANi)=(B—A) xul(i)+A; N(i)=(B—A) xvl(i)+ A
(i) = (D —C) xu2(i)+C; p'(i) = (D —C) xv2(i) + C
Avec ug(i) et vp(i) ~U[0,1]; Vk € {1..2} et Vi € {1.n}

2: for j =1to N do
Etape 2 : Calcul de la distribution stationnaire
m1(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(7), u(7), N|
mo(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(7), 1/ (7), V]
m3(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[N (), u(3), V]

3: end for
Etape 3 : Estimation de la moyenne fo
fO ~ % Z;\Tzl 7T-1(].)
Etape 4 : Estimation de la variance 1%
Vi SmG)E - fo
Etape 5 : Estimation de la quantité Uj
U= ¥ S m(i) x m(j)
U, =+ 30 m(j) x ms(4)

4: end for
Avec SL = %

Sortie : Les indices de Sobol [Sy, S,,]
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Dans 'analyse des performances d’un systéme de files d’attente, le processus de service des
clients dans le systéme joue un role trés important. En effet, la détermination du processus de
service est nécessaire pour la maitrise de l'espace d’attente. Cependant, dans la plupart des
situations, le processus du temps service dans un systéme de files d’attente est souvent différent
du processus de Poisson. Dans ce sens, nous avons considéré trois types de distributions du
temps de service a savoir : Déterministe (D) ; Exponentielle (M) et Erlang (E).

Dans la suite, nous supposons que les paramétres \, u, fi1, t2, d sont uniformément répartis
sur [1, 3|. Nous fixons la capacité de la file N = 4 et nous estimons les valeurs des indices
de sensibilité de premier ordre pour chaque composante de la distribution stationnaire pour
chaque modéle analysé par la méthode de Monte Carlo.

Exemple 3.1.1 Considérons le modele M/M/1/4, ou la distribution des inter-arrivées et celle
de temps de service sont exponentielles de moyenne % et %L respectivement ; La densité de pro-
babilité des inter-arrivées est donnée par :

f(t) =Xe M t>0.

Les résultats numériques obtenus des indices de Sobol pour la file d’attente M/M/1/4 on appli-
quant lalgorithme (2) sont résumés dans le tableau suivant :

7(0) | w(1) | ®(2) | 7(3) | w(4)
Sy | 0.4876 | 0.5039 | 0.4878 | 0.1351 | 0.4870
S, 1 0.3876 | 0.4383 | 0.4858 | 0.1284 | 0.4881

TABLE 3.1 — Indices de Sobol pour les paramétres de modéle M/M/1/4
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le figure (3.1) illustre indices de Sobol pour les paramétres du modeéle M/M/1/4 :

Bar Plat 1 Bar Plot 2
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1]
les indices de sobol les indices de sobol

Bar Plat 3 Bar Plot 4

05 |
-p.l

T2
T3)

H
les indices de sobol les indices de sobol

Bar Plot 5

les indices de sobol

FIGURE 3.1 — Indices de Sobol pour les paramétres de modéle M/M/1/4

D’aprés la figure (3.1), nous constatons que les valeurs des indices de sensibilité les plus
élevées sont celles qui correspondent aux paramétres A et p pour chaque composante de la
distribution stationnaire, donc ces deux derniers sont les plus dominants sur la sortie du modéle.

Exemple 3.1.2 On considére le modéle d’attente M/ Ey/1/4 classique, ou l'arrivée des clients
est distribuée selon un processus poissonnien de taux A, et le temps de service suit une distri-
bution de Erlang de deuzieme ordre de tauz pl et p2, la distribution de la loi de Erlang d’ordre
2 est données par la formule suivante :

_ papg(emt —emrt)

1) = (p2 — pi1)

>0

L’algorithme suivant décrit la procédure détaillée pour calculer ces indices en simulant les échan-
tillons de chaque paramétre d’entrée et en estimant la moyenne et la variance des performances
du systéme.
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Algorithm 3 Indices de sensibilité de Sobol de premier ordre pour le systéme M/Es;/1/N

Entrées A,B,C,D,n, N ;
1: for i =1ton do

Etape 1 : Simulation des échantillons des paramétres \, 11 et /i
Ai)=(B—A)xul(i) + A; N(i)=(B—A) xvl(i) + A
pi(i) = (D —C) xu2(i) + C; pi(i) = (D —C) xv2(i) + C
po(i) = (D —C) x ud(i) + C; ph(i) = (D — C) x v3(i) + C
Avec uy(i) et vg(i) ~U[0,1]; Vk € {1..3} et Vi € {1..n}

2: for j =1to N do
Etape 2 : Calcul de la distribution stationnaire pour 7, w2, 5, T4
m1(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(7), u1(2), ,ug('),

mo(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A (z),p, (7),

7r3(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(¢), p} (7), p
m4(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(2), p} (2),

3: end for
Etape 3 : Estimation de la moyenne fo

NZ 17T1( )

Etape 4 : Estimation de la variance V
VNNZ] 1[”1( )] _fO )
Etape 5 : Estimation de la quantité U;
UA . 17T1( ) x 72 (J)

Un = 3 5o m(7) % ()

Ui = % 2m1 m(5) X ma(j)

4: end for , A .
4 U —f f Uyt _ Uuy—fo
Avec Sy = =221 S, = ”T et S 2 = =

Sortie : Les 1nd1ces de Sobol [Sy, Sy, S,u,]

N
5(1), N
(1), N
(), N

1

R VR TS T

=S =S =

H2
!
) 2

Y )

Les indices de Sobol pour les paramétres A, 1, et ps du modele M/E5/1/4 sont présentés
dans le tableau ci-dessous :

w(0) | «(1) | 7(2) | ®(3) | w(4)

Sy | 0.5255 | 0.6035 | 0.6613 | 0.6696 | 0.6732
Sy | 0.1132 1 0.1239 | 0.1370 | 0.1486 | 0.1470
Syz | 0.0915 | 0.1094 | 0.1292 | 0.1479 | 0.1438

TABLE 3.2 — Indices de Sobol pour les paramétres de modéle M/ Ey /1 /4

Ces résultats sont illustré graphiquement par des histogrammes qui sont présentes dans la
figure (3.2) :
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FIGURE 3.2 — Indices de Sobol pour les paramétres de modele M/ E5/1/4

D’apreés les résultats obtenus dans la figure (3.2), il convient de noter que la plus grande va-
leur de I'indice de sensibilité est celle correspondant aux parameétres A pour chaque composante
de la distribution stationnaire. Cela est suffisamment convenable pour dire que ce parameétre
est le plus influent sur le modeéle étudié. Les paramétres puq et ps sont moins influents, vu qu’ils
n’ont pas une influence importante sur la distribution stationnaire. C’est la raison qui nous
permet de les prendre comme déterministes (constant).

Exemple 3.1.3 on considere la file d’attente M/D/1/4, dont le processus des inter-arrivées
est exponentielle du taux d, la durée de service est déterministe de moyenne 1/ .

L’algorithme suivant décrit la procédure détaillée pour calculer ces indices en simulant
les échantillons de chaque paramétre d’entrée et en estimant la moyenne et la variance des
performances du systéme M/D/1/N.
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Algorithm 4 Indices de sensibilité de Sobol de premier ordre pour le systéme M/D/1/N

Entrées A,B,C,D,n, N ;

1: fors=1ton do
Etape 1 : Simulation des échantillons des paramétres \ et d
Ai)=(B—A)xul(i) + A; N(i)=(B—A) xvl(i) + A
d(i))=(D—-C) xu2(i)+C;d(i)=(D—-C) xv2(:)+C
Avec uy (i) et vg(i) ~U[0,1]; Vk € {1..2} et Vi € {1..n}

2: for j=1to N do
Etape 2 : Calcul de la distribution stationnaire pour my, 7y, 73, T4
m1(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[A(7), d(i), N]
mo(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[\(z), d' (i), N]
m3(j) = distribution stationnaire(Algo 1)[N'(7), d(7), V]

3: end for
E:Dtape 3 : Estimation de la moyenne fo
fo = % 2;21 7Tl(j)
Etape 4 : Estimation de la variance 1%
Va gk SmOE - fo
Etape 5 : : Estimation de la quantité Uj
U= % Zjvzl m1(j) X m2(j)
Us= %S0 m(j) x ms(j)

4: end for o,
Avec S = U*‘T/fo et Sy = —Ud;/fo
Sortie : Les indices de Sobol [é N SAd}

les indices de sensibilité de Sobol obtenu obtenus sont résumés dans le tableau ci-dessus :

©(0) | w(1) | w(2) | =(3) m(4)
Sy [ 0.1822 | 0.2493 | 0.3637 | 0.4869 | 0.48163
Sq | 0.1942 | 0.2533 | 0.3605 | 0.4902 | 0.4843

TABLE 3.3 — Indices de Sobol pour les paramétres de modéle M/D/1/4

D’aprés les résultats, nous constatons que les valeurs des indices de sensibilité les plus
élevées correspondent aux paramétres d et A, ce qui indique qu’ils sont les plus influents sur la
distribution stationnaire.

La figure (3.3) illustre les valeurs des indices de Sobol pour les paramétres d et A, fournis-
sant une visualisation claire de leur contribution respective a la variabilité de la distribution
stationnaire du systéme.
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FIGURE 3.3 — Indices de Sobol pour les parameétres de modéle M/D/1/4

3.2 Analyse d’incertitude

Dans cette section, nous utiliserons deux approches : le développement en polynéme de
Chaos et le développement en série de Taylor pour propager les incertitudes affectant certains
paramétres des modeles de files d’attente sur la distribution stationnaire.

A partir de I'analyse de sensibilité effectuée sur la distribution stationnaire du modéle de
file d’attente étudié, nous avons identifié les paramétres les plus influents. Nous allons ensuite
étudier 'incertitude associée a ces parameétres, en estimant la moyenne et la variance de chaque
composante de la distribution stationnaire m;, [ =0,1,..., N.

3.2.1 Développement en série de Taylor

Dans cette section, nous allons utiliser le développement en série de Taylor pour propager
I'incertitude des parameétres d’un modéle de file d’attente sur sa distribution stationnaire.

Rappelons que l'analyse de sensibilité nous a permis d’identifier les paramétres les plus
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influents du modéle. L’objectif ici est d’estimer la moyenne et la variance de chaque composante
de la distribution stationnaire 7;, « = 0,1, ..., N, en tenant compte de l'incertitude sur ces
parameétres clés

Cas de deux variables
Sur le modéle M/M/1/N

Dans le modele M/M/1/N;, la distribution stationnaire m(n) représente la probabilité d’avoir
n clients dans le systéme lorsque celui-ci atteint un état d’équilibre. Les parameétres A et p sont
souvent sujets a des variations incertaines. On les modélise ici comme des variables aléatoires
normales centrées réduites €y et ¢,, respectivement :

/\:/_\—f-O')\E)\, EANN<O,1),
= [+ o€, e, ~N(0,1).

Nous avons approximé la densité de la distribution stationnaire du modeéle d’attente M/M/1/N,
étant donné que celle-ci est inconnue. Pour ce faire, nous utilisons une méthode approximative
basée sur le développement en séries de Taylor. Cette approche commence par le calcul des
dérivées d’ordre supérieur de la distribution stationnaire, qui sont exprimées en fonction de
la matrice fondamentale. Ces dérivées représentent les coefficients du polynéome de Taylor en
fonction du bruit e.

Approximation de la densité

L’approximation de 7(A, ) par un polynéme de Taylor d’ordre 3 s’écrit sous la forme
suivante :

onhp) o 9T\ p)

T\ p) = w(\, i) + 5y A6 a—uaueu

1 &m(A 1) P\ p) (A, 1)
§(T (O‘)\€>\)2 + 28)\—8Iu (0')\@\)(0'#6“) + 8—[L2 (O‘ueu)2)
1 &r(A p) (A, p) (A, p)
E(T(m\a)g + 38Ta’u(‘7>\€/\)2<‘7u5u) + 38)\—8'“2(@\5/\)(‘7#%)2
Br(A, p)
+ a—ug(gueu)g)-
B ou : _
7(A, i) est la distribution stationnaire évaluée aux valeurs moyennes \ et fi.
8”((9’;’“) et 8”(%’;’“ ) sont les dérivées partielles premiéres de 7(\, u) par rapport a A et p.
822&’\2’“), 827,(;/(5;“), et 828”@[’1“) sont les dérivées partielles secondes de 7(\, ) par rapport a A et p.
f’sg E\’};“), 63’533’“)’ 82’;%’5), t 827/{5)’:5) sont les dérivées partielles troisiemes de (A, ) par rapport
a et u.

oy et o, sont les écarts-types associés aux incertitudes sur A et i, respectivement.
€x et €, sont les réalisations des variables aléatoires.
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Dérivées de la Distribution Stationnaire

Pour calculer les dérivées de la distribution stationnaire, il est essentiel d’utiliser la matrice
de déviation Z définie par :

Z=I—-Py+m)?

Premiére dérivée par rapport a A\ et p :

oP oP
71'1\:71"5-& W;:ﬂ'az
Seconde dérivée par rapport a A :
0*P oP
Seconde dérivée par rapport a p :
0*P oP
" r. g4 92.40 g
Ty =T e +2-m, o

Dérivée croisée par rapport a A et i :

o0*P oP oP
T, =T B -7+ o Z—|—7TL-5~Z.

Troisiéme dérivée par rapport a A :

9P opP 9P
WK;A:WWZ‘F?)WKAEZ‘FSW;A—Z

Troisiéme dérivée par rapport a p :

P opP 0°P
WZ;H:Wa—MgZ—’—?)WZH%Z—’—?)WL“a—MQZ

Dérivée mixte par rapport a A et p :

PP o*pP oP 0*P
WS{I)\M:WMZ—FQWS\AWZ—{_WS{M% Z‘|‘2 7T/\ 8)\8

Dérivée mixte par rapport a pu et A :

PP 0*P oP 0*P
wr =T gy EH Y T G LT gy 2 e ey

0

Calcul de la moyenne et de la variance : a partir de 'approximation de Taylor, nous
pouvons calculer la moyenne et la variance de la distribution stationnaire approximée.
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Chapitre 3. Application sur le modéle de file d’attente M/G/1/N

Pour le modéle M/D/1/N

Dans le modéle M/D/1/N, ou le temps de service d est déterministe avec une durée
constante, les parameétres A (taux d’arrivée) et d sont souvent sujets a des variations incer-
taines. Nous les modélisons ici comme des variables aléatoires normales centrées réduites :

)\:5\4‘0')\6)\, GANN(O,l)
d:(j_+0d€d, EdNN(O,l)
L’analyse d’incertitude par la méthode de développement en série de Taylor pour ce modéle

peut étre réalisée en suivant les étapes spécifiques adaptées au caractére déterministe du temps
de service d. Voici les principales étapes pour cette analyse :

1. Matrice de transition : La structure de la matrice de transition T sera différente pour
le modéele M/D/1/N, mais 'approche pour calculer ses dérivées reste la méme.

2. Calcul des dérivées : Nous calculons les dérivées de la distribution stationnaire par
rapport aux parameétres A et d, en utilisant la matrice fondamentale. Les dérivées premiéres
et secondes sont obtenues et utilisées pour I'approximation de Taylor.

3. Approximation de Taylor : La distribution stationnaire 7(\,d) est approximée par un
polynoéme de Taylor d’ordre 2 en fonction des variations de A\ et d. Cette approximation
prend en compte les dérivées premiéres et secondes calculées précédemment.

4. Moyenne et variance : Les formules pour la moyenne et la variance de la distribution
stationnaire approximée sont dérivées en fonction des écarts-types associés aux incertitudes
sur A et d. Ces formules permettent de quantifier I'impact de I'incertitude sur la distribution
stationnaire.

Cas d’une variable

Pour le modéle M /FE,/1/N

Dans le modéle M/E, /1 /N, Es représente une distribution Erlang de paramétre 2 pour le
temps de service. Nous considérons A (taux d’arrivée) comme le seul paramétre incertain. Les
parametres u; et ug, qui caractérisent les deux phases de la distribution Erlang-2 du temps de
service, sont considérés comme déterministes car ils ont généralement une influence moindre
sur la sortie du modéle comparée a A.

L’analyse d’incertitude est réalisée en appliquant la méthode de développement en série
de Taylor, ce qui nous permet d’évaluer I'impact des variations de A sur les performances du
systéme.

Nous modélisons A comme une variable aléatoire normale centrée réduite :

)\:5\4‘0')\6)\, GANN(O,l).

L’application de la méthode de développement en série de Taylor pour ce modéle suit les
étapes suivantes :

1. Matrice de transition

La matrice de transition H est définie pour le modéle M/E,/1/N. Cette matrice tient
compte de la nature Erlang du temps de service.
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2. Approximation de Taylor

La distribution stationnaire m(\) est approximée par un polynéme de Taylor d’ordre 3
en fonction des variations de A :

< om(A 1 1
7(A) =~ 7(\) + ul )U,\e,\ + =~ (oaen)? + EWK&A(UAE,\)?’

(2 2

3. Dérivées de la distribution stationnaire

Nous calculons les dérivées de la distribution stationnaire par rapport a A en utilisant
la matrice de déviation Z :
Z=I-H+n)"

Premiére dérivée par rapport a \ :

TN=T+—— 24

O\

Seconde dérivée par rapport a A :

0*’H o0H
troisiéme dérivée par rapport a \ :
SH 0OH 2
W;{;\A:Tr-—a/\i; cZ 43T = L+ 3Ty

O\ N2

4. Moyenne et variance

Pour la moyenne et la variance de la distribution stationnaire approximée, nous utilisons
les dérivées calculées :

0_/2\ 0?m(N)
2 ON

V=0 (52&”)2

3.2.2 L’incertitude via la méthode de chaos polynomial

M =m()) +

La méthode des polyndomes de chaos (PC) est une approche puissante pour quantifier et
propager l'incertitude dans les modeéles complexes, y compris les files d’attente. Cette méthode
permet de représenter l'incertitude sur les paramétres du modeéle en utilisant des polyndémes
orthogonaux construits a partir de variables aléatoires.

Dans le cadre de cette étude, nous appliquons la méthode des polynéomes de chaos unidi-
mensionnelle et multidimensionnelle pour analyser I'impact de I'incertitude sur les parameétres
clés des modeles de files d’attente M/M/1/N,M/D/1/N et M/FE,/1/N. Les paramétres consi-
dérés comme incertains . Les paramétres du modéle identifiés comme étant les plus influents
sont représentés par des variables aléatoires.

49



Chapitre 3. Application sur le modéle de file d’attente M/G/1/N

Cas multidimensionnelle

Exemple 3.2.1 Soit le systeme d’attente M/D/1/N avec X et d les paramétres les plus in-
fluents pour chaque composante m, ¢ = 0,1,..., N de la distribution stationnaire myq. Pour
présenter cette incertitude dans ces parametres, afin de simuler la moyenne et la variance de
la distribution stationnaire, nous allons faire appel auzr deuxr nouveauxr modéles associés aux
paramétres incertains \ et d, définis comme suit :

)\:5\—1—0)\6,\, 6,\NN(0,1), (3.1)
d:d_+ Oq4€d, EdNN(O,l),

ot

A o la moyenne de parametre incertain .
oy o écart-type de \.

€x - le bruit blanc associé a A.

d : la moyenne de paramétre incertain d.
oq : Uécart-type de d.

€q : le bruit blanc associé a d.

L’approximation fonctionnelle d’une composante m;(\,d) du vecteur stationnaire par le
développement en PC s’écrit :

m(A, d) = Z Ui\, d) (3.3)

ou {U;(A,d)}o<i<p forment une base polynomiale d’hermite, et y; sont les coefficients du déve-
loppement en PC.

Exemple 3.2.2 Considérons le systéme d’attente M/M/1/N, ou les parameétres \ et p sont
les plus influents pour chaque composante m de la distribution stationnaire m ,, avec i =
0,1,...,N. Pour représenter l’incertitude dans ces parametres et simuler la moyenne et la
variance de la distribution stationnaire, nous introduisons les modéles pour les paramétres in-
certains A et u, définis comme suit :

)\Zj\—l—O')\G)\, E)\NN<O,1>,
W= [+ 0u€,, e ~N(0,1),

ot

A o la moyenne de parameétre incertain .
oy : Uécart-type de .

€y - le bruit blanc associé a A.

i la moyenne de paramétre incertain .
o, : Uécart-type de p.

€, - le bruit blanc associé a .

L’approximation fonctionnelle d’'une composante m;(\, ) du vecteur stationnaire par le
développement en PC s’écrit :

Py
m(A, p) = Z yiVi(A, ).
i=0
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ot {W;(A, i) }o<i<p forment une base polynomiale d’hermite car les variables suivent une loi
normale centrée réduite, et y; sont les coefficients du développement en PC.

Dans ce qui suit, on s’intéresse au calcul de la moyenne et la variance de chaque composante
de la distribution stationnaire du modéle M/M/1/4, qui sont calculées en fonction des deux
variables aléatoire A et pu, tout en utilisant de développemnt de polynéme de chaos.

Les étapes essentielles de cette démarche sont données dans 1’algorithme suivant :

Algorithm 5 Simulation de l'incertitude par le polynéme de Chaos

1: Début

2: Entrer N,n,p, A\, o\,0,,]
— Calculer A = A 4 0,¢y, avec ey ~ N(0,1)
— Calculer = pu+ 0,e,, avec €, ~ N(0,1)

3: for j=1:ndo
— Calculer la distribution stationnaire m(X) pour chaque réalisation du vecteur

(AD, y@) | N)

y(i) = m(X)

— Calculer les polynémes de Hermite pour les paramétres ()\(j Y )
4: end for

Déterminer la matrice de transition ¥

Calculer les coefficient & ’aide de la formule :

a=(v'0) Uy

Calculer I'espérance E(7) = aq
Calculer la variance Var(m) = )
Sortie Meany,Vary

Fin

n 2
j=19;

Cas unidimensionnelle

Exemple 3.2.3 Considérons le systeme d’attente M/Ey/1/N avec les parameétres d’entrée A,
[y €t o, ou A est considéré comme le paramétre le plus influent sur la sortie du modéle, tandis
que py et po sont considérés comme déterministes. Pour représenter [incertitude dans le para-
metre X et simuler la moyenne et la variance de la distribution stationnaire, nous introduisons
un modeéle pour ce paramétre incertain.

Nous définissons le modéle pour X comme suit :
)\:5\4—0')\6)\, EAN/\/’(O,l)

ol A est la valeur moyenne de \, oy est Uécart-type, et €y est une variable aléatoire suivant une
distribution normale standard.

L’approximation fonctionnelle d’une composante m;(A) du vecteur stationnaire par le dévelop-
pement en Polynémes de Chaos (PC) en cas unidimensionnel s’écrit comme suit :
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ou :
A est le paramétre incertain,
P est le degré du polynome de Chaos,
y; sont les coefficients du développement en PC,
U, () sont les polynomes de la base orthogonale utilisée dans I’expansion.

3.3 Reésultats numériques

Pour illustrer ’application de la méthode de développement en série de taylor sur les trois
systémes étudiés (M/M/1/N,M/D/1/N,etM/E5/1/N), nous présentons ici les résultats nu-
mériques pour N = 4.

Nous calculons la moyenne et la variance pour chaque composante m(l = 0,...,4) de la
distribution stationnaire pour chaque systéme.

Systéme M /M /1/N

Les tableaux 3.4 et 3.5 nous montrent ’espérance et la variance de chaque composante
m(1),i = 0,1,2,3,4 approchées par le développement en séries de Taylor, les polynéomes de
chaos et la simulation.

Composante | m(0) | m(1) | m(2) | m(3) | m(4)
Taylor 0.0984 | 0.1905 | 0.2818 | 0.2836 | 0.1455
PC 0.0985 | 0.1904 | 0.2818 | 0.2836 | 0.1456
Simulation | 0.0990 | 0.1911 | 0.2821 | 0.2829 | 0.1446

TABLE 3.4 — Espérance des composantes m;(7),7 = 0, 1,2, 3,4 pour le modéle M/M/1/N.

Les valeurs de 'espérance obtenues par les trois méthodes sont trés proches les unes des

autres.

Composante | m(0) m(1) m(2) m(3) m(4)
Taylor 0.00083 | 0.00101 | 0.00011 | 0.00113 | 0.00129
PC 0.00092 | 0.00099 | 0.00008 | 0.00103 | 0.00136
Simulation | 0.00090 | 0.00097 | 0.00008 | 0.00102 | 0.00134

TABLE 3.5 — Variance des composantes (i), = 0, 1,2, 3,4 pour le modele M/M/1/N.

De méme, les variances obtenues par les différentes méthodes sont également similaires.
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Systéme M /D /1 /N

Pour le modéle M/D/1/N, les résultats numériques de 'espérance et de la variance sont
présentés ci-dessous. Les valeurs sont exprimées en différentes unités en fonction des ordres de
grandeur des résultats.

Composante | m(0) | m(1) | m(2) | m(3) | m(4)

Unité x1077 [ 107° | 107* | 107t | 107!

Taylor 0.239 | 3.105 | 5.422 | 1.657 | 8.287

pPC 0.806 | 2.950 | 4.297 | 1.577 | 8.379

Simulation | 1.023 | 3.097 | 4.303 | 1.575 | 8.380

TABLE 3.6 — Espérance des composantes (i), = 0,1,2, 3,4 pour le modéle M/D/1/N.

Les valeurs de I'espérance pour le modeéle M/D/1/N montrent une plus grande variabilité
comparée au modele M/M/1/N. Les différences entre les méthodes de Taylor et de chaos poly-
nomial sont plus prononcées, mais globalement, elles restent proches des valeurs de simulation,
ce qui montre la robustesse des méthodes analytiques.

Composante | m(0) | m(1) | m(2) | m(3) | m(4)

Unité x 1078 | 10°¢ 1074 1073 1073

Taylor 5.5548 | 5.8064 | 1.4202 | 4.9005 | 4.9530

pPC 0.0137 | 5.8064 | 1.4202 | 4.9005 | 4.9530

Simulation | 0.0035 | 0.0133 | 0.0208 | 2.3113 | 2.7353

TABLE 3.7 — Variance des composantes m;(7),i = 0, 1,2, 3,4 pour le modéle M/D/1/N.

Systéme M /FE,/1/N

Pour le modéle M/ FE,/1/N| les résultats obtenus sont les suivants :

Composante | m(0) | m(1) | m(2) | m(3) | m(4)

Unité x107* | 107* | 1072 | 107 | 107!

Taylor 6.845 | 8.946 | 7.300 | 3.306 | 5.867

PC 6.972 | 8.992 | 7.304 | 3.305 | 5.866

Simulation | 6.986 | 9.012 | 7.315 | 3.307 | 5.586

TABLE 3.8 — Espérance des composantes de la distribution stationnaire m;(i),i = 0,1,2,3,4
pour le modele M/FE5/1/N.
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Composante | m(0) | m(1) | m(2) | m(3) | m(4)

Unité x1077 [ 107° | 107* | 107* | 1073

Taylor 0.967 | 0.931 | 2,285 | 4,697 | 1,612

PC 1,615 | 1.212 | 2.504 | 4.500 | 1.664

Simulation | 1.707 | 1.243 | 2.502 | 4.462 | 1.650

TABLE 3.9 — Variance des composantes de la distribution stationnaire m(i),7 = 0,1, 2, 3,4 pour
le modéle M/ E5/1/N.

Les résultats montrent que les deux méthodes, Taylor et PC, fournissent des estimations
trés proches des valeurs obtenues par la simulation de Monte Carlo. Les écarts entre les valeurs
calculées par Taylor et PC sont minimes, ce qui indique que les deux méthodes sont robustes et
précises. Pour le modele M/M/1/N;, les valeurs de I'espérance et de la variance des composantes
de la distribution stationnaire sont presque identiques entre Taylor et PC, et correspondent éga-
lement bien aux résultats de la simulation. Une tendance similaire est observée pour les modele
M/D/1/N et M/E5/1/N, ou les résultats des deux méthodes concordent bien avec ceux de la
simulation.

Lors de la mise en ceuvre de ces deux méthodes pour 'analyse de la sensibilité et la propagation
de l'incertitude dans les systémes de files d’attente, la complexité algorithmique et la simpli-
cité d’utilisation différent. La méthode de Taylor est relativement simple et efficace pour des
systémes de petite & moyenne taille, nécessitant principalement des calculs de dérivées d’ordre
supérieure de la distribution stationnaire. En revanche, les polynémes de chaos nécessite la
construction et la manipulation de polynoémes orthogonaux, ce qui peut étre mathématique-
ment intensif et demande une compréhension plus avancée des concepts de polynémes de chaos.
En plus de leur précision, les méthodes d’approximation par la série de Taylor et par les po-

lynémes de chaos démontrent une robustesse notable face & des variations des paramétres du
systéme. En effet, en analysant les écarts-types (0)2 associés aux variances des composantes
de la distribution stationnaire des systémes d’attente, on observe une stabilité accrues des
résultats.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué deux approches d’analyse importantes aux modéles
d’attente. D’abord, I'utilisation de la méthode de Sobol pour 'analyse de sensibilité a permis
d’identifier les paramétres les plus influents sur la performance du systéme. Ensuite, I’analyse
d’incertitude a été menée par deux méthodes : développement en série de Taylor des chaines
de Markov (Ouazine et Abbas AMM 2016) [61] et le développement en polyndémes de chaos.
La validation de ces résultats par simulation a renforcé la fiabilité des statistiques obtenues,
offrant ainsi une base solide pour la compréhension et 'optimisation des systémes d’attente.
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Conclusion Générale

Les modeéles de files d’attente sont intrinséquement sujets a de nombreuses sources d’incer-
titude qui peuvent affecter significativement leurs performances. Ce mémoire a exploré deux
approches principales : 'analyse de sensibilité et la propagation d’incertitude dans les systémes
de files d’attente, en se concentrant sur les modeles M/M/1/N, M/D/1/N et M/E,/1/N. L’ob-
jectif était d’identifier les paramétres les plus influents et de quantifier comment les incertitudes
dans ces paramétres se propagent a travers les modéles.

En utilisant les indices de Sobol, nous avons pu déterminer les parameétres ayant le plus
grand impact sur la distribution stationnaire des systémes de files d’attente.

Par ailleurs, deux méthodes ont été utilisées pour la propagation de l'incertitude : les
développements en série de Taylor et les polynomes de chaos. Ces méthodes ont permis d’estimer
avec précision la moyenne et la variance des distributions stationnaires. Les résultats obtenus
ont été comparés et validés par des simulations de Monte Carlo, confirmant ainsi la robustesse
et la fiabilité des approches proposées.

Les contributions majeures de ce mémoire peuvent étre résumées comme suit :

e Identification des paramétres clés influencant la performance des systémes de files d’attente
a l’aide des indices de Sobol.

e Application des méthodes de propagation d’incertitude basées sur les développements en
série de Taylor et les polynémes de chaos.

e Validation des résultats par des simulations de Monte Carlo, démontrant l'efficacité des
méthodes utilisées.

En combinant ces deux approches, nous pouvons non seulement mieux comprendre et pré-
dire le comportement des systémes de files d’attente, mais aussi prendre des décisions infor-
mées pour optimiser les ressources, réduire les cotits et améliorer la satisfaction des clients.
Cela conduit a des systémes plus efficaces et adaptables, capables de fonctionner de maniére
optimale méme face a des variations imprévues.

Pour les travaux futurs, il serait pertinent d’élargir ces études & des modéles plus complexes,
tels que les réseaux de files d’attente, et de généraliser I’analyse d’incertitude en utilisant des "P-
boxes". De plus, 'application de I'analyse de sensibilité et d’incertitude pourrait étre étendue
a des problémes d’ingénierie, notamment en génie civil et en chimie.
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Résumé

Ce mémoire aborde les défis de la modélisation et de 1’évaluation des perfor-
mances des systémes de files d’attente, en se concentrant sur l'incertitude des
parametres. Deux approches principales sont explorées : I’analyse de sensibilité et
d’incertitude. Les indices de Sobol, basés sur des simulations de Monte Carlo, sont
utilisés pour identifier les parameétres les plus influents. La propagation de I'incer-
titude est réalisée a 'aide de développements en série de Taylor et de polynémes
de chaos, validés par des simulations de Monte Carlo. Les résultats montrent com-
ment optimiser les ressources et améliorer la satisfaction des clients en comprenant
et en gérant mieux l'incertitude des systémes de files d’attente.

Mots-clés : files d’attente, analyse de sensibilité, analyse d’incertitude, indices
de Sobol, Monte Carlo, développement de Taylor, polyndéme de chaos.

Abstract

This document addresses the challenges of modeling and evaluating the per-
formance of queuing systems, focusing on the uncertainty parameter. Two main
approaches are explored : sensitivity analysis and uncertainty propagation. Sobol
indices, based on Monte Carlo simulations, are used to identify the most influential
parameters. Uncertainty propagation is conducted using Taylor series expansions
and chaos polynomials, validated by Monte Carlo simulations. The results de-
monstrate how to optimize resources and improve customer satisfaction by better
understanding and managing the uncertainty in queuing systems.

Keywords : Queuing systems, sensitivity analysis, uncertainty analysis, Sobol
indices, Monte Carlo, Taylor expansion, chaos polynomial.




	Table des figures
	Liste des tableaux
	Introduction Générale
	Généralités sur les files d'attente
	Notions de base
	Processus stochastique
	Propriété: sans mémoire

	Chaîne de Markov à temps discret
	Classification des états d'une chaîne de Markov
	Comportement stationnaire d’une chaîne de Markov

	Modélisation d'une file d'attente
	Description d'un phénomène d'attente
	Notation de Kendall
	Analyse mathématique d’un système de file d’attente
	Performances d’un système de file d’attente
	Formules de Little

	Les types de modèles d'attente
	Files d’attente markoviennes
	Files d’attente non markoviennes

	Quelques systèmes de files d’attente 
	Système de file d'attente M/G/1
	Système de file d’attente M/G/1/N

	Revue des études réalisées

	Analyse de sensibilité et d'incertitude
	Analyse de sensibilité
	Analyse de sensibilité locale
	Analyse de sensibilité globale
	Estimation des indices de sensibilité

	Analyse d'incertitude
	Différentes sources d'incertitude
	Méthode de développement en série de Taylor
	Présentation des polynômes de chaos
	Généralisation des polynômes de chaos
	Méthode de calcul des coefficients de polynôme de chaos


	Application sur le modèle de file d'attente M/G/1/N
	Analyse de sensibilité par la méthode de Sobol
	Analyse d'incertitude
	Développement en série de Taylor
	L'incertitude via la méthode de chaos polynomial

	Résultats numériques

	Conclusion Générale

