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Résumé  

Ce mémoire de master 2 traite des machines tournantes, plus précisément des rotors et de leurs 

propriétés dynamiques vibratoires. Le premier chapitre commence par définir brièvement 

l'importance des machines tournantes dans divers processus industriels, suivi d'une introduction 

historique à la création des technologies de rotor. Le deuxième chapitre présente les modèles des 

rotors, y compris les arbres, les disques, les paliers et le balourd, et détermine les réponses 

dynamiques en appliquant les équations du mouvement. Le troisième chapitre aborde la stabilité 

des rotors amortis et non amortis à l'aide des diagrammes de Campbell et des vitesses critiques, et 

explique l'impact de l'amortissement. Le quatrième chapitre simule numériquement la réponse 

vibratoire des rotors amortis et non amortis à l'aide du logiciel Ansys. 

Mots-clés : rotor, diagramme de Campbell, Modes des déplacements, vitesse critique, simulation 

numérique, amortissement, stabilité, Ansys. 

 

Abstract  

This master 2 thesis deals with rotating machines, more precisely rotors and their dynamic 

vibration properties. The first chapter begins by briefly defining the importance of rotating 

machines in various industrial processes, followed by a historical introduction to the creation of 

rotor technologies. The second chapter presents the models of the rotors, including shafts, disks, 

bearings and unbalance, and determines the dynamic responses by applying the equations of 

motion. The third chapter discusses the stability of damped and undamped rotors using Campbell 

diagrams and critical speeds, and explains the impact of damping. The fourth chapter numerically 

simulates the vibration response of damped and undamped rotors using Ansys software.  

Keywords: rotor, Campbell diagram, critical speed, numerical simulation, damping, stability, 

Ansys.  
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Introduction générale  

Les machines tournantes sont des éléments essentiels dans divers secteurs industriels tels 

que l'énergie, le transport et la production manufacturière. Elles comprennent des équipements 

comme les turbines, les moteurs, les compresseurs et les générateurs, qui sont tous propulsés 

par des rotors. La dynamique vibratoire des rotors, c'est-à-dire leurs mouvements oscillatoires 

lorsqu'ils sont en rotation, est cruciale pour assurer leur fonctionnement optimal et sécurisé. 

Comprendre et contrôler ces vibrations est essentiel pour prévenir les défaillances mécaniques, 

optimiser l'efficacité énergétique et prolonger la durée de vie des équipements.  

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres : 

1. Présentation générale des machines tournantes et des rotors : 

Ce chapitre fournit un aperçu global des différents types de machines tournantes et de 

leurs applications, en soulignant le rôle central des rotors. 

2. Modélisation des rotors : 

Ce chapitre détaille les méthodes et les techniques utilisées pour modéliser les rotors, 

en incluant des approches théoriques et pratiques. 

3. Analyse de la stabilité des rotors et méthodes analytiques : 

Cette partie explore les critères de stabilité des rotors et présente les méthodes 

analytiques employées pour évaluer et garantir cette stabilité. 

4. Simulation numérique de la réponse vibratoire d'un rotor : 

Le dernier chapitre présente des simulations numériques visant à prédire et analyser la 

réponse vibratoire des rotors, en utilisant un logiciel de simulation numérique par la 

méthode des éléments fini. 

L'objectif principal de ce document est de couvrir de manière exhaustive les 

principes et les solutions relatives aux vibrations des rotors, notamment à travers la 

modélisation numérique. Il vise à fournir une maîtrise avancée et un contrôle précis des 

vibrations des rotors pour améliorer la fiabilité et les performances des machines 

tournantes. 
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Introduction  

Étant les composants centraux des machines tournantes, les rotors sont des composants 

d'une grande importance dans toutes les applications d'ingénierie, des turbines et moteurs aux 

compresseurs et générateurs. Étant les dispositifs rotatifs se déplaçant autour d'un axe central, 

les rotors génèrent des vibrations en raison de leur dynamique opérationnelle. La recherche 

sérieuse de ces vibrations est d'une importance capitale pour la stabilité, les performances et la 

durabilité des systèmes dans lesquels elles sont intégrées. Les machines tournantes, par 

définition, sont toute idée mécanique dont le mouvement est de nature circulaire autour d'un 

point central. Ces systèmes intégrés au monde contemporain de l'ingénierie ont été construits 

pour réaliser un large éventail de fonctions allant de la génération d'énergie à la création de 

mouvement. L'un des composants importants de ces machines est le rotor, la partie centrale de 

la machine qui est responsable de l'énergie mécanique. La complexité des machines tournantes 

et, en fait, des rotors, vient de leur comportement dynamique, qui est associé à des mouvements 

tels que la rotation, les déformations structurelles, et les vibrations. La compréhension et la 

maîtrise de ces variables sont très importantes dans la conception de systèmes fiables et 

efficaces, pour réduire les chances de défaillance. La dynamique des rotors est une branche 

profonde et transversale qui emprunte des idées à la mécanique des structures, à la dynamique 

des fluides ainsi qu'à la thermodynamique. La nature des problèmes impliqués dans la 

modélisation et l'analyse des rotors exige que cette discipline soit étudiée dans des conditions 

rigoureuses et intrusives avec une combinaison de techniques modernes numériques et de 

solutions analytiques traditionnelles. En tant que tel, ce premier chapitre atteint l'objectif de 

présenter un aperçu général des rotors ainsi que des machines tournantes en particulier, et en 

expliquant leur pertinence et leur applicabilité au domaine de l'ingénierie mécanique. Une 

compréhension de ces termes simples jettera les bases sur lesquelles les différents types de 

comportement vibratoire des rotors amortis seront discutés plus avant dans les sections 

suivantes. 

 

1- Historique des rotors  

17ème siècle : Christiaan Huygens découvre les lois du pendule  

Christiaan Huygens a inventé l’horloge à pendule en 1656. Cette invention a 

considérablement amélioré la précision des horloges. Il a découvert que l’extrémité d’un 
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pendule oscille dans le même intervalle de temps, même si l’amplitude du mouvement change. 

[1] 

 

18ème siècle : Leonhard Euler développe les équations du mouvement des poutres et des 

plaques  

Leonhard Euler, mathématicien et physicien suisse, a apporté d’importantes contributions 

dans le domaine de l’analyse mathématique et de la mécanique. Il a notamment travaillé sur les 

équations du mouvement des poutres et des plaques. Ses travaux ont eu une influence 

considérable sur la physique au XVIIIe siècle. [2] 

 

19ème siècle : James Clerk Maxwell développe la théorie des gyroscopes  

James Clerk Maxwell, physicien écossais, est principalement connu pour avoir unifié les 

équations de l’électricité, du magnétisme et de l’induction en un seul ensemble d’équations, 

appelées les équations de Maxwell. Il a également interprété la lumière comme un phénomène 

électromagnétique et a démontré que les champs électriques et magnétiques se propagent sous 

forme d’ondes à la vitesse de la lumière. [3] 

 

Début du 20ème siècle : Développement des turbines à vapeur et à gaz, conduisant à un 

intérêt accru pour la dynamique des rotors  

Les turbines à vapeur et à gaz ont été développées au début du XXe siècle. Les turbines 

à vapeur étaient principalement utilisées pour la production d’électricité, tandis que les turbines 

à gaz étaient utilisées dans diverses applications industrielles. Ce développement a conduit à un 

intérêt accru pour la dynamique des rotors. [4] 

 

Années 1940 : Développement des paliers à gaz et à huile pressurisés  

Les paliers à gaz et à huile pressurisés ont été développés dans les années 1940. Ils ont 

permis d’augmenter la vitesse de rotation des rotors, améliorant ainsi leur performance. [5] 
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Années 1950 : Développement des méthodes de calcul numérique pour la dynamique des 

rotors  

Dans les années 1950, les progrès dans les méthodes de calcul numérique ont permis 

d’analyser plus efficacement le comportement des rotors. Des techniques telles que la méthode 

des éléments finis a été appliquées à la modélisation des rotors. [6] 

 

Années 1960 : Développement des techniques d’amortissement des vibrations des rotors  

Au cours des années 1960, des recherches ont été menées pour comprendre et atténuer les 

vibrations indésirables des rotors. L’ajout d’amortisseurs, tels que les amortisseurs visqueux, a 

contribué à réduire les effets des vibrations. [7] 

 

Années 1970 : Développement des méthodes d’identification des paramètres des rotors  

Dans les années 1970, des méthodes ont été développées pour identifier les paramètres 

des rotors, tels que la rigidité, la masse et l’amortissement. Ces informations sont essentielles 

pour la modélisation précise des systèmes de rotor. [8] 

 

Années 1980 : Développement des techniques de surveillance et de diagnostic des rotors  

Les années 1980 ont vu l’émergence de techniques de surveillance en temps réel pour les 

rotors. Des capteurs ont été utilisés pour surveiller les vibrations, la température et d’autres 

paramètres afin de détecter les anomalies et d’anticiper les défaillances potentielles. [9] 

 

Années 1990 : Développement des techniques de contrôle des vibrations des rotors  

Au cours des années 1990, des méthodes de contrôle actif des vibrations ont été 

développées pour réduire les effets des vibrations indésirables sur les rotors. Ces techniques 

incluent l’utilisation d’actionneurs pour annuler les vibrations nuisibles. [10] 

 

20ème siècle : Développement des technologies de l’information et de la communication  

Les avancées dans les technologies de l’information et de la communication ont 

grandement amélioré la modélisation, la simulation et le contrôle des rotors. Les logiciels de 
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simulation, les algorithmes d’optimisation et les systèmes de surveillance en ligne ont permis 

d’optimiser les performances des machines tournantes. [11] 

 

21ème siècle : Développement de nouvelles technologies pour les rotors  

Au 21ème siècle, des technologies innovantes ont émergé, notamment les rotors à 

superconducteurs et les rotors magnétiques. Ces avancées visent à améliorer l’efficacité, la 

stabilité et la durabilité des systèmes de rotor. [12] 

 

2- Définition d’un rotor dans le contexte de machine tournante  

Un rotor, dans le domaine des machines tournantes, est l'élément central qui tourne autour 

d'un axe fixe. Il est essentiellement responsable de la conversion d'énergie mécanique dans 

diverses applications industrielles. Les rotors peuvent être présents dans des dispositifs tels que 

turbines, compresseurs, moteurs et générateurs, et leur conception précise est cruciale pour 

assurer la stabilité et l'efficacité du système. 

 

2-1 Composants d’un rotor  

• Axe  
L'axe, également appelé arbre, est l'élément central du rotor autour duquel il tourne. Il 

transmet le mouvement rotatif vers d'autres composants de la machine et assure la liaison 

structurelle. [13] 

 

• Disque du Rotor  

Le disque du rotor est une partie plate et circulaire qui constitue la structure principale du 

rotor. Il est généralement monté sur l'axe et peut supporter d'autres composants comme les 

aubes. [14] 

 

• Aubes ou Pales  
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Les aubes, également appelées pales, sont des éléments mobiles fixés au disque du rotor. 

Elles captent l'énergie du fluide (gaz ou liquide) en mouvement, convertissant ainsi l'énergie 

cinétique en énergie mécanique. [15] 

 

• Masselottes (pour l'équilibrage)  

Les masselottes sont des petites masses ajoutées au rotor pour équilibrer la distribution 

de masse. L'équilibrage précis est essentiel pour éviter les vibrations indésirables et garantir un 

fonctionnement stable. [16] 

 

• Roue d'Inertie  

La roue d'inertie est une composante du rotor qui contribue à l'inertie globale du système. 

Elle joue un rôle dans la stabilité et la régularité du mouvement rotatif. [17] 

 

• Roulements du Rotor  

Les roulements sont des éléments mécaniques intégrés au rotor pour réduire les 

frottements et permettre un mouvement rotatif fluide. Ils sont cruciaux pour la stabilité et la 

durabilité de la machine. [18] 

 

• Éléments d'amortissement  

Certains rotors intègrent des éléments spécifiques, tels que des amortisseurs, pour 

atténuer les vibrations indésirables. Ces éléments contribuent à améliorer la stabilité et la 

performance du rotor. [19] 

 

• Cônes de Montage  

Les cônes de montage sont des composants situés à l'extrémité de l'axe du rotor. Ils 

facilitent le montage du rotor sur d'autres parties de la machine tournante. [20] 
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Chacun de ces composants contribue de manière essentielle au fonctionnement global du 

rotor dans une machine tournante. La conception précise et l'interaction harmonieuse de ces 

éléments sont cruciales pour assurer la performance, la fiabilité et la sécurité du système. 

 

2-2 Vibrations des rotors  
Les vibrations des rotors sont des oscillations autour d'un axe d'équilibre. Elles peuvent 

être classées en deux catégories principales : 

• Vibrations transversales : Elles se produisent dans un plan perpendiculaire à l'axe du 

rotor. 

• Vibrations axiales : Elles se produisent dans le sens de l'axe du rotor. 

 

2-3 Analyse des vibrations des rotors  
Les vibrations des rotors sont un phénomène courant dans les machines tournantes. Elles 

peuvent être causées par divers facteurs, tels que : 

• Balourd: une répartition non uniforme de la masse du rotor. 

• Forces d'excitation: forces provenant de l'interaction du rotor avec d'autres 

éléments de la machine, telles que les paliers, les engrenages et les courroies. 

• Jeu: espace libre entre les pièces en contact, tel que le jeu entre le rotor et le stator. 

• Déformations: déformations du rotor sous l'effet des forces centrifuges et des 

forces thermiques. 

 

Les vibrations des rotors peuvent avoir plusieurs effets néfastes, tels que : 

• Réduction de la durée de vie de la machine: les vibrations peuvent provoquer 

une usure accrue des composants de la machine, tels que les paliers et les 

roulements. 

• Bruit: les vibrations peuvent générer du bruit, ce qui peut être une nuisance pour 

l'environnement et pour les personnes qui travaillent à proximité de la machine. 

• Perte de performance: les vibrations peuvent réduire la performance de la 

machine, par exemple en réduisant l'efficacité de la conversion d'énergie. 
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Il est donc important d'analyser les vibrations des rotors afin de les minimiser et d'éviter 

leurs effets néfastes. 

 

2-4 Méthodes d'analyse des vibrations des rotors 

Il existe différentes méthodes pour analyser les vibrations des rotors. Les méthodes les 

plus courantes sont : 

• Mesure des vibrations: les vibrations du rotor peuvent être mesurées à l'aide de 

capteurs, tels que des accéléromètres et des vélocimètres. [21] 

• Analyse modale: l'analyse modale permet de déterminer les fréquences naturelles 

et les modes de vibration du rotor. [22] 

• Calcul par éléments finis: le calcul par éléments finis permet de simuler les 

vibrations du rotor en tenant compte de sa géométrie, de ses propriétés matérielles 

et des conditions aux limites. [23] 

• Analyse expérimentale: l'analyse expérimentale permet de valider les résultats 

des simulations numériques et de mieux comprendre le comportement vibratoire 

du rotor. [24] 

 

2-5 Techniques de réduction des vibrations des rotors 

Il existe différentes techniques pour réduire les vibrations des rotors. Les techniques les 

plus courantes sont : 

• Équilibrage du rotor: l'équilibrage du rotor permet de corriger le balourd et de 

réduire les vibrations qu'il cause. [25] 

• Amortissement des vibrations: l'amortissement des vibrations permet de 

dissiper l'énergie vibratoire du rotor et de réduire son amplitude. [26] 

• Modification de la conception du rotor: la modification de la conception du 

rotor peut permettre de réduire sa sensibilité aux vibrations. [27] 

• Utilisation de paliers actifs: les paliers actifs peuvent être utilisés pour contrôler 

les vibrations du rotor en temps réel. [28] 
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2-6 Classification des rotors  

Classification par fonction : 

• Rotors de machines motrices : convertissent l'énergie électrique, hydraulique ou 

pneumatique en énergie mécanique de rotation. 

Exemples : Moteurs électriques, Turbines à gaz, Turbines à vapeur. 

• Rotors de machines réceptrices : convertissent l'énergie mécanique de rotation 

en une autre forme d'énergie. 

Exemples : Générateurs électriques, Pompes, Compresseurs. 

 

Classification par géométrie: 

• Rotors symétriques: la masse et la raideur sont réparties uniformément autour de 

l'axe de rotation. 

Exemples : Rotor d'un moteur électrique synchrone ,Rotor d'une turbine à vapeur. 

• Rotors asymétriques: la masse et la raideur ne sont pas réparties uniformément 

autour de l'axe de rotation. 

Exemples : Rotor d'un hélicoptère, Rotor d'une pompe centrifuge. 

 

Classification par comportement dynamique: 

• Rotors rigides: ne se déforment pas sous l'effet des forces centrifuges. 

Exemples : Rotor d'un moteur électrique à induction, Rotor d'une turbine à gaz de faible 

puissance 

• Rotors flexibles: se déforment sous l'effet des forces centrifuges. 

Exemples : Rotor d'une turbine à vapeur de grande puissance, Rotor d'un compresseur 

axial 
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Classification par type de support: 

• Rotors sur paliers lisses: utilisent un film d'huile lubrifiant pour séparer le rotor 

et le stator. 

Exemples : Rotor d'une turbine hydraulique, Rotor d'une pompe à piston. 

• Rotors sur paliers à roulements: utilisent des éléments roulants pour séparer le 

rotor et le stator. 

Exemples : Rotor d'un moteur électrique, Rotor d'une turbine à gaz. 

 

Classification par application: 

• Rotors pour l'industrie: utilisés dans les machines industrielles, telles que les 

pompes, les compresseurs et les turbines. 

• Rotors pour l'automobile: utilisés dans les moteurs et les transmissions des 

véhicules automobiles. 

• Rotors pour l'aéronautique: utilisés dans les moteurs et les turbines des avions 

et des hélicoptères. 

• Rotors pour l'énergie éolienne: utilisés dans les éoliennes pour convertir 

l'énergie cinétique du vent en énergie électrique. 

 

Exemple d’applications spécifiques des rotors : 

Turbines à vapeur: les turbines à vapeur utilisent des rotors pour convertir l'énergie thermique 

de la vapeur en énergie mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite utilisée pour générer 

de l'électricité. 

Turbines à gaz: les turbines à gaz utilisent des rotors pour convertir l'énergie thermique des 

gaz chauds en énergie mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite utilisée pour générer de 

l'électricité ou pour propulser des avions. 

Turbines hydrauliques: les turbines hydrauliques utilisent des rotors pour convertir l'énergie 

cinétique de l'eau en énergie mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite utilisée pour 

générer de l'électricité. 

Éoliennes: les éoliennes utilisent des rotors pour convertir l'énergie cinétique du vent en énergie 

mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite utilisée pour générer de l'électricité. 
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Moteurs d'avion: les moteurs d'avion utilisent des rotors pour convertir l'énergie chimique du 

kérosène en énergie mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite utilisée pour propulser 

l'avion. 

Moteurs de voiture: les moteurs de voiture utilisent des rotors pour convertir l'énergie 

chimique du gazole ou de l'essence en énergie mécanique de rotation. Cette énergie est ensuite 

utilisée pour propulser la voiture. 

Pompes: les pompes utilisent des rotors pour convertir l'énergie mécanique de rotation en 

énergie cinétique des fluides. Cette énergie est ensuite utilisée pour pomper les fluides d'un 

endroit à un autre. 

Compresseurs: les compresseurs utilisent des rotors pour convertir l'énergie mécanique de 

rotation en énergie potentielle des gaz. Cette énergie est ensuite utilisée pour comprimer les 

gaz. 

 

Conclusion : 

En conclusion, ce premier chapitre a établi les bases essentielles pour la compréhension 

des machines tournantes et des rotors. Les rotors, composants critiques des machines 

tournantes, sont au cœur de nombreuses applications industrielles telles que les turbines, les 

moteurs, les compresseurs et les générateurs. Leur comportement dynamique, marqué par des 

phénomènes vibratoires, est crucial pour la stabilité et la performance des systèmes mécaniques. 

L'étude historique des rotors a mis en lumière l'évolution des connaissances et des technologies, 

depuis les lois du pendule de Huygens au 17ème siècle jusqu'au développement des méthodes 

numériques au 20ème siècle. Ce cadre théorique et historique prépare le terrain pour une 

exploration plus approfondie des vibrations des rotors dans les chapitres suivants, en mettant 

l'accent sur la modélisation et l'analyse dynamique nécessaires pour garantir la fiabilité et la 

durabilité des systèmes rotatifs.
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Introduction  

Une machine tournante se compose principalement de quatre types d'éléments essentiels 

: l'arbre, les disques, les paliers et les balourds. Les balourds, en particulier, peuvent causer des 

problèmes vibratoires significatifs dans un rotor. Un balourd correspond à un déséquilibre du 

rotor, généralement dû à la non-coïncidence de l’axe principal d’inertie et du centre d’inertie 

avec l’axe de rotation. Ces vibrations synchrones peuvent entraîner des perturbations et des 

dommages mécaniques. Pour corriger complètement le déséquilibre dynamique, il est 

nécessaire d’avoir deux plans de correction. En mesurant et surveillant le niveau de vibration 

produit par une machine, on obtient un indicateur idéal sur son état, permettant de détecter les 

défauts et d’en identifier la cause. Si l’augmentation de vibration de la machine permet de 

détecter un défaut, l’analyse des caractéristiques de vibration de la machine permet d’en déduire 

avec précision le délai avant qu’il ne devienne critique. Chaque élément, qu'il s'agisse de l'arbre, 

des disques, des paliers, ou des balourds, est soumis à une modélisation spécifique, qui est 

ensuite intégrée dans la modélisation globale du rotor. Cette approche détaillée vise à fournir 

une compréhension approfondie du comportement dynamique des rotors au sein des machines 

tournantes.  

 

1- Description du modèle simple utilisé  

Avant d’entrer dans les détails des équations de mouvement, examinons les éléments de 

base d’un rotor (Figure 2 1) : 

P.S. : Dans une optique de simplification, nous avons opté pour les hypothèses ci-dessous. 

 

1-1 Arbre : 

• L’arbre est la partie centrale du rotor. Il transmet la puissance entre les disques et les 

paliers. 

• L’arbre est souvent modélisé comme une poutre de section circulaire constante. 

• Il est supposé flexible. 

• Arbre de longueur L et de section constante S. 
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1-2 Disques : 

• Les disques sont les parties du rotor où les forces sont appliquées (Notamment les forces 

centrifuges qui sont des composantes de forces qui tendent à éloigner un objet de son 

axe de rotation. En d’autres mots, c’est une force radiale exercée par un solide en 

rotation autour d’un axe, dépendant de la masse du solide, de sa distance par rapport à 

l’axe de rotation et de sa vitesse de rotation.) 

• Il est supposé rigide. 

• Il est composé d’un balourd de masse Md situé à y = L1   

 

1-3 Paliers : 

• Il est supposé flexible. 

• Le modèle simplifié qu’on a présenté possède un palier hydrodynamique situé à y = L2 

 

Le rotor tourne à une vitesse constante Ω. Un seul degré de liberté est utilisé pour chaque 

déplacement dans les directions X et Z qui sont respectivement u(y,t) et w(y,t). Chaque point 

sur l’arbre procède deux degrés de liberté.  

 

Figure 2 1 : Modèle du rotor simple utilisé pour la présentation du chapitre 02 
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2- Système d’axes et de coordonnées  

R0 (O, X0, Y0, Z0) est un repère fixe lié au bâti de la machine, R (C,X,Y,Z) est un repère 

final lié au disque tournant. L’axe (C, Y) perpendiculaire au disque, coïncide avec l’axe de 

rotation du disque à l’état déformée de l’arbre. Le système de coordonnées (x , y , z) est relié 

au système de coordonnées (x0, y0, z0) par l’intermédiaire des angles ψ, θ et φ. Les deux 

premiers angles caractérisent le mouvement de voilement du disque et de l’arbre (effet 

gyroscopique). Pour déterminer la position du disque, on tourne initialement d’un angle ψ 

autour de l’axe (C, Z0) puis d’un angle θ autour du nouvel axe (C, X1), enfin d’un angle φ autour 

de l’axe de rotation propre du disque (C, Y). 

 

Figure 2 2 : Les différents repères liés au disque rigide et à l'arbre flexible 

 

Le vecteur orientation instantanée du disque ω��⃗ (R/R0) est exprimé par :  

 
ω��⃗ (R/R0) = �

ωx
ωy
ωz

� = �
−ψ̇ cos θ sinφ + θ̇ cosφ

φ̇ + ψ̇ sinθ
ψ̇ cos θ cosφ + θ̇ sinφ

� 

(2. 1) 

 

 

Comme (C, X), (C, Y) et (C, Z) sont des directions principales d’inertie, le tenseur 

d’inertie du disque a comme expression :  

 
[Ic(D)] = �

IDx 0 0
0 IDy 0
0 0 IDz

� 
(2. 2) 
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La méthode de Rayleigh-Ritz est employée comme outil de résolution pour élaborer un 

modèle visant à mettre en lumière et à traiter les phénomènes fondamentaux de ce système. En 

appliquant les équations de Lagrange, nous parvenons à dériver les équations du mouvement. 

 

3- Calculs des énergies  

3-1 Energie cinétique du disque  
L’énergie cinétique du disque est la somme de l’énergie cinétique de translation et 

l’énergie cinétique de rotation du centre de masse C : 

 TD =
1
2

MD(u̇2 + ẇ2) +
1
2

(IDxωx
2 + IDyωy

2 + IDzωz
2) 

(2. 3) 

 

Si le disque est symétrique alors on aura :  

 TD =
1
2

MD(u̇2 + ẇ2) +
1
2

IDx(θ̇2 + ψ̇2) +
1
2

IDy(Ω2 + 2Ωψ̇θ) 
(2. 4) 

 

Le terme IDy Ω ψ̇ θ représente l’effet gyroscopique.  

MD : Masse du disque en [Kg] 

P.S. : L'effet gyroscopique peut être défini comme la tendance d'un corps en rotation à résister 

aux changements de direction de son axe de rotation. 

 

3-2 Energie cinétique de l’arbre  
  

Ta = ��
1
2

ma(u̇2 + ẇ2) +
1
2

Iax(θ̇2 + ψ̇2) +
1
2

Iay(Ω2 + 2Ωψ̇θ)�
L

0

dy 
(2. 5) 

 

 

⇒  

 
Ta =

1
2
ρS�(u̇2 + ẇ2)dy

L

0

+
1
2
ρI�(θ̇2 + ψ̇2)dy

L

0

+ ρ I L Ω2

+ 2ρ I Ω�ψ̇ θ
L

0

dy 

(2. 6) 

 

Où : 

ρ est la masse volumique de l’arbre [kg/m3] 
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ma est la masse de l’arbre [Kg] 

S est l’aire de la section droite de l’arbre [m²] 

I est le moment d’inertie diamétral [Kg. m²] 

R1est le rayon de l’arbre [m] 

 

3-1 Energie de déformation de l’arbre  
  Ua =

1
2
∫ σyyεyydV 

(2. 7) 

 

 

Dans l’optique de simplification des calculs, on a : εyy = −x ∂
2u∗

∂y2
− z ∂

2w∗

∂y2
 et σyy = Eεyy 

qui sont respectivement la déformation et la contrainte longitudinale. 

⇒ 

 Ua =
1
2

E∫ εyy2dV 
(2. 8) 

 

⇒ 

 
Ua =

E
2
�  
L

0
 �  
sa
�−x

∂2u∗

∂y2
− z

∂2w∗

∂y2
�
2

dsdy

=  
E
2
�  
L

0
 �  
sa
 �x2 �

∂2u∗

∂y2
�
2

+ z2 �
∂2w∗

∂y2
�
2

+ 2xz
∂2u∗

∂y2
∂2w∗

∂y2 �
dsdy

 

(2. 9) 

 

 

En introduisant les inerties diamétrales de la section droite par rapport à (O, X) et (O, Z) 

on aura : 

 Ix = ∫  s z2ds  (2. 10) 

 

Et : Iz = � 
s

x2ds 
(2. 11) 

 

On déduit donc l’énergie de déformation de l’arbre comme suit :  

 
Ua =

E
2
�  
l

0
�Iz �

∂2u∗

∂y2
�
2

+ Ix �
∂2w∗

∂y2
�
2

�dy 
(2. 12) 
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Avec : 

 u∗ = ucos Ωt − wsin Ωt (2. 13) 

 

 w∗ = usin Ωt + wcos Ωt (2. 14) 

 

L’expression générale de l’arbre devient alors :  

 
Ua =

E
2
�  
L

0
�Iz �cos Ωt

∂2u
∂y2

− sin Ωt
∂2w
∂y2

�
2

+ Ix �sin Ωt
∂2u
∂y2

+ cos Ωt
∂2w
∂y2

�
2

�dy 

(2. 15) 

 

 

Dans le cas symétrique :  

 
Ua =

EI
2
�  
L

0
��
∂2u
∂y2

�
2

+ �
∂2w
∂y2

�
2

�dy 
(2. 16) 

 

 

Dans le cas où l’arbre serait soumis à une force axiale constante F0 : 

 
Ua =

EI
2
�  
L

0
��
∂2u
∂y2

�
2

+ �
∂2w
∂y2

�
2

�dy +
F0
2
�  
L

0
��
∂u
∂y�

2

+ �
∂w
∂y�

2

�dy 
(2. 17) 

 

   

3-1 Energie cinétique du Balourd  
On a :  

Les coordonnées de la masse du Balourd mb dans le repère R0 sont les suivantes :  

 
OD��⃗ = OC�⃗ + CD��⃗ = �

u + dsin Ωt
cte

w + dcos Ωt
�
R0

 
(2. 18) 

 

 

La vitesse absolue : 

 
V��⃗ (D/R0) = �

dOD�����⃗
dt �R0

= �
u̇ + dΩcos Ωt

0
ẇ − dΩsin Ωt

�
R0

 
(2. 19) 
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Alors, l’énergie cinétique sera :  

 Tb =
1
2

mb�V��⃗ (D/R0)�
2

=
1
2

mb(u̇2 + ẇ2 + Ω2d2 + 2Ωd(u̇cos Ωt − ẇsin Ωt)) 

(2. 20) 

 

La masse du balourd pouvant être négligée devant celle du disque fait que l’expression 

puisse s’écrire sous la forme suivante :  

 Tb ≃ mbΩd(u̇cos Ωt − ẇsin Ωt) (2. 21) 

 

3-2 Travail virtuel des efforts extérieurs  

Le travail virtuel δW des forces extérieures agissant sur l’arbre s’écrit sous forme :  

 δW = Fuδu + Fuδw (2. 22) 

 

Avec : Fu et Fw sont les composantes de la force généralisée. 

 �FuFw
� = −�kXX kXZ

kZX kZZ
� �uw� − �

cXX cXZ
cZX cZZ� �

u̇
ẇ� 

(2. 23) 

 

En remplaçant dans l’expression du travail virtuel, on aura : 

 δW = −(kXXu + kXZw + cXXu̇ + cXZẇ)δu − (kZZw + kZxu + cZZẇ + cZXu
 = Fuδu + Fwδw  

(2. 24) 

 

(2.1) - (2.24) [29] 

 

4- Expressions des fonctions de déplacements pour les rotors amortis et non-

amortis  

4-1 Rotors non-amortis  
4-1-1 Les expressions des déplacements  

Selon la méthode Rayleigh Ritz, elles s’écrivent après séparation des variables comme 

suit :  

 u(y, t) = ϕ(y)q1(t) ;  w(y, t) = ϕ(y)q2(t) (2. 25) 

 

Les angles ψ et θ sont petits et peuvent être s’écrire sous la forme suivante :  
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θ(y, t) =

∂w(y, t)
∂y

 ;  ψ(y, t) = −
∂u(y, t)
∂y

 
(2. 26) 

 

 

4-1-2 Les équations du mouvement  

Elles peuvent être déterminées à partir des équations de Lagrange :  

 d
dt �

∂T
∂q̇i

� −
∂T
∂qi

+
∂Ua

∂qi
= Fqi;  i = 1,2 

(2. 27) 

 

Avec :  

T : L’énergie cinétique du système  

U : L’énergie de déformation  

qi : Coordonnées généralisées indépendantes 

Fqi : Forces généralisées 

L’équation de Lagrange d’un rotor non-amorti conduit aux équations de mouvement 
suivantes :  

 mq̈1 − aΩq̇2 + c1q̇1 + k1q1 = mbdϕ(l1)Ω2sin Ωt (2. 28) 

 

 mq̈2 + aΩq̇1 + c2q̇2 + k2q2 = mbϕ(l1)dΩ2cos Ωt (2. 29) 

 

Dans le cas d’un rotor symétrique, on aura k1 = k2 = k 

 

4-1-3 Fréquences naturelles en fonction de la vitesse de rotation pour le cas d’un 

rotor symétrique  

Le calcul des fréquences naturelles donne :  

 �k + mr2 −aΩr
aΩr k + mr2

� = 0 
(2. 30) 

 

⇒ 

 m2r4 + (2km + a2r2)r2 + k2 = 0 (2. 31) 

 

⇒ 
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r12 = −��ω10

2 +
(aΩ)2

2m2 (1 −�1 + �
2mω10

aΩ �
2

�� = j2ω1
2 

(2. 32) 

 

Et  

 
r22 = −��ω10

2 +
(aΩ)2

2m2 (1 + �1 + �
2mω10

aΩ �
2

�� = j2ω2
2 

(2. 33) 

 

 

Où ω10 = ω20 = �k
m

 sont les pulsations naturelles à l’arrêt : 

⇒ 

 

ω1 = ��ω10
2 +

(aΩ)2

2m2 (1 −�1 + �
2mω10

aΩ �
2

��

1 2⁄

 

(2. 34) 

 

Et  

 

ω2 = ��ω10
2 +

(aΩ)2

2m2 (1 + �1 + �
2mω10

aΩ �
2

��

1 2⁄

 

(2. 35) 

 

 

4-1-4 Diagramme de Campbell :  

Le calcul des modes nous donne :  

 Q1 =
aΩr

k + mr2
Q2 

(2. 36) 
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Figure 2 3 : Diagramme de Campbell pour le cas symétrique 

 

4-1-5 Réponse aux forces d’excitations   

Les solutions particulières des équations différentielles sont sous la forme : 

 q1(t) = Asin Ωt (2. 37) 

 

 q2(t) = Bcos Ωt (2. 38) 

 

 

⇒ 

 
A = B =

n∗Ω2

k + (a − m)Ω2
 

(2. 39) 

 

La vitesse critique correspond à la valeur où : k + (a − m)Ω2 = 0 

⇒ 

 
Ωc = � k

m − a
 

(2. 40) 
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4-1-6 Rotors dissymétriques  

4-1-6-1 Les équations de Lagrange  

Les équations de Lagrange pour un rotor dissymétrique sont données par : 

 �m 0
0  m� �q̈1q̈2

� + � 0 −aΩ
aΩ 0 � �q̇1q̇2

� + �k1 0
0 k2

� �
q1
q2� = �n

∗Ω2sin Ωt
n∗Ω2cos Ωt

� 
(2. 41) 

 

 

4-1-6-2 Fréquences naturelles et diagramme de Campbell  

4   

ω1 = �
ω10
2

2
+
ω20
2

2
+

(aΩ)2

2 m2 − ��
ω10
2

2
+
ω20
2

2
+

(aΩ)2

2 m2 �
2

− ω10
2 ω20

2 �

1/2

 

(2. 42) 

 

 

ω2 = �
ω10
2

2
+
ω20
2

2
+

(aΩ)2

2 m2 + ��
ω10
2

2
+
ω20
2

2
+

(aΩ)2

2 m2 �
2

− ω10
2 ω20

2 �

1/2

 

(2. 43) 

 

où  ω10 = �k1/m,ω20 = �k2/m (2. 44) 

 

 

Le calcul des modes nous donne : 

 A =
aΩr

k1 + mr2
B 

(2. 45) 
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Figure 2 4 :Diagramme de Campbell pour le cas asymétrique 

 

4-1-6-4 Réponse aux forces d’excitation  

Les expressions sont données par :  

4   
A =

n∗Ω2(k2 − (m + a)Ω2)
(k1 − mΩ2)(k2 − mΩ2) + a2Ω2

 
(2. 46) 

 

 
B =

n∗Ω2(k1 − (m + a)Ω2)
(k1 − mΩ2)(k2 − mΩ2) + a2Ω2

 
(2. 47) 

 

 

On calculera les vitesses critiques en résolvant cette équation :  

 (m2 − a2)Ω4 − m(k1 + k2)Ω2 + k1k2 = 0 (2. 48) 

 

4-1-6-6 Instabilité  
Les solutions de l’équation caractéristique sont généralement données sous forme :  

 ri = −ei ± jjfi (2. 49) 
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Si le terme −ei est positif, alors la solution en régime libre croît indéfiniment avec le 

temps. On conclura donc que le rotor est instable.  

 

4-2 Rotors amortis  
Dans le cas d’un rotor amorti, les termes de raideurs et d’amortissements diffèrent de 

zéro.  

On aura alors des équations sous forme :  

 �mq̈1 − aΩq̇2 + c1q̇1 + k1q1 = nsin Ωt
mq̈2 + aΩq̇1 + c2q̇2 + k2q2 = ncos Ωt 

(2. 50) 

 

L’équation caractéristique est comme suit :  

 m2r4 + m(c1 + c2)r3 + (k1m + k2m + c1c2 + a2Ω2)r2
+ (k1c2 + k2c1)r + k1k2 = 0 

(2. 51) 

 

La réponse en régime permanent est sous la forme suivant :  

 q1(t) = A1sin Ωt + B1cos Ωt (2. 52) 

 

 q2(t) = A2sin Ωt + B2cos Ωt (2. 53) 

 

(2.25) - (2.53) [30] 

 

5- Modélisation des rotors par élément fini  

La méthode des éléments finis (MEF) est une technique numérique largement utilisée 

pour résoudre des problèmes complexes de mécanique des structures, de transfert de chaleur, 

d'électromagnétisme, et bien d'autres domaines de l'ingénierie et de la physique. Cette méthode 

repose sur la discrétisation d'un domaine continu en un ensemble d'éléments finis plus petits et 

plus simples, dont le comportement peut être décrit par des équations différentielles locales. En 

résolvant ces équations pour chaque élément et en les assemblant ensuite, on obtient une 

approximation globale du comportement du système original. [31] 
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La MEF se distingue par sa capacité à gérer des géométries complexes, des conditions 

aux limites variées et des matériaux hétérogènes. Elle est particulièrement puissante pour les 

problèmes où les solutions analytiques sont difficiles, voire impossibles à obtenir. [31] 

 

L'implémentation de la méthode des éléments finis nécessite la construction d'un 

maillage, la définition des propriétés matérielles, l'application des conditions aux limites, et la 

résolution du système d'équations résultant. [31] 

 

La modélisation par éléments finis des rotors permet de prédire leur comportement 

dynamique, d'identifier les modes de vibration, et de prévenir les défaillances. Un rotor typique 

peut être modélisé en considérant plusieurs de ses composants : le disque, l'arbre, les balourds, 

et les paliers. [31] 

 

Le disque : 

Le disque est souvent représenté comme une masse concentrée (Modèle simplifié avec 

masse en un seul point) ou une masse distribuée (modèle avec répartition continue de la masse) 

sur un élément de type plaque (Elément structurel plat et mince, déformable en flexion) ou 

coque (Elément structurel courbé et mince, supportant diverse charges). Les propriétés 

matérielles du disque, telles que sa densité et son module d'élasticité, influencent directement 

les modes de vibration du rotor. La discrétisation du disque implique de diviser sa géométrie en 

éléments finis qui peuvent être des triangles ou des quadrilatères dans le cas de la méthode 

bidimensionnelle. [31] 

 

L'arbre : 

L'arbre du rotor est modélisé comme un élément de type poutre. Les éléments de poutre 

sont capables de prendre en compte la flexion, la torsion, et les effets de cisaillement. La 

géométrie de l'arbre est généralement simplifiée en une série de segments droits, chacun étant 

discrétisé en éléments finis. Les propriétés matérielles telles que le module de Young et le 

moment d'inertie jouent un rôle crucial dans la détermination de la rigidité de l'arbre et de ses 

fréquences naturelles. [31] 

 

Les balourds : 

Les balourds sont des masses excentriques qui causent des vibrations non désirées dans 

le rotor. Ils peuvent être modélisés comme des forces nodales ou des moments appliqués à des 
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points spécifiques de l'arbre ou du disque. L'effet des balourds sur la dynamique du rotor est 

essentiel pour les analyses de déséquilibre et de stabilisation. Les causes d’apparition des 

balourds sont notamment dues à une fabrication imparfaite (ou l’assemblage des composants) 

ou à l’usure et aux dommages des composants rotatifs. [31] 

 

Les paliers : 

Les paliers soutiennent le rotor et peuvent être modélisés comme des éléments de ressort-

damper. Ils introduisent des forces de réaction qui dépendent du déplacement et de la vitesse 

du rotor. Les caractéristiques des paliers, telles que leur raideur et leur amortissement, 

influencent grandement la réponse dynamique du système rotor-palier. [31] 

 

5-1 Cas symétrique et asymétrique du rotor  
Dans la modélisation des rotors, il est crucial de distinguer entre les configurations 

symétriques et asymétriques. 

 

5-1-1 Rotor symétrique  

Un rotor symétrique présente une distribution de masse et des propriétés matérielles 

uniformes autour de son axe de rotation. Cette symétrie simplifie l'analyse dynamique car les 

modes de vibration sont souvent bien définis et prévisibles. Les systèmes symétriques 

permettent d'utiliser des techniques de modélisation plus simples et des hypothèses de symétrie 

qui réduisent la complexité des calculs. [31] 

 

5-1-2 Rotor asymétrique  

Un rotor asymétrique, en revanche, possède des distributions de masse ou des propriétés 

matérielles non uniformes. Cette asymétrie peut être due à des balourds, des variations de 

section, ou des hétérogénéités matérielles. La modélisation de ces systèmes est plus complexe 

car elle nécessite une analyse détaillée pour capturer les effets des asymétries, tels que les 

couplages entre les différents modes de vibration et les phénomènes de résonance. [31] 

 

5-2 Système d'équations et leur résolution 
La méthode des éléments finis aboutit à un système d'équations algébriques linéaires ou 

non linéaires qui doit être résolu pour obtenir les déplacements, les contraintes, et d'autres 
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grandeurs d'intérêt. Pour un rotor, ces équations prennent souvent la forme d'un système 

dynamique du type : 

 Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = F(t) 
 

(2. 54) 

 

Avec : 

M : Matrice de masse (représente les forces d'inertie dues à l'accélération de la masse du 

système) 

ü(t) : Vecteur d’accélérations 

C : Matrice d’amortissement (représente les forces d'amortissement qui dissipent l'énergie du 

système) 

u̇(t) : Vecteur des vitesses 

K : Matrice de raideur (représente les forces de restauration élastiques dues aux déplacements) 

F(t) : Vecteur des forces extérieures (est le vecteur des forces extérieures appliquées au 

système) 

 

Les solveurs numériques disponibles dans les logiciels de MEF modernes, tels que 

ANSYS, ABAQUS, ou NASTRAN, offrent des outils robustes pour traiter ces systèmes 

d'équations complexes. La convergence et la précision des solutions dépendent fortement du 

maillage, des conditions aux limites, et des paramètres de résolution choisis. 

 

En somme, la modélisation des rotors par élément fini est un outil indispensable pour 

l'analyse et la conception de systèmes rotatifs. En capturant les comportements dynamiques 

complexes à travers la discrétisation en éléments finis, cette méthode permet de prédire et de 

prévenir les défaillances potentielles. Qu'il s'agisse de configurations symétriques ou 

asymétriques, la MEF offre la flexibilité et la précision nécessaires pour aborder les défis de la 

dynamique des rotors. La compréhension approfondie des composants tels que les disques, les 

arbres, les balourds, et les paliers, ainsi que la maîtrise des techniques de résolution numérique, 

sont essentielles pour une modélisation efficace et fiable. 

 

6. Utilité du diagramme de Campbell dans ce type d’étude :  

Le diagramme de Campbell est un outil essentiel dans l'étude des rotors, notamment pour 

analyser les phénomènes de résonance et les vibrations dans les systèmes rotatifs tels que les 
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turbines, les moteurs d'avion et autres machines tournantes. Voici les principales utilités du 

diagramme de Campbell dans ce contexte : 

 

• Identification des Fréquences de Résonance : 

Le diagramme de Campbell permet d'identifier les fréquences de résonance du système 

rotatif. En traçant les fréquences naturelles (modes propres) du rotor en fonction de la vitesse 

de rotation, on peut voir où ces fréquences croisent la ligne de fréquence d'excitation, indiquant 

les points de résonance potentiels. [32] 

 

• Prévention des Problèmes de Résonance : 

En sachant où se produisent les résonances, les ingénieurs peuvent éviter d'opérer le rotor 

à ces vitesses critiques ou concevoir des modifications pour déplacer les fréquences de 

résonance hors de la plage de fonctionnement du rotor. [32] 

 

• Optimisation de la Conception : 

Le diagramme de Campbell aide à optimiser la conception des rotors en permettant 

d’ajuster les paramètres de conception pour minimiser les effets de résonance. Par exemple, on 

peut ajuster la rigidité ou la masse des composants pour modifier les fréquences naturelles du 

système. [32] 

 

• Analyse des Modes de Vibration : 

Le diagramme montre les modes de vibration du rotor à différentes vitesses. Cela permet 

de comprendre comment le rotor va vibrer sous différentes conditions de fonctionnement et 

d'identifier les modes qui pourraient poser des problèmes de fatigue ou de défaillance. [32] 

 

• Étude des Interactions Rotor-Stator : 

Le diagramme de Campbell peut également être utilisé pour étudier les interactions entre 

le rotor et le stator. Les résonances qui impliquent des interactions rotor-stator peuvent causer 

des vibrations dangereuses et des dommages au système. [32] 

 

• Prédiction de la Durée de Vie et de la Fiabilité : 

En comprenant les conditions de résonance et en optimisant le design pour les éviter, le 

diagramme de Campbell contribue à augmenter la durée de vie et la fiabilité des rotors. Les 



Chapitre 02 : Modélisation des rotors 

39 
 

vibrations excessives peuvent conduire à une usure prématurée et à des pannes, donc les éviter 

est crucial pour la maintenance préventive. [32] 

 

En somme, le diagramme de Campbell est un outil analytique puissant pour les ingénieurs 

mécaniciens et les concepteurs de systèmes rotatifs. Il aide à anticiper les problèmes de 

résonance, à optimiser la conception des rotors, et à garantir une opération sûre et fiable des 

machines tournantes. 

 

Conclusion  

Ce deuxième chapitre a présenté une analyse détaillée des méthodes de modélisation des 

rotors, en se concentrant sur les éléments essentiels tels que l'arbre, les disques, les paliers et 

les balourds. Les équations du mouvement dérivées à partir des principes de Lagrange, 

combinées à la méthode de Rayleigh-Ritz, ont permis d'établir un cadre analytique robuste pour 

prédire les comportements dynamiques des rotors. Ainsi, ce chapitre a mis en évidence 

l'importance d'une modélisation précise et d'une analyse dynamique rigoureuse pour optimiser 

la conception et prévenir les défaillances des systèmes rotatifs.
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Introduction 

Nous avons utilisé dans le chapitre précédent les équations régissant le mouvement d'un 

rotor, tant amorti que non amorti, ce qui nous permet d'évaluer la stabilité de ces systèmes. Dans 

ce chapitre, nous appliquerons ces équations à deux modèles de rotor : non amorti et amorti. 

Le but de cette analyse est de résoudre les équations décrivant le comportement 

dynamique des rotors non amortis et amortis, afin d'évaluer la stabilité des systèmes en question. 

En outre, nous analyserons la stabilité du système à l'aide des diagrammes de Campbell et des 

vitesses critiques. 

Cette étude fournit une vue d'ensemble de l'impact de l'amortissement sur la stabilité des 

rotors. 

 

1 Description du modèle du rotor étudié  

Le schéma présenté dans la Figure 3-1 représente le modèle de rotor examiné. Il se 

compose d'un arbre symétrique de longueur L, avec un disque placé à une distance L1, sur 

lequel est fixé un balourd à l'une de ses extrémités. Les paliers placés aux extrémités intègrent 

les amortissements et les raideurs. 

 

 

Figure 3 1 : Modèle de rotor étudié 

Les caractéristiques du rotor sont :  

Diamètre de l'arbre : 0,02m 
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Longueur de l'arbre : 0,4m 

Dimensions des disques :  

Epaisseur du disque : 0,03m 

Diamètre du disque : 0,3m 

Masse du balourd 10-4 Kg 

Module de Young : 210 GPa 

Masse volumique : 7800 Kg/m3 

Coefficient de Poisson : 0,3. 

Pour les paliers :  

Raideur des paliers (en N/m) : Kxx=Kyy=1000 N/m (cas d’un rotor symétrique). 

Coefficient d'amortissement des paliers (en Ns/m) : Cxx=Cyy=K.α, où α est le taux 

d’amortissement. 

2 Equations du mouvement  

L’énergie cinétique (𝑇𝑇) du système s’écrit : 

 T = Td + Ta + Tb                                                                                                    (3. 1) 

 

Td : L’énergie cinétique du disque. 

Ta : L’énergie cinétique de l’arbre. 

Tb : L’énergie cinétique de la  masse du balourd. 

Td =
1
2

Md(u̇2 + ẇ2) +
1
2

(Idxωx
2 + Idyωy

2 + Idzωz
2) 

 

Où : 

Idx = Idz = ∫  (X2 + Y2)dx, Idx = Idz = 1
2

Idy = I 

Et : 
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Ta =
1
2
ρS�(u̇2 + ẇ2)dy

L

0

+
1
2
ρI�(θ̇2 + ψ̇2)dy

L

0

+ ρ I L Ω2 + 2ρ I Ω� ψ̇ θ
L

0

dy 

Tb = mbΩd[u̇cosΩt − ẇsinΩt] 

 

L’énergie de déformation U est donnée par : 

 U = Ua = EI
2 ∫  Lγ  ��

d2u
dy2

�
2

+ �d
2w
dy2

�
2
� ⋅ dy                

(3. 2) 

 

 

Le travail virtuel des paliers s’exprime par :  

 δW = Fuδu + Fuδw                (3. 3) 

 

Avec : Fu et Fw sont les composantes de la force généralisée 

 

Hypothèses :   Kzx = Kxz = Cxz = Czx = 0 

Et 

 �u(y; t) = f(y) ⋅ q1(t)
w(y; t) = f(y) ⋅ q2(t)    ou :     f(y) = sin πy

L
  

(3. 4) 

 

 

Alors : 
u̇ = f(y) ⋅ q̇1
ẇ = f(y) ⋅ q̇2

⇒ �δu = f(y) ⋅ δq1
δw = f(y) ⋅ δq2

 

f(y) = sin 
πy
L
⇒ f ′(y) =

π
L
�cos 

πy
L
� ⇒ f ′′(y) = −�

π
L
�
2
⋅ sin 

πy
L

 

 

L’énergie cinétique s’écrit : 

 T =
1
2

(q̇12 + q̇22)

⋅ ��
ρsI
2

+
ρIπ2

2Ω
+Md ⋅ (f(y))2|y=y1 + Idx ⋅ �f ′(y)�2�

y=y1
��

− q̇1q2 ⋅ �ρIΩ
π2

L
+ IdY ⋅ �f ′(y)�2�

y=y1
.Ω� + mbΩ ⋅ d

⋅ [q̇1 cosΩt − q̇2 sinΩt]⋅ f(y)|y=y1    +
1
2

IdyΩ2 + cst 

  

(3. 5) 
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Alors :  

 T = 1
2

M ⋅ (q̇12 + q̇22) − B ⋅ Ω. q1̇q2 + e ⋅ {q̇1 cosΩt − q̇2 sinΩt} + cte          (3. 6) 

 

avec :  

M = ρSL
2

+ ρIπ2

2Ω
+ m ⋅ (f(y))2|y=y1+Idx. (f ′(y))2|y=y1, 

e = mb ⋅ d⋅ f(y)|y=y1, 

B = ρI
π2

L
+ Idy(f ′(y))2�

y=y1
 

Et:  

 δW = −kxx ⋅ q1δq1 − kzg ⋅ q2δq2 − cxxq̇1δq1 − czzq̇2δq2  (3. 7) 

 

 U = EI
4
π4

L3
(q12 + q22) = D

2
(q12 + q22)   où :D =EI π4

2L3
  (3. 8) 

 

Equations du mouvement  

L’application des équations de Lagrange conduit aux équations du mouvement suivantes : 

 d
dt
�∂T
∂q̇i
� − ∂T

∂qi
+ ∂U

∂qi
= Fqi;           i = 1,2   (3. 9) 

 

Avec :  

T : L’énergie cinétique du système, 

U : L’énergie de déformation,  

qi : Coordonnées généralisées indépendantes, 

Fqi : Forces généralisée. 

Après calcul, on trouve que : 

Mq̈1 − BΩq̇2 − Cxxq̇1 + (D + Kxx)q1 = eΩ sinΩ t 

Mq̈2 + BΩq̇1 + Czzq̇2 + (D + kzz) ⋅ q2  = eΩ cosΩt 

Sous forme matricielle : 
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�M 0

0 M� �
q̈1
q̈2
� + �Cxx −B.Ω

B.Ω Czz
� �

q̇1
q̇22
� + �D + kxx 0

0 D + Kzz
� ⋅ �

q1
q2
�

= �
eΩ2. sinΩt
eΩ2. cosΩt

� 

(3. 10) 

 

 

3 Cas d’un rotor non amorti 

On suppose que : 

Cxx = Czz = 0 

La solution des équations (3.10) en vibrations libres s’écrit : 

qi(t) = Qiert  

qı̇ (t) = Qirert  

qı̈ (t) = Qir2ert 

où i=1,2 

Après calcul, on trouve que : 

�Mr2 + D + Kxx −BΩr
BΩr Mr2 + D + Kzz

� �
Q1

Q2
� = �

0
0�

 

(Mr2 + D + Kxx)(Mr2 + D + Kzz) + (BΩr)2 = 0 

Sa solution est   : 

r1 ;2
2 = j2.ω1 ;2

2   où : j2 = −1. 

Les pulsations propres sont données par : 

 ω1;2
2 = 1

2M2 �M(2D + Kxx + Kzz) + (BΩ)2 ∓ √∆�  (3. 11) 

 

 

où ∆= (M(2D + Kxx + Kzz) + (BΩ)2)2 − 4M2(D + Kxx)(D + Kzz). 

 

Les fréquences propres s’expriment par : 
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fi = ωi
2π

 et on a : N = 30Ω
π

. 

 

Figure 3 2 : Diagramme de Campbell (rotor non amorti  𝑘𝑘𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑧𝑧𝑧𝑧=105𝑁𝑁/𝑚𝑚, et  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿/2). 

 

Figure 3 3 : Diagramme de Campbell (rotor non amorti  kxx = kzz=105N/m, et pour 
différentes valeurs de Y1). 
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Le diagramme de Campbell, tracé pour différentes valeurs de Y1, qui représente la 

position du disque, est illustré dans les Figures 3-2 et 3-3. On peut y constater que les fréquences 

propres diminuent avec la valeur de Y1 et que les fréquences propres sont égales à l'arrêt. 

 

Figure 3 4 : Diagramme de Campbell (rotor non amorti et kxx =102N/m, kzz=105N/m, et  
Y1 = L/2 ). 

 

Figure 3 5 : Diagramme de Campbell (rotor non amorti  kxx =102N/m, kzz=105N/m, et pour 
différentes valeurs de Y1). 
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Les deux fréquences propres sur le diagramme de Campbell, illustrées dans les Figures 3-4 et   

3-5, sont différentes à l'arrêt en raison de la dissymétrie des valeurs des raideurs  kxx et kzz. On 

peut également constater que les fréquences propres diminuent avec la valeur de Y1. 

Réponse aux forces d’excitation : 

Les solutions particulières des équations différentielles du mouvement sont cherchées sous la 

forme : 

 �q1(t) = Q1sinΩt
q2(t) = Q2cosΩt 

(3. 12) 

 

 Q1 = �K2−(M+B)Ω2�eΩ2

(K1−MΩ2)(K2−MΩ2)−B2Ω4
                           

(3. 13) 

 

 
Q2 =

(K1 − (M + B)Ω2)eΩ2

(K1 − MΩ2)(K2 − MΩ2) − B2Ω4
 

(3. 14) 

 

 

Où :  

K1 = Kxx + D, K2 = Kzz + D, 

Les vitesses critiques sont les solutions de l'équation suivante : 

(K1 − MΩ2)(K2 − MΩ2) + B2Ω2 = 0 

Δ = M2(K1 + K2)2 − 4(M2 − B2)K1K2 

Ce qui donne : 

 
Ωc1 =  �M(K1+K2)−√Δ

2(M2−B2)
  

(3. 15) 

 

 
Ωc2 =  �

M(K1 + K2) + √Δ
2(M2 − B2)  

(3. 16) 

 

Si le rotor est symétrique, alors : 

 Q1 = Q2 = eΩ2

Ω2(B−M)+K
  (3. 17) 

 

Où 

K = K1 = Kxx + D = K2 = Kzz + D, 
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La vitesse critique Ωc est donnée par : 

 
Ωc = � K

M−B
  

(3. 18) 

 

 

 

Figure 3 6 : Réponse au balourd (rotor non amorti), Y1 = L/2. 
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Figure 3 7 : Réponse au balourd (rotor non amorti), pour différentes valeurs de 𝑌𝑌1. 

Les Figures 3-6 et 3-7 montrent l'évolution de l'amplitude de la réponse Q en fonction de la 

vitesse de rotation N pour un rotor symétrique. On observe une seule vitesse critique, qui 

diminue avec l'augmentation de la valeur de Y1. 

 

Figure 3 8 : Réponse au balourd (rotor non amorti), 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿/2. 
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Figure 3 9 : Réponse au balourd (rotor non amorti), pour différentes valeurs de Y1. 

Les Figures 3-8 et 3-9 montrent l'évolution de l'amplitude de la réponse en fonction de la 

vitesse de rotation pour un rotor non symétrique. Il est à noter que deux vitesses critiques sont 

observées, et leurs valeurs diminuent avec l'augmentation de la valeur de Y1. 

 

4 Rotor amorti  

Dans ce cas l’amortissement est considérable C1 = Cxx ≠ 0,          C2 = Czz ≠ 0 , et Les 

équations du mouvement sont données par (3 .10). 

L’étude des solutions homogènes permet d’avoir la matrice suivante : 

 
�Mr2 + C1r + K1 −BΩr

BΩr Mr2 + C2r + K2
� �Q1

Q2
� = �00�   

(3. 19) 

 

 

L’expression du déterminant est donnée par : 

M2r4 + M(C1 + C2)r3 + (K1M + K2M + B2Ω2 + C1C2)r2 + (K1C2 + K2C1)r + K1K2 = 0 

Les racines de cette équation sont des paires de quantités complexes conjugués qui se mettent 

de la forme suivante :  
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 ri = H(Ω) ± jω(Ω)  (3. 20) 

 

 

Avec : 

ri : la fréquence complexe, 

ω(Ω) : la fréquence naturelle du mouvement libre du système (partie imaginaire), 

H(Ω) : le taux de décroissance 

Dans tout ce qui suit, on supporse que :  

 �Cxx = α ⋅ Kxx
Czz = α ⋅ Kzz

  
(3. 21) 

 

Réponse aux forces d’excitation : 

Comme le système est amorti, les solutions sont cherchées sous la forme : 

 �q1
(t) = A1sinΩt + B1cosΩt

q2(t) = A2sinΩt + B2cosΩt 
(3. 22) 

 

L’application de ces expressions dans l’équation du mouvement donne un ensemble 

d’équations linéaires, qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡K1 − MΩ2 −C1Ω

C1Ω K1 − mΩ2
0 BΩ2

−BΩ2 0
0 −BΩ2

BΩ2 0
K2 − MΩ2 −C2Ω

C2Ω K2 − MΩ2⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
�

A1
B1
A2
B2

�=�
eΩ2

0
0

eΩ2
�  

(3. 23) 

 

Pour une valeur donnée de Ω , la résolution de (3.23) donne : 

 

�

A1
B1
A2
B2

�

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡K1 − MΩ2 −C1Ω

C1Ω kK1 − MΩ2
0          BΩ2

−BΩ2          0
0               −BΩ2

BΩ2 0
         K2 − MΩ2 −C2Ω

C2Ω K2 − MΩ2⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
−1

�
eΩ2

0
0

eΩ2
� 

(3. 24) 

 

 Donc Q1(Ω) et Q2(Ω) sont cherchés à partir de : 
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�

Q1 = �A1
2+B12

Q2 = �A2
2 + B2

2
   

(3. 25) 

 

   

5 Critères de la stabilité des rotors  

Les critères d’analyse stabilité des rotors peuvent être étudiés par : 

A- Stabilité vue par l’équation aux fréquences propres  

On a précédemment la solution en mouvement libre est écrite sous la forme suivante : 

ri = H(Ω) ± jω(Ω) 

Avec une valeur négative de H(Ω) caractérise un mouvement qui diminue avec le temps alors 

le mouvement est stable, et vice versa pour une valeur positive de H(Ω) qui caractérise un 

mouvement instable. 

B-  Critère de stabilité de Routh-Hurwitz 

L’équation caractéristique est donnée par l’expression suivante : 

 r4 + �(c1+C2)
M

� r3 + �k1
m

+ k2
m

+ C1C2
m2 + a2Ω2

m2 � r2 + �K2C1
m2 + K1C2

m2 � r + K1k2
m2 = 0  (3. 26) 

 

Où les coefficients a1,a2, a3 et a4définis dans le critère de Routh-Hurwitz sont : 

 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ a1 = (c1+C2)

m

a2 = k1
m

+ k2
m

+ C1C2
m2 + a2Ω2

m2

a3 = K2C1
m2 + K1C2

m2

 a4 = K1k2
m2

   

(3. 27) 

 

L’équation caractéristique prend la forme suivante : 

 r4 + a1r3 + a2r2 + a3r + a4 = 0   (3. 28) 

 

La matrice suivante H est constante : 

 
H = �

a1 1 0 0 0 0
a3 a2 a1 1 0 0

   0 a4 a3 a2 a1 1
0 0 0 a4 a3 a2

�  

(3. 29) 

 

Où les 4 quantités h1, h2, h3 et h4 sont données par les expressions : 
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

h1 = a1
h2 = det �a1 1

a3 a2
� = a1a2 − a3

h3 = det �
a1 1 0
a3 a2 a1
0 a4 a3

� = a1(a2a3 − a4a1)a32

h4 = det �

a1 1 0 0 0 0
a3 a2 a1 1 0 0

   0 a4 a3 a2 a1 1
0 0 0 a4 a3 a2

� = a1a2a3a4−a12a42 − a32a4

  

(3. 30) 

 

En remplace les coefficients (a1, a2, a3 et a4) dans l’expression (3.30) on trouve : 

 

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧ h1 =

c1
m

+
c2
m

h2 =
c1k1
m2 +

c2k2
m2 +

c12c2
m3 +

c1c22

m3 +
(c1+c2)

m3 a2Ω2

h3 = �
c1k2
m2 +

c2k1
m2 � h2 −

2k1k2c1 c2
m4 −

k1k2c22

m4 −
k1k2c22

m4

h4 =
k1k2
m2 h3

 

(3. 31) 

 

Si toutes les quantités du critère de Routh-Hurwitz (h1, h2, h3et h4) sont des quantités positives, 

alors le système est stable. 

Les résultats de notre étude sont illustrés sur les figures suivantes : 

 

Figure 3 10 : Diagramme de Campbell (rotor amorti),  kxx = kzz=103N/m, pour différentes 
valeurs de Y1, α = 0.1). 
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Figure 3 11 : Diagramme de Campbell (rotor amorti,  kxx = kzz=103N/m, pour différentes 
valeurs de Y1, α = 0.1). 

 

Figure 3 12 : Diagramme de Campbell (rotor amorti,  kxx = kzz=104N/m, Y1=L/2, et pour 
différentes valeurs de α). 
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Les Figures 3-10 à 3-12 montrent l'évolution des fréquences propres du rotor en fonction de la 

vitesse de rotation. On observe que les fréquences propres diminuent avec l’augmentation du 

taux  d’amortissement α et la position du disque Y1. 

 

Figure 3 13 : Taux de décroissance (rotor amorti,  kxx = kzz=103N/m, Y1 = L
2

,α = 0.1). 

 

Figure 3 14 : Taux de décroissance (rotor amorti,  kxx = kzz=103N/m, pour différentes 
valeurs de Y1, α = 0.1). 
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Figure 3 15 : Taux de décroissance (rotor amorti,  kxx = kzz=104N/m, pour différentes 
valeurs de Y1, α = 0.1). 

Les Figures 3-13 à 3-15 montrent la variation du taux de décroissance H, qui est la partie 

réelle de la fréquence complexe. On constate que le taux de décroissance en valeur absolue 

augmente avec l’augmentation du facteur d’amortissement α, et varie avec l’augmentation de 

Y1. De plus, toutes les valeurs du taux de décroissance sont négatives, ce qui caractérise un 

mouvement décroissant dans le temps, indiquant ainsi que le système est stable. 
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Figure 3 16 : Réponse au balourd (rotor amorti,  kxx = kzz=105N/m, Y1=L/2, et α = 0.01). 

 

Figure 3 17 : Réponse au balourd (rotor amorti,  kxx = kzz=105N/m, α = 0.01, pour 
différentes valeurs de Y1). 

Les Figures 3-16 et 3-17 montrent l'évolution de l'amplitude de la réponse Q en fonction de la 

vitesse de rotation N pour un rotor amorti. On constate que l’amplitude du mouvement est 

importante lorsque le disque est placé près des paliers, Y1 = 𝐿𝐿/6. 
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Figure 3 18 : Réponse au balourd (rotor amorti,  kxx = kzz=105N/m, Y_1 = L/
2 pour différentes valeurs de α). 

La figure (3-18) représente l’amplitude de la réponse due au balourd en fonction de la 

vitesse de rotation N pour différentes valeurs de α. On peut observer qu'en l'absence totale 

d'amortissement (α = 0), un pic correspondant à la vitesse critique est présent. Avec 

l'introduction de l'amortissement, l'amplitude du mouvement correspondant diminue 

progressivement à mesure que le taux d'amortissement α augmente, jusqu'à ce que le pic 

disparaisse complètement pour α = 0.05. α. 

Conclusion 

 Dans ce chapitre nous avons utilisé les équations établies précédemment pour analyser 

les comportements dynamiques des rotors amortis et non amortis. En nous appuyant sur les 

diagrammes de Campbell et les vitesses critiques, nous avons évalué la stabilité de ces systèmes 

dans diverses conditions. 

Les diagrammes de Campbell montrent que les fréquence propres du rotor diminuent 

avec la position du disque Y1, et que les fréquences propres diffèrent à l'arrêt dans le cas d’un 

rotor dissymétrique. La vitesse critique diminue avec l'augmentation de Y1 avec une ou deux 

vitesses critiques observées. Les fréquences propres diminuent à mesure que le facteur 

d'amortissement α et Y1 augmentent. Enfin, le taux de décroissance H varie en valeur absolue 

avec la variation de α et Y1, indiquant que le système est stable puisque toutes les valeurs du 

taux de décroissance sont négatives. 
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Introduction : 

La simulation numérique a connu des avancées significatives ces dernières décennies, 

devenant un outil incontournable dans le domaine de l'ingénierie et de la recherche scientifique. 

Grâce à des méthodes numériques sophistiquées, il est possible de modéliser et de prédire le 

comportement de systèmes complexes, permettant ainsi une analyse approfondie avant la 

fabrication ou la mise en œuvre. Ces simulations réduisent non seulement les coûts, mais aussi les 

risques associés aux essais expérimentaux. Parmi les logiciels de simulation les plus avancés et 

largement utilisés figure Ansys, qui offre une suite d'outils puissants pour la modélisation et 

l'analyse des systèmes physiques. 

 

1 Présentation du logiciel Ansys  

Ansys est un logiciel de simulation multifonctionnel qui permet de réaliser des analyses 

structurelles, thermiques, fluidiques, électromagnétiques et de bien d'autres types. Ansys 

Workbench, en particulier, fournit une plateforme intégrée et conviviale pour les analyses par 

éléments finis (MEF). Il permet de gérer facilement les étapes de prétraitement, de résolution et 

de post-traitement, tout en offrant une interopérabilité avec d'autres outils et logiciels de CAO. 

Pour notre étude, nous avons utilisé la version « étudiant » de ce logiciel, qui est disponible 

gratuitement sur le site : https://www.ansys.com/. 

 

2 Analyse dynamique dans Ansys  

L'analyse dynamique permet de déterminer la réponse d'un système à des excitations 

variables dans le temps. En fonction des besoins de l'étude, on peut réaliser différents types 

d'analyses dynamiques. 

2-1 Analyse modale  

Elle permet de déterminer les fréquences naturelles et les modes propres de vibration d'un système. 

Ce sera ce type d’analyse que l’on utilisera dans cette étude. 

2-2 Analyse harmonique  

Cette analyse évalue la réponse du système à des charges périodiques. 

2-3 Analyse transitoire  

Elle permet de déterminer la réponse du système à des charges variables dans le temps. 

 

https://www.ansys.com/
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3 Procédure et étapes de la simulation numérique  

• Définir le type d’analyse, en l’occurrence, on utilisera une analyse Modale. 
• Définir les propriétés matérielles du rotor, y compris la densité, le module de Young, et le 

coefficient de Poisson. Ces propriétés peuvent être spécifiées dans le menu "Engineering 
Data". 

• Importer ou créer la géométrie du rotor, qui comprendra l'arbre et le disque. 
• Associer les matériaux aux surfaces correspondantes. 
• Créer le maillage. 
• Définir les conditions aux limites pour les paliers. Cela inclut la spécification des raideurs 

et des amortissements des paliers, ainsi que les forces appliquées si nécessaire. Les 
conditions aux limites doivent refléter les interactions réelles entre le rotor et les paliers. 

• Configurer le solveur et exécuter l’analyse. 
• Visualiser les résultats obtenus, incluant les modes de vibration, les réponses en fréquence 

et les réponses transitoires. On utilisera les outils de post-traitement d'Ansys pour générer 
des graphiques, des animations et des rapports détaillés. 

• Analysez les résultats pour comprendre le comportement dynamique du rotor. Identifiez 
les fréquences critiques, les amplitudes de vibration et les effets des balourds et des paliers 
sur la stabilité du rotor. 
 

4 Description du modèle du rotor étudié  

4-1 Caractéristiques géométriques et mécaniques du rotor : 

Nous avons utilisé les mêmes caractérestiques utilisées lors du chapitre précédent, mais en 
supposant, cette fois-ci, que l’abre et le disque sont tous les deux flexibles. 

4-2 Conditions aux limites concernant les paliers : 

Raideur des paliers (en N/m) : 

Kxx = Kyy = 1000 N/m (cas d’un rotor symétrique) 

Kxx = 1000 N/m et Kyy = 5000 N/m (cas d’un rotor dyssymétrique) 

Coefficient d'amortissement des paliers (en Ns/m) : Cxx = Cyy = K.α. 

Axe de rotation : Z. 
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5 Simulation numérique  

5.1 Cas du rotor non amorti  

5.1.1 Diagramme de Campbell et vitesses critiques (position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟐𝟐
 ) 

 

Figure 4  1 : Diagramme de Campbell pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
 (rotor non-amorti) 

Modes vitesse critique  0, rad/sec 2000, rad/sec 

1, 1,2812e-002 rad/s 2,0391e-003 Hz 2,0391e-003 Hz 

2, 10,644 rad/s 1,7029 Hz 3,4154e-002 Hz 

3, 10,699 rad/s 1,7029 Hz 1,7029 Hz 

4, 27,046 rad/s 4,3401 Hz 1,7029 Hz 

5, 0, rad/s 4,342 Hz 363,39 Hz 

6, 0, rad/s 413,25 Hz 410,12 Hz 

7, 0, rad/s 413,87 Hz 412,63 Hz 

8, 0, rad/s 426,2 Hz 414,7 Hz 

9, 0, rad/s 426,92 Hz 673,28 Hz 

10, 0, rad/s 804,67 Hz 804,67 Hz 

Tableau 4 1 : Vitesses critiques pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
 (rotor non-amorti) 
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À partir de ces résultats, il est observé que la ligne des vitesses critiques intersecte les courbes des 

fréquences pour les modes 1 à 4, sur l'intervalle de variation de la vitesse de rotation de 0 à 2000 

rad/s. Ces points de croisement correspondent aux fréquences naturelles du rotor et suggèrent des 

situations potentielles d'instabilité si le système est excité à ces fréquences. Ces intersections 

marquent les vitesses critiques où des résonances peuvent se produire, entraînant des amplitudes 

de vibrations élevées. 

5.1.2 Diagramme de stabilité (Position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟐𝟐
 ) 

 

Figure 4  2 : Diagramme de Stabilité pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
 (rotor non-amorti) 

Le taux de décroissance est nul, puisque l’amortissement est nul et donc le rotor est stable. 

 

5.1.3 Modes de déplacement pour les deux valeurs extrêmes de vitesse de rotation (rotor non- 

amorti et  Y1 = L
2
) 

À titre illustratif, nous allons présenter les modes de déplacement pour les valeurs de vitesses 

critiques de rotation. 
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Figure 4  3 : Mode de déplacement 1, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, ω = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  4 : Mode de déplacement 2, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2

 ,𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4.5c: Mode de déplacement 3, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  6 : Mode de déplacement 4, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  7 : Mode de déplacement 5, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

 

Figure 4  8 : Mode de déplacement 1, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  9 : Mode de déplacement 2, (rotor non-amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  10 : Mode de déplacement 3, (rotor non-amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  11 : Mode de déplacement 4, (rotor non-amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  12 : Mode de déplacement 5, (rotor non-amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

À des vitesses critiques de rotation, les modes deviennent plus complexes, ce qui peut entraîner 

des vibrations significatives. 

5.2 Cas du rotor amorti  

5.2.1 Diagramme de Campbell et vitesses critiques (Position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟐𝟐
 ) 

 

Figure 4  13 : Diagramme de Campbell pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
 (rotor amorti) 

Modes Vitesses critiques  0, rad/sec 2000, rad/sec 

1, 1,2812e-002 rad/s 2,0391e-003 Hz 2,0391e-003 Hz 

2, 9,0085 rad/s 1,4401 Hz 3,4139e-002 Hz 
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3, 9,0482 rad/s 1,4401 Hz 1,4401 Hz 

4, 0, rad/s 0, Hz 1,4401 Hz 

5, 0, rad/s 0, Hz 359,37 Hz 

6, 0, rad/s 407,34 Hz 404,28 Hz 

7, 0, rad/s 407,95 Hz 406,69 Hz 

8, 0, rad/s 419,86 Hz 408,79 Hz 

9, 0, rad/s 420,59 Hz 671,43 Hz 

10, 0, rad/s 804,67 Hz 804,67 Hz 

Tableau 4 2 : Vitesses critiques pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
 (rotor amorti) 

À partir de ces résultats, on constate que la ligne des vitesses critiques croise les courbes 

des fréquences pour les modes 1 à 3, dans l'intervalle de variation de la vitesse de rotation de 0 à 

2000 rad/s. Ces pics correspondent aux fréquences naturelles du rotor et peuvent indiquer des 

points où le système pourrait devenir instable s'il est excité à ces fréquences. Ces intersections 

signalent des vitesses critiques où des résonances peuvent se produire, provoquant des amplitudes 

de vibrations élevées. 

Une légère différence est observée pour les valeurs des fréquences propres en présence 

d'amortissement, dans ce cas, les vitesses critiques sont atteintes à des vitesses de rotation plus 

basses. 
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5.2.2 Diagramme de stabilité (Position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟐𝟐
 ) 

 

Figure 4  14 : Diagramme de stabilité pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
  (rotor amorti) 

Le taux de décroissance est négatif, ce qui signifie que le rotor est stable. 

5.2.3 Modes de déplacement pour les deux valeurs extrêmes de vitesse de rotation (rotor 

amorti et  Y1 = L
2
) 

 

 

Figure 4  15 : Mode de déplacement 1, (rotor amorti),  pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
,  𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  16 : Mode de déplacement 2, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  17 : Mode de déplacement 3, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  18 : Mode de déplacement 4, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  19 : Mode de déplacement 5, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

 

Figure 4  20 : Mode de déplacement 1, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  21 : Mode de déplacement 2, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  22 : Mode de déplacement 3, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  23 : Mode de déplacement 4, (rotor amorti) et pour 𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  24 : Mode de déplacement 5, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
2

,𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Les modes de vibration deviennent complexes, ce qui peut entraîner une augmentation 

potentielle de l'amplitude des vibrations. 

 

5.2.4 Diagramme de Campbell et vitesses critiques (position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟒𝟒
 ) 

 

Figure 4  25 : Diagramme de Campbell pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
 (rotor amorti) 

Modes vitesses critiques  0, rad/sec 2000, rad/sec 

1, 1,8775e-002 rad/s 2,9882e-003 Hz 2,9882e-003 Hz 

2, 297,35 rad/s 53,349 Hz 12,834 Hz 

3, 377,55 rad/s 53,357 Hz 89,022 Hz 

4, 897,62 rad/s 169,56 Hz 110,07 Hz 

5, 0, rad/s 169,74 Hz 633,55 Hz 

6, 0, rad/s 754,31 Hz 751,17 Hz 

7, 0, rad/s 754,67 Hz 779,39 Hz 

8, 0, rad/s 879,73 Hz 879,73 Hz 

9, 0, rad/s 1710,6 Hz 1218,2 Hz 

10, 0, rad/s 1710,7 Hz 2402,2 Hz 

Tableau 4 3 : Vitesses critiques pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
 (rotor amorti) 
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Les fréquences propres sont plus élevées par rapport au cas où le disque est au milieu de l’arbre. 

Ce résultat a été déterminé analytiquement dans le chapitre précédent et validé numériquement. 

En se rapprochant des paliers, on constate que la vitesse critique maximale augmente à 897,62 

rad/s, tandis qu’elle est de 9,0482 rad/s lorsque le disque est au milieu. 

5.2.5 Diagramme de stabilité (position du disque :  𝐘𝐘𝟏𝟏 = 𝐋𝐋
𝟒𝟒
 ) 

 

Figure 4  26 : Diagramme de stabilité pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
 (rotor amorti) 

On constate que le taux de décroissance en valeur absolue est plus petit par rapport au cas 

précédent, ce qui implique que le rotor est moins stable lorsque le disque est placé près des paliers. 

5.2.6 Modes de déplacement pour les deux valeurs extrêmes de vitesse de rotation (rotor 

amorti et  Y1 = L
4
) 

 

Figure 4  27 : Mode de déplacement 1, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  28 : Mode de déplacement 2, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  29 : Mode de déplacement 3, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  30 : Mode de déplacement 4, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  31 : Mode de déplacement 5, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  32 : Mode de déplacement 1, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  33 : Mode de déplacement 2, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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Figure 4  34 : Mode de déplacement 3, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  35 : Mode de déplacement 4, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 

Figure 4  36 : Mode de déplacement 5, (rotor amorti) et pour  𝑌𝑌1 = 𝐿𝐿
4
, 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

Si le disque est placé près des paliers, on observe que les modes de vibrations deviennent plus 

complexes.. 
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Conclusion  

Dans cette analyse, la plage de vitesse utilisée pour notre rotor varie de 0 à 2000 rad/s. Le 

rotor effectue une rotation autour de l'axe Z. Sur le diagramme de Campbell, l'axe des abscisses 

représente la vitesse de rotation en rad/s, tandis que l'axe des ordonnées représente la fréquence en 

Hz.  

Les résultats de cette analyse révèlent plusieurs observations significatives pour le 

comportement dynamique du rotor. Premièrement, la ligne des vitesses critiques, traversant les 

courbes des fréquences pour les modes 1 à 4 sur l'intervalle de 0 à 2000 rad/s de vitesse de rotation, 

indique des intersections avec les fréquences naturelles du rotor. Ces intersections sont des points 

critiques où le système pourrait devenir instable sous l'excitation à ces fréquences, entraînant 

potentiellement des résonances et des amplitudes de vibrations élevées. De plus, en l'absence 

d'amortissement, le taux de décroissance est nul, confirmant la stabilité du rotor dans ce scénario. 

Cependant, avec l'amortissement, les vitesses critiques sont atteintes à des vitesses de rotation plus 

basses. Enfin, les fréquences propres sont plus élevées lorsque le disque est positionné près des 

paliers par rapport à sa position centrale, ce qui a été démontré analytiquement et vérifié par 

simulation numérique.
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Conclusion Générale  

Dans ce travail, nous avons développé les équations du mouvement en utilisant la 

méthode de Rayleigh-Ritz pour la modélisation. En utilisant des modèles précis et en se basant 

sur les diagrammes de Campbell ainsi que sur les vitesses critiques, nous avons pu évaluer la 

stabilité de ces systèmes sous diverses conditions. Un rotor non amorti est toujours stable, tandis 

qu'un rotor avec amortissement peut devenir instable. 

L'étude analytique a révélé que les fréquences propres du rotor diminuent avec la 

position Y1 du disque et diffèrent à l'arrêt en raison de la dissymétrie des raideurs. De plus, la 

vitesse critique diminue à mesure que Y1 augmente, tant pour les rotors avec une seule vitesse 

critique que pour ceux avec deux vitesses critiques observées. 

Nous avons également observé que les fréquences propres diminuent avec 

l'augmentation du facteur d’amortissement α et de Y1; en d’autres termes, les fréquences propres 

sont plus élevées lorsque l’amortissement est faible et lorsque le disque est positionné près des 

paliers par rapport à sa position centrale. 

Le taux de décroissance H, qui est la partie réelle de la fréquence complexe, augmente 

en valeur absolue avec l'augmentation de α, et le système reste stable puisque toutes les valeurs 

du taux de décroissance sont négatives. 

Cette analyse approfondie permet de mieux comprendre l'impact de l'amortissement sur 

la stabilité des rotors et offre des perspectives claires pour l'amélioration des conceptions 

mécaniques dans ce domaine. 

Dans la simulation numérique du comportement dynamique du rotor, nous avons 

exploré une plage de vitesses allant de 0 à 2000 rad/s, avec une rotation autour de l'axe Z. Les 

résultats ont révélé des intersections critiques entre la ligne des vitesses critiques et les courbes 

des fréquences pour les modes 1 à 4. Ces intersections, correspondant aux fréquences naturelles 

du rotor, signalent des points sensibles où des résonances peuvent se produire, générant 

potentiellement des amplitudes vibratoires élevées et menaçant la stabilité du système. 

En l'absence d'amortissement, le taux de décroissance nul confirme la stabilité du rotor. 

Cependant, l'introduction de l'amortissement montre une diminution des vitesses critiques. De 

plus, les fréquences propres se sont révélées plus élevées lorsque le disque est positionné près 
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des paliers, comparativement à sa position centrale, un résultat étayé par une analyse analytique 

et une validation numérique. 
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