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Introduction générale

L’indépendance pour les systemes d’événements ou pour les collections
de variables aléatoires est 1’'une des notions principales en théorie des pro-
babilités. En effet il existe de nombreux résultats établis pour les variables
aléatoires indépendantes. Du fait tels résultats forment un noyau de la
théorie moderne des probabilités. Les phénomenes étudiés de différents do-
maines : physique, chimie, biologie et économie et la fiabilité étaient des
sources principales pour ces modeles.

[’association de variables aléatoires a été introduite dans les années 1960
par Harris pour des processus de percolation. Puis en 1966 Lehmen [18] a
introduit le notion de dépendance positive entre deux variables aléatoires.
Qui a été par la suite généralisée par Esary et Walkup [15]. Ils ont intro-
duit le concept d’association, qui n’a eu l'intérét que ces dernieres années,
en trouvant beaucoup d’application dans divers domaines scientifiques et
industriels . Alors que les variables aléatoires positivement associées les
plus efficaces ont été introduites par Esary et Proscha et Walkup [11]. Les
variables aléatoires négativement associées ont été introduites pour la pre-
miere fois par Alan et Saxiera en 1981. Par contre les variables aléatoires
quasi associées sont les plus récentes de ses formes d’association. Cette no-
tion a été introduite par Bulinski et Salanovitch en 1998.

La théorie du point fixe est parmi les théories modernes consacrées a la
résolution des problemes mathématiques. On trouve que la solution de
plusieurs problemes mathématiques se ramenant souvent a déterminer un
élément z* d’un ensemble X qui vérifie I’équation dite équation du point

fixe qui est défini par :



Introduction générale

fla) = .

Parmi les résultats les plus connus dans la théorie des points fixes est le
principe de contraction de Banach. Ce théoreme affirme qu'une application
contractante d’'un espace métrique complet dans lui méme admet un unique
point fixe. Le théoreme lui méme n’assure pas uniquement l'existence et
I'unicité du point fixe mais il donne aussi une procédure itérative pour le
déterminer.

La suite itérative de picard a crié une partie tres importante dans la théorie
des points fixes qui est le méthodes itératives d’approximation des point
fixes. Les méthodes itérative d’approximation sont des methodes récursives
qui peuvent étre utilisé entre autre pour résoudre des problemes d’optimisa-
tion ou des équations du point fixe, les systemes linéaires. En générale 1'uti-
lité de ses méthodes configures lorsque les données collectées sont soumises
a un bruit. Il est en quelque sorte plus facile de déterminer la solution ap-
prochée qu’'une solution exacte d’ou l'intéret principal de tels algorithmes.

En 1953 [7], Mann a considéré un processus iteratif défini comme suit :

x, = (1 —ap)z, + anf(z,).

Ou est le 2" schéma ont connu beaucoup de changement avec d’autres
appellation comme les schéma de Mann modifié, schéma de Mann avec er-

reur, d’une maniere particuliere pour étre utilisé dans ce domaine.

Ty = (1 —ap)xy, + anf(z,) + bu(e;).

Le présent mémoire est reparti en trois chapitres : le premier chapitre
comporte une présentation de I'indépendance et les associées des variables
aléatoires, en donnant quelques théoremes, propriétés et exemples et les
modes de convergence (notion de différent type de convergence et leurs
théoremes).

Le deuxieme chapitre est consacre aux quelques théoremes du point fixe
a savoir le théoreme du point fixe de Banach et de Picard, ainsi que des
méthodes itératives pour 'approximation des points fixes. On s’est base
sur la méthode itérative de Mann et la méthode itérative de Mann avec

3



Introduction générale

erreurs.

Le troisieme chapitre concerne les algorithmes de la méthode itérative de
Mann et pour voir l'efficacité de ces méthodes conclu par deux exemples
comme application numérique.



Chapitre 1

Variables aléatoires indépendantes et
associées



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

1.1 Variables aléatoires indépendantes

Il y a plusieurs définitions équivalentes de I'indépendance d’une famille
finie de variables aléatoires. On peut en particulier définir I'indépendance
d’une famille de tribus, et voir ensuite I'indépendance des événements et
I'indépendance des variables aléatoires comme des cas particuliers de I'indé-
pendance des tribus. Cela permet de démontrer certains résultats généraux
sur l'indépendance une seule fois, pour les tribus, puis de déduire immé-
diatement de ce résultat général la version événements et la version va-
riables aléatoires (un exemple est le lemme de regroupement). Cependant,
il est peut-étre préférable de donner d’abord deux définitions de I'indépen-
dance des variables aléatoires qui soient opératoires pour les applications,
et quelques criteres commodes .

Dans ce qui suit on considere une famille (X3, Xs,...,X,,) de variables
aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (€2, A, P), mais éven-

tuellement a valeurs dans des espaces différents :

Définition 1.1.1 [20] — (X1, Xo, ..., X,,) est une famille de variables aléa-
toires indépendantes si ['une des deux conditions suivantes est remplie :

oV (A,....,A,) €& x - xE,

I[D(Xl EAl,XQ GAQ...,Xn EAn) :HP(XZ EAZ)
=1

- on a l’égalité

E

H Pi (Xz)] = HE [pi (X3)]

pour n'importe quelle suite de fonctions p; définies sur (E;, &), a valeurs

dans R, des que les espérances ci-dessus ont un sens.

Définition 1.1.2 [22] Deux variables aléatoires réelles X et'Y sont in-

dépendantes si l'une des deux conditions suivantes est remplie :

1) V(A,B) € BR)?, P(XeAYeB) = P(XecAPYeB).

6
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2) pour tout couple de fonctions booréliennes g et h, des que les espé-

rances ci-dessous ont un sens, on a :
E[g(X).n(Y)] = Elg(X)]E[A(Y)].

Définition 1.1.3 [23] Les variables aléatoires (X;,1 € I) a valeurs (E;, ;)
sont dites indépendantes si les événements (0(X;),1 € I) sont indépen-
dants. Des événements (A;,i € I) sont dits indépendants si les tribu (o(A;),i €
I) sont indépendantes.

On a immédiatement :

Lemme 1.1.1 [25] Siles tribus ((B;),7 € I) sont indépendantes et si, pour
chaque i € I,(X;) est une variable aléatoire (B;) mesurable, les variables
aléatoires (X;,i € I) sont indépendantes.

Théoréme 1.1.1 [27] Soient X; une variable aléatoire a valeurs (E;, ¢;),

1 =1,....,n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes.

(ii) Pour tousT; € ¢;, P(X; € T1,.... X, € T,,) =P(X; € T)..P(X,, € T},).
(iii) Pour tous T; € D;, P(X; € Th,...,. X, € T,) = P(X; € T1)..P(X,, €

T,) ot pour chaque i, D; est une classe stable par intersection finie,
contenant E; et telle que o(D;) = ;.

(iv) Pour toutes U; € &5, E(U1(X1)...00(X,)) = B(O1(X1)).. E(Gn(X,)).
(v) (X7, X)) = p(X1) @ - @ u(Xn).

Théoréme 1.1.2 Soit X et'Y deux variable aléatoires indépendantes si
et seulement si :

Cov(X,Y) =Corr(X,Y)=0.

Démonstration : Cette propriété se déduit trés facilement si l'on exprime

la covariance comme :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Comme on l’a vu, l'indépendance de X et'Y entraine que
E(XY)=EX)E(Y).

Donc :

Corollaire 1.1.1 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies
sur un espace probabilisé (Q, A, P).

(i) Sti, pour tout couple (z,y) de nombres réels :
P X<zetY<y =PX<z)P(Y <y).

alors X et'Y sont dite indépendantes.

(ii) Si'Y est a valeurs dans N, et si pour tout couple (x,n) € R x N,

P X<zetY=n) =PX<z)P(Y =n),
alors X et'Y sont dite indépendantes.

(i4i) si X etY sont a valeurs dans N et si, pour tout couple (m,n) € N :
P(X=metY=n) = P(X=mP(Y =n),

alors X et Y sont dite indépendantes.
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1.2 Variables aléatoires négativement associées et positive-

ment associées

1.2.1 Variables aléatoires positivement associées

L’ inconvénient de la dépendance positive par quadrants est du a sa na-
ture bidimensionnelle. En fait, il ressort clairement de la définition que
cette dépendance concerne deux variables aléatoires données et ne per-
met pas toute manipulation concernant les suites de variables aléatoires,
a moins de le faire par paires. Sachant que cela nous conduira rapide-
ment a des difficultés lorsqu’on traite plus de deux variables. Il existe plu-
sieurs facons d’étendre la notion de dépendance positive par quadrants, dont
quelques-unes ont recu un certain intérét dans la littérature. L’extension qui
s’est révélé étre la plus efficace est la notion d’association introduite par
Esary, Proschan et Walkup [11] , définit comme suit :

Définition 1.2.1 [1)]

Soit I un ensemble fini de N, on dit que la suite de variables aléatoires
(X, € I) est positivement associée si et seulement si pour toutes fonction
f et g croissantes définies sur RU

Cov(f(Xiyi€ 1), g(X;,j€1)) =0
Lorsque cette covariance existe.

Définition 1.2.2 [1/)] Soit I un ensemble fini de N, on dit que la suite
de variables aléatoires (X;,i € 1) est faiblement associée si pour tous sous-

ensemble d?jsjoz'nts A et B de I et toutes fonction f et g croissantes définies
sur RA et RIBL. [1/]

Cov(f(Xi,1 € A),9(X;,j € B)) 20

Lorsque cette covariance existe.

Caractéristiques et propriétés
On donne les propriétés caractéristiques les plus importantes présentées

par Esary et al(1967) des variables associées, ce qui va nous permettre de

9



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

construire des exemples de celles-ci. Pour la démonstration de ces proprié-
tés, (vour [11] [12] ) :

1. Tous sous ensembles d’un ensemble fini de variables aléatoires réelles
associées est encore associés.

2. L’union de deux sous-ensembles indépendants de variables aléatoires as-
sociées est associées.

3. Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle X est associé.

4. 51 (X1, ..., Xy,) est un vecteurs de variables associées et fi, ..., f, des fonc-
tions réelles croissantes définies sur R" alors le vecteur (f1(X), ..., fn(Y))
est associé.

5. Si pour tout K>1, (Xl(K), ....,XﬁLK)) est un vecteur associé et si Xl(K)
converge en loi vers X; pour tout i =1,...;n alors (X1, ..., X,,) est associé.

Théoréme 1.2.1 [11] Dans la définition précédente de l'association, les
fonctions f et g peuvent étre prises dans l'une des classes suivantes :

1. Ensemble des fonctions binaires croissantes.

2. Ensemble des fonctions continues, croissantes et bornées.

3. Ensemble des fonctions croissantes bornées possédant des premieres dé-

rivées partielles bornées.

Exemples de variables aléatoires positivement associe [15] [10]
a- Statistique d’ordre : St X = (X, ..., X,,) est un vecteur associé, alors

le vecteur (X,1,,Xnn) de la statistique d’ordre engendré par X est aussi
associé.

b- Processus linéaire :

Soit (&;)icz une suite de variables aléatoires indépendantes ou associées

et (a;)iez une suite de réels. Pour tout (n, N) de Z x N*, on pose

li| <N

Supposons qu’il existe une variable aléatoire X, telle que :

10



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

lim X, vy =X p.s|X,| <400 p.s. VnelZ.

n—oo

(X)nez est un processus linéaire défini pour tout n € Z par :
€L
Si les termes de la suite (a;);ez sont positives, alors le processus linéaire
(Xp)nez est associé.

En effet, pour tout N > 1, la suite (X, n)nez est associée. Par consé-

quent, l'association de la suite (X,)nez-

c- Processus auto-régressif d’ordre p :

Soient f: RP — R et (X,)nez une suite de variables aléatoires indépen-
dantes. On considere le processus auto-régressif (X,)nez défini pour tout

n € Z par :

Xo = f(Xp-1s ooy Xnp) + €n.

On suppose que le vecteur (Xo,...., Xp—1) est associé et indépendant de
la suite ()nez-
Si f est une fonction croissante sur R, alors la suite (X,,)n>_, est associée.
En effet X,, est une fonction croissante des varitables aléatoires associées

(Xo, s X1-p), (€1,..,€n). Par conséquent l’association de la suite (X,)n>—p-

d- Processus gaussien :

Tout vecteur gaussien (Xi, ..., X,) est associ€ si et seulement si :
COU(XZ',XJ') > 0

e- Variables aléatoires binaires :

Un vecteur aléatoire (X1, Xs) de variables binaires, est associé si et

seulement si :
COU(Xl,XQ) Z 0.

11



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

1.2.2 variables aléatoires négativement associées

La notion d’association négative a été introduite pour la premiere fois
par Alam et Sazxena (1981). Joag-Dev et Proschan (1983) [/] ont prouvé
qu’un certain nombre de distributions multivariées bien connues possedent
la propriété d’association négative, comme la distribution multinationale,
la convolution d’une multinationale différente, la distribution hypergéomé-
trique multivariée, la distribution de Dirichlet, la distribution de permuta-
tion, la distribution normale négativement corrélée, I’échantillonnage aléa-
toire sans remplacement et la distribution conjointe des rangs. Cette notion
a un avantage par rapport aux autres types connus de dépendance négative,
basé sur le fait que toute suite de fonctions croissantes de variables aléa-
toires négativement associées est négativement associées [17].

Définition 1.2.3 [1)]

Soit I un ensemble fini de N, on dit que la suite de variables aléatoires
(X, € I) est négativement associée si, pour tous sous-ensembles disjoints
A et B de I est toutes fonctions f et g croissantes définies sur R4 et RIP]

Cov(f(Xi,i € A),9(X;,j € B)) <0.
Lorsque cette covariance existe.

Définition 1.2.4 On dit que les variables aléatoires X et'Y sont négati-

vement dépendantes si :

P{X >zY >y} <P{X >z}P{Y >y} Vz,yeR

ou d’une maniere équivalente :

H(z,y) <0

Définition 1.2.5 [3] On dit qu’un ensemble de variables aléatoires X1, Xo, .., X,
qu’il est mégativement associé si pour deuxr ensembles d’indices disjoints
quelconques I, J de N* et deux fonctions g, h toutes deux croissantes ou

toutes deux décroissantes, l'inéqgalité suivante est vérifiée :

12



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

E(g(Xi,i€l).h(X;,j€J)) <Eg(X;ie€l)Eh(X;,j€J)

Remarque 1.2.1 Il découle de cette définition que st Xy, Xo, ..., X, sont
des variables aléatoires négativement dépendantes, alors il en est de méme
pour —Xi,—Xo,...,—X,. De meme, st X1, Xo,..., X, est une suite de
variables aléatoires négativement dépendantes, alors

E exp (Z X¢> < HEeXp (X)) (1)

Exemples de variables aléatoires négativement associées :[1(]
a- Distributions multivariées ayant la propriété d’association négative :

- Si (X, ..., X)) est un vecteur de variables aléatoires suivant une loi
multinomial, une loi hypergéométrique multivariée ou une lot de Dirichlet,
alors (X1, ..., Xp) est négativement associé.

-Soit X = (Xq, ..., Xk) une suite de k variables aléatoires réelles, la dis-
tribution jointe du vecteur (X, ..., Xy) est appelée permutation si (X, ..., Xi),

elle prend comme valeurs les permutations de X avec une probabilité -

K1
kE>1.
- Si la distribution d’un vecteur aléatoire (Xi, ..., Xf) est une permuta-
tion alors (X1, ..., X) est négativement associé.
b- Processus gaussien :

Un vecteur gaussien (Xi,...,X,) est négativement associé si et seule-
ment st :

Cov(X;, Xj) <0 pour tous i,j € [1,n].

13



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

1.3 Mode de convergence

En théorie des probabilités, il existe différentes notions de convergence
de variables aléatoires. Certaines de ces notions ne sont pas spécifiques
des auz probabilités, mais de l’analyse en général, comme la convergence
presque sure de variables aléatoires, ou encore la convergence presque com-
plete. La convergence en loi de suites de variables aléatoires est un concept
appartenant plus spécifiquement a la théorie des probabilités, utilisé notam-

ment en statistique et dans [’étude des processus stochastiques.

1.3.1 Convergence presque complete

Le concept de convergence presque complete a été introduit par Hsu et
Robbins (1947). Elle implique la convergence presque sure et se préte bien
aux calculs faisant intervenir des sommes de variables aléatoires. Malgré
cela, elle ne commence a devenir populaire dans la communauté statistique
que dans les années 1980 apres les travaux de Collomb. Elle est utilisée

surtout en statistique non- paramétrique.

Définition 1.3.1 [7] On dit que la suite de variables aléatoires réelles
(Xn)nen converge presque complétement vers une variable aléatoire X, si
et seulement si :

Ve >0, P[X, - X|>¢e] < oo (1.1)
neN
et on note la convergence presque compléte de (X,,)nen vers X par :

lim X, =X, p.co. (1.2)

n—oo
Définition 1.3.2 [7] On dit que la vitesse de convergence presque com-
plete de la suite de variables aléatoires réelles (X, )nen vers X est d’ordre

(un), si et seulement si :

e > 0, P(|X, — X| > gou,) < oc. (1.3)
neN
et on écrit
X, — X = O(uy), p-co. (1.4)

14
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les propositions suivante présentent quelque regles de calcul concernant

le mode de convergence presque complete.

Proposition 1.3.1 [15]

Supposons que lim w, =0, lim X, = [,, p.co. et lim Y, =1, , p.co. ot
n—oo . n—></>o i , n—oo
l; et l, sont deux nombre réels déterminés.

(i) On a :
(a) nli_)rg@Xn—l—Yn:lx—l—ly, p.co.
(b) nll_{lgo XY, =1ll,,  p.co.

(c) lim Yl:ll, p.co. avec l, # 0
n—oo " Y

(ii) Si nhj& X, — 1l = O(uy), p.co. et nlggo Y, — 1, = O(u,) ; p.co.

On a :

(a) lim X, +Y, —(l, +1,) = O(u,), p.co;

n—oo

(b) nh_)ralo XY, =, =O(uy,), p.co;

(c) lim + — i =O(uy), p.co. avecl, #0;

n—oo "

Proposition 1.3.2 Supposons que lim u, =0, X,, = O(uy,), p.co. et
n—0o0

lim Y, =, p.co. et l, est un nombre réel déterminé.
n—oo

(i) On a : X,)Y, = O(uy) , p.co.;
(11) ‘if—n = O(uy), p.co. , avec l, # 0.

15
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1.3.2 Convergence presque stirement

La notion de presque surement est la meéme que celle de presque partout
mais adaptée au langage de la théorie des probabilités. La notion contraire
d’un ensemble presque sur est un ensemble négligeable. Ou la notion de
presque sur, est une propriété de la théorie des probabilités et n’a pas de
lien avec d’autres termes proches tels que la certitude dans un sens plus

physique ou la certitude dans un sens plus commun.

Définition 1.3.3 [9] Soit (X,,),, et X sont des variables aléatoires a valeur
dans R, on dit que (X,,),, converge presque sturement vers X si et seulement
81 :

P(w e Q’nl—lgloo Xp(w) =X(w)) =1

On note alors lim X, = X p.s. ou X,, = X lorsque n — +00

n—-+00

Proposition 1.3.3 [25] La suite {X,,} converge presque stirement vers la
variable aléatoire X si et seulement si pour tout € > 0 :

P{U>n(|Xx — X|) > e} — 0.
Proposition 1.3.4 [25] Si pour tout € > 0 :

D P(X, —X| > ) < +00,

n=k

alors la suit {X,,} converge p.s. vers X.

Démonstration :

P{Un(IXk — X| > )} < > P{(IXe — X| > ¢)}

Il suffit alors d ’utiliser la Proposition (1.3.3)
On en déduite les corollaires suivants :

Corollaire 1.3.1 S’il eziste une suite (g, > 0), avec lime, =0 et
ZIF’(|Xk —X| > ¢e,) < Fo00.
Alors la suite {X,,} converge p.s. vers X.

16



Chap. L. Variable aléatoire indépendante et associée

Proposition 1.3.5 [I] Soit X,, une suite de variable aléatoire si :
D P(Xn — Xl > &) < 400
pour une suite €, > 0 vérifiant :
Z Epn < +00.
la suite {X,,} converge p.s.

Démonstration :
D’apres le lemme de Borel-Cantells, il existe un ensemble 2 de probabilité

tel que pour tout w € Q, il existe ny(w) tel que pour tout :
n > no(w), [ Xy (w) — X (w)| < e

On a donc pour n >m > no(w) :

() = K@) € 3 R (0) = Kufw)] € 3 <

Vu la convergence de » (e,), ceci implique que {X,(w)} est une suite de
Cauchy et donc {X,(w)} converge.

Proposition 1.3.6 [9] Soit (X,,), une suite de variables aléatoire alors :
(1) Si pour tout e >0 :

D P(X, - X[ =€) < +oo.

nenN
alors (X,,)n converge presque surement vers X.

(17) Si les (X)), sont mutuellement indépendantes, alors (X,,), converge

presque surement vers 0 si et seulement si pour tout € > 0 :

D P(X,| =€) < +o0.

neN
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Chapitre 2

Théorie du point fixe et les méthodes
itératives

2.1 Introduction : théorie du point fixe

La théorie des points fizes est une théorie moderne pour la résolution des
problemes mathématiques qui sont a la base des problemes de physique, de
chimie, biologie etc. L’histoire de cette théorie remonte a 1922 ou S.Banach
a établi, dans son papier [2], Uezistence et l'unicité du point fize pour les
contractions d’un espace métrique complet dans lui méme. A la différence
de Brower qui a exigé seulement la continuité de ['application sur un in-
tervalle fermé borné dans lui méme et ce théoreme assure l’existence pas
l'unicité. Diz ans plus tard Schauder généralise le théoréeme du point fize
de Brower en affirmant 'existence du point fize d’une application continue
sur les convexes compacts.

On appelle point five x d’un espace X tout solution de l’équation f(x) =x
tel que f est un opérateur de X dans lui méme.

Dans ce chapitre nous allons énoncer le théoreme de point fixe de Banach
et quelque généralisation de ce théoreme. Le théoreme du point fixe de
Banach est caractérisé par une suite itérative appelée suite itérative de Pi-
card. Cette suite permet de déterminer la solution approchée de l’équation
précédente. Il est généralement impossible de trouver la solution exacte de
I’équation f(x) = x. Donc on sera amené a chercher la solution approchée.

Les méthodes itératives est un meilleure moyenne pour faire cette recherche.

18



Chap. II. Théorie de point fixe et les méthodes itératives

Ce procédé commence par choisir un point initial qui devra nous conduire
vers la solution recherchée qui a son tour, doit étre appropriée selon le
domaine de application pour que cette procédure soit efficace. Il faut que
la suite des solutions approximatives converge vers la solution voulue, en
l’occurrence 'une des meilleures méthodes pour ce faire est la méthode de
Picard ainsi que la méthode itérative de Mann et la méthode itérative de
Mann avec erreurs qui fera principalement ['objet dans ce chapitre et bien
d’autres méthodes similaires.
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2.2 Théoreme du point fixe de Banach

C’est en 1922 que le concept de contraction de Banach est apparu/6]. Ce
théoreme, ayant une importance particuliere dans la résolution des équa-
tions intégrales. Il est tres répandu dans les bronches de ['analyse mathé-
matique plus précisément dans les équations différentielles. Ce théoréme

est généralisé par la suite dans divers espaces.

Théoréme 2.2.1 point fize de Banach [7] page 21

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit f : X — X une application
k-contractante. Alors f admet un unique point fixe x*.

De plus, x* est la limite des itérations de f a partir de nimporte quel point
xg, c’est a dire :

v :nl—l>r—£loof (5130)

et la vitesse de convergence et géométrique de rapport k :
k’n
1—k

n

1—-k

= d(2", x,) < d(xg, x1).

Démonstration

Unicité :

par labsurde. Supposons que f(xg) = zo et f(yo) = yo tel que xg # yo.
on a:

d(zo,y0) = d(f(z0), f(v0))
= d(zo, yo) kd(xo, yo)
<k

alors que k €]0, 1] contradiction
donc xo = 1y
d’ou xg est unique.
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Existence :
Montrons que si x € X, la suite (f"(x)), C X est de cauchy, pour tout
neN, ona:

d(f" (@), ["(@)) < kd(f"(x), [ () < KHd(f" (), (f"7 (@)
<. < E(f(x), ).

Donc
d(f"P (), f(x)) < KT f (), @) + o+ KM (2), @),

= d(f"P(x), ["(2) <KL+ k+ o+ BPTHA(f(2), ).
D’ou T
AP ). @) < K (). ),

Alors quand n — +oo,d(f"*?(x), f"(x)) — 0.

Ainsi on déduit que (f"(z)), est une suite de Cauchy dans X qui est complet

donc (f"(x)), converge vers une limites qu ‘on note x*.
Montrons que x* est un point fixe de f on a :

lim " (z) = lim f"(z)

n—-+00 n—-+00

D’autre part,

f est contractante, donc elle est continue

= 2" = lim (f"*'(x))

n—-+00

= a" = lim (f(f"(2)))

n—oo

=" = (f lim (f"(x)))

n—oo
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C’est a dire x* est un point fixe de f.

Il reste a montrer que :

A" (@), %) < o, f ()
On a : = ) g
A (), () < K (f (), )

St on fize n et on fait tendre p vers l'infini on aura
k,n
1—k

d(z”, f"(x)) < d(z, f(z)).

Exemple 2.2.1 Soit la fonction [ définie par :

f:C=11,4o00[— [1,+00]

—>1( +1)
r— —(x+—
2 x

eOn a C est stable par f, en effet pour tout x € [1,+00]

¥ +1 22 —-2x+1 (x —1)2
2z 2z 2z

f(z) +1>1.

Donc f(C) C C.

e Montrons que f est contractante : pour tout x,y € [1,4+00[ on a :

1 1 xy — 1
:-Zim—ymw—¢ﬂ<_u_y\xy
Alors 1
[f(2) = fFy)] < 5le —yl
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D’ou :

f est contractante.

eComme C est un intervalle fermé de R alors C' est complet. D’apres
ce qui précede, les hypotheses du théoreme de contraction de Banach sont
vérifiées alors f admet un unique point fize (il est facile de vérifier que le

point fixe est égale a 1).

Application du théoreme

Exemple dans R :
1) Soit X =R*, f: X > X

r— f(x) =v1+2.

1++5
—

le point fize est
2) Soit X = [%,1], f: X=X,

1
14+

r— f(x) =

le point fize est

1++5
>

Contre exemples :

Les exemples suitvantes montrent que chacune des hypotheses du théo-

reme de Banach est tres importante.

i) X nest pas complet :

L’application f est contractante car :
s T

£00.5) =10.51 0. S swpl @) = 5 <1
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Mais X n’est pas complet et f n’admet pas de point fixe dans X.
i1) X n’est pas stable par f :

flx) =V +1, X =10,1].
L’application f est contractante car :

f'(@) = === If"(2)| < 1.

Ners:

Mais on a f([1,v/2]) # [1,+/2], donc X n'est pas stable par fet Uapplication
n’a pas de point fize.
ii1) f n’est pas contractante :

flx) =va2?2+1,X=[0,400]

on a:
sup| f'(z)] = 1.
Et Uapplications f n’a pas de point fixe .

Remarque 2.2.1 -1l existe des applications admettant un unique point
fixe et non contractante.
-1l existe des applications admettant plus d’un point fize.

Exemples

1—
X =R, f(x) :%H
L’unique point fixe de f est 2 mais f n’est pas contractante.
9_
X =R, f(x) = 2% + 2.
L’unique point fixe de f est 0 mais f n’est pas contractante .
3—
X=[0,1], f(x)=1—=x

L’unique point fixe de f est 2 mais f n’est pas contractante .
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4— [’application identité dans X,
flz) ==
n’est pas contractante mais tout point de R est un point fixe de f.

Théoréme 2.2.2 Soit (X, d) un espace métrique compact avec
T:X = X, vérifiant :

d(T(z), T(y)) < d(z,y), pour tout x,y € X.

T est contractive, alors T admet un unique point fixe.

Démonstration
1)_L’unicité :
Supposons qu’il existe x,y € X, tel que x =T(z) ety =T(y) , Alors

d(z,y) = d(Tz,Ty) < d(z,y)

Contradiction.

Ce que donne l'unicité de point fixe .

2) L’existence  :

Remarquons que Uapplication K : x — d(z,T(x)), atteint son minimum en

un point que nous notons xy € X.
Donc on obtient que T(xg) = xy, qui est une contradiction du fait que

K(T'(z9)) = K(zo).
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2.3 Suite itérative de Picard

Définition 2.3.1 [10] Soit (X,d) un espace métrique complet. Une appli-
cation T : X — X est appelée application de Picard (strict ) s’il existe un

unique ¥ € X tel que :

FT = {Q}'*}
Et :

To(xo) = =* (uniformément) pour tout xy € X.

avec Fp est l'ensemble du point fize de l’application T

Définition 2.3.2 Soit (X,d) un espace métrique, K C X un sous en-
semble fermé de X et T : K — K wune application possédant au moins
un point fire p € Fp. Pour tout ¢ € K donné, la suite d’itérations (x,),
donnée par :

Tp=T(rp_1) =T"(x9), n=1,2..
est appelée la suite des approrimations successives avec valeur initiale x,

on appelle aussi l’itération de Picard.

Théoreme 2.3.1 [10] Soit (X,d) un espace métrique complet et
T : X — X est une a-contraction, c’est-a-dire un opérateur satisfaisant :

d<T$7Ty) S CLd(.CU,y) vxay € X (1)

avec a €0, 1] alors :
i) T posséde un unique point fize, c’est-a-dire Fr = {x*}.
ii) L’itération de Picard associée a T, c’est-a-dire la suite (x,), définit

par :

=T (x,—1) =T"(x0), n=12.. (2)

converge vers x*, pour toute estimation initiale xo € X.

ii1) Les estimations d’erreur a priori et a posteriori suivantes sont valables :
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d(xo,z1), n=0,1,2... (3) (erreur priori).
a

a

d(zy,z") <
(T, ") T

d(xp_1,2,), n=0,1,2... (4) (erreur posteriori).

iv) Le taux de convergence est donné par :

d(xp, ) < ad(x,_1,2") < a"d(xg,z"), n=12.. (5)

Démonstration :
Il existe au plus un point fize, c’est-a-dire que le card (Fr) < 1. En effet,
en supposant que x*,y* € Fp,x* # y*, puisque 0 < K < 1, on obtient la

contradiction.
d(z*,y") = d(Tz", Ty") < a.d(z",y") < d(z",y").

Pour prouver existence du point fize, nous allons montrer que, pour tout
donné. xy € X, l'itération de Picard (x,), est une suite de Cauchy.

Nous avons par(1) :
d(IQ, SUl) = d(T:Ul, TSC()) S a.d(ajl, SC()),
et par induction,

d(Tpi1,xy) < a"d(x1,29), n=0,1,2. (6)

Ainsi pour tout nombre n,p € N,p >0, on a :

n+p+1 n+p+1 "
A(Tptp, Tn) < Z d(Tp11, Tn) < Z a"d(z1, 1) < T ad(iﬁ’l,fﬁo)- (7)
k=n k=n

Puisque 0 < K < 1, il en résulte que a™ — 0 (quand n — oo ), ce qui
avec (7), montre que (x,), est une suite de Cauchy.

Mais (X, d) est un espace métrique complet, donc (x,), converge vers un
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certain x* € X.
D’autre part, toute application lipschitzienne est continue. Donc :

lim z, =2°
n—-+00

Dou :

o= g, met = g, Tlen) = TG, 7n) = 1)

*, c’est-a-dire que x* est un point fixe de T

Ce qui donne * =Tx
Cela montre que pour tout oy € X, ['itération de Picard converge en X
et que sa limite est un point fize de T'. Puisque T' € a au plus un point fize,
nous déduisons que, pour tout choix de xy € X,
["itération de Picard converge vers la méme valeur x*, c’est-a-dire ['unique
point fixe de T.
Nous avons donc prouvé (i) et (ii). Pour prouwver (iii), nous utilisons (7),

n

d($n+paxn) S la

d(xg,z1), Vpe N

et la continuité de la métrique et donc, en pour p — 0o, nous trouve :

n

d(@p, z*) = d(a”, z) = plg?o d(Tntp, Tn) < 1—a

d(xo,z1),m >0

et donc (3) est prouvé.

Pour obtenir l’estimation a posteriori (4), remarquons que par (1) on a :
d(Tpi1, ) < ad(wy, p1)
et par induction :
d(Tpaks Tnap_1) < akd(xn, Ty-1),k € N

donc
1 —a?

1—a

d(Tptp, Tn) < (a+ a* + ...+ a")d(z,,z,-1) < a d(xp, Tp_1).
En laissant p — oo dans la derniére inégalité, on obtient exactement (4).
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Remarque 2.3.1
1— L’estimation a priori (3) montre que, lorsqu’on part d’une estimation
iéme

matiale xg € X, Uerreur d’approximation de la n itération est compléte-

ment déterminée par le coefficient de contraction a et le déplacement initial
d(x1,x0).

2— De méme, l’estimation a posteriori montre que, pour obtenir [’erreur
souhaitée d’approximation du point fize par itération de Picard, c’est-a-dire
pour que d(z,,x*) < ¢,

e 1l faut arréter le processus itératif au premier pas n pour lequel le dépla-
cement entre deux itérations consécutives est au plus (1 — a)z.

Ainsi, Uestimation a posteriori offert un critéere d’arrét direct pour l’ap-
proximation itérative de points five par itération de Picard, tandis que [’es-
timation a priori donne indirectement un critere d’arrét.

3— 1l est facile a voir que [’estimation a posteriori est meilleure que [’es-
timation a priori, dans le sens ot & partir de (4) on peut obtenir (3), au
moyen de (6).

4— Chacune des trois estimations données dans le théoreme 2.3.1 montre
que la convergence de l'itération de Picard est au moins ausst rapide que
celle de la série géométrique {ay,}.

Le processus itératif défini au moyen de la fonction d’itération Ty (c’est-
a-dire litération de Picard) est si rapide.

Cependant, comme le montre (5), le taux de convergence de l'itération de
Picard pour toute contraction est linéaire .

5— Dans la plupart des cas, la condition de contraction (1) n’est pas sa-
tisfaite dans l’ensemble de l’espace X, mais seulement localement. Dans ce
contexte, une version locale du principe d’une application contractante est

tres utile pour certains objectifs pratiques.
Corollaire 2.3.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et :
Blyo. R) = {x € X|d(z,y0) < R)
soit la boule ouverte. Soit T : B(yy, R) — X une a-contraction, telle que :
d(T,yo) < (1 —a)R.
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Alors T possede un point fixe qui peut étre obtenu en utilisant le schéma
itératif de Picard, a partir de tout xo € B(yo, R).

Théoréme 2.3.2 Soit [ : [a,b] — [a, blune fonction continue et dérivable
sur (a,b), avec |f'(x)| < 1. Alors pour tout x € (a,b), f admet un unique
point fixe.

En outre, toute suite de Picard pour f est convergente et converge vers
['unique point fixe de f.

Lemme 2.3.1 Soit (x,,),>1 une suite bornée dans R™ alors la suite (x;,),>1

converge si et seulement si toutes les sous-suites convergentes de (Tp)n>1
convergent vers la méme limate.

Corollaire 2.3.2 Une suite bornée (x,),>1 dans R" diverge si et seule-

ment si (T,)n>1 posséde au moins deuzx points d’accumulation.
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2.4 Suite itérative de Mann

2.4.1 Suite itérative de Mann

L’itération de Mann ayant été introduite en 1953 est la suivant :

Définition 2.4.1 [7] page [46]
Soit & un espace vectoriel normé, C' un ensemble convexe de E et f : C' —
C' une application et x1 € C une valeur arbitraire. Soit A = |a,;] une
matrice réelle qui satisfait :

- (A1)an; >0, Vn,j eta, =0,5>n.

- (A9) > any =1, Vn>1.

- (A3) lim a,; =0, Vj>1.

n—o0

La suite (x,,), définie par :
Tpi1 = fuy).

ol :

n

Uy = E Ap;idy,

j=1

Et dit le processus itérative de Mann noté M (x1, A, f). 1l eziste beaucoup de
littératures sur la convergence de l’itération Mann pour différentes classe
d’opérateurs considérées dans différents espaces .

On commence par le premier théoréeme donné par Mann puis généralise

par Dotson.

Théoréme 2.4.1 [7]

Soit € un espace topologique linéaire de Haussdorf localement convezre. C
une partie fermé convexe de E, f : C — C' est une application continue,
x1 € C. Soit M(xy1, A, f) litération générale de Mann.

Alors si lune des suite (), ou (uy,), de ce schéma converge vers un point
p € C, Dautre aussi converge vers le point p. Et de plus ce point est un
point fize de f dans C.
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Remarque 2.4.1 Mann a montré ce résultat dans un espace de Banach et
Dotson (en 1970) a montré que ce résultat est valable aussi dans [’espace
topologique linéaire de Hausssdorf localement convexe (espace de Hauss-
dorf : espace séparé).

On trouve un résultat important qui affirme que si la suite (x,), converge
vers un point, ce point ne peut étre qu’un point fixe pour [’application mais
suivant certaines conditions.

Le résultat est la suivant :

Théoréme 2.4.2 [7] Soit f une application d’un sous ensemble K fermé
conveze d’un espace de Banach réel (E, ||.||). Soit (x,,), litération de Mann
de f avec une matrice réguliére.

Supposons que (x,), converge vers un point p € K. Sl existence des
constantes a, 3,7.0 > 0, et § < 1 tel que :

1f () = f@p)ll < allzn —pll+ Bllzn + f (@) | +7[lp — f(@0)]| + 6 max([|p —

FOI lzn = £
Alors p est un point fixe de f. Voir [10]
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2.4.2 L’itération normale de Mann

Définition 2.4.2 [7] Soit (X, d) un espace métrique. Lopérateur f : X —
X est appelé opérateur de Zamfirescu s’il existe des nombres réels o, B et ~y
satisfaisant o € [0,1], 8 € [0,1],y € [0, 1] tels que pour tout z,y € X, l'une

des conditions sutvant vérifiée :

Théoréme 2.4.3 [1] Soit E un espace de Banach uniformément convexe,
K une partie fermée convexe de E et f : K — K un opérateur de Zamfi-

rescu. Alors le schéma itérative de Mann (z,), défini par
Tor1= (1 —ap)x, +anf(z,), n=12,...

Avec (ay,)
1. =1,
20<a,<1, VYn>1

3. (1 —ay) =00

Converge vers l'unique point fixe de f.

., satisfait les conditions suivantes :

Remarque 2.4.2 Le schéma itératif défini dans ce théoréeme est noté par
M (x1, o, f), dit schéma itératif normal de Mann associé a une application

f avec une valeur initiale x1 et une suite de parametre «,.
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Proposition 2.4.1 [2] Soit C' un sous-ensemble convexe non vide d’un
espace de Banach uniformément convere X et T': C' — C une correspon-
dance avec F(T) # () satisfaisant la condition :

|T(x —p)|| < ||l —pl|| pour tout x € C et p € F(T)

Définir une suite {x,} dans C par :

x, € C
Tpi1 = M(xp, 0, T),n € N;

Awvec la restriction que

0
Zmin{an 1 —a, ) = o0.
n=1

Alors liminf, ., ||z, — T'(x,)]| =0

Démonstration :
La proposition 2.4.1 implique que lim,,_, ||z, — p|| existe pour p € F(T).
Observez que

|T(xs) — pll < llzn — pl| pour tout n € N
et :
Tpi1—p=(1—ay)x, +a, (Tx, —p) pour tout n € N

Nous obtenons que liminf ||z, — T'(x,)|| = 0.
n—oo

Théoréme 2.4.4 [7]
Soit X un espace de Banach uniformément convexe, K un sous ensemble

convexe fermé de X et T : K — K une application de Zamfirescu. Ensuite,
Uitération de Mann {z,},

Tp1= (1 —ay)z, +a,Tx,, n=12...

avec {a,} satisfaisant aux conditions :

(1) a1 =1;
(i) 0 < a, <1, pour tout n > 1;
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(iii) > a, (1 — a,) = co.

converge vers le point fixe de T.

Démonstration :
T a un point fize unique dans K. On le note p. Pour tout x1 € K, nous
avons

[ 201 = pll < (1 = an) 20 — pll + an [Tz, — pl|
Comme toute application de Zamfirescu est quast contractive, nous en dé-
duisons que
[Tz, — pl| < flzn —pll

Ce qui montre que la suite {||x, — p||} décroit. Nous avons aussi

[0 = Twn|l = [[(zn = p) = (T2n —p)|| < 2|[(2n —p)|

Maintenant, supposons qu’il existe un nombre a > 0 tel que ||z, — p|| > a
pour tout n.

Supposons que {||x, —Txy|},~, ne converge pas vers zéro. Ensuite, il
existe deux possibilités : soit il eziste un e > 0 tel que ||z, — Tx,|| > €
ou liminf ||z, — Tx,| = 0.

1. Dans le premier cas, en utilisant le lemme de Groetsch avec b = 20 <L> ,

llz1—pll
nous obtenons :

|Zni1 = pll < (1= an (1 —ay)b)) [z, —pl-
< ”xn—l - pH — Qp—1 (1 - an—l) b Hxn - pH — ba, (1 —a,) Hxn _pH .
< ||5Cn—1 - pH —b [an—l (1 - an—l) + ap (1 - an)] Hxn —p|| :
Par induction on obtient :
0 < e =l < o = pll = b3 o (1= ) [z —
k=1

A cet effet :
all+b6>0 jar(1—ap)] <|lzn—0pl|l, ce quicontredit (iii).
Dans le second cas, il existe une sous suite {x,, } telle que :

lim ||z, — Tz, || =0,
k—o00
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Si Ty, , Ty, satisfont (z1), c’est-a-dire :
||T'rnk T Tme <o ”xnk T CE’an )
ainsi :
||T:an o TSEan <o [Hxnk o Tx”k” + HTxﬂk T Tajan + ”T:Enz o SUan
et donc :
HTxnk o Tl’an < O‘(l o a)_l [Hxnk o Txnk” + ”Tl’m o xnl”
et si Xy, , T, satisfont (z9), alors :
HTxnk - Tx”l” < 6 [”xnk - Tx”k” + Hxnl - Tme
et si x,,, T, satisfont (z3), alors :
HTxnk - TCCan < Y [Hxnk - Txan + Hxnl - TxnkH
Ce qui donne :
HTiEnk T TSCan < 7(1 _ 27)_1 [Hxnk T Tx”k“ + Hxnl T TSCmH ’

Par conséquent, dans tous les cas, {Tx,,} est une suite de Cauchy et donc
convergente.
Soit u sa limaite.

lim z,, = lim Tz, =u
k—o00 k—o00

De plus,

u— T < flu =z, || + |20, = Tan, || + [[T2n, — Tl

Nous montrerons que uw = Tu, c’est-a-dire, u est un point fixe de T'. En
effet, si x,, ,u satisfont (z1), alors :

1T 2n, = Tul] < ol — ul].
Si xp,, u satisfont (29), alors :
[T 2n, = Tull < B[z, = Twnll + lu = Tul
qui conduit a :
lv = Tull < flu = @n, [l + (1 + B) [0, = Twn,[l + (1= 5)
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et, finalement, si x,, ,u satisfont (z3), alors :
[Tz, — Tull <y ll|an, = Tull + lu = Ty, ||

< v lllen, = Tull + Tz, = Tull + llu = T, |
ou :

|T@n, = Tull <4(1 =) l@n, = Toall + [lu— Ty, |

Par conséquent u = Tu.

Puisque p est ['unique point fize de T', il en résulte que p = u, et donc les
deuz conditions lim,_,~ x,, = u = p et {||z, — p||} décroient par rapport a
n et lim,_o £, = p.
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2.4.3 Suite itérative de Mann modifiée

Définition 2.4.3 Soit K une parti non vide convexe d’un espace vectoriel
normé E, f: K — K et ()
(xn),, définie pour xzo € K par :

. une suite réelle définie dans |0, 1]. La suite

Tpr1 = (1 —ay) x, + anf(”) (xn),n €N

est dit processus de Mann modifiée.

2.4.4 Suite itérative de Mann perturbé

Définition 2.4.4 Soit un espace de Banach K € E. f : K — K. La suite
(xn),, définie pour 1 € K par

Tl = (1= Ap) T + Mo f () — MOy (2, — 1), m € N7

avec (Ay), et (6,), des suites réelles qui satisfaient les conditions sui-

vantes :
(a) lim 0, =0,
n—oo
(b) An (1 +0,) < 1,57 Ay, = 00, lim 22 =0,

( ) n—0o0
On—1 -1

lim ~/— = 0.

(c) nl_{go XnOn 0 )
est dite processus de Mann perturbé.

2.4.5 Suite itérative de Mann avec erreur

L’itération de Mann a connu un autre développement ce qu’on appelle
['itération de Mann avec erreurs . Lidée de compte tenu du schéma itératif
de Mann avec erreur ou d’Ishikawa avec erreur vient pratiquement de calcul

numerique

Définition 2.4.5 [10] Soit K un sous ensemble d’un espace de Banach
E, et T : K — E une application, soit xy € K la suite {x,} définie dans
E par

Tl = (1 —ay) xy + ayTxy, + uy.
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Chap. II. Théorie de point fixe et les méthodes itératives

ot {a,} une suite dans [0, 1] et {u,} une suite telle que :

00
D llull < o0
n=0

est appelé 'itération de Mann avec erreurs.

Définition 2.4.6 [10] Soient K un sous ensemble non vide convexe d’un
espace de Banach E et T' : K — E une application. Pour un xy € K

donné, la suite {x,} définie par :
Tpil = QnTy + b, Ty, + cru,, n=12,...

ou {U,} une suite bornée dans K et {a,},{b,} et {c,} des suites dans [0, 1]
telles que
an+b,+c, =1, n=0,1,2,...

est appelée ausst ['itération de Mann avec erreur.

Théoréme 2.4.5 Soit K un sous ensemble compact convexe d’un espace
de Hilbert réel H et f : K — K une application continue hemicontrac-
tive. Soit (ay),, , (bn),, , (cn), des suites réelles dans [0, 1] qui satisfaisant les
conditions suivantes :

1—a,+b,+c,=1,
2— lim, 5 b, =0,
3— D> 0 Cn < 00,
4— 0<b,+ ¢, < 1.
Alors le schéma itératif de Mann avec erreur converge fortement vers le

point fixe de f.

Remarque 2.4.3 une application de K dans K est dite hemicontractive
si et seulement si Va,y € K

1f (@) = F@IP < llw = ylI* + llz = f ()]
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Chapitre 3

Application numérique

Dans ce chapitre on va traiter quatre exemples numériques par la mé-
thode de Mann.

Algorithme de la méthode de Mann :

function [R,Eabs, Erell=mann(n, x0)
cle
format short
forio=1:1+n

X(1)= (1-a/i)*x0+a/i*(f(x0))+1/i* ) ;
X(i+1)=(1-0/i) *X(i)+a/i*(f(xi) +1/i*) ;
end ;

Fabs= abs(X - X(n));

Erel = num?2str(Fabs/X) ;

R=[X : " num2str(n),” ’numstr(X(n)),’
“num2str(Eabs), = ', num2str(Erel)];
disp(R) ;

plot(X,”*’, 'markerSize’,12)

title(’Itération de Mann’);
end
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Chap III Application numérique

Exemple 1 :

Pour le cas réels considérons la fonction f telle que :

f:R—R
1

Tr —
1+ 22

On sait que la fonction f admet un seule point fire x* ~ 0,682927 qui a
été calculé a l’aide d’un logiciel.

On remplacer f(x) Dans L’algorithme sous MATLAB de la méthode de
Mann on obtenu le programme suivant :
function [R,Eabs,Erell=mann(n, )

clc
formatshort
fori=1:14n
a = 2;

X(1) =1 —a/i)*xo+afi*(1/(1+ (2)?) +1/i*0.01);
X(i+1)=0—a/i)* X(i)+a/i*(1/(1+ X(4)?) +1/i*0.01);
end,

Eabs= abs(0.682327 - X(n)) ;
Erel = num2str(Eabs/0.682327) ;
R=[X :"jnum2str(n),” ;num2str(X(n)),” ;num2str(FEabs), > ’;num2str(Erel)] ;

disp(R) ;
plot(X,”*’, 'markerSize’,12)

title("Itération de Mann’) ;
end
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Chap III Application numérique

Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 10.
On obtient le

graphe suivant :

ltération de Mann
T

1 . .
x
0.8 |

S O S S S
0.6 —

04 r .

0.2 7

FI1GURE 3.1 — Itération de mann
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Chap III Application numérique

Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 100.

On obtient le graphe suivant :

ltération de Mann

1 % . T . . .

0.8 .

04 r .

02r 7

0 20 40 60 80 100 120

FIGURE 3.2 — Itération de mann
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Chap III Application numérique

Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 1000.

On obtient le graphe suivant :

; ltération de Mann

0 200 400 600 800 1000
FIGURE 3.3 — Itération de mann
n T, Erreur absolue | Erreur relative
10 0.68308 0.00074853 0.001097
100 0.68242 | 8.8221e — 05 0.00012929
1000 10.68233| 9.6049¢ — 06 1.4077e — 05
10000 |0.68233 | 1.6845e — 06 2.4688e — 06
100000 | 0.68233 | 8.9191e — 07 1.3072e — 06
1000000 | 0.68233 | 8.1264e — 07 1.191e — 06

On note que a partir de n = 1000, la valeur approche du point fixe est

presque é€gale a la valeur exacte.
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Chap III Application numérique

Exemple 2 :

On a la fonction g telle que :

g:[O,+OO[—>R+
r—V1+zx

On sait que la fonction f admet un seule point five x* ~ 1.61803399.
On remplacer g(x) Dans L’algorithme sous MATLAB de la méthode de

Mann on obtenu le programme suivant :

function [R,Eabs,Erel|=mannl(n, )

cle
formatshort
fori=1:14+n
a=2;

X(1)=(1—a/i)*xxo+a/ix* (sqrt(zo+ 1)+ 1/i*0.01);
X@i+1)=00—a/i)*x X (1) +a/i* (sqrt(X (i) + 1)+ 1/i % 0.01);
end,

Fabs= abs(1.61803399 - X(n)) ;
Erel = num?2str(Eabs/1.61803399) ;
R=[X:"jnum2str(n),” snum2str(X(n)),” ,numstr(FEabs), > ’,;num2str(Erel)] ;

disp(R) ;
plot(X,”*’, 'markerSize’,12)

title(’Itération de Mann’);
end
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Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 10.

On obtient le graphe suivant :

. ltération de Mann

16F %%%*%%*%%%
¥

1.2 .

0.8 r .

) | | | |

FIGURE 3.4 — Itération de mann
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Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 100.
On obtient le graphe suivant :

ltération de Mann

18 T T T T T

0.6 .

04 | | | | |
0 20 40 60 80 100 120

FIGURE 3.5 — Itération de mann
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Pour lexécution de ce programme on prend a = 2, x; = 0.5, ¢ = 1072,
n = 1000.

On obtient le graphe suivant :

- ltération de Mann

1471 7

1.2 .

0.8 .

0 200 400 600 800 1000 1200

FIGURE 3.6 — Itération de mann

n T, Erreur absolue | Erreur relative
10 1.6167 0.0013348 0.00082498
100 1.6183 0.00026457 0.00016351

1000 [1.6181| 4.1502e — 05 2.565e — 05
10000 | 1.618 | 4.7822e — 06 2.9556e — 06
100000 | 1.618 | 5.0355e — 07 3.1121e — 07

1000000 | 1.618 5.033e — 08 3.1106e — 08
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Chap III Application numérique

Algorithme de la méthode de Mann avec erreur :
functionfiter, X, Err.ela] = Mannrr1l(zl, e, a)
syms x
h = format short;
D =1[0:0.01:1];
fori =1 :length(D)
H(i) = double(subs(h, x, D(1)));

end
R = randn (100000, 1);
X (1) = z1;

XX =0.828427124;

X(2)=((1—a)*X(1))+ (a* double(subs(f,z, X (1)))) + (a* R(1));
iter = 1;

Err =abs(X(2) — X(1));

Erreela = (abs(X(2) — X X)) /(abs(X X));

1= 3;

while Err > ¢

X(@)=((1=(a/(i—1)))*xX(i—1))+ (a/(i —1)) * (double(subs(f,x, X (i —
D))+ (a/((i = 1)%)) = R(i);

Err =abs(X(i) — X (i —1));

Errpela(i) = (abs(X (i) — X X))/(abs(X X));

1 =14 1;
iter = iter + 1
end

for j=1:length(X)

FF(j) = double(subs(f,z, X (j)));
end

plot(D,F,D,D, X FF'+)
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Chap 111
Exemple 3 :
On a la fonction swivant :
h:(0,400) - R
1
x+— h(r) = :
(@)= —7—

Dans le chois de x; = 0,e =0,001,a = 1, 25.

Résultats de programme :

i | X(i) | Erreurs relative
1 10.5000 0.5360

5 10.5156 0.3776
101 0.6758 0.1843
151{0.7044 0.1497
201 0.7349 0.1129

Résultat de l’algorithme de Mann avec erreurs.
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Chap III Application numérique

Methode de Mann avec erreurs
T T

1.5
= 1
<
=
=
b
in
>
i 0.5+

O & 1

0 0.5 1 1.5
X
FIGURE 3.7 — Méthode de mann avec erreur
Exemple 4 :

Variables alétoires négativement associées on considérons la fonction h telle
que :
S :(0,400) = R
1

w34+ 1
Pour déterminer le point fize de la fonction S, il faut résoudre une équation
polynomiale de degré 5. Selon la théorie de Galois, il n’existe pas de formule
générale pour exprimer les racines de ce polynome.

La constante de Lipschitz de S est C' = %435% = 0,53527 et le point

fixe est x* = 0,808731. On suppose que a = 2,11 = %,N =1.

r— S(x) =

Le cas associé négativement gaussien :

1—1
Y, = — ZXk +iX;
k=1
alors
Cov (V;,Y)) = —5 < 0,Vi # j,
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et donc Y1,Ys,....Y, sont quasi-associés.
Tableau :

n T, ‘xn — x2| Erreurs relative
10 |0.7859191 [ 2.2812 x 1072 | 2.8207 x 1072
100 | 0.8067919|1.9391 x 1072 | 2.3977 x 1073
500 | 0.8082863 | 4.447 x 10~* | 5.4987 x 10~*

1000 | 0.8087087 | 2.23 x 107 2.7574 x 107

Erreurs absolues et Erreurs relatives
Le cas gaussien associé négativement Nous avons :
* —en(1—)
P{‘l’n+1—3§ ‘>6}§K46 .
ot
7'r2 2
K4 = 26N+78 .

On obtient Ky = 2e'+3*4:5467 — 48 366.

48 366 % e 001”™ — 0,01, La solution est {[n = 3478.8]}.
48 366 % e~ 005*n” — 0, 01. La solution est {[n = 581, 83]}.
48 366 % e 017" = 0,01. La solution est {[n = 269,35]}.
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Conclusions

Dans ce mémoire, nous avons rappelé les définitions de variables aléa-
toires indépendantes et des variables aléatoires négativement associées ainsi
que des variables aléatoires positivement associées. Nous avons donné ausst
quelques résultats principaur sur ce type de variables aléatoires. Nous avons
abordé la théorie des points fizes en insistant sur le théoreme du point fize
de Banach ainsi que les schémas itératives de Picard, de Mann et de Mann
avec erreur. Et pour donné l'intrét a ces deux théorie (théorie d’association
des variables aléatoires et la théorie des points fires) nous avons illustré
deuxr exemple numérique pour déterminer une valeur approchée d’un point
fixe par la méthode itérative de Mann.
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