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Introduction générale

L’ optimisation joue un role fondamental dans divers domaines scientifiques et pratiques, notamment
la logistique, la planification, la finance, et les réseaux, etc. Elle consiste a trouver les meilleures solutions
possibles a des problemes complexes soumis a des contraintes, qu’elles soient économiques, techniques
ou temporelles. Parmi les techniques d’optimisation, la Programmation Linéaire (PL) et la Program-
mation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) s’imposent comme un outil essentiel pour modéliser et
résoudre de nombreux problemes réels. Ces techniques combinent rigueur mathématique et adaptabilité
pratique, offrant des solutions optimales ou suboptimales dans des contextes variés.

La PL est introduite par Dantzig avec la méthode du simplexe [25], elle est devenue un pilier pour
résoudre des problemes ou I’objectif et les contraintes sont linéaires. La théorie a été enrichie par des
avancées comme le méthode adaptée [7, 8, 9, 10, 17, 18, 29, 33, 40]. Ces approches sont abondamment
utilisées dans des domaines variés, comme la finance [20].

La PLNE constitue une extension cruciale de la PL, introduisant des contraintes d’intégralité sur
certaines ou toutes les variables. Cependant, la résolution de problemes de PLNE présente plusieurs
défis, car elle est classée comme un probleme NP-difficile. Les méthodes classiques incluent le Branch-
and-Bound [6], les coupes de Gomory [37], et plus récemment des approches hybrides combinant ces
algorithmes avec des heuristiques [18, 22].

Avec I'augmentation de la taille et de la complexité des problemes de PLNE, il s’avere important
d’adopter des techniques permettant de réduire les dimensions des problemes tout en maintenant leurs
propriétés fondamentales. C’est dans ce contexte que le presolving intervient. Il s’agit d’une phase de
prétraitement visant a simplifier les problemes mathématiques avant 1’application des algorithmes de
résolution. En éliminant les variables et contraintes redondantes et en resserrant les bornes des variables
(3, 4, 5, 54, 64, 67, 68, 71, 72, 73], le presolving améliore considérablement I’efficacité des solveurs
modernes comme CPLEX et Gurobi.

Enfin, I’heuristique d’arrondi est un outil complémentaire aux méthodes exactes dans la PLNE. Elle
consiste a résoudre la relaxation continue du probléme, puis a ajuster les solutions fractionnaires pour
obtenir des solutions entieres approximatives [2, 12, 18, 22, 43, 65]. Bien que ces heuristiques ne garan-
tissent pas 1’optimalité, elles sont souvent utilisées dans des contextes ou le temps de calcul est critique.

Cette these s’inscrit dans ce cadre et propose une étude approfondie des techniques de presolving

pour les problemes de PLNE a variables bornées. L’ objectif principal est de développer et d’analyser
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des méthodologies qui permettent d’améliorer les performances des solveurs, tout en garantissant la qua-
lité des solutions obtenues. Une approche heuristique est également explorée pour trouver des solutions
suboptimales de bonne qualité dans des temps de calcul réduits.

Ainsi, cette these propose des améliorations aux techniques de presolving appliquées aux problemes
de PLNE, en particulier lorsque les variables de décision sont bornées. Plus précisément, elle est compo-

sée des parties suivantes :

1. Etude des bases mathématiques et algorithmiques : Cette partie présente des fondements de 1’al-
gebre linéaire et des méthodes de résolution en programmation linéaire et en programmation li-
néaire en nombres entiers, notamment les méthodes du simplexe, branch-and-bound, et les coupes

de Gomory.

2. Analyse approfondie du presolving : Cette deuxieme partie est consacrée a une classification des
différentes techniques de presolving, incluant des approches sur les contraintes, les bornes des va-

riables, et les structures spécifiques des problemes (variables binaires, non négatives, ou bornées).

3. Proposition d’une procédure innovante pour le presolving dans les problemes de PLNE a variables
bornées : Une approche méthodologique détaillée, appuyée par des résultats expérimentaux, per-

mettant de réduire la complexité des problemes tout en conservant leurs propriétés.

4. Développement d’une méthode heuristique d’arrondissement : Une méthode est élaborée pour ob-
tenir des solutions suboptimales de bonne qualité, intégrant les procédures de presolving pour

accélérer les calculs.

La these est composée d’une introduction générale, de quatre chapitres et d’une conclusion générale,

détaillant progressivement les fondements, les méthodologies et les contributions de cette these :
— Chapitre 1 : Préliminaires sur I’algebre linéaire
Ce chapitre présente les notions fondamentales de 1’algebre linéaire, indispensables pour com-

prendre les techniques d’optimisation. Les concepts clés tels que les espaces vectoriels, les ma-

trices, et les systemes linéaires sont exposés.

— Chapitre 2 : Programmation Linéaire et Programmation Linéaire en Nombres Entiers

Dans ce chapitre, les bases théoriques et les méthodes classiques de résolution de la programmation
linéaire, telles que le simplexe, le support et la méthode adaptée avec un pas simple sont présentées.
Pour la programmation linéaire en nombres entiers, les méthodes branch-and-bound, les coupes de
Gomory, et I’heuristique d’arrondissement ont été passées en revue.
— Chapitre 3 : Procédure de Presolving

Ce chapitre constitue le cceur de la these. I1 débute par une présentation du probleme réduit, puis ex-
plore des méthodes simples de presolving. Les techniques appliquées aux contraintes, aux bornes
des variables, et aux problemes spécifiques (variables non négatives, binaires ou bornées) sont
analysées en détail. Les propositions méthodologiques issues de notre travail sont également intro-

duites ici.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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— Chapitre 4 : Méthode Heuristique d’Arrondissement et Presolving

Ce dernier chapitre propose une méthode heuristique d’arrondissement intégrant les techniques de
presolving pour obtenir des solutions suboptimales de bonne qualité. Une attention particuliere est

accordée a I’analyse des performances et des résultats obtenus.

Les travaux présentés dans cette these contribuent au domaine de 1’optimisation, en mettant en lu-
miere I’importance du presolving pour améliorer les performances des solveurs et réduire les difficultés
des problemes complexes. En proposant des méthodologies adaptées a des classes spécifiques de pro-
blemes de PLNE et en développant des approches heuristiques, cette these ouvre la voie a de nouvelles
perspectives pour la recherche et les applications pratiques. Les résultats obtenus pourraient notamment

étre étendus a d’autres types de problemes d’optimisation, renforcant ainsi 1’efficacité des outils actuels.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.1 Introduction

Au cours de ce chapitre, nous rappelons les concepts fondamentaux relatifs aux espaces vectoriels,
aux matrices et aux vecteurs. Nous nous pencherons également sur les systemes d’équations linéaires
et les notions fondamentales de la convexité. Ces notions s’averent essentielles pour appréhender les

méthodes et les résultats exposés tout au long de cette these.

1.2 Espaces vectoriels

Soit E un ensemble non vide. L’ensemble E est appelé un espace vectoriel sur un corps K (géné-
ralement R) si les conditions suivantes sont satisfaites pour tous les éléments x,y € E et tous o, de
K:

1. E est équipé d’une opération interne notée +, de sorte que (E, +) forme un groupe commutatif’;
2. E estdoté d’une opération externe K x E — E notée (o, x) — ox, vérifiant les propriétés suivantes :
o(x+y) = ox+ oy,
(0 +B)x = ax+ B,
(aB)x = a(Bx),

I-x=ux.
Un ensemble qui satisfait ces conditions est ainsi appelé un espace vectoriel. Les éléments de E sont
appelés des vecteurs. L’espace vectoriel le plus utilisé dans la suite de la these est ’ensemble R”.
1.2.1 Combinaison linéaire

Considérons {aj,as,...,a;} un ensemble de k vecteurs dans R”. Une combinaison linéaire de ces

vecteurs prend la forme suivante :
k
Y ajx;, (1.1)
j=1

ou x;, j = 1,k, sont des scalaires réels. Ces scalaires sont les coefficients de la combinaison linéaire.

L’expression (1.1) peut également étre formulée sous forme du produit d’une matrice A et d’un vec-

teur x :
X1
Zajxj:(al,az, cee s, ag) . | =Ax, (1.2)
= :
Xk

ol x; est la j*m composante du vecteur-colonne x et A = (a;,j = 1,k), a ; étant la j*m colonne de la

matrice A.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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Une combinaison lin€aire est dite triviale si tous les coefficients sont égaux a zéro (x; =0, j = 1,k).
En revanche, si au moins 1’un des coefficients differe de zéro, la combinaison linéaire nulle est dite non

triviale.

1.2.2 Indépendance linéaire des vecteurs

Un ensemble fini de vecteurs {ay,as,...,a;} dans R™ est dit linéairement indépendant si :

En d’autres termes, aucun vecteur de cet ensemble ne peut €tre représenté comme une combinaison
linéaire des autres.
Si ’ensemble n’est pas linéairement indépendant, on dit qu’il est linéairement dépendant, signifiant

qu’il existe des coefficients x1,x», . ..,x;, non tous nuls, tels que :

k
Z ajxj= 0, djoe {1,...,k}, X, #0.
j=1
Cela implique qu’au moins un vecteur s’écrit comme une combinaison linéaire des autres.

1.2.3 Bases d’un espace vectoriel

Une base d’un espace vectoriel E sur R de dimension n, est un ensemble de n vecteurs de E, noté
B ={vi,va,...,v,}, vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Tout vecteur x de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs de B,

2. Les vecteurs de B sont linéairement indépendants.

1.2.4 Espace vectoriel normé

Considérons une fonction || - || : R* — R™, appelée norme, qui assigne a chaque vecteur x € R” un
scalaire réel non négatif, noté ||x||. Pour tout x,y € R”" et tout scalaire & € R, cette fonction satisfait les

propriétés suivantes :

* Vecteur nul : |[x|| =0< x=0;

* Homogénéité absolue : ||o - x|| = || - ||x]| ;

« Inégalité triangulaire : ||x+ y|| < ||x|| + ||v]|.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.2.5 Boule ouverte et Voisinage

1.2.5.1 Boule ouverte

Dans un espace normé R”, une boule ouverte de centre x° et de rayon r > 0 est définie comme I’en-
semble B, (x?), composé de tous les vecteurs x tels que la norme de la différence ||x — x°|| est strictement

inférieure a r :
B,(x") ={xeR" : |x—x"| <r}. (1.3)

1.2.5.2 Voisinage

Soit R” un espace vectoriel normé, et x € R”. Un voisinage de x est tout sous-ensemble V (x) de R”

tel qu’il existe un nombre réel positif » > 0 pour lequel B,(x) C V (x).

1.3 Matrices et vecteurs

Une matrice, que nous noterons A, est un tableau rectangulaire de nombres réels, généralement repré-

senté sous la forme :

aiy apx - dip

A=A(LI) = (ay, icl, jesy=| T B (1.4)
Gy

ou /= {1,...,m} est un ensemble fini non vide de numéros de lignes, et J = {1,...,n} est un ensemble

fini non vide de numéros de colonnes. La matrice A a donc m lignes et n colonnes, ce qui donne une
matrice d’ordre m X n. Chaque élément de la matrice est noté€ a;;, i €1, j € J.
Pour des calculs pratiques, nous pouvons également représenter la matrice A sous forme de colonnes

ou de lignes :

Al
A=(ar,...,aj,...,a,) = AT ], (1.5)
Al
ou
alj
aj=A(l,j)=| aij |, (1.6)
amj

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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est le jeme yecteur-colonne de la matrice A, de dimension m, considéré comme une matrice d’ordre m x 1.

De méme,
T .
Ai :A(l,.]):(ail y ey Aijy o ,ain), (17)
est le i*me vecteur-ligne de la matrice A, de dimension 7, considéré comme une matrice d’ordre 1 X n.

Remarque 1.1. Nous introduisons également le symbole ()7 pour la transposition. En d’autres termes,

si A est une matrice d’ordre m x n, AT est sa matrice transposée d’ordre n X m, avec
AT =ATU. 1) = (a;i, jeJ,i€l). (1.8)

Remarque 1.2. Chaque vecteur x, noté x = x(J) = (x i JEJ ) , sera ainsi considéré comme un vecteur-

colonne, tandis que le vecteur-ligne sera noté x” .
Définition 1.1. L’ensemble des matrices d’ordre m x n avec des coefficients dans R est noté .#, ,(R).

Définition 1.2 (Matrice carrée). Si le nombre de lignes m est égal au nombre de colonnes n, alors A est

dite matrice carrée d’ordre n, notée A € ., (R).

Définition 1.3 (Matrice diagonale). Une matrice diagonale est une matrice carrée ou tous les éléments

en dehors de la diagonale sont nuls (a;; = 0, lorsque i # j), et elle est notée

ajg - 0 - 0
A:djag(all,...,ajj,...,a,m): o ... ajj - 0
0O -+ 0 - ay

Définition 1.4 (Matrice identité). La matrice identité /,, d’ordre n est une matrice diagonale ou tous les

éléments de la diagonale principale sont égaux a 1.

1 0 --- 0

01 --- 0
I, =diag(l,1,...,1)=

00 --- 1

Définition 1.5 (Matrice triangulaire). On dit que la matrice A est triangulaire supérieure (respectivement
triangulaire inférieure) si a;; = 0 pour i > j (respectivement i < j).
On dit que la matrice A est strictement triangulaire supérieure (respectivement strictement triangulaire

inférieure) si a;; = 0 pour i > j (respectivement i < j).

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.3.1 Opérations sur les matrices

Les opérations sur les matrices sont des transformations algébriques fondamentales qui permettent
de combiner et de transformer des matrices. Ces opérations incluent 1’addition, la multiplication par un
scalaire et la multiplication matricielle.

SoientA = (a;j, 1 <i<m, 1< j<n)etB=(b;j, | <i<m, 1< j<n)deux matrices de ., ,(R),
soit C = (cju, 1 < j<n, 1 <k<p)eMpR)et A €R. On définit alors les opérations suivantes :

— Addition de matrices : L’ addition de A et B, notée A + B, est effectuée en additionnant les éléments

correspondants :
A+B= (aij—l—bij, 1<i<m,1<j<n)€ %m,n(R).

— Multiplication par un scalaire : La multiplication de la matrice A par le scalaire A, notée AA,

consiste a multiplier chaque élément de la matrice par A :
AA = (laij, 1<i<m, 1< j< n) c ,//m’n(R).

— Produit de deux matrices : On appelle produit de la matrice A par la matrice C, notée P = AC, la
matrice ayant le méme nombre de lignes que A et le méme nombre de colonnes que C, ou chaque
élément p;;, de cette matrice est obtenu en effectuant le produit scalaire de la *™ ligne de A par la

ktme colonne de C :

n
P=AC=(py =Y aijcix, 1 <i<m, 1 <k<p)€ MyupR).
j=1

1.3.2 Matrices et vecteurs partitionnés

Les matrices et les vecteurs partitionnés permettent une manipulation efficace des produits matriciels,
et ce, en utilisant le produit par blocs. Par exemple, si nous avons une matrice A et un vecteur-colonne x
que nous avons partitionnés de maniere judicieuse, le produit Ax est alors qualifié de multiplication par

blocs. Plus précisément, si

A= (A1, 4Ay), x= <xl),

X2

nous pouvons exprimer le produit Ax comme suit :

Ax= (A1, Ay) (;2) =A1x1 +Axx;.
De maniere similaire, pour

A_

An An X1 by
= 5 X = 5 b = N
(Azl Axn X2 by
Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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I’équation Ax = b peut étre réécrite de la maniere suivante :

Anx1 +Apxy = by,
Ar1x1 +Ax»x) = bs.

La partition d’une matrice peut se faire de maniere arbitraire. Par exemple, siA =A(I,J) = (aj, j€J)

est une matrice d’ordre m X n, et si Jp et Jy sont deux sous-ensembles arbitraires de J tels que

m < n, |JB|:|I|=m, JpUJdy=J, JgNJy =0,

alors nous pouvons partitionner A comme suit :

A= (AB 3 AN):

avec Ap ZA(I,JB) = (aj, jE JB) et Ay ZA(],JN) = (aj, jE JN).

Si

ou XB

suit :

x=x(J) = (jjjj) ,

= x(Jp) = (xj, j € Jp) etxy = x(Jy) = (xj, j € Jn), alors le produit Ax peut s’exprimer comme

Ax = Zajxj = Z ajxj+ Z a;x;

= = j€IN
= A(I,JB)X(JB) +A(I,JN)X(JN)

= Apxp +AnNxpN.

1.3.3 Déterminant d’une matrice

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n constitue une mesure numérique fondamentale asso-

ciée a

cette matrice, souvent utilisée pour évaluer I’inversibilité de celle-ci et pour résoudre des systemes

d’équations linéaires et des problemes de programmation linéaire. Le déterminant de A, noté det(A) ou

|A|, est défini de maniere récurrente selon les cas suivants :

1.

Cas de base : Pour une matrice 1 x 1, le déterminant est simplement égal a I’unique élément de la

matrice :
det([a]) = a.

Cas général (récurrent) : Pour une matrice A d’ordre n > 1, le déterminant est calculé a 1’aide de

la formule suivante, pour j fixé, 1 < j <mn,ona:

(—1)" - a;; - det(Ay),

-

det(A) =
1

~

ou a;; est I’élément de la matrice situé€ a la ligne i et a la colonne j, et A;; est la sous-matrice
obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A. C’est le développement de A par rapport a

une certaine colonne j de A.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.3.4 Inverse d’une matrice

Définition 1.6. Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible (ou réguliére, ou non singuliere), s’il
existe une matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I,. Lorsque cette matrice B existe, elle est

unique et elle est appelée I’inverse de A, noté B=A"".

Remarque 1.3. Si det(A) # 0, la matrice admet une matrice inverse, et si det(A) = 0, elle est dite singu-
liere et n’a pas de matrice inverse.
1.3.5 Noyau et image d’un matrice

Considérons une matrice A € ., ,(R).

1.3.5.1 Noyau d’une matrice
Le noyau de A, noté N(A), est I’ensemble des vecteurs x € R” tels que
N(A) ={xeR" : Ax=0}. (1.9)
Le noyau d’une matrice est un sous-espace vectoriel de R”.
1.3.5.2 Image d’une matrice
L’image de A, noté R(A), est I’ensemble des vecteurs y dans R™ tels que :
RA)={yeR" : y=Ax, Vxe R"}. (1.10)

L’image d’une matrice est un sous-espace vectoriel de R™.

1.3.6 Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A d’ordre m X n, noté rang(A), représente le nombre maximal de colonnes ou

de lignes linéairement indépendantes dans la matrice. On a alors

rang(A) < min{m,n}. (1.11)

1.4 Systemes d’équations linéaires

1.4.1 Forme générale

Soient m et n deux nombres entiers. Un systeme de m équations linéaires a n inconnus xi, X2, ..., X,
est formulé comme suit :
apxytapxy+...+apx, =by,
a1 X1 +apxs+ ...+ axyx, = b, (1.12)

A1 X1 + ApX2 + ..+ ApXn = by,

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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ou les coefficients a;; sont des réels, et les nombres by, by, ..., by sont appelés les membres libres du

systeme (1.12) ou les seconds membres. Ce systeme peut étre représenté sous la forme matricielle comme

suit :
Ax = b, (1.13)
ou
X1 bl
X2 by
A=(ajj, 1<i<m, 1<j<n), x=| .|, b= .
Xn bm

La matrice augmentée A = (A|b) est créée en ajoutant le vecteur b a la matrice A. On a ainsi

rang(A) < rang(A).

Définition 1.7. Le systeme linéaire (1.13) est dit de rang complet en lignes si rang(A) = m, avec m < n,

et de rang complet en colonnes si rang(A) = n, avec m > n.

Définition 1.8 (Systeme homogene). Un systeme est dit homogene si le vecteur des membres libres b est

nul.

1.4.2 Opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme linéaire

Considérons un systeme linéaire de m équations et n inconnues. Les opérations élémentaires sur les

lignes i et j de ce systeme sont définies comme suit (en supposant i £ j) :

e L; <+ L; : échange de deux lignes.

L; < oL; (avec o # 0) : Remplacement d’une ligne par son produit par un nombre réel non nul .

L; < L;+ BL; : Remplacement d’une ligne par sa somme avec une autre ligne, multipliée par un

nombre réel 3.

L; < oL;+ BLj (avec o # 0) : Combinaison linéaire des deux opérations précédentes.

1.4.3 Existence et le nombre de solutions

1.4.3.1 Solution du systéme

Définition 1.9. Tout vecteur-colonne x contenant les valeurs des inconnues et satisfaisant les équations

du systeme (1.12) est appelé solution du systeme linéaire.

Théoreme 1.1. Le systéeme (1.13) a une solution si et seulement si le vecteur b € R(A), c’est-a-dire

rang(A) = rang(A). Tout systéme linéaire homogéne posséde au moins la solution triviale x = 0.

Définition 1.10 (Systeme compatible). Le systéme est dit compatible s’il posséde au moins une solution.

Sinon, il est dit incompatible ou impossible, lorsque rang(A) < rang(A).

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.4.3.2 équivalence des systemes linéaires

Deux systemes linéaires sont dits équivalents s’ils admettent les mémes solutions. L’équivalence des
systemes linéaires est un concept important pour la résolution de systemes d’équations linéaires. Ainsi, il
est important de noter que les opérations élémentaires ci-dessus ne modifient pas I’ensemble des solutions
du systeme. En d’autres termes, un systeme obtenu en appliquant ces opérations est équivalent au systeme

originel, c’est-a-dire que les deux systemes ont les mémes solutions.

1.4.3.3 Nombre de solutions

La condition d’existence et le nombre de solutions dépendent du nombre d’équations et du nombre

d’inconnues dans le systeme (1.13).

Lemme 1.1. Soit le systéme (1.13) avec rang(A) = m, il admet :
* Une seule solution : cela se produit lorsque m = n.

 Une infinité de solutions : cela produit lorsque m < n.

Lemme 1.2. Si rang(A) < m et n < m, alors ce systéme n’admet aucune solution.
1.4.3.4 Solution basique

Soitx = xB un vecteur partitionné qui est la solution du systeme (1.13), ol rang(A) = m < n, avec
N
xp € R™. Alors x est dit solution basique si xy = 0 et si les vecteurs composant la sous-matrice carrée Ap
sont linéairement indépendants.

Une solution basique est dite non dégénérée si
xj#0, V)€ Jp, avecxp=Ag'b.

Les solutions basiques réalisables sont souvent utilisées dans le cadre de la programmation linéaire

pour trouver les solutions optimales.

1.4.4 Décomposition LU

La décomposition LU d’une matrice A € .#,(R), avec det(A) # 0, consiste a la factoriser en deux
matrices, une matrice triangulaire inférieure L avec des uns sur la diagonale et une matrice triangulaire
supérieure U, telles que A = LU . Cette décomposition est utilisée pour résoudre le systeme (1.13), lorsque
m=n.

En partant de A = LU, le systeme (1.13) peut étre réécrit sous la forme L(Ux) = b. En posant Ux =y,
on procede a la résolution en deux étapes. D’abord, on résout le systeéme triangulaire inférieur Ly = b,

puis le systeéme triangulaire supérieur Ux = y.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.5 Notions sur la convexité

La convexité est un concept fondamental en mathématiques, en particulier dans le domaine de 1’op-
timisation. Elle se révele tre un outil indispensable, offrant des conditions d’optimalité a la fois néces-

saires et suffisantes.

1.5.1 Ensembles convexes

Un ensemble £ de R” est dit convexe si
Vx,y€eE, VA€[0;1]=Ax+(1—A)y€E. (1.14)

En d’autres termes, le segment de droite reliant deux points quelconques de I’ensemble E est entierement

contenu dans E.

N

FIGURE 1.1 — Ensemble convexe FIGURE 1.2 — Ensemble non convexe

Définition 1.11 (Combinaison Convexe). Considérons x!,x2,...,x* des vecteurs de R”. Un vecteur x €

R" est une combinaison convexe de ces vecteurs, s’il existe des coefficients réels oy, oy, ..., 0 tels que :

k k
x=)Y op/, avec Y oj=1, a;>0, j=1k (1.15)
j=1 j=1

1.5.2 Propriétés des ensembles convexes

Propriété 1.1. Si E|, E sont deux ensembles convexes dans R" et o1, 0 sont deux réels, alors I’ensemble
Es=oE+mE, = {x3 ER" : ¥ =oyx' +opx?, x' €E}, X € E>},

est également un ensemble convexe dans R".
k
Propriété 1.2. Si {E;} j—1x st une famille d’ensembles convexes dans R", alors I'intersection ﬂ Ej est
j=1
également un ensemble convexe dans R”".

Propriété 1.3. Si E| est un ensemble convexe dans R", alors
Ey={*ecR" : > =Ax' b, x' € E|},

oA € R"™" et b € R™ est un ensemble convexe dans R™.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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1.5.3 Fonctions convexes
Soit E un ensemble convexe de R”, et soit f : E — R une fonction réelle définie sur E.

Définition 1.12 (Fonction convexe). La fonction f est dite convexe, si elle vérifie ’inégalité suivante
pour tout x,y € E et tout A € [0,1] :

FAx+(1=2)y) SAf(x)+(1=2)f (). (1.16)

De méme, la fonction f est dite strictement convexe, si I’inégalité (1.16) est stricte pour tous x,y € E,
avecx #yet A €]0,1], i.e.

fAx+(1=2)y) <Af(x)+(1A=2)f (). (1.17)
Définition 1.13 (Fonction concave). La fonction f est dite concave, si pour tout x,y € E et tout A € [0, 1],
ona:

F At (1-2)3) 2 Af () + (1= A) £ (). (118)

Autrement dit, f est concave si et seulement si — f est convexe.

fAx+(1=2A)y)#= = === === === — =~ *
)
Af(x)+(1=2)f(y)

)

*+’

JODKA-A))8 - - — —4
|
Ax+(1—=2)y y >
FIGURE 1.3 — Fonction convexe FIGURE 1.4 — Fonction concave

1.5.4 Hyperplan, polyedre et polytope

Définition 1.14 (Hyperplan). Un sous-ensemble H de R” est un hyperplan s’il existe un vecteur non nul

a € R", et un scalaire 8 € R, tels que
H={xeR": alx=B}. (1.19)
Cet hyperplan divise I’espace R” en deux demi-espaces :
H ={xeR": a'x>B} et H ={xeR": dx<B}, (1.20)

ou H' et H~ sont convexes et fermés.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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Définition 1.15 (Polyedre). Un sous-ensemble P de R” est un polyedre s’il est défini comme 1’intersec-

tion d’un nombre fini de demi-espaces. Il est représenté sous la forme :
P={xeR" : Ax <D}, (1.21)
oU A € Mpyxn(R) et b est un vecteur-colonne dans R”.

Remarque 1.4. Un polyedre borné est appelé polytope.

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les fondements théoriques et algorithmiques de la Program-
mation Linéaire (PL) et de la Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE), deux approches

essentielles en optimisation.

2.2 Programmation linéaire

2.2.1 Présentation du probleme et définitions

La Programmation Linéaire (notée PL) constitue un puissant outil de la recherche opérationnelle,
utilisé pour résoudre des problemes d’optimisation ou 1’objectif est de minimiser ou maximiser une fonc-
tion linéaire (appelée fonction objectif) sous des contraintes linéaires. Ces problémes se présentent dans

divers domaines tels que la finance, le logistique, 1’économie, etc.

2.2.1.1 Forme canonique

Le probleme de PL se présente sous la forme suivante :
max z(x) = c’x,
Ax < b, @.1)
x>0,
ouc,xeR", beR" A e Myun(R).
Lorsque les variables de décision x sont bornées, il est appelé un probleme de PL a variables bornées
(PLvb) :
max z(x) =c’x,
Ax <b, (2.2)
[ <x<u,

ouLueR" lj<uj,jel={1,2,..n}

2.2.1.2 Forme standard

La forme standard implique la transformation des inégalités en des égalités en ajoutant des variables

d’écart x°¢ :

max z(x) =c’x,
Ax+1,x° = b, (2.3)
[<x<u, [°<x*<u’
ou
e e e
Xn+1 L1 |
X2 D) Upin
= " eR, = """ |eR", w=]|" e R™,
e e e
xn+m ln+m un+m

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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etpourtouti € /,ona:

Uy ;= i Z ajjl; Z aijuj,

jeJ jeJ
a,:,->0 (l,’j<0 (24)
I, =0.
En posant

y= (x’xe>T, ¢= (C7O)T7 i: (l7le)T7 = (u,ue>T7 A = (A;Im)a

le probleme peut étre réécrit sous forme standard comme suit :

Ay=h, (2.5)
[

2.2.1.3 Notations

Nous définissons les ensembles d’indices suivants :

I1={1,2,....m}, J={L1,2,...,n},
J=JgUJy, JpNIy=0, |Jg|=|l|=m, |Iy]=n—m.

Les vecteurs et la matrice A peuvent €tre écrits et partitionnés comme suit :
I=I1(J)=(lj, jeJ), u=u(J)=(uj, j€J),

x=x(J)=(x;, j€T), x= ("B), xg=x(Jg) = (xj, j€Jg), xn=x(In)=(xj, jE€IN),

c=c(J)=(cj, jeJ), c= <zz>, cg =c(Jg) = (cj, j€JIB), cn=c(In)=(cj, jEIN),

A:A(17 J):(aljvlela.]e'])7 A:(AB7 AN)a AB:A<I7 JB)7 AN:A(17JN>

Définition 2.1 (Solution réalisable). Un vecteur x qui satisfait les contraintes du probléme (2.2) est une

solution réalisable du probleme de PLvb, ou I’ensemble de ces solutions réalisables est noté S :

S={xeR": Ax<b, I <x<uj}. (2.6)

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers
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FIGURE 2.1 — Ensemble de solutions réalisables du probleme (PL)

Définition 2.2 (Solution optimale). Une solution réalisable x0 du probléme (PLvb) est optimale si elle

réalise le maximum de la fonction objectif, c’est-a-dire :

2(x) <z(x%), Vxes, (2.7)
et on note :
2(x%) = max z(x). (2.8)
xes

Définition 2.3 (Solution €-optimale). Une solution réalisable x¢ du probleme (PLvb) est g-optimale ou

suboptimale si :
2(x%) — z(x°) < e, (2.9)

oll £ est un nombre positif ou nul choisi a I’avance, et x” étant une solution optimale de (PLvb).

2.2.2 Meéthodes de résolution

Avant 1947, certaines méthodes permettaient de résoudre des cas particuliers de programmation li-
néaire, mais aucune ne traitait le probleme général de maniere systématique. En s’appuyant sur les travaux
de J.B.J. Fourier [31] en 1826, G.B. Dantzig [26] a introduit en 1947 la méthode du simplexe, devenue
une référence en raison de son efficacité sur les problemes pratiques. Cependant, en 1972, Klee et Minty
[49] ont construit un exemple montrant que cette méthode pouvait, dans le pire des cas, nécessiter un

temps de calcul exponentiel.

2.2.2.1 Méthode adaptée

Dans cette partie, nous considérons le probleme de PL sous la forme suivante :

max z(x) = c’x,
Ax—b, (2.10)
[ <x<u,
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avec rang(A) =m < n.

Définition 2.4 (Support). L’ensemble Jp est appelé support si :
det(Ap) # 0. (2.11)

Le couple {x, Jp} formé de la solution réalisable x et du support Jp est appelé Solution Réalisable de
Support (SRS).

Définition 2.5 (Solution non dégénérée). Une solution réalisable de support {x, Jp} est dite non dégéné-

rée si chaque variable x; pour j € Jp est strictement comprise entre ses bornes. Autrement dit,
lj<xj<uj, VjeJp. (2.12)

Définition 2.6 (Solution réalisable de base). Une Solution Réalisable de Base (SRB) est une solution

réalisable de support {x, Jp}, ol les variables x; pour j € Jy prennent des valeurs critiques, c¢’est-a-dire

xj=1jVuj, Vjeldy. (2.13)

2.2.2.1.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, Jg} une SRS du probleme (2.10). Considérons une autre solution réalisable quelconque

X = x+ Ax. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit
Az=z(F) —z(x) =cTx—cTx=cT (x+Ax) —cTx =T Ax.
En outre, les contraintes nous permettent d’écrire

AXx=bS A(x+Ax) =Ax+AA=b < AAx =0 ApAxg +AyAxy =0,

donc
Axp = Az AyAxy.

D’apres cette derniere relation, 1’accroissement devient :
Az=cTAx= chxB + c](,AxN
= —ch Az AnAxy + chAxy
= — (cgAp' Ay —cfy) Axy.

Le vecteur des multiplicateurs 7 est défini comme suit :

7T = Ay, (2.14)

Réduction des variables et application dans une méthode hybride pour la résolution des
problémes linéaires en nombres entiers



2.2 Programmation linéaire 22

de méme que le vecteur des colits réduits E :

E'=ra"A-T o Ej=n"aj—c;, jeJ, (2.15)

Ef =n"Ap—ch=chAg'Ap—ch =0, et El =nTAy—cl.
Par conséquent, 1’accroissement prend la forme finale suivante :

Az=z(X) —z2(x) = ~EyAvy = — ) EjAxj=— Y Ej(X; —x;). (2.16)

JEJIN JjEIN

2.2.2.1.2 Critere d’optimalité et de supoptimalité

Définition 2.7. Considérons une SRS {x, Jp} du probleme (2.10), et définissons les ensembles d’indices

suivants :

Jy={j€JIy  E;>0}, Jy={jc€ty:E <0}, Jy={jcJy: Ej=0},

Iy =J\Jp =J3 UJy UJy.
Théoreme 2.1 (Critere d’optimalité). [32] Soit {x, Jp} une SRS du probleme (2.10). Les relations

E; >0 pour x;=1;,
E; <0 pour xj=uj, 2.17)
E;j=0 pour [;<xj<uj, je€lJy,

sont suffisantes pour I’optimalité de la solution réalisable x. Elles sont aussi nécessaires dans le cas ou

la SRS {x, Jp} est non dégénérée.

Démonstration. Suffisance. Soit {x, Jp} une SRS vérifiant (2.17). Pour toute solution réalisable X du

probleme (2.10), la formule d’accroissement (2.16) nous donne
2(X) —z(x)=— Y Ejx—1;)— Y, E;(X;—uj).
jely j€ly
Comme on a

)_Cj—lj >0,

[i<xi<u;=<{ _
J="7="J {Xj—ujfo,

on en déduit que
Z(x) —z(x) <0 = z(x) < z(x).

Par conséquent, le vecteur x est une solution optimale du probleme (2.10).
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Nécessité. Soit {x, Jp} une SRS optimale non dégénérée du probleme (2.10) et supposons que les rela-

tions (2.17) ne sont pas vérifiées, il existe alors un indice jg tel que
Jo € JI_V._ etxj, >1;, oubien jo€Jy etxj, <uj,.
Construisons alors une autre solution réalisable X = x + 6d, ou 0 est un nombre réel positif et

d=d(J)=(dp, dv) = (d(Jp) , d((Jy)) un vecteur de direction vérifiant

dj, = _Sign(Ej0)7
dj =0, j€In\{Jo}
dp = —AEIANdN.

On a donc
Apdp+Andy =Ad =0=Ax=A(x+ 0d) = Ax+ 0Ad = b.

Le vecteur X vérifie donc les contraintes principales Ax = b. Pour que X soit une solution réalisable

du probleme (2.10), il doit en plus vérifier I’inégalité
[<x¥<usl<x+0d<usl—x<0d<u—nx,

soit en écrivant composante par composante :

lj—x]' < Gdj Suj—xj, J € Js,

. 2.18
ljp —xj, < _QS’gn(Ejo) < ujy — X ( )

Puisque la SRS {x, Jp} est non dégénérée, on a alors
lj—xj<0<uj—xj, j € Jp.
De plus, on a

ljy—xj, <0, si Ej;>0,
Ujy — Xjy > 0, si Ejo < 0.
Alors pour un nombre 0 strictement positif assez petit, les relations (2.18) seront vérifiées et le
vecteur X sera une solution réalisable du probleme (2.10). La formule d’accroissemnt (2.16) nous
donne donc
(%) —z(x) == ) Ej(xj—x;) =0 ) Ejdj=—0E)d),
JEIN JEIN
= 0E; sign(Ej,) = 0|Ej,| > 0. (2.19)

On en déduit que z(X) > z(x). Mais ceci est en contradiction avec le fait que x est une solution
optimale du probleme (2.10). Par conséquent, si {x, Jg} est une SRS optimale non dégénérée,
alors les relations (2.17) sont forcément vérifiées.

O
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Pour estimer ’écart qui existe entre la valeur optimale z(x") et une autre valeur z(x) d’une SRS
quelconque {x, Jp}, remplagons dans la formule d’accroissement (2.16) le vecteur ¥ par x” et majorons

la valeur de I’expression (2.16). On aura donc

z(xo)—z(x) = — Z Ej(x(}—xj) = Z Ej(xj—x?)—I— Z Ej(xj—x?). (2.20)

JeIN jely Jely

Puisque la solution optimale X0 vérifie [ i < x? <wuj, j €J, alors il en résulte que

Ej(xj—x)) <Ej(xj—1;), si E;j>0,
E](xj—xg)SEj(xj—uj), si Ej<0.

Par conséquent, on obtient une majoration du membre inconnu de droite de I’égalité (2.20) :

() —z(x) < Y Ej(xj—1)+ Y, Ejlxj—u)). (2.21)
jely jely
Le nombre
B(x,Jg)= Y Ej(xj—1;)+ Y Ej(xj—uj) (2.22)
jely j€ly

est ainsi appelé estimation de suboptimalité.

Théoréme 2.2 (condition suffisante de suboptimalité). Soit {x, Jp} une SRS du probléme (2.10) et € un

nombre positif ou nul arbitraire. Si

B(x,Jp) <€, (2.23)
alors la solution réalisable x est €-optimale.
Démonstration. En vertu de (2.21) et (2.22), on peut écrire

2(x0) —z2(x) < B(x,Jp) < € = z(x°) —z(x) < €.

La solution réalisable x est donc €-optimale. [

2.2.2.1.3 Une itération de I’algorithme

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et une SRS initiale {x, Jg}, I’objectif de
I’algorithme est de construire une solution réalisable €-optimale x* ou idéalement, une solution optimale
x0. Litération de I’algorithme consiste a passer de {x, Jp} 4 {X,Jp} telle que z(X) > z(x). Pour ce faire,

on construit la nouvelle solution réalisable x de la maniere suivante :
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x=x+06%, 6°>0,

ou le vecteur d € R”, est appelé direction adaptée d’amélioration, construit comme suit :

dj:lj—x]', si j€J+,
dj:uj—xj, S% ]:E.]]g, (2.24)
dj =0, st jeJy,
dp = —Ag'Andy,
et 00 est le pas le long cette direction, devant satisfaire les relations suivantes :
li—x;< 0%; <uj—x;, jelJy, (2.25)
lj—x; < eodj <uj—xj, JjEJIp. (2.26)

D’apres les inégalités (2.25), et les formules (2.24) concerant les indices de Jy, on conclut que 00 < 1.

Pour vérifier les inégalités (2.26), il faut choisir 8° tel que 6° < 6;,, ot

”f'd_xf, si d; >0,
J
= minB: L li—x;
9]1—521]29], avec 0;= ]djx17 si d; <0, (2.27)
oo, si dj:().
Donc :
6° = min{6;,,1}, x=x+6%. (2.28)

Il y a alors deux cas possibles qui peuvent se présenter :

(i) 6°=1:La SRS X = x4 d est optimale, car elle vérifie le critére d’optimalité. Par conséquent, le

processus de résolution du probleme (2.10) est terminé.

(i) =6 i, < 1:Sitel estle cas, la valeur de la fonction objectif augmentera d’une quantité égale a :

2(x)—z(x) =—0° Y E;d; = 6°B(x,Jp). (2.29)

JEIN

De plus, I’estimation de suboptimalité de la nouvelle SRS {X,Jp} sera calculée comme suit :

B(x.Jp)= Y EjXj—1)+ Y E;(x—u)

JETN j€ly
= Z Ej(Xj+90dj—lj)+ Z Ej(x]-+90dj—uj)
Jjely jely
—B(x,Jp)+6° Y Eid;+6° Y Ejd;
JETN j€ly
= B(x,Jp) — 6°B(x,Jp)
= (1-60%B(x,Jp). (2.30)
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Si B(x,Jp} < €, 1a SRS X est e-optimale et le processus de résolution du probleme (2.10) s’arréte.
Sinon, le support Jp doit €tre changé, car la composante X, atteint une valeur critique et le vecteur
aj, doit sortir de la base Ap. Pour cela, on cherche a remplacer a, par un vecteur a, avec jo € Jy,
de sorte que I’ensemble Jp = (Jp \ {j1}) U {jo} soit toujours un support. Pour cela, on définit le

vecteur K € R", appelé pseudo-solution, et le nombre réel oy comme suit :
ppele p

K=x+d et Op = Kj, —Xj,- (2.31)
La direction duale r = (¢;, j € J) est obtenue a partir de :

tjl - —sign(oco),
tj =0, j€Js\{ir} (2.32)
th=thAz Ay,

Le calcul du pas dual 6? est déterminé par

0 5. — mino:
0" = 0j, = mingj, (2.33)
JEIN

ou les o; sont calculés a 1’aide des relations suivantes :

—E.
t_J si Ejt; <0,
J
oj= 0 si E;j=0, t;<0, K;j#uj, (2.34)

0 si EjZO, lj>0, Kj?élj,
+oo dans les autres cas.

Le nouveau vecteur des cofits réduits, et le nouveau support sont déterminés comme suit :
E=E+0c%, Jg=(s\{ii})u{jo}. (2.35)
L’estimation de suboptimalité correspondant a la nouvelle solution et au nouveau support est :
B(x.Jp) = (1-6°)B(x,J5) — 0° |ao| = B(%.J5) — 0° |ot]. (2.36)
Si B(x,Jp) > €, alors on recommence une nouvelle itération en posant :
x:=X Jp:=Jp, E:=E, B(x,Jp):=PB(xJp).

Sinon, le processus de résolution du probleme (2.10) s’ arréte.

2.2.2.1.4 Schéma de I’algorithme
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Algorithme 1 : Méthode Adaptée avec la regle du pas simple

1 Entrées: A, b, ¢, Jg, JN, X, €

2 Sorties : x°, 70

3 Calculerw,Eetz—= cT'x

4 Calculer B(x,Jp)
5 tant que f(x,Jp) > € faire

6 Calculer la direction d’améliorationd et le pas 0°
7 Mettre & jourXxetz

8 si 60 =1 alors

9 | Poserx:=X,z:=Zet f(x,Jp) =0

10 sinon

11 Calculer B(X,Jp)

12 si B(x,Jp) < € alors

13 | Poserx:=X,z:=Zet B(x,Jp) :=B(X,Jp)

14 sinon

15 Calculer la pseudo-solution K et O

16 Calculer la direction dualef et le pas dual o?
17 Mettre & jour E, Jp et B(X,Jp)

18 Poser x:=X,7:=%,Jg:=Jp, E:=E et B(x,Jp) := B(X,Jp)
19 fin si

20 fin si
21 fin tq

2 si B(x,Jp) =0 alors
23 | {x,Jp} une SRS optimale

[

24 sinon

25 ‘ {x,Jp} une SRS e-optimale

26 fin si

27 La solution optimale (ou £-optimale) est :a’=x

28 La valeur maximale de la fonction objectif est : D=z

29 retourne xo, 2 ;

Exemple 2.1. Considérons le probleme de programmation linéaire a variables bornées :

max z(x) = clx,
Ax < b,
[ <x<u,
ou

2 0 1
1 -1 3 2 8 -3 0 2
A_<—5 1 2 3)’ b‘(z)’ =l Slolr s
1 0 4
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La forme standard s’écrit

max z(x) =c’x,

Ax+DLx¢ = b,
[<x<u, [°<x*<u’

=) r=G)-6)

us = b1 —aHZI —aziup —a3ll3 —614114 = 10, N I/te _ (u5) _ (10)
us = by —apuy —anlh —axlz —aply =71, Ue 7

On pose

avec

y:(x,xe)T, A:(A]IQ), E:(C,ORZ)T, f:(l,le)T, ﬁz(u,ue)T.
La SRS initiale {y, Jg} pour ce probleme est :
y=(0,0,0,0,8,27, z=z00)=0, Jp={56}, Jy={1,2,3,4}, €=10".

Itération 1.

2
- 1 0 . 1 -1 3 2 _ {0 -3
AB_(O 1)’ AN_(—S 1 2 3)’ CB_(O)’ ‘N= g

1

— Calcul du vecteur des multiplicateurs 7 et du vecteur des cofits réduits E :
al =ebA'=(0,0), ET=rn"A-¢"=(-2,3,-1,-1,0,0).
— L’estimation de suboptimalité 3 (y,Jp) :
ﬁ(y,JB) =E; (X1 — ul) +E2(X2 - 12) +E3()C3 — u3) +E4(X4 — u4) =9>c¢.
Donc y n’est pas optimale.
— Calcul de la direction d’amélioration d :
d1 =Uy—XxX1 = 1,
dr =1l —x =0,
e Sdy=(di, d,ds,da)" =(1,0,3,4).
d3 =uz—x3=3,

dy =ug—x4 =4,

dp=(ds , ds)" = —Agz'Aydy = (—18, —13)" =d=(1,0,3,4, —18, —13)".
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— Calcul du pas 6° le long de la direction d :

l5—X5 4
05 = ds 9 0 - 2
16_5)56 o) =0 :mln{1,95,96}:96:B:>j1:6.
9 = = —
°™ e 13’
— Calcul de la nouvelle solution réalisable y et 7 :
2 6 8 68 \' 18
F=y+0%=(=.0, — — 2 0 2=2+6"B(yJp) = — ~ 1.38.
y y+ (137 ’ 137 137 137 ) , < Z+ ﬁ(y7 B) 13

— Calcul de I’estimation de suboptimalité 3 (y,Jp) :

B(3.J5) = (1~ 60B(rJ5) = 12 =761 > €,

donc y n’est pas optimale.

— Calcul du vecteur x et de la direction duale ¢ :

K=y+d=(1,0,3,4,—-10, —11D7, op=1x5—%=—1I,

te = —sign(ap) =1,
{6 gn(o) ety =(t5, 1) = (0, 1),

t5=0
tn=t1,t,t,0) =thAs Ay =(-5,1,2,3)" =r=(-5,1,2,3,0, .

— Calcul du pas dual et de I’indice jj :

1 0 . (11 1
03 =7, = 0 =min{03,04} =min{ =, = p =04 = = = jo=4.
1 2’3 3
3

— Le nouveau support et le nouveau vecteur des cofts réduits sont donc égaux a :

1110 1 1)T

7BZ(JB\{j1})U{j0}:{574}7 F:E—l—GOt:(—?,?,—g, ) ag

— L’estimation de suboptimalité vaut donc :

= 154
ﬁ(y7JB> = ﬁ(nyB) - 60’050’ = g ~ 3.94.

Itération 2. On a:

2 6 8 68 T 18 154
y (13 9 07 b 13 b 13 b O) b Z 137 JB {57 }7 JN { b 7376}5 ﬁ(y?‘]B> 39 b

11 10 1 1 T B 1 2 ~ 1 -1 3 0
(3 o) oG (b 71D
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— Calcul de la direction d’amélioration d :

( 11
d]zl/ll—)q:E, T
2= —x 33 =>dN=(d1ad2ad3,d6)T:(_’0’_’0)7
dy =u3 —x3 = 7=, 1377713
13
(ds =l —x6 =0,

L 308 11\’ 11 33 11 308 d
B ( 55 4) B AANUN ( 39 ° 39) = (13 Y13 39’ 39 ’ )

— Calcul du pas 6° le long de la direction d :

Is—x5 51
0 _14—)(:4_24 :>0 :mln{1,65,64}:95:ﬁ:>J]:5.
YT dy 1

— Calcul de la nouvelle solution réalisable y et 7 :

15

5 3 T

7

— Calcul de I’estimation de suboptimalité f3(y,Jp) :

B.J5) = (1-0)B(xJp) = 3 ~ 133> 2,

donc y n’est pas optimale.

— Calcul du vecteur x et de la direction duale ¢ :

1

SOT o _ 8
37 37 , Oo=K5—Y5s=

K:y+d:(1,0,3, 5,

T
=tp=(ts,1) =(1,0)",
t=0. =5, ta) ( )

{t5 = —sign(ap) =1,

o 13 5 5 2\' 13 5 5 2\
tN:(tl7t2>t37t6)T:tgABlAN:(?7_5757__) :>t:<_7_§7§70717_§) .

— Calcul du pas dual et de I’indice jj :

(0' B 11
1_137
0y =2, 11 _11 1
< 1 :>0'0:min{61,62,63,0'6}:min{—,z,—,—}:G3:—:>j0:3_
o3 =—, 137'5°2 5
5
1
\66_57
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— Le nouveau support et le nouveau vecteur des cofts réduits sont donc égaux a :

- _ 14 1 1\’
JB:(‘]B\{]I})U{]O}:{374}7 E:E+Got:(_?v3ao707§7§) .

— Destimation de suboptimalité vaut donc :
_ = _ 0 4
Itération 3. On a:

5 15 3 T 4
y=(77077777070)’ i=4, Jp={34}, Jv=1{1.256}, BO.Js) =1,

14 1 1\" . 32 - 1 -1 10
E_(_ga?)voao;g;g) ’ AB_(2 3); AN_(—S 1 0 1)

— Calcul de la direction d’amélioration d :

2
di=u;—x1 =2,

7 5 T
dy=h—-x=0, :>dN:(d1,d2,d5,d6)T=(—707070)-
d5:l5—X5:0, 7
de =l —x6 =0,

- 26 34\ 2 26 34 r
dg=(ds, dy)T = —A;'Andy = | —= , = d=(Z,0,—-=,=,0,0) .
B (374) B ANUN (35735):> <77 ’ 357357 7)
— Calcul du pas 6° le long de la direction d :
I3—x3 75
0= d; 26 0
I/l4—3x4 125 :>6 :min{1,63,64}:1.
9 = = —
YT 4y 34"

— Calcul de la nouvelle solution réalisable y et 7 :

7 7 r 24
y:y+90d:(1,0,§,§,0,0) 3 Z:Z+90B(y7JB):?:48
- 0 0 7 7\" . . .
Puisque ¥ =1, le vecteurx" = | 1, 0, 575 est alors une solution optimale du probleme
24
considéré, avec 70 = z(x0) = =

2.2.2.2 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative utilisée pour résoudre des problemes de program-
mation linéaire. Son principe fondamental repose sur la recherche d’une solution optimale en se déplacant
d’un sommet a un autre, dans I’espace des solutions réalisables S, avec une meilleure valeur de la fonction

objective,
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Algorithme 2 : Algorithme du simplexe

1 Entrées : Le probléme de PL

2 Sorties : x°, 70

3 Convertir le probléme de PL en sa forme standard
4 Calculer la solution de base réalisable initiale :szAEIb
5 Calculer met E
6 tant que E sont non-positifs faire
7 Sélectionner une variable non-basique entrante xjj, ol jo € Jy est choisi
selon jy = argmin {Ej Ej < O}
JEIN
8 Calculer le direction de base dp = —Aglajo
9 si d; > 0 pour tout i € Jp alors
10 Le probléme est non borné, Stop
11 retourne NULL ;
12 sinon
13 Parmi les variables basiques actuelles, trouver la variable sortante
. . . Xi
X;y, ot ip € Jp est choisi selonip = arggrel}g{——i 1di < 0}
14 Calculer le pas 0°= —%‘;
15 Calculer la nouvelle solution xj,:= 0%, xp:=xp+ 6%
16 Mettre & jour la base Jpet les coilits réduits E
17 fin si
18 fin tq
19 La solution optimale est ZX%ZXB,X?\[:ORnfm
20 La valeur maximale de la fonction objectif est : ZO:CBTX%

21 retourne xo, zO ;

2.3 Programmation linéaire en nombres entiers

La Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) est un domaine de la recherche opération-
nelle qui vise a trouver des solutions optimales a des problemes d’optimisation linéaire, ou toutes les
variables doivent étre des nombres entiers. Cette restriction peut rendre la résolution du probleme plus
complexe, cependant cette restriction s’avere fondamentale, car elle permet de modéliser de manicre plus
précise des situations réelles qui impliquent des choix discrets. La PLNE est utilisée dans de nombreux

domaines, tels que la logistique et le transport, la planification de la production et la finance.

2.3.1 Formulations mathématiques

Considérons un probléme de PLNE écrit sous la forme suivante :

max z(x) =c’x,

Ax < b, (2.37)
[<x<u, xeZ
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ou A € R™" becR"etc,l,ucR" etxcZ"indique que les variables de décision x; sont des entiers
relatifs.

Dans un probleme de PLNE, si les variables x; sont restreintes a prendre uniquement des valeurs 0
ou 1, alors ce type de probleme est appelé Programmation Linéaire en Nombres Binaires (PLNB). Il peut
étre formulé comme suit :

max z(x) = c’x,
Ax < b, (2.38)
xe{0,1}".

Une étape importante dans la résolution des problemes de PLNE est la relaxation linéaire. En relaxant
les contraintes d’intégralité sur les variables, nous pouvons formuler le probleme relaxé (PR) associé sous
forme de PL :

max z(x) = c’x,
Ax < b, (2.39)
[<x<u, xeR"

La relaxation linéaire vise a simplifier la résolution du probleme, et sa solution optimale constitue une

borne supérieure de la solution du probleme de PLNE.

Remarque 2.1. Le probleme (2.39) est une relaxation du probleme (2.37), car I’ensemble des solutions

réalisables du probleme de PLNE est inclus dans I’ensemble des solutions réalisables du PR.

FIGURE 2.2 — Ensemble de solutions réalisables du probleme (PLNE)

Corollaire 2.1. Si la solution optimale du PR est entiere, alors elle est également optimale pour le
probleme de PLNE.

2.3.2 Meéthodes de résolution

Différentes méthodes existent pour résoudre les PLNE, et elles peuvent étre classées en deux catégo-

ries principales :
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Méthodes exactes : Ces méthodes garantissent de trouver la solution optimale du probléme, mais
peuvent étre coliteuses en temps de calcul pour les problemes de grande taille. Parmi les méthodes
exactes les plus connues, on retrouve Branch and Bound et les méthodes de coupes (comme les

coupes de Gomory).

Méthodes heuristiques : Ces méthodes ne garantissent pas de trouver une solution optimale, mais
peuvent fournir de bonnes solutions approchées en un temps de calcul raisonnable, notamment
pour les problemes de grande taille. Parmi les méthodes heuristiques, on peut citer celle de I’ar-

rondi.

2.3.2.1 Méthode de Branch and Bound

La méthode de Branch and Bound (B&B) est I’une des méthodes les plus classiques pour résoudre
des problemes de PLNE. Son principe fondamental consiste a décomposer le probleme initial en une
arborescence de sous-problemes, puis a explorer I’arbre de recherche de maniere systématique.

La phase de séparation intervient lorsqu’une solution partielle n’est pas entiere. On choisit une va-

riable non entiere x?- telle que :
1] <x) < ¥, (2.40)

ol Lx?J est la partie entiere inférieure de x(]). et [x?} est la partie entiére supérieure de x?. On divise ensuite

le probléme (Py) en deux sous-problemes (Py, ) et (Py,) :

(Pkl) { )(:kg), Lx‘(/)J , (sz) { )(kaz)’ PCSYI .

La phase d’évaluation consiste a résoudre chaque sous-probleme. Cela implique souvent la résolution
d’un probleme relaxé pour obtenir des bornes supérieures. Ces bornes sont importantes pour élaguer les

branches non prometteuses.
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Algorithme 3 : Algorithme de Branch and Bound

1 Entrées : Le probléme de PLNE
2 Sorties : Solution optimale 0, valeur maximale 7°

3 Relaxer le probléme de PLNE pour obtenir un probléme relaxé (Pgp)

4 Initialiser une liste de sous-problémesI'={(Pgp)},x* =0et 7* = —o0

5 tant que I # ( faire

6 Sélectionner et retirer un sous-probléme (Py) del

7 si (Py) est admissible alors

8 Résoudre le probléme (P;) pour obtenir x* et z£

9 si Xk € Z et 7 > z* alors

10 Mettre & jour la meilleure solution entiére x* =k et ¥ 1=K

11 Supprimer deI tous les sous-problémes (P;) tels que <

12 fin si

13 si x* ¢ Z et 75 > 7* alors

14 Diviser (P;) en deux sous-problémes (P;,) et (Pi,) en ajoutant des
contraintes supplémentaires

15 Ajouter les nouveaux sous-problémes &I’

16 fin si

17 fin si

18 fin tq

19 La solution optimale est c a0 =x*

20 La valeur maximale de la fonction objectif est : L=z

21 retourne x°, 70;

2.3.2.2 Méthode des coupes de Gomory

La méthode des coupes de Gomory est une technique de résoulution exacte pour les problemes de
PLNE. Elle est basée sur I’ajout itératif des contraintes linéaires, appelées coupes de Gomory, au pro-
bleéme relaxé dont la solution optimale est fractionnaire. Ces coupes éliminent des solutions fractionnaires
sans exclure aucune solution entiere réalisable.

Soit x® une solution optimale du PR. Si xf , 1 € Jp, n’est pas entiere, alors on peut exprimer sa partie

fractionnaire comme suit :

K= R+ 0<fi<], (2.41)
ou f; est la partie fractionnaire de xfe . La coupe de Gomory est alors donnée par :
- Y {@ag'), fx < {(ag'n),}, icds (2.42)
JEIN
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Algorithme 4 : Algorithme des coupes de Gomory

1 Entrées : Le probléme de PLNE
2 Sorties : Solution optimale 1O, valeur maximale 7°

3 Relaxer le probléme de PLNE pour obtenir le PR
R

4 Résoudre le PR pour obtenir la solution optimalexR et la valeur maximalez
de PR

5 tant que x~ ¢ 7" faire

6 Sélectionner une variable xf telle que xf ¢Z,i€Jp
7 Construire une coupe de Gomory et l’ajouter au PR
8 Résoudre le nouveau probléme pour obtenir xF et zR
9 fin tq

10 Poser x" =xR et 70 =R

11 retourne xo, zo :

2.3.2.3 Heuristique d’arrondi

L’heuristique d’arrondi est une méthode approchée pour résoudre des problemes de PLNE. Elle
consiste a relaxer le probleme (2.37), a résoudre le probleme relaxé, puis a arrondir les composantes
de la solution obtenue a des valeurs entieres.

Il existe différentes manieres d’effectuer cet arrondi, chacune ayant ses propres caractéristiques. Soit
en effet xX une solution optimale du probleéme relaxé. Pour tout j € J, on a alors :

K=+, 0<fi<L (2.43)

J

2.3.2.3.1 Arrondi par rapport a la variable

Chaque composante xf de la solution est arrondie a I’entier le plus proche. La solution arrondie est

obtenue comme suit :

LxRJ, si 0§f,~<%,

J
X = (2.44)

1
{xﬂ, si ngj<1.
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Algorithme 5 : Arrondi par rapport a la variable

1 Entrées : Le probléme de PLNE
Sorties : Solution arrondie x°

(%]

w

Relaxer PLNE pour obtenir le probléme relaxé
Résoudre le PR pour obtenir la solution optimalexR
pour fout j € J faire

(7 B N

1
6 si 0 < f; < = alors
=l
8 sinon
o || =[]
10 fin si
u fin pour

12 retourne x“;

2.3.2.3.2 Arrondi par rapport a la fonction objectif

Toutes les composantes de la solution sont arrondies simultanément a la partie entiere inférieure ou

supérieure, en fonction de I’impact sur la fonction objectif. La solution arrondie est définie par :

| s Leif 20

x4 = J&/ (2.45)
()CR—‘ si ZCjSZijj<O.
jeJ jeJ

Algorithme 6 : Arrondi par rapport a la fonction objectif

1 Entrées : Le probléme de PLNE
2 Sorties : Solution arrondie x*

3 Relaxer PLNE pour obtenir le PR
4 Résoudre le PR pour obtenir la solution optimalexR

5 si chfj > ( alors
jeJ

6 | 2=

7 sinon

8 si chSchfj<Oalors
Jjel Jjel

o || w=

10 fin si

1 fin si

12 retourne x“;
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2.3.2.3.3 Arrondi par rapport au vecteur des coits ¢

Chaque composante est arrondie a sa partie entiere supérieure ou inférieure en fonction du signe du

coefficient correspondant dans le vecteur des cofits c. La solution arrondie est donnée par :

Vﬂ, i ¢; <0,

J

~

J

LXRJ, si ¢;>0.

x4 = (2.46)

Algorithme 7 : Arrondi par rapport au vecteur des cofits ¢

1 Entrées : Le probleme de PLNE
2 Sorties : Solution arrondie x*

3 Relaxer PLNE pour obtenir le probléme relaxé (PR)
4 Résoudre le PR pour obtenir la solution optimalexR
5 pour tout j € J faire

6 | sic;j<O0alors

|| =[]

8 sinon

|| 5= 1]

10 fin si

u fin pour

12 retourne x4,

Remarque 2.2. L’heuristique d’arrondi ne garantit pas de trouver une solution optimale, ni méme une

solution réalisable. En d’autres termes, 1’arrondi peut parfois conduire a une solution non réalisable ou

tres €loignée de I’optimum. La qualité de la solution obtenue dépend du probleme et de la solution

optimale du probleme relaxé.
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3.1 Introduction

Le presolving (en frangais prétraitement) est une phase préliminaire appliquée a un probleme de
Programmation Linéaire (PL) ou de Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) avant de com-
mencer la résolution. Il s’agit d’un ensemble d’opérations visant a simplifier le probleme, en réduisant
sa taille et sa complexité, tout en préservant I’optimalité de la solution. Ces simplifications consistent a
fixer la valeur de certaines variables, a améliorer les bornes des variables et a supprimer des contraintes
redondantes, ce qui permet de réduire I’ensemble de solutions réalisables. L’ objectif principal du presol-
ving est de simplifier le probleme considéré et d’accélérer sa résolution, en réduisant le temps de calcul
nécessaire pour trouver une solution optimale ou suboptimale.

Les techniques de réduction de variables ont été largement étudiées pour résoudre des problemes
d’optimisation NP-difficiles de grande taille. Les travaux [67, 68] ont proposé des méthodes de restric-
tion des limites, d’élimination de lignes et de fixation de variables pour résoudre des problemes de pro-
grammation linéaire en nombres entiers. L’article [5] a présenté une méthode basée sur la comparaison
de paires de colonnes dans la matrice des contraintes, tandis que [73] a établi une condition nécessaire et
suffisante pour identifier les variables réduites dans la matrice d’un probleme général de programmation
linéaire en nombres entiers. Cependant, la plupart de ces techniques traitent des problemes d’optimisa-
tion linéaire avec des variables de décision non négatives, ce qui limite la possibilité de fixer uniquement
une variable a zéro.

On trouve également des techniques de presolving pour les problemes de programmation binaire, qui
ont été étudiées par les auteurs [24, 41, 44, 46]. De plus, les techniques de presolving pour les problemes
de programmation mixte en nombres entiers ont été étudiées dans les travaux [3, 4, 23, 35, 34, 36, 51,
56, 58, 59]. Les techniques de presolving pour les programmes quadratiques convexes avec des variables
continues et entieres ont également été exposées dans [38, 45, 71], tandis que I’auteur [54] propose une
technique de presolving pour les problemes de programmation quadratique avec des contraintes simples
de bornes. Enfin, les techniques de presolving pour les problemes d’optimisation linéaire bi-niveaux ont
été explorées dans [50].

La technique de réduction de variables proposée par [64] s’applique aux problemes de programmation
lin€aire en nombres entiers avec des variables bornées. Elle permet de fixer certaines variables x; du
probleme de PLNE a I'une de leurs bornes, 0 ou u;, sans affecter I’optimalité. Les criteres permettant
d’identifier les variables pouvant étre fixées sans affecter la solution optimale, sont définis en analysant
les données du probleme et en vérifiant certaines conditions.

Les techniques de presolving sont essentielles, car elles permettent aux solveurs de traiter des pro-
blemes de grande taille de maniere plus efficace. Les problemes de PLNE, en particulier, peuvent devenir
intraitables sans ces opérations.

Ce chapitre a pour but de présenter quelques techniques du presolving, d’explorer les différentes

techniques utilisées et d’évaluer leur impact sur la résolution de problemes PLNE.
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3.2 Probléme initial de programmation linéaire et le probléeme ré-
duit

3.2.1 Probleme initial

Nous considérons le probleme de programmation linéaire en nombres entiers a variables bornées

(PLNE) sous la forme suivante :

max z(x) =clx

Ax < b, (3.1)
[<x<u, xeZ

ou
A=A(LJ)eR™" 1={1,2,....m}, J={1,2,...,n},

c=(c1,...,cn)T€R”, b:(bl,...,bm)TeRm, x=(x1,...,x) ez,
I=(l,.... W) ez, u=@,...,u)" €2, I <u;,Vjel.

Soit S le domaine réalisable du probleme (3.1) :

S={x=(xj,jel)€Z" : Ax<b,l<x<u}.

3.2.2 Probleme réduit

Lorsqu’on applique le presolving a un probleme de PLNE, on peut arriver a fixer certaines variables,
supprimer des contraintes ou réduire les bornes, sans que ces modifications ne changent ni la solution
optimale ni la valeur optimale. Le probleme obtenu est alors dit probleme réduit. Il est équivalent au
probleme initial, mais avec des dimensions réduites, ce qui le rend plus simple a résoudre.

Soit le probleme réduit :

b, (3.2)
<u, yeZm",

ou A =A(l,,J,) € R™*"' J. est ensemble des indices des variables restantes apres suppression des
variables fixées (|J;| = n, < n) et I, est ’ensemble des indices des contraintes restantes apres suppression
des contraintes redondantes (|| = m, < m), y € Z'" représente les variables restantes apres réduction,
c=c(J) eRY, [ >1(J,), @i <u(l), 7=c(I\J)TZ(J\J,), £(J\ J,) représente les variables fixées,
b="b(l,)—A(l,J\J)X(J\ J,).

Le domaine réalisable du probleme réduit est donné par :

S,:{yezn’:Aygé,igygﬁ} (3.3)
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Définition 3.1. Soit x° la solution optimale du probléme initial avec une valeur optimale z(x"), et y° la
solution optimale du probléme réduit avec une valeur optimale z,(y°). Le probléme réduit est équivalent

au probléme initial si et seulement si :

2(x%) =z:(°). (3.4)

Dans ce cas, les variables fixées ¥(J \ J,) sont des composantes optimales. Le probleme initial peut

étre remplacé par le probleme réduit pour étre résolu de maniere plus efficace, et on a la relation :

=)= (U, XI\). (3.5)

3.3 Méthodes simples de presolving

Les méthodes simples de presolving consistent en une série de tests rapides permettant de détecter et

de traiter des cas particuliers, tels que :

3.3.1 Ligne vide

Une ligne vide dans la matrice des contraintes correspond a une contrainte ou tous les coefficients des

variables sont nuls, ¢’est-a-dire que pour un certain k € I, on a:
by >0 et akj:O, Vjeld. (3.6)

Dans ce cas, la contrainte est inutile, car elle n’a aucun impact sur I’espace des solutions admissibles.

Elle peut donc étre supprimée du probleme.

3.3.2 Colonne vide

Une colonne vide correspond a une variable x, qui n’apparait dans aucune contrainte, c’est-a-dire

pour un certain » € J,on a :
a;,=0, Viel (3.7

Si x, est également non li€e a la fonction objectif (¢, = 0), elle est inutile et peut étre retirée du
probleme. En revanche, si elle apparait dans la fonction objectif, elle peut €tre fixée a sa borne supérieure
ur < oo (si ¢, > 0) ou sa borne inférieure [, > —oo (si ¢, < 0). Dans le cas contraire (4, = +oo ou

[, = —o0), le probleme est non borné.

3.3.3 Variable irréalisable

Une variable irréalisable est une variable dont les bornes sont incohérentes ou contradictoires, ¢’ est-

a-dire que pour un certain r € J,on a :

Iy > u,. (3.8)
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Il devient alors impossible d’attribuer une valeur admissible a cette variable. Dans ce cas, le pre-
solving peut identifier cette incohérence et indiquer immédiatement que le probleme ne peut pas étre

résolu.

3.3.4 Variable fixée

Une variable fixée est une variable dont les bornes sont égales, c’est-a-dire :
l, =u,, pourunrelJ. (3.9)

Dans ce cas, la variable x, peut étre remplacée par sa valeur fixée dans le probleme. Autrement dit, la

variable optimale est x¥ = [,.

3.4 Presolving dans les contraintes et les bornes

3.4.1 Contraintes irréalisables et redondances

Dans les problemes de PLNE, les contraintes jouent un rdle essentiel pour définir I’espace des solu-
tions admissibles. Cependant, il arrive souvent qu’un probleme contienne des contraintes forcées, irréali-

sables et redondantes. Ces contraintes sont identifiées en exploitant les bornes des variables du probleme.

3.4.1.1 Détection des contraintes irréalisables et redondances

Pour analyser les contraintes principales du probléme (3.1), on calcule deux bornes b;“f et b?uP asso-
ciées a chaque contrainte i :
bi-nf = inf{AiTx} = Z aijl;+ Z ajju;j et bf-uP = sup{AiTx} = Z aijuj+ Z a;jli,  (3.10)
jert = jert jels
ouJ;" ={jeJ : a;j>0}etJ; ={j€eJ : a;j <0}. Ainsi, pour tout i € I et pour tout x tel que / < x < u,
ona:
bM< Y ajjx; < b} (3.11)
=
L’analyse de ces bornes révele trois (03) cas possibles :
1. Les contraintes réalisables;
2. Les contraintes irréalisables ;

3. Les contraintes redondantes.

3.4.1.2 Contraintes réalisables

Une contrainte pour un certain i € [ est réalisable si :
birt < b;. (3.12)

Cela signifie que la contrainte i est vérifiée pour les bornes des variables [ et u.
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3.4.1.3 Contraintes irréalisables

Une contrainte i € [ est irréalisable si :
inf
b; < bj™. (3.13)
Dans ce cas, il est impossible de satisfaire la contrainte i, ce qui rend le probléeme irréalisable.

3.4.1.4 Contraintes redondantes

Les contraintes redondantes sont des contraintes qui n’apportent aucune information supplémentaire.
Ces contraintes augmentent inutilement la taille et la complexité du probleme. Ainsi, elles ralentissent la
résolution.

L’ €élimination des contraintes redondantes constitue une étape essentielle du presolving, visant a sim-
plifier le probleme sans affecter la solution optimale.

Une contrainte pour un certain i € I est redondante si :

b < b;, (3.14)

Dans ce cas, la i contrainte est toujours vérifiée.

3.4.2 Presolving dans les bornes

Le presolving dans les bornes consiste a resserrer les bornes inférieures /; et supérieures u; des va-
riables avant de lancer la phase de résolution principale. L’ objectif principal est de réduire I’espace de
recherche en exploitant les relations entre les contraintes du probléme et les bornes des variables. 11 est
aussi parfois possible de fixer certaines variables, simplifiant ainsi le probleme et augmentant 1’ efficacité
des algorithmes de résolution.

Cette technique est appliquée sur un probleme exprimé sous forme standard. Nous considérons donc

un probleme formulé de la sorte :
max z(x) = c’x,
Ax=0b, (3.15)
[<x<u, xeZ"

Lemme 3.1. [4] Dans le probleme (3.15), supposons que la relation b}"f <b < b§Up, Vi € I, est vérifiée.

Alors les nouvelles bornes d’une variable x,, r € J sont calculées comme suit :
I, = max{lr,malx {Lir}}, (3.16)
1S

7, = min {u,,miIn{U,-r}} , (3.17)
1<
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ou pour tout i € I, les nombres L;, et U;, sont égaux a :
( _bl’— Z aijuj— Z aijlj_
jesif\{r} SUS .
o , si ap>0,
r
L, = (3.18)
_bi— Z aijlj— Z a,'jl/tj_
jei jeli\{r .
o e , sioaj<0.
r
\
( bi— Z Cll'jlj— Zaijuj
jesit\{r} S .
o , si ajr>0,
r
Ur={ i (3.19)
b,'— Z aijuj— Z Cll'jlj
jelit jeJi \{r} .
o , sioaj<0.
r

Démonstration. Supposons que [, = Ly, pour un certain k € I et r € J. Deux cas peuvent se présenter

selon le signe de ay, :
Cas 1. Siay >0, alorsona:

by —

Y ajui— Y, al

— JeSN\{r} jel;

lrg)(r{jldkrgxr<$

puisque x, < u,, on obtient :

bi— Y, aguj— ), aijl;

< Xr,

Akr

be— ), aguj— ) aijl;

jeri\{r} = jes\{r} =
> <xr < uy,
Akr Akyr
ainsi,
bk— Z Apjuj— Z akjlj
e\ iy
p <ur& by — Z QU — Z akjljgakru,
kr jes\{r} jel;
< by < aguy+ Z agjuj+ Z agjl;
7Rt el
&b < Z apjuj+ Z ak_,-lj,
jes’ jely

sup

cela correspond a by < b, ™.
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Cas 2. Si ay, < 0, nous obtenons :

bk— Z akjlj— Z akjuj
- jerr jel\{r}
L, <x oLy, <x & a k < xy,
Akr

comme x, < u,, on déduit :

bk— Z akjlj— Z akjuj bk— Z akjlj— Z akjuj

jeJr jel \{r} jert jel \{r}
: : < . : <x <uy,
Akr Akyr

cela implique :
be— ) akili— Y, akju
jert jer \{r}

Ay

<u,& by — Z ajlj — Z agjuj > Aty
jers jel \{r}
& by > apur+ Z akjlj—l— Z ajjuj
jest Jel\{r}
= bk > Z akjlj+ Z agjuj,
=2 =2/
cela implique que by > b}c“f.
Cela montre que si [, = Ly, alors les nouvelles bornes inférieures vérifie b < by < b},

De maniere similaire, supposons que u#, = Uy,. Nous obtenons selon le signe de ay, :

Cas 1. Siay >0, alorsona:

bk— Z akjlj— Z akjuj
_ jeri\{r} jel;
X <Urx <Upy = x < : p : )
kr

comme [, < x,, on déduit :
bk— Z akjlj— Z akjuj bk— Z akjlj— Z akjuj
JesN\{r} jel; < JeSN{r} jel;

Ay Akr

I <xr <

donc, on aura :

bo— ), agli— Y awju;
jeri\{r} =
< p Sapl <bi— Y agli— Y, ajuj
fer jes\{r} jel;

S aply + Z akjlj—l— Z akjujgbk

jeri\{r} =

& Z akjlj—l— Z akjujgbk,

jert JeT,
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cela correspond a b}(“f < by.

Cas 2. Siay <0, alorsona:

be— ) aki— ), ajl
_ JEr; JES N}
Xr S Up = X S Upr & X < . a - )
kr

comme [, < x,, on déduit :

bk— Z akjuj— Z akjlj bk— Z akjuj— Z akjlj
jerr jel\{r} jerr jel \{r}
I <x < ‘ ‘ < : : :

Aky Air

donc, on aura :

b= ) aguj— ), ayl

jes’ jel \{r}
I, < p Sagly >be— Y agui— Y, agl;
kr jent jel \r}
S agly + Z agjuj+ Z aijli > by
jels jel \{r}
& Z ayju;j+ Z akjlj > by,
jest =/
s 7.sup
cela correspond a b* > by.
Les nouvelles bornes supérieures u, respectent les contraintes du probleme et sont donc valides. 0

Cependant, lorsque 1, =1, la variable x, est fixée a
x(r) = Z, = Uy.
Dans ces cas, la variable x, peut étre retirée du probleme initial.

3.4.3 Combinaison des techniques

Les techniques de presolving appliquées aux contraintes et aux bornes peuvent étre combinées et
itérées de maniere alternée afin de maximiser leur impact. Cette approche consiste a appliquer successi-
vement le resserrement des bornes des variables et 1’analyse des contraintes pour identifier de nouvelles
simplifications. Ce processus est répété jusqu’a ce que 1I’ensemble des solutions réalisables ne puisse plus
étre réduit.

Une telle combinaison itérative permet de détecter des interdépendances entre les contraintes et les
bornes, souvent invisibles apres une seule itération, et d’exploiter pleinement le potentiel de simplification

du modele.
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Exemple 3.1. Considérons le probleme suivant :

max z(x) = c’x,
Ax < b,
I<x<u,xeN*
ou
6 —4 6 4 10 ; (5) g
A=|-3 -1 2 2|, b=|2], c= , 1= , U=
1 1 11 20 -1 6 9
1 0 9
Itération 1. — Nous calculons les bornes »'™ et 5P des contraintes :
. 6x0—4x9+6x6+4x%x0 0
P = | —3x9—-1x9+2x6+2x0|=[-24],
I1x0+1x54+1x6+1x0 11
6x10—4x5+6x104+4x%x10 124
bP'P=| —3x0—-1x5+2x10+2x10 | =| 31
I1x104+1x104+1x10+1x10 36

Les bornes calculées respectent la condition (3.12), ce qui signifie que les contraintes sont

réalisables.

— Nous réécrivons le probleme sous la forme standard :

max z(x) = c’x,

Ax+ Ly =0b,
l§x§u,x€N4.
0<y<u,yeR3

ou les bornes u¢ = (10, 26, 9)T sont calculées selon la formule (2.4).

— Nous calculons les nouvelles bornes, nous obtenons :

( [1044%x5-6x9—4x9—1x1
L — 0+4x5 6><z x9—1x 0—‘:_117
241x9-2x5-2x0—1x0 _
L= | =% X_3 T W::l, =7, :=max{0,—11,1,— 16} = 1,
L 20—1x9—1x9—1x9—1x9w:_4a
1
\

( 1044x9—6x6—4x0—1x0
U = =1,
. 6 -
24 1x5-2x9-2x9—1x26
Upp = | 21X 72X . XOT XN 218, =i c=min{9,1,18,9} = 1,
20 1x5-1x6—1x0—1x0
Uy — X ><1 X X0l g
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Ly =7, U1 = 36,
Ly =—-17, =l:=max{5,7,-17,—-16} =7, Uy, =60, =i, :=min{9,36,60,14} =9,
Lp3 = —16, Uy = 14,

L3 = —11, Us1 =17,

Lyp=—18, =1l :=max{6,—11,—18,—16}=6, {Up =19, = i3:=min{9,7,19,15}=7,
Ly = =22, Uy =2,
Lip=—18, =ly:=max{0,—22,—18,—16} =0, Up =13, =1i4:=min{9,2,13,9} =2.
L4z = —16, Uiz =9,

Ainsi, comme [; = i, nous pouvons fixer x¥ = 1 et retirer cette variable du probléme. Apres
1

cette réduction, nous obtenons pour J := {2,3,4} :

—4 6 4 4 2 7 9
A=|-1 2 2|, bi=b—axX=|5], c=[-1], I:=|6], a=[7] z=cx¥=3.
1 11 19 1 0 2
Itération 2. — Calculons les bornes des contraintes :
0 22
pi=131], pP=111
13 18

Nous observons que b3 < b3, ce qui indique que la 3°™ contrainte est toujours satisfaite. Elle

peut donc étre retirée. Nous obtenons :

(180 ()

— Le nouveau probléme sous forme standard devient :

max z(X)=¢'X +3,
AX"—IQy:B,
I<X<i,XeN,
0<y<u®,ycR2

ou X =x(J)etu® = (4, 2)T.

— Recalculons les nouvelles bornes :

L =8 _ Us; =6
AT S i=max{7,8,7} =8, 1T o 3 :=min{7,6,7} =6,
Ly =1, U, =7,

Uy =1
N7 S =mind2,1,1) = 1.
Up =1,

Ainsi, xg = 6, car /3 = ii3. Nous obtenons :

_._ _4 4 .___ 0_ _32 - .__ 2 _._ 8 P 9 =, = 0__
i (), bmieant= (D), e () (%) 0o (2), vt
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Nous trouvons que la solution optimale du probleme réduit est xg =9et xg = 1. Alors la solution

optimale du probléme initial est x* = (1, 9, 6, 1)7, avec z° = z(x°) = 16.

3.5 Presolving dans les problemes de PL a variables non négatives

Dans cette section, nous allons considérer le probleme de PLNE ot /; =0 et uj = +oo0, Vj € J. Le

probléme est donc défini comme suit :

max z(x) =c’x,

Ax < b, (3.20)
x e N",

Soit Se le domaine réalisable du probleme (3.20)
Se ={xe N": Ax <b}. (3.21)

Définition 3.2 (Variable redondante). Dans un probleme de PLNE a variables non négatives, une colonne
r est supprimée si la valeur de la solution optimale (si elle existe) ne change pas lorsque r est retiré de
I’ensemble des indices J. Autrement dit, la variable correspondante x, peut étre fixée a zéro sans affecter
la solution optimale du probleme. Cette variable x, est appelée variable redondante (ou variable dominée).

Dans cette section, nous étudierons les méthodes permettant de détecter ces variables et de les sup-

primer du probléme pour améliorer I’efficacité de la résolution.

Théoreme 3.1. [72] Dans le probleme de PLNE a variables non négatives, la variable x,, r € J, est

retirée s’il existe des entiers non négatifs p; tels que

Y cipj>cr, et Y ajpj<ay, Viel (3.22)
Jjedr jedr

ould, =J\{r}.

Démonstration. Soit X une SR du probleme (3.20), i.e. ¥ € S.. Soit X > 0 tel que :

{fj =Xj+pi%, Vi€,

% = 0.
On a alors :
Y aiftj =Y ai¥j+aik =) aij(¥+pi%) = Y ai%j+ 5 Y aip;
jer j€l, j€l, j€l, j€l,
< Z ajjXj+ ai Xy = Z a;jx;
j€l, jer
<b;, Vi€l
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d’ou x satisfait les contraintes du probleme (3.20). De plus, on déduit :

7(%) = ch)?j: Z CiXj+cky = Z Cj()?j—i—pjfr) = Z CiXj+Xr Z cipj

jeJ JjeJr JjeJ, JEJ; JjEJ;
> Z ciXj+c k= chxj = z(X),
e, il

c’est-a-dire que la nouvelle solution X est meilleure ou aussi bonne que X. Ainsi, si X est optimale, il existe

toujours une autre solution optimale i telle que X, = 0. Par conséquent, la variable x, est redondante. []

Lemme 3.2. [72] Dans le probleme (3.20), étant donnée une paire arbitraire (q,r), 1 < q#r <n, s’il

existe un entier non négatif p, tel que
CqPq = Cr et aigpg < aj, Vi€l, (3.23)

alors la variable x, est fixée a 0.

Démonstration. En utilisant le théoréme (3.1), et en prenant p; =0, j € J,\{g}. On obtient :
Y aijpj = aigpg < air,
Jedr

Z CjPj = CqPq 2 Cr-
J€Jr

D’ou x? = 0. ]

r =

Afin de démontrer le théoreme suivant, nous introduisons les notations suivantes. Pour un couple

(g,r) tel que 1 < g # r < n, on note :

min {@J , st 11 #0,
icl) Qiq

Pq = (3.24)
max [&—‘ , si L #0,

Théoreme 3.2. [72] Supposons que pour une paire arbitraire (q,r),1 < g # r <n, l'une de ces conditions

suivantes est remplie :

(i) IL#0, LUl =0, et cqpq > cr, (3.25)
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(i) L#A0, LUL =0, et cypq > Cr, (3.26)

(i) L #0,Lb#0, =0, min L@J > max [@W et cqpg > cr, (3.27)
i€l | aiq ieh | ajq

(iv) LULUL =0, cg>0 et ¢ >0, (3.28)

v  LULUL=0, et ¢ <0. (3.29)

Alors x, est une variable dominée.

Démonstration. (i) x Silj #0, L =0etl3 =0,d apres (3.24)on a:

Py = min {&J >0.

‘v’iellzpq:min{%J = pg < {%J

ieh | ajq
Qir (3.30)

aig <0 et a;>0 AigPq < Qir
Viely: ou & ou
dig =0 et air=0 digpg = dir (3.31)
< aigpg < dir,

d’apres (3.30) et (3.31), ainsi que I, = I3 =0, on aura
ajgpq < air Vi€l

Avec la condition ¢, p, > ¢, de la relation (3.25), on conclut d’apres le lemme 3.2 que la variable

X, est dominée.

(i)« Silj =0, #0etlz =0,d apres (3.24)on a:

Fa
Py = max 1 >o0.
i€h | ajq
[ a;, | a;
pg=max | —= | = py > | =
ich Qig Qiq
a:
dig
= ajgpq < air, Vi€ Db. (3.32)

D’autre part, d’apres (3.32), on a pour tout i € Iy :

AigPq < Qijr- (3.33)
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(iii) *

(iv) *

(v) *

D’apres (3.32) et (3.33), ainsi que I} = I3 = (), on obtient
aigpg < a;y Vi€l
Avec la condition ¢,p, > ¢, de la relation (3.26), on déduit que la variable x, est donc dominée.

Sily #0, I, # 0 et I3 =0, alors on pose :

.l a a;
p;:mln — 206tp?1:max >0,
i€l Aig ich QAig
et d’apres (iii), on a
1 2
Pg = Dy

En posant p, = p;, on déduit :

Viel:pg= pcll & aigpg < air, (3.34)
Vielh:p sz(:)a- P < a; nga-
4= P TR = e = (3.35)
= AigPq < aj,
Viely:aigpg < air, (3.36)

d’ou :
AigPq < dir, iel

D’apres le lemme 3.2, la variable x, est donc dominée.

Sily UL Ul =0, alors pour i € I4 1a condition ajyp, < a; est toujours satisfaite pour tout nombre

Cr

entier p, > 0. On peut poser p, = [ —‘ pour réaliser ¢,p, > c,. D’apres le lemme 3.2, la variable
c

q
x, est donc dominée.

Sili UL Ul =0, pour i € I4 1a condition a;;py < a;, est toujours satisfaite pour tout nombre entier

pq > 0.Sic, >0, alors c¢ypy > ¢, car ¢, < 0 par hypothese. Dans le cas ou ¢, < 0, on peut poser

c i . ) .
Pg= {_VJ pour réaliser c,p,; > c,. D’apres le lemme 3.2, la variable x, est donc dominée.
c

q
O
Exemple 3.2. On considere le probleme suivant :
max z(x) = c’x,
Ax < b,
x>0, xeN°,
ou
-5
13 29 5 7 4 2 28 ig
A=|-9 4 -5 5 9 5|, b=[68|, c= s | 1={1,2,3}, J={1,2,3,4,56}.
7 5 -39 -8 6 66
14
20
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* Pour g =3, r=1, on obtient :
L(3,1)={1}, L(3,1)={2}, (3,1) =0, I4(3,1) = {3},

13 -9
o[22t [2] -2

c3p3 =38>c) = -5,
d’apres le théoreme 3.2, x(l) =0.

e Pourg=6,r=4,ona

1(6,4) = {1,2,3}, 1(6,4) = I5(6,4) = 1,(6,4) = 0,

min ! > 2 1
_= 1 —_ —_ —_ =
§43 21715716 ’
CoP6 = 20> ¢4 =5,
d’apres le théoreme (3.2), x4 est une variable dominée.
On pose y| = x3, y2 = X3, y3 = X5 €t y4 = Xxg. Alors le nouveau probleme s’écrit comme suit :

max z.(y) =¢'y,

Ay < b,
y>0, yeN*
ou
29 5 4 2 28 }g
A=(4 -5 9 5|, b=|68], e=|,,
5 -3 -5 6 66 0

La solution optimale du probleéme réduit est y* = (0, 1, 0, 11)7, avec z,(y%) = 129.

Donc, pour le probléme initial, la solution optimale est x” = (0, 0, 1,0, 0, 11)7, avec z(x") = 129.

Remarque 3.1. les deux problemes ci-dessus ont été implémentés sous MATLAB R2021b, et ils ont
conduit a la méme solution optimale ainsi qu’a la méme valeur maximale. Cela indique que le presolving

a fixé les variables a leurs valeurs optimales.

3.6 Presolving dans les problemes de PLNB

Dans cette partie, nous appliquons certaines techniques de presolving au probleme de PLNB. Nous
considérons dans le probleme de PLNE que les variables sont bornées entre [; =0 etu; =1,V j € J. Cela

nous permet d’obtenir un probleme de PLNB sous la forme suivante :

max z(x) =clx

Ax < b, (3.37)
x e {0,1}".
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Le domaine réalisable du probleme de PLNB est donnée par :
S1={xe{0,1}" : Ax<b}. (3.38)
Lemme 3.3. Dans le PLNB, sil’on trouve k € I et r € J tels que :
ag > by, et ai>0, Vjeld, (3.39)
alors X = 0 est une composante optimale.

Démonstration. Supposons que x soit une solution optimale, avec x(r) = 1. Dans ce cas, pour i = k, nous

aurons :

Ya d<by = aux)<b = a,<b,
jer

puisque x? = 1. Cette derniére inégalité contredit I’hypothese ay, > by. Par conséquent, aucune solution

optimale ne peut satisfaire x’ = 1, ce qui implique que x¥ = 0. 0
Lemme 3.4. Dans PLNB, si r € J vérifie :

a>0 et ¢ <0, (3.40)
alors x¥ = 0.

Démonstration. Supposons que le vecteur X € Sy est une solution réalisable de (PLNB) avec x, = 1.

Définissons un vecteur X tel que :

Pour tout i € I, nous avons :

Za,]x] Z aiiXj+ awky

jeJ JEJ,
< Zaljxj+al,x, Zaljxj
JjeJr jeJ
<b;,

donc £ satisfait les contraintes du probleme de (PLNB), ce qui implique X € S;. En outre, pour la fonction

objectif, nous avons :

Zc]x] Z ciXj+ ek

jeJ JjEJr
> chxj—kcrxr Zc]x]—z
JjeJr jeJ

c’est-a-dire que la nouvelle solution £ est meilleure ou aussi bonne que x. Par conséquent, il est toujours

possible de trouver une solution optimale x°, avec x? = 0. [l
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Remarque 3.2. Il est intéressant de noter que Zhu et al. [72] ont également posé une hypotheése simi-
laire a celle que nous avons formulée dans la relation (3.40). Cependant, la différence majeure entre ces
deux propositions réside dans le fait que Zhu et al. I’ont appliquée a un probléme qui n’était pas borné,
tandis que la notre est appliquée a un probleme borné. De plus, une autre distinction importante entre les
deux hypotheses réside dans la maniere dont nous traitons la colonne r, ou dans 1’hypothese de Zhu et
al., la colonne r est dominée par une autre colonne du probleme, tandis que dans notre cas, nous nous

intéressons uniquement a la colonne r.

Théoreme 3.3. Dans le probleme de programmation linéaire en nombres binaires (PLNB), la variable

Xr, ¥ € J, est fixée a1 si:
a, <0 et ¢ >0. (3.41)

Démonstration. Supposons que le vecteur X € S; soit une solution réalisable de (PLNB), avec X, =0, et

définissons un vecteur £ tel que :

Xj=Xj, JE€Jr,

xr=1.
Nous avons alors :

Zal’ijj = Z aij)?j—f—ai,)?r

jeJ JjeJ,
< Y ai¥j+aiky = ) aik;
jel, jel
<b;, Vi€l

Ainsi, X satisfait les contraintes du probleme de PLNB, i.e, X € S;. De plus, pour la fonction objectif, nous

déduisons que :

Z()’C\) = ZC]'XA]' = Z ijAj—l—Cr)?r

jeJ JjeJr
> ) ofjted =) % =z(%).
JEJy jeJ

Cela signifie que la nouvelle solution £ est meilleure ou aussi bonne que . Ainsi, si X est optimale, il

existe toujours une autre solution optimale x° telle que x¥ = 1. [

Théoreme 3.4. Dans le probléme de programmation linéaire en nombres binaires (PLNB), la variable

Xr, ¥ €J, est fixéeal si:

max{c;} =c, >0,

jeJ
et (3.42)

mi}l{aij} =a;, avec aj;<b; Vi€l
je

Démonstration. Nous avons deux cas a considérer, qui sont les suivants :
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1) Supposons que le vecteur X est une solution réalisable de (PLNB) avec X, =0etx, =1, g € J,, est

un indice arbitraire. Soit X tel que :

)e] :fﬁ \V/] EJ\{}",Q},
4 =1,

%4 =0.
D’apres (3.42), nous avons :

Yoafi= Y, aykj+aik+aigty

jes jel\{raq}
< Y aiEtaigfy+aidy = ) aij;
jel\{rq} JjeJ
< b;, Vie 1,

donc X vérifie les contraintes de (PLNB), i.e, £ € S;. En outre, nous déduisons que :

(%) = Zc_,-)ej = Z CiRj+ crfe + gy

jeJ jeN\{ra}
> Z cj)Ej—i—chq—Fg/Xf:chfj:z(f),
jeN\{ra} jel

c’est-a-dire que la nouvelle solution £ est meilleure ou aussi bonne que X.

1) Supposons que le vecteur X € S; est une solution réalisable de (PLNB) avec X, = 0, et il n’existe

pas d’indice g € J, tel que X, = 1, donc X = 0. Soit alors £ tel que :

D’apres (3.42), nous avons :
Z a;jXj = aipXy = a;; < b;, Viel,
jeJ
donc X vérifie les contraintes de (PLNB), i.e, X € S1. En outre, nous déduisons que :
Z()?) = ZC]')?]' =c X =c,>0= ZCj)fj = Z()f),
jeJ jeJ
c’est-a-dire que la nouvelle solution £ est meilleure ou aussi bonne que X.

Ainsi, d’apres les cas possibles i) et ii), nous pouvons toujours trouver une solution optimale x°, avec
0_
x; = 1. [l

3.7 Presolving dans les problemes de PLNE a variables bornées

Dans cette section, nous allons considérer le probleme de PLNE ou /; =0 et u; >0, Vj € J. Le

probléme s’écrit donc comme suit :
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max z(x) =clx

Ax < b, (3.43)
x e N,

Soit ST le domaine réalisable du probleme (3.43) :

St={xeN': Ax<bh, 0<x<ul. (3.44)

3.7.1 Reformulation du probleme de PLNE en un probleme de PLNB

Nous nous intéressons principalement dans notre étude théorique a la reformulation du probleme

(3.43) sous forme d’un programme linéaire en nombres binaires, ou nous remplagons une variable enticre

x; par une combinaison lin€aire de variables binaires #;,72,...,! ju,j telle que :
Uj
xj=Y (tix x k), avec tjx € {0,1}. (3.45)
k=1

Pour garantir que la variable x; est bien représentée par la combinaison linéaire de variables binaires, les

contraintes du probleme initial sont modifiées en ajoutant des contraintes supplémentaires telles que :

Uj
Y <1 (3.46)
k=1

La nouvelle formulation du probléeme s’écrit alors :

((max E(t)=d't
Bt <b,
i)

. 3.47

Y k<1, Vjel, (3.47)
k=1 T

L l:(tll,...,tlul;...;tnl,...,tm,n) , l‘jkG{O,l},

ou
d:(c1,2c1,...,ulcl;cz,Zcz,...,uzcz;...;cm...,uncn)TE]Rﬁ,
B=(ay,2ai, ... ,ujay1;as,2ay, ... ,upas; ... ; dy , ... , Updy) € R™",

avec : n = Z uj.
jeJ

Exemple 3.3. Nous considérons le probléme suivant :

max z(x) = c’x,

Ax < b,
0<x<u, xeN3,
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-2 2
2 1 4 12
A:( >, b:( ), c=|3], u=13
3 -2 -1 10 N 3

Nous pouvons exprimer les variables x1, x; et x3 en termes de variables binaires ¢, comme suit :

(tie X k) =t11 + 2112, ti,t2 € {0,1},

=
I
gl

~
I
_

(tax X k) =ty + 2020+ 3123, 11,120,123 € {0,1},

&
I
gl

~
I
_

(t3¢ X k) =131 + 2130+ 3133, 131,132,133 € {0, 1},

&
I
gl

,
~
I
_

avec ©

ti+t2 <1,
1 +tn+t3 <1,
131 +132+133 < 1.

En substituant ces expressions dans le probleme, nous obtenons :

z(x) = —2x1+3x+2x3 = —2(1‘11 —|—2t12) + 3(1‘21 + 2t + 31‘23) —|—2(t31 + 230 + 31‘33)
= =211 — 412 + 3121 + 6120 + Y23 + 2131 + 413y + 6133 = £ (1),

2x1 +x2 +4x3 < 12 6 2(t11 +2012) + (f21 + 2022 + 3123) +4(t31 + 2132 + 3t33) < 12
& 21 4112 + 11 4 200 + 3103 + 4131 + 8130 + 12133 < 12,

3x1 —2xp —x3 < 10 < 3(t11 +2t12) — 2(t21 + 2t20 4 3123) — (t31 + 2132 + 3133) < 10
< 3111 + 6112 — 211 — 4y — Or3 — 131 — 2132 — 3133 < 10,

ce qui donne :

d=(-2,-4,3,6,9,2,4,6)", B:<24 -2 3 4 8 12).

36 -2 4 -6 -1 -2 -3
Le nouveau probleme s’écrit alors :

( max g(t) = —2t11 — 4112 + 321 + 612 + a3 + 2131 + 4t3p + 6133

2011 +4t oy 420 43ty +43 + 832 + 12133 < 12,
3t + 6t — 21 —4p —6hs —t33  —2t3 —33 < 10,
hr +1he <1,

h +thy +h3 <1,

31+t +3 <1,

T
\ t=(tn,tn,b1,t,03,0B1,6B,133) , tipe{0,1}.
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3.7.2 Procédure de presolving

Corollaire 3.1. Dans le probleme (3.43) de programmation linéaire en nombres entiers a variables bor-

nées, s’il existe k € I et r € J satisfaisant :
agj>0,Vjeld, et ay> b, (3.48)
alors X = 0.

Démonstration. Ce corollaire est la conséquence du lemme 3.3. Donc, nous allons appliquer le lemme

3.3 sur le probleme reformulé (3.47), soient k € I et r € J tels que :

akj>(), Vjeld,
agr > by,

et pour tout k € {1,...,u;} avec j € J, nous avons :

agjxk>0, VjelJ,
agr X k > by.

Selon le lemme 3.3, les variables binaires ¢,;, doivent étre égales a zéro (t?k =0,Vke{l,...,u}),ce

qui implique que :
0_ \o[,0
Xy = Z(trka) :07
k=1

correspondant a la valeur optimale de x;. 0

Corollaire 3.2. Dans le probleme (3.43) de PLNE, si nous trouvons un indice r € J qui vérifie I’hypothese

suivante :
a,>0 et ¢ <0, (3.49)

alors, la variable x° = 0. Autrement dit, nous pouvons fixer x, a 0 sans affecter la solution optimale du
probleme (3.43).

Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, nous allons utiliser le lemme 3.4 sur le probleme (3.47).

D’apres I’hypothese (3.49), et Vk € {1,...,u,} avec r € J, nous obtenons :
axk>0 et ¢, xk<O0.

Par le lemme 3.4, les variables t?k =0,Vk e {l,...,u,}. En utilisant I’expression (3.45), nous avons :
Ur
x =Y (g xk) =0,
k=1

ce qui correspond a la valeur optimale de x,. 0
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Pour déduire les théoremes 3.3 et 3.4 dans le probleme (3.43) de PLNE a variables bornées, nous

supposons que les variables binaires 7, du probleme reformul€ (3.47) sont fixées a zéro (tj;, =0, Vj € J

et Vk € {1,...,u;— 1}). Le probleme reformulé peut s’écrire de la maniére suivante :
max é(t) = chujtjuj
jes
Z a;jjujl ju; <b;, Viel, (3.50)
jeT
tiu; € {0,1}, vjelJ.

Ce probleme nous permet d’étudier la possibilité de fixer une variable x, a leur borne supérieure u,.
Autrement dit, si ’9u, = 1, cela signifie que la variable x = u,, pour r € J. Le probleme (3.50) facilite

I’étude de la fixation des variables a leurs bornes supérieures dans le probleme (3.43).

Corollaire 3.3. Si pour r € J, la condition suivante est satisfaite dans le probleme (3.43) :
ar<0 et ¢ >0, (3.51)
alors, la variable x, sera fixée a u,.

Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, nous appliquons le théoreme 3.3 au probleme (3.50). En

utilisant I’hypothese (3.51), nous avons :
au, <0 et cpu>0.

En appliquant le théoréme 3.3, nous concluons que la variable t?u,- = 1, ce qui signifie que la valeur
optimale de x, est x = u,.. Par conséquent, lorsque les conditions (3.51) sont satisfaites, la variable x, est

fixée a sa borne supérieure u,. 0
Corollaire 3.4. Dans le probleme (3.43) de PLNE a variables bornées, si pour une variable x,, r € J, on
établit les conditions suivantes :
max{u;c;} = >0
& {ujcj} =urc, >0,
et (352)

min{u;ja;;j} = u,a;r, avec urajr < b, Vie€l,
jed

alors, x° = u, est une composante optimale.
Démonstration. Dans les conditions (3.52), en posant cju; = ¢; et a;ju; = d;j, Vi € I et Vj € J, nous
obtenons les conditions suivantes :
max{uic;} =max{c¢;} =¢ >0
jGJ{]]} jEJ{]} r— 4
min{uja,-j} = max{d,-j} =a;; <b;, Viel
jes jeJ
D’apres le théoreme 3.4, la variable trour = 1. Nous concluons que x” = u,, ce qui correspond 2 sa

valeur optimale. Par conséquent, nous pouvons fixer x, a u, sans affecter la solution optimale du probleme
(3.43). [
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Exemple 3.4. Nous considérons le probleme suivant :

max z(x) = c’x,
Ax <b,
0<x<u, x€N6,
ou
-9 5
6 -4 6 4 65 12 132 g
A:8—17199,b:12,c:13,u:5
-1 -2 9 -1 3 1 0 5 5
7 5
e Pourr=>5:
6
as=19]1 >0, et c5=-2<0,
3
d’apres le corollaire 3.2, la variable xg = (. nous avons
-9 5
6 —4 6 4 5 ) 12 12 5
A=(8 -1 7 1 9|, b=[12], e=| 3|, a:=|5], Z:=csx?=0
-1 -2 9 -1 1 0 13 5
7 5
e Pourr=2:
—4
a=1-1]<0, et c=12>0.
-2
D’apres le corollaire 3.3, la variable xg — 5. Dans ce cas, nous obtenons
6 6 4 5\ 32 _39 2
A=[8 7 1 9], b::b—azxgz 171, ¢:= , = , Z:Z+C2x3:60
13 5
-1 9 -1 1 10 7 5

e Pour r = 4, nous appliquons le corollaire 3.4 pour le probleme réduit, avec J = {1,3,4,6}. Nous
avons donc :
max{cju;} = caus =65 >0,
jer
in{a;ju;} = ajpyus, Vicl, avec asus= (20,5, —S)T <b.
eJ

J

Par conséquent, xg = 5. Alors, nous obtenons

6 6 5 12 -9 5
A=|8 79|, bi=b—api=|12], e=| 3|, a:=|(5|, z:=z+csx)=125.
-1 9 1 15 7 5
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Nous posons y = (xj, j € J;), avec J, = {1,3,6}, alors le nouveau probleme s’écrit comme suit :

max z,(y) =¢'y+125
Ay <b,
0<y<i, yeN.
La solution optimale du probléme réduit est y* = (0, 0, 1)7 et z,(y°) = 132.

Donc, la solution optimale du probleme originel est :
xX=0,5,0,5,0, 1), avec z(x°)=2z(") =132

Apres avoir implémenté sous MATLAB R2021b les deux problemes ci-dessus 1’originel et le réduit,

nous avons obtenu la méme solution optimale.

3.7.3 Comparaisons numériques

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus lors de nos expérimentations, effectuées sur
un ordinateur portable doté d’un processeur 15-4210U avec une fréquence allant de 1.70 a 2.40 GHz et
de 12 Go de RAM, et ce, en utilisant le langage de programmation MATLAB version 9.10.0 R2021a.
Nous avons analysé les performances de notre technique de réduction de variables pour des problemes de
programmation linéaire en nombres entiers bornés (PLNE) en implémentant les corollaires 3.1,3.2 et 3.3.
Pour évaluer I’efficacité de la technique proposée, nous avons comparé le nombre de variables fixées dans
deux types de données aléatoires de la matrice A. Nous avons également indiqué les temps d’exécution
pour le probleme original et le probleme réduit en utilisant la fonction ’intlinprog’ de MATLAB.

La comparaison est basée sur des problemes générés aléatoirement, ayant la forme (PLNE) avec les

criteres suivants :
— Les coefficients c; sont générés de maniere uniforme dans I’intervalle [—5;5];
— Les coefficients u; sont distribués uniformément dans [1;5];
— Les coefficients b; sont distribués uniformément dans [g, % +10];
— Les coefficients a;; sont distribués dans les intervalles [—8;2], [-5;5] et [—2;8].
Afin d’évaluer les performances de notre technique, nous adoptons les notations suivantes :
n1 : Le nombre moyen de variables fixées en se basant sur le corollaire 3.1
ny : Le nombre moyen de variables fixées en se basant sur le corollaire 3.2
n3 : Le nombre moyen de variables fixées en se basant sur le corollaire 3.4;
Tinf ¢ Taux moyen de variables fixées a la borne inférieure ;
Tsup + Taux moyen de variables fixées a la borne supérieure ;
T : Le temps d’exécution pour la résolution du probleme initial ;

T, : Le temps d’exécution pour la procédure de presolving ;
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T, : Le temps d’exécution pour la résolution du probleme réduit ;

T,;p : Le temps d’exécution pour la procédure de presolving et la résolution du probleme réduit.

Afin d’obtenir des résultats fiables et comparables, nous avons généré 100 instances de probleme-tests

pour chaque dimension. Les résultats obtenus sont représentés dans les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3.

n m ajj € [—5;5] ajj € [—2;8]

n Tnf%  ny Tint% ny Tinf% ny Tint %
10 3 0.88 17.10 0.79 15.59 347 4426 3.09 39.75
5 029 609 024 442 236 2857 2.51 30.30

7 7507 5 054 508 052 511 519 3241 511 3224
7 011 1.03 021 202 330 20.69 334 21.08

7 7,;07 7 027 176 037 244 533 2195 536 2208
10 0.02 0.15 0.02 0.13 3.61 14.93 3.45 14.18

7 75707 10 0.04 0.14 0.04 0.16 586 1397 514 1220
15 0.01 0.03 0 0 2.51 6.04 2.24 5.36

7 72;07 10 0.08 0.19 0.09 021 892 1292 835 1207
20 0 0 0 0 1.68 245 1.69 2.49

7 71;)(7) 10 0.13 025 0.11 021 1072 1172 1049 12.02
20 0 0 0 0 2.07 2.39 1.91 2.21

7 7175(7) 10 023 029 025 031 1556 1232 1620 122
20 0 0 0 0 3.31 2.48 3.29 248

7 72;)(7) 10 023 022 023 022 212 1214 2139 1199
20 0 0 0 0 4.14 2.32 4.12 2.31

7 73;)(7) 10 049 030 042 026 3323 1196 3235 1201
20 0 0 0 0 6.26 2.31 6.36 2.35

7 7570(7) 10 065 023 0.78 028  55.07 1171 5453 12.03
20 0 0 0 0 10.72  2.35 10.61 2.33

7 78;)(7) 10 1.04 023 1.12 025  87.10 1196 86.53 11.87
20 0 0 0 0 16.71 2.27 16.32 2.22

7 71(;0707 10 148 027 149 027 10679 11.71 109.63 12.02
20 0 0 0 0 2145 233 2158 234

TABLEAU 3.1 — Lefficacité du corollaire 3.1 et 3.2

Dans le tableau 3.1, nous avons examiné les corollaires 3.1 et 3.2 pour deux ensembles de données

distincts. Pour les problemes dans lesquels les coefficients a;; € [—5;5], le nombre moyen de variables

fixées par ces corollaires est relativement faible, ce qui indique qu’ils fournissent des résultats assez

limités dans ce cas. Cependant, lorsque les coefficients a;; € [—2,8], les corollaires 3.1 et 3.2 parviennent

a fixer un pourcentage significatif de variables pour un nombre limité de contraintes, dépassant 11%. En

outre, ces corollaires semblent particulierement performants lorsque les coefficients sont positifs et que

le nombre de contraintes est petit, ce qui permet de fixer un pourcentage acceptable de variables a 0.
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ajj € [—8;2] aijj € [—5;5]
" " n3 Tsup% nj Tsup%
10 3 344 8234 0.86 23.29
5 2.48  53.57 0.27 6.35
’ 72707 5 474 4878 044 630
7 3.66 36.24 0.17 2.07
’ 7;07 7 534 3571 024 201
10 359 24.14 0.05 044
’ 75707 10 540 21.60 006 032
15 257 10.71 0 0
’ 75;07 10 842 2136  0.07 023
20 198 5.22 0 0
’ 712)(; 10 1050 21.70 025 059
20 2.05 4.26 0 0
’ 7175(7) 10 1698 2347 023 037
20 294 4.11 0 0
’ 72;)(7) 10 2147 2245 027 033
20  4.52 4.82 0 0
’ 73;)(7) 10 33.18 2311 041 035
20  6.78 4.84 0 0
’ 752)(7) 10 53.18 2274  0.68 034
20 11.03 4.70 0 0
’ 782)(7) 10 8578 2264 121 038
20 1742  4.66 0 0
10 106.70 22.71 1.51 0.37
1000 20 21.18 4.55 0 0

TABLEAU 3.2 — L’efficacité du corollaire 3.4

Le Tableau 3.2 présente les résultats du corollaire 3.4 pour deux ensembles de données différents.
Pour a;; € [—8;2], ce corollaire fixe un pourcentage élevé de variables, dépassant 21%, pour un nombre
limité de contraintes. Tandis que nous observons de moins bonnes performances lorsque le nombre de
contraintes est élevé. D’autre part, lorsque les coefficients a;; € [—5;5], le nombre moyen de variables
fixées est relativement faible, indiquant des performances limitées méme lorsque le nombre de contraintes
est petit. En outre, les résultats indiquent que ce corollaire est plus performant lorsque les coefficients sont
négatifs et que le nombre de contraintes est petit, permettant de fixer un pourcentage élevé de variables a

leurs bornes supérieures.
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n m T T, T, Ty r

10 3 0.0291 0.0003 0.0206 0.0209
5 0.0223 0.0003 0.0202 0.0205

o 50 777777 5 0.0303 0.0004 0.0277 0.0281
7 0.0211 0.0003 0.0175 0.0178

o ; 0o 7 0.0234  0.0003 0.0209 0.0212
10 0.0206 0.0003 0.0184 0.0187

7 7570 777777 10 0.0223  0.0003 0.0183 0.0186
15 0.0219 0.0003 0.0173 0.0176

N 2;0 777777 10 0.0220  0.0003 0.0155 0.0158
20 0.0242 0.0003 0.0189 0.0192

7 7170(7) 77777 0 0.0205  0.0003 0.0191 0.0194
20 0.0225 0.0003 0.0184 0.0187

7 7175(7) 77777 0 0.0233  0.0003 0.0180 0.0183
20 0.0233 0.0003 0.0214 0.0217

7 72;)(7) 77777 0 0.0263  0.0004 0.0233 0.0237
20 0.0244 0.0003 0.0220 0.0223

7 732)(7) 77777 10 0.0247  0.0003 0.0222 0.0225
20 0.0280 0.0004 0.0206 0.0210

7 752)(7) 77777 0 0.0267  0.0004 0.0222 0.0226
20 0.0278 0.0005 0.0239 0.0244

7 782)(7) 77777 10 0.0292  0.0005 0.0255 0.0260
20 0.0331 0.0005 0.0281 0.0286

7 ; 6070 77777 10 0.0284  0.0006 0.0250 0.0256
20 0.0305 0.0005 0.0288 0.0293

TABLEAU 3.3 — Comparaison des temps d’exécution entre (P) et (P,)

Le tableau 3.3 représente une comparaison des temps d’exécution entre les problémes originels et les
probleémes réduits avec I’ ajout de la procédure de presolving basée sur le corollaire 3.4 et pour laquelle les
coefficients a;; sont contraints a I’intervalle [—8;2]. Les résultats obtenus montrent que cette procédure

est tres prometteuse et offre de bonnes performances.

3.8 Conclusion

Ce chapitre a exploré quelques techniques de presolving appliquées aux problemes de programmation
linéaire en nombres entiers (PLNE). Nous avons commencé par introduire le concept de probleme réduit,
qui permet de simplifier les problemes tout en préservant leurs propriétés fondamentales. Ensuite, plu-
sieurs méthodes de presolving ont été présentées, notamment celles axées sur les contraintes, les bornes
des variables, et les particularités des PLNE a variables spécifiques (non négatives, binaires, ou bornées).

Les résultats obtenus montrent que le presolving joue un rdle important dans la simplification des
problemes. Il permet de réduire la taille des problemes en éliminant des variables, des contraintes redon-

dantes et en diminuant le temps de calcul nécessaire pour trouver une solution. Ces contributions posent
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des bases solides pour intégrer davantage les différentes techniques de presolving dans des approches
heuristiques ou des solveurs industriels.

Cependant, certaines limites ont également été identifiées, en particulier lorsque les coefficients des
matrices de contraintes prennent des valeurs a la fois positives et négatives. Ces observations ouvrent la

voie a des améliorations et généralisations futures des techniques de presolving.
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4.1 Introduction

La résolution de problemes de Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) de grande taille
peut souvent étre exigeante en termes de calculs et de temps. Face a ces défis, les méthodes heuristiques
offrent une alternative viable, capable de fournir des solutions de bonne qualité en un temps considéra-
blement réduit grace a certaines approximations.

La recherche sur les méthodes heuristiques pour résoudre les problemes de programmation linéaire en
nombres entiers (PLNE) a connu des avancées significatives durant ces vingt dernieres années. Berthold
[12] a exploré diverses techniques d’arrondi, jetant ainsi les bases de nombreuses innovations dans ce
domaine. Les principaux travaux liés a celui-ci incluent Bertacco et al. [11], Melo et al. [57], Hendel
[43], Achterberg et al. [2], Berthold [13], Ding et al. [28], Shen et al. [66], Witzig et Gleixner [69], ainsi
que Halbig et al. [42].

Fischetti et al. [30] ont introduit des innovations dans la recherche de proximité pour les problemes
mixtes en 0-1, tandis que Bibi et al. [18, 22] ont proposé€ une méthode basée sur une approche heuristique
d’arrondi pour résoudre les problemes de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes. Quant a
Berthold [14], il a décrit les méthodes heuristiques appliquées a la programmation non linéaire mixte en
nombres entiers.

Ce chapitre présente une méthode heuristique basée sur 1’arrondi, qui integre des techniques de pre-
solving issues de [64], pour trouver des solutions réalisables aux problemes de PLNE a variables bornées,
avec une matrice des contraintes positive et un second membre positif. L approche proposée repose sur
deux étapes principales : une réduction des bornes des variables, suivie d’un processus d’arrondi guidé
par un probleme auxiliaire obtenu a partir du probleme initial. Cette stratégie tire parti des informations
de la relaxation continue du probléme pour guider efficacement le processus d’arrondi et améliorer la
qualité des solutions.

La méthode heuristique que nous proposons présente des similitudes avec celles décrites dans [12],
[13], [11] et [43], notamment en ce qui concerne 1’objectif commun et I’utilisation de 1’arrondi comme
opération de base. Cependant, notre heuristique se distingue par sa spécificité a une classe particuliere de
problemes, alors que les autres méthodes heuristiques sont plus générales. Contrairement a ces dernieres,
notre heuristique garantit une solution réalisable des 1’arrondi initial. De plus, la nouveauté de notre ap-
proche réside dans la construction d’un probleme auxiliaire. Enfin, notre méthode utilise le colit unitaire
comme principal critere pour sélectionner les variables a ajuster, tandis que les autres méthodes se basent
souvent sur la proximité des valeurs entieres ou d’autres métriques.

Les performances de cette heuristique sont évaluées a travers des expériences numériques, qui dé-
montrent son efficacité pour produire des solutions réalisables de qualité, tout en réduisant considérable-

ment les temps de calcul.
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4.2 Position du probleme

Nous considérons le probleme de programmation linéaire a variables entieres bornées suivant :
max z(x) = ¢! x,
Ax < b, 4.1)
0<x<u, xeN°

ou la matrice A € .#,,x,(IR;) est une matrice des contraintes d’ordre m X n, et a coefficients positifs ou
nuls, b c R, ueR" ,etcc R", x € N".

L’ensemble des solutions réalisables du probléme (4.1) sera désigné par S* :
St={xeN'": Ax<b,0<x<u}.

Enfin, la relaxation continue du probleme de PLNE est le probleme de programmation linéaire obtenu
en supprimant les contraintes x € N" dans le probleme (4.1). L’ensemble des solutions réalisables sera

noté par :

SR:{xER” c Ax<b,0<x<u}.

4.3 Méthode heuristique d’arrondissement

La méthode heuristique proposée, comme indiqué précédemment, se décompose en deux étapes prin-
cipales. La premiere étape implique une réduction des bornes, suivie d’un processus d’arrondissement
appliqué a un probleme auxiliaire, dérivé du probleme initial. Les détails de ces étapes sont exposés

ci-dessous.

4.3.1 Réduction des bornes

La réduction des bornes commence avec la solution optimale du probleme relaxé de PLNE. Soit xX

une solution optimale du probleme relaxé. Pour chaque indice j € J, on décompose xf comme suit :
K= +f,0< <1, 4.2)

ou foj représente la partie entiere de xf et fj = xf - foj est sa partie fractionnaire.

Nous définissons ensuite deux ensembles d’indices basés sur cette décomposition :
J[Z{jEJifj:O}, JF:{jGJZO<f]’<1}, 4.3)

ou I’ensemble J; contient les indices des variables dont les valeurs sont déja des entiers dans la solution
optimale relaxée, et Jr contient les indices des variables fractionnaires dans la solution optimale x%.

Ces deux ensembles sont disjoints et couvrent I’ensemble des indices J, soit :

JINJp=0, JjUJrp=J.
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La réduction des bornes des variables se fait comme suit :

l:

IN

~

~

ou

j = |xf ). iy = min{|u;], [x]] +1}.
Remarque 4.1. Dans certains cas, cette réduction des bornes peut entrainer la fixation de certaines va-

riables. Cela se produit lorsque les nouvelles bornes inférieure (l_j) et supérieure (it;) coincident avec la

partie entiere de la solution relaxée, c’est-a-dire :

li=idj, jeJr & |uj|=xF], jeJ (4.5)

Dans ce cas, on définit I’ensemble J,, comme suit :

Jo=1{j€eJ : |uj]=x"]}. (4.6)

J

Les variables x;, j € J,, sont alors fixées a la partie entiére inférieure (x7 = foj ) et sont exclues de 1’étape

suivante. Lensemble des indices restants est donné par :

J=J\Jy, []=n <n. 4.7)

4.3.2 Probléeme auxiliaire

La seconde étape de I’heuristique s’appuie sur un probleme auxiliaire dérivé du probleme initial de
PLNE. Ce probleme utilise les informations issues de la solution optimale de la relaxation continue du

PLNE afin d’orienter le processus d’arrondissement.

4.3.2.1 Variables du probleme auxiliaire

Soit xR 1a solution optimale de la relaxation continue du PLNE. Pour chaque variable xf , j € J, nous
définissons une nouvelle variable y; représentant la partie fractionnaire de xf :

yi=xi— k], 0<y;<1, jel. (4.8)

L’ objectif du probleme auxiliaire est de transformer ces variables en des variables binaires y; € {0;1}.
Cette contrainte binaire impose que la composante xf soit arrondie a sa partie entiere inférieure (foj)

lorsque y; =0, soit a foj +1lorsque y; = 1.
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4.3.2.2 Fonction Objectif

La fonction objectif du probleme de PLNB est directement issue de celle du probléme initial, adaptée

pour refléter les nouvelles contraintes :

x) = chx] ZCJ yj+ ZCJYJ+ZCJ

jeJ jel jeJ jeJ
Z cjyj+ Z j J+ZC]
j€NJ jeJ
= chyj+gR, (4.9)
jel
ol zp = Z cj J |, représentant la contribution des parties entieres inférieures des variables dans la solu-

JjeJ
tion relaxée et y; = 0, pour tout j € J,.

Ainsi, la fonction objectif du probleme auxiliaire devient :
30) = y+zp, (4.10)
we=c(l) = (¢, j€J).

4.3.2.3 Contraintes du Probléeme Auxiliaire

Les contraintes du probleme auxiliaire sont dérivées des contraintes du probleme de PLNE initial en
remplacant x; par y; + foj Ona:
Z ajx;j S b,
jes

on obtient :

Yajyi+lx)<b & Y apy; +%+ Y ajxf
i<t JjEIN\Ju =
& Yay;<b-Y ajlxj].

jeJ jeJ

En posant b = b — Z aj foj , les contraintes du probleme auxiliaire deviennent :
jeJ

Y ay;<b < Ay<b. (4.11)
jeJ

oW A =A(1,J) = (aj, j€J).

Les nouvelles variables y; sont également des variables binaires :

y=0j, jeJ), y;€{0,1}. (4.12)
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4.3.2.4 Formulation Finale du Probléme auxiliaire

Le probleme auxiliaire PLNB se présente sous la forme suivante :
=T
max 3(y) =C y+zg,
Ay <b, (4.13)
ye{0,1}".

La résolution du probleme (4.13) apporte des indications précises sur la facon d’arrondir les variables
de la solution relaxée du probleme (4.1). En imposant que les variables y; soient binaires, le probleme
auxiliaire oriente I’arrondissement des variables xf vers leurs valeurs entieres, tout en respectant les
contraintes initiales. Cette étape est essentielle pour assurer que la solution obtenue soit réalisable et
suboptimale.

4.3.3 Principe de la méthode heuristique

Le principe de I’heuristique proposée repose sur les étapes suivantes : Apres avoir résolu la relaxation
continue du probleme de PLNE et arrondi la solution a la partie enticre inférieure, toutes les variables
associées a I’ensemble J,, sont exclues du probleme auxiliaire et, par conséquent, du processus d’ar-
rondissement. Cette élimination réduit le nombre de variables a considérer et permet a 1’heuristique de
se concentrer sur celles nécessitant un arrondi pour obtenir des valeurs entieres, ce qui peut accélérer
significativement la convergence de la solution relaxée vers une solution entiere.

Précisément, 1’heuristique se concentre sur les variables ayant le plus grand potentiel d’impact sur la
valeur de la fonction objectif. Cela est réalisé en sélectionnant les variables associées aux cofitx unitaires

les plus €levés, tout en respectant les contraintes. Soit jy 1’indice défini par :
Jo = argmax{c;}. (4.14)
jeg

Cet indice correspond a la variable présentant le cofit le plus élevé dans la fonction objectif parmi les
variables non encore arrondies. On vérifie si les contraintes permettent de fixer la variable y;) = 1. En
d’autres termes, on s’assure que la condition suivante est satisfaite a;, < b, & savoir que la variable peut
étre arrondie vers sa partie entiere supérieure (yj, = 1), ce qui correspond a xfo arrondi a sa borne supé-
rieure entiere. Sinon, on fixe y;, = 0, ce qui implique un arrondi de x_’fo vers sa partie enticre inférieure.

Apres avoir fix€ la variable y ), le vecteur b est mis a jour comme suit :

bi=b—ajy;. (4.15)
Par ailleurs, I’indice jj est supprimé de I’ensemble J, réduisant ainsi I’ensemble des variables a traiter.

Propriété 4.1. La solution entiére construite a I’aide de ce principe est nécessairement réalisable, car

chaque variable est arrondie en respectant les contraintes du probleme.

Démonstration. Considérons x® une solution optimale relaxée et x? une solution arrondie obtenue par la

procédure ci-dessus.
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1. Le vecteur x* défini par :

¥ =k, vjed,

est une solution réalisable, car :
Zajx —Zaj <Zajx§§b.
jeJ jeJ jeJ

Ainsi, x satisfait les contraintes du probléme, vu que par construction on a :
0< | =xf<xf<uj, jel.

La solution x* = |xR | est une solution entiére réalisable.
2. Supposons qu’il existe une solution entiére réalisable £, obtenue en arrondissant x%. L’ objectif
est de montrer que si un indice jy € J vérifie )2;?0 = fooj et les relations (4.14) et aj, < b, ou

b=b— Z a jﬁj?, alors on peut construire une solution ¥ encore meilleure.

jer
Pour un jj € J tel que a;, < b, définissons :
74— )277 JE‘I_\{JO}U‘IIM
/ £, + 1, = Jo

Puisque a, < b, alorson a:

1. ~d
aj,<b <& ajogb—Zajxj

jeJ
= ajo-l-Zaj)%? <b
=
~Ad ad
< ajtajX;+ Z ajXj < b
jieN\{jo}
Al ad
& aj, (X +1)+ Z aj®i <b
jeN\{o}
~a ~a
< ajX+ Z a;x; <b
JjeN{jo}
& Y aFi<b.

jes
Ainsi, le vecteur ¥ est réalisable. De plus, on a :

2(*) = =) cj* Y R+,

jel .161\{1'0}
< Z CJT')G?"FCJT’()()??O‘H): Z cx +CJO Jo Zcx =2z(%
JjeN{Jo} jeN{Jjo}

Ce processus garantit qu’une solution entiere réalisable peut étre construite a partir de x¥, avec une

valeur objectif potentiellement améliorée a chaque itération. 0
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4.3.4 Procédure de presolving

Dans le chapitre 3, nous avons introduit et détaillé différentes techniques de presolving. En particulier,
le tableau (3.1) montre que les lemmes 3.2 et 3.3 sont particulierement efficaces lorsque les coefficients
de la matrice des contraintes sont positifs.

Dans ce chapitre, nous appliquons la technique décrite dans le lemme 3.2 pour supprimer 1’indice r.
Cette approche permet d’accélérer significativement la procédure de la méthode heuristique. Plus préci-

sément, pourk € I etr € J\ J,, si:
agr > by, (4.16)

alors y, = 0, et I’indice r est retiré de I’ensemble J \ J,,.

Ci-dessous, un pseudo-code de I’heuristique illustre les différentes étapes décrites :

Algorithme 8 : Méthode heuristique d’arrondi

1 Entrées : A, b, ¢, J, x8
2 Sorties : x%, z,

3 Initialiser J;, Jr, Ju

4 pour j € Jr faire

5 ‘ X5 foj

¢ fin pour

7 b+ b—Ax“

8 J<—J\J,

9 tant que J # 0 faire

10 | jo=argmax{c;}
jeJ

1 | siaj, <balors
SRR
13 b < b—aj,
14 fin si

15 J<—J\{jo}

16 | R={jeJ :3kel, a,>b}
17 | J+—J\{R}

18 fin tq

19 74 < ¢l x®

20 retourne x?, z,

4.4 Exemple illustratif

L’exemple suivant illustre le fonctionnement de 1’heuristique proposée. Considérons le probleme de
programmation linéaire en nombres entiers suivant (P) :

max z(x) = c!x,

(P) Ax < b,
0<x<u, xeN*
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avec les données suivantes :

5 8.8
5 2 1 1 2 15.12 2 8.55
A=1|1 1 6 8 2|, b=|5203], ¢c=|7]|, u=14.13
5 2 5 2 6 30.29 6 4.19
6 6.98
En résolvant le probleme relaxé, nous obtenons la solution suivante :
1.5564
0
xR=1[2.8256| avec z(xR)=52.7012.
4.19
0

Etant donné que cette solution n’est pas entiére, nous appliquons 1’algorithme pour trouver le meilleur

arrondi.
¢ Initialisation

Ensembles d’indices :

Jr=12,5}, Jr={1,3,4}, J,={4}.

La solution initiale par partie entiere inférieure :

1

. avec zp=clx*=43.

S B~ DN O

La mise a jour du second membre :

4.12
b=b—Ax*=17.03
7.29

L’ensemble réduit des variables a traiter :

J:=J\J,={1,2,3,5}.

Le probleme auxiliaire sera :

max  3(y) = ¢’y +zg,

Ay <b,
ye{0,1}*
ou
5212 4.12 ;
A=[11 6 2|, b= 7.03 |, &=
5256 7.29 6
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 Itérations de I’Algorithme
- Premicre itération

Nous avons aj; =5 > by = 4.12, d’apres le corollaire 3.1 y; =0, et 'ensemble J:=J\ {1} =
2,3,5).

Jo =argmax{c;} = 3.
jer

Puisque a3 < b, on fixe x§ := x4+ 1. Mise a jour de I'ensemble J :=J\ {jo} = {2,5}, ce qui

donne
2 2 3.12 )
A=|1 2|, b:=b—az3=|1.03], E:(6>, Zq '=2Zq+c3 =150.
2 6 2.29

- Deuxieéme itération
Nous avons as3 = 6 > by = 2.29, d’aprés le corollaire 3.1 y5 = 0, et ’ensemble J := J\
{5} = {2}. Alors nous choisissons jy = 2. Puisque a, < b, on fixe x4 := x§ + 1, ce qui donne

Za:=Zq+ ¢y = 52,J := 0. Lensemble J est maintenant vide, et I’algorithme s’arréte ici.

La solution entiere obtenue apres application de 1’algorithme est :

, avec zg=2z(x*)=52.

S B W= =

Puisque z(x%) < z(x®) < z(x*) + 1, et que x* € N>, ¢ € N°, le vecteur x“ est la solution optimale du
probleme initial.

4.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques mettant en évidence les performances de
I’heuristique proposée. Les tests ont été réalisés sur un ordinateur portable équipé d’un processeur Intel
I7-10750H cadencé a 2,60 GHz et doté de 24 Go de RAM. L’implémentation de notre heuristique a été
effectuée a I’aide de Matlab R2023b.

Le temps d’exécution et la précision des solutions obtenues avec notre méthode sont comparés a ceux
obtenus en utilisant le solveur Gurobi sur des problemes de programmation linéaire en nombres entiers
générés aléatoirement, selon la procédure suivante : les coefficients (ai j) sont générés aléatoirement
suivant une distribution uniforme dans I’intervalle [0;100]; les coefficients (c j) sont calculés selon la
formule :

1 5
cj= \\%Zaij-i—mJ y

iel
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ol 7 est une variable aléatoire uniformément distribuée sur I’intervalle [0; 1]. Quant aux coefficients (b;),
ils sont générés selon la formule :
bi=Bx Y aj,
j€Js

ol B est une variable aléatoire générée dans I’intervalle [0; 1]. Enfin, les bornes supérieures (uj) sont
générées uniformément dans I’intervalle [2;12].

Pour évaluer la performance de notre méthode par rapport au solveur Gurobi, nous utilisons les me-
sures suivantes :

e T : le temps d’exécution avec le solveur Gurobi;

* 7> : le temps d’exécution pour résoudre le probleme relaxé et le temps d’exécution concernant
notre algorithme ;

.« Az =24

Gurobi (z*) et celle obtenue par notre méthode (z,) ;

: la différence relative entre la valeur optimale de la fonction objectif obtenue par

* 7 :le taux moyen des variables arrondies dont les valeurs coincident exactement avec celles obte-

nues par Gurobi.

n m T T Az T%

50 15 0.0725 0.0289 0.0272 95.74
25 0.0734 0.0290 0.0222 96.38

160 77777 25 03771  0.0344 0.0286  96.35
35 0.2670 0.0341 0.0329 96.69

150 77777 35 0.3463  0.0426 0.0284  96.76
50 0.2397 0.0393 0.0324 97.37

7 560 77777 50 0.7217  0.0407 0.0201  97.80
70 0.6261 0.0434 0.0345 98.02

;60 77777 50 0.6428  0.0446 0.0175 9842
70 0.4815 0.0400 0.0292 98.33

;1(30 77777 50 09581 0.0418 0.0190  98.44
70 0.6181 0.0440 0.0279 98.60

;60 77777 50 14120  0.0464 0.0188  98.59
70 2.3085 0.0685 0.0261 98.54

TABLEAU 4.1 — Résultats numériques.

Les résultats obtenus, présentés dans le tableau 4.1, montrent clairement que le temps d’exécution
pour résoudre le probleme relaxé, puis notre algorithme, est inférieur a celui du solveur Gurobi pour
tous les problemes testés. Concernant la qualité des solutions, on observe que la différence relative Az
reste constamment inférieure a 0,035. De plus, le taux de fixation des variables a leurs valeurs optimales
dépasse 95% pour tous les problemes testés. Cela indique que notre méthode parvient a fixer un grand
nombre de variables a leurs valeurs optimales des les premieres €tapes de I’algorithme, contribuant ainsi

a son efficacité.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une heuristique combinant la réduction des bornes et 1’arron-
dissement pour générer des solutions entieres réalisables pour des problemes de programmation linéaire
en nombres entiers, avec une matrice de contraintes et un second membre positifs. L’ étape d’arrondisse-
ment repose sur un probleme auxiliaire formulé comme un programme linéaire binaire.

Les résultats expérimentaux ont montré que la méthode proposée offre un compromis intéressant
entre rapidité d’exécution et qualité des solutions, s’avérant particulierement efficace pour les problemes

de grande taille.
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Cette these s’inscrit dans le domaine de I’optimisation combinatoire, en se concentrant sur I’amélio-
ration des performances des solveurs pour les problemes de programmation linéaire en nombres entiers
(PLNE). Plus précisément, nous avons étudié et développé des techniques de presolving visant a réduire
la taille des probleémes, ainsi qu’une méthode heuristique pour obtenir des solutions suboptimales de
bonne qualité dans des temps de calcul réduits.

Dans le cadre du presolving, nous avons proposé une procédure permettant de fixer certaines variables
a leurs bornes (inférieure ou supérieure) sans affecter I’optimalité de la solution. Cette méthode s’est ré-
vélée particulierement efficace pour simplifier les problemes et réduire significativement le nombre de
variables a considérer. Les expérimentations ont démontré que cette approche offre de bonnes perfor-
mances en termes de temps d’exécution apres avoir réduit efficacement la taille des problemes, au moyen
du presolving.

Par ailleurs, une méthode a été introduite pour trouver des solutions entieres réalisables a partir de
la solution optimale du probleme relaxé dans le cas ou les coefficients de la matrice des contraintes
sont positifs ou nuls. Cette approche a montré qu’elle offrait un compromis intéressant entre rapidité
d’exécution et qualité des solutions, en particulier pour les problemes de grande taille. Les résultats
expérimentaux ont confirmé que la méthode produit des solutions suboptimales de bonne qualité dans
des temps raisonnables.

Malgré les résultats encourageants, certaines limites ont été relevées :

* Les techniques de presolving proposées montrent des performances réduites lorsque les coeffi-
cients de la matrice des contraintes prennent des valeurs non nécessairement négatives ou positves,

comme dans I’intervalle [—5;5];

* L’heuristique d’arrondissement fonctionne principalement pour les matrices de contraintes posi-

tives, ce qui limite son domaine d’application;;

* Bien que les solutions obtenues par la méthode heuristique soient de bonne qualité, elles demeurent
suboptimales. Une analyse approfondie est nécessaire pour améliorer encore leur précision et leur

proximité avec la solution optimale.

Les travaux réalisés dans cette these ouvrent des perspectives intéressantes pour développer et géné-

raliser les approches proposées, en particulier pour les axes suivants :
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1. Développement de procédures de presolving pour les problemes de programmation non linéaire en

nombres entiers;

2. Conception d’une méthode heuristique adaptée aux matrices de contraintes, avec des coefficients

non nécessairement positifs ;
3. Proposition d’une estimation pour tester la suboptimalité des solutions ;

4. Explorer des méthodes hybrides combinant heuristiques et algorithmes exacts pour trouver des

solutions optimales ou suboptimales.

En conclusion, cette thése contribue au domaine de I’optimisation combinatoire, en proposant des
techniques de presolving et des heuristiques adaptées aux problemes de PLNE a variables bornées, ou
auparavant sauf les variables bornées inférieurement par zéro ont été traités par les différents auteurs.
Ces travaux constituent une base solide pour des recherches futures, visant a améliorer les performances
des solveurs et a répondre aux défis posés par des problemes d’optimisation de plus grande taille et a

structure plus complexe.
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RESUME

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a 'amélioration des méthodes de résolution pour les problémes
de Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE) a variables bornées, en combinant des techniques de
presolving et une heuristique basée sur une procédure d’arrondissement. Le presolving vise a réduire la taille
des modeles en fixant certaines variables, en éliminant les redondances, en resserrant les bornes des variables et
en simplifiant les contraintes, tandis que ’heuristique propose une méthode rapide pour obtenir des solutions
entieres réalisables, et ce, en résolvant un probléme auxiliaire.

Les résultats expérimentaux montrent que le presolving simplifie efficacement les modeles et améliore les
performances des solveurs, tandis que ’heuristique offre un compromis intéressant entre rapidité d’exécution
et qualité des solutions, avec des écarts satisfaisants par rapport a 'optimalité. Ces contributions constituent
une avancée pour résoudre efficacement les PLNE de grande taille, tout en ouvrant des perspectives pour des
améliorations futures.

Mots clés : Programmation linéaire en nombres entiers; Variales bornées; Relaxation; Procédure de presol-
ving ; Méthode heuristique ; Arrondissement ; Gurobi

ABSTRACT

In this thesis, we focused on improving resolution methods for bounded Integer Linear Programming (ILP)
problems by combining presolving techniques and a heuristic based on a rounding procedure. Presolving aims
to reduce the size of models by fixing certain variables, eliminating redundancies, tightening variable bounds,
and simplifying constraints, while the heuristic provides a fast approach to obtain feasible integer solutions and
that by solving an auxiliary problem.

Experimental results show that presolving effectively simplifies models and enhances solvers performances,
while the heuristic offers an interesting trade-off between execution speed and quality of the solutions, with
satisfactory gaps according to the optimality. These contributions represent a significant step forward in effi-
ciently solving large-scale ILPs, while also paving the way for future improvements.

Key words : Integer linear programming; Bounded variables; Relaxation; Presolving procedure; Heuristic
method ; Rounding ; Gurobi
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AGZUL

Deg ugemmir ayi, nerra-d tamuyli nney ar usnefli n tarrayin n tifrat i yegna n usmihel imzireg es yemdanen
ummiden aked imuttiyen ugmiren. I waya, neddes titiktikin n tezwart aked tarrayt tagacurant iressan ~yef ubrid
n tayazt. Tifrat n tezwart tettawi ver usemzi n tiddi n yemsilen, i d-yellan es uressi n kra imuttiyen, es tukksa
n wallus, s usemzi n yegmiren n imuttiyen aked usifses n tmariwin, skud tarrayt tagacurant tettak-ed tifratin
tummidin yettwagbalen, ayagi mi’ara nefru yiwen wegnu amalel.

Igmuden umdinen sseknen-d belli tifrat n tezwart tessifsus imsilen es tmellilt u tettseggim tizemmar n
imefruyen, skud tarrayt tagacurant tettak-ed amnekni yelhan ger tizerzert uselkem aked tyara n tefratin, es
wannufen yessillizen es wassay ver takkayit. [gmuden ayi gan d asurif axatar di tifrat n yegna n PLNE at tiddi
tameqqrant, es tullya n webrid i-usnerni yer zdat.

Awalen n tsura : Asmihel imzireg es yemdanen ummiden ; Imuttiyen ugmiren; Alway; Tifrat n tezwart ;
Tarrayt tagacurant ; Asizi; Gurobi



