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Principales notations

et conventions

On écrit f = O(g) ou d’une fagon équivalente f < g, s'il existe une constante
C > 0 telle que |f(z)] < Cg(x), pour tout = dans un voisinage d’'une certaine valeur
(éventuellement infinie). La premiére notation est due a Landau et la seconde est due
a Vinogradov. Si le rapport f(x)/g(x) tend vers 1 quand z tend vers a € R, on écrit
f(z) ~, g(x) et on dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a; de méme on écrit
f = o(g) si le rapport f(z)/g(x) tend vers zéro. Pour ¢ € R, on désigne respectivement
par [t] et [t] la partie entiere par défaut et la partie entiere par exces du nombre ¢.
L’ensemble des nombres premiers est noté P, et dans toute la suite la lettre p avec ou
sans indice désigne un élément de P. Pour deux nombres réels a et b, on note a | b pour
signifier que a divise b (i.e., le rapport b/a est un entier). On désigne par 7 la fonction de
comptage des nombres premiers ; soit :

m(z):=)_1 (vzeR").

p<z

Les fonctions ¢ et # de Chebyshev sont définies comme suit :

Y(z) :=logppem (1,2,..., |z]) (Vo > 1),
O(x) = Zlogp (Vz € RY).



Les fonctions généralisées de Chebyshev sont données par :

w(x;m, k) = Z 1

p<z
p=m (mod k) (Vz € RY, Vm, k € N¥).
O(x;m, k) = Z logp
p<w
p=m (mod k)
On désigne par ¢ la fonction indicatrice d’Euler qui a n € N* associe le nombre d’entiers
compris entre 1 et n et premiers avec n. La fonction p de Mobius est définie par :

(—=1)*™  sin est sans facteur carré > 1,
p(n) = (Vn € N7),

0 dans le cas contraire.
ou w(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n. Pour un nombre premier
p donné, on désigne par 9, la valuation p-adique usuelle (i.e., pour tout n € N*, ,(n)
est le plus grand exposant o € N tel que p® divise n). Le plus petit commun multiple
des entiers ay, as, . . ., a, est noté ppcm(aq, as, . .., a,) ou bien ppcm{ay, as, ..., a,}; leurs
plus grand commun diviseur est noté pged(aq, as, . .., a,) ou bien pged{as, as, ...,a,}. Le
cardinal d’un ensemble fini A est noté #.4. On désigne par (-) le symbole de Legendre.
Nous utilisons souvent ’abréviation ppcm pour alléger 1'expression < plus petit commun

multiple >. Certaines de ces notations sont rappelées localement.

vi



Introduction générale

VOIR une bonne estimation du plus petit commun multiple de termes consécutifs
52% d’une suite d’entiers est un probleme difficile et important. Pour la suite usuelle
de tous les entiers naturels, la fonction 1 est cruciale a la fois pour l'encadrement de
Chebyshev (1852) de la fonction 7 et pour le théoreme des nombres premiers d’Hadamard-
de la Vallée Poussin (1896) selon lequel on a :

X

m(@) ~roo loga

Ce théoreme possede plusieurs autres énoncés équivalents, I'un de ces énoncés est celui de

Chebyshev (1852), qui est donné par :
logppem(1,2,...,n) ~ 1 n.
Ce qui équivaut a dire que pour tout € > 0, il existe N = N, € N| tel que l'on ait :
(e —e)" <ppem(1,2,...,n) < (e+¢e)" (Vn>N).

Par ailleurs, les résultats les plus significatifs concernant I’estimation effective des nombres
ppem(1,2,...,n) (n € N*), sont dus a Chebyshev (1850), Hanson (1972) et Nair (1982).
Dans [12], Chebyshev exploite I'idée d’estimer le nombre log(n!) de deux fagons différentes :
I'une est analytique et se sert de la formule de Stirling et 'autre est arithmétique et se
sert de la formule de Legendre :

nl — H pL%Jﬂp%JJ“” (Vn € N¥).

premier

Cette idée ’avait conduit & l'estimation :

el n3(e)" < ppem(L,2,...,n)<e- n i eozs o8 1 ()" (Vn eN),



avec ¢; =~ 2,51 et ¢ ~ 3,02. En utilisant le développement du nombre 1 en série de
Sylvester, Hanson [23] a montré que ppem(1,2,...,n) < 3", pour tout entier n > 1;
quant a Nair [39], il exploite I'intégrale fol 2™ (1 —2)" ™ dz (1 <m < n) pour montrer
que ppem(1,2;...,n) > 2" pour tout entier n > 7. Bien que la minoration de Nair est
plus faible que celle de Chebyshev, sa méthode d’obtention est plus bréve et permet en
outre d’envisager le probleme différemment.

Dans le but de donner un analogue a la version explicite du théoréeme des nombres
premiers, plusieurs auteurs se sont intéressés a ’estimation effective du ppcm de certaines
suites d’entiers, comme les suites arithmétiques, les suites polynomiales et les suites a
forte divisibilité. On rappelle qu’une suite d’entiers strictement positifs a = (an)n21 est

dite a divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété :
n|lm=a,|a, (Yn,meN").
Elle est dite a forte divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété plus forte :
pged (an, m) = Gpged(nm) (YR, m € N¥).

La structure générale des suites a divisibilité a été le sujet d’intérét de plusieurs auteurs
au moins depuis la seconde moitié du 20°™ siecle. En 1936, Ward [51] étudie les valuations
p-adiques de ces suites et découvre certaines de leurs propriétés. En 1990, Bézivin et al.
[4] ont établi une caractérisation complete des suites a divisibilité qui sont récurrentes
linéaires. Assez récemment, Bliss et al. [6] ont montré le résultat (figurant déja implicite-
ment dans un article antérieur de Kimberling [32]) selon lequel < le terme général d’une

suite a forte divisibilité a = (a,),~, peut toujours s’écrire sous la forme :

pour une certaine suite d’entiers strictement positifs (u,),,-, ». Ce résultat a permis aux
auteurs de [6] d’établir (dans le méme contexte) une expression importante de (u,),, en
fonction de (ay),,~, différente de celle qui s’obtient via la formule d’inversion de Mdbius

(voir le théoreme 1.17). Bien que la réciproque de leur résultat soit fausse, Bliss et al. [6]



ont réussi a établir une condition nécessaire et suffisante sur une suite v = (u,), -, pour
que la suite a définie par a, = ][, ua (Vn > 1) soit a forte divisibilité (voir le théoréme
3.4). Une autre condition plus pratique, équivalente a celle-ci, a été établie tout récemment
par Nowicki [40] (voir le théoreme 3.5). Pour une suite a forte divisibilité (ay),,~,, Myerson

(1994) se sert dans [38] d’un lemme de Kimberling [32] pour montrer que :

.. a1G2 -+ Ap
ppem(ay, ag, . .., a,) divise ,
II e){ II o) II
1<k<n/b, 1<k<n/by 1<k<n/bs

pour toute suite d’entiers strictement positifs (by),>, telle que : 37, 1/by = 1. Par la
suite, Farhi [17] avait établi en 2005 que pour toute suite arithmétique (uy), oy, dont la

raison r et le premier terme wug sont strictement positifs et premiers entre eux, on a :
ppem (ug, Uy, - . . uy) > ug (r+1)""" (Yn e N).

En outre, Farhi avait conjecturé que I'exposant (n—1) figurant dans cette minoration peut
étre remplacé par n, qui est 'exposant optimal que I'on peut obtenir. Cette conjecture a
été confirmée par Hong et al. [25] en 2006. Notons que Farhi utilise dans sa démonstration
'intégrale fol 211 — ) mdx (0 < mo < n). Plusieurs d’autres améliorations ont
été établies, mais uniquement pour des valeurs de n assez grandes en fonction de ug et
r (voir par exemple [25, 26, 31]). Concernant la majoration du ppcm d’une progression
arithmétique générale, aucun résultat n’est établi a ce jour et d’ailleurs, cela fait bien
partie de notre recherche. La méthode de Hanson (utilisée pour majorer les nombres
ppem(1,2;...,n)) semble non généralisable aux progressions arithmétiques. D’autre part,
Farhi [17] avait obtenu des minorations non triviales pour le ppcm d’une certaine classe

de suites quadratiques; il obtient en particulier la minoration suivante :
ppem (17 4+1,2° +1,...,n° + 1) > 0.32(1.442)"  (Vn € N¥).

Cette derniere avait été améliorée par Oon [41] qui a montré plus généralement que pour

tous ¢, m,n € N* tels que m < (%L on a :

ppcm(m2+c,(m+1)2+c,...,n2+c) > 2",



L’idée de Oon consiste a évaluer I'intégrale fol g™ Ve (1 — )" de (1 < m < n) de
deux fagons différentes, généralisant ainsi la méthode de Nair [39]. Dans la continuation,
Hong et al. [27] avaient réussi & étendre la méthode de Oon aux suites polynomiales
(f(n))nen+, o f € Z[X] est un polynéme non constant a coefficients positifs. Pour ce
faire, ils ont di compléter la méthode de Oon par de nouveaux arguments de la théorie
algébrique des nombres.

Dans une autre direction, plusieurs estimations asymptotiques du ppcm de certaines
suites d’entiers avaient été établies par divers auteurs. Parmi ces estimations, celle de
Bateman et al. [2] qui énonce que pour tous a,b € Z, tels que b > 0, a +b > 0 et

pged(a,b) =1, on a :

b 1
logppem (a 4+ b,a+2b,...,a+nb) ~i0o | —= Z — | n,
w(b) 1<mey
pged(m,b)=1
ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler. Ce résultat s’obtient comme conséquence
du théoreme des nombres premiers pour les progressions arithmétiques, qui lui méme
constitue une généralisation du théoreme des nombres premiers (voir par exemple [5], p.

72). En désignant par (F},), -, la suite de Fibonacci usuelle, définie récursivement par :

n>1

Fi=1 Fy,=1et F,,2 =F,+ F,1 (Yn > 1); Matiyasevich et al. [36] ont montré que :

3
log ppem (Fy, Fy, ..., ) ~400 Fn2 log @,

o= %5) Ce résultat a été généralisé par Kiss et al. [33]

ou ® désigne le nombre d’or (
pour les suites de Fibonacci généralisées a la place de (£},),,. Une autre estimation un peu
plus complexe est due a Cilleruelo [13] qui énonce que pour tout polynéme quadratique

irréductible f € Z[X], on a :

logppem (f(1), f(2),...,f(n)) =nlogn + Bn+ o(n),

ou B est une constante qui dépend de f. Cette derniere estimation entraine, en particulier,
que :

log ppem (f(1), f(2), ..., f(n)) ~1o0 nlogn.



Pour le cas ou f(z) = 22+ 1, Rué et al. [45] ont amélioré le terme d’erreur de l'estimation
précédente en montrant que 1’on a pour tout o < % :
n
log ppcm (12—|—1,22—|— 1,...,n2—{—1) =nlogn+Bn+0 | —=5 ).
(logn)
Cilleruelo [13] a aussi donné une conjecture qui est ouverte a ce jour et qui généralise son

estimation. Plus précisément, on a :

Conjecture 1 (Cilleruelo [13]). Pour tout polynéome irréductible f € Z[X] tel que deg f >
3, ona:

log ppem (f(1), f(2),..., f(n)) ~4 (deg f — 1)nlogn.

En outre, Cilleruelo avait précisé que cette conjecture est équivalente a dire que pour tout

polynome irréductible de degré > 3, on a :
# {p premier; n < p < n% 71 p| f(k), p| f(4) pour certains 1 < j < k < n} = o(n).

A ce stade, nous avons presque introduit tout ce qui existe en littérature a propos des

estimations du ppcm de certaines suites d’entiers.
Le but de la these

Le but de cette these consiste en les trois points suivants :

1. Dans la minoration de Oon, le nombre de termes figurant dans le plus petit
commun multiple L., , := ppcm (m? + ¢, (m + 1)® + ¢,...,n* + ¢) est strictement
plus grand que n/2. On se propose dans cette these de supprimer cette contrainte,
en cherchant des minorations non triviales de L., pour des entiers strictement

positifs ¢, m, n quelconques (bien entendu m < n).

2. On s’intéresse aussi a estimer le ppcm de quelques suites non polynomiales, comme
la suite de Fibonacci, les suites de Lucas ou plus généralement les suites a forte
divisibilité. Le but ici est au moins d’effectiviser le résultat asymptotique de Ma-

tiyasevich et al. [36] et sa généralisation par Kiss et al. [33].
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3. Nous cherchons également a obtenir une premiere majoration effective et non tri-
viale pour le ppcm d’une progression arithmétique finie, ce qui revient a préciser

et effectiviser I'estimation asymptotique de Bateman et al. [2].
Apercgu de la these

Cette these est composée de cing chapitres que nous décrivons brievement ci-dessous :

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les estimations du ppcm
de suites d’entiers. La partie principale de notre travail se situe donc dans les chapitres 2,
3,4 et 5.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des nombres
Legmn =ppem{m? +c,(m+1)*+e¢,...,n* +¢c},

ou ¢, m,n sont des entiers strictement positifs tels que m < n. Plus précisément, nous
utilisons des arguments d’algebre commutative et d’analyse complexe pour obtenir un
diviseur rationnel et non trivial de L., ,. Comme conséquence, nous établissons des nou-
velles minorations non triviales pour Le , .

Dans le troisieme chapitre, nous obtenons des identités intéressantes concernant le
ppcm de suites a forte divisibilité. Nous appliquons ensuite ces identités pour donner
un premier encadrement effectif du ppcm d’une suite de Fibonacci généralisée; ce qui
constitue en particulier une version effective du résultat de Matyasevich et al. [36] et sa
généralisation par Kiss et al. [33].

Dans le quatrieme chapitre, nous établissons une premiere majoration effective du
ppcm des termes consécutifs d’une suite arithmétique finie et nous donnons quelques
conséquences de cette derniere.

Dans le dernier chapitre, nous adaptons la méthode du quatrieme chapitre pour la
suite (n? + 1),, et nous établissons d'une part une amélioration de la minoration de Oon
(pour le cas ¢ = 1) et d’autre part nous obtenons une premiere majoration effective du

ppcm de cette suite.



CHAPITRE

1 Généralités sur les

estimations du ppcm de

sultes d’entiers

1.1 Introduction

Ce chapitre rassemble les différents travaux réalisés dans le cadre des estimations du
ppcm de certaines suites d’entiers. On se focalise notamment sur certains résultats effectifs
dus a Chebyshev [12], Myerson [38], Hanson [23], Nair [39], Farhi [16, 17], Oon [41] et
Hong et al. [25, 27, 28]. Nous terminons par une bréve présentation de quelques résultats

asymptotiques dus a Bateman et al. [2] et Cilleruelo [13].

1.2 La méthode de Chebyshev

Chebyshev fut le premier a avoir obtenu en 1850 des estimations effectives et signifi-
catives de la fonction de comptage des nombres premiers 7. Ses célebres fonctions ¢ et 6

(définies ci-dessous) furent les points clef de sa méthode.



1.2. La méthode de Chebyshev

Définition 1.1. Les fonctions 6, i, T et x de Chebyshev associent a tout réel positif x
les réels respectifs 0(x), (x), T(x) et x(x) définis comme suit :

0(z) = > logp,

p<z

¥(x) :=logppem (1,2,...,|z]),
Ta)=v @) +v(5)+v(5)+-.

o7 (5)-1(3) -7 (5) 7 2)

Remarque 1.2. En se servant du fait que ppem (1,2,..., |z]) = [[ac, P, 0t le produit
étant étendu a tous les couples (p, «v), avec p premier et a € N*, on montre immédiatement

que l'on a pour tout v € R :
Y(x) = 0(x) + 0z %) + 0(z%) + .. .. (1.2.1)

De cette identité se déduit aussi l’expression de T en fonction de 6. On a la proposition

sutvante :

Proposition 1.3 (Chebyshev [12]). Pour tout réel positif x, on a :
_ GATATS |
T(z) ;;9 ((n) ) log (|z]!) . (1.2.2)
Démonstration. La premiere égalité de (1.2.2) résulte immédiatement de (1.2.1). Pour
montrer la seconde égalité de (1.2.2), on se sert d'une part de I'identité ppem(1,2, ..., |y])
= [, p (Vy > 0) et d’autre part de la formule des factoriels de Legendre. En effet,

pour tout x > 0, on a :

o (M) = [ITT | TI ») =TT I 2

j=21nzl \pi<z/n Jj21 pi<g
p<z | j=1 p<z
P <z
Ce qui conclut a I’égalité requise et complete cette démonstration. [



1.2. La méthode de Chebyshev

Lemme 1.4 (Chebyshev [12]). Pour tout réel positif x, on a :

X

V@) =9 () < x@) < ).

Démonstration. En exprimant x en fonction de 1, on obtient pour tout > 0 :

X(a:):Alz/J(a:)—i-Agw(g)—I—---—l—A,ﬂb(%)+...,

ou les coefficients Ay, As, ..., A,,... prennent les valeurs 0, 1 ou —1 selon les restes de
leurs indices modulo 30. On a plus précisément :

A,=1,sin=1,7 11, 13,17, 19, 23, 29 (mod 30),

A,=0,sin=23,4,5,8,9, 14, 16, 21, 22, 25, 26, 27, 28 (mod 30),
A,=-1,sin=0, 6, 10, 12, 15, 18, 20, 24 (mod 30).

Pour montrer ce fait, il suffit de remarquer que pour tout i € {1,2,3,5,30}, le nombre

T (7) est la somme des nombres (%), ou n parcourt I’ensemble des multiples de i. On

a ainsi pour tout z > 0 :

o=t () 5 (2) -0 () 0 (E) o () -

Constatant que cette série est alternée et que ses termes décroissent continuellement en
valeurs absolues, on peut l'’encadrer entre son premier terme et la somme de ses deux

premiers termes ; soit

Le lemme est ainsi démontré. ]

Théoréme 1.5 (Chebyshev [12]). pour tout réel x > 1, on a :

d 6 3
Ax—Elogx—1§¢(x)§5Ax+ 10g2x+zlog1’+1,

41og 6

ot A = log (%) ~ 0,92129202.

Démonstration. En posant n = |[z], on a lestimation de Stirling suivante :

1
n"e "V2mn < n! < n"e "V2mn - etn



1.2. La méthode de Chebyshev

(voir [35, Probleme 1.15]), qui entraine (en vertu de la proposition 1.3) que :

1 1
) <1 2) logn — 1 —
< ( + nlogn n+20gn—|—12
1
g(\/27r>+xlogx—x+§logx+12
1
( ) n+1)log(n+1)—(n+1)—Elog(n—l—l)

1
> log (\/2#) +xlogr —x — §logx.

En utilisant ces derniéres estimations de la fonction 7' (qui sont valables pour tout z > 1),

on obtient les estimations suivantes (valables pour tout x > 30) :

T(x )—|—T<3O> < 2log <\/_> +%+§—Oxlogx—mlog (301/30) - %x—i—logm—%log?)(),

T(x)+T <%> > 2log (\/ﬁ) + %xlogx — xlog (301/30) — %x —logx + %log 30,

T(%) +T<§> +T<§> < 3log (\/_> +%+%mlogm—mlog (21/231/351/%) — %x
+;10gx—§log30,

T <§> +T <§> +T (%) > 3log (\/ﬁ) + %xlogm — xlog (21/231/351/5) - %x

3 1
— 510gx+ §log30.

Il découle de ces dernieres estimations et de la définition méme de la fonction x que 'on

a pour tout x > 30 :
5 5
Ax — §logx— 1 <x(z) <Az + ilogx,

avec A := log <21/231#) D’autre part, un calcul manuel montre que cette double
inégalité reste également vraie pour tout 1 < x < 30; elle est, par conséquent, vraie pour

tout x > 1. Il s’ensuit, en vertu du lemme 1.4 que 'on a pour tout = > 1 :
x )
(x) — <6> < Az + 3 log z, (1.2.3)
5
W(x) > Az — 3 logz — 1. (1.2.4)

L’estimation (1.2.4) fournit la minoration requise de ¥ (x). Pour montrer la majoration

requise pour ¥ (z), on considere la fonction réelle f définie sur 'intervalle |0, +oo[ par :

log?z +

§logx (Vz > 0).

f(z) = -Ax + 1

D 4log6
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1.2. La méthode de Chebyshev

On vérifie immédiatement que 'on a pour tout x > 0 :

flx)—f (%) = Ax + glogx.

Cette égalité retranchée membre a membre de (1.2.3) donne :

X

v - f@ v (7)1 (3)  (va>o0).

En réitérant cette derniere plusieurs fois, on obtient que pour tout = > 0 et tout m € N*,

on a :

o020 (2) -1 (2) 20 (3) - £ (3) = =0 () -4 ).

En prenant m le plus grand entier positif vérifiant & > 1, on aura &4y € (3, 1[; de sorte

que ¢ (Gm%) =0et —f (6,13%) < 1; on obtient donc :
(x) <1+ f(z) (Vo >0)

et 'on conclut & la majoration requise pour ¢ (z) en substituant dans cette derniere f(x)
par 'expression qui la définit. Ce qui complete cette démonstration. [

Le corollaire suivant est immeédiat.
Corollaire 1.6. Pour tout n € N*, on a :
-1 -5 n 5 5 _logZn n
e -n2(c)" <ppem(1,2,...,n) <e-nieiloss (co)",
avec ¢; = e ~ 2. 51 et ¢y = €34 ~ 3,02.

Le théoreme 1.5 entraine aussi un encadrement effectif pour la fonction 6 de Chebyshev.

Un tel encadrement est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.7 (Chebyshev [12]). Pour tout réel x > 1, on a :

12 ) 15 6 5)
Ar — =22 - = _Jog?z — =1 —3<fx)<-A log? -1 1.
T = STog6 og”x — —-logz 3 < (x)_5 I+410g6 og :c+40gx—|—
En particulier, on a :
Az +0(z) < 0(x) < gAx—i—o(x) (Vx> 1), (1.2.5)

ot les termes en o sont explicites.
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1.2. La méthode de Chebyshev

Démonstration. Pour x > 1, on a d’une part (d’apres (1.2.1)) 0(x) < ¢(x), et d’autre

part :

0(x) 2 0(x) = [0(z"?) = 0] = [0(z") = 0@"P)] = -+ = () = 20(V),
car les termes 0(z'/?) — 0(2'/3),0(z/*) — (2'/%),... sont tous positifs. On conclut au
résultat requis grace a ’encadrement du théoreme 1.5. [

Dans ce qui suit, nous indiquons brievement comment ’on peut obtenir un encadre-
ment effectif de la fonction de comptage des nombres premiers 7. Vu la complexité des

estimations de Chebyshev, nous n’allons pas rentrer dans les détails des calculs.

Théoréme 1.8 (Chebyshev [12]). Pour tout réel x > 2, on a :

(A+o0(1)) lozx <m(z) < loza: <—A + 0(1)) ;

ot les termes en o sont explicites.

Démonstration. Premicrement, on a en vertu de la formule sommatoire d’Abel (voir

par exemple [35, p. 5]) :

r(z) = 2&) +/z ) 4 (v 2). (1.2.6)

" logw tlog?t

D’apres l'inégalité (1.2.5), on peut estimer 'intégrale précédente comme suit :

[ =50 e ([ )
o tlog™t 5 Jo log“t o log~t

Ensuite, comme on a :

T dt Ve dt T dt 4
/—22/ —2+/ 7 < \/2E+ : :0( xz) (1.2.7)
o log™t 9 log“t vzlog”t " log”2  log”x log” x

il s’ensuit que :
oot
o tlog“t log” x

En reportant ceci dans (1.2.6) et en utilisant de nouveau l'estimation (1.2.5), on obtient :

ﬂ(x)SgA v +0< v )ZQA T (14 0(1)).

log x log? z 5 logx

12



1.2. La méthode de Chebyshev

D’autre part, on a en vertu de (1.2.5) et de (1.2.6) :
0(z) x
> > A A 1 1
7T(x)_logx_ 10ga:+0<loga:) log:v( +o(l).

Ce qui complete cette démonstration. [ ]

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 1.9 (Chebyshev [12]). Il existe xo > 0 effectivement calculable, tel que :

0,9 a

< <1,2
log © sm(r) =1, log ©

(Vx> x9).

Remarque 1.10. Soit x > 2. Puisque ppem (1,2, ..., [x]|) =[], p, ot le produit étant
étendu a tous les couples (p,v), avec p premier et v € N*, alors on a :

=D logp.

pY<zx
Par ailleurs, pour chaque nombre premier p fixé, on a :

log x
logp |~

pV§$<:>V§L

log x

1l y a donc exactement Logp

J valeurs de v tels que p” < x, ce qui permet d’écrire :

o) = fog‘”J log.p

= log p

Par suite, grace a l’encadrement |u] < u < 2|u]| valable pour uw>1, on a :

(2) <Y logz = n(x logac—Z(logx) p_22{ J

p<z p<lz 1ng p<zx
soit
P(z) Y(z)
< < 24— 1.2.
logx — (@) logx (128)

Ce qui permet (via le théoréme 1.5) d’obtenir un autre encadrement de w(x) (Vx > 1).

Le corollaire 1.9 et la remarque 1.10 impliquent qu’il existe un réel N effectivement
calculable tel que 7(2n —2) > m(n) pour tout entier n > N. En explicitant les termes

o(1) dans le théoreme 1.8, Chebychev a pu prouver que cette inégalité est bien valable

13



1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

pour tout entier n > 3, ce qui constitue une preuve d’une conjecture célebre, connue sous
le nom de < postulat de Bertrand > (datant de 1845) :

Le postulat de Bertrand : Pour tout entier n > 2, il existe au moins un nombre premier
p tel que :

n <p<2n.

Notons que l'estimation des fonctions liées aux nombres premiers (comme les fonctions
de Chebyshev) pour des valeurs de x assez petites se fait généralement a la main en se
servant des tables de nombres premiers ou d'un logiciel de calcul. Nous verrons dans
les prochaines sections, que I'étude de certaines propriétés arithmétiques des nombres
d, = ppem(1,2,...,n) (n € N*), permet d’obtenir d’autres estimations effectives plus

simples pour les fonctions v et 7.

1.3 Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

Le ppcm des n premiers termes d’une suite d’entiers naturels divise de toute évidence
le produit de ces termes, mais en général ce produit est beaucoup plus grand que le
ppcm en question. Dans cette section, nous présentons un multiple non trivial du nombre
ppcem(aq, as, ... ,a,) pour une certaine classe de suites aj,as,... d’entiers strictement

positifs.

Définition 1.11. Une suite d’entiers strictement positifs (an),~,; est dite a divisibilité

lorsqu’elle vérifie la propriété :
n|lm= a,|a, (Yn,meN").
Elle est dite a forte divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété plus forte :
pged (an, @) = Gpged(nm) (Y1, m € N¥).

Exemples 1.12.
— Une suite a divisibilité n’est pas forcément a forte divisibilité. En effet, la suite
(2”)@1 est a divisibilité mais elle n’est pas a forte divisibilité, car on a par exemple :

pged (22,23) = 4 # 2pecd(23) — 9,

14



1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

— La suite de tous les entiers strictement positifs (n),>1 est de toute évidence a forte
divisibilité.

— Pour tous m,n € N*, si ['on désigne par r le reste de la division euclidienne de
n sur m, on montre facilement que (2" — 1) est le reste de la division euclidienne
de (2" — 1) par (2™ — 1). Ce qui entraine (via l’algorithme d’Euclide) que la suite
(2" — 1),>1 est a forte divisibilité.

— Un autre exemple tres important d’une suite a forte divisibilité est la suite de
Fibonacci usuelle (Fy,)n>1 (voir [50], p. 34) qui est définie récursivement par :
=1, Fy,=1 et F,, o = F, + F,11 pour tout entiern > 1.

— Si deux suites (tn)n>1 €t (Sp)n>1 sont a forte divisibilité alors, les suites (18)n>1

(v € N*) et (ts, )n>1 le sont aussi (voir [32]).

Théoréme 1.13 (Myerson [38]). Soient (a,)n>1 une suite a forte divisibilité et (by,)n>1
une suite d’entiers strictement positifs vérifiant ), -, bi < 1. Alors, on a pour toutn > 1 :
alaQ PR a/n

o) I «)( I =

1<k<n/by 1<k<n/by 1<k<n/bs

ppem(ay, ag, ..., a,) divise (1.3.1)

Remarque 1.14. Un ezemple important d’une suite (by,),>1 vérifiant les conditions du
théoreme 1.13 est la suite de Sylvester, qui est définie par by = 2 et b1 = bibs---b, + 1

(Vn € N*). On vérifie facilement que pour tout n € N*, on a :
bpy1 = b2 — b, +1 (1.3.2)

et
1

"1
__|_—
by biby--by

=1. (1.3.3)
Nous ferons appel a ces identités dans la section suivante.

Exemple 1.15. En prenant dans le théoréme 1.13 a, = n (¥Yn > 1) et (by)n>1 la suite
de Sylvester, on obtient que pour tout n € N*, on a :

n!

W/QJ!Ln/BJ!Ln'/7J!Ln/43J! L

ppem(1,2,...,n) divise

ou 2,3,7,43, ... est la suite de Sylvester.
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1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

Nous partageons la preuve du théoreme 1.13 en plusieurs lemmes.
Le lemme suivant est une conséquence immédiate du principe d’inclusion-exclusion (voir

Hua [30, p. 10]).

Lemme 1.16 ([30], Theorem 7.3). Soientn € N* et S = {x1,x9,...,x,} un sous ensemble

de N*. Alors, on a lidentité suivante :

n

—1)l4l
[T =ppem () ] peed (4)07,
i=1 ACS
[A|>2
ot |Al, pged (A) et ppem (S) désignent respectivement le cardinal de l’ensemble A, le plus

grand diviseur commun des éléments de A et le ppcm des éléments de S.

Fixons une suite a forte divisibilité (a,),,, et considérons us, us, . .. les nombres rationnels
strictement positifs définis récursivement par la formule :
an = [ ] ta- (1.3.4)
din
D’apres la formule d’inversion de Mébius (voir par exemple [48, p. 35]), on a :
d
up = [ et (1.3.5)
dn

Le lemme suivant donne quelques propriétés de la suite (u,),,. Il figure déja implicite-
ment dans un article antérieur de Kimberling [32]. Nous donnons ici sa version explicite

établie par Bliss et al. [6].

Lemme 1.17 (Bliss et al. [6]). Les nombres uy, ug, ... sont tous des entiers strictement

Qm

positifs. De plus, si n € N* posséde la factorisation primaire n = ¢1*'qx*? - - - @™, on a :

Uy = an . (1.3.6)
ppcm (an/ql, an/QZ, e ,an/qm)

Démonstration. Pour tout ¢ € {0,1,...,m}, désignons par @, le produit de tous les

aq tels que 4 soit le produit de ¢ nombres premiers distincts. Puisque p (%) = 0 si et

seulement si % possede un facteur carré > 1 (i.e., il existe un nombre premier p tel que
p*| %), alors on a :

n/d - —1)¢
u = [J o™ =] Q5 (1.3.7)
=0

dln
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1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

Par ailleurs, d’apres le lemme 1.16 qu’on applique pour ; = a,/, (Vi € {1,2,...,m}) et
S ={x,z9,..., 2y}, 0na:
@1 = [J @i =ppem () T] peed (A)" = ppem (S) [T T peed (A)Y", (1.3.8)
i=1 ACS k=2 ACS
A2 A=k
ou la premiere égalité vient de la définition de (). Par suite, comme (ay) r>1 €st a forte

divisibilité, on a pour tout k € {2,...,m} et pour tous 1 <iy <iy < -+ <ip < m:

pged (Tiy, T, .-, Tiy ) = Coged(n/aiy m/aiysn/ai) — /(@ ainaiy )

Il s’ensuit de cette derniere et de la définition de @y (k € N) que :

Qr = H o gy iy, = H pged (A)  (Vk e{2,...,m}). (1.3.9)
1<) <ig<-<ip<m |13‘C751'€

En combinant (1.3.8) et (1.3.9), on obtient :
" _1)k
Q1 =ppem () [ @i
k=2

D’ou l'on a (en vertu de (1.3.7)) :

m —1)* m —1)k
) e e ) N e e o)
@ ppem (S) [[1, Q" ppem ()
ppcm (an/ql7 a”/‘D’ e 7an/Qm) ’

ce qui confirme l'identité (1.3.6). Maintenant, puisque a, est multiple de chacun des

anjg (Vi € {1,...,m}) (car (ax),, est a forte divisibilité), alors a, est multiple de
ppcm ((an/ql,an/q27 e ,an/qm), ce qui entraine que les nombres uy, us, ... sont tous des
entiers strictement positifs. Le lemme est ainsi démontré. [

Définition 1.18. Soient m € N* et p un nombre premier. On dit que m est “champion

pour p” si (m =1 et ¥y(a1) > 0) ou (m > 1 et J,(a,,) > Vy(a;) pour tout j < m).

Remarque 1.19. Soient my,ms € N* et p un nombre premier. St m; < mso sont tous
les deux champions pour p, alors my divise my. En effet, si d = pged(my,ms) alors :
Up(aq) = min(dy(am, ), Vp(am,)) = Up(am,), ce qui implique que d = my (car : d < my et

my est champion pour p).
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1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

Lemme 1.20 (Myerson [38]). Pour tout m € N* et tout nombre premier p, on a :

() > 0 si et seulement si m est champion pour p.

Démonstration. Soient m € N* et p un nombre premier.
o(=) : Procédons par I'absurde et supposons que ¥, (uy,) > 0 et J,(a,,) < J,(a;) pour un

certain j < m. D’une part, on a (en vertu de (1.3.4)) pour tout diviseur propre d’' de m :

Up(am) = Z Up (ug) = Up (um) + Z Uy (ug) + Z Up (ua) > Z Uy (ug) = Up(aa),
dlm d|d’ dm dld’
d#m
dtd’

(ou la deuxieme égalité vient du fait que tout diviseur de d’ est aussi un diviseur de m),
et d’autre part, pour d' := pged(m, j) on a : Vp(ay) = min (Vp(an), 9,(a;)) = dp(an), ce
qui contredit le fait que d’ = pged(m, j) < m est un diviseur propre de m. Ceci confirme
I'implication directe du lemme.

o(<=) : Supposons que m est champion pour p. D’apres le lemme 1.17, on a : ¥p(uy,) =
Vp(@m) — Up(@myq) pour un certain facteur premier ¢ de m. Puisque m/q < m et m est
champion pour p, alors ¥, (a,,) > U,(am/q) et donc Iy (uy,) > 0, comme il fallait le prouver.

Le lemme est ainsi démontré. ]

Lemme 1.21 (Myerson [38]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

ppem(ay, as, ..., a,) = H Uy (1.3.10)

m=1

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout nombre premier p, on a :

Y, (ppem(ay, az, ..., a,)) =0, (H um> )
m=1

Soit donc p un nombre premier. Sans perte de généralité, nous supposons que p divise au
moins 1'un des nombres a,,, avec 1 < m < n (le résultat est évident dans le cas contraire).

D’une part, on a :

Y, (ppem(ay, as, . . ., a,)) = max Vy(a;) = Vp(ar),

1<i<n
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1.3. Un multiple du ppcm de suites a forte divisibilité

ou 7 est le plus grand champion pour p qui est inférieur ou égal a n. D’autre part, d’apres

les lemmes 1.17 et 1.20 et la remarque 1.19, on a :
o (T ) = 32 0t00) = X ) = Sy 00) =, T | = 400,
m=1 m=1 mlr m|r

!/
ou Y est la somme étendue sur tous les champions m < n pour p. En comparant les

deux résultats, on en déduit que pour tout nombre premier p, on a :

Y, (ppem(aq, ag, . .., a,)) =V, <H um> .
m=1

Ce qui conclut au résultat du lemme et acheve cette démonstration. [

Démonstration du théoréme 1.13. Pour tout m € N* on écrit (en vertu de (1.3.4)) :
_ — Lm/j]
1 o= 11 Ifw= 1] o™
1<j<m 1<j<m d|j 1<j<m

Le membre de droite de (1.3.1) s’écrit donc :

H L=/ gbil=1n/jba ] —(n/jbs] —...
j .

1<j<n
11 suffit donc de montrer (en vertu du lemme 1.21) que pour tout entier strictement positif
k,on a :
1< k= [k/by] — /b) — [/bs] — ...
(remarquer que | |z]/n| = |z/n], Vo € R,Vn € N*). Etant donné k € N*, il existe r € N*
tel que k < b,11. On a par suite :

k/br] + [k /bs] + [K/bs] + - gk/b1+k/b2+...+k/brzkibll -

Ceci entraine que le nombre k — |k/by| — |k/bs] — | k/bs] — ... est un entier strictement

positif, comme il fallait le prouver. Le théoreme est démontré. [ ]

Remarque 1.22. Une étude plus profonde des suites a forte divisibilité est donnée dans

le chapitre 3.
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1.4. Majoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

1.4 Majoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

D’apres la section §1.3, on comprend bien que I’étude des propriétés arithmétiques
de certains coefficients multinomiaux permet d’obtenir des majorations effectives pour le
nombre ppem(1,2,...,n). Dans cette section, nous présentons 'estimation de Hanson [23]

qui utilise la relation de ’exemple 1.15 et aboutit au théoréeme suivant :
Théoréme 1.23 (Hanson [23]). Pour tout entier n > 1, on a :
ppem(1,2,...,n) < 3™
D’apres 'exemple 1.15; on a :
n!
ppem(1,2,...,n) < C(n) =

a Ln/2J!Ln/3J!m'/wm/z;g“...>

ou 2,3,7,43, ... est la suite de Sylvester (déja définie dans la partie §1.3). Notons que le

(1.4.1)

choix de cette suite étant heuristique; il s’appuie sur le fait que la somme des inverses de
ses termes converge vers 1 plus vite que toute autre série de la forme ) o1 é, ou (by), est
une suite d’entiers satisfaisant aux conditions du théoreme 1.13. Cela permet d’exploiter
le théoreme 1.13 d’une fagon optimale. Dans tout ce qui suit, on désigne par (by), la suite

de Sylvester.

Lemme 1.24 (Hanson [23]). Soit n € N* et désignons par k 'unique entier strictement
positif vérifiant by < n < bgyy. Alors, on a :

nTL

: [/ by |0 [ g | 102y )

C(n)

Démonstration. Si un entier strictement positif ¢ possede une partition sous la forme
t =11 +to+ -+ tg, avec t, € N* (V0 € {1,...,k}), alors on a (en vertu de la formule

multinomiale) :

t! o , t!
tt —_ (t1+t2+' . '+tk)t — § : ﬁtlutzw .. 'tklk Z ﬁtlhwtz .. _tktk_
L. 1 U tthtk
i1+t +Fip=t

Par suite, en appliquant cette derniére inégalité pour ¢ := 2521 [n/be] <n )i 1/be=n,
te := |n/b| (V€ € {1,... k}) et en tenant compte du fait que |n/b;| =0 (V¢ > k+ 1)
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(car : m < bgy < bgie < ...), on aboutit a :

n(n—1)---(t+ 1)t < n" !

O = Glba bt~ et = /by |70 [ g |82 by | )

Ce qui conclut (via I'inégalité : n" “" < n"~'n' = n") & Pestimation requise par le lemme

et acheve cette démonstration. ]

Lemme 1.25 (Hanson [23]). Soient ¢ et n deux entiers strictement positifs tels que by < n.

n/b (be—1)/b¢
(/o)™ (@) | (1.4.2)
/by [n/be] b,

Démonstration. Pour n = by, le résultat est trivial. Supposons pour la suite que n > b,

Alors, on a :

et montrons préalablement que 1'on a :
((n = by + 1) /by) et D/be <y fy, | /0], (1.4.3)

Puisque |n/b;| > n/b, — 1, on a : by|n/b;| > n — b, + 1, ce qui entraine que |n/b,| >
(n—by+1)/b,. Maintenant, si (n—b,+1)/b, > 1, 'inégalité (1.4.3) découle de la croissance
de la fonction = — x® sur Uintervalle [1,+oo[. Par contre, si (n — b, + 1)/b, < 1, alors
I'inégalité (1.4.3) est évidente (puisque n > by = |n/by] /el > 1), comme il fallait le

prouver. I s’ensuit (en vertu de (1.4.3) et de l'inégalité (14 1) <e (Vz > 0)) que :

(n/b)" (n/be)
|n/be) n/be) = ((n — by + 1) /by) (n—bet1)/be
1 ((n=be+1)/(be=1)x((be=1)/be) 7\ (be=1)/be
=(1+ =
( (n—be+1)/(be—1)) (bz>
en )\ e )/be
<[ — .
=\7,
Ce qui termine cette démonstration. [ ]

Lemme 1.26 (Hanson [23]). Soit n un entier > 7 et k ['unique entier strictement positif

vérifiant by < n < bgyq. Alors, on a :

k <log, (logyn) + 2,

ot log, désigne le logarithme de base 2 (i.e., logy x = ﬁig (Vo > 0)).
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Démonstration. Puisque b3 = 7 < n, alors on a nécessairement k > 3. Par ailleurs, en
se servant de (1.3.2), on montre facilement par récurrence que pour tout entier £ > 3, on

a:by>227" 4+ 1. 1l Sensuit de cette dernitre inégalité (appliquée a £ = k) que :
k <log,logy(by — 1) 4+ 2 < log, log, n + 2.

Le lemme est démontré. ]
Démonstration du théoréme 1.23. En utilisant un logiciel de calcul (Maple ou Ma-
thematica par exemple), on vérifie que le résultat du théoreme est valable pour tout
entier n < 4500. Supposons pour la suite que n > 4500 et désignons par k 'unique entier

strictement positif vérifiant b, < n < by 1. D’apres les lemmes 1.24 et 1.25, on a :

C(n) < n" < n"(en/by) =D/ (en /by ) k=D be (1.4.4)
|n/by ] [n/b1] |n/by] [n/br] (n/by)n/br - (n/by,)/ 0%
Considérons la suite (u),-, donnée par : u, = b}/ blbé/ b --by (V¢ > 1) et montrons
préalablement que :
w < 2,952 (V£ € NY). (1.4.5)

Il est immédiat que (ug)zzl est strictement croissante. D’autre part, pour ¢ € N*, on a
(en vertu de (132)) . bg2 = bg+1 + bg -1 Z bg+1 +1 > bZJrl et bg+1 = bg2 - b[ +1 >
b2 — 2by 41 = (b, — 1), soit :

b? > by > (bg — 1)2 (Vﬁ € N*)

Cette double-inégalité entraine que pour tout entier £ > 3, on a :

1/b
IOg <b£+f+1> B bZ log (bf—l-l) ng < 2b£ < 1
log (b)) belog(b) by " (=12 72

En combinant cela avec I'inégalité log (bﬁl/ b6> < 5-107%, on obtient :
400 5 400
> tog (01") =108 (8") + > 10g ()
=1 =1 =6
/b 1\*
< 1,0824 +1 (bl 6) -
= + log | bg Z 5

£>0

<1,0824 + 107,
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1.4. Majoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

Dot : uy, < lim by Py by < 08211070 < 9 959 (Vim € N¥), comme nous I'avons
—+00

prétendu. Par ailleurs, on a (en vertu de (1.3.3)) :

bl_1 b2—1 bk—l 1 1
+ +oeet k1t =k 1+ 1.4.6
by boy by, biby -+ by b1 —1 ( )
et
1 1 1 1 1
=1 = 14.7
bi by by, biby - - - by, bt — 1 ( )

En combinant les estimations (1.4.4), (1.4.5), (1.4.6), (1.4.7) et le lemme 1.26, on aboutit
a:

o (en) B1=1)/br(b2=1) /bt (b —1) /o (bll/bl byl .. bkl/bk) "

(nl/b1+1/b2+-~-+1/bk)” . bgblfl)/blbgbzfl)/bz L bl(gbkfl)/bk

C(n) <

< n”/(bk+1_1)(en)k_l‘f'l/(bk-&-l_l)(z’ 952)"
< eFnft1(2,952)" < (en)loe2loeam+3(2 952)"

logg (logg x)+3
T

Puisque la fonction = — (ex est décroissante sur U'intervalle [4500, +o00], il

s’ensuit que :

logy(logg n)+3 logs (logg 4500)+3
n

(en) < (4500e) 4500 < 1.014.

D'ou : C'(n) < (1.014)"(2.952)" < 3™. Ce qui complete cette démonstration. n
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 1.23 et de la définition

de la fonction ¢/ de Chebyshev.
Corollaire 1.27 (Hanson [23]). Pour tout réel x > 1, on a :
Y(z) < xlog3.

Corollaire 1.28 (Hanson [23]). Pour tout réel x > 2, on a :

m(z) < 1,25506——
log

ou w désigne la fonction de comptage des nombres premiers.
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1.5. Minoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

Démonstration. En se servant d’un logiciel de calcul (Maple ou Mathematica par
exemple), on vérifie que le résultat du théoreme est valable pour tout x < 350. Suppo-
sons pour la suite que x > 350. En utilisant successivement la formule (1.2.6), I'inégalité

triviale 6(t) < 1 (t) (Vt > 1), le corollaire 1.27 et I'estimation (1.2.7), on obtient :

7(x) () +/x o(t) dt

- log x tlog®t
v [T,

< 2
log x o tlogt
log 3 Todt
< Z log i log3/ .
log x o log”t
xlog 3 ( 1 4 )
= 5. T3
logz \/zlogz log“x
< 1,25506——.
log x
Ce qui complete cette démonstration. [ ]
1.5 Minoration effective du nombre ppcm(1,2,...,n)

Nous présentons ici la démonstration de Nair [39] prouvant 'estimation :

ppem(1,2,...,n) >2"  (Yn>T1).

En fait, il existe dans la littérature mathématique des minorations bien meilleures, néan-
moins celles-ci ne s’obtiennent pas de facon élémentaire. Notre préférence a cette méthode

réside dans sa simplicité (on exploite l'intégrale fol z"(1 —z)"dz (n € N)).
Théoréme 1.29 (Nair [39]). Pour tout entiern > 7, on a :

d, :=ppem(1,2,...,n) > 2" (1.5.1)

Démonstration. Soient k € N*, ¢ € {1,2,... k} et considérons I'intégrale suivante :

1
I(k,0) ::/ 2711 — 2)Fda.
0

On a en vertu de la formule du binome :

I(k, () = ki(—w(k ; g) gir.

r=0
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1.5. Minoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

Ce qui entraine que I(k,¢)d, € N* (Vk,¢ € N*; 1 < ¢ < k). D’autre part, en intégrant
successivement par parties, on obtient :

(k=6 [, het1g (k—0)! Yo
7 /Ox(l—x) dx_..._£(€—|—1)~~(k—1)/0$ dx—m.

Ce qui implique que :

I(k,0) =

6(12) divise dp, ~ (Vk, 0 € N*; 1 < ( <k). (1.5.2)

Fixons m € N*. D’apres la relation (1.5.2), on a :

2m 2m 2m + 1
m(m)|d2m|d2m+1 et (2m+1)<m):(m+1)< >|d2m+1-

m-+1

Comme pged(m, 2m + 1) = 1, il s’ensuit que :

ppem (m (i’:) ,(2m + 1) (2:;)) = m(2m + 1) <27ZL) divise dopsr. (1.5.3)

Par ailleurs, on a en vertu de la formule du binome :

4mz(1+1)2m:§(22n) S(Zm—i—l)max{(Q;n); O§€§2m}:(2m+1)(2ﬂ7:>.

=0

En combinant cette derniere inégalité avec (1.5.3), on en déduit que :
2m m 2m—+1
domi1 > m(2m + 1) > md™ > 2 (Vm > 2)
m
et

Aoz > dopmi1 > mA™ > 22712 (Ym > 4).

L’estimation requise par le théoreme découle de ces deux derniere inégalités et de I'inégalité

triviale dg > 28. Le théoreme est ainsi démontré. [}

Corollaire 1.30 (Nair [39]). Pour tout entier n > 7, on a :

nlog 2

> .
m(n) = logn

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de (1.2.8) et du fait que 'on a (en
vertu du théoreme 1.29) : ¢(n) > nlog2 (¥n > 7). n

Un autre résultat tres important di a Nair est le suivant.
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1.5. Minoration effective du nombre ppem(1,2,...,n)

Théoréme 1.31 (Nair [39]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

dyimppen(1,2.com) = ppen ( (7).2(5).oooon (1))

Démonstration. D’apres la relation (1.5.2), on a pour tout m € {1,2,...,n} : m(")

divise d,,. Ce qui entraine que :

(1)) () ) e

D’autre part, puisqu’on a visiblement m divise m(:ﬁb) pour tout m € {1,2,...,n}, il

s wen () 2(3)--0(())

Ce qui conclut a l'identité requise par le théoreme et complete cette démonstration. =

s’ensuit que :

Corollaire 1.32 (Nair [39]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

d, :=ppem (1,2,...,n) < 4" (1.5.4)

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, l'inégalité (1.5.4) est
triviale. Fixons m € N* et supposons que (1.5.4) est vraie pour tout entier strictement
positif n < 2m. Nous montrons que (1.5.4) reste vraie pour n = 2m et pour n = 2m+1, ce

qui conclura au résultat requis. Premierement, on vérifie facilement que 'on a l'identité :

k(2" Qm__k k(™) (™) ke {12....m}) (1.5.5)
k )\ m—k k) \m

Cette derniere entralne que k(QIT) divise k(’,’;) (2:7?) (Vk € {1,2,...,m}). D’autre part, le
membre de droite de (1.5.5) est (en vertu du théoréme 1.31) un diviseur de d,, (*""). Par

conséquent, on a pour tout k € {1,2,...,m} :

k:(Q;n) divise d,, (27:) (1.5.6)

Puisque pour tout £k € {m +1,...,2m}, on a : /{?(ZIT) = 2m—k+ 1)(2m2_72+1) et 1 <
2m —k+1 < m, il s’ensuit que la relation (1.5.6) est valable pour tout k € {1,2,...,2m}.
En combinant cela avec le théoreme 1.31, on obtient que : d»,, divise d,, (27,’:) En procédant

comme ci-dessus et en utilisant ’identité suivante :
2m +1 2m+1 —k m—+1 2m + 1
k =k Vk e {1,2,..., 1},
( k ><m+1—k) ( k )(m—l—l) (vk € {1, m+ 1)
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1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

2m—+1

m+1). On a par conséquent :

au lieu de (1.5.5), on obtient que : dy,, 41 divise dm+1(

2
m
et
2m + 1 (1+1)2m+t
om+1 S +1<m+1>_ 7
Ce qui acheve cette récurrence et complete la démonstration du corollaire. ]

1.6 Minorations effectives du ppcm d’une suite arith-
métique

Dans la continuation, Farhi [17] a présenté une méthode permettant d’obtenir des
minorations effectives et non triviales du ppem d’une suite arithmétique et d’une certaine
classe de suites quadratiques. Cette partie est consacrée a la démonstration de quelques
résultats portant sur le ppcm d’une suite arithmétique. On parlera aussi d’une certaine

estimation conjecturée dans [17] et démontrée par Hong [25].

Théoréme 1.33 (Farhi [17]). Soit (ug)ken une suite arithmétique d’entiers, de raison r
et de premier terme ug strictement positifs et premiers entre eux. Alors, pour tout entier
naturel n, on a :

ppem (g, wr, .. ., Uy) > ug(1 4+ 7)" "t (1.6.1)
Si de plus n est multiple de (r +1), on a :
ppem(ug, Uy, .. ., Up) > ug(l 4+ 7)™ (1.6.2)
La démonstration de ce théoreme est partagée en plusieurs lemmes.

Lemme 1.34 (Farhi [17]). Soit (ug)ken une suite d’entiers non nuls, strictement crois-

sante. Alors, pour tout entier naturel n, le produit uguy - - - u,, divise le nombre :

M, :=ppem (ug, s, .., uy) - ppem § - [ [ (wi—wy); 5=0,1,...,n
0<i<n

i#]
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1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

Démonstration. En substituant x = 0 dans la décomposition en éléments simples de la

fraction rationnelle 1/(x + uo)(xz + uy) ... (x + u,), on obtient :

n

1 1 1

i Hog;gn(ui — u;) Cuguy Uy
i#]

Le résultat requis en découle en multipliant les deux membres de cette derniere identité

par M,. [
Lemme 1.35 (Farhi [17]). Soit (ug)ken une progression arithmétique strictement crois-
sante d’entiers non nuls. Alors, pour tout entier naturel n, on a :

uoul .. -un

n! (Png (o, Ul))n

ppem (ug, U1, - .., uy,) est multiple de

Démonstration. On peut supposer que pged (ug,u;) = 1 (quitte a remplacer la suite

(ug)r par la suite (vg), de terme général vy = wuy/pged (ug,uy) (Vk € N)). D’apres le

lemme 1.34, le nombre ppem (ug, uyq, .. ., uy,) est multiple du nombre rationnel :
uoul ... un
ppcm {Hoﬁién(ui —u;); 0<5 < n}
i#]

En désignant par r € N* la raison de la suite arithmétique (ug)ren, on a pour tout
j€{0,1,...,n}:
IT (u = ) = (=17 j1(n — ju™.
0<i<n
i#j

Par conséquent, on a :

ppcm H (i —uj); 0<j<np=r"nl

0<i<n
i#]
Ce qui entraine que le nombre ppem (ug, us, ..., u,) est multiple du nombre rationnel
whitn  Par ailleurs, puisque les entiers ug et vy sont premiers entre eux, alors r est premier
r'n:

avec tous les termes de la suite (ug)ren, il est donc premier avec le produit wguy -« -« uy,.

Enfin, le lemme de Gauss permet de déduire que le nombre ppem (ug,us, ..., u,) est

< Up

multiple du nombre rationnel === Ce qui complete cette démonstration. [
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1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

Dans les deux lemmes suivants, nous fixons une suite arithmétique (uy), oy, ayant pour
raison r et pour premier terme ug, avec r,ug € N*. Pour tout n € N, nous désignons par
Up U1 Un

(Unk)o<k<n la suite finie de nombres rationnels définie par v, = o)

(Vk € {0,1,...,n}).

Lemme 1.36 (Farhi [17]). Pour tout entier naturel n, la suite (v x)o<k<n atteint son

mazimum en k, € {0,1,...,n}, défini par :
ky = maX{O, V_“OJ +1}. (1.6.3)
r+1
Démonstration. Pour tout £ € {0,1,...,n— 1}, on a:
Ungt1  n—k n—k
Unk Uk ug + kr’
d’ou :

n — Ug n — Ug
Up, > gk = k< — k< )

Deux cas peuvent se présenter. Si n < ug, alors la suite (v, x)o<k<n €st décroissante et elle

atteint donc son maximum en k = 0. Si on a au contraire n > wy, alors la suite (v, x)o<k<n
n—ug
r+1

n—ug

r+1

croit jusqu’au terme d’indice L J + 1 et elle décroit au-dela de ce dernier ; elle atteint

donc sont maximum en k£ = L J + 1. Ce qui conclut au résultat du lemme et acheve

cette démonstration. ]

Lemme 1.37 (Farhi [17]). Pour tout k € {0,1,...,n}, on a :

Tnfk+1

fol N1 — g)nkdr

(1.6.4)

Unk =

Démonstration. D’apres les propriétés usuelles des fonctions I' et § d’Euler, on a :

U+ Up :uk(uk+r)--~(uk+(n—k)r)
(n—k)! (n—k)!
(%2 +1)--- (%= +n—k)

Un,k =

o
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1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

L’identité (1.6.4) découle de la formule intégrale de la fonction 5. Ce qui complete cette
démonstration. =
Démonstration du théoréme 1.33. Fixons n € N et montrons l'inégalité (1.6.1) du
théoreme. Etant donné k € {0,1,...,n}, le nombre ppem (ug, uq, . .., u,) est visiblement

un multiple du nombre ppem (uy, Ugi1, - - -, Up), qui est lui méme (d’apres le lemme 1.35)

UpUk4+1"Un

oI En combinant cela avec le lemme 1.36, on obtient que :

multiple de v, 1=
ppem (ug, Uy, . .., Uy) > max{v,x; 0 <k <n} =uv,y,. (1.6.5)

Il ne reste plus qu’a trouver une bonne minoration pour le nombre v, ;. Pour surmon-
ter certaines difficultés de calcul, nous allons plutot minorer le nombre vy, i+, ot k* =

Hﬁ + 1J € {0,1,...,n} et on conclura au résultat requis via U'inégalité v, x, > vy k.

D’apres le lemme 1.37, on a :

,rn—k*—i-l
R — — (1.6.6)
Jo 21— 2k de
Par ailleurs, comme ;%11 < k* < 2 il s’ensuit que :
n—k*+1 (n=Dr g
r > T (1.6.7)

De méme, on a pour tout z € [0, 1] :

U, (n—1)r

AT — ) < TR (1 )

En intégrant les deux membres de cette derniere inégalité sur I'intervalle |0, 1], on obtient :
g

1 1 1w
/ RN — ) e < / {a(1 - 2)} 77 2% e, (1.6.8)
0 0

L’estimation (1.6.8) avec I'inégalité z(1 — z)" < # (Vx € [0, 1]), entrainent que :

(n=1)r

1
k*+m—1 n—k* r r+i T
r (1= dr < ——— - —. 1.6.9
/0 x (1—2) r < CrT ug ( )

En combinant les estimations (1.6.5), (1.6.6), (1.6.7) et (1.6.9), on aboutit a :

ppem (ug, ur, - -, Up) > Un g, > Ve > ug(r 4 1)1,

30



1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

comme il fallait le prouver. La minoration (1.6.2) du théoreme se démontre de la méme

fagon en travaillons cette fois-ci avec l'entier naturel £ := 5 au lieu de £*. Ce qui
complete cette démonstration. [

Farhi [17] a conjecturé que l'estimation (1.6.2) est vraie pour tout n € N. Une
démonstration de cette conjecture, établie par Hong [25], est fournie dans le théoreme

suivant :

Théoréme 1.38 (Hong [25]). Soit (ug)ren une suite arithmétique d’entiers, de raison
r € N* et dont le premier terme ug est strictement positif et premier avec r. Alors, pour

tout entier naturel n, on a :
ppem (ug, Ui, - .., Uy) > ug(l+7)". (1.6.10)

Démonstration. On procede par récurrence pour montrer que vy, > uo(l + )" (Vn €
N), ot k, € {0,1,...,n} est déja défini dans le lemme 1.36, ce qui conclura au résultat

requis (via (1.6.5)). En vertu du lemme 1.36, on a pour tout entier naturel n < ug :

uoul .. .uTL

Un,k, = Uno = = uo(uo + 1) (E + 7") " (E + r) >up(l+7)"  (1.6.11)
n

n! 2

Ce qui montre en particulier que la propriété requise est vraie pour n € {0,1} (car ug > 1).
Soit n un entier strictement positif. Supposons que vy, > uo(l + 7)™ et montrons que
Unt1hinyy = Uo(1+7)"T1 Sin < wg, le résultat découle de (1.43). Supposons pour la suite
que n > ug. On vérifie facilement (a partir de la définition de k) que k, < k11 < k,+1;
ce qui nous amene a distinguer les deux cas suivants :

e 1°"cas : (si k41 = k,,). Dans ce cas, on a :

v 17kn = 17k'n = = 7kn ’ ‘
bl T (n+1—k,)! 41—k,

Par ailleurs, on vérifie facilement (en se servant de 'égalité k,, = k,.1) que :

n+1—ug

< k,.
r+1

Cette derniere entraine que :

Upr — (T +D(n+1—k,) =uo— (n+1)+k,(r+1)>0.
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1.7. Minorations effectives du ppcm de certaines suites quadratiques

D’ou l'on tire :
Un+1
n+1-—k,
En combinant (1.6.12), (1.6.13) et I'hypothese de récurrence, on aboutit a :

> (r+1). (1.6.13)

Vntonss = Ungen (T 4+ 1) = ug(1 +7)"(1+7) = up(1 +7)"+,

comme il fallait le prouver.
e 2"cas : (si k41 = k, + 1). Dans ce cas, on a :

Ul +1 """ Un+1 Un+1
Ut Lo = Vng Ll = —te I = gy L (1.6.14)
(n—ky)! (.

Par ailleurs, on vérifie facilement (en se servant de 'égalité k, .1 = k, + 1) que :
n+1-— U

k, <
- r+1

Cette derniere entraine que :
Upt1 — (r+ Dug, =ug+ (n+ 1)r — (r+ Dug — kpr(r +1)
>nr+r—ur—r(n+1—uy) =0.
D’otu l'on tire :

Un+1
ukn

> (r+1). (1.6.15)

En combinant (1.6.14) et (1.6.15) et 'hypothese de récurrence, on a abouti a :
Vntd s = Ungon (T + 1) > ug(1+7)"(1 +7) = up(1 + )"

Ce qui acheve cette récurrence et complete la preuve du théoreme. [ ]

1.7 Minorations effectives du ppcm de certaines suites
quadratiques

Dans cette section, nous présentons les résultats de Farhi [17] portant sur estimation
du plus petit commun multiple d'une certaine classe de progressions quadratiques. On
parlera ensuite d’une amélioration remarquable établie par Oon [41] en 2013. Notons que
cette amélioration est adaptable a une généralisation importante qu’on discutera dans la

section suivante.
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1.7. Minorations effectives du ppcm de certaines suites quadratiques

Théoréme 1.39 (Farhi [17]). Soient n € N et (ug)ren la suite d’entiers de terme général
donné par :

up =ak(k+t)+b (VkeN),

avec a,b € N*, t € N et pged(a,b) = 1. Alors, on a :

2b(2)"  sit=0,

ppem (g, Uy, - .y Uy) > . (1.7.1)
2 (9)" sit>1.
Démonstration. D’apres le lemme 1.34, le nombre ppem (ug, ug, - . ., u,) est multiple du
nombre rationnel :
u u DR un
R:= 01 .
ppem {H0§i§n<ui —uj); j=0,1,... ,n}
1#]
D’autre part, on vérifie facilement que pour tout j € {0,1,...,n}, on a :
(_1)jan (n=3)(n+j)! sit= 0’
I (=) - e S an
. i nn=)l(n+j+t)! .
0<i<n (—1)a s o Sit=> L

ou®(j,t):=1sit=1et (j,t) := (j+1)---(j+t—1)sit > 2. Puisque (n—7)!(n+j+1)!

divise (2n + t)! (car % = (2:_7) € N*) et pour tout ¢ > 1, ®(j,t) est multiple

de (t —1)! (car i(j’lt)), = (“*]") € N*), on en déduit que le produit [Jo<i<n(u; — u;) divise
' i#]

I'entier strictement positif f(¢,n) défini par :
(1.7.3)
Comme f(t,n) est indépendant de j € {0,1,...,n}, il s’ensuit que :

ppcm H (wi —uj); 7=0,1,...,n p divise f(t,n).
0<i<n
i#]

Cette derniere relation entraine que R est multiple de “(’f“én;‘” Par conséquent, I'entier

ppem (ug, ug, . . ., uy,) est aussi multiple de “OJZ‘(;nq)‘” Par ailleurs, puisque a” est premier
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avec tous les termes de la suite (ug)reny (car pged(a,b) = 1) et f(¢,n) est multiple de

a™ (par définition), alors (en vertu du lemme de Gauss) 'entier ppem (ug, ug, .. ., Uy)
est multiple de a”%. D’ou l'on a : ppem (ug, uq, ..., Uy) > a”%. L’estimation

requise découle alors de cette dernitre, des inégalités (*") < 22" = 4n, (*"H) < 22+t —

2t4™ et, de ’estimation :

anl(n+1t)!

uguy -+ Uy > b(a(l41)) (2a(2+1)) -+ (na(n +t)) = ba i

Ce qui complete cette démonstration. [

Remarque 1.40. La munoration du théoréeme 1.39 est non triviale dés que a > 5. A
priori, en appliquant ce résultat pour la suite (n* + 1),en+, on obtient une minoration
triviale sans importance. Par contre, si v est un entier > 3, le théoreme 1.39 donne
une minoration intéressante du ppem de la suite (r°n® 4+ 1),>1, qui est une sous-suite de

(n% + 1) pen+. En fait, on a :
ppcm(12+1,22+1,--- ,n2+1) 2ppcm(r2+1,r222+1,-~- ,r2k2+1),

ot k== |2]. Ensuite, le théoréme 1.39 appliqué d la suite (r*n® + 1),>1 entraine :

) ) ) r2\ F 2\ 8 (2"
ppem (241,22 + 1, 4+ 1) 22( ) >2(5) = (§> L (17.4)

PN
En prenant enfin dans (1.7.4) r =5 (qui est la valeur de r qui rend la quantité T% {(g) T}

mazximale), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.41 (Farhi [17]). pour tout entier n > 1, on a :

ppem (17 + 1,27 +1,--- ,n® + 1) > 0,32(1,442)".
Le corollaire 1.41 a été amélioré par Oon [41], qui avait établi le résultat plus fort suivant :
Théoréme 1.42 (Oon [41]). Soient c,m,n € N* tels que m < [§]. Alors, on a :

L¢mn = ppcm (m2 +e,(m+1)24e¢, ... ,n*+ c) > 2"
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1.7. Minorations effectives du ppcm de certaines suites quadratiques

Démonstration. Définissons le nombre /. ,,, comme suit :
1
o m—1++/ci n—m
[c,m,n = / xz ve (1 - I) dil?,
0

(ou i désigne le nombre complexe \/—1). Nous allons évaluer I ,,, par deux méthodes
différentes.

e 1°**méthode : En développant par la formule du binéme l'expression (1 —x)"~™, dans

I m.n, On Obtient :

n—

m . 1 ‘ n—m (_ 1)k- (n—m)
Lo = > (=" / R e e R
o (=1) ( k > v v Z m+k+/ci

(DA 0+ = i)

(m+k)?2+c

x>
o

3
3

o

=0
Cette derniere expression montre que I, nLem,n €st un nombre complexe de la forme
x+iv/cy, avec x,y € Z. Puisque I nLemn # 0, il sensuit que I, nLemn| = 22 +cy® €

N*. Par conséquent, on a :
1

Lc,m,n Z |] (175)

c,m,n'

e 279°méthode : D’apres les propriétés usuelles des fonctions I' et 3 d’Euler, on a :

, Cim++e)l'(n—m+1)  (n—m)!
Ionn = B(m++ci,n—m+1)= : = .
s ) r 1 I(n+14+/ci)
(n+ 1+ +/ci) A

D’ou l'on a :
(n —m)!
Ic,m,n - n AN (176)
Hk:m(k + \/EZ)

En substituant (1.7.6) dans (1.7.5), on aboutit a :

> [l VF 4 > [Teem k' :m(n). (1.7.7)

Lcmn_ -
o (n—m)! (n—m)! m

Maintenant, l'estimation (1.7.7) est vraie pour tous n,m € N* tels que m < n; en
particulier, on a pour m = [gw :

Lefale > [5] ((Z})‘

2

Par ailleurs, on montre facilement par récurrence que pour tout entier n > 7, on a :

{gw <(Z]) > on. (1.7.8)

2

35



1.8. Minorations effectives du ppcm de suites polynomiales

Ce qui entraine que pour tous n,m € N* tels que n > 7 et m < [%W, on a :
Lam,n > LC7(%-‘7n > o™,

Pour les petites valeurs de n (i.e., n < 6), on vérifie le résultat de fagon calculatoire (cas

par cas). Ce qui complete la démonstration du théoreme. [

1.8 Minorations effectives du ppcm de suites polyno-
miales

Comme nous ’avons signalé dans la section §1.7, la méthode de Oon est adaptable a
une généralisation importante. En 2013, Hong et al. [27] ont généralisé le résultat de Oon
(i.e., le théoréme 1.42) en montrant qu’il reste vrai en remplagant la suite (n? + ¢),, par
n’importe quelle suite polynomiale (non constante), ayant des coefficients entiers positifs.
La méthode de Hong et al. utilise quelques arguments algébriques, ainsi que certaines

identités binomiales que nous présenterons dans ce qui va suivre.

Théoreme 1.43 (Hong et al. [27]). Soient n un entier > 7 et f € Z[X] un polynome non

constant, a coefficients positifs. Alors, pour tout entier 0 < m < {%W ,ona:

ppem (f(m), f(m +1),..., f(n)) = 2".

La preuve de ce théoreme est partagée en plusieurs lemmes. Rappelons d’abord la définition

d’un entier algébrique.

Définition 1.44. Un nombre complexe o est appelé un “entier algébrique”, s’il est racine

d’un polynome unitaire f € Z[X].

Lemme 1.45. On a les propriétés suivantes :
1. Les entiers algébriques rationnels sont simplement les entiers rationnels.

2. Sia € C est un entier algébrique, alors il en est de méme des nombres ko (k € Z).
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1.8. Minorations effectives du ppcm de suites polynomiales

Démonstration.

e Montrons le point 1 du lemme. Il est immédiat que tout entier rationnel est un entier
algébrique (car : si m € Z, alors m est racine du polynome (X — m) € Z[X]). Inversement,
supposons que m € Q est racine d'un polynéme unitaire f(X) = X"+a,, X" '+ -+ag €
Z[X]. 1l existe a,b € Z tels que b # 0, pged(a,b) =1 et m = ¢. On a par suite :

(s () v
b Qp—1 b ag = V.

En multipliant les deux membres de cette derniere par "', on obtient :

an—l

b

= —a,_ 10" —a,_0a" b — - — " € Z,

ce qui montre que b | a"~!. Comme pged(a,b) = 1, alors on a forcément b = +1 et donc
m = +a € Z, comme il fallait le prouver.

e Montrons maintenant le point 2 du lemme. Supposons que « est racine d’un polynome
unitaire f(X) = X"+ a, 1 X" ' + -+ 4+ ag € Z[X]. Puisque f(a) =0, alors k" f(a) = 0;

cela entraine que ka est racine du polynéme g € Z[X], donné par :
g(X) = X"+ kap_ 1 X" ' 4+ Ea,_o X" 2 + - + k"a,

comme il fallait le prouver. Le lemme est ainsi démontré. [
Dans ce qui suit, nous utilisons librement les résultats du lemme 1.45, sans se référer

a ce dernier.

Lemme 1.46 (Hong et al. [27]). Soient s un entier strictement positif et f(X) =37 a; X"

€ Z[X] un polynome de degré s. Désignons par aq,as, ..., a5 les racines complexes
de f comptées avec leurs multiplicités. Alors, pour tout j € {1,2,...,s}, le nombre
Bj = as (ngigs ai> est un entier algébrique.

i#]

Démonstration. Pour s = 1, le résultat du lemme est trivial. Supposons pour la suite
que s > 2. Si au moins deux racines de f sont nulles, alors 8; =0 (Vj € {1,2,...,s}), ce
qui conclut au résultat requis. Si une seule racine «; (pour un certain ¢ € {1,2,...,s}) est
nulle, alors 8, = (—1)¥'a; € Z et 8; = 0 (V] # t), ce qui permet de conclure. Maintenant,

si toutes les racines aq, a, ..., o sont non nulles, alors §; = (_iw (Vi e {1,2,...,s}).
J
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1.8. Minorations effectives du ppcm de suites polynomiales

Il suffit donc de montrer que pour tout j € {1,2,...,s}, le nombre 2o est un entier
J

algébrique. Fixons j € {1,2,...,s}. Puisque f(a;) =0, il s’ensuit que :

as—l a S a s—1 a
08 f(al) = (_0) + a1 (_0> + -+ 0,371(1872 <_0> + asagil = 0.
aj Q; O (&7

Par conséquent, le nombre ¢ est racine du polynome unitaire g(X) = X* + a; X s=hy
J

ot as a2 X +asay ! € Z[X], comme il fallait le prouver. Le lemme est démontré. m

Lemme 1.47 (Hong et al. [27]). Soient m et n deux entiers strictement positifs tels que
m < n. Alors, pour tout z € C\ {m,m+1,...,n}, ona:
(n—m)! & eem (M —mY\ 1
_— = -1 —_— 1.8.1
1T, (k—=2) ]Z;n( ) k—m)k—=z ( )
Démonstration. Considérons le polynome de Lagrange L, donné par :

. | — 2z < —1)k-m ,
Lz)=>_ 1] (j_k) :Z(k —<m)?(n—k)! 11 G-

k=m m§j§n k=m mgjgn
Jj#k j#k

On a visiblement deg(L — 1) < n — m. Puisque le polynéme (L — 1) s’annule en chacun
des nombres m, m + 1,...,n, alors le nombre de racines de (L — 1) est strictement plus

grand que son degré. Cela entraine que (L — 1) n’est rien d’autre que le polynéme nul. 11

s’ensuit que pour tout z € C\ {m,m+1,...,n}, ona:
a mfn—m .
(=)t = = mte ) = S0 (27 T G-
k=m m m<j<n
J#k
& & n—m 1
= k— —1)km
{H( z>}2< T
k=m k=m
confirmant ainsi 'identité (1.8.1). La démonstration du lemme est achevée. |

Lemme 1.48 (Hong et al. [27]). Soient m,n,s € N* tels que m < n et soit f(x) =
Soioai X" € Z[X] un polynéme de degré s. Si f ne s’annule en aucun entier de Uintervalle

[m,n], alors on a :

n

I £(k) divise a,"~™*" ((n = m)))* (ppem (f(m), f(m +1),..., f(n)))*.

k=m
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1.8. Minorations effectives du ppcm de suites polynomiales

Démonstration. Désignons par aq, s, ..., a4 les racines complexes de f comptées avec
leurs multiplicités. Donc, on peut écrire f(X) = as (X — o) (X —ag) -+ (X — ay). Soit
ke {m,m+1,...,n}. Il est immédiat que le polynome hy(X) := (—=1)*f(k — X)) est

dans Z[X], son degré est égal a s, son coefficient dominant est égal a a, et ses racines

(comptées avec leurs multiplicités) sont k — ay, k — o, . .., k —a,. En appliquant le lemme
1.46 sur le polynome hy, on en déduit que % = a, [ [1<i<s(k— ;) est un entier algébrique

i#£]
(V7 € {1,2,...,s}). Cela est aussi vrai pour tout k € {m,m + 1,...,n} (puisque k est

arbitraire). Par ailleurs, on a (en vertu du lemme 1.47) :

(n —m)! < - Z(_l)k—m (” - m) 1 (Vi € {1,2,...,s}). (1.8.2)

1T, (k—«a; — k—m)k—a

En multipliant les deux membres de (1.8.2) par ppem (f(m), f(m +1),..., f(n)) et en se

servant de ce qui précede, il s’ensuit que les nombres @1, Q. ..., Q)5 donnés par :

(n —m)!ppem (f(m), f(m +1),..., f(n))
[T (k=)

sont tous des entiers algébriques. Donc, leur produit @) := Hj.:l Q); l'est aussi. Le résultat

Qj =

(Vi e {1,2,...,s}), (1.8.3)

requis par le lemme découle du fait que tout entier algébrique rationnel est un entier
rationnel (voir le point 1 du lemme 1.45) et de 'expression suivante montrant en particulier

que () est un nombre rationnel :

@ (= m)) (ppem (£(m), £(m 4+ 1), f(m))°
Q= T, 7% <@

Ce qui complete cette démonstration. [

Démonstration du théoreme 1.43. Le lemme 1.48 entraine que :

ppem (f(m), f(m+1),..., f(n)) = ppem (f([n/2]), f([n/2] +1),..., f(n))

e [F (B0l TTpmk o7 (n
e VeIl Z<n—ﬁ§5n:{§WQﬂ)'

2

En combinant cette derniére avec (1.7.8), on a :

ppem (f(m), f(m+1),..., f(n)) 22" (Vn >7).

Ce qui complete cette démonstration. [
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1.9 Estimations asymptotiques

Dans cette section on s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique du nombre :

log ppem(f(1), f(2), ..., f(n)),

ou f € Z[X] et deg f € {1,2}. On commencera par le résultat de Bateman et al. [2] dont
on présentera une démonstration ; nous énongons ensuite le résultat de Cilleruelo [13] sans

démonstration.

Théoreme 1.49 (Bateman et al. [2]). Soient a,b € Z tels que b > 0, a+b > 0 et
pged(a,b) = 1. Alors, on a :

b 1
logppem (a +b,a+2b,...,a+nb) ~y0o | —= E — | n, (1.9.1)
gO(b) 1<m<b m
pged(m,b)=1

ou @ désigne la fonction indicatrice d’Euler.

Démonstration. Fixons n € N* et définissons :

T(b) :=={m € N*; m < b et pged(m,b) =1},
Lopn :=ppem (a+b,a+2b,...,a+ nb),
S(n):={a+0b,a+2b,...,a+ nb}.

Désignons par P(n) I'ensemble des facteurs premiers de Loy, 5, et posons M (n) == [] ¢ p(,,) p-

En écrivant Lgp, = Hpep(n) p®, avec a, = ay(n) = Vp(Lapn) (Vp € P(n)), on a :

ﬁ;&’; = []p®~!, ou le produit porte sur tous les nombres premiers p € P(n) tels que p?

divise Ly, Puisque max S(n) = a + nb, il s’ensuit que : p»~! < a+nb (Vp € P(n)) et
#{p € P(n); p* divise Ly p,} < va+ nb. On a par conséquent :

0 <logL,pn—logM(n) <Va+nblog(a+nb) (VneN").

Ce qui entraine que :

lim log Loy — log M(n)

n—-+oo n

=0.
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log M . .
OgT(”). Pour ce faire, nous caractérisons d’abord les

Il suffit donc d’étudier lim,,
nombres premiers de I'ensemble P(n). Soit p un nombre premier tel que pged(p,b) = 1.
Si m désigne le reste de la division euclidienne de p par b, alors m € T'(b) et p = m
(mod b). Puisque pged(a,b) = 1, pour un tel m il existe un unique m’ € T'(b) vérifiant
mm’ = a (mod b), on a en particulier m’p = a (mod b). Nous constatons que m’p est le
plus petit multiple positif de p tel que m’p = a (mod b). On en déduit que m’p € S(n)
si et seulement si m'p < a + nb; ce qui revient a dire que p € P(n) si et seulement si

p < “ En désignant par U(m) (Vm € T(b)) l'ensemble des nombres premiers p tels

que p=m (mod b) et p < “*”b , il s’ensuit que :
b
log M (n Z Z logp = Z 9(a+n mb)
meT (b) peU(m) meT(b)

ou O(x;m,b) désigne la fonction de Chebyshev généralisée. Par ailleurs, le théoréeme des

nombres premiers pour les progressions arithmétiques (voir par exemple [5], p. 72) montre

que l'on a :
x
O(x;m,b) = — + o(x).
(aim.b) = 75+ ofa)
Ce qui donne :
log M (n) = Z <a+nb + o(n)>
meT(b) m/(p(b) ‘

D’ou :

. logM(n)
lim ——— = Y
im -

n—-+oo
meT (b)

D

m/go (b) meT(b)

ou la derniere égalité est due au fait que m’ parcourt I’ensemble 7'(b) tout comme m.

Ce qui termine cette démonstration. [

Théoréme 1.50 (Cilleruelo [13]). Pour tout polynome irréductible f(X) = aX?*+bX+c €
Z[X], on a :
log ppem (f(1), £(2), ., f(n)) = nlogn + Bn + o(n),
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ot B = By est la constante définie par :

1 1
Bf::7—1—210g2—2(£l) DY 10g(1+g>

~\p)p—1 ¢la 52

pgcd(r,q)=1

1+<‘—l> s K

Flogat Y togp [ — Ly 0D
p|2aD p k>1 p

avec v désigne la constante d’Euler, D := b* — 4ac, d est la partie sans facteur carré de
D, (-) est le symbole de Legendre, q := m et s (f, pk) est le nombre de solutions de

la congruence f(X) =0 (mod p*).
La démonstration de ce théoreme est un peu longue; elle se sert de quelques résultats
concernant la répartition des racines d’un polynome quadratique modulo des puissances

de nombres premiers. Pour une preuve bien détaillée, le lecteur est invité a consulter

'article [13] de Cilleruelo.
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CHAPITRE

2 Minorations non triviales

du ppcm de la suite

(n® + )

2.1 Introduction
Ce chapitre (dont les résultats sont publiés dans [9]) est consacré a I’étude des nombres :
Legmn =ppem{m? +c,(m+1)* +e¢,...,n* + ¢},

ou ¢, m,n sont des entiers strictement positifs tels que m < n. Plus précisément, nous
utilisons des arguments d’algebre commutative et d’analyse complexe pour établir de
nouvelles minorations non triviales de L, ,,. Le reste de ce chapitre est organisé en quatre
parties. Dans la premiere partie, nous donnons un lemme algébrique qui nous permet,
d’une part, de redémontrer le théoreme 1.42 de Oon par une méthode facile et purement
algébrique, et d’autre part de reformuler le probleme de minoration du nombre L., .
Dans cette reformulation, nous sommes amenés a introduire une fonction arithmétique,
notée h., dont un multiple fournit un diviseur pour L., ,. Dans les deux parties suivantes,
nous étudions la fonction arithmétique h. et nous lui trouvons un multiple simple et non

trivial. Dans la derniere partie, nous utilisons le multiple obtenu de h,. pour déduire un
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2.2. La méthode algébrique

diviseur non trivial pour L., ». Notre nouvelle minoration non triviale pour L, ,, découle
alors de ce diviseur.

Etant donné un polynéme P € C[X], on désigne par P le polynome conjugué de P
dans C[X] (i.e., le polynéme que nous obtenons en remplacant chaque coefficient de P
par son conjugué complexe). Il est connu que la conjugaison des polynémes dans C[X]| est
compatible avec 'addition et la multiplication, c¢’est-a-dire que pour tous P,Q € C[X],
oma:P+Q=P+Qet P-Q=P-Q. Par ailleurs, on désigne par I, Ej, (h € R) et
A les opérateurs linéaires de C[X| qui représentent respectivement 1'identité, opérateur
de translation de pas h (E,P (X) = P(X + h), VP € C[X]) et l'opérateur de différence
avant (AP (X) = P(X+1) — P(X), VP € C[X]). Pour n € N, l'expression de A" en

fonction de E}, s’obtient facilement a partir de la formule du binéme, comme suit :

A" = (B, —I)" = zn:(—m—m (:1) Em = i(-g%m <:;> Eyn. (2.1.1)

m=0 m=0

Enfin, nous utilisons la notation de Knuth pour la factorielle décroissante :

Xt=X(X-1)(X-2)-(X-n+1) (VneN).

2.2 La méthode algébrique

Bien que la méthode d’obtention du résultat de Oon [41] (i.e, le théoréme 1.42) est d’ap-
parence analytique, les ingrédients qui font son succes sont, en profondeur, algébriques!

Nous allons montrer ce fait a travers le lemme algébrique fondamental suivant :

Lemme 2.1 (fondamental). Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre et soient
n un entier strictement positif et ug, U, ..., U, a,b des éléments de A. Supposons que a

et b vérifient les conditions suivantes :

1. Chacun des éléments ug, uq, . ..,u, de A est un diviseur de a.
2. Chacun des éléments [Jo<j<n (i —u;) (i =0,1,...,n) de A est un diviseur de b.
J#

Alors, le produit ab est multiple du produit uguy - - - Uy,.
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2.2. La méthode algébrique

Démonstration. Lorsque les éléments ug, uq, ..., u, de A ne sont pas deux a deux dis-
tincts (i.e., il existe 7,7 € {0,1,...,n}, avec i # j, tels que u; = u;), le résultat du
lemme est immédiat puisqu’on aura b = 0 4. Supposons donc, pour toute la suite que les
u; (1=0,1,...,n) sont deux-a~-deux distincts.

Etant donné que A est commutatif, unitaire et integre, tout polynome non identiquement
nul de A[X], d'un certain degré d € N, possede au plus d racines dans A. C’est sur ce

résultat bien connu que nous appuyons pour prouver le lemme. Comme a est multiple de

chacun des éléments ug, uq,...,u, de A, il existe ko, k1, ..., k, € A tels que :
a = k?ouO = k:lul = = k:nun. (221)
De méme, comme b est multiple de chacun des éléments [ Jo<j<n(u; —u;) (i =0,1,...,n)
J#i

de A, alors il existe 4y, {1, ..., ¢, € A tels que :

b="0 [] (wi—w;) (Vie{0,1,...,n}). (2.2.2)
0<j<n
J#i

Considérons le polynéme P € A[X] suivant :

n

P(X):=> |t [] X —u)| -0
=0 og;gn
JF

I1 est immédiat que deg P < n. D’autre part, on a (d’apres (2.2.2)) :
Plu)=0 (¥ie{0,1,...,n}).

Ce qui montre que P possede au moins (n + 1) racines distinctes dans A. Il s’ensuit (en
vertu du résultat signalé au début de cette démonstration) que P est identiquement nul.

D’ou (en particulier) P(0) = 0; ce qui donne :

b= b I w

0<j<n
J#i
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En multipliant les deux membres de cette derniere égalité par a, il en résulte que :

ab = (—1)”%&-@ H U
i=0

0<j<n
i

=(-1)" E liku; H U (en vertu de (2.2.1))
=0 0
jFi

- (‘Un (Z kz‘@) UpUy * * * Up.
i=0

Ce qui montre bien que ab est multiple de uguy - - - u,,. Le lemme est ainsi démontré. m

Remarque 2.2. Le lemme 2.1 est inspiré du lemme 1.3/ de Farhi [17] qui en devient un

cas particulier lorsqu’on prend A = 7, a = ppem(ug, U1, - . ., Uy,) €t

b = ppcm H(ui—uj);i:O,l,...,n
0<j<n
J#i
C’est précisément ce cas particulier qui a conduit Farhi [17] a établir les premiéres mi-

norations non triviales du ppcm d’une suite arithmétique et d’un certain type de suites

quadratiques (voir les théorémes 1.33 et 1.39).

Maintenant, nous utilisons le lemme 2.1 pour établir une nouvelle démonstration (pu-
rement algébrique) du théoréme 1.42 de Oon.

Démonstration algébrique du théoreme 1.42. Puisque L., est clairement crois-

n

sant par rapport a m, alors il suffit de prouver le résultat du théoreme pour m = (ﬂ

Pour simplifier, posons mg := (%W Nous devons donc démontrer que L, > 2". Pour
n € {1,2,...,6}, cela peut étre facilement vérifié & la main (comme le fait Oon). Suppo-

T

sons pour la suite que n > 7. Il est connu que pour tout entier r > 7, on a : (ﬂ ([21) > 2.
2

En vertu de cette derniere inégalité pour r = n, il suffit de montrer que L . > my (7;‘0)

Plus généralement, nous allons montrer que :

Loz (1) (on €, <), 223)
™m
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Soit m’ € N* tel que m’ < n. Pour prouver (2.2.3), nous appliquons le lemme 2.1 pour A =
Z[v/—c] en prenant a la place des u; les éléments m’ ++/—c,m/ +1++/—c,...,n++/—c de
A et pour a et b les entiers a = Ly, €t b = (n—m/)!. Pour tout k € {m/,m’ +1,... n},
comme L, , est clairement multiple (dans Z, donc aussi dans A = Z[v/—c]) de (k* + ¢)
et (k* 4+ ¢) = (k++v—c) (k—+/—c) est multiple (dans Z[v/—c]) de (k+ \/—c), alors
Lems n est multiple (dans Z[v/—c]) de (k + \/—_c) Cela montre que la premiere condition

du lemme 2.1 est satisfaite. D’autre part, on a pour tout k € {m’,m' +1,... ,n}:

[T {(+vV=c) = (t+v=—c)}= ][] k=0 =(-1)""*k—m)l(n-Fk),

m/<t<n m/<t<n
=1 7k
qui divise (dans Z, donc aussi dans Z[v/—c]) Uentier (n—m’)! (car : % =) e

Z). Cela montre que la deuxieme condition du lemme 2.1 est aussi satisfaite. Nous en
déduisons donc (en appliquant le lemme 2.1) que L ,(n — m/)! est multiple (dans
Z[y/=d]) de [Ti_, (k++/=c). 1l existe par conséquent z,y € Z tels que :

n

Leyn(n —m')! = (9(: + y\/—_c) H (k + \/—_c) . (2.2.4)

k=m'

Ainsi, en prenant les modules dans C des deux cotés, on obtient :
Leyrn(n—m') = /a2 + cy? H VEZ +ec.
k=m'

Par suite, comme 2%+ cy? € Net 22 + cy? #0 (car : 22 + cy? =0 = L. = 0, ce qui

est faux), alors 22 + cy? > 1. Dot :

I B \/x2—|—cy2HZ:m,\/k2—|—c> | - \/k2+c> [, k ("
e (n—m/)! — (n—-m) T (n—m) m')’
comme il fallait le prouver. Ce qui acheve la démonstration du théoreme. [

Maintenant, il est naturel de soulever la question suivante :

> HTIZ:m M k2+c

Comment pourrait-on améliorer la minoration L, > T obtenue

lors de la preuve du théoréme 1.42 et établie initialement par Oon [41] ?

Pour discuter cette question, nous aurons besoin de la définition suivante du pged et du

ppcm dans un anneau commutatif unitaire.
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2.2. La méthode algébrique

Définition 2.3. Soit A un anneau commutatif unitaire et soient a,b € A. Un élément d
de A est appelé un plus grand commun diviseur de a et b (et est désigné par pged 4(a,b))
si d divise a la fois a et b et si tout autre élément d' de A, qui divise a la fois a et b, divise
également d. De méme, un élément m de A est appelé un plus petit commun multiple de a
et b (et est désigné par ppcm 4(a, b)) si m est un multiple de a et b et si tout autre élément
m’ de A, qui est un multiple de a et b a la fois, est également un multiple de m. Noter que
pged 4(a, b) et ppem 4(a,b) existent au moins lorsque A est un anneau factoriel (ce qui
est le cas de l'anneau des entiers de Gauss Z[i]) et ils sont uniques a une multiplication

prées par une unité.

Maintenant, pour simplifier, supposons que ¢ = 1 et soient m,n € N* tels que m < n.
En vertu de la formule (2.2.4), Uentier strictement positif Ly ,,, ,(n —m)! est multiple (dans
Z[i]) de V'entier de Gauss [[,_,.(k + 7). Par suite, en prenant les conjugués (dans C) des
deux membres de (2.2.4), on obtient que L ,,, ,(n — m)! est aussi multiple (dans Z[i]) de
Uentier de Gauss [[;_, (k—1). Il résulte de ces deux faits que Ly, ,(n —m)! est multiple

(dans Zl[i]) de :

- LT N [lae(k +3) - T, (B —9)
ppCIy; { [T+, T]*- 2)} = ngdZ[ﬂk{szm(;@ T Z‘)]j T, (k—i)}

_ [k + 1)
pgedzp {ITien (b + ), [ i (B — )}

k=m k=m

Par conséquent, on a :

[l (B> +1)

Ly 2 5 — —. (2.2.5)
(n—m)! ‘ngdZ[i} {Hk:m(k +1), Hk:m(k - Z)}’
Nous remarquons que la majoration triviale :
pgedy; {H(szri), H(k—i)} <[[Jk+d| <[] VF*+1
k=m k=m k=m k=m
suffit pour établir la minoration de Oon Ly ,,, > % Par conséquent, toute

majoration non triviale pour le nombre ’pgcdzm {IT_..(k +4),IT;_,.(k —i)}| entraine

immédiatement une amélioration du théoreme 1.42 de Oon. D’autre part, pour a,b € Z
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2.2. La méthode algébrique

tels que (a,b) # (0,0), on peut facilement vérifier que pgedyy, (a + bi,a — bi) n'est pas

trop loin de pgedy(a,b). Plus précisément, on a :
pgedzy (a+ bi,a — bi) = (o +i1) pgedy(a, b),

ouo,7 € {—1,0,1} et (o,7) # (0,0). Donc, pour le cas ¢ = 1, on est amené a étudier la

fonction arithmétique :
h: Z[i]\ {0} — N*
a+bi +—— pged(a,b)

Y

plus précisément, & trouver une majoration non triviale pour la quantité h ([],_, (k + 1))
(m,n € N*, m < n). Pour le cas général (¢ € N¥), la fonction arithmétique que nous

devons étudier est clairement donnée par :

he: Z|/—c\ {0} — N*
a+by/—c +—— pged(a,b)

et la quantité que nous devons majorer est h. ([T_,.(k +v/—=c)) (m,n € N*, m < n).
La proposition suivante a pour objectif de remplacer un langage arithmétique spécifique

de Panneau Z[/—c| par son analogue (plus simple) dans Z.

Proposition 2.4. Soient ¢ € N* et N,a,b € Z, avec (a,b) # (0,0). Alors, N est multiple
(dans Z[\/—c]) de (a + b\/—¢) si et seulement si N est multiple (dans Z.) de -+

pged(a,b) *

Démonstration. Le résultat de la proposition est trivial pour b = 0. Supposons pour la
suite que b # 0. On a deux implications a démontrer.
e(=) : Supposons que N est multiple (dans Z[v/—c]) de (a+by/—c). Il existe donc z,y € Z

tels que :
N = (z 4+ yv—c)(a+ bv/—c).

En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux cotés de cette égalité, on obtient :

N = ax — byc, (2.2.6)

0 = bx + ay. (2.2.7)
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2.2. La méthode algébrique

Posons maintenant d := pged(a, b). Il existe donc o', 0" € Z, avec b/ # 0 et pged(d’,b') = 1,
tels que a = da’ et b = dl/. En substituant cela dans (2.2.7), on obtient (apres simplifica-
tion) :

Ve =—dy. (2.2.8)

Cette derniere égalité montre que b’ divise a’y. Puisque pged(a’,d’) = 1, alors (d’apres le
lemme de Gauss) b’ divise y. Il existe donc k € Z tel que y = kb'. En remplagant cela dans
(2.2.8), on obtient que x = —ka'. D’oli, en substituant v = —ka’ = —k% et y = kb’ = k:g
dans (2.2.6), on obtient enfin :

2 2 2 2
N gl et
d pged(a, b)

a’+cb?

ce qui montre que N est multiple (dans Z) de comme il fallait le prouver.

pged(a,b)?
o(<) : Inversement, supposons que N est multiple (dans Z) de -2+

pged(a,b) Il existe donc

k € Z tel que :

@ _amWT (kB N
N =ty ~ et V0 = (gt~ et (Y

Puisque (pgcﬁza’b) — pgcgé’mb)\/—c) € Z[\/—c|, cette derniere égalité montre que N est

multiple (dans Z[v/—c]) de (a + b\/—c), comme il fallait le prouver.

Ce qui complete la démonstration de la proposition. [ ]
De la proposition 2.4, nous tirons le corollaire suivant, qui est la premiere étape clé

pour obtenir les résultats de ce chapitre.

Corollaire 2.5. Soient ¢, m,n € N* tels que m < n. Alors, le nombre L, ,(n —m)! est

multiple (dans Z.) de ’entier strictement positif :

M, (2 1e)

Démonstration. La formule (2.2.4) (obtenue lors de notre nouvelle preuve du théoreme

1.42) montre que L ,(n —m)! est multiple (dans Z[v/—c]) de [T,_,, (k 4+ +v/—c). Selon

la proposition 2.4, cette derniere propriété est équivalente a 1’énoncé du corollaire. [ ]
En vertu du corollaire 2.5, pour minorer le nombre L, (¢,m,n € N*, m < n),

il suffit de majorer la quantité h. (IT_,,(k +v/—c)). De méme, pour trouver un divi-
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seur (rationnel) non trivial de L, il suffit de trouver un multiple non trivial pour

he (ITj—,,(k +v/=c)). C’est ce que nous allons faire dans la suite.

2.3 Une identité de Bézout explicite

Dans toute la suite, fixons ¢ € N* et k € N et Posons :

Pi(X) = (X +V-0)(X =14+ V=0)- - (X =k + V=c) = 4(X) + B(X)V—c,
Pi(X) = (X = V=o)X =1 =V=¢) - (X =k = V=¢) = A(X) = Bi(X)V~c,

ou 'on sous-entend que Ay, By, € Z[X]. Dans ce qui suit, nous trouvons un multiple non
trivial pour lentier strictement positif h. (Py(n)) = pged (Ax(n), Bi(n)). Pour ce faire,

nous allons plutot chercher deux suites polynomiales (ax(n)), et (bx(n)), de sorte que

la suite polynomiale (ax(n)Ag(n) + by(n)Bg(n)), soit indépendante de n. Il est clair que

cela conduit a la recherche de deux polynomes Uy, Vi € Q[X] qui satisfont 'identité de

Bézout :
U (X) A (X) + Vi (X)Bi(X) = 1.
Par suite, comme A, = @ et B, = Z’i}_’? , cela revient donc a chercher o, 7 €

Q (v—c) [X] tels que :

Justifions d’abord 'existence de oy et 7. En désignant par Z(P) I’ensemble de toutes les

racines complexes d'un polynéme P € C[X], on a clairement :
Z(Pe) ={—V=c,1=v=c¢,....k—v/—=c} et Z(P:) ={V=c,1+V—=c,....k+/—c},

donc Z (P,)NZ (E) = (); c’est-a-dire que P, et P, n’ont pas de racines communes dans
C. Cela implique que Py et P, sont premiers entre eux dans C[X]; donc ils sont aussi
premiers entre eux dans Q (v/=c) [X]. Il s’ensuit (en vertu du théoreme de Bézout) qu’il
existe o, 7. € Q <\/—_c) [X] tels que : o1, Py, + 7P, = 1, comme il fallait le prouver.
Maintenant, pour trouver explicitement de tels oy, et 7, nous avons besoin de la version

plus précise du théoreme de Bézout suivante :
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2.3. Une identité de Bézout explicite

Théoréme 2.6. Soient K un corps et P et QQ deuz polynémes non constants de K[X] tels
que pgedg y) (P, Q) = 1. Alors, il existe un couple unique (U, V') de polynomes de K[X],
avec degU < deg @ et degV < deg P, tel que :

PU +QV =1.

Démonstration. Puisque pgedgy) (P, Q) = 1, alors (d’apres le théoreme de Bézout) il
existe Uy, Vp € K[X] tels que :

Considérons la division euclidienne de Uy par @ et la division euclidienne de Vj par (—P)
dans K[X] :

Up=U,Q+ U,

Vo=Vi(=P)+V,

ou Uy, V1,U,V € K[X], degU < deg @ et degV < deg (—P) = deg P. Donc, on a :
PU+QV =P (Uy — U1Q)+Q (Vo + V1P) = PQ (Vi — Uy)+PUy+QVy = PQ (Vi — Uyp)+1.

Si Vi — U; # 0, alors la derniere égalité implique que deg (PU + QV') > deg (PQ), ce qui
est impossible, car degU < deg@ et degV < deg P. D’ou V; — U; = 0, ce qui donne
PU + QV = 1. Lexistence du couple (U, V') requis par le théoreme est prouvée. Il reste
a prouver 'unicité de (U,V'). Soit (U, Vi) un autre couple de polynomes de K[X], avec
deg U, < deg @, degV, < deg P et PU, + QV, = 1 et montrons que (U,, V.) = (U,V). On

a
PUV,—UV) = (PU)V, — (PU)V =(1-QV)V, — (1 - QV.)V =V, -V,

ce qui montre que le polynome (V. —V) est multiple de P dans K[X]. Comme
deg (V. — V) < deg P (car : degV < degP et degV, < degP), on a nécessairement
V.=V =0; donc V, = V. Il s’ensuit de cela que PU, =1—-QV,=1—-QV = PU. D’ou
U, =U. On a par conséquent (U,,V,) = (U,V), comme il fallait le prouver.

Ce qui complete la démonstration du théoreme. [

Dans notre contexte, I’application du théoreme 2.6 donne le corollaire suivant :
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Corollaire 2.7. Il existe un unique polynome oy € C[X], de degré < k, tel que :
0Py + 0P = 1.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.6 (appliqué a K = C et (P, Q) = (Pk.,?k)), il
existe un unique couple (o3, 7;) de polynémes de C[X], avec degoy, < deg P, = k + 1
et degt, < deg P, = k + 1, tel que o, P, + 7P, = 1. En prenant les conjugués dans
C[X] des deux cotés de cette derniere égalité, on obtient : 5P + %P = 1, c’est-a-dire
que TPy, + 75 P; = 1. Comme deg7, = deg7, < k+ 1 et degay, = degoy < k+ 1, cela
montre que le couple (7, 7) satisfait a la propriété caractéristique du couple (o, 7). D’out
(7%, %) = (o0&, ), ce qui revient & dire que 7, = . On a par conséquent oy P, +5 P = 1.
Ce qui complete la démonstration du corollaire. [

Maintenant, nous allons déterminer l’expression explicite du polynome o, annoncé
dans le corollaire 2.7. En remplagant dans l'identité oy, (X) Py (X) + o3 (X) Py (X) = 1,
I'indéterminée X par les nombres s ++/—c (s =0,1,..., k), on obtient :

o (s +vV—c) = m (Vs €{0,1,...,k}). (2.3.1)

(car : P (s + \/—c) = 0 pour s = 0,1,...,k). Ainsi, les valeurs de o sont connues en
(k 4+ 1) points équidistants de distance 1. Comme deg oy < k, cela suffit pour déterminer
I'expression de oy (X) en utilisant par exemple la formule d’interpolation de Newton. En

procédant ainsi, on obtient :

B YECA TV P

£=0

Puis, en utilisant (2.1.1), on obtient :
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(en vertu de (2.3.1)). Donc, en posant pour tout ¢ € {0,1,...,k} :

o

il vient que :
k
=Y O (X — V=o). (2.3.3)
=0

Il reste a simplifier les expressions des nombres O, (0 < ¢ < k). Pour ce faire, nous

introduisons les fonctions rationnelles Ry, (0 < ¢ < k), définies par :

1< 1
Reels ':E_Z ()Pk(z+y+¢_> (234

de sorte que l'on ait :

@kf = Rk,ﬁ(o) (Vf S {0, 1,..., k‘}) (235)

Le domaine commun d’holomorphie des fonctions Ry, (0 < ¢ < k) est visiblement la

région connexe et ouverte D de C, donnée par :
D:=C\{j—2vV——c; jeZet—k<j<k}

En utilisant le principe du prolongement analytique (voir [46]) ainsi que la théorie des
fonctions gamma et béta (que l'on peut trouver dans [1]), nous pouvons trouver une
autre expression de Ry, (0 < ¢ < k), qui est plus simple que celle de ci-dessus. On a la

proposition suivante :

Proposition 2.8. Pour tout ¢ € N, avec ¢ < k, et tout z € D, on a :

(_1)k+€

B k40 1
Rielz) = z+2¢—_c< ( )(k_g\/_—c_z)’“(uw_—cﬂ)f'

(2.3.6)

Démonstration. Soit ¢ € N tel que ¢ < k. D’apres le principe du prolongement analy-

tique, il suffit de prouver la formule (2.3.6) pour z € C, tel que $(z) > k. Pour un tel z,
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on a :

¢
1 14
Rio(2) = —
ke(2 Ez (j sz—f—]—i—\/ c)

Ly (') !

_é g i) (z+j+2v=c)(z+j—1+2y=¢c)--- (z+j—k+2V/—)
S N\T (247 — k+2V=0)

_K'Z (]) I'(z+j+1+2y=)

:6,2 (j)%ﬁ (z4j—k+2vV=ck+1)

Tkl Z [ <) /oltz+j_k_l+2ﬁ(1 B t>kdt]
k‘lﬂ prk Ve (] gy {i(—l)z‘jc)ﬂ}dt

=0 J
1
TR0

(_1>£ ! z—k—142y/—c k+¢
=t V=1 — p)EHdt
. . 0

(=1)°
zwﬁ(z—k+2\/—_c,k+£+1)

(DT (z—k+2vV=)T(k+(+1)
ke [ (z+0+1+42y/=c)

_(_N(kzé
(—1)k+t (k+£) 1
z+2v=e\ € ) (k—2y—c— ) (t+2y—c+ )"

0

1
)(z+€+2\/—_c) (z+0—=1+2y=¢c) (2 — k+2y—0)

comme il fallait le prouver. Ce qui compléte cette démonstration. [
De la proposition 2.8, découle immédiatement une expression explicite plus simple de

oi (X). On a le corollaire suivant :

Corollaire 2.9. On a :

k k+€ (k+€)

Uk(X)IQ\/—_c( _w— Z; £+2\/_)

Démonstration. Cela découle immédiatement des formules (2.3.3), (2.3.5) et (2.3.6). =

— V=)
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2.4 Multiples non triviaux de certaines valeurs de h,

Dans cette section, nous conservons les notations de la section §2.3. Du corollaire 2.9,

nous déduisons le théoréme suivant :

Théoreme 2.10. Pour tous ¢c,n,m € N*, avec m <n, on a :

he (ﬁ (¢+ \/—_c)) divise cnl_f@z + 4c).

/=m /=1

Démonstration. Soient ¢,n,m € N* avec m < n et posons k :=n—m € Net d :=

c[T,2"(6% +4c) e N*. On a [],_,, (¢ + v/—c) = Pi(n); nous devons donc démontrer que
he (Py(n)) divise d. En constatant que 2d = v/—c - 2y/—c (k — 2\/_) (k+ 2\/_)
obtient (en vertu du corollaire 2.9) que 2doy, € Z[v/—c|[X]. Donc, il existe ry, s; € Z[X]
tels que :

2doy, (X) = 11, (X) + 81, (X) V—c.
Par suite, Iidentité polynomiale o,P, + 5P, = 1 (donnée par le corollaire 2.7) im-
plique que 2doy, - Py + 2doy, - P, = 2d. En substituant dans cette derniere égalité P, par
(Ay + Byv/—c) et 2doy, par (ry + siy/—c), on obtient (en particulier) que :

reAr — cspBr = d,

ce qui implique que pgedyy) (Ax, By) divise d. On en déduit alors que h. (Py(n)) =
pgedy, (Ag(n), Bi(n)) divise d, comme il fallait le prouver. n

2.5 Nouvelles estimations pour le nombre L., ,

On a le théoreme suivant :

Théoreme 2.11. Soient ¢c,m,n € N* tels que m < n. Alors :

1. L’entier strictement positif Lem, , est multiple du nombre rationnel :

n

H (k2—|—0)

k=m

'nl_f k2 + 40
k=1
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2. Ona:
n!?

L 2 () - e e

2
ot Ai(c) = e 5 ¢/c.

Démonstration. Le premier point du théoreme est une conséquence immédiate du co-

rollaire 2.5 et du théoreme 2.10. Par suite, en utilisant 'inégalité 1+ x < e* (Vo € R), on

a:
n—m n—m 4
I (+ +40) = [ ¥ (1+k—§>
k=1 k=1
2
= (n—m)! (1 + p)
k=1
2nfm e
< (n—m)! ex?
k=1
+oo
< (n—m)! en?
k=1
= (n—m)! eZhT1iE
=(n— m)!ze%c.
D’ou l'on a :
M.02+0 T,
n—m - 2
c-(n=m) 2" (K> +4c) ~ c.(n—m)!- (n—m)Pe5e
_ (G
c-(n— m)!?’e¥C
o 9 n!?
PR
m!“(n —m)!

Le second point du théoreme découle alors du premier et de cette derniere minoration. Le
théoreme est démontré. [

Nous allons maintenant imposer des conditions sur m (en fonction de n) afin d’opti-
miser (resp. de simplifier) I’estimation du second point du théoreme 2.11. Pour ce faire,
nous devons d’abord nous débarrasser des factoriels figurant dans cette estimation. On a

le corollaire suivant :
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Corollaire 2.12. Soient c,n,m € N* tels que m < n. Alors, on a :

nm m? nem
Lcmn > )\ . 3(n—m) 251
= 2216) (n—m)*? ((”—m)g) ‘ ’ ( )

5

27
\ e 3 712
ou )\Q(C) = (27r)—3/20

Démonstration. En partant de la minoration du second point du théoreme 2.11 pour
L .n et en estimant chacun des factoriels qui y figurent en se servant de la double inégalité

bien connue :

ke F2rk < k! < kFe FV2rkem  (Vk € N¥)

(que 'on peut trouver dans [35, Problem 1.15]), on obtient :

2n 2 nem 1 1
Lc,m,nle(c)(zﬂ)*?’/?.L.(ﬁ) ((L> N TR (=D

(n—m)32 \m n—m)3

11
Par suite, comme e & in-m) > e

1_1 5 2
671 = ez et (2)7 = eIl > (RN =

2(

e2(™=™) on en déduit que :

B 3 nm m2 e n—m
Lemn > M(c)(2m) 732 5/12. (n —m)3/2 ((n - m)g) 63(),

comme il fallait le prouver. [

Dans le contexte du corollaire 2.12, en supposant que (n—m) est d'un ordre de grandeur
n® pour n assez grand (ou 0 < a < 1), alors la partie dominante de la minoration (2.5.1)
de Leyp est <%>n_m, qui est d’ordre de grandeur n®>=3"" Ainsi, pour avoir une

estimation optimale, nous devons prendre « inférieurement proche de % (une étude de la

fonction o — (2 — 3a)n® montre que la meilleure valeur de o est @ = 2 — loén)' Un

résultat concret spécifiant ce raisonnement heuristique est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 2.13. Soient ¢, m,n € N* tels que m < n — in?3. Alors, on a :

1 1.2
L 2 2(0) - (m= 02 - (22) ),
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Démonstration. Un simple calcul montre que le résultat du théoreme est vrai pour
n < 3. Supposons pour la suite que n > 3 et posons m, = n — \_%nQ/?’J < n; donc

m < m,,. D’apres le corollaire 2.12, on a :

Lemin > )\2<c)n (n — L%HQ/?’J) ((nI L%n2/3j)2> | 1n2/3 ] ala)

s\ e

1,2/3

n(n— Lin2/3 n — 1p2/3)? [3n*°) L oos

> Ax(c) (1 2:?3/2) (< 1 22/3 3) > elan”’)
(37°7) (57%%)

1 1 2 %n2/3J 1, 2/3
= 23/2)5(c) (n — §n2/3) [8 (1 — —2n1/3) ] B3]

Comme 1 — %#1/3 > 1 (car : n > 1), on en déduit que :

Lo 2 2% 2a(c) (” -5 3) (2¢%)137"]

Le résultat requis découle du fait que Leomp > Lem, n (car : m < m,,). [}

Par une autre facon, nous tirons du corollaire 2.12 le théoreme suivant, qui complete

(d’une certaine maniere) le théoreme 2.13 ci-dessus.

Théoreme 2.14. Soient c,m,n € N* tels que n — %nZ/?’ <m<n. Alors, on a :
Lc,m,n Z >\2(C) : ne?:(n—m)’
ot A\o(c) est déja défini dans le corollaire 2.12.

Démonstration. Le résultat du théoreme est trivial pour m = n. Supposons pour la
suite que m < n; donc n > 2. Maintenant, soit f : [0,n] — R la fonction définie par
f(x) =2* — (n—x)3 (Vz € [0,n]). Il est clair que f est strictement croissante. Par suite,

on a .
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2.5. Nouvelles estimations pour le nombre L, ,

Puisque n? > §n5/3 (car n > 2), il s’ensuit que f (n — %n2/3) > %n4/3 > 0. Par suite, la

croissance de f assure que f(m) > 0 (car m > n — %nz/?’ par hypothese). D’ou (n’_”—;)g > 1
et ez > 1. En combinant cela avec (2.5.1), on en déduit que :

Lemn = Aa(c) - ne®® =),
comme il fallait le prouver. Ce qui complete cette démonstration. [

2.5.1 Comparaison avec la minoration de Oon

Dans la minoration de Oon (c’est-a-dire le théoreme 1.42), le nombre de termes figurant

dans le plus petit commun multiple
Lemn = ppem(m?® + ¢, (m+ 1) +¢,...,n° +¢)

est strictement plus grand que n/2 ; alors que lorsque nous mettons ensemble nos théoremes
2.13 et 2.14, cette contrainte est éliminée. Cependant, si la condition d’application du
théoreme de Oon est remplie, nous obtenons alors une minoration pour L.,,, plus forte
que celles de nos théoremes. Ceci dit, notre résultat clé est plutot le point 1 du théoreme
2.11 qui fournit un diviseur rationnel et non trivial de L, ,. Ici, nous avons exploité ce
résultat clé de maniere naive. Il est probable quune “procédure plus intelligente” donne-

rait de meilleurs résultats.
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CHAPITRE

Identités et estimations
concernant le ppcm de

suites a forte divisibilité

I1 est & noter que les résultats de ce chapitre sont publiés dans [8].

3.1 Introduction

L’étude des propriétés arithmétiques des coefficients binomiaux est un sujet tres an-
cien et fascinant. A titre d’exemple, il y a plus d’un siecle que Sylvester [47] prouvait que
pour tous n,k € N*, tels que n > 2k, le coefficient binomial (Z) possede au moins un
diviseur premier strictement supérieur a k. Assez récemment, Farhi [18] a montré I'iden-

tité ppem {(3), (1),.... (1)} = ppcm(lﬁ;‘i’”’"ﬂ) (Vn € N), que Guo [22] a généralisé aux

coefficients g-binomiaux. Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une démonstration
de cette identité ; ensuite nous démontrons une identité plus générale relative aux suites
a forte divisibilité. Cette identité générale englobe a la fois les identités de Farhi et Guo
qui en deviennent des cas particuliers (voir le théoreme 3.7 et la remarque 3.12). Nous
en déduisons par suite deux autres identités également intéressantes (voir les corollaires
3.9 et 3.10). Comme application, nous utilisons nos identités pour établir des estimations

effectives et non triviales du ppcm des termes consécutifs de certaines suites de Lucas
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3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

(voir le théoreme 3.13). L’efficacité de nos estimations effectives est garantie par les es-
timations asymptotiques obtenues par Matiyasevich et Guy [36] et Kiss et Matyas [33]

dans le méme contexte.

3.2 Une identité concernant le ppcm des coeflicients
binomiaux usuels

Le théoreme suivant est le résultat principal de article [18].

Théoréme 3.1 (Farhi [18]). Pour tout entier naturel n, on a :

e { (1), (1) o (1)} - 02 e

La preuve présentée dans [18] utilise le théoreme de Kummer qui donne la valuation

p-adique des coefficients binomiaux. Plus précisément, on a :

Théoreme 3.2 (Kummer). Soient k,n € N et p un nombre premier. Alors, la valuation
p-adique du nombre (Z) est égale au nombre d’emprunts effectués lorsque l’on soustrait k

de n suivant le systeme de numération de base p.

Démonstration. Considérons d’abord les représentations en base p des nombres n, k et

n—=~k:
n=ap +a,_1p"" + -+ awp + a,
k=0p" +bap" o bap + b,
n—k=cp +cp T+ +ap+ e,
our € Netag,ar,...,a.,b0,b1,...,b.,¢0,¢1,...,¢. € {0,1,...,p—1}. Les emprunts re-

quis (i) g<;<, PouUr soustraire k& de n suivant le systeme de base p sont alors donnés par :

1 siag < by
Yo = )
0 sinon
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3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

et pour tout ¢ € {1,2,...,r}:

1 siai—bi—%_1<0
Yi = .
0 sinon
Le nombre d’emprunts non nuls (c’est-a-dire de véritables emprunts) est alors égal a
Y + 71 + -+ + 7. On vérifie facilement (a partir de la définition des ;) que 'on a :
Y = 0,¢ = a —b. — -1, c0 = ay— by +py et g = a; —b; — v +py (Vi €
{1,2,...,r — 1}). D’autre part, en désignant par s,(¢) (¢ € N) la somme des chiffres de ¢

dans sa représentation en base p, on obtient (en vertu de la formule de Legendre) :

0 (1)) = 20 ) = 0, 6 = 0, 00 )
n=spn)  k—spk)  (n—k)—sy(n—k)

p—1 p—1 p—1
_ sp(k) + sp(n — k) — s,(n)
p—1 '
D’ou :
9 n _(b0+co—a0)+(b1+01—a1)+~-+(br+cr—ar)
PANK N p—1
_ Pt m =)+ A+ Y1 —Y—2) — %
p—1
_=Dwt+t@-Ynt---+@=-Dra
p—1
=%+ttt
Ce qui confirme le résultat requis et complete cette démonstration. [

Lemme 3.3 (Farhi [18]). Soient n € N et p un nombre premier. Supposons que n =

N c;p' est la représentation de n dans le systéme de numération de base p, avec N € N,
=0 Y

¢ €4{0,...,p—1} Vi€ {0,1,...,N}) et ey #0. Alors, on a :

0 sin=pVtl —1
s () = (0" 0)) = |
oshsn P N —min{i; ¢; #p—1}

sinon
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3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

Démonstration. Nous distinguons les deux cas suivants :
e1° cas : (sin = p*' —1). Dans ce cas, on a ¢; = p — 1 pour tout i € {0,1,..., N}.
Par conséquent, la soustraction de tout k& € {0,1,...,n} de n suivant le systeme de

numération de base p ne nécessite aucun emprunt. Il s’ensuit (en vertu du théoreme 3.2)

que : 9, ((})) =0 (Vk € {0,1,...,n}). D'oul'on a:

et () = (7)) =

comme il fallait le prouver.

02" cas : (sin # pV 1 —1). Dans ce cas, il existe au moins un i € {0,1,..., N} tel que
¢; # p — 1. Posons iy := min{i; ¢; # p — 1}. Nous allons montrer que v, ((Z)) < N —1g
(VE €{0,1,...,n}) et que ¥, ((pN"_1)> = N —ig, ce qui conclura au résultat requis. Fixons
k€ {0,1,...,n}. Par définition de ip, on a: ¢y =c; = -+ = ¢;,_1 = p— 1. Donc lorsqu’on
soustrait k£ de n suivant le systeme de base p, les premieres iy soustractions chiffre-par-
chiffre ne nécessitent aucun emprunt. Ce qui montre que le nombre d’emprunts requis

dans cette soustraction est au plus égal & N —ig. D’ott 'on a (en vertu du théoréme 3.2) :

9, ((Z)) <N-—i, (Vke{0,1,...,n}).

Par ailleurs, puisque ¢;, < p — 1, alors lorsqu’on soustrait p¥ —1=3".""(p—1)p’ de n
suivant le systeme de base p, chacune des soustractions chiffre-par-chiffre du rang 7 au

rang N — 1 nécessite un emprunt. Ce qui entraine (d’apres le théoreme 3.2) que :

()

et complete cette démonstration. [
Démonstration du théoréme 3.1. Pour n = 0, I'identité (3.2.1) est triviale. Supposons
pour la suite que n > 1 et désignons respectivement par A,, et B,, les membres de gauche et
de droite de (3.2.1). Nous allons montrer que 9, (4,,) = 9, (B,,) pour tout nombre premier
p, ce qui conclura a 'identité (3.2.1). Fixons donc un nombre premier p et soit Zfio cpt

la représentation de n suivant le systéme de base p (ou N € N, ¢; € {0,1,...,p— 1} et
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3.3. Quelques propriétés de suites a forte divisibilité

cy #0). D’apres le lemme 3.3, on a :

0 sin=pV+tl —1
9, (Ay) = | (3.2.2)

N —min{i; ¢; # p—1} sinon
D’autre part, puisque 9, (ppcm (1,2,...,n,n+ 1)) est le plus grand exposant o € N tel
que p* < n—+ 1, alors :

N+1 sin=p"*tl -1
Y, (ppem (1,2,...,n,n+1)) = . (3.2.3)

N sinon
De plus, on constate que lorsque n # pN*t —1, ona: (n+1) = (¢;, + 1) p + ¢y 1p ™t +
o+ enp (avec ip ;= min{i; ¢; # p—1}). D’ou :

N+1 sin=pNtt -1
9, (n+1) = . (3.2.4)

min{i; ¢; #p—1} sinon
En soustrayant (3.2.4) de (3.2.3) et en comparant ensuite avec (3.2.2), on obtient que

Y, (A,) =V, (B,,), comme il fallait le prouver. Ce qui complete cette démonstration. m

3.3 Quelques propriétés de suites a forte divisibilité

On rappelle qu'une suite d’entiers strictement positifs a = (an)n21 est dite a forte

divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété :
pged (an, @) = Gpged(nm) (Y1, m € N¥).

D’apres §1.3, une telle suite a lui correspond une unique suite d’entiers strictement positifs
(tUn),>, telle que :

a, = Hud (Vn > 1). (3.3.1)

dn

Le théoreme suivant traite la correspondance inverse. Plus précisément, il établit une
condition nécessaire et suffisante sur une suite d’entiers strictement positifs (uy),~, pour

que la suite (H din ud> soit a forte divisibilité.
n>1
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3.3. Quelques propriétés de suites a forte divisibilité

Théoréme 3.4 (Bliss et al. [6]). Soient (u,),~, une suite d’entiers strictement positifs et
(@n),> la suite de terme général : a, =[], ua (Yn € N*). Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. La suite (ay),~, est a forte divisibilité.

2. Pour tous n,m € N* tels que ntm et m{n, on a : pged (uy, uy,) = 1.

Démonstration.

e (=) : Supposons que la suite (ay),,>, est & forte divisibilité. Soient m,n € N* tels que
n{m et m{mn et posons § := pged (n,m). Il existe donc n',m’ € N* tels que n = dn/,
m = om’ et pged (n',m’) = 1. Puisque n { m et m { n alors n’,;m’ # 1. Par suite, on a

(puisque (ay),>, est a forte divisibilité) :

pged | ] war J] wa | J]va = pecd Hud,Hud = peed (an, am) = a5 = | | va.

d|n,dtd d|m,dté d|é dlm d|é

Ce qui entraine que :

pged H Ug, H ug | =1

dn,dfs  d|m,dts

Comme on a de toute évidence : u,, | Hd|n,d’(5 Ug €t Up, | Hd|m,df6 ug, il en découle a fortiori
que : pged (uy, uy,) = 1, comme il fallait le prouver.
e (<) : Inversement, supposons que pour tous n,m € N* tels que n f m et m { n,
on a : pged (U, Uy) = 1 et montrons que pged(ay, m) = Gpged(n,m) (Y1, m € N*). Fixons
n,m € N* et posons ¢ := pged (n, m). Il existe donc n’, m’ € N* tels que n = én', m = ém/
et pged (n/,m’) = 1. Nous distinguons les deux cas suivants :
1°" cas : (sin’ = 1 oum’ = 1). Dans ce cas, on a visiblement n = § ou m = J. Sans perte
de généralité, supposons que n = § (le cas o m = J se traite de la méme fagon). Puisque
tout diviseur de ¢ est également un diviseur de dm’, alors [ 5 uq divise [, ua- On a

par conséquent :

pged (an, am) = pged (as, asm) = pged | [ ua, [] wa | =[] va = a5 = apgeagnmy,
s dsm dls
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3.3. Quelques propriétés de suites a forte divisibilité

comme il fallait le prouver.
2" cas : (si n/,m’ # 1). Dans ce cas, on a n { m et m { n, donc pged (U, u,,) = 1 (par

hypothese). De plus, on a :

pged (an, ay,) = pged H Ugq, H ug | as. (3.3.2)
d|n,dté d|m,dté

Maintenant, on constate que si dy,ds € N* vérifient : (dy | n,dy 1 9) et (dy | m,dy 1 9),
alors pged (dy,dy) divise 0; ce qui fait que : pged (dy,ds) ¢ {di,dsa} et donc dy 1 dy et

dy 1 dy ; d’ou (par hypothese) : pged (ug,, ug,) = 1. Il découle de ce fait que :

pged H Ug, H ug | = 1.

d|n,dté d|m,dfé

En substituant cette derniere dans (3.3.2), on obtient ’égalité requise :

pged (an, am) = a5 = Apged(n,m)-

Ce qui complete cette démonstration. [
Nowicki [40] a développé la propriété 2 du théoreme 3.4 de Bliss et al. et a obtenu une

autre quelque part plus pratique. On a le théoreme suivant :

Théoréme 3.5 (Nowicki [40]). Soient (an),~, une suite d’entiers strictement positifs et

(€n),>, la suite d’entiers définie par : ¢y = ay et

__bpcm (ay,...,ap)
ppcin (ala s 7an—1)

(Vn > 2).
Alors (ay),, est a forte divisibilité si et seulement si l'on a :

Ay, = Hcd (Vn > 1).

din

Démonstration.
e (=) : Supposons que (a,),, est a forte divisibilité. En vertu de (3.3.1), il existe une
unique suite d’entiers strictement positifs (u,),s, vérifiant : a, = []y, ua (Vo > 1).
Considérons la suite (e,),, donnée par e; = 1 et e, 41 = ppem (eq, a,) (¥n € N*). Nous

procédons par récurrence pour montrer que :

eni1 = Ut -+ U, (Vn € N¥), (3.3.3)
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3.4. Identités concernant le ppcm de suites a forte divisibilité

ce qui entrainera que (uy,),, est identique a (c,),, et conclura au résultat requis. Pour n = 1,
le résultat est trivial; en effet, on a : e = ppem (eq,a1) = a3 = uy. Supposons pour la

suite que n > 2 et que e, = ujusg - - - u,_1. Il s’ensuit que :

n—1

ent1 = ppem (€n, an) = ppem | [ Jun, [[ua | = ppem (A - B, A u,) = A-ppem (B, u,),
k=1 dln

avec A := [y, 4, ta €t B = [y, 4oy ta. Par ailleurs, on a (en vertu du théoreme

3.4) : pged (ug,u,) = 1 pour tout 1 < d < n tel que d ¥ n. On a par conséquent :
pged (B, u,) = 1. Ce qui entraine que :

n—1
ent1 = ABu, = Huk “Up = UpUg * - Uy,
k=1

comme il fallait le prouver.

e (<) : Inversement, supposons que a,, = Hd|n cq (Vn > 1). Fixons m € N* et posons :

U .= H cqgy V= H Cq.

dln,d<m dfn,d<m

On a:

m

UVen = Hci = ppem (ay, ..., @y) = ppem (ppem (aq, ..oy Gp—1) 5 Q)
i=1

m—1
= ppcm H cl-,Hcd =ppem (U -V, U - ¢,) = U - ppem (V, ¢y -
i=1 dm

Ce qui entraine que V - ¢,, = ppcm (V, ¢,,), donc pged (V, ¢,,) = 1. Par conséquent, on a
pour tout 1 < d < m tel que d ¥ m : pged (cq, ¢;) = 1; cela revient a dire que pour tous
n,m € N* tels que nf m et m{n, on a : pged (¢, ¢,) = 1. Ce qui montre (en vertu du

théoreme 3.4) que (ay),; est a forte divisibilité. Le théoreme est ainsi démontré. |

3.4 Identités concernant le ppcm de suites a forte di-
visibilité

Pour généraliser I'identité (3.2.1), nous allons d’abord définir les coefficients binomiaux

associés a une suite a forte divisibilité. Etant donné une telle suite a := (a,),~,, pour
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tout entier naturel n, on désigne par [n],! Uentier strictement positif défini par :
n]a! := aras - - - ay,

(en convenant que [0],! = 1). Pour n,k € N, avec n > k, on désigne par (Z)a le nombre

rationnel strictement positif défini par :

(n> o ApQp—1 " Qpn—k+1 _ [n]a!
a

k aas . ..ay [kla![n — kla!

Ces nombres sont appelés les coefficients a-binomiaux. Les coefficients binomiaux usuels
s’obtiennent en prenant simplement a, = n (Vn > 1). D’apreés la définition, on vérifie

facilement que les coefficients a-binomiaux vérifient les identités suivantes :

(Z)a: (nik)a (¥n,k €N,n 2 k) (3.4.1)

1
ak(nz ) :an+]_(ki1) (Vn,k e N1 <k<n+1) (3.4.2)

(0).(0),7().G2), cmmremrsren. o

En utilisant la représentation (3.3.1) pour le cas particulier a, = ¢" — 1 (o ¢ > 2 est
un nombre entier), Knuth et Wilf ont montré une formule importante pour les coefficients
binomiaux de Gauss (voir [34, Equation (10)]). En fait, cette formule peut étre facilement

généralisée pour toute suite a forte divisibilité, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.6 (Knuth [34]). Soient (uy),, une suite d’entiers strictement positifs et

(an),sy la suite de terme général :

an:Hud (Vn € N*).

dln

Alors, pour tous n,k € N tels quen >k, on a :

(1), =Tlw

ot le produit porte sur les entiers strictement positifs d < n tels que :
k n n—=k - Ln J
d d dl’
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En particulier, les coefficients a-binomiaux (Z)a (n,k € N, n>1) sont tous des entiers

strictement positifs.

Démonstration. Soient n, k € N tels que n > k. On a (en vertu de (3.3.1)) :

(n> L Hn—k<m§n am . ank<m§n Hd\m Uq
k) o ngmgk Gm H1gm§k Hd|m Ud

Comme on a :

I IHw=1I 1] w=1I udL%J*L"T*’“J:HudL%J*L"T*J

n—k<m<n d|m 1<d<n n—k<m<n 1<d<n a>1
m=0 (mod d)
et
k k
[T I1 1 we I1wld=Tuls
1<m<k d|m 1<d<k 1<m<k 1<d<k a>1
m=0 (mod d)

il s’ensuit que :

n n k n—k

— Hude_bJ_LLTJ.
k a
d>1

L’identité requise de la proposition découle du fait que :

EJ _ EJ _ {”;kJ € {0,1} (vd>1).

Ce qui complete cette démonstration. [

Notre résultat principal est le suivant :

Théoreme 3.7. Soit a = (a,),>, une suite a forte divisibilité. Alors, pour tout n € N,

ppem { (g) ’ (T) . (n) } _ ppcin (ala ag, ..., 0y, an—i—l) ) (344)
a a n/a Gn+1

Pour démontrer le théoreme 3.7, nous utiliserons le lemme de Guo [22] suivant :

on a :

Lemme 3.8 (Guo [22]). Soient n et d deuz entiers strictement positifs tels que n > d.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Il existe k € {0,1,...,n} tel que : ng + L”f;kj < L%J

2. Le nombre d ne divise pas (n+ 1).
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Démonstration. Supposons que la premiere propriété du lemme est vérifiée et désignons
respectivement par a et b les restes des divisions euclidiennes de k et (n — k) sur d. Notre

hypothese est alors équivalente a :

il |3 <[]

Ce qui entraine que : 1 < a,b<d—1letd<a+b<2d—2. Puisque n=a+b (mod d),

alorsn+1=a+b+1%#0 (mod d), comme il fallait le prouver.
Inversement, supposons que n + 1 = ¢ (mod d) pour un certain ¢ € {1,2,...,d—1}. 11

existe donc un ¢ € N* tel que n + 1 = ¢+ ¢d. On a par conséquent :

il [ [ s il o< L)

On conclut a la premiere propriété du lemme en prenant £ = c¢. Ce qui complete cette

démonstration. ]
Démonstration du théoréme 3.7. Pour n = 0, l'identité (3.4.4) du théoreme 3.7 est
triviale. Supposons pour la suite que n > 1 et désignons respectivement par A, et B, le
membre de gauche et le membre de droite de (3.4.4). Nous allons montrer que A, divise
B,, puis que B,, divise A,,, ce qui conclura que A, = B,,. Puisque la suite a est a forte

divisibilité, alors (d’apres le théoreme 3.5) on a pour tout entier m > 1 :
Ay, = H Uq,
dlm

olt (uq),~; est la suite d’entiers strictement positifs définie par :

ppcm (a17 s ,Cld)
ppcm (a'17 s 7ad—1)

Uy :=aq1 et ug =

(Vd > 2).
D’autre part, de la définition de (uq),, découle immédiatement que :

ppem (ay, .. am) = [Jua  (¥m>1).

Maintenant, pour tout k£ € {0,1,...,n}, le produit [[,us = (Z)a fourni par la proposition

3.6 porte sur les entiers d qui vérifient tous (d’apres le lemme 3.8) : 1 < d <netd{ (n+1).
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Cela implique que le produit :

I =

1<d<n+1 ppcin (a/17 <oy O, an—H)
H Ud = = = Bn
1<d<n Uqg On+1
df(n+1) d|(n+1)

est un multiple de chacun des nombres Z)a (0 <k <n). Dot B, est un multiple de :

el (9 ), ()}

Ce qui montre que A,, | B,,. Inversement, il est immédiat que :

( ) di n+1 n+1 n+1
cm (aq,as,...,a, 1vise ppcm ety Gy ,
pp 1,02, y An41 |YY 9 . +1 n+1 .

qui est égal (en vertu de (3.4.2)) a

e fo ()0, (), ). )

- an+1An.

D’ou I'on déduit que :

ppem (ay, ..., Gp, Gpit)

Ap41

= B,, divise A,,.

Ce qui complete cette démonstration. [ ]

Du théoreme 3.7, nous tirons les deux corollaires suivants :

Corollaire 3.9. Soit a = (a,),-, une suite a forte divisibilité. Alors, pour tout entier

strictement positif n, on a :

n n
ppcm(al,ag,...,an):ppcm{al( ) ,...,an< ) }
1 a n a

Démonstration. Pour tout entier strictement positif n, on a d’apres la formule (3.4.2) :

) o) -3 () 1)
{30

= ppem (ag, ..., a,)  (d’apres le théoreme 3.7),

comme il fallait le prouver. [
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3.4. Identités concernant le ppcm de suites a forte divisibilité

Corollaire 3.10. Soit a = (a,),~, une suilte a forte divisibilité. Alors, pour toul entier

strictement positif n, on a :

ppem (ay, ag, - - -, a,) = pged { (Z) ppem (ag, ..., ax); n/2 <k < n} :

Pour présenter une preuve plus propre de ce corollaire, nous faisons intervenir le lemme

élémentaire suivant :

Lemme 3.11. Soient n,m € N* et aq,...,a,, bi,...,b, des entiers strictement positifs.
Alors, la propriété affirmant que : a; divise b; pour tousi,j telsquel <t <netl<j<m

est équivalente a la propriété affirmant que ppem (aq, ..., a,) divise pged (by, ..., by,).

Démonstration du corollaire 3.10. Soit n € N* fixé. Pour k,¢ € N tels que n/2 <
k<netl</{<Ek, on a visiblement a, (Z)a divise ay, (?)G(Z:ﬁ)a, qui est égale (en vertu

de (3.4.3)) a ay (Z)a(k)a Mais ce dernier nombre divise clairement le nombre :

¢
(n) ppcm{az(lf) S 1,...,k},
k a v a

qui est égale (en vertu du corollaire 3.9) a (Z)  bpem (ag, ..., ax). Par conséquent, pour

tous k,l € N, telsquen/2 <k <netl1<{<k,ona:

ay <Z> divise (Z) ppem (ay, ..., ag) . (3.4.5)

Nous affirmons que (3.4.5) reste vraie pour n/2 < k <net k < <n. En effet, si k et ¢
sont des entiers tels que n/2 <k <netk </ <n,alorsonal <n—Vl+1<n—k<ket
Qg1 (n—2+1>a = ay (Tg)a L’application de (3.4.5) pour ¢ = n—/{+1, au lieu de ¢, confirme
donc notre affirmation. Ainsi, (3.4.5) est vraie pour tous k, ¢ € N tels que n/2 < k < n et
1 < ¢ < n. Par suite, en appliquant le lemme 3.11 pour toutes les relations de divisibilité

(34.5),oul <l <netn/2<k<n,on en déduit que :

ppcm{ag(z> = 1,...,n} divise pgcd{(Z) ppem (aq, ..., ax); n/2 < kgn};

ce qui est équivalent (en vertu du corollaire 3.9) a :

ppem (ag, as, . .., a,) divise pged { (Z) ppem (aq, ... a); n/2 <k < n} )
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

L’identité du corollaire 3.10 se déduit en observant que :

ppem (aq, ..., a,) = <n) ppem (aq, ..., a,) € {<n) ppem (aq, ..., ax); n/2 <k < n} .
n a k a
Ce qui complete la démonstration du corollaire 3.10. [

Remarque 3.12. En prenant dans le théoréme 3.7 a,, = n (¥Yn > 1), on obtient l’identité
de Farhi [18] (déja démontrée dans le théoréme 3.1). Par ailleurs, on démontre aisément
que le théoreme 3.7, le corollaire 3.9 et le corollaire 3.10 restent valables dans tout anneau
factoriel A, pris a la place de Z (nous renvoyons le lecteur a Uarticle de Bliss et al. [6]
pour la définition et les propriétés des suites a forte divisibilité dans un anneau factoriel).
Si l’on prend par evemple A = Z|q| et a = (a,),>, la suite polynomiale de Z|q] définie par

1

an = [n], == L=, on obtient Uidentité de Guo [22] selon laquelle on a pour tout n € N :
q q—1

e { (Z) (?) o (Z)} _ ppem ([1],, [2[12,.% i],q[an, [n+ 1)

ou [k], et (Z)q (0 < k < n) sont les notations standards du q-calcul ; c’est-a-dire [k|, =

k_1 n\ . [nlgln—1]g[n—k+1]
et (D), = e m,

3.5 Estimations du ppcm de suites de Lucas

Un important exemple de suites a forte divisibilité nous est fourni par une classe
spéciale de suites de Lucas. Plus précisément, en prenant P et () des entiers non nuls et
premiers entre eux et en désignant par U (P, Q) leur suite de Lucas associée, c’est-a-dire
la suite d’entiers définie récursivement par : Uy = 0, Uy = 1 et U, o = PU,+1 — QU,
(Vn € N), on montre que la suite |U (P,Q)| est a forte divisibilité (voir par exemple
[42, p. 9]). Particulierement, la suite de tous les entiers positifs (qu’on obtient en prenant
(P, Q) = (2,1)) et la suite de Fibonacci usuelle (qu’on obtient en prenant (P, Q) = (1,—1))
sont des suites a forte divisibilité. Par ailleurs, si P? —4@Q > 0, alors en désignant par « et
3 les deux racines (distinctes) de I’équation quadratique : X% — PX + @Q = 0, on montre
que pour tout entier strictement positif n, on a :
a —p["

U, = g

(3.5.1)
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

Pour en savoir plus sur le sujet des suites de Lucas, le lecteur est invité a consulter le
livre de Honsberger [29]. Dans cette section, nous appliquons les corollaires 3.9 et 3.10
pour établir des estimations effectives et non triviales du plus petit commun multiple des

termes consécutifs de certaines suites de Lucas. On a le théoréeme suivant :

Théoreme 3.13. Soient P et () deux entiers non nuls et premiers entre eux, tels que
A= P?—4Q > 0, et soit U (P,Q) la suite de Lucas qui leur est associée. Alors, pour

tout n € N*, on a :

2 7 -

n2 n n n
la| T 27 < ppem (Uy, Us, ..., Up) < |a| 31375 (3.5.2)

wloo

ot o est la racine la plus grande en valeur absolue de l’équation X? — PX + Q = 0.
Pour prouver le théoreme 3.13, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.14. Dans la situation du théoreme 3.13, on a pour tout entier strictement
positif n :

o™ < |UL| < Jal".

Démonstration. Désignons par 3 la seconde racine de ’équation X2 — PX +Q = 0;
donc |f] < |al. On a |a| —|8| € {a — 6,8 — a,a + B, —a — §}. Puisque a — 8 = £VA,
a+ = Pet|a —|p| >0, cela entraine que |a| — |f] € {|P| ,\/Z} Comme P € Z* et
A € Z7, on en déduit que :

la] — 18| > 1. (3.5.3)

En utilisant les formules (3.5.1) et (3.5.3), on obtient que pour tout n € N* :

n_ﬁn B n—1 a k
U] = |[=—2-| = |8 (—)
&} — B
n—1 a k
<IBMY =
2|3
o = [B]"
la| — 8]
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

D’autre part, on a pour tout entier n > 2 :

o= | =B e = e =18 _ Jel” ~ 18"
- | = 5] o = A o = 5|
_ (al=18D (" "2 - [B] + -+ o - [B" 2 + A"
| — 6]
S (ol = 18D (o™ + |o|" 2 - 18])
- o — B
=la+ 8] |a]"?

= |P|-Ja]" > |a]" 2

En remarquant que |U,| > |a|""% est aussi vraie pour n = 1 (puisque U; = 1 et |a] >

la] —|B| > 1), on en déduit que pour tout entier strictement positif n, on a :
"% < U] < o™,

comme il fallait le prouver. Le lemme est ainsi démontré. [
Démonstration du théoreme 3.13. Désignons par  la seconde racine de I’équation
X?—PX +Q =0;donc || < |a|. En appliquant P'estimation du lemme 3.14 pour n > 2

et en replacant U; par 1, nous en déduisons immédiatement que pour tous n, k € N* tels

n
|a|k(n—k—2)+1 S ‘( )
k U

Montrons d’abord I'inégalité de gauche de (3.5.2). Pour n = 1, cette inégalité est triviale.

quen > k,on a :

< |afinht2=L (3.5.4)

Ensuite, en utilisant successivement le corollaire 3.9, le lemme 3.14 puis (3.5.4), on obtient

pour tout entier n > 2 :

ppcm(Ul,Uz,...,Un)=ppcm{U1<7f) ,U2<Z) U(Z) }
U U U
n
> s {0 (7), |

> max |a|k(n—k:—1)—1
T 1<k<n

> |a|l2](n=[5]-1)-1
> |a|n2/4—n/2—1

Y
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

comme il fallait le prouver. L’inégalité de gauche de (3.5.2) est prouvée. Montrons mainte-
nant U'inégalité de droite de (3.5.2); c’est-a-dire que ppem (Uy, Uy, ..., U,) < |a\%2+%n%
(Vn > 1). Pour ce faire, on procede par récurrence sur n. Pour n = 1, cette inégalité est
triviale. Pour m > 1, supposons que l'inégalité précédente est vraie pour tout entier stric-
tement positif n < 2m et montrons qu’elle reste vraie pour n = 2m et pour n = 2m+1. En
utilisant successivement le corollaire 3.10, I'hypothese de récurrence et (3.5.4), on obtient :

().

ppem (Uy, Us, . .., Usy) < ppem (Uy, Us, ..., Up,) -

< |a|%2+%’"—% o remL

N
-
.

4m? | 18m 11
+ 3

(2m)? | 7(2m) _8
T3 tTs s,

< e

comme il fallait le prouver. De méme, on a :

2m +1
ppem (Uy, Us, . .., Uspgr) < ppem (Uy, Us, ..oy Upgr) - ’ ( )
U

m+1
2m + 1
= ppem (Uy, Us, ..., Upy1) - ( )
m U
< [o] A ot s
—_ |a’%+6m—l
< |oz\47:?2 +om _ |a|(27m3+1)2+77(2r§+1)—§

comme il fallait le prouver. Ce qui acheve cette récurrence et confirme que l'inégalité de

droite de (3.5.2) est vraie pour tout entier n > 1. La preuve du théoreme est compleéte. m

Remarques 3.15.

1. Dans le contexte du théoréme 3.13, si P et QQ sont de signes particuliers (par
exemple P > 0, Q < 0) alors Uestimation (3.5.2) peut étre légerement améliorée.
Par exemple, pour le cas de la suite de Fibonacci usuelle (F},), oy (définie récursi-
vement par : Fo =0, F1 =1 et F, 1o = F,, + F,,41, Yn € N), on montre que l'on a
pour tout entiern > 1 :

n? n?
3

(I)T*% Sppcm(FhFQ’”'an)S@‘ +%7 (355)
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

. La qualité de l'estimation (3.5.5) peut

ou ® désigne le nombre d’or (¢ := %g)

étre appréciée a partir du célébre résultat de Matiyasevich et Guy [36] qui énonce

que :
) logppem (Fy, Fy, ..., F) 3

lim = —.

n—s+o00 n?log ® w2

En effet, ce résultat implique que si A1, jt1, M1, Ao, fio, N2 € R vérifient :
QM < ppem (Fy, B, Fy) < @M (v > 1),

alors, on a nécessairement \; < % et Ay > % Puisque (3.5.5) correspond a
A = i =0,25 et \y = % =0,33... et que % = 0,303..., nous voyons bien que
notre estimation (3.5.5) est assez précise.

Plus généralement, [’estimation du théoréme 3.13 peut étre appréciée a partir du

résultat de Kiss et Matyas [35], généralisant celui de Matiyasevich et Guy [36].

. Notons aussi que la méthode suivie ici peut étre adaptée pour estimer le ppcm de

toute suite a forte divisibilité d’ordre connu, comme celles d’ordre exponentiel.
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CHAPITRE

4 Majorations non triviales
du ppcm d’une suite

arithmeétique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons des majorations non triviales du plus petit commun
multiple de termes consécutifs d'une progression arithmétique finie. Comme conséquence,

nous obtenons d’une part un encadrement effectif et un équivalent a l'infini de :

1 1
M(n) = — E - Vn € N¥),
( ) 90<n) 1<t<n g ( )
pged(4,n)=1

ol ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler; et d’autre part une majoration non triviale
de la fonction de Chebyshev 0 (z; k, £) sous certaines conditions sur z, k et £. Bien que des
majorations de 0 (z; k, () existent dans la littérature mathématique, il convient de noter
que celles-ci sont toutes obtenues de fagon non élémentaire (c’est-a-dire en utilisant de
I'analyse complexe). L’intérét ici est justement d’en donner des estimations par le biais
de 'analyse réelle.

Etant donné n € N*, on désigne par w(n) le nombre de facteurs premiers distincts de

n. Etant donnés n,a,b € N* on définit L,p,, := ppcm (a,a + b, ..., a + nb). Afin d’alléger
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4.2. Enoncés des résultats

certains énoncés, on pose : ¢y := 41,30142, ¢ := 12,30641, c3 := 1,25507, ¢4 := 3, 35609,
cs = 1,38402, cg := 1,57681 et c; := 2, 1284.

4.2 Enoncés des résultats

Théoréme 4.1. Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que b > 2 et pged(a, b) =

1. Alors, pour tout entiern >b+1, on a :
ppem (a,a+b,...,a+nb) < (¢ -blog b)nﬂ%J . (4.2.1)

Théoreme 4.2. Soient a un entier strictement positif et b un nombre premier tels que

a < b. Alors, pour tout entiern >b+1, On a :
b\ 7
ppem (a,a+b, ... a+ nb) < (cz-bﬁ> . (4.2.2)
Corollaire 4.3. Pour tout entier r > 2, on a :
log(r +1) <rM(r) <logr +loglogr + logc;. (4.2.3)
Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.4. On a :

logr
M(r) ~i0o p— (4.2.4)

Corollaire 4.5. Soient k un nombre premier et { < k un entier strictement positif. Alors,

pour tout nombre réel x > k(k+ 1), on a :

O(x;k,0) < x <@+ logk>'

4.2.
ko k-1 (425)

4.3 Préparation

Les preuves de nos résultats nécessitent les résultats intermédiaires suivants :
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4.3. Préparation

4.3.1 Résultats connus antérieurement

Théoréme 4.6 (Rosser et al. [44]).

1. Pour tout entiern > 2, on a : Zpgn b S

2. Pour tout entier n > 6, on a : p, < n(logn+ loglogn).

log p
p(p—1)

3. La série Zp converge vers le nombre 0, 7553666111 - - - < log c7.

Théoréme 4.7 (Robin [43]). Pour tout entier n >3, on a :

logn
< cg—m.
w(n) < s loglogn

Pour mettre a laise le lecteur, nous lui rappelons aussi le théoreme de Hanson [23]

suivant qui est déja vu au §1.4.

Théoréeme 4.8 (Hanson [23]). Pour tout réel x > 1, on a :

m(x) <c3 gz’

4.3.2 Lemmes préparatifs

Lemme 4.9. Soient a et b deux entiers strictement positifs et premiers entre eux tels que
a < b. Alors, pour tout entiern >b+1, on a :
HpﬁP(La,b,n) S C2n

(@ + b0

p<n

Démonstration. Soit n > b+ 1 un entier. On constate que pour tout nombre premier
p divisant b, on a ¥, (Lap,) = 0. En effet, p { b entraine p { a (puisque pged(a,b) = 1),
ce qui entraine que p ne divise aucun terme de la suite arithmétique (a + kb)gen; d’ont
p 1 Lapn. D’autre part, pour tout nombre premier p, le nombre pﬂP(L“””") est la plus
grande puissance de p qui divise 'un au moins des nombres a,a + b,...,a + nb; ce qui

entraine que pﬁ”(L“’b’") < a+ nb. On a par conséquent :

Hpﬁp(La,b,n> — Hpﬁp<La,b,n) S H(a _'_ nb) — (a + nb)ﬂ'(n)fw(b).

p<n p<n p<n

pfb pfb
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4.3. Préparation

Comme par ailleurs, on a : a +nb < n? (car n > b+ 1 > a), il s’ensuit que :

HpﬁP(La,b,n) < n?r _ e2m(n)logn |
p<n = (a+ nb)*® — (a+ nb)~®
L’estimation requise en découle via le théoreme 4.8. ]

Lemme 4.10. Soient a et b deux entiers strictement positifs et premiers entre eux. Alors,
pour tout entier naturel n, on a :

a(a+b):(a+nb) Il p™™
plb

H por (Lavn)  divise

p>n

T (4.3.1)
b

Démonstration. La relation (4.3.1) est triviale pour n € {0, 1}. Supposons pour la suite
que n > 2 et désignons respectivement par A, et B, les membres de gauche et de droite
de (4.3.1). Nous allons monter que 9, (A4,) <9, (B,,) pour tout nombre premier ¢, ce qui
conclura que A,, divise B,,. Soit ¢ un nombre premier arbitraire. Dans le cas ou ¢ divise b,
on a ¢t a (puisque pged(a,b) = 1) et donc ¢ ne divise aucun terme de la suite arithmétique

(a + kb),cn 5 ce qui entraine que ¢ ne divise pas L,y et on a par conséquent :
Ib
0q (Bn) = Uy | ———— | =0y (n!) =94 (n!) =0=10,(4,).

Il nous reste donc a montrer I'inégalité 9, (A,) < 9, (B,) dans le cas ou ¢ ne divise pas b.
Supposons pour toute la suite que ¢ 1 b et définissons Sqp, = {a,a+0,...,a+nb}. On
distingue les deux cas suivants :

e 1° cas : (si ¢ < n). Dans ce cas, on a visiblement ¥, (4,,) = 0. On doit donc montrer
que Y, (B,,) > 0. Pour tout entier strictement positif ¢, désignons par x, 'unique solution
de la congruence a + bx = 0 (mod ¢‘) dans I'ensemble {0,1,...,q° — 1}. Le nombre

d’éléments de I'ensemble S, 4, qui sont multiples de ¢° est alors égale au nombre d’entiers

ztels que 0 < x <netz=mx (mod ¢’); ce qui est clairement égale a V;ZWJ +1.On a

) -2 (=)

par conséquent :
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4.3. Préparation

Dou:4,(B,) =V,(a(a+b) - (a+nb)) —J,((n+1)!) >0, comme il fallait le prouver.
e 27 cas : (si ¢ > n). Dans ce cas, comme la congruence a + bz = 0 (mod ¢) possede
une et une unique solution dans I'ensemble {0,1,...,¢ — 1} (car pged(b,q) = 1) alors
elle posseéde au plus une solution dans I'ensemble {0,1,...,n}. Autrement dit, ¢ divise
au plus un élément de 'ensemble S,p,,. On a par conséquent : 9, (A4,) = Yy (Lapn) =
Yy(a(a+0b)---(a+nb)) = V,(B,). Ce qui confirme le résultat requis pour ce cas et

complete cette démonstration. [ ]
Lemme 4.11. Pour tout entier b > 3, on a : Hp‘bpl/p < cglogb.

Démonstration. Si w(b) = 1 alors il existe un nombre premier ¢; et un entier strictement
positif m tels que b = ¢;". On a par conséquent : Hp|bp1/p =/ <33 < ¢glog3 <

1/n

¢ log b (car la fonction n — n'/™ atteint son maximum sur N* en n = 3). Supposons pour

la suite que w(b) > 2 et montrons préalablement que l'on a :

yoler oy 105?. (43.2)

plb p P<Pu(b)

Dans le cas ou b est pair, I'inégalité (4.3.2) découle directement de la décroissance de la

log T

fonction z — sur l'intervalle [3, +o00[. Si maintenant b est impair alors en désignant

par ¢ le plus grand facteur premier de b, on a (puisque w(b) > 2 par hypothese) : ¢ > 5.

log T

Il s’ensuit alors de la décroissance de la fonction z +— sur l'intervalle [3, 00| que :

Zlogpzzlogp logq< Z logp+lo§5_ Z loip;

plb p I;Lb p 4 3<p<Pu(b) PP, (b)
P#q

confirmant ainsi (4.3.2) également dans le cas ou b est impair.

En prenant maintenant les exponentielles des deux membres de (4.3.2), on a :
Hp% < H pr. (4.3.3)
plb P<Pu(b)

Pour w(b) € {2,3,4,5}, on vérifie a la main que [, o P PP < cglog (Hpépw(b) p) <
cglogh, ce qui conclut (via (4.3.3)) a lestimation requise par le lemme. Si par contre

w(b) > 6, on a (d’apres le théoreme 4.6) :

[T 27 < pue) < wlb) (loguw(b) + loglogw(b)) .

P<Pu(b)
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4.3. Préparation

En combinant ceci avec le théoreme 4.7 et I'inégalité w(b) < logb (qui elle-méme découle
du théoreme 4.7 et du fait que loglogh > ¢5, vu que b > 2-3-5-7-11-13 > ¢“?), on

aboutit & :

gb
H p < 510g1 2 (log c5 + loglog b — log log log b + log log log b)

P<Pu(b)
1
=|c5+ € 08 G log b
log log b

< (e a C5IOgC5
=\ " loglog(2-3-5-7-11-13)

) logb < cglogb.

Ce qui conclut encore (via (4.3.3)) a I’estimation requise par le lemme. Notre démonstration

est complete. [

Lemme 4.12. Soient b et n deux entiers > 2. Alors, on a : Hp|bp ) < (cqlogh)".

Démonstration. Pour b = 2, 'estimation du lemme découle immédiatement de la for-

mule de Legendre. En effet, on a :

H Dp(nl) _ 2192 (nh) _2L I+ 1+l 1+ <22+ Tyt =2 < (6410g2)n.

p[2
Supposons maintenant que b > 3. En utilisant successivement la formule de Legendre, le

lemme 4.11 et le point 3 du théoreme 4.6, on obtient que :

[T = [Ipb b <ot = [ []pr | (TTpe
plb plb plb plb p|b
< (cgerlogb)™ < (cqlogb)™,
comme il fallait le prouver. Ce qui complete notre démonstration. [
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4.4. Preuves de nos résultats principaux

4.4 Preuves de nos résultats principaux

Démonstration du théoréme 4.1. Soit n > b+ 1 un entier. Supposons d’abord que

a < b. En utilisant successivement les lemmes 4.9, 4.10 et 4.12, on obtient que :

Lopn = (H p§p<La,b,n)> (H pﬁp(Lmb’n))

p<n p>n

c" _a(a+b)~~(a+nb)‘l—[ 9, ()
= (a+ bn)~® n! p<np
plb

. (a+mnb)  b(2b)(3b)---(nb) (!
=@ (a + nb)~® n! 'Hpﬂ "

plb

< """ (cylogh)™ < (¢ - blogh)”,

comme il fallait le prouver. Si maintenant on a au contraire a > b, alors en posant
q:=la/bl et ' :=a—qb < b, on a visiblement : Ly, divise Ly p44n; ce qui permet de
conclure au résultat requis en appliquant le premier cas au triplet (a’,b, ¢+ n) au lieu de
(a,b,n). Notre démonstration est compléte. [ |
Démonstration du théoreme 4.2. Il suffit de reprendre la preuve précédente du

théoreme 4.1 (le premier cas précisément) et d’utiliser la majoration :

Hpﬁp(n!) — o) — pl )] < bo-t

p<n
plb

au lieu de celle du lemme 4.12. [ |
Démonstration du corollaire 4.3. Etant donné r un entier > 2 et n un entier > r+1,

on a en utilisant 'inégalité (1.6.1) puis le théoreme 4.1 :

—1 log Ly ,p

<logr + loglogr + logc;.

Le résultat requis en découle par passage a la limite lorsque n tend vers 'infini, tout en
se servant de l'estimation (1.9.1). u

Preuve du corollaire 4.5. Soient > k(k +1) et m := [%]. On a clairement :

O(z; k,0) <logppem ({0 + k, ..., 0 +mk) =log Ly j m.
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4.4. Preuves de nos résultats principaux

Par ailleurs, puisque m >k + 1 (car > k(k + 1)), on a en vertu du théoréme 4.2 :

klogk 2 log k
long7k7m§m(logCQ+ o8 >Sx<ﬁ+ 08 )

kE—1 k k—1

Ce qui conclut au résultat requis. [
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CHAPITRE

5 Un encadrement effectif

du ppcm de la suite

(n2 + 1),

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, il est question d’estimer les nombres entiers :
L,:=ppem (1’+1,2°+1,....,n° +1) (neN").

On se propose d’'une part d’améliorer la minoration de Oon [41] (pour le cas ¢ = 1), qui
énonce que L, > 2" (VYn € N*) et d’autre part d’établir une premiére majoration effective
et non triviale de L,,. Pour ce faire, nous adaptons la méthode du chapitre 4 pour la suite
(n* + 1), ala place des suites arithmétiques. Etant donné un entier strictement positif n,

on désigne par @), l'entier strictement positif défini par :
Qn:=("+1)(2°+1)---(n®+1).
Pour i € {1, 3}, on définit :
Pyi = {p premier; p=1i (mod4)}.

Afin d’alléger certains énoncés, nous posons : «aq := 0,7993, ay := 10,3624, as := 3,9497,

By 1= 0,6722, Bo := 0,5981, B3 := 0, 281,
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5.2. Préparation

3~ sem [0 L3 4 310510 + 0, 41oglog(10%) = 0, 1608548666 . .., ¢y =
(1+ o ) = 0, 5579-.., ey = 2,1284, ¢4 = <1+610g10) = 1,3619... et 5 =

3log 10

c1 =

T g T0 = = 1,0001.... Le théoreme principal de ce chapitre est le suivant :

Théoreme 5.1. Pour tout entier n > 2, on a :

(c1v/n (log n)_0’4)n <ppem (141,22 +1,...,n° +1) < az (asn (logn)o’s)n . (5.1.1)

5.2 Préparation

La preuve du théoreme 5.1 nécessite les résultats intermédiaires suivants :

5.2.1 Résultats antérieurs

Théoréme 5.2 (Bennett et al. [3]). Pour tout nombre réel x > 103, on a :

X
—-1<0.,4
2_7

x 5
t 4,1 1 .
log z et (@ )_210g;1:( +210gac)

Théoreme 5.3 (classique). Soient ¢ € N*, n € Z et p un nombre premier impair ne divi-

]9 (2:4,3) —

sant pas n. Alors, la congruence x> =n (mod p*) posséde exactement 1 + <%> solutions,

ot (-) représente le symbole de Legendre.

La preuve du théoréme 5.3 peut étre trouvée dans le livre de Hua [30, Theorem 5.1].

5.2.2 Lemmes préparatifs

Lemme 5.4. Soit n un entier strictement positif. Alors, le nombre entier L,* est multiple

du nombre rationnel

2|_n/2j+1Q -

— n | | (n!)

e n!? P
p€P473ﬁ[1,n]

Démonstration. Nous allons montrer que 9, (D,,) <9, (L2) pour tout nombre premier
p, ce qui conclura au résultat requis. Pour p = 2, on constate que 1’on a pour tout entier
naturel & :
1 sik est impair
U9 (k‘2 + 1) = :

0 sinon
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5.2. Préparation

ce qui entraine que :

U9 (Qn) = #{i € N*; i <n, ¢ impair} = {n;lJ + 1.

On a par conséquent :

9 (Dy) = gJ 1405 (Qn) — 20(n)

— n;IJ + {gJ +2 — 295 (n!)

IN

2 2

n—lJ_LﬁJJngZ:ﬁz(Li)’

comme il fallait le prouver. Prenons pour la suite p un nombre premier > 2 et montrons
que 'on a 9, (D,) < 9, (L2). Si p € P,3 alors, d’apres le théoreme 5.3, Péquation 2% =
—1 (mod p) n’a pas de solution (car : (%) = (=1)"= = —1). Ce qui entraine que
9, (D) = 20, (nl) — 9, (n1*) = 0 =9, (L,) = 9, (L2) et confirme I'inégalité requise. Si
au contraire p € Py, on conclura par distinction de cas. Posons préalablement S, :=
{12+1,22+1,...,n* + 1}.

e 1°* cas : (sip > 2n).

Nous affirmons d’abord que p divise au plus un seul élément de I’ensemble S,,. Procédons
par absurde en supposant que p divise & la fois (2 + 1) et (52 + 1) pour certains i, j € N*,
tels que ¢ < j < m. Cela entraine que p divise (j2+ 1) — (i* + 1) = (j —i)(j + 1), donc
p divise 'un des nombres (j — i) ou (j + ), d'ou p < (i + j) < 2n. Ce qui contredit le
fait que p > 2n et confirme notre affirmation. D’apres cette affirmation, on a : 9, (D,,) =
9, (Qn) =V, (Ly) <9, (L?), comme il fallait le prouver.

e 2°™M€ cas : (sin < p < 2n).

Dans ce cas, on a clairement p? > n? + 1, donc p? ne divise aucun élément de 1’ensemble
S,. Puisque le nombre de solutions de 1’équation 22 = —1 (mod p) est égal a 2 (en
vertu du théoreme 5.3), alors p divise au plus deux éléments de 1’ensemble S,. D’o,
9y (D) =9, (Q) <29, (L,) =9, (L2), comme il fallait le prouver.

e 3°™° cas : (sip < n).

En posant v, := L%J (Vk € N*), il s’ensuit (en vertu du théoreme 5.3) que :
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5.2. Préparation

Up(Ln)
0p(Qn) = > #{ieNyi<n, p|i?+1}
k=1
ﬁP(Ln) vp—1
< Z [(Z#{iEN*; IpF +1<i < (04 1)pF pk]iz—i—l}) +2
k= =0

<2 (L%J +1) <29, (nl) + 29, (Ly,).

Dou l'on a : ¥, (D) = 9, (Qn) — 29, (n!) < 20,(L,) = 9,(L%), comme il fallait le

prouver. Ce qui complete cette démonstration. [ ]

Lemme 5.5. Pour tout entier n > 2, on a :

9202(n!)=(n-1)/2)-10)

5 H p219p (n!) )
!

G, = Hpﬂp(L") divise M,, := "

p>n pEP4,3N[1,n]

Démonstration. Soit p un nombre premier. On vérifie facilement que : ¥, (G,) =
V, (M,) = 0 pour p € Py3U{2}. Supposons maintenant que p € Py N [1,n] et posons
Uy = L%J (Vk € N*). D’apres le théoréme 5.3, on a :

Oy (Qn) = Y #{i €N i <netph|i®+1}

k>1
ﬁp(Ln) vp—1
> > ) #{ieN; pF1<i < (1), pf P+ 1}
k=1 (=0
=2 HCJ =29, (nl).
E>1 p

Ce qui montre que v, (M,) = U, (Q,) — 20, (n!) > 9, (G,) = 0. Supposons enfin que
p > n. En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5.4 (en distinguant les
cas n < p < 2n et p > 2n), on montre que U, (G,) = U, (L,) < 9V,(M,). Dans tous
les cas, on a bien ¥, (G,) < ¥, (M,); ce qui conclut au résultat requis et complete cette

démonstration. m

Lemme 5.6. Pour tout entier n > 103, on a :

(Bivn(logn) )" < T  »7™ < (Bav/n(logn)™)". (5.2.1)

pE’P&gﬂ[l,n]
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5.2. Préparation

Démonstration. Montrons d’abord 'inégalité de gauche de (5.2.1). En vertu de la for-

mule sommatoire d’Abel et du théoreme 5.2, on a :

Z logpze(n;4,3)+/ 9(t;4,3)dt
1

2
pEP4,3N[1,n] p n t
1 0,4 10° 9 (¢:4,3 1 ("1 o
> - — +/ de—/ —dt—0,4/ dt
2 310g ]_0 1 t2 2 103 t 103 tlogt
1
> —logn —0,4loglogn + ¢;.

N |

D’autre part, d’apres le lemme 5.2, on a pour tout entier n > 10% :
Z logp=0(n;4,3) < g+0,4li < ¢on.
0

n
pG'P4,3r1[l,n] g

Nous déduisons alors de ce qui précede que :
n (c1—e2) " "
H pﬁp(n!) > H p;*1 > J > M
(lo n)0’4 (lo n)*t)
pEPs 5N[1,] pEP 3N[1,1] 8 &

comme il fallait le prouver. Pour 'inégalité de droite de (5.2.1), on montre de la méme

facon que pour tout entier n > 103, on a :
1 0,4
H pr < Bzv/n (logn)™".
pEP4,3N[1,n]

Par suite, en utilisant 1’estimation Hp pt/PP=1) < ¢ (qui découle du troisieme point du

théoreme 4.6), on obtient :

H pﬁp(n!) < H p%-i-ﬁ

pE’P473ﬂ[1,TL] pE'P4,3ﬂ[1,n]

1 » (Hp)

pEP4,3ﬂ[1,n] P
S (Cgﬁg\/ﬁ (log TL)OA)TL
< (B2v/n (logn)™)",

comme il fallait le prouver. Notre démonstration est complete. [ ]
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5.3. Preuve de notre résultat principal

5.3 Preuve de notre résultat principal

Démonstration du théoréme 5.1. En se servant d’un logiciel de calcul (Maple ou
Mathematica par exemple), on vérifie que (5.1.1) est valable pour tout entier 2 < n < 103.
Supposons pour la suite que n > 10%. En utilisant successivement le lemme 5.4 et le lemme

5.6, on obtient :

Ce qui conclut a la minoration de (5.1.1). Pour montrer la majoration de (5.1.1), nous

écrivons d’abord :

Ly =[] = (Hpﬂp(L”)> (Hpﬂ‘“(L'L)) - (53.1)
p p<n p>n
D’une part, on a (en vertu du théoréme 5.2) :
[Tet =2 [ s <2(m?+ 1) <2 (02 4 1) (Famim) < gceem
p<n pEP4,3N[1,n]
D’autre part, d’apres les lemmes 5.5 et 5.6, on a :
Hpﬂp(L") <M, <"/ (52223/% (log n)o’s)n.
p>n

En reportant ces estimations dans (5.3.1), on aboutit a :
L, < 2056“2/6 (ﬁ2223/2604n (log n)o,s)n < qy (agn (log n)o’g)n,

comme il fallait le prouver. Le théoreme est ainsi démontré. [
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Conclusion générale

Le sujet initialement fixé de cette these consistait a établir des encadrements effectifs
du plus petit commun multiple de termes consécutifs de certaines suites d’entiers.
En utilisant des arguments d’algebre commutative et d’analyse complexe, nous avons

obtenu un diviseur rationnel non trivial du nombre entier :
Lemn i=ppem (m? + ¢, (m+1)° +c,...,n° +¢),

avec n,m,c € N* et m < n. Comme corollaire, nous en avons déduit des minorations
effectives et non triviales pour L, ,, et cela sans la contrainte “1 < m < (%1” (qui figure
dans le résultat de Oon [41]). Dans une autre direction, nous avons généralisé quelques
identités dues a Farhi [17], Nair [39] et Guo [22] aux suites a forte divisibilité. Nous
avons appliqué ces identités ensuite pour estimer le ppcm de certaines suites de Lucas.
En fait, la méthode utilisée est méme applicable pour estimer le ppcm de toute suite a
forte divisibilité d’ordre connu, comme celles d’ordre exponentiel. Par ailleurs, nous avons
développé une toute premiere méthode permettant d’obtenir une majoration effective du
ppcm d’une progression arithmétique finie. Comme conséquence, nous en avons déduit une
estimation d'une certaine moyenne harmonique forte intéressante ainsi qu'une estimation
de lexpression 0(x; k, ¢) de Chebyshev. Enfin, nous avons réussi & adapter notre méthode
pour la suite quadratique particuliere (n® 4+ 1), et obtenir ainsi un encadrement pour son
ppcm, qui est presque optimal. En particulier, les minorations antérieures de Farhi [17]

et de Oon [41] pour le ppem de la méme suite sont de beaucoup améliorées.
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Perspectives

Bien évidemment, il reste plusieurs problemes que nous n’avons pas traités dans cette

these, mais qui font partie (plus au moins) de sa thématique. En voici quelques-uns qui

pourront faire ’objet de nos recherches postérieures :

1.

Prouver la conjecture de Cilleruelo (voir la conjecture 1) qui énonce que pour
tout polynome irréductible f € Z[X], de degré > 3, le logarithme du plus petit
commun multiple des termes consécutifs de la suite (f(n)),, est de méme ordre que

le logarithme du produit de ces termes (lorsque n voisine l'infini).

. Améliorer notre majoration du ppcm d’une suite arithmétique et étendre notre

méthode & d’autres suites.

. Améliorer la minoration “uniforme” de Hong et al. [27] du ppcm de certaines suites

polynomiales (ce qui semble réalisable par des techniques d’algebre polynomiale).

. Etablir des majorations non triviales du ppecm d’une suite polynomiale.

. Difficile! Tenter d’établir un analogue du théoréme des nombres premiers (sous

sa version logppem(1,2,...,n) ~, n) pour d’autres suites d’entiers strictement

positifs.

94



[1]
2]

[3]

[9]

Bibliographie

E. ARTIN, The Gamma Function, Holt, Rinehart and Winston, New York, 1964.

P. BATEMAN, J. KALB & A. STENGER, A limit involving least common multiples :

10797, Amer. Math. Monthly 109 (2002), p. 393-394.

M.A. BENNETT, G. MARTIN, K. O’BRYANT & A. RECHNITZER, Explicit bounds

for primes in arithmetic progressions, lllinois J. Math. 62 (2018), p. 427-532.

J.-P. BEzIVIN, A. PETHO & A. VAN DER PORTEN, A full characterisation of divi-

sibility sequences, Amer. J. Math. 112 (1990), 985-1001.

A. BLANCHARD, Initiation a la Théorie Analytique des Nombres Premiers, Dunod,
Paris, 1969.

N. Briss, B. FuLAN, S. LOVETT & J. SOMMARS, Strong divisibility, cyclotomic

polynomials, and iterated polynomials, Amer. Math. Monthly 120 (2013), p. 519-536.

S.A. Bousra & B. FaARHI, Identities and estimations involving the least common

multiple of strong divisibility sequences, arXiv :1907.06700v2 [math.NT], 10 Apr 2020.

S.A. BousrLA & B. FARHI, Identités et estimations concernant le plus petit commun
multiple de suites a forte divisibilité, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 358 (2020), p.
481-487.

S.A. BousLA & B. FARHI, Nontrivial effective lower bounds for the least common

multiple of some quadratic sequences, J. Integer Seq. 23 (2020), Article 20.6.6.

[10] S.A. BousrA, Nontrivial upper bounds for the least common multiple of an

arithmetic progression, Asian-Fur. J. Math. (2020), https://doi.org/10.1142/
S1793557121501382. (a paraitre)

95


https://doi.org/10.1142/S1793557121501382
https://doi.org/10.1142/S1793557121501382

BIBLIOGRAPHIE

[11] S.A. BousLA, On the least common multiple of binary linear recurrence sequences,

arXiv :2011.03858v1 [math.NT], 7 Nov 2020. (soumis)

[12] P.L. CHEBYSHEV, Mémoire sur les nombres premiers, J. Math. Pures Appl. 17

(1852), p. 366-390.

[13] J. CILLERUELO, The least common multiple of a quadratic sequence, Compos. Math.
147 (2011), p. 1129-1150.

[14] H. DAVENPORT, Multiplicative Number Theory, Springer-Verlag, New York, 1980.
[15] D. DUVERNEY, Théorie des Nombres, Dunod, Paris, 1998.

[16] B. FARHI, Minorations non triviales du plus petit commun multiple de certaines

suites finies d’entiers, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 341 (2005), p. 469-474.

[17] B. FarHI, Nontrivial lower bounds for the least common multiple of some fnite

sequences of integers, J. Number Theory 125 (2007), p. 393-411.

[18] B. FARHI, An identity involving the least common multiple of binomial coefficients

and its application, Amer. Math. Monthly 116 (2009), p. 836-839.

[19] B. FARHI, An analog of the arithmetic triangle obtained by replacing the products
by the least common multiples, arXiv :1002.1383v2 [math.NT], 9 Feb 2010.

[20] B. FARHI, On the derivatives of the integer-valued polynomials, Funct. Approz. Com-
ment. Math. 61 (2019), p. 227-241.

[21] B. FarHl & D. KANE, New results on the least common multiple of consecutive

integers, Proc. Amer. Math. Soc. 137 (2009), p. 1933-1939.

[22] VicTOR J.W. GUO, On the least common multiple of g-binomial coefficients, Inte-

gers 10 (2010), p. 351-356.
[23] D. HANSON, On the product of the primes, Canad. Math. Bull. 15 (1972), p. 33-37.

[24] G.H. HARDY & E.M. WRIGHT, The Theory of Numbers, Ozford university press,
London, 5% ed, 1979.

[25] S. HONG & W. FENG, Lower bounds for the least common multiple of finite arith-

metic progressions, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 343 (2006), p. 695-698.

96



BIBLIOGRAPHIE

[26] S. HONG & S. D. KOMINERS, Further improvements of lower bounds for the least
common multiples of arithmetic progressions, Proc. Amer. Math. Soc. 138 (2010),
809-813.

[27] S. HoNg, Y. Luo, G. QIaAN & C. WANG, Uniform lower bound for the least
common multiple of a polynomial sequence, C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. I, 351 (2013),
p. 781-785.

[28] S. HoNG & G. QIAN, New lower bounds for the least common multiple of polynomial

sequences, J. Number Theory 175 (2017), p. 191-199.

[29] R. HONSBERGER, Mathematical Gems III, The Mathematical Association of Ame-

rica, Washington, DC, 1985.
[30] L.K. Hua, Introduction to Number Theory, Springer-Verlag, Berlin, 1982.

[31] D.M. KANE & S.D. KOMINERS, Asymptotic improvements of lower bounds for
the least common multiples of arithmetic progressions, Canad. Math. Bull. 57 (2014),
551-561.

[32] C. KIMBERLING, Strong divisibility sequences and some conjectures, Fibonacci

Quart. 17 (1979), p. 13-17.

[33] P. Kiss & F. MATYAS, An asymptotic formula for m, J. Number Theory 31 (1989)
255-259.

[34] D.E. KNUTH & H. WILF, The power of a prime that devides a generalized binomial
coefficient, J. Reine Angew. Math. 396 (1989), p. 212-219.

[35] J.-M. DE KonINcK & F. Luca, Analytic Number Theory Exploring the Ana-
tomy of Integers, Graduate Studies in Mathematics, Vol. 134, American Mathematical
Society, 2012.

[36] Y.V. MaTivasevicH & R. K. Guy, A new formula for =, Amer. Math. Monthly
93 (1986), p. 631 635.

[37] L. MOSER, On the product of the primes not exceeding n, Canad. Math. Bull. 2
(1959), p. 119-121.

97



BIBLIOGRAPHIE

[38] G. MYERSON, What the least common multiple divides, J. Number Theory 48
(1994), p. 80-87.

[39] M. NAIR, On Chebyshev-type inequalities for primes, Amer. Math. Monthly 89
(1982), p. 126-129.

[40] A. NowIckl, Strong divisibility and lem-sequences, Amer. Math. Monthly 122
(2015), p. 958-966.

[41] S.-M. OoN, Note on the lower bound of least common multiple, Abstr. Appl. Anal.
(2013), Article ID 218125.

[42] P. RiBENBOIM, My Numbers, My Friends : Popular Lectures on Number Theory,

Springer-Verlag, 2000.

[43] G. ROBIN, Estimation de la fonction de Tchebychef 6 sur le k-ieme nombre premier
et grandes valeurs de la fonction w(n) nombre de diviseurs premiers de n, Acta Arith.

42 (1983), p. 367-389.

[44] J.B. ROSSER & L. SCHOENFELD, Approximate formulas for some functions of prime

numbers, [llinois J. Math. 6 (1962), p. 64-94.

[45] J. RUE, P. SARKA & A. ZUMALACARREGUI, On the error term of the logarithm of

the lem of a quadratic sequence, J. Théor. Nombres Bordeauzr 25 (2013), p. 457-470.
[46] W. RUDIN, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, Inc, 3" ed, 1987.
[47] J.J. SYLVESTER, On arithmetical series, Messenger Math. 21 (1892) 1-19, 87-120.

[48] G. TENENBAUM, Introduction to Analytic and Probabilistic Number Theory, Amer.

Math. Society, 3'¢ ed, 2010.

[49] G. TENENBAUM & M. MENDES FRANCE, Les Nombres Premiers, Presses Univer-

sitaires de France, 1*¢ édition, 1997.
[50] N.N. VOrOB’EV, Fibonacci Numbers, Pergamon Press, Ltd, 1961.

[51] M. WARD, Note on the divisibility sequences, Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936), p.
843-845.

98



Résumé

Cette these consiste a étudier des estimations effectives du plus petit commun multiple de certaines suites d’entiers. Nous nous
focalisons notamment sur une certaine classe de suites quadratiques, ainsi que les progressions arithmétiques et les suites a forte
divisibilité. Premierement, nous avons utilisé des méthodes d’algebre commutative et d’analyse complexe pour établir de nouvelles
minorations non triviales du ppcm de certaines suites quadratiques. Ensuite, une étude plus profonde des propriétés arithmétiques de
suites a forte divisibilité nous a permis d’obtenir trois identités intéressantes concernant le ppcm de ces suites, ce qui généralise certaines
identités antérieures de B. Farhi (2009) et M. Nair (1982). Nous en avons déduit par suite des estimations assez précises du ppcm
d’une suite de Fibonacci généralisée (ce que on appelle les suites de Lucas). Nous avons également développé une premiere méthode
permettant d’effectiviser un résultat asymptotique de P. Bateman (2002) sur le ppcm d’une progression arithmétique. Vers la fin, nous
avons constaté que cette derniére méthode peut étre adaptée pour encadrer le ppcm de la suite (n2 + 1)n, ce qui nous a permis en
particulier d’améliorer les minorations de B. Farhi (2005) et S. M. Oon (2013). La thése comprend aussi une présentation générale de
quelques résultats de littérature.

Mots clés : Plus petit commun multiple, plus grand diviseur commun, suite & divisibilité, suite a forte divisibilité, suite de Lucas, suite
de Fibonacci, progression arithmétique, suite quadratique, suite polynomiale, théorémes de Chebychev, théoréme des nombres premiers,
répartition des nombres premiers.

Abstract

This thesis is devoted to studying estimates of the least common multiple of some integer sequences. Our study focuses on effective
bounding of the lem of some class of quadratic sequences, as well as arithmetic progressions and strong divisibility sequences. First, we
have used methods of commutative algebra and complex analysis to establish new nontrivial lower bounds for the lcm of some quadratic
sequences. Next, a more profound study of the arithmetic properties of strong divisibility sequences allowed us to obtain three interesting
identities involving the lcm of these sequences, which generalizes some previous identities of B. Farhi (2009) and M. Nair (1982); as
consequences, we have deduced a precise estimates for the lcm of generalized Fibonacci sequence (the so-called Lucas sequences). We
have also developed a method that provides an effective version to the asymptotic result of P. Bateman (2002) concerning the lecm of
an arithmetic progression. Finally, we found that the latter method can be adapted to estimate the lem of the sequence (n2? 4 1)y,
which allowed us in particular to improve the lower bounds of B. Farhi (2005) and S. M. Oon (2013). The thesis also includes a general
presentation of some literature results.

Key words : Least common multiple, greatest common divisor, divisibility sequences, strong divisibility sequences, Lucas sequences,
Fibonacci sequence, arithmetic progressions, quadratic sequences, polynomial sequences, Chebychev theorems, prime number theorem,
distribution of prime numbers.
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