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Monsieur DAHMANI Abdelnasser pour l’honneur qu’il m’a fait par sa présence

dans mon jury de soutenance en qualité d’examinateur de mon travail.
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1 Généralités sur les estimations du ppcm de suites d’entiers 7

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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3.5 Estimations du ppcm de suites de Lucas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4 Majorations non triviales du ppcm d’une suite arithmétique 79

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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4.3.2 Lemmes préparatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.4 Preuves de nos résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

5 Un encadrement effectif du ppcm de la suite (n2 + 1)n 87

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Principales notations

et conventions

On écrit f = O(g) ou d’une façon équivalente f � g, s’il existe une constante

C > 0 telle que |f(x)| ≤ Cg(x), pour tout x dans un voisinage d’une certaine valeur

(éventuellement infinie). La première notation est due à Landau et la seconde est due

à Vinogradov. Si le rapport f(x)/g(x) tend vers 1 quand x tend vers a ∈ R, on écrit

f(x) ∼a g(x) et on dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a ; de même on écrit

f = o(g) si le rapport f(x)/g(x) tend vers zéro. Pour t ∈ R, on désigne respectivement

par btc et dte la partie entière par défaut et la partie entière par excès du nombre t.

L’ensemble des nombres premiers est noté P , et dans toute la suite la lettre p avec ou

sans indice désigne un élément de P . Pour deux nombres réels a et b, on note a | b pour

signifier que a divise b (i.e., le rapport b/a est un entier). On désigne par π la fonction de

comptage des nombres premiers ; soit :

π(x) :=
∑
p≤x

1 (∀x ∈ R+).

Les fonctions ψ et θ de Chebyshev sont définies comme suit :

ψ(x) := log ppcm (1, 2, . . . , bxc) (∀x ≥ 1),

θ(x) :=
∑
p≤x

log p (∀x ∈ R+).
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Les fonctions généralisées de Chebyshev sont données par :

π(x;m, k) :=
∑
p≤x

p≡m (mod k)

1

θ(x;m, k) :=
∑
p≤x

p≡m (mod k)

log p
(∀x ∈ R+, ∀m, k ∈ N∗).

On désigne par ϕ la fonction indicatrice d’Euler qui à n ∈ N∗, associe le nombre d’entiers

compris entre 1 et n et premiers avec n. La fonction µ de Möbius est définie par :

µ(n) :=

(−1)ω(n) si n est sans facteur carré > 1,

0 dans le cas contraire.

(∀n ∈ N∗),

où ω(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n. Pour un nombre premier

p donné, on désigne par ϑp la valuation p-adique usuelle (i.e., pour tout n ∈ N∗, ϑp(n)

est le plus grand exposant α ∈ N tel que pα divise n). Le plus petit commun multiple

des entiers a1, a2, . . . , an est noté ppcm(a1, a2, . . . , an) ou bien ppcm{a1, a2, . . . , an} ; leurs

plus grand commun diviseur est noté pgcd(a1, a2, . . . , an) ou bien pgcd{a1, a2, . . . , an}. Le

cardinal d’un ensemble fini A est noté #A. On désigne par
( ·
·

)
le symbole de Legendre.

Nous utilisons souvent l’abréviation ppcm pour alléger l’expression � plus petit commun

multiple �. Certaines de ces notations sont rappelées localement.
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Introduction générale

A
voir une bonne estimation du plus petit commun multiple de termes consécutifs

d’une suite d’entiers est un problème difficile et important. Pour la suite usuelle

de tous les entiers naturels, la fonction ψ est cruciale à la fois pour l’encadrement de

Chebyshev (1852) de la fonction π et pour le théorème des nombres premiers d’Hadamard-

de la Vallée Poussin (1896) selon lequel on a :

π(x) ∼+∞
x

log x
.

Ce théorème possède plusieurs autres énoncés équivalents, l’un de ces énoncés est celui de

Chebyshev (1852), qui est donné par :

log ppcm(1, 2, . . . , n) ∼+∞ n.

Ce qui équivaut à dire que pour tout ε > 0, il existe N = Nε ∈ N, tel que l’on ait :

(e− ε)n ≤ ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ (e+ ε)n (∀n ≥ N).

Par ailleurs, les résultats les plus significatifs concernant l’estimation effective des nombres

ppcm(1, 2, . . . , n) (n ∈ N∗), sont dus à Chebyshev (1850), Hanson (1972) et Nair (1982).

Dans [12], Chebyshev exploite l’idée d’estimer le nombre log(n!) de deux façons différentes :

l’une est analytique et se sert de la formule de Stirling et l’autre est arithmétique et se

sert de la formule de Legendre :

n! =
∏

p premier

pb
n
pc+

⌊
n
p2

⌋
+...

(∀n ∈ N∗).

Cette idée l’avait conduit à l’estimation :

e−1 · n−
5
2 (c1)n ≤ ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ e · n

5
4 e

5
4 log 6

log2 n (c2)n (∀n ∈ N∗),
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avec c1 ' 2, 51 et c2 ' 3, 02. En utilisant le développement du nombre 1 en série de

Sylvester, Hanson [23] a montré que ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ 3n, pour tout entier n ≥ 1 ;

quant à Nair [39], il exploite l’intégrale
∫ 1

0
xm−1 (1− x)n−m dx (1 ≤ m ≤ n) pour montrer

que ppcm(1, 2, . . . , n) ≥ 2n, pour tout entier n ≥ 7. Bien que la minoration de Nair est

plus faible que celle de Chebyshev, sa méthode d’obtention est plus brève et permet en

outre d’envisager le problème différemment.

Dans le but de donner un analogue à la version explicite du théorème des nombres

premiers, plusieurs auteurs se sont intéressés à l’estimation effective du ppcm de certaines

suites d’entiers, comme les suites arithmétiques, les suites polynomiales et les suites à

forte divisibilité. On rappelle qu’une suite d’entiers strictement positifs a = (an)n≥1 est

dite à divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété :

n | m⇒ an | am (∀n,m ∈ N∗).

Elle est dite à forte divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété plus forte :

pgcd (an, am) = apgcd(n,m) (∀n,m ∈ N∗).

La structure générale des suites à divisibilité a été le sujet d’intérêt de plusieurs auteurs

au moins depuis la seconde moitié du 20ème siècle. En 1936, Ward [51] étudie les valuations

p-adiques de ces suites et découvre certaines de leurs propriétés. En 1990, Bézivin et al.

[4] ont établi une caractérisation complète des suites à divisibilité qui sont récurrentes

linéaires. Assez récemment, Bliss et al. [6] ont montré le résultat (figurant déjà implicite-

ment dans un article antérieur de Kimberling [32]) selon lequel � le terme général d’une

suite à forte divisibilité a = (an)n≥1 peut toujours s’écrire sous la forme :

an =
∏
d|n

ud (∀n ≥ 1),

pour une certaine suite d’entiers strictement positifs (un)n≥1
�. Ce résultat a permis aux

auteurs de [6] d’établir (dans le même contexte) une expression importante de (un)n≥1 en

fonction de (an)n≥1, différente de celle qui s’obtient via la formule d’inversion de Möbius

(voir le théorème 1.17). Bien que la réciproque de leur résultat soit fausse, Bliss et al. [6]
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ont réussi à établir une condition nécessaire et suffisante sur une suite u = (un)n≥1 pour

que la suite a définie par an =
∏

d|n ud (∀n ≥ 1) soit à forte divisibilité (voir le théorème

3.4). Une autre condition plus pratique, équivalente à celle-ci, a été établie tout récemment

par Nowicki [40] (voir le théorème 3.5). Pour une suite à forte divisibilité (an)n≥1, Myerson

(1994) se sert dans [38] d’un lemme de Kimberling [32] pour montrer que :

ppcm(a1, a2, . . . , an) divise
a1a2 · · · an ∏

1≤k≤n/b1

ak

 ∏
1≤k≤n/b2

ak

 ∏
1≤k≤n/b3

ak

 · · ·
,

pour toute suite d’entiers strictement positifs (bn)n≥1 telle que :
∑

k≥1 1/bk = 1. Par la

suite, Farhi [17] avait établi en 2005 que pour toute suite arithmétique (uk)k∈N, dont la

raison r et le premier terme u0 sont strictement positifs et premiers entre eux, on a :

ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥ u0 (r + 1)n−1 (∀n ∈ N) .

En outre, Farhi avait conjecturé que l’exposant (n−1) figurant dans cette minoration peut

être remplacé par n, qui est l’exposant optimal que l’on peut obtenir. Cette conjecture a

été confirmée par Hong et al. [25] en 2006. Notons que Farhi utilise dans sa démonstration

l’intégrale
∫ 1

0
xm+

u0
r
−1(1 − x)n−mdx (0 ≤ m ≤ n). Plusieurs d’autres améliorations ont

été établies, mais uniquement pour des valeurs de n assez grandes en fonction de u0 et

r (voir par exemple [25, 26, 31]). Concernant la majoration du ppcm d’une progression

arithmétique générale, aucun résultat n’est établi à ce jour et d’ailleurs, cela fait bien

partie de notre recherche. La méthode de Hanson (utilisée pour majorer les nombres

ppcm(1, 2, . . . , n)) semble non généralisable aux progressions arithmétiques. D’autre part,

Farhi [17] avait obtenu des minorations non triviales pour le ppcm d’une certaine classe

de suites quadratiques ; il obtient en particulier la minoration suivante :

ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, . . . , n2 + 1

)
≥ 0.32 (1.442)n (∀n ∈ N∗) .

Cette dernière avait été améliorée par Oon [41] qui a montré plus généralement que pour

tous c,m, n ∈ N∗ tels que m ≤
⌈
n
2

⌉
, on a :

ppcm
(
m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c

)
≥ 2n.

3



L’idée de Oon consiste à évaluer l’intégrale
∫ 1

0
xm−1+

√
ci (1− x)n−m dx (1 ≤ m ≤ n) de

deux façons différentes, généralisant ainsi la méthode de Nair [39]. Dans la continuation,

Hong et al. [27] avaient réussi à étendre la méthode de Oon aux suites polynomiales

(f(n))n∈N∗ , où f ∈ Z[X] est un polynôme non constant à coefficients positifs. Pour ce

faire, ils ont dû compléter la méthode de Oon par de nouveaux arguments de la théorie

algébrique des nombres.

Dans une autre direction, plusieurs estimations asymptotiques du ppcm de certaines

suites d’entiers avaient été établies par divers auteurs. Parmi ces estimations, celle de

Bateman et al. [2] qui énonce que pour tous a, b ∈ Z, tels que b > 0, a + b > 0 et

pgcd(a, b) = 1, on a :

log ppcm (a+ b, a+ 2b, . . . , a+ nb) ∼+∞

 b

ϕ(b)

∑
1≤m≤b

pgcd(m,b)=1

1

m

n,

où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler. Ce résultat s’obtient comme conséquence

du théorème des nombres premiers pour les progressions arithmétiques, qui lui même

constitue une généralisation du théorème des nombres premiers (voir par exemple [5], p.

72). En désignant par (Fn)n≥1 la suite de Fibonacci usuelle, définie récursivement par :

F1 = 1, F2 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1 (∀n ≥ 1) ; Matiyasevich et al. [36] ont montré que :

log ppcm (F1, F2, . . . , Fn) ∼+∞
3

π2
n2 log Φ,

où Φ désigne le nombre d’or (Φ := 1+
√

5
2

). Ce résultat a été généralisé par Kiss et al. [33]

pour les suites de Fibonacci généralisées à la place de (Fn)n. Une autre estimation un peu

plus complexe est due à Cilleruelo [13] qui énonce que pour tout polynôme quadratique

irréductible f ∈ Z[X], on a :

log ppcm (f(1), f(2), . . . , f(n)) = n log n+Bn+ o(n),

où B est une constante qui dépend de f . Cette dernière estimation entrâıne, en particulier,

que :

log ppcm (f(1), f(2), . . . , f(n)) ∼+∞ n log n.

4



Pour le cas où f(x) = x2 + 1, Rué et al. [45] ont amélioré le terme d’erreur de l’estimation

précédente en montrant que l’on a pour tout α < 4
9

:

log ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, . . . , n2 + 1

)
= n log n+Bn+O

(
n

(log n)α

)
.

Cilleruelo [13] a aussi donné une conjecture qui est ouverte à ce jour et qui généralise son

estimation. Plus précisément, on a :

Conjecture 1 (Cilleruelo [13]). Pour tout polynôme irréductible f ∈ Z[X] tel que deg f ≥

3, on a :

log ppcm (f(1), f(2), . . . , f(n)) ∼+∞ (deg f − 1)n log n.

En outre, Cilleruelo avait précisé que cette conjecture est équivalente à dire que pour tout

polynôme irréductible de degré ≥ 3, on a :

#
{
p premier; n ≤ p� ndeg f−1, p | f(k), p | f(j) pour certains 1 ≤ j < k ≤ n

}
= o(n).

À ce stade, nous avons presque introduit tout ce qui existe en littérature à propos des

estimations du ppcm de certaines suites d’entiers.

Le but de la thèse

Le but de cette thèse consiste en les trois points suivants :

1. Dans la minoration de Oon, le nombre de termes figurant dans le plus petit

commun multiple Lc,m,n := ppcm (m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c) est strictement

plus grand que n/2. On se propose dans cette thèse de supprimer cette contrainte,

en cherchant des minorations non triviales de Lc,m,n pour des entiers strictement

positifs c,m, n quelconques (bien entendu m ≤ n).

2. On s’intéresse aussi à estimer le ppcm de quelques suites non polynomiales, comme

la suite de Fibonacci, les suites de Lucas ou plus généralement les suites à forte

divisibilité. Le but ici est au moins d’effectiviser le résultat asymptotique de Ma-

tiyasevich et al. [36] et sa généralisation par Kiss et al. [33].

5



Introduction

3. Nous cherchons également à obtenir une première majoration effective et non tri-

viale pour le ppcm d’une progression arithmétique finie, ce qui revient à préciser

et effectiviser l’estimation asymptotique de Bateman et al. [2].

Aperçu de la thèse

Cette thèse est composée de cinq chapitres que nous décrivons brièvement ci-dessous :

Dans le premier chapitre, nous présentons des généralités sur les estimations du ppcm

de suites d’entiers. La partie principale de notre travail se situe donc dans les chapitres 2,

3, 4 et 5.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des nombres

Lc,m,n := ppcm{m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c},

où c,m, n sont des entiers strictement positifs tels que m ≤ n. Plus précisément, nous

utilisons des arguments d’algèbre commutative et d’analyse complexe pour obtenir un

diviseur rationnel et non trivial de Lc,m,n. Comme conséquence, nous établissons des nou-

velles minorations non triviales pour Lc,m,n.

Dans le troisième chapitre, nous obtenons des identités intéressantes concernant le

ppcm de suites à forte divisibilité. Nous appliquons ensuite ces identités pour donner

un premier encadrement effectif du ppcm d’une suite de Fibonacci généralisée ; ce qui

constitue en particulier une version effective du résultat de Matyasevich et al. [36] et sa

généralisation par Kiss et al. [33].

Dans le quatrième chapitre, nous établissons une première majoration effective du

ppcm des termes consécutifs d’une suite arithmétique finie et nous donnons quelques

conséquences de cette dernière.

Dans le dernier chapitre, nous adaptons la méthode du quatrième chapitre pour la

suite (n2 + 1)n et nous établissons d’une part une amélioration de la minoration de Oon

(pour le cas c = 1) et d’autre part nous obtenons une première majoration effective du

ppcm de cette suite.

6



CHAPITRE

1 Généralités sur les

estimations du ppcm de

suites d’entiers

1.1 Introduction

Ce chapitre rassemble les différents travaux réalisés dans le cadre des estimations du

ppcm de certaines suites d’entiers. On se focalise notamment sur certains résultats effectifs

dus à Chebyshev [12], Myerson [38], Hanson [23], Nair [39], Farhi [16, 17], Oon [41] et

Hong et al. [25, 27, 28]. Nous terminons par une brève présentation de quelques résultats

asymptotiques dus à Bateman et al. [2] et Cilleruelo [13].

1.2 La méthode de Chebyshev

Chebyshev fut le premier à avoir obtenu en 1850 des estimations effectives et signifi-

catives de la fonction de comptage des nombres premiers π. Ses célèbres fonctions ψ et θ

(définies ci-dessous) furent les points clef de sa méthode.

7



1.2. La méthode de Chebyshev

Définition 1.1. Les fonctions θ, ψ, T et χ de Chebyshev associent à tout réel positif x

les réels respectifs θ(x), ψ(x), T (x) et χ(x) définis comme suit :

θ(x) :=
∑
p≤x

log p,

ψ(x) := log ppcm (1, 2, . . . , bxc) ,

T (x) := ψ (x) + ψ
(x

2

)
+ ψ

(x
3

)
+ . . . ,

χ(x) := T (x) + T
( x

30

)
− T

(x
2

)
− T

(x
3

)
− T

(x
5

)
.

Remarque 1.2. En se servant du fait que ppcm (1, 2, . . . , bxc) =
∏

pα≤x p, où le produit

étant étendu à tous les couples (p, α), avec p premier et α ∈ N∗, on montre immédiatement

que l’on a pour tout x ∈ R+ :

ψ(x) = θ(x) + θ(x1/2) + θ(x1/3) + . . . . (1.2.1)

De cette identité se déduit aussi l’expression de T en fonction de θ. On a la proposition

suivante :

Proposition 1.3 (Chebyshev [12]). Pour tout réel positif x, on a :

T (x) =
∑
n≥1

∑
j≥1

θ

((x
n

) 1
j

)
= log (bxc!) . (1.2.2)

Démonstration. La première égalité de (1.2.2) résulte immédiatement de (1.2.1). Pour

montrer la seconde égalité de (1.2.2), on se sert d’une part de l’identité ppcm(1, 2, . . . , byc)

=
∏

pα≤y p (∀y ≥ 0) et d’autre part de la formule des factoriels de Legendre. En effet,

pour tout x ≥ 0, on a :

exp (T (x)) =
∏
j≥1

∏
n≥1

 ∏
pj≤x/n

p

 =
∏
j≥1

∏
pj≤x

p

⌊
x

pj

⌋

=
∏
p≤x

∏
j≥1
pj≤x

p

⌊
x

pj

⌋
 =

∏
p≤x

p
∑
j≥1

⌊
x

pj

⌋
= bxc!.

Ce qui conclut à l’égalité requise et complète cette démonstration.
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1.2. La méthode de Chebyshev

Lemme 1.4 (Chebyshev [12]). Pour tout réel positif x, on a :

ψ(x)− ψ
(x

6

)
≤ χ(x) ≤ ψ(x).

Démonstration. En exprimant χ en fonction de ψ, on obtient pour tout x ≥ 0 :

χ(x) = A1ψ(x) + A2ψ
(x

2

)
+ · · ·+ Anψ

(x
n

)
+ . . . ,

où les coefficients A1, A2, . . . , An, . . . prennent les valeurs 0, 1 ou −1 selon les restes de

leurs indices modulo 30. On a plus précisément :

An = 1, si n ≡ 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 (mod 30),

An = 0, si n ≡ 2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 16, 21, 22, 25, 26, 27, 28 (mod 30),

An = −1, si n ≡ 0, 6, 10, 12, 15, 18, 20, 24 (mod 30).

Pour montrer ce fait, il suffit de remarquer que pour tout i ∈ {1, 2, 3, 5, 30}, le nombre

T
(
x
i

)
est la somme des nombres ψ

(
x
n

)
, où n parcourt l’ensemble des multiples de i. On

a ainsi pour tout x ≥ 0 :

χ(x) = ψ(x)− ψ
(x

6

)
+ ψ

(x
7

)
− ψ

( x
10

)
+ ψ

( x
11

)
− ψ

( x
12

)
+ . . . .

Constatant que cette série est alternée et que ses termes décroissent continuellement en

valeurs absolues, on peut l’encadrer entre son premier terme et la somme de ses deux

premiers termes ; soit

ψ(x)− ψ
(x

6

)
≤ χ(x) ≤ ψ(x) (∀x ≥ 0).

Le lemme est ainsi démontré.

Théorème 1.5 (Chebyshev [12]). pour tout réel x ≥ 1, on a :

Ax− 5

2
log x− 1 ≤ ψ(x) ≤ 6

5
Ax+

5

4 log 6
log2 x+

5

4
log x+ 1,

où A := log
(

21/231/351/5

301/30

)
' 0, 92129202.

Démonstration. En posant n = bxc, on a l’estimation de Stirling suivante :

nne−n
√

2πn ≤ n! ≤ nne−n
√

2πn · e
1

12n

9



1.2. La méthode de Chebyshev

(voir [35, Problème 1.15]), qui entrâıne (en vertu de la proposition 1.3) que :

T (x) ≤ log
(√

2π
)

+ n log n− n+
1

2
log n+

1

12n

≤ log
(√

2π
)

+ x log x− x+
1

2
log x+

1

12
,

T (x) ≥ log
(√

2π
)

+ (n+ 1) log(n+ 1)− (n+ 1)− 1

2
log(n+ 1)

≥ log
(√

2π
)

+ x log x− x− 1

2
log x.

En utilisant ces dernières estimations de la fonction T (qui sont valables pour tout x ≥ 1),

on obtient les estimations suivantes (valables pour tout x ≥ 30) :

T (x) + T
( x

30

)
≤ 2 log

(√
2π
)

+
2

12
+

31

30
x log x− x log

(
301/30

)
− 31

30
x+ log x− 1

2
log 30,

T (x) + T
( x

30

)
≥ 2 log

(√
2π
)

+
31

30
x log x− x log

(
301/30

)
− 31

30
x− log x+

1

2
log 30,

T
(x

2

)
+ T

(x
3

)
+ T

(x
5

)
≤ 3 log

(√
2π
)

+
3

12
+

31

30
x log x− x log

(
21/231/351/5

)
− 31

30
x

+
3

2
log x− 1

2
log 30,

T
(x

2

)
+ T

(x
3

)
+ T

(x
5

)
≥ 3 log

(√
2π
)

+
31

30
x log x− x log

(
21/231/351/5

)
− 31

30
x

− 3

2
log x+

1

2
log 30.

Il découle de ces dernières estimations et de la définition même de la fonction χ que l’on

a pour tout x ≥ 30 :

Ax− 5

2
log x− 1 ≤ χ(x) ≤ Ax+

5

2
log x,

avec A := log
(

21/231/351/5

301/30

)
. D’autre part, un calcul manuel montre que cette double

inégalité reste également vraie pour tout 1 ≤ x ≤ 30 ; elle est, par conséquent, vraie pour

tout x ≥ 1. Il s’ensuit, en vertu du lemme 1.4 que l’on a pour tout x ≥ 1 :

ψ(x)− ψ
(x

6

)
≤ Ax+

5

2
log x, (1.2.3)

ψ(x) ≥ Ax− 5

2
log x− 1. (1.2.4)

L’estimation (1.2.4) fournit la minoration requise de ψ(x). Pour montrer la majoration

requise pour ψ(x), on considère la fonction réelle f définie sur l’intervalle ]0,+∞[ par :

f(x) :=
6

5
Ax+

5

4 log 6
log2 x+

5

4
log x (∀x > 0).

10



1.2. La méthode de Chebyshev

On vérifie immédiatement que l’on a pour tout x > 0 :

f(x)− f
(x

6

)
= Ax+

5

2
log x.

Cette égalité retranchée membre à membre de (1.2.3) donne :

ψ(x)− f(x) ≤ ψ
(x

6

)
− f

(x
6

)
(∀x > 0).

En réitérant cette dernière plusieurs fois, on obtient que pour tout x > 0 et tout m ∈ N∗,

on a :

ψ(x)− f(x) ≤ ψ
(x

6

)
− f

(x
6

)
≤ ψ

( x
62

)
− f

( x
62

)
≤ · · · ≤ ψ

( x

6m+1

)
− f

( x

6m+1

)
,

En prenant m le plus grand entier positif vérifiant x
6m
≥ 1, on aura x

6m+1 ∈ [1
6
, 1[ ; de sorte

que ψ
(

x
6m+1

)
= 0 et −f

(
x

6m+1

)
≤ 1 ; on obtient donc :

ψ(x) ≤ 1 + f(x) (∀x > 0)

et l’on conclut à la majoration requise pour ψ(x) en substituant dans cette dernière f(x)

par l’expression qui la définit. Ce qui complète cette démonstration.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 1.6. Pour tout n ∈ N∗, on a :

e−1 · n−
5
2 (c1)n ≤ ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ e · n

5
4 e

5
4 log 6

log2 n (c2)n ,

avec c1 = eA ' 2, 51 et c2 = e
6
5
A ' 3, 02.

Le théorème 1.5 entrâıne aussi un encadrement effectif pour la fonction θ de Chebyshev.

Un tel encadrement est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 1.7 (Chebyshev [12]). Pour tout réel x ≥ 1, on a :

Ax− 12

5
x1/2 − 5

8 log 6
log2 x− 15

4
log x− 3 ≤ θ(x) ≤ 6

5
Ax+

5

4 log 6
log2 x+

5

4
log x+ 1.

En particulier, on a :

Ax+ o (x) ≤ θ(x) ≤ 6

5
Ax+ o (x) (∀x ≥ 1), (1.2.5)

où les termes en o sont explicites.
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1.2. La méthode de Chebyshev

Démonstration. Pour x ≥ 1, on a d’une part (d’après (1.2.1)) θ(x) ≤ ψ(x), et d’autre

part :

θ(x) ≥ θ(x)−
[
θ(x1/2)− θ(x1/3)

]
−
[
θ(x1/4)− θ(x1/5)

]
− · · · = ψ(x)− 2ψ(

√
x),

car les termes θ(x1/2) − θ(x1/3), θ(x1/4) − θ(x1/5), . . . sont tous positifs. On conclut au

résultat requis grâce à l’encadrement du théorème 1.5.

Dans ce qui suit, nous indiquons brièvement comment l’on peut obtenir un encadre-

ment effectif de la fonction de comptage des nombres premiers π. Vu la complexité des

estimations de Chebyshev, nous n’allons pas rentrer dans les détails des calculs.

Théorème 1.8 (Chebyshev [12]). Pour tout réel x ≥ 2, on a :

(A+ o(1))
x

log x
≤ π(x) ≤ x

log x

(
6

5
A+ o(1)

)
,

où les termes en o sont explicites.

Démonstration. Premièrement, on a en vertu de la formule sommatoire d’Abel (voir

par exemple [35, p. 5]) :

π(x) =
θ(x)

log x
+

∫ x

2

θ(t)

t log2 t
dt (∀x ≥ 2). (1.2.6)

D’après l’inégalité (1.2.5), on peut estimer l’intégrale précédente comme suit :∫ x

2

θ(t)

t log2 t
dt ≤ 6

5
A

∫ x

2

dt

log2 t
+ o

(∫ x

2

dt

log2 t

)
.

Ensuite, comme on a :∫ x

2

dt

log2 t
=

∫ √x
2

dt

log2 t
+

∫ x

√
x

dt

log2 t
≤
√
x

log2 2
+

4x

log2 x
= O

(
x

log2 x

)
, (1.2.7)

il s’ensuit que : ∫ x

2

θ(t)

t log2 t
dt = O

(
x

log2 x

)
.

En reportant ceci dans (1.2.6) et en utilisant de nouveau l’estimation (1.2.5), on obtient :

π(x) ≤ 6

5
A

x

log x
+O

(
x

log2 x

)
=

6

5
A

x

log x
(1 + o(1)) .
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1.2. La méthode de Chebyshev

D’autre part, on a en vertu de (1.2.5) et de (1.2.6) :

π(x) ≥ θ(x)

log x
≥ A

x

log x
+ o

(
x

log x

)
= A

x

log x
(1 + o(1)) .

Ce qui complète cette démonstration.

Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 1.9 (Chebyshev [12]). Il existe x0 > 0 effectivement calculable, tel que :

0, 9
x

log x
≤ π(x) ≤ 1, 2

x

log x
(∀x ≥ x0).

Remarque 1.10. Soit x ≥ 2. Puisque ppcm (1, 2, . . . , bxc) =
∏

pν≤x p, où le produit étant

étendu à tous les couples (p, ν), avec p premier et ν ∈ N∗, alors on a :

ψ(x) =
∑
pν≤x

log p.

Par ailleurs, pour chaque nombre premier p fixé, on a :

pν ≤ x⇐⇒ ν ≤
⌊

log x

log p

⌋
.

Il y a donc exactement
⌊

log x
log p

⌋
valeurs de ν tels que pν ≤ x, ce qui permet d’écrire :

ψ(x) =
∑
p≤x

⌊
log x

log p

⌋
log p.

Par suite, grâce à l’encadrement buc ≤ u ≤ 2buc valable pour u ≥ 1, on a :

ψ(x) ≤
∑
p≤x

log x = π(x) log x =
∑
p≤x

(
log x

log p

)
log p ≤ 2

∑
p≤x

⌊
log x

log p

⌋
log p,

soit
ψ(x)

log x
≤ π(x) ≤ 2

ψ(x)

log x
. (1.2.8)

Ce qui permet (via le théorème 1.5) d’obtenir un autre encadrement de π(x) (∀x ≥ 1).

Le corollaire 1.9 et la remarque 1.10 impliquent qu’il existe un réel N effectivement

calculable tel que π(2n − 2) > π(n) pour tout entier n ≥ N . En explicitant les termes

o(1) dans le théorème 1.8, Chebychev a pu prouver que cette inégalité est bien valable

13



1.3. Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

pour tout entier n > 3, ce qui constitue une preuve d’une conjecture célèbre, connue sous

le nom de � postulat de Bertrand � (datant de 1845) :

Le postulat de Bertrand : Pour tout entier n ≥ 2, il existe au moins un nombre premier

p tel que :

n < p < 2n.

Notons que l’estimation des fonctions liées aux nombres premiers (comme les fonctions

de Chebyshev) pour des valeurs de x assez petites se fait généralement à la main en se

servant des tables de nombres premiers ou d’un logiciel de calcul. Nous verrons dans

les prochaines sections, que l’étude de certaines propriétés arithmétiques des nombres

dn := ppcm(1, 2, . . . , n) (n ∈ N∗), permet d’obtenir d’autres estimations effectives plus

simples pour les fonctions ψ et π.

1.3 Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

Le ppcm des n premiers termes d’une suite d’entiers naturels divise de toute évidence

le produit de ces termes, mais en général ce produit est beaucoup plus grand que le

ppcm en question. Dans cette section, nous présentons un multiple non trivial du nombre

ppcm(a1, a2, . . . , an) pour une certaine classe de suites a1, a2, . . . d’entiers strictement

positifs.

Définition 1.11. Une suite d’entiers strictement positifs (an)n≥1 est dite à divisibilité

lorsqu’elle vérifie la propriété :

n | m =⇒ an | am (∀n,m ∈ N∗).

Elle est dite à forte divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété plus forte :

pgcd (an, am) = apgcd(n,m) (∀n,m ∈ N∗).

Exemples 1.12.

— Une suite à divisibilité n’est pas forcément à forte divisibilité. En effet, la suite

(2n)n≥1 est à divisibilité mais elle n’est pas à forte divisibilité, car on a par exemple :

pgcd (22, 23) = 4 6= 2pgcd(2,3) = 2.
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1.3. Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

— La suite de tous les entiers strictement positifs (n)n≥1 est de toute évidence à forte

divisibilité.

— Pour tous m,n ∈ N∗, si l’on désigne par r le reste de la division euclidienne de

n sur m, on montre facilement que (2r − 1) est le reste de la division euclidienne

de (2n − 1) par (2m − 1). Ce qui entrâıne (via l’algorithme d’Euclide) que la suite

(2n − 1)n≥1 est à forte divisibilité.

— Un autre exemple très important d’une suite à forte divisibilité est la suite de

Fibonacci usuelle (Fn)n≥1 (voir [50], p. 34) qui est définie récursivement par :

F1 = 1, F2 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1 pour tout entier n ≥ 1.

— Si deux suites (tn)n≥1 et (sn)n≥1 sont à forte divisibilité alors, les suites (tαn)n≥1

(α ∈ N∗) et (tsn)n≥1 le sont aussi (voir [32]).

Théorème 1.13 (Myerson [38]). Soient (an)n≥1 une suite à forte divisibilité et (bn)n≥1

une suite d’entiers strictement positifs vérifiant
∑

n≥1
1
bn
≤ 1. Alors, on a pour tout n ≥ 1 :

ppcm(a1, a2, . . . , an) divise
a1a2 · · · an ∏

1≤k≤n/b1

ak

 ∏
1≤k≤n/b2

ak

 ∏
1≤k≤n/b3

ak

 · · ·
. (1.3.1)

Remarque 1.14. Un exemple important d’une suite (bn)n≥1 vérifiant les conditions du

théorème 1.13 est la suite de Sylvester, qui est définie par b1 = 2 et bn+1 = b1b2 · · · bn + 1

(∀n ∈ N∗). On vérifie facilement que pour tout n ∈ N∗, on a :

bn+1 = b2
n − bn + 1 (1.3.2)

et
n∑
`=1

1

b`
+

1

b1b2 · · · bn
= 1. (1.3.3)

Nous ferons appel à ces identités dans la section suivante.

Exemple 1.15. En prenant dans le théorème 1.13 an = n (∀n ≥ 1) et (bn)n≥1 la suite

de Sylvester, on obtient que pour tout n ∈ N∗, on a :

ppcm(1, 2, . . . , n) divise
n!

bn/2c!bn/3c!bn/7c!bn/43c! · · ·
,

où 2, 3, 7, 43, . . . est la suite de Sylvester.
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1.3. Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

Nous partageons la preuve du théorème 1.13 en plusieurs lemmes.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du principe d’inclusion-exclusion (voir

Hua [30, p. 10]).

Lemme 1.16 ([30], Theorem 7.3). Soient n ∈ N∗ et S = {x1, x2, . . . , xn} un sous ensemble

de N∗. Alors, on a l’identité suivante :

n∏
i=1

xi = ppcm (S)
∏
A⊂S
|A|≥2

pgcd (A)(−1)|A| ,

où |A|, pgcd (A) et ppcm (S) désignent respectivement le cardinal de l’ensemble A, le plus

grand diviseur commun des éléments de A et le ppcm des éléments de S.

Fixons une suite à forte divisibilité (an)n≥1 et considérons u1, u2, . . . les nombres rationnels

strictement positifs définis récursivement par la formule :

an =
∏
d|n

ud. (1.3.4)

D’après la formule d’inversion de Möbius (voir par exemple [48, p. 35]), on a :

un =
∏
d|n

a
µ(d)
n/d . (1.3.5)

Le lemme suivant donne quelques propriétés de la suite (un)n. Il figure déjà implicite-

ment dans un article antérieur de Kimberling [32]. Nous donnons ici sa version explicite

établie par Bliss et al. [6].

Lemme 1.17 (Bliss et al. [6]). Les nombres u1, u2, . . . sont tous des entiers strictement

positifs. De plus, si n ∈ N∗ possède la factorisation primaire n = q1
α1q2

α2 · · · qmαm, on a :

un =
an

ppcm
(
an/q1 , an/q2 , . . . , an/qm

) . (1.3.6)

Démonstration. Pour tout ` ∈ {0, 1, . . . ,m}, désignons par Q` le produit de tous les

ad tels que n
d

soit le produit de ` nombres premiers distincts. Puisque µ
(
n
d

)
= 0 si et

seulement si n
d

possède un facteur carré > 1 (i.e., il existe un nombre premier p tel que

p2 | n
d
), alors on a :

un =
∏
d|n

a
µ(n/d)
d =

m∏
`=0

Q
(−1)`

` . (1.3.7)
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Par ailleurs, d’après le lemme 1.16 qu’on applique pour xi = an/qi (∀i ∈ {1, 2, . . . ,m}) et

S = {x1, x2, . . . , xm}, on a :

Q1 =
m∏
i=1

xi = ppcm (S)
∏
A⊂S
|A|≥2

pgcd (A)(−1)|A| = ppcm (S)
m∏
k=2

∏
A⊂S
|A|=k

pgcd (A)(−1)k , (1.3.8)

où la première égalité vient de la définition de Q1. Par suite, comme (ak)k≥1 est à forte

divisibilité, on a pour tout k ∈ {2, . . . ,m} et pour tous 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m :

pgcd (xi1 , xi2 , . . . , xik) = apgcd(n/qi1 ,n/qi2 ,...,n/qik)
= an/(qi1qi2 ···qik)

.

Il s’ensuit de cette dernière et de la définition de Qk (k ∈ N) que :

Qk =
∏

1≤i1<i2<···<ik≤m

an/(qi1qi2 ···qik)
=
∏
A⊂S
|A|=k

pgcd (A) (∀k ∈ {2, . . . ,m}). (1.3.9)

En combinant (1.3.8) et (1.3.9), on obtient :

Q1 = ppcm (S)
m∏
k=2

Q
(−1)k

k .

D’où l’on a (en vertu de (1.3.7)) :

un =
Q0

∏m
k=2 Q

(−1)k

k

Q1

=
Q0

∏m
k=2Q

(−1)k

k

ppcm (S)
∏m

k=2Q
(−1)k

k

=
Q0

ppcm (S)

=
an

ppcm
(
an/q1 , an/q2 , . . . , an/qm

) ,
ce qui confirme l’identité (1.3.6). Maintenant, puisque an est multiple de chacun des

an/qi (∀i ∈ {1, . . . ,m}) (car (ak)k≥1 est à forte divisibilité), alors an est multiple de

ppcm
(
an/q1 , an/q2 , . . . , an/qm

)
, ce qui entrâıne que les nombres u1, u2, . . . sont tous des

entiers strictement positifs. Le lemme est ainsi démontré.

Définition 1.18. Soient m ∈ N∗ et p un nombre premier. On dit que m est “champion

pour p” si (m = 1 et ϑp(a1) > 0) ou (m > 1 et ϑp(am) > ϑp(aj) pour tout j < m).

Remarque 1.19. Soient m1,m2 ∈ N∗ et p un nombre premier. Si m1 < m2 sont tous

les deux champions pour p, alors m1 divise m2. En effet, si d = pgcd(m1,m2) alors :

ϑp(ad) = min(ϑp(am1), ϑp(am2)) = ϑp(am1), ce qui implique que d = m1 (car : d ≤ m1 et

m1 est champion pour p).
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1.3. Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

Lemme 1.20 (Myerson [38]). Pour tout m ∈ N∗ et tout nombre premier p, on a :

ϑp(um) > 0 si et seulement si m est champion pour p.

Démonstration. Soient m ∈ N∗ et p un nombre premier.

•(⇒) : Procédons par l’absurde et supposons que ϑp(um) > 0 et ϑp(am) ≤ ϑp(aj) pour un

certain j < m. D’une part, on a (en vertu de (1.3.4)) pour tout diviseur propre d′ de m :

ϑp(am) =
∑
d|m

ϑp (ud) = ϑp (um) +
∑
d|d′

ϑp (ud) +
∑
d|m
d6=m
d-d′

ϑp (ud) >
∑
d|d′

ϑp (ud) = ϑp(ad′),

(où la deuxième égalité vient du fait que tout diviseur de d′ est aussi un diviseur de m),

et d’autre part, pour d′ := pgcd(m, j) on a : ϑp(ad′) = min (ϑp(am), ϑp(aj)) = ϑp(am), ce

qui contredit le fait que d′ = pgcd(m, j) < m est un diviseur propre de m. Ceci confirme

l’implication directe du lemme.

•(⇐) : Supposons que m est champion pour p. D’après le lemme 1.17, on a : ϑp(um) =

ϑp(am) − ϑp(am/q) pour un certain facteur premier q de m. Puisque m/q < m et m est

champion pour p, alors ϑp(am) > ϑp(am/q) et donc ϑp(um) > 0, comme il fallait le prouver.

Le lemme est ainsi démontré.

Lemme 1.21 (Myerson [38]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

ppcm(a1, a2, . . . , an) =
n∏

m=1

um. (1.3.10)

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout nombre premier p, on a :

ϑp (ppcm(a1, a2, . . . , an)) = ϑp

(
n∏

m=1

um

)
.

Soit donc p un nombre premier. Sans perte de généralité, nous supposons que p divise au

moins l’un des nombres am, avec 1 ≤ m ≤ n (le résultat est évident dans le cas contraire).

D’une part, on a :

ϑp (ppcm(a1, a2, . . . , an)) = max
1≤i≤n

ϑp(ai) = ϑp(ar),
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1.3. Un multiple du ppcm de suites à forte divisibilité

où r est le plus grand champion pour p qui est inférieur ou égal à n. D’autre part, d’après

les lemmes 1.17 et 1.20 et la remarque 1.19, on a :

ϑp

(
n∏

m=1

um

)
=

n∑
m=1

ϑp(um) =
∑′

ϑp(um) =
∑
m|r

ϑp(um) = ϑp

∏
m|r

um

 = ϑp(ar),

où
∑′

est la somme étendue sur tous les champions m ≤ n pour p. En comparant les

deux résultats, on en déduit que pour tout nombre premier p, on a :

ϑp (ppcm(a1, a2, . . . , an)) = ϑp

(
n∏

m=1

um

)
.

Ce qui conclut au résultat du lemme et achève cette démonstration.

Démonstration du théorème 1.13. Pour tout m ∈ N∗, on écrit (en vertu de (1.3.4)) :∏
1≤j≤m

aj =
∏

1≤j≤m

∏
d|j

ud =
∏

1≤j≤m

u
bm/jc
j .

Le membre de droite de (1.3.1) s’écrit donc :∏
1≤j≤n

u
bn/jc−bn/jb1c−bn/jb2c−bn/jb3c−...
j .

Il suffit donc de montrer (en vertu du lemme 1.21) que pour tout entier strictement positif

k, on a :

1 ≤ k − bk/b1c − bk/b2c − bk/b3c − . . . ,

(remarquer que bbxc/nc = bx/nc, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗). Étant donné k ∈ N∗, il existe r ∈ N∗

tel que k < br+1. On a par suite :

bk/b1c+ bk/b2c+ bk/b3c+ · · · ≤ k/b1 + k/b2 + · · ·+ k/br = k

r∑
l=1

1

bl
< k.

Ceci entrâıne que le nombre k − bk/b1c − bk/b2c − bk/b3c − . . . est un entier strictement

positif, comme il fallait le prouver. Le théorème est démontré.

Remarque 1.22. Une étude plus profonde des suites à forte divisibilité est donnée dans

le chapitre 3.
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1.4 Majoration effective du nombre ppcm(1, 2, . . . , n)

D’après la section §1.3, on comprend bien que l’étude des propriétés arithmétiques

de certains coefficients multinomiaux permet d’obtenir des majorations effectives pour le

nombre ppcm(1, 2, . . . , n). Dans cette section, nous présentons l’estimation de Hanson [23]

qui utilise la relation de l’exemple 1.15 et aboutit au théorème suivant :

Théorème 1.23 (Hanson [23]). Pour tout entier n ≥ 1, on a :

ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ 3n.

D’après l’exemple 1.15, on a :

ppcm(1, 2, . . . , n) ≤ C(n) :=
n!

bn/2c!bn/3c!bn/7c!bn/43c! · · ·
, (1.4.1)

où 2, 3, 7, 43, . . . est la suite de Sylvester (déjà définie dans la partie §1.3). Notons que le

choix de cette suite étant heuristique ; il s’appuie sur le fait que la somme des inverses de

ses termes converge vers 1 plus vite que toute autre série de la forme
∑

`≥1
1
b`

, où (b`)` est

une suite d’entiers satisfaisant aux conditions du théorème 1.13. Cela permet d’exploiter

le théorème 1.13 d’une façon optimale. Dans tout ce qui suit, on désigne par (b`)` la suite

de Sylvester.

Lemme 1.24 (Hanson [23]). Soit n ∈ N∗ et désignons par k l’unique entier strictement

positif vérifiant bk ≤ n < bk+1. Alors, on a :

C(n) ≤ nn

bn/b1cbn/b1cbn/b2cbn/b2c · · · bn/bkcbn/bkc
.

Démonstration. Si un entier strictement positif t possède une partition sous la forme

t = t1 + t2 + · · · + tk, avec t` ∈ N∗ (∀` ∈ {1, . . . , k}), alors on a (en vertu de la formule

multinomiale) :

tt = (t1+t2+· · ·+tk)t =
∑

i1+i2+···+ik=t

t!

i1!i2! · · · ik!
t1
i1t2

i2 · · · tkik ≥
t!

t1!t2! · · · tk!
t1
t1t2

t2 · · · tktk .

Par suite, en appliquant cette dernière inégalité pour t :=
∑k

`=1bn/b`c ≤ n
∑

`≥1 1/b` = n,

t` := bn/b`c (∀` ∈ {1, . . . , k}) et en tenant compte du fait que bn/b`c = 0 (∀` ≥ k + 1)

20
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(car : n < bk+1 < bk+2 < . . . ), on aboutit à :

C(n) =
n(n− 1) · · · (t+ 1)t!

bn/b1c!bn/b2c! · · · bn/bkc!
≤ nn−ttt

bn/b1cbn/b1cbn/b2cbn/b2c · · · bn/bkcbn/bkc
.

Ce qui conclut (via l’inégalité : nn−ttt ≤ nn−tnt = nn) à l’estimation requise par le lemme

et achève cette démonstration.

Lemme 1.25 (Hanson [23]). Soient ` et n deux entiers strictement positifs tels que b` ≤ n.

Alors, on a :

(n/b`)
n/b`

bn/b`cbn/b`c
≤
(
en

b`

)(b`−1)/b`

. (1.4.2)

Démonstration. Pour n = b`, le résultat est trivial. Supposons pour la suite que n > b`

et montrons préalablement que l’on a :

((n− b` + 1)/b`)
(n−b`+1)/b` ≤ bn/b`cbn/b`c. (1.4.3)

Puisque bn/b`c > n/b` − 1, on a : b`bn/b`c ≥ n − b` + 1, ce qui entrâıne que bn/b`c ≥

(n−b`+1)/b`. Maintenant, si (n−b`+1)/b` ≥ 1, l’inégalité (1.4.3) découle de la croissance

de la fonction x 7→ xx sur l’intervalle [1,+∞[. Par contre, si (n − b` + 1)/b` < 1, alors

l’inégalité (1.4.3) est évidente (puisque n > b` ⇒ bn/b`cbn/b`c ≥ 1), comme il fallait le

prouver. Il s’ensuit (en vertu de (1.4.3) et de l’inégalité
(
1 + 1

x

)x ≤ e (∀x > 0)) que :

(n/b`)
n/b`

bn/b`cbn/b`c
≤ (n/b`)

n/b`

((n− b` + 1)/b`)(n−b`+1)/b`

=

(
1 +

1

(n− b` + 1)/(b` − 1)

)((n−b`+1)/(b`−1))×((b`−1)/b`)
(
n

b`

)(b`−1)/b`

≤
(
en

b`

)(b`−1)/b`

.

Ce qui termine cette démonstration.

Lemme 1.26 (Hanson [23]). Soit n un entier ≥ 7 et k l’unique entier strictement positif

vérifiant bk ≤ n < bk+1. Alors, on a :

k ≤ log2 (log2 n) + 2,

où log2 désigne le logarithme de base 2 (i.e., log2 x = log x
log 2

(∀x > 0)).
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Démonstration. Puisque b3 = 7 ≤ n, alors on a nécessairement k ≥ 3. Par ailleurs, en

se servant de (1.3.2), on montre facilement par récurrence que pour tout entier ` ≥ 3, on

a : b` ≥ 22`−2
+ 1. Il s’ensuit de cette dernière inégalité (appliquée à ` = k) que :

k ≤ log2 log2(bk − 1) + 2 ≤ log2 log2 n+ 2.

Le lemme est démontré.

Démonstration du théorème 1.23. En utilisant un logiciel de calcul (Maple ou Ma-

thematica par exemple), on vérifie que le résultat du théorème est valable pour tout

entier n < 4500. Supposons pour la suite que n ≥ 4500 et désignons par k l’unique entier

strictement positif vérifiant bk ≤ n < bk+1. D’après les lemmes 1.24 et 1.25, on a :

C(n) ≤ nn

bn/b1cbn/b1c · · · bn/bkcbn/bkc
≤ nn(en/b1)(b1−1)/b1 · · · (en/bk)(bk−1)/bk

(n/b1)n/b1 · · · (n/bk)n/bk
. (1.4.4)

Considérons la suite (u`)`≥1 donnée par : u` := b
1/b1
1 b

1/b2
2 · · · b1/b`

` (∀` ≥ 1) et montrons

préalablement que :

u` ≤ 2, 952 (∀` ∈ N∗). (1.4.5)

Il est immédiat que (u`)`≥1 est strictement croissante. D’autre part, pour ` ∈ N∗, on a

(en vertu de (1.3.2)) : b`
2 = b`+1 + b` − 1 ≥ b`+1 + 1 > b`+1 et b`+1 = b`

2 − b` + 1 >

b`
2 − 2b` + 1 = (b` − 1)2, soit :

b2
` > b`+1 > (b` − 1)2 (∀` ∈ N∗).

Cette double-inégalité entrâıne que pour tout entier ` ≥ 3, on a :

log
(
b

1/b`+1

`+1

)
log
(
b

1/b`
`

) =
b` log (b`+1)

b`+1 log (b`)
<

2b`
b`+1

<
2b`

(b` − 1)2
<

1

2
.

En combinant cela avec l’inégalité log
(
b6

1/b6
)
≤ 5 · 10−6, on obtient :

+∞∑
`=1

log
(
b

1/b`
`

)
=

5∑
`=1

log
(
b

1/b`
`

)
+

+∞∑
`=6

log
(
b

1/b`
`

)
≤ 1, 0824 + log

(
b

1/b6
6

)∑
`≥0

(
1

2

)`
≤ 1, 0824 + 10−5.
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D’où : um ≤ lim
`→+∞

b
1/b1
1 b

1/b2
2 · · · b1/b`

` ≤ e1,0824+10−5 ≤ 2, 952 (∀m ∈ N∗), comme nous l’avons

prétendu. Par ailleurs, on a (en vertu de (1.3.3)) :

b1 − 1

b1

+
b2 − 1

b2

+ · · ·+ bk − 1

bk
= k − 1 +

1

b1b2 · · · bk
= k − 1 +

1

bk+1 − 1
(1.4.6)

et

1

b1

+
1

b2

+ · · ·+ 1

bk
= 1− 1

b1b2 · · · bk
= 1− 1

bk+1 − 1
. (1.4.7)

En combinant les estimations (1.4.4), (1.4.5), (1.4.6), (1.4.7) et le lemme 1.26, on aboutit

à :

C(n) ≤ nn

(n1/b1+1/b2+···+1/bk)
n ·

(en)(b1−1)/b1+(b2−1)/b2+···+(bk−1)/bk

(
b1

1/b1b2
1/b2 · · · bk1/bk

)n
b

(b1−1)/b1
1 b

(b2−1)/b2
2 · · · b(bk−1)/bk

k

≤ nn/(bk+1−1)(en)k−1+1/(bk+1−1)(2, 952)n

≤ eknk+1(2, 952)n ≤ (en)log2(log2 n)+3(2, 952)n.

Puisque la fonction x 7→ (ex)
log2(log2 x)+3

x est décroissante sur l’intervalle [4500,+∞[, il

s’ensuit que :

(en)
log2(log2 n)+3

n ≤ (4500e)
log2(log2 4500)+3

4500 ≤ 1.014.

D’où : C(n) ≤ (1.014)n(2.952)n ≤ 3n. Ce qui complète cette démonstration.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème 1.23 et de la définition

de la fonction ψ de Chebyshev.

Corollaire 1.27 (Hanson [23]). Pour tout réel x ≥ 1, on a :

ψ(x) ≤ x log 3.

Corollaire 1.28 (Hanson [23]). Pour tout réel x ≥ 2, on a :

π(x) ≤ 1, 25506
x

log x
,

où π désigne la fonction de comptage des nombres premiers.
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Démonstration. En se servant d’un logiciel de calcul (Maple ou Mathematica par

exemple), on vérifie que le résultat du théorème est valable pour tout x < 350. Suppo-

sons pour la suite que x ≥ 350. En utilisant successivement la formule (1.2.6), l’inégalité

triviale θ(t) ≤ ψ(t) (∀t ≥ 1), le corollaire 1.27 et l’estimation (1.2.7), on obtient :

π(x) =
θ(x)

log x
+

∫ x

2

θ(t)

t log2 t
dt

≤ ψ(x)

log x
+

∫ x

2

ψ(t)

t log2 t
dt

≤ x log 3

log x
+ log 3

∫ x

2

dt

log2 t

≤ x log 3

log x

(
1

√
xlog2x

+
4

log2x

)
≤ 1, 25506

x

log x
.

Ce qui complète cette démonstration.

1.5 Minoration effective du nombre ppcm(1, 2, . . . , n)

Nous présentons ici la démonstration de Nair [39] prouvant l’estimation :

ppcm(1, 2, . . . , n) ≥ 2n (∀n ≥ 7).

En fait, il existe dans la littérature mathématique des minorations bien meilleures, néan-

moins celles-ci ne s’obtiennent pas de façon élémentaire. Notre préférence à cette méthode

réside dans sa simplicité (on exploite l’intégrale
∫ 1

0
xn(1− x)ndx (n ∈ N)).

Théorème 1.29 (Nair [39]). Pour tout entier n ≥ 7, on a :

dn := ppcm(1, 2, . . . , n) ≥ 2n. (1.5.1)

Démonstration. Soient k ∈ N∗, ` ∈ {1, 2, . . . , k} et considérons l’intégrale suivante :

I(k, `) :=

∫ 1

0

x`−1(1− x)k−`dx.

On a en vertu de la formule du binôme :

I(k, `) =
k−∑̀
r=0

(−1)r
(
k − `
r

)
1

`+ r
.
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Ce qui entrâıne que I(k, `)dk ∈ N∗ (∀k, ` ∈ N∗; 1 ≤ ` ≤ k). D’autre part, en intégrant

successivement par parties, on obtient :

I(k, `) =
(k − `)
`

∫ 1

0

x`(1− x)k−`−1dx = · · · = (k − `)!
`(`+ 1) · · · (k − 1)

∫ 1

0

xk−1dx =
1

`
(
k
`

) .
Ce qui implique que :

`

(
k

`

)
divise dk (∀k, ` ∈ N∗; 1 ≤ ` ≤ k). (1.5.2)

Fixons m ∈ N∗. D’après la relation (1.5.2), on a :

m

(
2m

m

)
| d2m | d2m+1 et (2m+ 1)

(
2m

m

)
= (m+ 1)

(
2m+ 1

m+ 1

)
| d2m+1.

Comme pgcd(m, 2m+ 1) = 1, il s’ensuit que :

ppcm

(
m

(
2m

m

)
, (2m+ 1)

(
2m

m

))
= m(2m+ 1)

(
2m

m

)
divise d2m+1. (1.5.3)

Par ailleurs, on a en vertu de la formule du binôme :

4m = (1 + 1)2m =
2m∑
`=0

(
2m

`

)
≤ (2m+ 1) max

{(
2m

`

)
; 0 ≤ ` ≤ 2m

}
= (2m+ 1)

(
2m

m

)
.

En combinant cette dernière inégalité avec (1.5.3), on en déduit que :

d2m+1 ≥ m(2m+ 1)

(
2m

m

)
≥ m4m ≥ 22m+1 (∀m ≥ 2)

et

d2m+2 ≥ d2m+1 ≥ m4m ≥ 22m+2 (∀m ≥ 4).

L’estimation requise par le théorème découle de ces deux dernière inégalités et de l’inégalité

triviale d8 ≥ 28. Le théorème est ainsi démontré.

Corollaire 1.30 (Nair [39]). Pour tout entier n ≥ 7, on a :

π(n) ≥ n log 2

log n
.

Démonstration. Le résultat découle immédiatement de (1.2.8) et du fait que l’on a (en

vertu du théorème 1.29) : ψ(n) ≥ n log 2 (∀n ≥ 7).

Un autre résultat très important dû à Nair est le suivant.
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Théorème 1.31 (Nair [39]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

dn := ppcm(1, 2, . . . , n) = ppcm

((
n

1

)
, 2

(
n

2

)
, . . . , n

(
n

n

))
.

Démonstration. D’après la relation (1.5.2), on a pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n} : m
(
n
m

)
divise dn. Ce qui entrâıne que :

ppcm

((
n

1

)
, 2

(
n

2

)
, . . . ,m

(
n

m

))
divise dn.

D’autre part, puisqu’on a visiblement m divise m
(
n
m

)
pour tout m ∈ {1, 2, . . . , n}, il

s’ensuit que :

dn divise ppcm

((
n

1

)
, 2

(
n

2

)
, . . . , n

(
n

n

))
.

Ce qui conclut à l’identité requise par le théorème et complète cette démonstration.

Corollaire 1.32 (Nair [39]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

dn := ppcm (1, 2, . . . , n) ≤ 4n. (1.5.4)

Démonstration. On procède par récurrence sur n. Pour n = 1, l’inégalité (1.5.4) est

triviale. Fixons m ∈ N∗ et supposons que (1.5.4) est vraie pour tout entier strictement

positif n < 2m. Nous montrons que (1.5.4) reste vraie pour n = 2m et pour n = 2m+1, ce

qui conclura au résultat requis. Premièrement, on vérifie facilement que l’on a l’identité :

k

(
2m

k

)(
2m− k
m− k

)
= k

(
m

k

)(
2m

m

)
(∀k ∈ {1, 2, . . . ,m}). (1.5.5)

Cette dernière entrâıne que k
(

2m
k

)
divise k

(
m
k

)(
2m
m

)
(∀k ∈ {1, 2, . . . ,m}). D’autre part, le

membre de droite de (1.5.5) est (en vertu du théorème 1.31) un diviseur de dm
(

2m
m

)
. Par

conséquent, on a pour tout k ∈ {1, 2, . . . ,m} :

k

(
2m

k

)
divise dm

(
2m

m

)
. (1.5.6)

Puisque pour tout k ∈ {m + 1, . . . , 2m}, on a : k
(

2m
k

)
= (2m − k + 1)

(
2m

2m−k+1

)
et 1 ≤

2m−k+1 ≤ m, il s’ensuit que la relation (1.5.6) est valable pour tout k ∈ {1, 2, . . . , 2m}.

En combinant cela avec le théorème 1.31, on obtient que : d2m divise dm
(

2m
m

)
. En procédant

comme ci-dessus et en utilisant l’identité suivante :

k

(
2m+ 1

k

)(
2m+ 1− k
m+ 1− k

)
= k

(
m+ 1

k

)(
2m+ 1

m+ 1

)
(∀k ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1}),

26



1.6. Minorations effectives du ppcm d’une suite arithmétique

au lieu de (1.5.5), on obtient que : d2m+1 divise dm+1

(
2m+1
m+1

)
. On a par conséquent :

d2m ≤ dm

(
2m

m

)
≤ 4m(1 + 1)2m = 42m

et

d2m+1 ≤ dm+1

(
2m+ 1

m+ 1

)
≤ 4m+1 (1 + 1)2m+1

2
= 42m+1.

Ce qui achève cette récurrence et complète la démonstration du corollaire.

1.6 Minorations effectives du ppcm d’une suite arith-

métique

Dans la continuation, Farhi [17] a présenté une méthode permettant d’obtenir des

minorations effectives et non triviales du ppcm d’une suite arithmétique et d’une certaine

classe de suites quadratiques. Cette partie est consacrée à la démonstration de quelques

résultats portant sur le ppcm d’une suite arithmétique. On parlera aussi d’une certaine

estimation conjecturée dans [17] et démontrée par Hong [25].

Théorème 1.33 (Farhi [17]). Soit (uk)k∈N une suite arithmétique d’entiers, de raison r

et de premier terme u0 strictement positifs et premiers entre eux. Alors, pour tout entier

naturel n, on a :

ppcm(u0, u1, . . . , un) ≥ u0(1 + r)n−1. (1.6.1)

Si de plus n est multiple de (r + 1), on a :

ppcm(u0, u1, . . . , un) ≥ u0(1 + r)n. (1.6.2)

La démonstration de ce théorème est partagée en plusieurs lemmes.

Lemme 1.34 (Farhi [17]). Soit (uk)k∈N une suite d’entiers non nuls, strictement crois-

sante. Alors, pour tout entier naturel n, le produit u0u1 · · ·un divise le nombre :

Mn := ppcm (u0, u1, . . . , un) · ppcm


∏

0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj); j = 0, 1, . . . , n

 .
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Démonstration. En substituant x = 0 dans la décomposition en éléments simples de la

fraction rationnelle 1/(x+ u0)(x+ u1) . . . (x+ un), on obtient :

n∑
j=0

1

uj
· 1∏

0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj)
=

1

u0u1 · · ·un
.

Le résultat requis en découle en multipliant les deux membres de cette dernière identité

par Mn.

Lemme 1.35 (Farhi [17]). Soit (uk)k∈N une progression arithmétique strictement crois-

sante d’entiers non nuls. Alors, pour tout entier naturel n, on a :

ppcm (u0, u1, . . . , un) est multiple de
u0u1 · · ·un

n! (pgcd (u0, u1))n
.

Démonstration. On peut supposer que pgcd (u0, u1) = 1 (quitte à remplacer la suite

(uk)k par la suite (vk)k de terme général vk := uk/pgcd (u0, u1) (∀k ∈ N)). D’après le

lemme 1.34, le nombre ppcm (u0, u1, . . . , un) est multiple du nombre rationnel :

u0u1 · · ·un

ppcm

{∏
0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj); 0 ≤ j ≤ n

} .
En désignant par r ∈ N∗ la raison de la suite arithmétique (uk)k∈N, on a pour tout

j ∈ {0, 1, . . . , n} : ∏
0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj) = (−1)jj!(n− j)!rn.

Par conséquent, on a :

ppcm


∏

0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj); 0 ≤ j ≤ n

 = rnn!.

Ce qui entrâıne que le nombre ppcm (u0, u1, . . . , un) est multiple du nombre rationnel

u0u1···un
rnn!

. Par ailleurs, puisque les entiers u0 et u1 sont premiers entre eux, alors r est premier

avec tous les termes de la suite (uk)k∈N, il est donc premier avec le produit u0u1 · · ·un.

Enfin, le lemme de Gauss permet de déduire que le nombre ppcm (u0, u1, . . . , un) est

multiple du nombre rationnel u0u1···un
n!

. Ce qui complète cette démonstration.
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Dans les deux lemmes suivants, nous fixons une suite arithmétique (uk)k∈N, ayant pour

raison r et pour premier terme u0, avec r, u0 ∈ N∗. Pour tout n ∈ N, nous désignons par

(vn,k)0≤k≤n la suite finie de nombres rationnels définie par vn,k := ukuk+1···un
(n−k)!

(∀k ∈ {0, 1, . . . , n}).

Lemme 1.36 (Farhi [17]). Pour tout entier naturel n, la suite (vn,k)0≤k≤n atteint son

maximum en kn ∈ {0, 1, . . . , n}, défini par :

kn := max

{
0,

⌊
n− u0

r + 1

⌋
+ 1

}
. (1.6.3)

Démonstration. Pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, on a :

vn,k+1

vn,k
=
n− k
uk

=
n− k
u0 + kr

;

d’où :

vn,k+1 ≥ vn,k ⇐⇒ k ≤ n− u0

r + 1
⇐⇒ k ≤

⌊
n− u0

r + 1

⌋
.

Deux cas peuvent se présenter. Si n < u0, alors la suite (vn,k)0≤k≤n est décroissante et elle

atteint donc son maximum en k = 0. Si on a au contraire n ≥ u0, alors la suite (vn,k)0≤k≤n

croit jusqu’au terme d’indice
⌊
n−u0
r+1

⌋
+ 1 et elle décroit au-delà de ce dernier ; elle atteint

donc sont maximum en k =
⌊
n−u0
r+1

⌋
+ 1. Ce qui conclut au résultat du lemme et achève

cette démonstration.

Lemme 1.37 (Farhi [17]). Pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}, on a :

vn,k =
rn−k+1∫ 1

0
xk+

u0
r
−1(1− x)n−kdx

. (1.6.4)

Démonstration. D’après les propriétés usuelles des fonctions Γ et β d’Euler, on a :

vn,k =
uk · · ·un
(n− k)!

=
uk(uk + r) · · · (uk + (n− k)r)

(n− k)!

= rn−k+1 ·
uk
r

(uk
r

+ 1) · · · (uk
r

+ n− k)

(n− k)!

= rn−k+1 Γ(uk
r

+ n− k + 1)

Γ(uk
r

) · Γ(n− k + 1)

=
rn−k+1

β(uk
r
, n− k + 1)

,
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L’identité (1.6.4) découle de la formule intégrale de la fonction β. Ce qui complète cette

démonstration.

Démonstration du théorème 1.33. Fixons n ∈ N et montrons l’inégalité (1.6.1) du

théorème. Étant donné k ∈ {0, 1, . . . , n}, le nombre ppcm (u0, u1, . . . , un) est visiblement

un multiple du nombre ppcm (uk, uk+1, . . . , un), qui est lui même (d’après le lemme 1.35)

multiple de vn,k := ukuk+1···un
(n−k)!

. En combinant cela avec le lemme 1.36, on obtient que :

ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥ max {vn,k; 0 ≤ k ≤ n} = vn,kn . (1.6.5)

Il ne reste plus qu’à trouver une bonne minoration pour le nombre vn,kn . Pour surmon-

ter certaines difficultés de calcul, nous allons plutôt minorer le nombre vn,k∗ , où k∗ :=⌊
n−1
r+1

+ 1
⌋
∈ {0, 1, . . . , n} et on conclura au résultat requis via l’inégalité vn,kn ≥ vn,k∗ .

D’après le lemme 1.37, on a :

vn,k∗ =
rn−k

∗+1∫ 1

0
xk
∗+

u0
r
−1(1− x)n−k∗dx

. (1.6.6)

Par ailleurs, comme n−1
r+1

< k∗ ≤ n+r
r+1

, il s’ensuit que :

rn−k
∗+1 ≥ r

(n−1)r
r+1

+1. (1.6.7)

De même, on a pour tout x ∈ [0, 1] :

xk
∗+

u0
r
−1(1− x)n−k

∗ ≤ x
n−1
r+1

+
u0
r
−1(1− x)

(n−1)r
r+1 .

En intégrant les deux membres de cette dernière inégalité sur l’intervalle [0, 1], on obtient :∫ 1

0

xk
∗+

u0
r
−1(1− x)n−k

∗
dx ≤

∫ 1

0

{x(1− x)r}
n−1
r+1 x

u0
r
−1dx. (1.6.8)

L’estimation (1.6.8) avec l’inégalité x(1− x)r ≤ rr

(r+1)r+1 (∀x ∈ [0, 1]), entrâınent que :

∫ 1

0

xk
∗+

u0
r
−1(1− x)n−k

∗
dx ≤ r

(n−1)r
r+1

(r + 1)n−1
· r
u0

. (1.6.9)

En combinant les estimations (1.6.5), (1.6.6), (1.6.7) et (1.6.9), on aboutit à :

ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥ vn,kn ≥ vn,k∗ ≥ u0(r + 1)n−1,
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comme il fallait le prouver. La minoration (1.6.2) du théorème se démontre de la même

façon en travaillons cette fois-ci avec l’entier naturel k∗∗ := n
r+1

au lieu de k∗. Ce qui

complète cette démonstration.

Farhi [17] a conjecturé que l’estimation (1.6.2) est vraie pour tout n ∈ N. Une

démonstration de cette conjecture, établie par Hong [25], est fournie dans le théorème

suivant :

Théorème 1.38 (Hong [25]). Soit (uk)k∈N une suite arithmétique d’entiers, de raison

r ∈ N∗ et dont le premier terme u0 est strictement positif et premier avec r. Alors, pour

tout entier naturel n, on a :

ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥ u0(1 + r)n. (1.6.10)

Démonstration. On procède par récurrence pour montrer que vn,kn ≥ u0(1 + r)n (∀n ∈

N), où kn ∈ {0, 1, . . . , n} est déjà défini dans le lemme 1.36, ce qui conclura au résultat

requis (via (1.6.5)). En vertu du lemme 1.36, on a pour tout entier naturel n ≤ u0 :

vn,kn ≥ vn,0 =
u0u1 · · ·un

n!
= u0(u0 + r)

(u0

2
+ r
)
· · ·
(u0

n
+ r
)
≥ u0(1 + r)n. (1.6.11)

Ce qui montre en particulier que la propriété requise est vraie pour n ∈ {0, 1} (car u0 ≥ 1).

Soit n un entier strictement positif. Supposons que vn,kn ≥ u0(1 + r)n et montrons que

vn+1,kn+1 ≥ u0(1 + r)n+1. Si n ≤ u0, le résultat découle de (1.43). Supposons pour la suite

que n > u0. On vérifie facilement (à partir de la définition de kn) que kn ≤ kn+1 ≤ kn+1 ;

ce qui nous amène à distinguer les deux cas suivants :

� 1ercas : (si kn+1 = kn). Dans ce cas, on a :

vn+1,kn+1 = vn+1,kn =
uknukn+1 · · ·un+1

(n+ 1− kn)!
= vn,kn ·

un+1

n+ 1− kn
. (1.6.12)

Par ailleurs, on vérifie facilement (en se servant de l’égalité kn = kn+1) que :

n+ 1− u0

r + 1
< kn.

Cette dernière entrâıne que :

un+1 − (r + 1)(n+ 1− kn) = u0 − (n+ 1) + kn(r + 1) > 0.
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D’où l’on tire :
un+1

n+ 1− kn
> (r + 1). (1.6.13)

En combinant (1.6.12), (1.6.13) et l’hypothèse de récurrence, on aboutit à :

vn+1,kn+1 ≥ vn,kn(r + 1) ≥ u0(1 + r)n(1 + r) = u0(1 + r)n+1,

comme il fallait le prouver.

� 2ndcas : (si kn+1 = kn + 1). Dans ce cas, on a :

vn+1,kn+1 = vn+1,kn+1 =
ukn+1 · · ·un+1

(n− kn)!
= vn,kn ·

un+1

ukn
. (1.6.14)

Par ailleurs, on vérifie facilement (en se servant de l’égalité kn+1 = kn + 1) que :

kn ≤
n+ 1− u0

r + 1
.

Cette dernière entrâıne que :

un+1 − (r + 1)ukn = u0 + (n+ 1)r − (r + 1)u0 − knr(r + 1)

≥ nr + r − u0r − r(n+ 1− u0) = 0.

D’où l’on tire :
un+1

ukn
≥ (r + 1). (1.6.15)

En combinant (1.6.14) et (1.6.15) et l’hypothèse de récurrence, on a abouti à :

vn+1,kn+1 ≥ vn,kn(r + 1) ≥ u0(1 + r)n(1 + r) = u0(1 + r)n+1.

Ce qui achève cette récurrence et complète la preuve du théorème.

1.7 Minorations effectives du ppcm de certaines suites

quadratiques

Dans cette section, nous présentons les résultats de Farhi [17] portant sur l’estimation

du plus petit commun multiple d’une certaine classe de progressions quadratiques. On

parlera ensuite d’une amélioration remarquable établie par Oon [41] en 2013. Notons que

cette amélioration est adaptable à une généralisation importante qu’on discutera dans la

section suivante.
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Théorème 1.39 (Farhi [17]). Soient n ∈ N et (uk)k∈N la suite d’entiers de terme général

donné par :

uk := ak(k + t) + b (∀k ∈ N),

avec a, b ∈ N∗, t ∈ N et pgcd(a, b) = 1. Alors, on a :

ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥

2b
(
a
4

)n
si t = 0,

b
t2t

(
a
4

)n
si t ≥ 1.

. (1.7.1)

Démonstration. D’après le lemme 1.34, le nombre ppcm (u0, u1, . . . , un) est multiple du

nombre rationnel :

R :=
u0u1 · · ·un

ppcm

{∏
0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj); j = 0, 1, . . . , n

} .
D’autre part, on vérifie facilement que pour tout j ∈ {0, 1, . . . , n}, on a :

∏
0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj) =

(−1)jan (n−j)!(n+j)!
2

si t = 0,

(−1)jan (n−j)!(n+j+t)!
Φ(j,t)

1
2j+t

si t ≥ 1.

, (1.7.2)

où Φ(j, t) := 1 si t = 1 et Φ(j, t) := (j+1) · · · (j+t−1) si t ≥ 2. Puisque (n−j)!(n+j+t)!

divise (2n + t)! (car (2n+t)!
(n−j)!(n+j+t)!

=
(

2n+t
n−j

)
∈ N∗) et pour tout t ≥ 1, Φ(j, t) est multiple

de (t− 1)! (car Φ(j,t)
(t−1)!

=
(
j+t−1
t−1

)
∈ N∗), on en déduit que le produit

∏
0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj) divise

l’entier strictement positif f(t, n) défini par :

f(t, n) :=

a
n (2n)!

2
si t = 0,

an (2n+t)!
(t−1)!

si t ≥ 1.

. (1.7.3)

Comme f(t, n) est indépendant de j ∈ {0, 1, . . . , n}, il s’ensuit que :

ppcm


∏

0≤i≤n
i 6=j

(ui − uj); j = 0, 1, . . . , n

 divise f(t, n).

Cette dernière relation entrâıne que R est multiple de u0u1···un
f(t,n)

. Par conséquent, l’entier

ppcm (u0, u1, . . . , un) est aussi multiple de u0u1···un
f(t,n)

. Par ailleurs, puisque an est premier
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avec tous les termes de la suite (uk)k∈N (car pgcd(a, b) = 1) et f(t, n) est multiple de

an (par définition), alors (en vertu du lemme de Gauss) l’entier ppcm (u0, u1, . . . , un)

est multiple de an u0u1···un
f(t,n)

. D’où l’on a : ppcm (u0, u1, . . . , un) ≥ an u0u1···un
f(t,n)

. L’estimation

requise découle alors de cette dernière, des inégalités
(

2n
n

)
≤ 22n = 4n,

(
2n+t
n

)
≤ 22n+t =

2t4n et de l’estimation :

u0u1 · · ·un ≥ b (a(1 + t)) (2a(2 + t)) · · · (na(n+ t)) = ban
n!(n+ t)!

t!
.

Ce qui complète cette démonstration.

Remarque 1.40. La minoration du théorème 1.39 est non triviale dès que a ≥ 5. À

priori, en appliquant ce résultat pour la suite (n2 + 1)n∈N∗, on obtient une minoration

triviale sans importance. Par contre, si r est un entier ≥ 3, le théorème 1.39 donne

une minoration intéressante du ppcm de la suite (r2n2 + 1)n≥1, qui est une sous-suite de

(n2 + 1)n∈N∗. En fait, on a :

ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, · · · , n2 + 1

)
≥ ppcm

(
r2 + 1, r222 + 1, · · · , r2k2 + 1

)
,

où k := bn
r
c. Ensuite, le théorème 1.39 appliqué à la suite (r2n2 + 1)n≥1 entrâıne :

ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, · · · , n2 + 1

)
≥ 2

(
r2

4

)k
> 2

(
r2

4

)n
r
−1

=
8

r2

{(r
2

) 2
r

}n
. (1.7.4)

En prenant enfin dans (1.7.4) r = 5 (qui est la valeur de r qui rend la quantité 8
r2

{(
r
2

) 2
r

}n
maximale), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 1.41 (Farhi [17]). pour tout entier n ≥ 1, on a :

ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, · · · , n2 + 1

)
≥ 0, 32(1, 442)n.

Le corollaire 1.41 a été amélioré par Oon [41], qui avait établi le résultat plus fort suivant :

Théorème 1.42 (Oon [41]). Soient c,m, n ∈ N∗ tels que m ≤ dn
2
e. Alors, on a :

Lc,m,n := ppcm
(
m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c

)
≥ 2n.
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Démonstration. Définissons le nombre Ic,m,n comme suit :

Ic,m,n :=

∫ 1

0

xm−1+
√
ci(1− x)n−mdx,

(où i désigne le nombre complexe
√
−1). Nous allons évaluer Ic,m,n par deux méthodes

différentes.

� 1èreméthode : En développant par la formule du binôme l’expression (1−x)n−m, dans

Ic,m,n, on obtient :

Ic,m,n =
n−m∑
k=0

(−1)k
(
n−m
k

)∫ 1

0

xm−1+k+
√
cidx =

n−m∑
k=0

(−1)k
(
n−m
k

)
m+ k +

√
ci

=
n−m∑
k=0

(−1)k
(
n−m
k

)
(m+ k −

√
ci)

(m+ k)2 + c
.

Cette dernière expression montre que Ic,m,nLc,m,n est un nombre complexe de la forme

x+ i
√
cy, avec x, y ∈ Z. Puisque Ic,m,nLc,m,n 6= 0, il s’ensuit que |Ic,m,nLc,m,n| = x2 + cy2 ∈

N∗. Par conséquent, on a :

Lc,m,n ≥
1

|Ic,m,n|
. (1.7.5)

� 2ndeméthode : D’après les propriétés usuelles des fonctions Γ et β d’Euler, on a :

Ic,m,n = β(m+
√
ci, n−m+ 1) =

Γ(m+
√
ci)Γ(n−m+ 1)

Γ(n+ 1 +
√
ci)

=
(n−m)!
Γ(n+1+

√
ci)

Γ(m+
√
ci)

.

D’où l’on a :

Ic,m,n =
(n−m)!∏n

k=m(k +
√
ci)
. (1.7.6)

En substituant (1.7.6) dans (1.7.5), on aboutit à :

Lc,m,n ≥
∏n

k=m

√
k2 + c

(n−m)!
≥
∏n

k=m k

(n−m)!
= m

(
n

m

)
. (1.7.7)

Maintenant, l’estimation (1.7.7) est vraie pour tous n,m ∈ N∗ tels que m ≤ n ; en

particulier, on a pour m =
⌈
n
2

⌉
:

Lc,dn2 e,n ≥
⌈n

2

⌉( n⌈
n
2

⌉).
Par ailleurs, on montre facilement par récurrence que pour tout entier n ≥ 7, on a :⌈n

2

⌉( n⌈
n
2

⌉) ≥ 2n. (1.7.8)
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Ce qui entrâıne que pour tous n,m ∈ N∗ tels que n ≥ 7 et m ≤
⌈
n
2

⌉
, on a :

Lc,m,n ≥ Lc,dn2 e,n ≥ 2n.

Pour les petites valeurs de n (i.e., n ≤ 6), on vérifie le résultat de façon calculatoire (cas

par cas). Ce qui complète la démonstration du théorème.

1.8 Minorations effectives du ppcm de suites polyno-

miales

Comme nous l’avons signalé dans la section §1.7, la méthode de Oon est adaptable à

une généralisation importante. En 2013, Hong et al. [27] ont généralisé le résultat de Oon

(i.e., le théorème 1.42) en montrant qu’il reste vrai en remplaçant la suite (n2 + c)n par

n’importe quelle suite polynomiale (non constante), ayant des coefficients entiers positifs.

La méthode de Hong et al. utilise quelques arguments algébriques, ainsi que certaines

identités binomiales que nous présenterons dans ce qui va suivre.

Théorème 1.43 (Hong et al. [27]). Soient n un entier ≥ 7 et f ∈ Z[X] un polynôme non

constant, à coefficients positifs. Alors, pour tout entier 0 < m ≤
⌈
n
2

⌉
, on a :

ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)) ≥ 2n.

La preuve de ce théorème est partagée en plusieurs lemmes. Rappelons d’abord la définition

d’un entier algébrique.

Définition 1.44. Un nombre complexe α est appelé un “entier algébrique”, s’il est racine

d’un polynôme unitaire f ∈ Z[X].

Lemme 1.45. On a les propriétés suivantes :

1. Les entiers algébriques rationnels sont simplement les entiers rationnels.

2. Si α ∈ C est un entier algébrique, alors il en est de même des nombres kα (k ∈ Z).
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Démonstration.

� Montrons le point 1 du lemme. Il est immédiat que tout entier rationnel est un entier

algébrique (car : si m ∈ Z, alors m est racine du polynôme (X −m) ∈ Z[X]). Inversement,

supposons quem ∈ Q est racine d’un polynôme unitaire f(X) = Xn+an−1X
n−1+· · ·+a0 ∈

Z[X]. Il existe a, b ∈ Z tels que b 6= 0, pgcd(a, b) = 1 et m = a
b
. On a par suite :(a

b

)n
+ an−1

(a
b

)n−1

+ · · ·+ a0 = 0.

En multipliant les deux membres de cette dernière par bn−1, on obtient :

an−1

b
= −an−1a

n−1 − an−2a
n−1b− · · · − a0b

n−1 ∈ Z,

ce qui montre que b | an−1. Comme pgcd(a, b) = 1, alors on a forcément b = ±1 et donc

m = ±a ∈ Z, comme il fallait le prouver.

� Montrons maintenant le point 2 du lemme. Supposons que α est racine d’un polynôme

unitaire f(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ Z[X]. Puisque f(α) = 0, alors knf(α) = 0 ;

cela entrâıne que kα est racine du polynôme g ∈ Z[X], donné par :

g(X) := Xn + kan−1X
n−1 + k2an−2X

n−2 + · · ·+ kna0,

comme il fallait le prouver. Le lemme est ainsi démontré.

Dans ce qui suit, nous utilisons librement les résultats du lemme 1.45, sans se référer

à ce dernier.

Lemme 1.46 (Hong et al. [27]). Soient s un entier strictement positif et f(X) =
∑s

i=0 aiX
i

∈ Z[X] un polynôme de degré s. Désignons par α1, α2, . . . , αs les racines complexes

de f comptées avec leurs multiplicités. Alors, pour tout j ∈ {1, 2, . . . , s}, le nombre

βj := as

(∏
1≤i≤s
i 6=j

αi

)
est un entier algébrique.

Démonstration. Pour s = 1, le résultat du lemme est trivial. Supposons pour la suite

que s ≥ 2. Si au moins deux racines de f sont nulles, alors βj = 0 (∀j ∈ {1, 2, . . . , s}), ce

qui conclut au résultat requis. Si une seule racine αt (pour un certain t ∈ {1, 2, . . . , s}) est

nulle, alors βt = (−1)s−1a1 ∈ Z et βj = 0 (∀j 6= t), ce qui permet de conclure. Maintenant,

si toutes les racines α1, α2, . . . , αs sont non nulles, alors βj = (−1)sa0
αj

(∀j ∈ {1, 2, . . . , s}).
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Il suffit donc de montrer que pour tout j ∈ {1, 2, . . . , s}, le nombre a0
αj

est un entier

algébrique. Fixons j ∈ {1, 2, . . . , s}. Puisque f(αj) = 0, il s’ensuit que :

as−1
0

αsj
f(αi) =

(
a0

αj

)s
+ a1

(
a0

αj

)s−1

+ · · ·+ as−1a
s−2
0

(
a0

αj

)
+ asa

s−1
0 = 0.

Par conséquent, le nombre a0
αj

est racine du polynôme unitaire g(X) = Xs + a1X
s−1 +

· · ·+ as−1a
s−2
0 X + asa

s−1
0 ∈ Z[X], comme il fallait le prouver. Le lemme est démontré.

Lemme 1.47 (Hong et al. [27]). Soient m et n deux entiers strictement positifs tels que

m ≤ n. Alors, pour tout z ∈ C \ {m,m+ 1, . . . , n}, on a :

(n−m)!∏n
k=m(k − z)

=
n∑

k=m

(−1)k−m
(
n−m
k −m

)
1

k − z
. (1.8.1)

Démonstration. Considérons le polynôme de Lagrange L, donné par :

L(z) :=
n∑

k=m

∏
m≤j≤n
j 6=k

(
j − z
j − k

)
=

n∑
k=m

(−1)k−m

(k −m)!(n− k)!

∏
m≤j≤n
j 6=k

(j − z).

On a visiblement deg(L − 1) ≤ n −m. Puisque le polynôme (L − 1) s’annule en chacun

des nombres m,m + 1, . . . , n, alors le nombre de racines de (L − 1) est strictement plus

grand que son degré. Cela entrâıne que (L− 1) n’est rien d’autre que le polynôme nul. Il

s’ensuit que pour tout z ∈ C \ {m,m+ 1, . . . , n}, on a :

(n−m)! = (n−m)!L(z) =
n∑

k=m

(−1)k−m
(
n−m
k −m

) ∏
m≤j≤n
j 6=k

(j − z)

=

{
n∏

k=m

(k − z)

}
n∑

k=m

(−1)k−m
(
n−m
k −m

)
1

k − z
,

confirmant ainsi l’identité (1.8.1). La démonstration du lemme est achevée.

Lemme 1.48 (Hong et al. [27]). Soient m,n, s ∈ N∗ tels que m ≤ n et soit f(x) =∑s
i=0 aiX

i ∈ Z[X] un polynôme de degré s. Si f ne s’annule en aucun entier de l’intervalle

[m,n], alors on a :

n∏
k=m

f(k) divise as
n−m+1 ((n−m)!)s (ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)))s .
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Démonstration. Désignons par α1, α2, . . . , αs les racines complexes de f comptées avec

leurs multiplicités. Donc, on peut écrire f(X) = as (X − α1) (X − α2) · · · (X − αs). Soit

k ∈ {m,m + 1, . . . , n}. Il est immédiat que le polynôme hk(X) := (−1)sf(k − X) est

dans Z[X], son degré est égal à s, son coefficient dominant est égal à as et ses racines

(comptées avec leurs multiplicités) sont k−α1, k−α2, . . . , k−αs. En appliquant le lemme

1.46 sur le polynôme hk, on en déduit que f(k)
k−αj = as

∏
1≤i≤s
i 6=j

(k−αi) est un entier algébrique

(∀j ∈ {1, 2, . . . , s}). Cela est aussi vrai pour tout k ∈ {m,m + 1, . . . , n} (puisque k est

arbitraire). Par ailleurs, on a (en vertu du lemme 1.47) :

(n−m)!∏n
k=m(k − αj)

=
n∑

k=m

(−1)k−m
(
n−m
k −m

)
1

k − αj
(∀j ∈ {1, 2, . . . , s}). (1.8.2)

En multipliant les deux membres de (1.8.2) par ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)) et en se

servant de ce qui précède, il s’ensuit que les nombres Q1, Q2, . . . , Qs donnés par :

Qj :=
(n−m)!ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n))∏n

k=m(k − αj)
(∀j ∈ {1, 2, . . . , s}), (1.8.3)

sont tous des entiers algébriques. Donc, leur produit Q :=
∏s

j=1Qj l’est aussi. Le résultat

requis par le lemme découle du fait que tout entier algébrique rationnel est un entier

rationnel (voir le point 1 du lemme 1.45) et de l’expression suivante montrant en particulier

que Q est un nombre rationnel :

Q :=
as
n−m+1 ((n−m)!))s (ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)))s∏n

k=m f(k)
∈ Q.

Ce qui complète cette démonstration.

Démonstration du théorème 1.43. Le lemme 1.48 entrâıne que :

ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)) ≥ ppcm (f(dn/2e), f(dn/2e+ 1), . . . , f(n))

≥
∏n

k=dn/2e |f(k)/as|
1
s

(n− dn/2e)!
≥

∏n
k=dn/2e k

(n− dn/2e)!
=
⌈n

2

⌉( n⌈
n
2

⌉).
En combinant cette dernière avec (1.7.8), on a :

ppcm (f(m), f(m+ 1), . . . , f(n)) ≥ 2n (∀n ≥ 7).

Ce qui complète cette démonstration.
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1.9 Estimations asymptotiques

Dans cette section on s’intéresse à l’étude du comportement asymptotique du nombre :

log ppcm(f(1), f(2), . . . , f(n)),

où f ∈ Z[X] et deg f ∈ {1, 2}. On commencera par le résultat de Bateman et al. [2] dont

on présentera une démonstration ; nous énonçons ensuite le résultat de Cilleruelo [13] sans

démonstration.

Théorème 1.49 (Bateman et al. [2]). Soient a, b ∈ Z tels que b > 0, a + b > 0 et

pgcd(a, b) = 1. Alors, on a :

log ppcm (a+ b, a+ 2b, . . . , a+ nb) ∼+∞

 b

ϕ(b)

∑
1≤m≤b

pgcd(m,b)=1

1

m

n, (1.9.1)

où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler.

Démonstration. Fixons n ∈ N∗ et définissons :

T (b) := {m ∈ N∗; m ≤ b et pgcd(m, b) = 1} ,

La,b,n := ppcm (a+ b, a+ 2b, . . . , a+ nb) ,

S(n) := {a+ b, a+ 2b, . . . , a+ nb}.

Désignons par P (n) l’ensemble des facteurs premiers de La,b,n et posonsM(n) :=
∏

p∈P (n) p.

En écrivant La,b,n =
∏

p∈P (n) p
ap , avec ap = ap(n) := ϑp(La,b,n) (∀p ∈ P (n)), on a :

La,b,n
M(n)

=
∏
pap−1, où le produit porte sur tous les nombres premiers p ∈ P (n) tels que p2

divise La,b,n. Puisque maxS(n) = a + nb, il s’ensuit que : pap−1 ≤ a + nb (∀p ∈ P (n)) et

#{p ∈ P (n); p2 divise La,b,n} ≤
√
a+ nb. On a par conséquent :

0 ≤ logLa,b,n − logM(n) ≤
√
a+ nb log(a+ nb) (∀n ∈ N∗).

Ce qui entrâıne que :

lim
n→+∞

logLa,b,n − logM(n)

n
= 0.
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Il suffit donc d’étudier limn→+∞
logM(n)

n
. Pour ce faire, nous caractérisons d’abord les

nombres premiers de l’ensemble P (n). Soit p un nombre premier tel que pgcd(p, b) = 1.

Si m désigne le reste de la division euclidienne de p par b, alors m ∈ T (b) et p ≡ m

(mod b). Puisque pgcd(a, b) = 1, pour un tel m il existe un unique m′ ∈ T (b) vérifiant

mm′ ≡ a (mod b), on a en particulier m′p ≡ a (mod b). Nous constatons que m′p est le

plus petit multiple positif de p tel que m′p ≡ a (mod b). On en déduit que m′p ∈ S(n)

si et seulement si m′p ≤ a + nb ; ce qui revient à dire que p ∈ P (n) si et seulement si

p ≤ a+nb
m′

. En désignant par U(m) (∀m ∈ T (b)) l’ensemble des nombres premiers p tels

que p ≡ m (mod b) et p ≤ a+nb
m′

, il s’ensuit que :

logM(n) =
∑

m∈T (b)

∑
p∈U(m)

log p =
∑

m∈T (b)

θ

(
a+ nb

m′
;m, b

)
,

où θ(x;m, b) désigne la fonction de Chebyshev généralisée. Par ailleurs, le théorème des

nombres premiers pour les progressions arithmétiques (voir par exemple [5], p. 72) montre

que l’on a :

θ(x;m, b) =
x

ϕ(b)
+ o(x).

Ce qui donne :

logM(n) =
∑

m∈T (b)

(
a+ nb

m′ϕ(b)
+ o(n)

)
.

D’où :

lim
n→+∞

logM(n)

n
=
∑

m∈T (b)

b

m′ϕ(b)
=
∑

m∈T (b)

b

mϕ(b)
,

où la dernière égalité est due au fait que m′ parcourt l’ensemble T (b) tout comme m.

Ce qui termine cette démonstration.

Théorème 1.50 (Cilleruelo [13]). Pour tout polynôme irréductible f(X) = aX2+bX+c ∈

Z[X], on a :

log ppcm (f(1), f(2), . . . , f(n)) = n log n+Bn+ o(n),
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où B = Bf est la constante définie par :

Bf : = γ − 1− 2 log 2−
∑
p

(
d

p

)
log p

p− 1
+

1

ϕ(q)

∑
1≤r≤q

pgcd(r,q)=1

log

(
1 +

r

q

)

+ log a+
∑
p|2aD

log p

1 +
(
d
p

)
p− 1

−
∑
k≥1

s
(
f, pk

)
pk

 ,

avec γ désigne la constante d’Euler, D := b2 − 4ac, d est la partie sans facteur carré de

D,
( ·
·

)
est le symbole de Legendre, q := a

pgcd(a,b)
et s

(
f, pk

)
est le nombre de solutions de

la congruence f(X) ≡ 0 (mod pk).

La démonstration de ce théorème est un peu longue ; elle se sert de quelques résultats

concernant la répartition des racines d’un polynôme quadratique modulo des puissances

de nombres premiers. Pour une preuve bien détaillée, le lecteur est invité à consulter

l’article [13] de Cilleruelo.
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CHAPITRE

2 Minorations non triviales

du ppcm de la suite

(n2 + c)n

2.1 Introduction

Ce chapitre (dont les résultats sont publiés dans [9]) est consacré à l’étude des nombres :

Lc,m,n := ppcm{m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c},

où c,m, n sont des entiers strictement positifs tels que m ≤ n. Plus précisément, nous

utilisons des arguments d’algèbre commutative et d’analyse complexe pour établir de

nouvelles minorations non triviales de Lc,m,n. Le reste de ce chapitre est organisé en quatre

parties. Dans la première partie, nous donnons un lemme algébrique qui nous permet,

d’une part, de redémontrer le théorème 1.42 de Oon par une méthode facile et purement

algébrique, et d’autre part de reformuler le problème de minoration du nombre Lc,m,n.

Dans cette reformulation, nous sommes amenés à introduire une fonction arithmétique,

notée hc, dont un multiple fournit un diviseur pour Lc,m,n. Dans les deux parties suivantes,

nous étudions la fonction arithmétique hc et nous lui trouvons un multiple simple et non

trivial. Dans la dernière partie, nous utilisons le multiple obtenu de hc pour déduire un
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2.2. La méthode algébrique

diviseur non trivial pour Lc,m,n. Notre nouvelle minoration non triviale pour Lc,m,n découle

alors de ce diviseur.

Étant donné un polynôme P ∈ C[X], on désigne par P le polynôme conjugué de P

dans C[X] (i.e., le polynôme que nous obtenons en remplaçant chaque coefficient de P

par son conjugué complexe). Il est connu que la conjugaison des polynômes dans C[X] est

compatible avec l’addition et la multiplication, c’est-à-dire que pour tous P,Q ∈ C[X],

on a : P +Q = P + Q et P ·Q = P · Q. Par ailleurs, on désigne par I, Eh (h ∈ R) et

∆ les opérateurs linéaires de C[X] qui représentent respectivement l’identité, l’opérateur

de translation de pas h (EhP (X) = P (X + h), ∀P ∈ C[X]) et l’opérateur de différence

avant (∆P (X) = P (X + 1) − P (X), ∀P ∈ C[X]). Pour n ∈ N, l’expression de ∆n en

fonction de Eh s’obtient facilement à partir de la formule du binôme, comme suit :

∆n = (E1 − I)n =
n∑

m=0

(−1)n−m
(
n

m

)
Em

1 =
n∑

m=0

(−1)n−m
(
n

m

)
Em. (2.1.1)

Enfin, nous utilisons la notation de Knuth pour la factorielle décroissante :

Xn := X (X − 1) (X − 2) · · · (X − n+ 1) (∀n ∈ N).

2.2 La méthode algébrique

Bien que la méthode d’obtention du résultat de Oon [41] (i.e, le théorème 1.42) est d’ap-

parence analytique, les ingrédients qui font son succès sont, en profondeur, algébriques !

Nous allons montrer ce fait à travers le lemme algébrique fondamental suivant :

Lemme 2.1 (fondamental). Soit A un anneau commutatif, unitaire et intègre et soient

n un entier strictement positif et u0, u1, . . . , un, a, b des éléments de A. Supposons que a

et b vérifient les conditions suivantes :

1. Chacun des éléments u0, u1, . . . , un de A est un diviseur de a.

2. Chacun des éléments
∏

0≤j≤n
j 6=i

(ui − uj) (i = 0, 1, . . . , n) de A est un diviseur de b.

Alors, le produit ab est multiple du produit u0u1 · · ·un.
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Démonstration. Lorsque les éléments u0, u1, . . . , un de A ne sont pas deux à deux dis-

tincts (i.e., il existe i, j ∈ {0, 1, . . . , n}, avec i 6= j, tels que ui = uj), le résultat du

lemme est immédiat puisqu’on aura b = 0A. Supposons donc, pour toute la suite que les

ui (i = 0, 1, . . . , n) sont deux-à-deux distincts.

Étant donné que A est commutatif, unitaire et intègre, tout polynôme non identiquement

nul de A[X], d’un certain degré d ∈ N, possède au plus d racines dans A. C’est sur ce

résultat bien connu que nous appuyons pour prouver le lemme. Comme a est multiple de

chacun des éléments u0, u1, . . . , un de A, il existe k0, k1, . . . , kn ∈ A tels que :

a = k0u0 = k1u1 = · · · = knun. (2.2.1)

De même, comme b est multiple de chacun des éléments
∏

0≤j≤n
j 6=i

(ui− uj) (i = 0, 1, . . . , n)

de A, alors il existe `0, `1, . . . , `n ∈ A tels que :

b = `i
∏

0≤j≤n
j 6=i

(ui − uj) (∀i ∈ {0, 1, . . . , n}). (2.2.2)

Considérons le polynôme P ∈ A[X] suivant :

P (X) :=
n∑
i=0

`i ∏
0≤j≤n
j 6=i

(X − uj)

− b.
Il est immédiat que degP ≤ n. D’autre part, on a (d’après (2.2.2)) :

P (ui) = 0 (∀i ∈ {0, 1, . . . , n}).

Ce qui montre que P possède au moins (n + 1) racines distinctes dans A. Il s’ensuit (en

vertu du résultat signalé au début de cette démonstration) que P est identiquement nul.

D’où (en particulier) P (0) = 0 ; ce qui donne :

b = (−1)n
n∑
i=0

`i

 ∏
0≤j≤n
j 6=i

uj

 .
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En multipliant les deux membres de cette dernière égalité par a, il en résulte que :

ab = (−1)n
n∑
i=0

`ia

 ∏
0≤j≤n
j 6=i

uj



= (−1)n
n∑
i=0

`ikiui

 ∏
0≤j≤n
j 6=i

uj

 (en vertu de (2.2.1))

= (−1)n

(
n∑
i=0

ki`i

)
u0u1 · · ·un.

Ce qui montre bien que ab est multiple de u0u1 · · ·un. Le lemme est ainsi démontré.

Remarque 2.2. Le lemme 2.1 est inspiré du lemme 1.34 de Farhi [17] qui en devient un

cas particulier lorsqu’on prend A = Z, a = ppcm(u0, u1, . . . , un) et

b = ppcm


∏

0≤j≤n
j 6=i

(ui − uj); i = 0, 1, . . . , n

 .

C’est précisément ce cas particulier qui a conduit Farhi [17] à établir les premières mi-

norations non triviales du ppcm d’une suite arithmétique et d’un certain type de suites

quadratiques (voir les théorèmes 1.33 et 1.39).

Maintenant, nous utilisons le lemme 2.1 pour établir une nouvelle démonstration (pu-

rement algébrique) du théorème 1.42 de Oon.

Démonstration algébrique du théorème 1.42. Puisque Lc,m,n est clairement crois-

sant par rapport à m, alors il suffit de prouver le résultat du théorème pour m =
⌈
n
2

⌉
.

Pour simplifier, posons m0 :=
⌈
n
2

⌉
. Nous devons donc démontrer que Lc,m0,n ≥ 2n. Pour

n ∈ {1, 2, . . . , 6}, cela peut être facilement vérifié à la main (comme le fait Oon). Suppo-

sons pour la suite que n ≥ 7. Il est connu que pour tout entier r ≥ 7, on a :
⌈
r
2

⌉ (
r

d r2e
)
≥ 2r.

En vertu de cette dernière inégalité pour r = n, il suffit de montrer que Lc,m0,n ≥ m0

(
n
m0

)
.

Plus généralement, nous allons montrer que :

Lc,m′,n ≥ m′
(
n

m′

)
(∀m′ ∈ N∗, m′ ≤ n). (2.2.3)

46



2.2. La méthode algébrique

Soit m′ ∈ N∗ tel que m′ ≤ n. Pour prouver (2.2.3), nous appliquons le lemme 2.1 pour A =

Z[
√
−c] en prenant à la place des ui les éléments m′+

√
−c,m′+1+

√
−c, . . . , n+

√
−c de

A et pour a et b les entiers a = Lc,m′,n et b = (n−m′)!. Pour tout k ∈ {m′,m′ + 1, . . . , n},

comme Lc,m′,n est clairement multiple (dans Z, donc aussi dans A = Z[
√
−c]) de (k2 + c)

et (k2 + c) =
(
k +
√
−c
) (
k −
√
−c
)

est multiple (dans Z[
√
−c]) de

(
k +
√
−c
)
, alors

Lc,m′,n est multiple (dans Z[
√
−c]) de

(
k +
√
−c
)
. Cela montre que la première condition

du lemme 2.1 est satisfaite. D’autre part, on a pour tout k ∈ {m′,m′ + 1, . . . , n} :∏
m′≤`≤n
6̀=k

{(
k +
√
−c
)
−
(
`+
√
−c
)}

=
∏

m′≤`≤n
` 6=k

(k − `) = (−1)n−k(k −m′)!(n− k)!,

qui divise (dans Z, donc aussi dans Z[
√
−c]) l’entier (n−m′)! (car : (n−m′)!

(k−m′)!(n−k)!
=
(
n−m′
k−m′

)
∈

Z). Cela montre que la deuxième condition du lemme 2.1 est aussi satisfaite. Nous en

déduisons donc (en appliquant le lemme 2.1) que Lc,m′,n(n − m′)! est multiple (dans

Z[
√
−c]) de

∏n
k=m′

(
k +
√
−c
)
. Il existe par conséquent x, y ∈ Z tels que :

Lc,m′,n(n−m′)! =
(
x+ y

√
−c
) n∏
k=m′

(
k +
√
−c
)
. (2.2.4)

Ainsi, en prenant les modules dans C des deux côtés, on obtient :

Lc,m′,n(n−m′)! =
√
x2 + cy2

n∏
k=m′

√
k2 + c.

Par suite, comme x2 + cy2 ∈ N et x2 + cy2 6= 0 (car : x2 + cy2 = 0 =⇒ Lc,m′,n = 0, ce qui

est faux), alors x2 + cy2 ≥ 1. D’où :

Lc,m′,n =

√
x2 + cy2

∏n
k=m′

√
k2 + c

(n−m′)!
≥
∏n

k=m′

√
k2 + c

(n−m′)!
≥
∏n

k=m′ k

(n−m′)!
= m′

(
n

m′

)
,

comme il fallait le prouver. Ce qui achève la démonstration du théorème.

Maintenant, il est naturel de soulever la question suivante :

Comment pourrait-on améliorer la minoration Lc,m,n ≥
∏n
k=m

√
k2+c

(n−m)!
, obtenue

lors de la preuve du théorème 1.42 et établie initialement par Oon [41] ?

Pour discuter cette question, nous aurons besoin de la définition suivante du pgcd et du

ppcm dans un anneau commutatif unitaire.
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Définition 2.3. Soit A un anneau commutatif unitaire et soient a, b ∈ A. Un élément d

de A est appelé un plus grand commun diviseur de a et b (et est désigné par pgcdA(a, b))

si d divise à la fois a et b et si tout autre élément d′ de A, qui divise à la fois a et b, divise

également d. De même, un élément m de A est appelé un plus petit commun multiple de a

et b (et est désigné par ppcmA(a, b)) si m est un multiple de a et b et si tout autre élément

m′ de A, qui est un multiple de a et b à la fois, est également un multiple de m. Noter que

pgcdA(a, b) et ppcmA(a, b) existent au moins lorsque A est un anneau factoriel (ce qui

est le cas de l’anneau des entiers de Gauss Z[i]) et ils sont uniques à une multiplication

près par une unité.

Maintenant, pour simplifier, supposons que c = 1 et soient m,n ∈ N∗ tels que m ≤ n.

En vertu de la formule (2.2.4), l’entier strictement positif L1,m,n(n−m)! est multiple (dans

Z[i]) de l’entier de Gauss
∏n

k=m(k + i). Par suite, en prenant les conjugués (dans C) des

deux membres de (2.2.4), on obtient que L1,m,n(n−m)! est aussi multiple (dans Z[i]) de

l’entier de Gauss
∏n

k=m(k− i). Il résulte de ces deux faits que L1,m,n(n−m)! est multiple

(dans Z[i]) de :

ppcmZ[i]

{
n∏

k=m

(k + i),
n∏

k=m

(k − i)

}
=

∏n
k=m(k + i) ·

∏n
k=m(k − i)

pgcdZ[i] {
∏n

k=m(k + i),
∏n

k=m(k − i)}

=

∏n
k=m(k2 + 1)

pgcdZ[i] {
∏n

k=m(k + i),
∏n

k=m(k − i)}
.

Par conséquent, on a :

L1,m,n ≥
∏n

k=m(k2 + 1)

(n−m)!
∣∣pgcdZ[i] {

∏n
k=m(k + i),

∏n
k=m(k − i)}

∣∣ . (2.2.5)

Nous remarquons que la majoration triviale :∣∣∣∣∣pgcdZ[i]

{
n∏

k=m

(k + i),
n∏

k=m

(k − i)

}∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n∏

k=m

(k + i)

∣∣∣∣∣ ≤
n∏

k=m

√
k2 + 1

suffit pour établir la minoration de Oon L1,m,n ≥
∏n
k=m

√
k2+1

(n−m)!
. Par conséquent, toute

majoration non triviale pour le nombre
∣∣pgcdZ[i] {

∏n
k=m(k + i),

∏n
k=m(k − i)}

∣∣ entrâıne

immédiatement une amélioration du théorème 1.42 de Oon. D’autre part, pour a, b ∈ Z
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tels que (a, b) 6= (0, 0), on peut facilement vérifier que pgcdZ[i] (a+ bi, a− bi) n’est pas

trop loin de pgcdZ(a, b). Plus précisément, on a :

pgcdZ[i] (a+ bi, a− bi) = (σ + iτ) pgcdZ(a, b),

où σ, τ ∈ {−1, 0, 1} et (σ, τ) 6= (0, 0). Donc, pour le cas c = 1, on est amené à étudier la

fonction arithmétique :

h : Z[i] \ {0} −→ N∗

a+ bi 7−→ pgcd(a, b)
;

plus précisément, à trouver une majoration non triviale pour la quantité h (
∏n

k=m(k + i))

(m,n ∈ N∗, m ≤ n). Pour le cas général (c ∈ N∗), la fonction arithmétique que nous

devons étudier est clairement donnée par :

hc : Z[
√
−c] \ {0} −→ N∗

a+ b
√
−c 7−→ pgcd(a, b)

et la quantité que nous devons majorer est hc
(∏n

k=m(k +
√
−c)
)

(m,n ∈ N∗, m ≤ n).

La proposition suivante a pour objectif de remplacer un langage arithmétique spécifique

de l’anneau Z[
√
−c] par son analogue (plus simple) dans Z.

Proposition 2.4. Soient c ∈ N∗ et N, a, b ∈ Z, avec (a, b) 6= (0, 0). Alors, N est multiple

(dans Z[
√
−c]) de (a+ b

√
−c) si et seulement si N est multiple (dans Z) de a2+cb2

pgcd(a,b)
.

Démonstration. Le résultat de la proposition est trivial pour b = 0. Supposons pour la

suite que b 6= 0. On a deux implications à démontrer.

•(⇒) : Supposons que N est multiple (dans Z[
√
−c]) de (a+b

√
−c). Il existe donc x, y ∈ Z

tels que :

N = (x+ y
√
−c)(a+ b

√
−c).

En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux côtés de cette égalité, on obtient :

N = ax− byc, (2.2.6)

0 = bx+ ay. (2.2.7)
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Posons maintenant d := pgcd(a, b). Il existe donc a′, b′ ∈ Z, avec b′ 6= 0 et pgcd(a′, b′) = 1,

tels que a = da′ et b = db′. En substituant cela dans (2.2.7), on obtient (après simplifica-

tion) :

b′x = −a′y. (2.2.8)

Cette dernière égalité montre que b′ divise a′y. Puisque pgcd(a′, b′) = 1, alors (d’après le

lemme de Gauss) b′ divise y. Il existe donc k ∈ Z tel que y = kb′. En remplaçant cela dans

(2.2.8), on obtient que x = −ka′. D’où, en substituant x = −ka′ = −k a
d

et y = kb′ = k b
d

dans (2.2.6), on obtient enfin :

N = −ka
2 + cb2

d
= −k a2 + cb2

pgcd(a, b)
,

ce qui montre que N est multiple (dans Z) de a2+cb2

pgcd(a,b)
, comme il fallait le prouver.

•(⇐) : Inversement, supposons que N est multiple (dans Z) de a2+cb2

pgcd(a,b)
. Il existe donc

k ∈ Z tel que :

N = k
a2 + cb2

pgcd(a, b)
= k

a− b
√
−c

pgcd(a, b)
(a+b

√
−c) =

(
ka

pgcd(a, b)
− kb

pgcd(a, b)

√
−c
)

(a+b
√
−c).

Puisque
(

ka
pgcd(a,b)

− kb
pgcd(a,b)

√
−c
)
∈ Z[

√
−c], cette dernière égalité montre que N est

multiple (dans Z[
√
−c]) de

(
a+ b

√
−c
)
, comme il fallait le prouver.

Ce qui complète la démonstration de la proposition.

De la proposition 2.4, nous tirons le corollaire suivant, qui est la première étape clé

pour obtenir les résultats de ce chapitre.

Corollaire 2.5. Soient c,m, n ∈ N∗ tels que m ≤ n. Alors, le nombre Lc,m,n(n−m)! est

multiple (dans Z) de l’entier strictement positif :∏n
k=m (k2 + c)

hc
(∏n

k=m

(
k +
√
−c
)) .

Démonstration. La formule (2.2.4) (obtenue lors de notre nouvelle preuve du théorème

1.42) montre que Lc,m,n(n −m)! est multiple (dans Z[
√
−c]) de

∏n
k=m

(
k +
√
−c
)
. Selon

la proposition 2.4, cette dernière propriété est équivalente à l’énoncé du corollaire.

En vertu du corollaire 2.5, pour minorer le nombre Lc,m,n (c,m, n ∈ N∗, m ≤ n),

il suffit de majorer la quantité hc
(∏n

k=m(k +
√
−c)
)
. De même, pour trouver un divi-
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seur (rationnel) non trivial de Lc,m,n, il suffit de trouver un multiple non trivial pour

hc
(∏n

k=m(k +
√
−c)
)
. C’est ce que nous allons faire dans la suite.

2.3 Une identité de Bézout explicite

Dans toute la suite, fixons c ∈ N∗ et k ∈ N et Posons :

Pk(X) := (X +
√
−c)(X − 1 +

√
−c) · · · (X − k +

√
−c) = Ak(X) +Bk(X)

√
−c,

Pk(X) := (X −
√
−c)(X − 1−

√
−c) · · · (X − k −

√
−c) = Ak(X)−Bk(X)

√
−c,

où l’on sous-entend que Ak, Bk ∈ Z[X]. Dans ce qui suit, nous trouvons un multiple non

trivial pour l’entier strictement positif hc (Pk(n)) = pgcd (Ak(n), Bk(n)). Pour ce faire,

nous allons plutôt chercher deux suites polynomiales (ak(n))n et (bk(n))n de sorte que

la suite polynomiale (ak(n)Ak(n) + bk(n)Bk(n))n soit indépendante de n. Il est clair que

cela conduit à la recherche de deux polynômes Uk, Vk ∈ Q[X] qui satisfont l’identité de

Bézout :

Uk(X)Ak(X) + Vk(X)Bk(X) = 1.

Par suite, comme Ak = Pk+Pk
2

et Bk = Pk−Pk
2
√
−c , cela revient donc à chercher σk, τk ∈

Q
(√
−c
)

[X] tels que :

σk (X)Pk (X) + τk (X)Pk (X) = 1.

Justifions d’abord l’existence de σk et τk. En désignant par Z(P ) l’ensemble de toutes les

racines complexes d’un polynôme P ∈ C[X], on a clairement :

Z (Pk) = {−
√
−c, 1−

√
−c, . . . , k −

√
−c} et Z

(
Pk
)

= {
√
−c, 1 +

√
−c, . . . , k +

√
−c},

donc Z (Pk) ∩ Z
(
Pk
)

= ∅ ; c’est-à-dire que Pk et Pk n’ont pas de racines communes dans

C. Cela implique que Pk et Pk sont premiers entre eux dans C[X] ; donc ils sont aussi

premiers entre eux dans Q
(√
−c
)

[X]. Il s’ensuit (en vertu du théorème de Bézout) qu’il

existe σk, τk ∈ Q
(√
−c
)

[X] tels que : σkPk + τkPk = 1, comme il fallait le prouver.

Maintenant, pour trouver explicitement de tels σk et τk, nous avons besoin de la version

plus précise du théorème de Bézout suivante :
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Théorème 2.6. Soient K un corps et P et Q deux polynômes non constants de K[X] tels

que pgcdK[X] (P,Q) = 1. Alors, il existe un couple unique (U, V ) de polynômes de K[X],

avec degU < degQ et deg V < degP , tel que :

PU +QV = 1.

Démonstration. Puisque pgcdK[X] (P,Q) = 1, alors (d’après le théorème de Bézout) il

existe U0, V0 ∈ K[X] tels que :

PU0 +QV0 = 1.

Considérons la division euclidienne de U0 par Q et la division euclidienne de V0 par (−P )

dans K[X] :

U0 = U1Q+ U,

V0 = V1 (−P ) + V,

où U1, V1, U, V ∈ K[X], degU < degQ et deg V < deg (−P ) = degP . Donc, on a :

PU+QV = P (U0 − U1Q)+Q (V0 + V1P ) = PQ (V1 − U1)+PU0+QV0 = PQ (V1 − U1)+1.

Si V1 − U1 6= 0, alors la dernière égalité implique que deg (PU +QV ) ≥ deg (PQ), ce qui

est impossible, car degU < degQ et deg V < degP . D’où V1 − U1 = 0, ce qui donne

PU + QV = 1. L’existence du couple (U, V ) requis par le théorème est prouvée. Il reste

à prouver l’unicité de (U, V ). Soit (U∗, V∗) un autre couple de polynômes de K[X], avec

degU∗ < degQ, deg V∗ < degP et PU∗+QV∗ = 1 et montrons que (U∗, V∗) = (U, V ). On

a :

P (UV∗ − U∗V ) = (PU)V∗ − (PU∗)V = (1−QV )V∗ − (1−QV∗)V = V∗ − V,

ce qui montre que le polynôme (V∗ − V ) est multiple de P dans K[X]. Comme

deg (V∗ − V ) < degP (car : deg V < degP et deg V∗ < degP ), on a nécessairement

V∗ − V = 0 ; donc V∗ = V . Il s’ensuit de cela que PU∗ = 1−QV∗ = 1−QV = PU . D’où

U∗ = U . On a par conséquent (U∗, V∗) = (U, V ), comme il fallait le prouver.

Ce qui complète la démonstration du théorème.

Dans notre contexte, l’application du théorème 2.6 donne le corollaire suivant :
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Corollaire 2.7. Il existe un unique polynôme σk ∈ C[X], de degré ≤ k, tel que :

σkPk + σkPk = 1.

Démonstration. D’après le théorème 2.6 (appliqué à K = C et (P,Q) =
(
Pk, Pk

)
), il

existe un unique couple (σk, τk) de polynômes de C[X], avec deg σk < degPk = k + 1

et deg τk < degPk = k + 1, tel que σkPk + τkPk = 1. En prenant les conjugués dans

C[X] des deux côtés de cette dernière égalité, on obtient : σkPk + τkPk = 1, c’est-à-dire

que τkPk + σkPk = 1. Comme deg τk = deg τk < k + 1 et deg σk = deg σk < k + 1, cela

montre que le couple (τk, σk) satisfait à la propriété caractéristique du couple (σk, τk). D’où

(τk, σk) = (σk, τk), ce qui revient à dire que τk = σk. On a par conséquent σkPk+σkPk = 1.

Ce qui complète la démonstration du corollaire.

Maintenant, nous allons déterminer l’expression explicite du polynôme σk annoncé

dans le corollaire 2.7. En remplaçant dans l’identité σk (X)Pk (X) + σk (X)Pk (X) = 1,

l’indéterminée X par les nombres s+
√
−c (s = 0, 1, . . . , k), on obtient :

σk
(
s+
√
−c
)

=
1

Pk
(
s+
√
−c
) (∀s ∈ {0, 1, . . . , k}). (2.3.1)

(car : Pk
(
s+
√
−c
)

= 0 pour s = 0, 1, . . . , k). Ainsi, les valeurs de σk sont connues en

(k + 1) points équidistants de distance 1. Comme deg σk ≤ k, cela suffit pour déterminer

l’expression de σk (X) en utilisant par exemple la formule d’interpolation de Newton. En

procédant ainsi, on obtient :

σk (X) =
k∑
`=0

(
∆`σk

) (√
−c
)

`!

(
X −

√
−c
)`
.

Puis, en utilisant (2.1.1), on obtient :

σk (X) =
k∑
`=0

∑̀
j=0

(−1)`−j

`!

(
`

j

)
σk
(
j +
√
−c
) (
X −

√
−c
)`

=
k∑
`=0

{
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
σk
(
j +
√
−c
)} (

X −
√
−c
)`

=
k∑
`=0

{
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1

Pk
(
j +
√
−c
)} (X −√−c)`
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(en vertu de (2.3.1)). Donc, en posant pour tout ` ∈ {0, 1, . . . , k} :

Θk,` :=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1

Pk(j +
√
−c)

, (2.3.2)

il vient que :

σk (X) =
k∑
`=0

Θk,`

(
X −

√
−c
)`
. (2.3.3)

Il reste à simplifier les expressions des nombres Θk,` (0 ≤ ` ≤ k). Pour ce faire, nous

introduisons les fonctions rationnelles Rk,` (0 ≤ ` ≤ k), définies par :

Rk,`(z) :=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1

Pk(z + j +
√
−c)

, (2.3.4)

de sorte que l’on ait :

Θk,` = Rk,`(0) (∀` ∈ {0, 1, . . . , k}). (2.3.5)

Le domaine commun d’holomorphie des fonctions Rk,` (0 ≤ ` ≤ k) est visiblement la

région connexe et ouverte D de C, donnée par :

D := C \ {j − 2
√
−c ; j ∈ Z et− k ≤ j ≤ k}.

En utilisant le principe du prolongement analytique (voir [46]) ainsi que la théorie des

fonctions gamma et bêta (que l’on peut trouver dans [1]), nous pouvons trouver une

autre expression de Rk,` (0 ≤ ` ≤ k), qui est plus simple que celle de ci-dessus. On a la

proposition suivante :

Proposition 2.8. Pour tout ` ∈ N, avec ` ≤ k, et tout z ∈ D, on a :

Rk,`(z) =
(−1)k+`

z + 2
√
−c

(
k + `

`

)
1(

k − 2
√
−c− z

)k (
`+ 2

√
−c+ z

)` . (2.3.6)

Démonstration. Soit ` ∈ N tel que ` ≤ k. D’après le principe du prolongement analy-

tique, il suffit de prouver la formule (2.3.6) pour z ∈ C, tel que <(z) > k. Pour un tel z,
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on a :

Rk,`(z) :=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1

Pk(z + j +
√
−c)

=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1(

z + j + 2
√
−c
) (
z + j − 1 + 2

√
−c
)
· · ·
(
z + j − k + 2

√
−c
)

=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
Γ
(
z + j − k + 2

√
−c
)

Γ
(
z + j + 1 + 2

√
−c
)

=
1

`!

∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
1

k!
β
(
z + j − k + 2

√
−c, k + 1

)
=

1

k!`!

∑̀
j=0

[
(−1)`−j

(
`

j

)∫ 1

0

tz+j−k−1+2
√
−c(1− t)kdt

]

=
1

k!`!

∫ 1

0

tz−k−1+2
√
−c(1− t)k

{∑̀
j=0

(−1)`−j
(
`

j

)
tj

}
dt

=
1

k!`!

∫ 1

0

tz−k−1+2
√
−c(1− t)k (t− 1)` dt

=
(−1)`

k!`!

∫ 1

0

tz−k−1+2
√
−c(1− t)k+`dt

=
(−1)`

k!`!
β
(
z − k + 2

√
−c, k + `+ 1

)
=

(−1)`

k!`!

Γ
(
z − k + 2

√
−c
)

Γ (k + `+ 1)

Γ
(
z + `+ 1 + 2

√
−c
)

= (−1)`
(
k + `

`

)
1(

z + `+ 2
√
−c
) (
z + `− 1 + 2

√
−c
)
· · ·
(
z − k + 2

√
−c
)

=
(−1)k+`

z + 2
√
−c

(
k + `

`

)
1(

k − 2
√
−c− z

)k (
`+ 2

√
−c+ z

)` ,
comme il fallait le prouver. Ce qui complète cette démonstration.

De la proposition 2.8, découle immédiatement une expression explicite plus simple de

σk (X). On a le corollaire suivant :

Corollaire 2.9. On a :

σk (X) =
1

2
√
−c
(
k − 2

√
−c
)k k∑

`=0

(−1)k+`
(
k+`
`

)(
`+ 2

√
−c
)` (X −√−c)` .

Démonstration. Cela découle immédiatement des formules (2.3.3), (2.3.5) et (2.3.6).
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2.4 Multiples non triviaux de certaines valeurs de hc

Dans cette section, nous conservons les notations de la section §2.3. Du corollaire 2.9,

nous déduisons le théorème suivant :

Théorème 2.10. Pour tous c, n,m ∈ N∗, avec m ≤ n, on a :

hc

(
n∏

`=m

(
`+
√
−c
))

divise c

n−m∏
`=1

(`2 + 4c).

Démonstration. Soient c, n,m ∈ N∗, avec m ≤ n et posons k := n − m ∈ N et d :=

c
∏n−m

`=1 (`2 + 4c) ∈ N∗. On a
∏n

`=m

(
`+
√
−c
)

= Pk(n) ; nous devons donc démontrer que

hc (Pk(n)) divise d. En constatant que 2d =
√
−c · 2

√
−c
(
k − 2

√
−c
)k (

k + 2
√
−c
)k

, on

obtient (en vertu du corollaire 2.9) que 2dσk ∈ Z[
√
−c][X]. Donc, il existe rk, sk ∈ Z[X]

tels que :

2dσk (X) = rk (X) + sk (X)
√
−c.

Par suite, l’identité polynomiale σkPk + σkPk = 1 (donnée par le corollaire 2.7) im-

plique que 2dσk · Pk + 2dσk · Pk = 2d. En substituant dans cette dernière égalité Pk par(
Ak +Bk

√
−c
)

et 2dσk par
(
rk + sk

√
−c
)
, on obtient (en particulier) que :

rkAk − cskBk = d,

ce qui implique que pgcdZ[X] (Ak, Bk) divise d. On en déduit alors que hc (Pk(n)) =

pgcdZ (Ak(n), Bk(n)) divise d, comme il fallait le prouver.

2.5 Nouvelles estimations pour le nombre Lc,m,n

On a le théorème suivant :

Théorème 2.11. Soient c,m, n ∈ N∗ tels que m ≤ n. Alors :

1. L’entier strictement positif Lc,m,n est multiple du nombre rationnel :

n∏
k=m

(
k2 + c

)
c · (n−m)!

n−m∏
k=1

(
k2 + 4c

) .
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2. On a :

Lc,m,n ≥ λ1(c) ·m2 n!2

m!2(n−m)!3
,

où λ1(c) := e−
2π2

3
c/c.

Démonstration. Le premier point du théorème est une conséquence immédiate du co-

rollaire 2.5 et du théorème 2.10. Par suite, en utilisant l’inégalité 1 + x ≤ ex (∀x ∈ R), on

a :

n−m∏
k=1

(
k2 + 4c

)
=

n−m∏
k=1

k2

(
1 +

4c

k2

)

= (n−m)!2
n−m∏
k=1

(
1 +

4c

k2

)

≤ (n−m)!2
n−m∏
k=1

e
4c
k2

≤ (n−m)!2
+∞∏
k=1

e
4c
k2

= (n−m)!2e
∑+∞
k=1

4c
k2

= (n−m)!2e
2π2

3
c.

D’où l’on a : ∏n
k=m (k2 + c)

c · (n−m)!
∏n−m

k=1 (k2 + 4c)
≥

∏n
k=m k

2

c · (n−m)! · (n−m)!2e
2π2

3
c

=
m2
(
n!
m!

)2

c · (n−m)!3e
2π2

3
c

=
e−

2π2

3
c

c
·m2 n!2

m!2(n−m)!3
.

Le second point du théorème découle alors du premier et de cette dernière minoration. Le

théorème est démontré.

Nous allons maintenant imposer des conditions sur m (en fonction de n) afin d’opti-

miser (resp. de simplifier) l’estimation du second point du théorème 2.11. Pour ce faire,

nous devons d’abord nous débarrasser des factoriels figurant dans cette estimation. On a

le corollaire suivant :
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Corollaire 2.12. Soient c, n,m ∈ N∗ tels que m < n. Alors, on a :

Lc,m,n ≥ λ2(c) · nm

(n−m)3/2

(
m2

(n−m)3

)n−m
e3(n−m), (2.5.1)

où λ2(c) := e−
2π2

3 c− 5
12

(2π)3/2c
.

Démonstration. En partant de la minoration du second point du théorème 2.11 pour

Lc,m,n et en estimant chacun des factoriels qui y figurent en se servant de la double inégalité

bien connue :

kke−k
√

2πk ≤ k! ≤ kke−k
√

2πke
1

12k (∀k ∈ N∗)

(que l’on peut trouver dans [35, Problem 1.15]), on obtient :

Lc,m,n ≥ λ1(c)(2π)−3/2 · nm

(n−m)3/2
·
( n
m

)2n

·
(

m2

(n−m)3

)n−m
en−m · e−

1
6m
− 1

4(n−m) .

Par suite, comme e−
1

6m
− 1

4(n−m) ≥ e−
1
6
− 1

4 = e−
5
12 et

(
n
m

)2n
= e−2n log(m

n
) ≥ e−2n(m

n
−1) =

e2(n−m), on en déduit que :

Lc,m,n ≥ λ1(c)(2π)−3/2e−5/12 · nm

(n−m)3/2

(
m2

(n−m)3

)n−m
e3(n−m),

comme il fallait le prouver.

Dans le contexte du corollaire 2.12, en supposant que (n−m) est d’un ordre de grandeur

nα pour n assez grand (où 0 < α < 1), alors la partie dominante de la minoration (2.5.1)

de Lc,m,n est
(

m2

(n−m)3

)n−m
, qui est d’ordre de grandeur n(2−3α)nα . Ainsi, pour avoir une

estimation optimale, nous devons prendre α inférieurement proche de 2
3

(une étude de la

fonction α 7−→ (2 − 3α)nα montre que la meilleure valeur de α est α = 2
3
− 1

logn
). Un

résultat concret spécifiant ce raisonnement heuristique est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.13. Soient c,m, n ∈ N∗ tels que m ≤ n− 1
2
n2/3. Alors, on a :

Lc,m,n ≥ λ3(c) ·
(
n− 1

2
n2/3

)
·
(
2e3
)b 12n2/3c

,

où λ3(c) := e−
2π2

3 c− 5
12

π3/2c
.
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2.5. Nouvelles estimations pour le nombre Lc,m,n

Démonstration. Un simple calcul montre que le résultat du théorème est vrai pour

n < 3. Supposons pour la suite que n ≥ 3 et posons mn := n −
⌊

1
2
n2/3

⌋
< n ; donc

m ≤ mn. D’après le corollaire 2.12, on a :

Lc,mn,n ≥ λ2(c)
n
(
n−

⌊
1
2
n2/3

⌋)⌊
1
2
n2/3

⌋3/2

((
n−

⌊
1
2
n2/3

⌋)2⌊
1
2
n2/3

⌋3

)b 12n2/3c
e3b 12n2/3c

≥ λ2(c)
n
(
n− 1

2
n2/3

)(
1
2
n2/3

)3/2

((
n− 1

2
n2/3

)2(
1
2
n2/3

)3

)b 12n2/3c
e3b 12n2/3c

= 23/2λ2(c)

(
n− 1

2
n2/3

)[
8

(
1− 1

2n1/3

)2
]b 12n2/3c

e3b 12n2/3c.

Comme 1− 1
2n1/3 ≥ 1

2
(car : n ≥ 1), on en déduit que :

Lc,mn,n ≥ 23/2λ2(c)

(
n− 1

2
n2/3

)(
2e3
)b 12n2/3c

.

Le résultat requis découle du fait que Lc,m,n ≥ Lc,mn,n (car : m ≤ mn).

Par une autre façon, nous tirons du corollaire 2.12 le théorème suivant, qui complète

(d’une certaine manière) le théorème 2.13 ci-dessus.

Théorème 2.14. Soient c,m, n ∈ N∗ tels que n− 1
2
n2/3 ≤ m ≤ n. Alors, on a :

Lc,m,n ≥ λ2(c) · ne3(n−m),

où λ2(c) est déjà défini dans le corollaire 2.12.

Démonstration. Le résultat du théorème est trivial pour m = n. Supposons pour la

suite que m < n ; donc n ≥ 2. Maintenant, soit f : [0, n] −→ R la fonction définie par

f(x) = x2 − (n− x)3 (∀x ∈ [0, n]). Il est clair que f est strictement croissante. Par suite,

on a :

f

(
n− 1

2
n2/3

)
=

(
n− 1

2
n2/3

)2

−
(

1

2
n2/3

)3

= n2 − n5/3 +
1

4
n4/3 − 1

8
n2

=
7

8
n2 − n5/3 +

1

4
n4/3.
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Puisque n2 ≥ 8
7
n5/3 (car n ≥ 2), il s’ensuit que f

(
n− 1

2
n2/3

)
≥ 1

4
n4/3 > 0. Par suite, la

croissance de f assure que f(m) > 0 (car m ≥ n− 1
2
n2/3 par hypothèse). D’où m2

(n−m)3
> 1

et m
(n−m)3/2

> 1. En combinant cela avec (2.5.1), on en déduit que :

Lc,m,n ≥ λ2(c) · ne3(n−m),

comme il fallait le prouver. Ce qui complète cette démonstration.

2.5.1 Comparaison avec la minoration de Oon

Dans la minoration de Oon (c’est-à-dire le théorème 1.42), le nombre de termes figurant

dans le plus petit commun multiple

Lc,m,n = ppcm(m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c)

est strictement plus grand que n/2 ; alors que lorsque nous mettons ensemble nos théorèmes

2.13 et 2.14, cette contrainte est éliminée. Cependant, si la condition d’application du

théorème de Oon est remplie, nous obtenons alors une minoration pour Lc,m,n plus forte

que celles de nos théorèmes. Ceci dit, notre résultat clé est plutôt le point 1 du théorème

2.11 qui fournit un diviseur rationnel et non trivial de Lc,m,n. Ici, nous avons exploité ce

résultat clé de manière näıve. Il est probable qu’une “procédure plus intelligente” donne-

rait de meilleurs résultats.
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CHAPITRE

3 Identités et estimations

concernant le ppcm de

suites à forte divisibilité

Il est à noter que les résultats de ce chapitre sont publiés dans [8].

3.1 Introduction

L’étude des propriétés arithmétiques des coefficients binomiaux est un sujet très an-

cien et fascinant. À titre d’exemple, il y a plus d’un siècle que Sylvester [47] prouvait que

pour tous n, k ∈ N∗, tels que n ≥ 2k, le coefficient binomial
(
n
k

)
possède au moins un

diviseur premier strictement supérieur à k. Assez récemment, Farhi [18] a montré l’iden-

tité ppcm
{(

n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)}
= ppcm(1,2,...,n,n+1)

n+1
(∀n ∈ N), que Guo [22] a généralisé aux

coefficients q-binomiaux. Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une démonstration

de cette identité ; ensuite nous démontrons une identité plus générale relative aux suites

à forte divisibilité. Cette identité générale englobe à la fois les identités de Farhi et Guo

qui en deviennent des cas particuliers (voir le théorème 3.7 et la remarque 3.12). Nous

en déduisons par suite deux autres identités également intéressantes (voir les corollaires

3.9 et 3.10). Comme application, nous utilisons nos identités pour établir des estimations

effectives et non triviales du ppcm des termes consécutifs de certaines suites de Lucas
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3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

(voir le théorème 3.13). L’efficacité de nos estimations effectives est garantie par les es-

timations asymptotiques obtenues par Matiyasevich et Guy [36] et Kiss et Matyas [33]

dans le même contexte.

3.2 Une identité concernant le ppcm des coefficients

binomiaux usuels

Le théorème suivant est le résultat principal de l’article [18].

Théorème 3.1 (Farhi [18]). Pour tout entier naturel n, on a :

ppcm

{(
n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

n

)}
=

ppcm (1, 2, . . . , n, n+ 1)

n+ 1
. (3.2.1)

La preuve présentée dans [18] utilise le théorème de Kummer qui donne la valuation

p-adique des coefficients binomiaux. Plus précisément, on a :

Théorème 3.2 (Kummer). Soient k, n ∈ N et p un nombre premier. Alors, la valuation

p-adique du nombre
(
n
k

)
est égale au nombre d’emprunts effectués lorsque l’on soustrait k

de n suivant le système de numération de base p.

Démonstration. Considérons d’abord les représentations en base p des nombres n, k et

n− k :

n = arp
r + ar−1p

r−1 + · · ·+ a1p+ a0,

k = brp
r + br−1p

r−1 + · · ·+ b1p+ b0,

n− k = crp
r + cr−1p

r−1 + · · ·+ c1p+ c0,

où r ∈ N et a0, a1, . . . , ar, b0, b1, . . . , br, c0, c1, . . . , cr ∈ {0, 1, . . . , p− 1}. Les emprunts re-

quis (γi)0≤i≤r pour soustraire k de n suivant le système de base p sont alors donnés par :

γ0 :=

1 si a0 < b0

0 sinon

,
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3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

et pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r} :

γi :=

1 si ai − bi − γi−1 < 0

0 sinon

.

Le nombre d’emprunts non nuls (c’est-à-dire de véritables emprunts) est alors égal à

γ0 + γ1 + · · · + γr. On vérifie facilement (à partir de la définition des γi) que l’on a :

γr = 0, cr = ar − br − γr−1, c0 = a0 − b0 + pγ0 et ci = ai − bi − γi−1 + pγi (∀i ∈

{1, 2, . . . , r − 1}). D’autre part, en désignant par sp(`) (` ∈ N) la somme des chiffres de `

dans sa représentation en base p, on obtient (en vertu de la formule de Legendre) :

ϑp

((
n

k

))
= ϑp (n!)− ϑp (k!)− ϑp ((n− k)!)

=
n− sp(n)

p− 1
− k − sp(k)

p− 1
− (n− k)− sp(n− k)

p− 1

=
sp(k) + sp(n− k)− sp(n)

p− 1
.

D’où :

ϑp

((
n

k

))
=

(b0 + c0 − a0) + (b1 + c1 − a1) + · · ·+ (br + cr − ar)
p− 1

=
pγ0 + (pγ1 − γ0) + · · ·+ (pγr−1 − γr−2)− γr−1

p− 1

=
(p− 1)γ0 + (p− 1)γ1 + · · ·+ (p− 1)γr−1

p− 1

= γ0 + γ1 + · · ·+ γr−1.

Ce qui confirme le résultat requis et complète cette démonstration.

Lemme 3.3 (Farhi [18]). Soient n ∈ N et p un nombre premier. Supposons que n =∑N
i=0 cip

i est la représentation de n dans le système de numération de base p, avec N ∈ N,

ci ∈ {0, . . . , p− 1} (∀i ∈ {0, 1, . . . , N}) et cN 6= 0. Alors, on a :

max
0≤k≤n

ϑp

((
n

k

))
= ϑp

((
n

pN − 1

))
=

0 si n = pN+1 − 1

N −min{i; ci 6= p− 1} sinon

.

63



3.2. Une identité concernant le ppcm des coefficients binomiaux usuels

Démonstration. Nous distinguons les deux cas suivants :

•1er cas : (si n = pN+1 − 1). Dans ce cas, on a ci = p − 1 pour tout i ∈ {0, 1, . . . , N}.

Par conséquent, la soustraction de tout k ∈ {0, 1, . . . , n} de n suivant le système de

numération de base p ne nécessite aucun emprunt. Il s’ensuit (en vertu du théorème 3.2)

que : ϑp
((
n
k

))
= 0 (∀k ∈ {0, 1, . . . , n}). D’où l’on a :

max
0≤k≤n

ϑp

((
n

k

))
= ϑp

((
n

pN − 1

))
= 0,

comme il fallait le prouver.

•2nd cas : (si n 6= pN+1 − 1). Dans ce cas, il existe au moins un i ∈ {0, 1, . . . , N} tel que

ci 6= p − 1. Posons i0 := min{i; ci 6= p − 1}. Nous allons montrer que ϑp
((
n
k

))
≤ N − i0

(∀k ∈ {0, 1, . . . , n}) et que ϑp

((
n

pN−1

))
= N−i0, ce qui conclura au résultat requis. Fixons

k ∈ {0, 1, . . . , n}. Par définition de i0, on a : c0 = c1 = · · · = ci0−1 = p− 1. Donc lorsqu’on

soustrait k de n suivant le système de base p, les premières i0 soustractions chiffre-par-

chiffre ne nécessitent aucun emprunt. Ce qui montre que le nombre d’emprunts requis

dans cette soustraction est au plus égal à N − i0. D’où l’on a (en vertu du théorème 3.2) :

ϑp

((
n

k

))
≤ N − i0 (∀k ∈ {0, 1, . . . , n}).

Par ailleurs, puisque ci0 < p − 1, alors lorsqu’on soustrait pN − 1 =
∑N−1

i=0 (p− 1)pi de n

suivant le système de base p, chacune des soustractions chiffre-par-chiffre du rang i0 au

rang N − 1 nécessite un emprunt. Ce qui entrâıne (d’après le théorème 3.2) que :

ϑp

((
n

pN − 1

))
= N − i0

et complète cette démonstration.

Démonstration du théorème 3.1. Pour n = 0, l’identité (3.2.1) est triviale. Supposons

pour la suite que n ≥ 1 et désignons respectivement par An et Bn les membres de gauche et

de droite de (3.2.1). Nous allons montrer que ϑp (An) = ϑp (Bn) pour tout nombre premier

p, ce qui conclura à l’identité (3.2.1). Fixons donc un nombre premier p et soit
∑N

i=0 cip
i

la représentation de n suivant le système de base p (où N ∈ N, ci ∈ {0, 1, . . . , p − 1} et
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cN 6= 0). D’après le lemme 3.3, on a :

ϑp (An) =

0 si n = pN+1 − 1

N −min{i; ci 6= p− 1} sinon

. (3.2.2)

D’autre part, puisque ϑp (ppcm (1, 2, . . . , n, n+ 1)) est le plus grand exposant α ∈ N tel

que pα ≤ n+ 1, alors :

ϑp (ppcm (1, 2, . . . , n, n+ 1)) =

N + 1 si n = pN+1 − 1

N sinon

. (3.2.3)

De plus, on constate que lorsque n 6= pN+1− 1, on a : (n+ 1) = (ci0 + 1) pi0 + ci0+1p
i0+1 +

· · ·+ cNp
N (avec i0 := min{i; ci 6= p− 1}). D’où :

ϑp (n+ 1) =

N + 1 si n = pN+1 − 1

min{i; ci 6= p− 1} sinon

. (3.2.4)

En soustrayant (3.2.4) de (3.2.3) et en comparant ensuite avec (3.2.2), on obtient que

ϑp (An) = ϑp (Bn), comme il fallait le prouver. Ce qui complète cette démonstration.

3.3 Quelques propriétés de suites à forte divisibilité

On rappelle qu’une suite d’entiers strictement positifs a = (an)n≥1 est dite à forte

divisibilité lorsqu’elle vérifie la propriété :

pgcd (an, am) = apgcd(n,m) (∀n,m ∈ N∗).

D’après §1.3, une telle suite a lui correspond une unique suite d’entiers strictement positifs

(un)n≥1 telle que :

an =
∏
d|n

ud (∀n ≥ 1). (3.3.1)

Le théorème suivant traite la correspondance inverse. Plus précisément, il établit une

condition nécessaire et suffisante sur une suite d’entiers strictement positifs (un)n≥1 pour

que la suite
(∏

d|n ud

)
n≥1

soit à forte divisibilité.
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Théorème 3.4 (Bliss et al. [6]). Soient (un)n≥1 une suite d’entiers strictement positifs et

(an)n≥1 la suite de terme général : an =
∏

d|n ud (∀n ∈ N∗). Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. La suite (an)n≥1 est à forte divisibilité.

2. Pour tous n,m ∈ N∗ tels que n - m et m - n, on a : pgcd (un, um) = 1.

Démonstration.

� (⇒) : Supposons que la suite (an)n≥1 est à forte divisibilité. Soient m,n ∈ N∗ tels que

n - m et m - n et posons δ := pgcd (n,m). Il existe donc n′,m′ ∈ N∗ tels que n = δn′,

m = δm′ et pgcd (n′,m′) = 1. Puisque n - m et m - n alors n′,m′ 6= 1. Par suite, on a

(puisque (an)n≥1 est à forte divisibilité) :

pgcd

 ∏
d|n,d-δ

ud,
∏

d|m,d-δ

ud

∏
d|δ

ud = pgcd

∏
d|n

ud,
∏
d|m

ud

 = pgcd (an, am) = aδ =
∏
d|δ

ud.

Ce qui entrâıne que :

pgcd

 ∏
d|n,d-δ

ud,
∏

d|m,d-δ

ud

 = 1.

Comme on a de toute évidence : un |
∏

d|n,d-δ ud et um |
∏

d|m,d-δ ud, il en découle à fortiori

que : pgcd (un, um) = 1, comme il fallait le prouver.

� (⇐) : Inversement, supposons que pour tous n,m ∈ N∗ tels que n - m et m - n,

on a : pgcd (un, um) = 1 et montrons que pgcd(an, am) = apgcd(n,m) (∀n,m ∈ N∗). Fixons

n,m ∈ N∗ et posons δ := pgcd (n,m). Il existe donc n′,m′ ∈ N∗ tels que n = δn′, m = δm′

et pgcd (n′,m′) = 1. Nous distinguons les deux cas suivants :

1er cas : (si n′ = 1 ou m′ = 1). Dans ce cas, on a visiblement n = δ ou m = δ. Sans perte

de généralité, supposons que n = δ (le cas où m = δ se traite de la même façon). Puisque

tout diviseur de δ est également un diviseur de δm′, alors
∏

d|δ ud divise
∏

d|δm′ ud. On a

par conséquent :

pgcd (an, am) = pgcd (aδ, aδm′) = pgcd

∏
d|δ

ud,
∏
d|δm′

ud

 =
∏
d|δ

ud = aδ = apgcd(n,m),

66



3.3. Quelques propriétés de suites à forte divisibilité

comme il fallait le prouver.

2nd cas : (si n′,m′ 6= 1). Dans ce cas, on a n - m et m - n, donc pgcd (un, um) = 1 (par

hypothèse). De plus, on a :

pgcd (an, am) = pgcd

 ∏
d|n,d-δ

ud,
∏

d|m,d-δ

ud

 aδ. (3.3.2)

Maintenant, on constate que si d1, d2 ∈ N∗ vérifient : (d1 | n, d1 - δ) et (d2 | m, d2 - δ),

alors pgcd (d1, d2) divise δ ; ce qui fait que : pgcd (d1, d2) /∈ {d1, d2} et donc d1 - d2 et

d2 - d1 ; d’où (par hypothèse) : pgcd (ud1 , ud2) = 1. Il découle de ce fait que :

pgcd

 ∏
d|n,d-δ

ud,
∏

d|m,d-δ

ud

 = 1.

En substituant cette dernière dans (3.3.2), on obtient l’égalité requise :

pgcd (an, am) = aδ = apgcd(n,m).

Ce qui complète cette démonstration.

Nowicki [40] a développé la propriété 2 du théorème 3.4 de Bliss et al. et a obtenu une

autre quelque part plus pratique. On a le théorème suivant :

Théorème 3.5 (Nowicki [40]). Soient (an)n≥1 une suite d’entiers strictement positifs et

(cn)n≥1 la suite d’entiers définie par : c1 = a1 et

cn :=
ppcm (a1, . . . , an)

ppcm (a1, . . . , an−1)
(∀n ≥ 2).

Alors (an)n est à forte divisibilité si et seulement si l’on a :

an =
∏
d|n

cd (∀n ≥ 1).

Démonstration.

� (⇒) : Supposons que (an)n≥1 est à forte divisibilité. En vertu de (3.3.1), il existe une

unique suite d’entiers strictement positifs (un)n≥1 vérifiant : an =
∏

d|n ud (∀n ≥ 1).

Considérons la suite (en)n≥1 donnée par e1 = 1 et en+1 = ppcm (en, an) (∀n ∈ N∗). Nous

procédons par récurrence pour montrer que :

en+1 = u1u2 · · ·un (∀n ∈ N∗), (3.3.3)
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ce qui entrâınera que (un)n est identique à (cn)n et conclura au résultat requis. Pour n = 1,

le résultat est trivial ; en effet, on a : e2 = ppcm (e1, a1) = a1 = u1. Supposons pour la

suite que n ≥ 2 et que en = u1u2 · · ·un−1. Il s’ensuit que :

en+1 = ppcm (en, an) = ppcm

n−1∏
k=1

uk,
∏
d|n

ud

 = ppcm (A ·B,A · un) = A·ppcm (B, un) ,

avec A :=
∏

d|n,d<n ud et B :=
∏

d-n,d<n ud. Par ailleurs, on a (en vertu du théorème

3.4) : pgcd (ud, un) = 1 pour tout 1 ≤ d < n tel que d - n. On a par conséquent :

pgcd (B, un) = 1. Ce qui entrâıne que :

en+1 = ABun =

(
n−1∏
k=1

uk

)
· un = u1u2 · · ·un,

comme il fallait le prouver.

� (⇐) : Inversement, supposons que an =
∏

d|n cd (∀n ≥ 1). Fixons m ∈ N∗ et posons :

U :=
∏

d|n,d<m

cd, V :=
∏

d-n,d<m

cd.

On a :

UV cm =
m∏
i=1

ci = ppcm (a1, . . . , am) = ppcm (ppcm (a1, . . . , am−1) , am)

= ppcm

m−1∏
i=1

ci,
∏
d|m

cd

 = ppcm (U · V, U · cm) = U · ppcm (V, cm) .

Ce qui entrâıne que V · cm = ppcm (V, cm), donc pgcd (V, cm) = 1. Par conséquent, on a

pour tout 1 ≤ d < m tel que d - m : pgcd (cd, cm) = 1 ; cela revient à dire que pour tous

n,m ∈ N∗ tels que n - m et m - n, on a : pgcd (cm, cn) = 1. Ce qui montre (en vertu du

théorème 3.4) que (an)n≥1 est à forte divisibilité. Le théorème est ainsi démontré.

3.4 Identités concernant le ppcm de suites à forte di-

visibilité

Pour généraliser l’identité (3.2.1), nous allons d’abord définir les coefficients binomiaux

associés à une suite à forte divisibilité. Étant donné une telle suite a := (an)n≥1, pour
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tout entier naturel n, on désigne par [n]a! l’entier strictement positif défini par :

[n]a! := a1a2 · · · an,

(en convenant que [0]a! = 1). Pour n, k ∈ N, avec n ≥ k, on désigne par
(
n
k

)
a

le nombre

rationnel strictement positif défini par :(
n

k

)
a

:=
anan−1 · · · an−k+1

a1a2 . . . ak
=

[n]a!

[k]a![n− k]a!
.

Ces nombres sont appelés les coefficients a-binomiaux. Les coefficients binomiaux usuels

s’obtiennent en prenant simplement an = n (∀n ≥ 1). D’après la définition, on vérifie

facilement que les coefficients a-binomiaux vérifient les identités suivantes :(
n

k

)
a

=

(
n

n− k

)
a

(∀n, k ∈ N, n ≥ k) (3.4.1)

ak

(
n+ 1

k

)
a

= an+1

(
n

k − 1

)
a

(∀n, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n+ 1) (3.4.2)

(
n

k

)
a

(
k

l

)
a

=

(
n

l

)
a

(
n− l
k − l

)
a

(∀n, k, l ∈ N, l ≤ k ≤ n) . (3.4.3)

En utilisant la représentation (3.3.1) pour le cas particulier an = qn − 1 (où q ≥ 2 est

un nombre entier), Knuth et Wilf ont montré une formule importante pour les coefficients

binomiaux de Gauss (voir [34, Equation (10)]). En fait, cette formule peut être facilement

généralisée pour toute suite à forte divisibilité, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.6 (Knuth [34]). Soient (un)n≥1 une suite d’entiers strictement positifs et

(an)n≥1 la suite de terme général :

an =
∏
d|n

ud (∀n ∈ N∗) .

Alors, pour tous n, k ∈ N tels que n ≥ k, on a :(
n

k

)
a

=
∏
d

ud,

où le produit porte sur les entiers strictement positifs d ≤ n tels que :⌊
k

d

⌋
+

⌊
n− k
d

⌋
<
⌊n
d

⌋
.
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En particulier, les coefficients a-binomiaux
(
n
k

)
a

(n, k ∈ N, n ≥ 1) sont tous des entiers

strictement positifs.

Démonstration. Soient n, k ∈ N tels que n ≥ k. On a (en vertu de (3.3.1)) :(
n

k

)
a

:=

∏
n−k<m≤n am∏

1≤m≤k am
=

∏
n−k<m≤n

∏
d|m ud∏

1≤m≤k
∏

d|m ud
.

Comme on a :∏
n−k<m≤n

∏
d|m

ud =
∏

1≤d≤n

∏
n−k<m≤n

m≡0 (mod d)

ud =
∏

1≤d≤n

ud
bndc−bn−kd c =

∏
d≥1

ud
bndc−bn−kd c

et ∏
1≤m≤k

∏
d|m

ud =
∏

1≤d≤k

∏
1≤m≤k

m≡0 (mod d)

ud =
∏

1≤d≤k

ud
b kdc =

∏
d≥1

ud
b kdc,

il s’ensuit que : (
n

k

)
a

=
∏
d≥1

ud
bndc−b kdc−bn−kd c.

L’identité requise de la proposition découle du fait que :⌊n
d

⌋
−
⌊
k

d

⌋
−
⌊
n− k
d

⌋
∈ {0, 1} (∀d ≥ 1).

Ce qui complète cette démonstration.

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 3.7. Soit a = (an)n≥1 une suite à forte divisibilité. Alors, pour tout n ∈ N,

on a :

ppcm

{(
n

0

)
a

,

(
n

1

)
a

, . . . ,

(
n

n

)
a

}
=

ppcm (a1, a2, . . . , an, an+1)

an+1

. (3.4.4)

Pour démontrer le théorème 3.7, nous utiliserons le lemme de Guo [22] suivant :

Lemme 3.8 (Guo [22]). Soient n et d deux entiers strictement positifs tels que n ≥ d.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il existe k ∈ {0, 1, . . . , n} tel que :
⌊
k
d

⌋
+
⌊
n−k
d

⌋
<
⌊
n
d

⌋
.

2. Le nombre d ne divise pas (n+ 1).
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Démonstration. Supposons que la première propriété du lemme est vérifiée et désignons

respectivement par a et b les restes des divisions euclidiennes de k et (n− k) sur d. Notre

hypothèse est alors équivalente à :⌊a
d

⌋
+

⌊
b

d

⌋
<

⌊
a+ b

d

⌋
.

Ce qui entrâıne que : 1 ≤ a, b ≤ d− 1 et d ≤ a+ b ≤ 2d− 2. Puisque n ≡ a+ b (mod d),

alors n+ 1 ≡ a+ b+ 1 6≡ 0 (mod d), comme il fallait le prouver.

Inversement, supposons que n + 1 ≡ c (mod d) pour un certain c ∈ {1, 2, . . . , d− 1}. Il

existe donc un q ∈ N∗ tel que n+ 1 = c+ qd. On a par conséquent :⌊ c
d

⌋
+

⌊
n− c
d

⌋
=

⌊
qd− 1

d

⌋
= q − 1 ≤

⌊n
d

⌋
− 1 <

⌊n
d

⌋
.

On conclut à la première propriété du lemme en prenant k = c. Ce qui complète cette

démonstration.

Démonstration du théorème 3.7. Pour n = 0, l’identité (3.4.4) du théorème 3.7 est

triviale. Supposons pour la suite que n ≥ 1 et désignons respectivement par An et Bn le

membre de gauche et le membre de droite de (3.4.4). Nous allons montrer que An divise

Bn puis que Bn divise An, ce qui conclura que An = Bn. Puisque la suite a est à forte

divisibilité, alors (d’après le théorème 3.5) on a pour tout entier m ≥ 1 :

am =
∏
d|m

ud,

où (ud)d≥1 est la suite d’entiers strictement positifs définie par :

u1 := a1 et ud :=
ppcm (a1, . . . , ad)

ppcm (a1, . . . , ad−1)
(∀d ≥ 2) .

D’autre part, de la définition de (ud)d, découle immédiatement que :

ppcm (a1, . . . , am) =
m∏
d=1

ud (∀m ≥ 1) .

Maintenant, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}, le produit
∏

d ud =
(
n
k

)
a

fourni par la proposition

3.6 porte sur les entiers d qui vérifient tous (d’après le lemme 3.8) : 1 ≤ d ≤ n et d - (n+1).
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Cela implique que le produit :

∏
1≤d≤n
d-(n+1)

ud =

∏
1≤d≤n+1

ud∏
d|(n+1)

ud
=

ppcm (a1, . . . , an, an+1)

an+1

= Bn

est un multiple de chacun des nombres
(
n
k

)
a

(0 ≤ k ≤ n). D’où Bn est un multiple de :

ppcm

{(
n

0

)
a

,

(
n

1

)
a

, . . . ,

(
n

n

)
a

}
= An.

Ce qui montre que An | Bn. Inversement, il est immédiat que :

ppcm (a1, a2, . . . , an+1) divise ppcm

{
a1

(
n+ 1

1

)
a

, a2

(
n+ 1

2

)
a

, . . . , an+1

(
n+ 1

n+ 1

)
a

}
,

qui est égal (en vertu de (3.4.2)) à :

ppcm

{
an+1

(
n

0

)
a

, an+1

(
n

1

)
a

, . . . , an+1

(
n

n

)
a

}
= an+1ppcm

{(
n

0

)
a

,

(
n

1

)
a

, . . . ,

(
n

n

)
a

}
= an+1An.

D’où l’on déduit que :

ppcm (a1, . . . , an, an+1)

an+1

= Bn divise An.

Ce qui complète cette démonstration.

Du théorème 3.7, nous tirons les deux corollaires suivants :

Corollaire 3.9. Soit a = (an)n≥1 une suite à forte divisibilité. Alors, pour tout entier

strictement positif n, on a :

ppcm (a1, a2, . . . , an) = ppcm

{
a1

(
n

1

)
a

, . . . , an

(
n

n

)
a

}
.

Démonstration. Pour tout entier strictement positif n, on a d’après la formule (3.4.2) :

ppcm

{
a1

(
n

1

)
a

, . . . , an

(
n

n

)
a

}
= ppcm

{
an

(
n− 1

0

)
a

, an

(
n− 1

1

)
a

, . . . , an

(
n− 1

n− 1

)
a

}
= anppcm

{(
n− 1

0

)
a

,

(
n− 1

1

)
a

, . . . ,

(
n− 1

n− 1

)
a

}
= ppcm (a1, . . . , an) (d’après le théorème 3.7),

comme il fallait le prouver.
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Corollaire 3.10. Soit a = (an)n≥1 une suite à forte divisibilité. Alors, pour tout entier

strictement positif n, on a :

ppcm (a1, a2, . . . , an) = pgcd

{(
n

k

)
a

ppcm (a1, . . . , ak) ; n/2 ≤ k ≤ n

}
.

Pour présenter une preuve plus propre de ce corollaire, nous faisons intervenir le lemme

élémentaire suivant :

Lemme 3.11. Soient n,m ∈ N∗ et a1, . . . , an, b1, . . . , bm des entiers strictement positifs.

Alors, la propriété affirmant que : ai divise bj pour tous i, j tels que 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ m

est équivalente à la propriété affirmant que ppcm (a1, . . . , an) divise pgcd (b1, . . . , bm).

Démonstration du corollaire 3.10. Soit n ∈ N∗ fixé. Pour k, ` ∈ N tels que n/2 ≤

k ≤ n et 1 ≤ ` ≤ k, on a visiblement a`
(
n
`

)
a

divise a`
(
n
`

)
a

(
n−`
k−`

)
a
, qui est égale (en vertu

de (3.4.3)) à a`
(
n
k

)
a

(
k
`

)
a
. Mais ce dernier nombre divise clairement le nombre :(

n

k

)
a

ppcm

{
ai

(
k

i

)
a

; i = 1, . . . , k

}
,

qui est égale (en vertu du corollaire 3.9) à
(
n
k

)
a
ppcm (a1, . . . , ak). Par conséquent, pour

tous k, ` ∈ N, tels que n/2 ≤ k ≤ n et 1 ≤ ` ≤ k, on a :

a`

(
n

`

)
a

divise

(
n

k

)
a

ppcm (a1, . . . , ak) . (3.4.5)

Nous affirmons que (3.4.5) reste vraie pour n/2 ≤ k ≤ n et k < ` ≤ n. En effet, si k et `

sont des entiers tels que n/2 ≤ k ≤ n et k < ` ≤ n, alors on a 1 ≤ n−`+1 ≤ n−k ≤ k et

an−`+1

(
n

n−`+1

)
a

= a`
(
n
`

)
a
. L’application de (3.4.5) pour `′ = n−`+1, au lieu de `, confirme

donc notre affirmation. Ainsi, (3.4.5) est vraie pour tous k, ` ∈ N tels que n/2 ≤ k ≤ n et

1 ≤ ` ≤ n. Par suite, en appliquant le lemme 3.11 pour toutes les relations de divisibilité

(3.4.5), où 1 ≤ ` ≤ n et n/2 ≤ k ≤ n, on en déduit que :

ppcm

{
a`

(
n

`

)
a

; ` = 1, . . . , n

}
divise pgcd

{(
n

k

)
a

ppcm (a1, . . . , ak) ; n/2 ≤ k ≤ n

}
;

ce qui est équivalent (en vertu du corollaire 3.9) à :

ppcm (a1, a2, . . . , an) divise pgcd

{(
n

k

)
a

ppcm (a1, . . . , ak) ; n/2 ≤ k ≤ n

}
.
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L’identité du corollaire 3.10 se déduit en observant que :

ppcm (a1, . . . , an) =

(
n

n

)
a

ppcm (a1, . . . , an) ∈
{(

n

k

)
a

ppcm (a1, . . . , ak) ; n/2 ≤ k ≤ n

}
.

Ce qui complète la démonstration du corollaire 3.10.

Remarque 3.12. En prenant dans le théorème 3.7 an = n (∀n ≥ 1), on obtient l’identité

de Farhi [18] (déjà démontrée dans le théorème 3.1). Par ailleurs, on démontre aisément

que le théorème 3.7, le corollaire 3.9 et le corollaire 3.10 restent valables dans tout anneau

factoriel A, pris à la place de Z (nous renvoyons le lecteur à l’article de Bliss et al. [6]

pour la définition et les propriétés des suites à forte divisibilité dans un anneau factoriel).

Si l’on prend par exemple A = Z[q] et a = (an)n≥1 la suite polynomiale de Z[q] définie par

an = [n]q := qn−1
q−1

, on obtient l’identité de Guo [22] selon laquelle on a pour tout n ∈ N :

ppcm

{(
n

0

)
q

,

(
n

1

)
q

, . . . ,

(
n

n

)
q

}
=

ppcm ([1]q, [2]q, . . . , [n]q, [n+ 1]q)

[n+ 1]q
,

où [k]q et
(
n
k

)
q

(0 ≤ k ≤ n) sont les notations standards du q-calcul ; c’est-à-dire [k]q :=

qk−1
q−1

et
(
n
k

)
q

:= [n]q [n−1]q ···[n−k+1]q
[1]q [2]q ···[k]q

.

3.5 Estimations du ppcm de suites de Lucas

Un important exemple de suites à forte divisibilité nous est fourni par une classe

spéciale de suites de Lucas. Plus précisément, en prenant P et Q des entiers non nuls et

premiers entre eux et en désignant par U (P,Q) leur suite de Lucas associée, c’est-à-dire

la suite d’entiers définie récursivement par : U0 = 0, U1 = 1 et Un+2 = PUn+1 − QUn

(∀n ∈ N), on montre que la suite |U (P,Q)| est à forte divisibilité (voir par exemple

[42, p. 9]). Particulièrement, la suite de tous les entiers positifs (qu’on obtient en prenant

(P,Q) = (2, 1)) et la suite de Fibonacci usuelle (qu’on obtient en prenant (P,Q) = (1,−1))

sont des suites à forte divisibilité. Par ailleurs, si P 2−4Q > 0, alors en désignant par α et

β les deux racines (distinctes) de l’équation quadratique : X2 − PX +Q = 0, on montre

que pour tout entier strictement positif n, on a :

Un =
αn − βn

α− β
. (3.5.1)
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Pour en savoir plus sur le sujet des suites de Lucas, le lecteur est invité à consulter le

livre de Honsberger [29]. Dans cette section, nous appliquons les corollaires 3.9 et 3.10

pour établir des estimations effectives et non triviales du plus petit commun multiple des

termes consécutifs de certaines suites de Lucas. On a le théorème suivant :

Théorème 3.13. Soient P et Q deux entiers non nuls et premiers entre eux, tels que

∆ := P 2 − 4Q > 0, et soit U (P,Q) la suite de Lucas qui leur est associée. Alors, pour

tout n ∈ N∗, on a :

|α|
n2

4
−n

2
−1 ≤ ppcm (U1, U2, . . . , Un) ≤ |α|

n2

3
+ 7n

3
− 8

3 , (3.5.2)

où α est la racine la plus grande en valeur absolue de l’équation X2 − PX +Q = 0.

Pour prouver le théorème 3.13, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.14. Dans la situation du théorème 3.13, on a pour tout entier strictement

positif n :

|α|n−2 ≤ |Un| ≤ |α|n .

Démonstration. Désignons par β la seconde racine de l’équation X2 − PX + Q = 0 ;

donc |β| < |α|. On a |α| − |β| ∈ {α− β, β − α, α + β,−α− β}. Puisque α − β = ±
√

∆,

α + β = P et |α| − |β| > 0, cela entrâıne que |α| − |β| ∈
{
|P | ,
√

∆
}

. Comme P ∈ Z∗ et

∆ ∈ Z∗+, on en déduit que :

|α| − |β| ≥ 1. (3.5.3)

En utilisant les formules (3.5.1) et (3.5.3), on obtient que pour tout n ∈ N∗ :

|Un| =
∣∣∣∣αn − βnα− β

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣βn−1

n−1∑
k=0

(
α

β

)k∣∣∣∣∣
≤ |β|n−1

n−1∑
k=0

∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣k

=
|α|n − |β|n

|α| − |β|

≤ |α|n − |β|n ≤ |α|n.
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D’autre part, on a pour tout entier n ≥ 2 :

|Un| =
∣∣∣∣αn − βnα− β

∣∣∣∣ =
|αn − βn|
|α− β|

≥ ||α
n| − |βn||
|α− β|

=
|α|n − |β|n

|α− β|

=
(|α| − |β|) (|α|n−1 + |α|n−2 · |β|+ · · ·+ |α| · |β|n−2 + |β|n−1)

|α− β|

≥ (|α| − |β|) (|α|n−1 + |α|n−2 · |β|)
|α− β|

= |α + β| · |α|n−2

= |P | · |α|n−2 ≥ |α|n−2.

En remarquant que |Un| ≥ |α|n−2 est aussi vraie pour n = 1 (puisque U1 = 1 et |α| ≥

|α| − |β| ≥ 1), on en déduit que pour tout entier strictement positif n, on a :

|α|n−2 ≤ |Un| ≤ |α|n,

comme il fallait le prouver. Le lemme est ainsi démontré.

Démonstration du théorème 3.13. Désignons par β la seconde racine de l’équation

X2−PX +Q = 0 ; donc |β| < |α|. En appliquant l’estimation du lemme 3.14 pour n ≥ 2

et en replaçant U1 par 1, nous en déduisons immédiatement que pour tous n, k ∈ N∗ tels

que n ≥ k, on a :

|α|k(n−k−2)+1 ≤
∣∣∣∣(nk

)
U

∣∣∣∣ ≤ |α|k(n−k+2)−1 . (3.5.4)

Montrons d’abord l’inégalité de gauche de (3.5.2). Pour n = 1, cette inégalité est triviale.

Ensuite, en utilisant successivement le corollaire 3.9, le lemme 3.14 puis (3.5.4), on obtient

pour tout entier n ≥ 2 :

ppcm (U1, U2, . . . , Un) = ppcm

{
U1

(
n

1

)
U

, U2

(
n

2

)
U

, . . . , Un

(
n

n

)
U

}
≥ max

1≤k≤n

{
|Uk| ·

(
n

k

)
U

}
≥ max

1≤k≤n
|α|k(n−k−1)−1

≥ |α|b
n
2 c(n−bn2 c−1)−1

≥ |α|n
2/4−n/2−1 ,
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comme il fallait le prouver. L’inégalité de gauche de (3.5.2) est prouvée. Montrons mainte-

nant l’inégalité de droite de (3.5.2) ; c’est-à-dire que ppcm (U1, U2, . . . , Un) ≤ |α|
n2

3
+ 7n

3
− 8

3

(∀n ≥ 1). Pour ce faire, on procède par récurrence sur n. Pour n = 1, cette inégalité est

triviale. Pour m ≥ 1, supposons que l’inégalité précédente est vraie pour tout entier stric-

tement positif n < 2m et montrons qu’elle reste vraie pour n = 2m et pour n = 2m+1. En

utilisant successivement le corollaire 3.10, l’hypothèse de récurrence et (3.5.4), on obtient :

ppcm (U1, U2, . . . , U2m) ≤ ppcm (U1, U2, . . . , Um) ·
∣∣∣∣(2m

m

)
U

∣∣∣∣
≤ |α|

m2

3
+ 7m

3
− 8

3 · |α|m2+2m−1

= |α|
4m2

3
+ 13m

3
− 11

3

≤ |α|
(2m)2

3
+

7(2m)
3
− 8

3 ,

comme il fallait le prouver. De même, on a :

ppcm (U1, U2, . . . , U2m+1) ≤ ppcm (U1, U2, . . . , Um+1) ·
∣∣∣∣(2m+ 1

m+ 1

)
U

∣∣∣∣
= ppcm (U1, U2, . . . , Um+1) ·

∣∣∣∣(2m+ 1

m

)
U

∣∣∣∣
≤ |α|

(m+1)2

3
+

7(m+1)
3
− 8

3 · |α|m2+3m−1

= |α|
4m2

3
+6m−1

≤ |α|
4m2

3
+6m = |α|

(2m+1)2

3
+

7(2m+1)
3

− 8
3 ,

comme il fallait le prouver. Ce qui achève cette récurrence et confirme que l’inégalité de

droite de (3.5.2) est vraie pour tout entier n ≥ 1. La preuve du théorème est complète.

Remarques 3.15.

1. Dans le contexte du théorème 3.13, si P et Q sont de signes particuliers (par

exemple P > 0, Q < 0) alors l’estimation (3.5.2) peut être légèrement améliorée.

Par exemple, pour le cas de la suite de Fibonacci usuelle (Fn)n∈N (définie récursi-

vement par : F0 = 0, F1 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1, ∀n ∈ N), on montre que l’on a

pour tout entier n ≥ 1 :

Φ
n2

4
− 9

4 ≤ ppcm (F1, F2, . . . , Fn) ≤ Φ
n2

3
+ 4n

3 , (3.5.5)
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3.5. Estimations du ppcm de suites de Lucas

où Φ désigne le nombre d’or (Φ := 1+
√

5
2

). La qualité de l’estimation (3.5.5) peut

être appréciée à partir du célèbre résultat de Matiyasevich et Guy [36] qui énonce

que :

lim
n−→+∞

log ppcm (F1, F2, . . . , Fn)

n2 log Φ
=

3

π2
.

En effet, ce résultat implique que si λ1, µ1, η1, λ2, µ2, η2 ∈ R vérifient :

Φλ1n2+µ1n+η1 ≤ ppcm (F1, F2, . . . , Fn) ≤ Φλ2n2+µ2n+η2 (∀n ≥ 1) ,

alors, on a nécessairement λ1 ≤ 3
π2 et λ2 ≥ 3

π2 . Puisque (3.5.5) correspond à

λ1 = 1
4

= 0, 25 et λ2 = 1
3

= 0, 33 . . . et que 3
π2 = 0, 303 . . . , nous voyons bien que

notre estimation (3.5.5) est assez précise.

Plus généralement, l’estimation du théorème 3.13 peut être appréciée à partir du

résultat de Kiss et Matyas [33], généralisant celui de Matiyasevich et Guy [36].

2. Notons aussi que la méthode suivie ici peut être adaptée pour estimer le ppcm de

toute suite à forte divisibilité d’ordre connu, comme celles d’ordre exponentiel.
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CHAPITRE

4 Majorations non triviales

du ppcm d’une suite

arithmétique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons des majorations non triviales du plus petit commun

multiple de termes consécutifs d’une progression arithmétique finie. Comme conséquence,

nous obtenons d’une part un encadrement effectif et un équivalent à l’infini de :

M(n) :=
1

ϕ(n)

∑
1≤`≤n

pgcd(`,n)=1

1

`
(∀n ∈ N∗),

où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler ; et d’autre part une majoration non triviale

de la fonction de Chebyshev θ (x; k, `) sous certaines conditions sur x, k et `. Bien que des

majorations de θ (x; k, `) existent dans la littérature mathématique, il convient de noter

que celles-ci sont toutes obtenues de façon non élémentaire (c’est-à-dire en utilisant de

l’analyse complexe). L’intérêt ici est justement d’en donner des estimations par le biais

de l’analyse réelle.

Étant donné n ∈ N∗, on désigne par ω(n) le nombre de facteurs premiers distincts de

n. Étant donnés n, a, b ∈ N∗, on définit La,b,n := ppcm (a, a+ b, . . . , a+ nb). Afin d’alléger
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certains énoncés, on pose : c1 := 41, 30142, c2 := 12, 30641, c3 := 1, 25507, c4 := 3, 35609,

c5 := 1, 38402, c6 := 1, 57681 et c7 := 2, 1284.

4.2 Énoncés des résultats

Théorème 4.1. Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que b ≥ 2 et pgcd(a, b) =

1. Alors, pour tout entier n ≥ b+ 1, on a :

ppcm (a, a+ b, . . . , a+ nb) ≤ (c1 · b log b)n+babc . (4.2.1)

Théorème 4.2. Soient a un entier strictement positif et b un nombre premier tels que

a < b. Alors, pour tout entier n ≥ b+ 1, On a :

ppcm (a, a+ b, . . . , a+ nb) ≤
(
c2 · b

b
b−1

)n
. (4.2.2)

Corollaire 4.3. Pour tout entier r ≥ 2, on a :

log(r + 1) ≤ rM(r) ≤ log r + log log r + log c1. (4.2.3)

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.4. On a :

M(r) ∼+∞
log r

r
. (4.2.4)

Corollaire 4.5. Soient k un nombre premier et ` < k un entier strictement positif. Alors,

pour tout nombre réel x ≥ k(k + 1), on a :

θ(x; k, `) ≤ x

(
2c3

k
+

log k

k − 1

)
. (4.2.5)

4.3 Préparation

Les preuves de nos résultats nécessitent les résultats intermédiaires suivants :
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4.3. Préparation

4.3.1 Résultats connus antérieurement

Théorème 4.6 (Rosser et al. [44]).

1. Pour tout entier n ≥ 2, on a :
∑

p≤n
log p
p
≤ log n.

2. Pour tout entier n ≥ 6, on a : pn ≤ n (log n+ log log n).

3. La série
∑

p
log p
p(p−1)

converge vers le nombre 0, 7553666111 · · · < log c7.

Théorème 4.7 (Robin [43]). Pour tout entier n ≥ 3, on a :

ω(n) ≤ c5
log n

log log n
.

Pour mettre à l’aise le lecteur, nous lui rappelons aussi le théorème de Hanson [23]

suivant qui est déjà vu au §1.4.

Théorème 4.8 (Hanson [23]). Pour tout réel x > 1, on a :

π(x) ≤ c3
x

log x
.

4.3.2 Lemmes préparatifs

Lemme 4.9. Soient a et b deux entiers strictement positifs et premiers entre eux tels que

a < b. Alors, pour tout entier n ≥ b+ 1, on a :∏
p≤n

pϑp(La,b,n) ≤ c2
n

(a+ nb)ω(b)
.

Démonstration. Soit n ≥ b + 1 un entier. On constate que pour tout nombre premier

p divisant b, on a ϑp (La,b,n) = 0. En effet, p - b entrâıne p - a (puisque pgcd(a, b) = 1),

ce qui entrâıne que p ne divise aucun terme de la suite arithmétique (a + kb)k∈N ; d’où

p - La,b,n. D’autre part, pour tout nombre premier p, le nombre pϑp(La,b,n) est la plus

grande puissance de p qui divise l’un au moins des nombres a, a + b, . . . , a + nb ; ce qui

entrâıne que pϑp(La,b,n) ≤ a+ nb. On a par conséquent :∏
p≤n

pϑp(La,b,n) =
∏
p≤n
p-b

pϑp(La,b,n) ≤
∏
p≤n
p-b

(a+ nb) = (a+ nb)π(n)−ω(b).
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Comme par ailleurs, on a : a+ nb ≤ n2 (car n ≥ b+ 1 > a), il s’ensuit que :∏
p≤n

pϑp(La,b,n) ≤ n2π(n)

(a+ nb)ω(b)
=

e2π(n) logn

(a+ nb)ω(b)
.

L’estimation requise en découle via le théorème 4.8.

Lemme 4.10. Soient a et b deux entiers strictement positifs et premiers entre eux. Alors,

pour tout entier naturel n, on a :

∏
p>n

pϑp(La,b,n) divise

a (a+ b) · · · (a+ nb) ·
∏

p≤n
p|b

pϑp(n!)

n! ·
∏

p≤n
p-b

pϑp(n+1)
. (4.3.1)

Démonstration. La relation (4.3.1) est triviale pour n ∈ {0, 1}. Supposons pour la suite

que n ≥ 2 et désignons respectivement par An et Bn les membres de gauche et de droite

de (4.3.1). Nous allons monter que ϑq (An) ≤ ϑq (Bn) pour tout nombre premier q, ce qui

conclura que An divise Bn. Soit q un nombre premier arbitraire. Dans le cas où q divise b,

on a q - a (puisque pgcd(a, b) = 1) et donc q ne divise aucun terme de la suite arithmétique

(a+ kb)k∈N ; ce qui entrâıne que q ne divise pas La,b,n et on a par conséquent :

ϑq (Bn) = ϑq


∏

p≤n
p|b

pϑp(n!)

n!

 = ϑq (n!)− ϑq (n!) = 0 = ϑq (An) .

Il nous reste donc à montrer l’inégalité ϑq (An) ≤ ϑq (Bn) dans le cas où q ne divise pas b.

Supposons pour toute la suite que q - b et définissons Sa,b,n := {a, a+ b, . . . , a+ nb}. On

distingue les deux cas suivants :

• 1er cas : (si q ≤ n). Dans ce cas, on a visiblement ϑq (An) = 0. On doit donc montrer

que ϑq (Bn) ≥ 0. Pour tout entier strictement positif `, désignons par x` l’unique solution

de la congruence a + bx ≡ 0 (mod q`) dans l’ensemble {0, 1, . . . , q` − 1}. Le nombre

d’éléments de l’ensemble Sa,b,n qui sont multiples de q` est alors égale au nombre d’entiers

x tels que 0 ≤ x ≤ n et x ≡ x` (mod q`) ; ce qui est clairement égale à
⌊
n−x`
q`

⌋
+ 1. On a

par conséquent :

ϑq (a (a+ b) · · · (a+ nb)) =
∑
`≥1

(⌊
n− x`
q`

⌋
+ 1

)
=
∑
`≥1

(⌊
n− x` + q`

q`

⌋)
≥
∑
`≥1

⌊
n+ 1

q`

⌋
= ϑq ((n+ 1)!) .
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D’où : ϑq (Bn) = ϑq (a (a+ b) · · · (a+ nb))− ϑq((n+ 1)!) ≥ 0, comme il fallait le prouver.

• 2nd cas : (si q > n). Dans ce cas, comme la congruence a + bx ≡ 0 (mod q) possède

une et une unique solution dans l’ensemble {0, 1, . . . , q − 1} (car pgcd(b, q) = 1) alors

elle possède au plus une solution dans l’ensemble {0, 1, . . . , n}. Autrement dit, q divise

au plus un élément de l’ensemble Sa,b,n. On a par conséquent : ϑq (An) = ϑq (La,b,n) =

ϑq (a (a+ b) · · · (a+ nb)) = ϑq (Bn). Ce qui confirme le résultat requis pour ce cas et

complète cette démonstration.

Lemme 4.11. Pour tout entier b ≥ 3, on a :
∏

p|b p
1/p ≤ c6 log b.

Démonstration. Si ω(b) = 1 alors il existe un nombre premier q1 et un entier strictement

positif m tels que b = q1
m. On a par conséquent :

∏
p|b p

1/p = q1
1/q1 ≤ 31/3 ≤ c6 log 3 ≤

c6 log b (car la fonction n 7→ n1/n atteint son maximum sur N∗ en n = 3). Supposons pour

la suite que ω(b) ≥ 2 et montrons préalablement que l’on a :∑
p|b

log p

p
≤
∑

p≤pω(b)

log p

p
. (4.3.2)

Dans le cas où b est pair, l’inégalité (4.3.2) découle directement de la décroissance de la

fonction x 7→ log x
x

sur l’intervalle [3,+∞[. Si maintenant b est impair alors en désignant

par q le plus grand facteur premier de b, on a (puisque ω(b) ≥ 2 par hypothèse) : q ≥ 5.

Il s’ensuit alors de la décroissance de la fonction x 7→ log x
x

sur l’intervalle [3,+∞[ que :∑
p|b

log p

p
=
∑
p|b
p 6=q

log p

p
+

log q

q
≤

∑
3≤p≤pω(b)

log p

p
+

log 5

5
≤
∑

p≤pω(b)

log p

p
;

confirmant ainsi (4.3.2) également dans le cas où b est impair.

En prenant maintenant les exponentielles des deux membres de (4.3.2), on a :∏
p|b

p
1
p ≤

∏
p≤pω(b)

p
1
p . (4.3.3)

Pour ω(b) ∈ {2, 3, 4, 5}, on vérifie à la main que
∏

p≤pω(b) p
1/p ≤ c6 log

(∏
p≤pω(b) p

)
≤

c6 log b, ce qui conclut (via (4.3.3)) à l’estimation requise par le lemme. Si par contre

ω(b) ≥ 6, on a (d’après le théorème 4.6) :∏
p≤pω(b)

p
1
p ≤ pω(b) ≤ ω(b) (logω(b) + log logω(b)) .
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En combinant ceci avec le théorème 4.7 et l’inégalité ω(b) ≤ log b (qui elle-même découle

du théorème 4.7 et du fait que log log b ≥ c5, vu que b ≥ 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 ≥ ee
c5 ), on

aboutit à : ∏
p≤pω(b)

p
1
p ≤ c5

log b

log log b
(log c5 + log log b− log log log b+ log log log b)

=

(
c5 +

c5 log c5

log log b

)
log b

≤
(
c5 +

c5 log c5

log log (2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13)

)
log b ≤ c6 log b.

Ce qui conclut encore (via (4.3.3)) à l’estimation requise par le lemme. Notre démonstration

est complète.

Lemme 4.12. Soient b et n deux entiers ≥ 2. Alors, on a :
∏

p|b p
ϑp(n!) ≤ (c4 log b)n.

Démonstration. Pour b = 2, l’estimation du lemme découle immédiatement de la for-

mule de Legendre. En effet, on a :∏
p|2

pϑp(n!) = 2ϑ2(n!) = 2b
n
2
c+bn

4
c+bn

8
c+... ≤ 2

n
2

+n
4

+n
8

+... = 2n ≤ (c4 log 2)n .

Supposons maintenant que b ≥ 3. En utilisant successivement la formule de Legendre, le

lemme 4.11 et le point 3 du théorème 4.6, on obtient que :

∏
p|b

pϑp(n!) =
∏
p|b

pb
n
pc+

⌊
n
p2

⌋
+... ≤

∏
p|b

p
n
p

+ n
p2

+...
=

∏
p|b

p
1
p

n∏
p|b

p
1

p(p−1)

n

≤ (c6c7 log b)n ≤ (c4 log b)n ,

comme il fallait le prouver. Ce qui complète notre démonstration.
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4.4 Preuves de nos résultats principaux

Démonstration du théorème 4.1. Soit n ≥ b + 1 un entier. Supposons d’abord que

a < b. En utilisant successivement les lemmes 4.9, 4.10 et 4.12, on obtient que :

La,b,n =

(∏
p≤n

pϑp(La,b,n)

)(∏
p>n

pϑp(La,b,n)

)

≤ c2
n

(a+ bn)ω(b)
· a (a+ b) · · · (a+ nb)

n!
·
∏
p≤n
p|b

pϑp(n!)

≤ c2
n (a+ nb)

(a+ nb)ω(b)
· b(2b)(3b) · · · (nb)

n!
·
∏
p|b

pϑp(n!)

≤ c2
nbn (c4 log b)n ≤ (c1 · b log b)n ,

comme il fallait le prouver. Si maintenant on a au contraire a > b, alors en posant

q := ba/bc et a′ := a− qb < b, on a visiblement : La,b,n divise La′,b,q+n ; ce qui permet de

conclure au résultat requis en appliquant le premier cas au triplet (a′, b, q + n) au lieu de

(a, b, n). Notre démonstration est complète.

Démonstration du théorème 4.2. Il suffit de reprendre la preuve précédente du

théorème 4.1 (le premier cas précisément) et d’utiliser la majoration :∏
p≤n
p|b

pϑp(n!) = bϑb(n!) = bb
n
b c+b nb2 c+... ≤ b

n
b−1

au lieu de celle du lemme 4.12.

Démonstration du corollaire 4.3. Étant donné r un entier ≥ 2 et n un entier ≥ r+1,

on a en utilisant l’inégalité (1.6.1) puis le théorème 4.1 :

n− 1

n
log(r + 1) ≤ logL1,r,n

n
≤ log r + log log r + log c1.

Le résultat requis en découle par passage à la limite lorsque n tend vers l’infini, tout en

se servant de l’estimation (1.9.1).

Preuve du corollaire 4.5. Soient x ≥ k(k + 1) et m :=
⌊
x
k

⌋
. On a clairement :

θ(x; k, `) ≤ log ppcm (`, `+ k, . . . , `+mk) = logL`,k,m.
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Par ailleurs, puisque m ≥ k + 1 (car x ≥ k(k + 1)), on a en vertu du théorème 4.2 :

logL`,k,m ≤ m

(
log c2 +

k log k

k − 1

)
≤ x

(
2c3

k
+

log k

k − 1

)
.

Ce qui conclut au résultat requis.
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CHAPITRE

5 Un encadrement effectif

du ppcm de la suite

(n2 + 1)n

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, il est question d’estimer les nombres entiers :

Ln := ppcm
(
12 + 1, 22 + 1, . . . , n2 + 1

)
(n ∈ N∗).

On se propose d’une part d’améliorer la minoration de Oon [41] (pour le cas c = 1), qui

énonce que Ln ≥ 2n (∀n ∈ N∗) et d’autre part d’établir une première majoration effective

et non triviale de Ln. Pour ce faire, nous adaptons la méthode du chapitre 4 pour la suite

(n2 + 1)n à la place des suites arithmétiques. Étant donné un entier strictement positif n,

on désigne par Qn l’entier strictement positif défini par :

Qn :=
(
12 + 1

) (
22 + 1

)
· · ·
(
n2 + 1

)
.

Pour i ∈ {1, 3}, on définit :

P4,i := {p premier; p ≡ i (mod 4)} .

Afin d’alléger certains énoncés, nous posons : α1 := 0, 7993, α2 := 10, 3624, α3 := 3, 9497,

β1 := 0, 6722, β2 := 0, 5981, β3 := 0, 281,
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5.2. Préparation

c1 := 1
2
− 0,4

3 log 10
+
∫ 103

1
θ(t;4,3)
t2

dt − 3
2

log 10 + 0, 4 log log(103) = 0, 1608548666 . . . , c2 :=(
1
2

+ 0,4
3 log 10

)
= 0, 5579 . . . , c3 := 2, 1284, c4 :=

(
1 + 5

6 log 10

)
= 1, 3619 . . . et c5 :=

e
c4

6·103 log 10 = 1, 0001 . . . . Le théorème principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 5.1. Pour tout entier n ≥ 2, on a :(
α1

√
n (log n)−0,4)n ≤ ppcm

(
12 + 1, 22 + 1, . . . , n2 + 1

)
≤ α2

(
α3n (log n)0,8)n . (5.1.1)

5.2 Préparation

La preuve du théorème 5.1 nécessite les résultats intermédiaires suivants :

5.2.1 Résultats antérieurs

Théorème 5.2 (Bennett et al. [3]). Pour tout nombre réel x ≥ 103, on a :∣∣∣θ (x; 4, 3)− x

2

∣∣∣ ≤ 0, 4
x

log x
et π (x; 4, 1) ≤ x

2 log x

(
1 +

5

2 log x

)
.

Théorème 5.3 (classique). Soient ` ∈ N∗, n ∈ Z et p un nombre premier impair ne divi-

sant pas n. Alors, la congruence x2 ≡ n (mod p`) possède exactement 1 +
(
n
p

)
solutions,

où
( ·
·

)
représente le symbole de Legendre.

La preuve du théorème 5.3 peut être trouvée dans le livre de Hua [30, Theorem 5.1].

5.2.2 Lemmes préparatifs

Lemme 5.4. Soit n un entier strictement positif. Alors, le nombre entier Ln
2 est multiple

du nombre rationnel

Dn :=
2bn/2c+1Qn

n!2

∏
p∈P4,3∩[1,n]

p2ϑp(n!).

Démonstration. Nous allons montrer que ϑp (Dn) ≤ ϑp (L2
n) pour tout nombre premier

p, ce qui conclura au résultat requis. Pour p = 2, on constate que l’on a pour tout entier

naturel k :

ϑ2

(
k2 + 1

)
=

1 si k est impair

0 sinon

;
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5.2. Préparation

ce qui entrâıne que :

ϑ2 (Qn) = # {i ∈ N∗; i ≤ n , i impair} =

⌊
n− 1

2

⌋
+ 1.

On a par conséquent :

ϑ2 (Dn) =
⌊n

2

⌋
+ 1 + ϑ2 (Qn)− 2ϑ2(n!)

=

⌊
n− 1

2

⌋
+
⌊n

2

⌋
+ 2− 2ϑ2 (n!)

≤
⌊
n− 1

2

⌋
−
⌊n

2

⌋
+ 2 ≤ 2 = ϑ2

(
L2
n

)
,

comme il fallait le prouver. Prenons pour la suite p un nombre premier > 2 et montrons

que l’on a ϑp (Dn) ≤ ϑp (L2
n). Si p ∈ P4,3 alors, d’après le théorème 5.3, l’équation x2 ≡

−1 (mod p) n’a pas de solution (car :
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 = −1). Ce qui entrâıne que

ϑp (Dn) = 2ϑp (n!) − ϑp
(
n!2
)

= 0 = ϑp (Ln) = ϑp (L2
n) et confirme l’inégalité requise. Si

au contraire p ∈ P4,1, on conclura par distinction de cas. Posons préalablement Sn :=

{12 + 1, 22 + 1, . . . , n2 + 1}.

� 1er cas : (si p > 2n).

Nous affirmons d’abord que p divise au plus un seul élément de l’ensemble Sn. Procédons

par l’absurde en supposant que p divise à la fois (i2 + 1) et (j2 + 1) pour certains i, j ∈ N∗,

tels que i < j ≤ n. Cela entrâıne que p divise (j2 + 1) − (i2 + 1) = (j − i)(j + i), donc

p divise l’un des nombres (j − i) ou (j + i), d’où p ≤ (i + j) < 2n. Ce qui contredit le

fait que p > 2n et confirme notre affirmation. D’après cette affirmation, on a : ϑp (Dn) =

ϑp (Qn) = ϑp (Ln) ≤ ϑp (L2
n), comme il fallait le prouver.

� 2ème cas : (si n < p < 2n).

Dans ce cas, on a clairement p2 > n2 + 1, donc p2 ne divise aucun élément de l’ensemble

Sn. Puisque le nombre de solutions de l’équation x2 ≡ −1 (mod p) est égal à 2 (en

vertu du théorème 5.3), alors p divise au plus deux éléments de l’ensemble Sn. D’où,

ϑp (Dn) = ϑp (Qn) ≤ 2ϑp (Ln) = ϑp (L2
n), comme il fallait le prouver.

� 3ème cas : (si p ≤ n).

En posant νk :=
⌊
n
pk

⌋
(∀k ∈ N∗), il s’ensuit (en vertu du théorème 5.3) que :
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5.2. Préparation

ϑp (Qn) =

ϑp(Ln)∑
k=1

#
{
i ∈ N∗; i ≤ n, pk | i2 + 1

}
≤

ϑp(Ln)∑
k=1

[(
νk−1∑
`=0

#
{
i ∈ N∗; `pk + 1 ≤ i ≤ (`+ 1)pk, pk | i2 + 1

})
+ 2

]

≤ 2

ϑp(Ln)∑
k=1

(⌊
n

pk

⌋
+ 1

)
≤ 2ϑp (n!) + 2ϑp (Ln) .

D’où l’on a : ϑp (Dn) = ϑp (Qn) − 2ϑp (n!) ≤ 2ϑp (Ln) = ϑp (L2
n), comme il fallait le

prouver. Ce qui complète cette démonstration.

Lemme 5.5. Pour tout entier n ≥ 2, on a :

Gn :=
∏
p>n

pϑp(Ln) divise Mn :=
22ϑ2(n!)−b(n−1)/2c−1Qn

n!2

∏
p∈P4,3∩[1,n]

p2ϑp(n!).

Démonstration. Soit p un nombre premier. On vérifie facilement que : ϑp (Gn) =

ϑp (Mn) = 0 pour p ∈ P4,3 ∪ {2}. Supposons maintenant que p ∈ P4,1 ∩ [1, n] et posons

νk :=
⌊
n
pk

⌋
(∀k ∈ N∗). D’après le théorème 5.3, on a :

ϑp (Qn) =
∑
k≥1

#
{
i ∈ N∗; i ≤ n et pk | i2 + 1

}
≥

ϑp(Ln)∑
k=1

νk−1∑
`=0

#
{
i ∈ N∗; `pk + 1 ≤ i ≤ (`+ 1)pk, pk | i2 + 1

}
= 2

∑
k≥1

⌊
n

pk

⌋
= 2ϑp (n!) .

Ce qui montre que ϑp (Mn) = ϑp (Qn) − 2ϑp (n!) ≥ ϑp (Gn) = 0. Supposons enfin que

p > n. En raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5.4 (en distinguant les

cas n < p < 2n et p > 2n), on montre que ϑp (Gn) = ϑp (Ln) ≤ ϑp (Mn). Dans tous

les cas, on a bien ϑp (Gn) ≤ ϑp (Mn) ; ce qui conclut au résultat requis et complète cette

démonstration.

Lemme 5.6. Pour tout entier n ≥ 103, on a :

(
β1

√
n (log n)−0,4)n ≤ ∏

p∈P4,3∩[1,n]

pϑp(n!) ≤
(
β2

√
n (log n)0,4)n . (5.2.1)
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5.2. Préparation

Démonstration. Montrons d’abord l’inégalité de gauche de (5.2.1). En vertu de la for-

mule sommatoire d’Abel et du théorème 5.2, on a :∑
p∈P4,3∩[1,n]

log p

p
=
θ (n; 4, 3)

n
+

∫ n

1

θ (t; 4, 3)

t2
dt

≥ 1

2
− 0, 4

3 log 10
+

∫ 103

1

θ (t; 4, 3)

t2
dt+

1

2

∫ n

103

1

t
dt− 0, 4

∫ n

103

1

t log t
dt

≥ 1

2
log n− 0, 4 log log n+ c1.

D’autre part, d’après le lemme 5.2, on a pour tout entier n ≥ 103 :∑
p∈P4,3∩[1,n]

log p = θ (n; 4, 3) ≤ n

2
+ 0, 4

n

log n
≤ c2n.

Nous déduisons alors de ce qui précède que :∏
p∈P4,3∩[1,n]

pϑp(n!) ≥
∏

p∈P4,3∩[1,n]

p
n
p
−1 ≥

(
e(c1−c2)

√
n

(log n)0,4

)n
≥
(

β1

√
n

(log n)0,4

)n
,

comme il fallait le prouver. Pour l’inégalité de droite de (5.2.1), on montre de la même

façon que pour tout entier n ≥ 103, on a :∏
p∈P4,3∩[1,n]

p
1
p ≤ β3

√
n (log n)0,4 .

Par suite, en utilisant l’estimation
∏

p p
1/p(p−1) ≤ c3 (qui découle du troisième point du

théorème 4.6), on obtient :∏
p∈P4,3∩[1,n]

pϑp(n!) ≤
∏

p∈P4,3∩[1,n]

p
n
p

+ n
p(p−1)

≤

 ∏
p∈P4,3∩[1,n]

p
n
p

(∏
p

p
n

p(p−1)

)

≤
(
c3β3

√
n (log n)0,4)n

≤
(
β2

√
n (log n)0,4)n ,

comme il fallait le prouver. Notre démonstration est complète.
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5.3. Preuve de notre résultat principal

5.3 Preuve de notre résultat principal

Démonstration du théorème 5.1. En se servant d’un logiciel de calcul (Maple ou

Mathematica par exemple), on vérifie que (5.1.1) est valable pour tout entier 2 ≤ n < 103.

Supposons pour la suite que n ≥ 103. En utilisant successivement le lemme 5.4 et le lemme

5.6, on obtient :

Ln ≥
√

2
bn/2c+1

√
Qn

n!2

(
β1

√
n

(log n)0,4

)n
≥

(
4
√

2β1

√
n

(log n)0,4

)n

≥
(

α1

√
n

(log n)0,4

)n
.

Ce qui conclut à la minoration de (5.1.1). Pour montrer la majoration de (5.1.1), nous

écrivons d’abord :

Ln =
∏
p

pϑp(Ln) =

(∏
p≤n

pϑp(Ln)

)(∏
p>n

pϑp(Ln)

)
. (5.3.1)

D’une part, on a (en vertu du théorème 5.2) :∏
p≤n

pϑp(Ln) = 2
∏

p∈P4,3∩[1,n]

pϑp(Ln) ≤ 2
(
n2 + 1

)π(n;4,1) ≤ 2
(
n2 + 1

) n
2 logn(1+ 5

6 log 10) ≤ 2c5e
c4n.

D’autre part, d’après les lemmes 5.5 et 5.6, on a :∏
p>n

pϑp(Ln) ≤Mn ≤ eπ
2/6
(
β2

223/2n (log n)0,8)n .
En reportant ces estimations dans (5.3.1), on aboutit à :

Ln ≤ 2c5e
π2/6

(
β2

223/2ec4n (log n)0,8)n ≤ α2

(
α3n (log n)0,8)n ,

comme il fallait le prouver. Le théorème est ainsi démontré.
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Conclusion générale

Le sujet initialement fixé de cette thèse consistait à établir des encadrements effectifs

du plus petit commun multiple de termes consécutifs de certaines suites d’entiers.

En utilisant des arguments d’algèbre commutative et d’analyse complexe, nous avons

obtenu un diviseur rationnel non trivial du nombre entier :

Lc,m,n := ppcm
(
m2 + c, (m+ 1)2 + c, . . . , n2 + c

)
,

avec n,m, c ∈ N∗ et m ≤ n. Comme corollaire, nous en avons déduit des minorations

effectives et non triviales pour Lc,m,n, et cela sans la contrainte “1 ≤ m ≤
⌈
n
2

⌉
” (qui figure

dans le résultat de Oon [41]). Dans une autre direction, nous avons généralisé quelques

identités dues à Farhi [17], Nair [39] et Guo [22] aux suites à forte divisibilité. Nous

avons appliqué ces identités ensuite pour estimer le ppcm de certaines suites de Lucas.

En fait, la méthode utilisée est même applicable pour estimer le ppcm de toute suite à

forte divisibilité d’ordre connu, comme celles d’ordre exponentiel. Par ailleurs, nous avons

développé une toute première méthode permettant d’obtenir une majoration effective du

ppcm d’une progression arithmétique finie. Comme conséquence, nous en avons déduit une

estimation d’une certaine moyenne harmonique forte intéressante ainsi qu’une estimation

de l’expression θ(x; k, `) de Chebyshev. Enfin, nous avons réussi à adapter notre méthode

pour la suite quadratique particulière (n2 + 1)n et obtenir ainsi un encadrement pour son

ppcm, qui est presque optimal. En particulier, les minorations antérieures de Farhi [17]

et de Oon [41] pour le ppcm de la même suite sont de beaucoup améliorées.
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Perspectives

Bien évidemment, il reste plusieurs problèmes que nous n’avons pas traités dans cette

thèse, mais qui font partie (plus au moins) de sa thématique. En voici quelques-uns qui

pourront faire l’objet de nos recherches postérieures :

1. Prouver la conjecture de Cilleruelo (voir la conjecture 1) qui énonce que pour

tout polynôme irréductible f ∈ Z[X], de degré ≥ 3, le logarithme du plus petit

commun multiple des termes consécutifs de la suite (f(n))n est de même ordre que

le logarithme du produit de ces termes (lorsque n voisine l’infini).

2. Améliorer notre majoration du ppcm d’une suite arithmétique et étendre notre

méthode à d’autres suites.

3. Améliorer la minoration “uniforme” de Hong et al. [27] du ppcm de certaines suites

polynomiales (ce qui semble réalisable par des techniques d’algèbre polynomiale).

4. Établir des majorations non triviales du ppcm d’une suite polynomiale.

5. Difficile ! Tenter d’établir un analogue du théorème des nombres premiers (sous

sa version log ppcm(1, 2, . . . , n) ∼+∞ n) pour d’autres suites d’entiers strictement

positifs.
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Résumé

Cette thèse consiste à étudier des estimations effectives du plus petit commun multiple de certaines suites d’entiers. Nous nous
focalisons notamment sur une certaine classe de suites quadratiques, ainsi que les progressions arithmétiques et les suites à forte
divisibilité. Premièrement, nous avons utilisé des méthodes d’algèbre commutative et d’analyse complexe pour établir de nouvelles
minorations non triviales du ppcm de certaines suites quadratiques. Ensuite, une étude plus profonde des propriétés arithmétiques de
suites à forte divisibilité nous a permis d’obtenir trois identités intéressantes concernant le ppcm de ces suites, ce qui généralise certaines
identités antérieures de B. Farhi (2009) et M. Nair (1982). Nous en avons déduit par suite des estimations assez précises du ppcm
d’une suite de Fibonacci généralisée (ce que l’on appelle les suites de Lucas). Nous avons également développé une première méthode
permettant d’effectiviser un résultat asymptotique de P. Bateman (2002) sur le ppcm d’une progression arithmétique. Vers la fin, nous
avons constaté que cette dernière méthode peut être adaptée pour encadrer le ppcm de la suite (n2 + 1)n, ce qui nous a permis en
particulier d’améliorer les minorations de B. Farhi (2005) et S. M. Oon (2013). La thèse comprend aussi une présentation générale de
quelques résultats de littérature.

Mots clés : Plus petit commun multiple, plus grand diviseur commun, suite à divisibilité, suite à forte divisibilité, suite de Lucas, suite
de Fibonacci, progression arithmétique, suite quadratique, suite polynomiale, théorèmes de Chebychev, théorème des nombres premiers,
répartition des nombres premiers.

Abstract

This thesis is devoted to studying estimates of the least common multiple of some integer sequences. Our study focuses on effective
bounding of the lcm of some class of quadratic sequences, as well as arithmetic progressions and strong divisibility sequences. First, we
have used methods of commutative algebra and complex analysis to establish new nontrivial lower bounds for the lcm of some quadratic
sequences. Next, a more profound study of the arithmetic properties of strong divisibility sequences allowed us to obtain three interesting
identities involving the lcm of these sequences, which generalizes some previous identities of B. Farhi (2009) and M. Nair (1982) ; as
consequences, we have deduced a precise estimates for the lcm of generalized Fibonacci sequence (the so-called Lucas sequences). We
have also developed a method that provides an effective version to the asymptotic result of P. Bateman (2002) concerning the lcm of
an arithmetic progression. Finally, we found that the latter method can be adapted to estimate the lcm of the sequence (n2 + 1)n,
which allowed us in particular to improve the lower bounds of B. Farhi (2005) and S. M. Oon (2013). The thesis also includes a general
presentation of some literature results.

Key words : Least common multiple, greatest common divisor, divisibility sequences, strong divisibility sequences, Lucas sequences,
Fibonacci sequence, arithmetic progressions, quadratic sequences, polynomial sequences, Chebychev theorems, prime number theorem,
distribution of prime numbers.
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