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Introduction générale

La dynamique est impliquée lorsque les choses se passent au fil du temps, renvoyant a
des systemes dynamiques. Nous devons alors étudier ces derniers pour comprendre comment
les optimiser puisqu’ils font partie intégrante de notre vie quotidienne. Etudier un systeme
dynamique est souvent synonyme d’améliorer son comportement [15]. Le contrdle optimal offre
un cadre idéal pour évaluer les performances d'un systeme dynamique. Ceci est réalisé en
optimisant sa fonction objective dont la valeur est déterminée par le comportement du systeme
sur lequel on agit au moyen d’un controle [44, 35].

La théorie du controle optimal a commencé a se développer en tant que discipline mathé-
matique vers la fin des années 1950, généralisant ainsi le calcul des variations élaboré pour la
résolution du probleme du brachistochrone, posé par le mathématicien suisse Jean Bernoulli
en 1696. Elle se compose de deux parties : le principe du maximum prouvé par le mathéma-
ticien soviétique Lev Pontriaguine en 1956 [44] et I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman die
aux travaux du mathématicien américain Richard Bellman dans les années 50 [10]. En raison
de I'importance de cette théorie, plusieurs chercheurs se sont consacrés au développement de
méthodes numériques efficaces pour résoudre les problemes de controle optimal.

Certains problemes de controle optimal se modélisent avec un temps terminal fixé a ’avance,
tandis que dans d’autres, le temps terminal n’est pas fixé et il sera donc considéré comme une
variable inconnue a trouver. On parle alors d’un probleme de controle optimal en temps ter-
minal libre, étudié de maniere approfondie dans la littérature. Les auteurs de [6] résolvent un
probleme de controle optimal en temps terminal libre par une méthode basée sur une technique
de transformation et de quasi-linéarisation modifiée. Des conditions suffisantes d’optimalité de
second ordre pour le probleme de controle optimal en temps terminal libre avec des contraintes
mixtes sur 1'état et le controle sont présentées dans [38], utilisant une transformation du pro-
bleme de controle optimal en temps terminal libre en un probleme de controle optimal en temps
terminal fixe, basée sur 'approche de Riccati. Dans [36], les auteurs traitent d’un probléme de

controle optimal avec retard dans lequel le temps terminal est un parametre libre et ils ont
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utilisé une méthode d’optimisation basée sur le gradient. En outre, un probleme de controle
optimal en temps terminal libre est traité dans [48], ol les auteurs ont transformé le probleme
de controle optimal en temps terminal libre, via une stratégie hybride de mise a 1’échelle tempo-
relle, en un probleme équivalant a temps terminal fixe. A Taide des techniques de transcription
de contraintes et d’approximation de lissage local, ils ont approximé des contraintes d’inégalités
d’état continu par des contraintes d’inégalités conventionnelles, et le probleme approché est
résolu par un algorithme parallele basé sur la méthode de la fonction remplie (filled function
method).

Nous traitons un probleme de controle optimal en temps minimal lorsqu’il s’agit essentiel-
lement de conduire un systéeme a un état souhaité en un temps minimal. Il s’agit donc d’un
cas particulier des problemes de controle optimal en temps terminal libre, et ce, de maniere a
minimiser le temps de transfert. Depuis la publication des premiers travaux sur ce sujet dans
les années soixante pour les systémes linéaires [34], plusieurs chercheurs ont étudié ce modele
[40, 17, 20, 42, 39, 19].

La méthode de support [22] est a l'origine de plusieurs travaux traitant de la résolution nu-
mérique des problemes de controle optimal. Les intéréts théoriques et pratiques ont fait que
le probleme du controle optimal en temps minimal reste I'un des sujets les plus attractifs en
controle optimal. Sur la base du concept de support, une méthode numérique a été décrite dans
[27] en utilisant les équations différentielles pour le support optimal et la valeur optimale de la
fonction de cott. Dans [31], en prenant la valeur de I’état initial en fonction d’un parametre, les
auteurs ont étudié le probleme de I'identification de la structure de la solution pour de petites
perturbations du parametre.

Des procédés basés sur d’autres concepts sont également proposés pour résoudre le probleme de
controle optimal en temps minimal. Les auteurs de [43] ont considéré le probleme de stabilité
structurelle pour le probleme en temps minimal, dans le cas ou il y aurait une commande op-
timale, fortement bang-bang et qui présente un double commutateur. Un probleme de controle
optimal en temps minimal avec un systeme linéaire est traité dans [37], ou les auteurs ont ob-
tenu le temps minimal en résolvant une séquence de problemes de controle optimal de norme
par la stratégie itérative des moindres carrés (Iteratively Reweighted Least-Squares algorithms
'IRLS’), apres les avoir transformés en leurs problemes duaux lagrangiens. D’autres cas de pro-
blemes de controle optimal en temps minimal ont été traités, tels que les systemes dynamiques
discrets et multivariables [16, 52, 41].

L’objectif de cette these est de faire et de compléter la synthese sur 'optimisation des
systemes dynamiques linéaires en temps terminal libre, puis de proposer une méthode hybride

pour résoudre le probleme de controle optimal en temps minimal. Cette méthode combine
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la méthode directe de support pour un probleme bilinéaire-quadratique de controle optimal
[24, 25, 26] et une procédure finale indirecte, s’apparentant a la méthode de tir ou shooting
method [23, 11, 12, 13, 29, 30, 49, 51, 8, 9]. Pour cela, on procede en deux étapes : dans la
premiere, on transforme un probleme auxiliaire de controle optimal & temps terminal libre en
un probleme bilinéaire-quadratique a temps terminal fixe, résolu en minimisant la norme de
I’état final du systeme dynamique au moyen d’un algorithme qu’on a élaboré, permettant ainsi
d’obtenir une idée assez précise de la structure des commutations avec une approximation du
temps minimal et de I’état terminal nul. Dans la deuxieme étape, on utilise une procédure
finale similaire a la méthode de tir [46], pour calculer le temps minimal d’une maniére plus
précise. Cette derniere consiste a résoudre un systeme d’équations par la méthode de Newton,
ou l'itération initiale est déduite des approximations obtenues a la premiere étape, qui sont
proches de la solution optimale.

Le plan de la these est le suivant : dans le premier chapitre, on s’intéresse a donner les fon-
dements mathématiques du controle optimal. Le deuxieme chapitre est consacré aux méthodes
de résolution pour un probleme de controle optimal d’un systeme dynamique linéaire avec un
temps terminal fixe, a savoir la méthode indirecte appelée méthode de tir et la méthode directe
appelée méthode de support. Dans ce chapitre, notre premiere contribution consiste a élaborer
un algorithme de résolution de la norme en controle optimal, afin de 'appliquer ensuite pour le
probleme en temps minimal. Au troisieme chapitre, on étudie le probleme de controle optimal
d’un systeme dynamique linéaire avec un temps terminal libre, servant de soubassement pour
aborder le probleme de transfert en temps minimal. Au quatrieme et dernier chapitre, notre
deuxieme contribution porte sur une méthode hybride pour résoudre le probleme de controle
optimal en temps minimal. Cette méthode proposée combine la méthode directe de support,
et une procédure finale indirecte, s’apparentant a la méthode de tir (Shooting Method). On

termine par une conclusion générale et quelques perspectives de recherche future.



Introduction au controle optimal

La théorie du controle optimal est apparue dans les années 1950 comme une partie spéciale
de la littérature des équations différentielles (voir [7, 14, 47]).

Ce chapitre est consacré a 'introduction des notions de base en controle optimal.

1.1 Préliminaires et définitions

La théorie d’optimisation d’un processus physique joue un role important en automatique
et dans plusieurs autres sciences appliquées.
Un processus est un systeme dynamique dépendant du temps et des parametres qui caractérisent
son état. Si le processus est continu, son modele mathématique est généralement décrit par une
équation différentielle de la forme :

{ i(t) = f(()t, z(t), u(t)), t=to, (1.1)

x
e x(t) est un vecteur d’état de R", z(ty) = 2 étant I’état initial du systeme;

u(t) est une fonction continue par morceaux a valeurs dans R, appelée commande du systeéme,

ou x(t) =

et admettant un nombre fini s de points de discontinuité de premiere espece. Cela veut dire
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qu’aux points de discontinuité ¢; de u(t), t > tg, les limites a gauche et a droite existent mais
différentes. De plus, on considere que la commande u(t), t > tg, est continue a droite et on
écrit :

lim w(t) =u(t; —0), lim w(t)=ult;+0)=u(t), i=1, ... ,s.

t—=t;, t<t; t—=t;, t>1;

La fonction f définie de R xR"™ xR dans R™ est supposée assez réguliere pour assurer 1’existence
et 'unicité de la solution du systéme (1.1).
Commander le systeme (1.1), c’est déterminer les commandes u(t), t > tg, & appliquer afin de
faire évoluer son état dans un sens souhaité. Dans la commande des processus, les objectifs a
atteindre sont variés :

— L’état final du systeme a l'instant ¢; doit atteindre une cible fixée (probléme de com-

mandabilité ou d’atteignabilité) ;
— certains parametres dépendant de I'état z(t), ¢ > ty, doivent étre aussi proches que

possibles d'une valeur de consigne H., :
H(z(t)) « H..

C’est le probleme de la régulation qui souleve des questions de stabilité et de sensibilité
inhérentes aux différentes perturbations extérieures qui sont toujours présentes dans un
contexte réel ;
— un certain critere J(u) dépendant de la commande appliquée, de la trajectoire suivie, et
de I’état final atteint a 'instant ¢;, doit étre minimisé :
t1
min J(u) = p(z(t1), t1)+/t() L(t, z(t), u(t))dt. (1.2)
II s’agit d'un probleme de controle optimal. La fonctionnelle J(u) peut représenter
concretement le temps, la consommation du carburant, ’énergie cinétique du systeme,
ou tout autre critere préalablement choisi. Les valeurs de la commande u(t), t > o,

doivent appartenir & un certain ensemble U C R*, en général compact et convexe :

ut) € U C R, t >t

1.1.1 Les solutions des systemes linéaires de commande

Dans cette partie, on se limite aux systemes dynamiques linéaires décrits par le systeme
suivant :
@(t) = A{t)x(t) + Bt)u(t), t>to, x(ty) =", (1.3)

b}
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ou A(t) et B(t) sont respectueusement des matrices d’ordre n et (n x k), dépendantes du temps,

avec
A(t) = (a;(t), 1<4, j<n), BE)=(b(t), 1<i<n, 1<j<k)

Le systeme (1.3) est dit non stationnaire, car les parametres A(t) et B(t) dépendent de la
variable temps.
Dorénavant, on ne s’intéresse qu’a des systemes dynamiques dont les parametres ne dépendent

pas du temps. Ils sont alors dits stationnaires et régis par I’équation d’état suivante :
@(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)=2" t>0, (1.4)

ou A =(a;, 1 <4, j<n),B=(bj, 1<i<n, 1<j<k); z(t) est le vecteur d’état de
dimension n du systeme & l'instant ¢, le vecteur 20 étant I’état initial du systéme & l'instant
to = 0. Pour t > 0, la valeur de la commande u(t) appartient & un ensemble compact U C RE.

On peut schématiquement représenter le systeme (1.4) par la figure suivante :

Entrée
u(t)

FI1GURE 1.1 — Représentation des équations de 1'état du systeme.

Les commandes u(t), t > 0, sont alors appelées variables d’entrée, et les états x(t), t > 0, les
variables de sortie.

Pour tout état initial 2%, et pour toute commande u(t), ¢ > 0, la solution du probleme de Cauchy
(1.4) existe d’une maniére unique. Pour la trouver, on doit considérer le probleme homogene,

obtenu apres avoir posé u = u(t) =0,t >0 :
z(t) = Az(t), t>0. (1.5)

Soit alors le systeme fondamental des solutions du systeme (1.5), noté (f;)1<i<n , défini par les
relations différentielles suivantes :

dfi(t)

7 = Afi(t), fi(0)=e; t=0,

ol e; est le vecteur unitaire de R™. Avec ces n solutions linéairement indépendantes, on forme

la matrice :

F(t) = (fl(t)a f2(t)a I fn(t)), t> 07
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appelée matrice fondamentale du systeme (1.5). Par définition, la matrice fondamentale est non
dégénérée pour tout t > 0, et satisfait I’équation différentielle matricielle suivante :

dF

C —AF, F(0)=1,, t>0,

ou I, est la matrice identité d’ordre n.

En effet, on a :

dF_ dfy dfs dfn
%:<E dt SR dt) (Afb Af27"' 7Afn):A(fla f27"' 7fn):AF7

F(0) = (f1(0), f2(0), ..., fa(0)) = (e1, €2, ... , €n) = L.
La matrice F~1(t), t > 0, vérifie ’équation différentielle matricielle suivante :

dF~1(t)

= =-F'tA, F'0)=1, t>0.

En effet, en dérivant le produit F~*(t)F(t) = I,,, on trouve :

dF~1(t)
dt

F(t)+ F(1) dflf) _aF ;(t) F(t) + FY(H)AF(t) = 0,

et en multipliant & droite par F~1(¢), ¢ > 0, on obtient :

dr d; O peyF-1() + FA () AP F(t) =0,
don .
T —F7 ')A, t=0.

A T'aide de la matrice fondamentale F (t), t = 0, on trouve la solution du systeme (1.4). En

effet, on peut écrire :

/ - ()‘Zdt / " FL ) A(t)dt + / P ) Bu(tdt, s >0,

et en intégrant par parties le membre de gauche, on obtient :

/OF (t)d“’ x(t)r—/:cm;—;(”x(t)dt

0

F~Y(s)z(s) — F1(0)z(0) — /Os —F7 () Ax(t)dt
= F'(s)z(s) —2° + /08 F7H(t) Az (t)dt,

F(s)x(s) = 2 + /OS F~Yt)Bu(t)dt, s> 0.

7
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En multipliant & gauche par F'(s), on trouve :
x(s) = F(s)x° + F(s)/ F~Y(t)Bu(t)dt, s> 0.
0
La solution du systeme (1.4) s’écrit donc sous la forme suivante :

x(t) = F(t)a® + F(t) /Ot FY(7)Bu(r)dr, t>0.

(1.6)

Comme la matrice A ne dépend pas du temps, alors la matrice fondamentale F'(t), ¢t > 0, n’est

autre que la matrice exponentielle suivante :

La formule (1.6) devient alors :

t
z(t) = etlad —|—/ e "IABu(r)dr, t>0.
0

(1.6")

Pour tout t € T'= [0, t1], (t) dépend de la commande u(t), donc si on change u(t), on obtient

une autre trajectoire z(t) dans R™, comme indiqué dans la figure suivante :

/ T ()
r:tl—;\;f _/_/_““r:tJ
N
AN b ()

FIGURE 1.2 — Les différentes trajectoires z(t) pour différentes commandes u(t), t € T = [0, t1].

Deux questions se posent naturellement :

1. Etant donné un état final z! € R"™, y a-t-il une commande u(t) de telle sorte que la

trajectoire associée z(t) & cette commande joigne x°

alors de probleme de controlabilité (voir la figure 1.3).

a 2! en un temps fini ¢; 7 On parle
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0o

FIGURE 1.3 — Probléme de controlabilité.

2. Si la condition précédente est remplie, y a-t-il une commande wu(t) de telle sorte que la

trajectoire associée z(t) joigne x

0

a z', et qui de plus minimise une certaine fonctionnelle

J(u) (1.2) 7 C’est le probleme de controle optimal (voir la figure 1.4).

FIGURE 1.4 — Probleme de controle optimal.

La fonctionnelle J(u) est un critere d’optimisation, appelé cout. Par exemple, ce cott peut étre

égal au temps de parcours. On parle alors d'un probleme en temps minimal, qui fait 'objet de

notre étude, et que I'on va considérer par la suite.

1.2 Controlabilité et observabilité d’un systéme dynamique

La controlabilité et l'observabilité sont des concepts clé de la théorie du controle optimal

(voir [18]). En effet, la controlabilité est reliée a la possibilité d’'influencer I’état du systeme

en manipulant les commandes. Quant a 1’observation, elle est reliée a la possibilité d’observer

I’état du systeme a travers des mesures, et ce, afin de le stabiliser.

Les deux notions de controlabilité et d’observabilité ont été introduites en 1960 par Kalman

[28] pour des systemes linéaires stationnaires en dimension finie.
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1.2.1 Controlabilité d’un systeme dynamique

Soit un systeme dynamique linéaire stationnaire défini sur un intervalle de temps 7" = [0, t;] :
@(t) = Azx(t) + Bu(t), z(0)=2° tcT =10, t], (1.7)

olt z(t) € R™ représente le vecteur d’état a I'instant ¢, x(0) = z¥ étant I'état initial du systeme,
x(t1) étant I'état final du systeme; u(t), t € T, est une fonction continue par morceaux, définie
de T = [0, t;] dans R*.

Soit z! € R™. On se pose la question de savoir sl existe une commande u(t), t € T = [0, t1],
telle que z(t;) = x'. C’est le probléme de controlabilité du systéme dynamique (1.7) en temps

t1. On a alors les définitions suivantes :

Définition 1.2.1. Soit 2° € R™. On dit que le vecteur 2° est controlable, si on peut trouver une
fonction continue par morceaux u(t), 0 < t < tq, telle que la trajectoire x(t), t = 0, du systeme
(1.7) avec la condition initiale x(0) = 2% satisfait la condition terminale z(t;) = z'. On dit

alors que u(t) envoie 2° a la cible S = {z'}.

Définition 1.2.2. Soit ' € R™. On dit que x' est atteignable si on peut trouver une fonction
continue par morceauz u(t), 0 < t < ty, telle que la trajectoire x(t), t > 0, du systéme (1.7)

avec x(0) = z° vérifie la condition terminale x(t;) = x'.

Définition 1.2.3. (contrélabilité au sens de KALMAN)

Le systeme (1.7) est complétement controlable ou contrélable, si pour deux vecteurs quelconques
29 et z' de R™, on peut trouver un temps fini t; et une commande u(t), 0 < t < t1, telle que la
tragectoire z(t), t > 0, du systéme (1.7) satisfait les conditions : £(0) = 2% et z(t;) = x'. Ainsi,
on peut toujours astreindre un systéme contrélable & passer par deux vecteurs quelconques x°,

! € R", comme le montre la figure suivante :

x(t) +

al
. .0
x! -
z1

.0

»= T

A

10



Chapitre : 1 Introduction au controle optimal

1.2.1.1 Critére implicite de controlabilité

Pour établir le critere implicite de controlabilité, on se place ici dans le cas ou l'intervalle
de temps T" = [0, ;] est fixe avec un ensemble cible S(¢;) = {0}. On a alors les théoremes

suivants :

Théoréme 1.2.1. Tout état initial 2° est controlable si et seulement si pour tout vecteur g €
R"™, g #0, la fonction :
W(r)=g"F{(r)B, T€T,

ot F~Y(1) = =47, n’est pas identiquement nulle. Cette dernicre est appelée fonction de contro-
labilité.

Théoréme 1.2.2. Soit 2° un état initial fixé mais quelconque. Alors tout état x' est atteignable

a partir de 2° si et seulement si, Vg # 0, g € R", la fonction
U(r)=g¢"F7(r)B, 1T,
n’est pas identiguement nulle.

Théoréme 1.2.3. Le systéme (1.7) est complétement contrélable si et seulement si pour tout
vecteur g # 0, la fonction
U(r) =g F(1)B, T€T,

n’est pas identiquement nulle.

Les concepts de controlabilité et d’atteignabilité sont équivalents, car ils sont caractérisés
par le méme critere. Il est difficile, cependant, d’appliquer ce critere implicite dans la pratique.
On cherche alors a exprimer ce concept de controlabilité d’un systeme dynamique a travers ses

parametres intrinseques, i.e., les deux matrices A et B.

1.2.1.2 Critere explicite de controlabilité

Théoréme 1.2.4. [28]

Le systeme (1.7) est contrélable si et seulement si :
rang Q = rang(B, AB, A’B, ... , A" 'B) =n,

ot Q) est une matrice d’ordre n x nk, appelée matrice de controlabilité de Kalman.

11
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1.2.2 Observabilité d’un systeme dynamique

Dans beaucoup de problemes pratiques, il arrive souvent que ’état du systeme (1.7) ne soit
pas directement mesurable. Il n’est donc observable qu’a travers d’autres variables définies par

I’équation des sorties suivantes :
y(t) =Cx(t), teT =10, t1], (1.8)

ou C est une matrice constante d’ordre (p X n), avec p < n.

Dans le probleme du controle automatique en boucle fermée (feedback control), la connaissance
de la trajectoire x(t), t > 0, est nécessaire. Le probleme d’observabilité consiste alors a déter-
miner d’'une maniere unique la trajectoire z(t), t > 0, a partir de la commande u(t), et des
quantités mesurées y(¢) sur U'intervalle du temps considéré T = [0, t4].

On rappelle que la solution du systeme de 1’équation (1.7) s’écrit d’une maniere unique :
t
x(t) = eta” +/ A" Bu(t)dr.
0

Pour cela, il suffit de déterminer le vecteur initial z° & partir de la commande u(t) et de
I'observation y(t) dans 7' = [0, ¢;]. Lorsqu’on peut retrouver d’une maniere unique tout état

initial 2°, on dit alors que le systéme dynamique (1.7) est observable par la sortie (1.8).

1.2.2.1 Critere explicite d’observabilité

Soit un systeme dynamique couplé :

{ #(t) = Az(t) + Bu(t), te€T =0, t,], (1.9)

y(t) = Cx(t),

ot la commande u(t) et I'observation y(¢) sont connues tandis que 1'état initial 2° est ignoré.

On peut donc écrire :

t
y(t) = Ca(t) = Ceta® + / CeAD By(rydr, teT,
0

t
Cea® = y(t) — / Cer“" Bu(r)dr, teT.
0

Comme 'observation y(t), t € T, est supposée quelconque, alors cette derniere relation est
équivalente a I’équation
CeMa® = y(t), teT, (1.10)

en posant u(t) =0,t € T.

12
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Le systéme dynamique couplé (1.9) consiste en l'existence d’un seul état initial z° véri-

fiant (1.10).
Pour le systeme (1.9), on définit la matrice d’observabilité d’ordre (np x n) :

C
CA
S = CA?

CAn—l
On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.5. [28]
Le systéme dynamique couplé (1.9) est observable si et seulement si :

rang S = n.

13



Méthodes numériques en controle optimal

Il existe deux types de méthodes numériques en controle optimal : les méthodes indirectes
et les méthodes directes. Ce chapitre se compose de deux parties : la premiere partie introduit
la définition et 'application de la méthode de tir en controle optimal, qui consiste a résoudre
numériquement un probléeme aux valeurs limites d’équations différentielles, et ce, apres avoir
appliqué le principe du maximum de Pontryaguine. En effet, la méthode de tir (Shooting Me-
thod) est une méthode indirecte qui utilise les conditions nécessaires du principe du maximum
pour sélectionner la trajectoire optimale parmi une famille de trajectoires extrémales (solutions
du systéeme hamiltonien). La deuxiéme partie est consacrée a la présentation de la méthode
de support pour un probleme linéaire-quadratique de controle optimal. Cette méthode directe
consiste a trouver une solution optimale, et ce, sans discrétisation au préalable du systeme
dynamique. En utilisant la méthode de support d’une maniere séquentielle, on termine la réso-
lution par une procédure finale basée sur la méthode de Newton, pour trouver la solution d’une

maniere plus précise.

14
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2.1 Position du probleme et définitions

Sur un intervalle de temps 7" = [0, 1], on considére le probleme linéaire - quadratique de

controle optimal avec un temps terminal fixe :

mmJW):%Hx@Q—xWF+JﬂhL (2.1)
@(t) = Ax(t) + bu(t) + r(t), 2(0) = 2", (2.2)
uwlt)eU=[—-L, L], teT =10, t], (2.3)

ou la fonctionnelle J(u) est appelée cout du processus ou critere de qualité du type Mayer ;
z(t) = (z1(t), z2(t), ..., 2,(t))T est un n-vecteur qui représente 1'état du systéme a I'instant
t, 29 étant I'état initial du systéme, x! représente I'état désiré; u(t), t € T = [0, t], est une
fonction scalaire continue par morceaux et a valeurs dans U = [—L, L], appelée commande du
systeme; r(t) € R™ est une fonction de perturbation que I'on peut considérer éventuellement
nulle; A représente une matrice carrée d’ordre n, qui caractérise le systeme; ¢, b sont deux
vecteurs de dimension n, tandis que L et a sont deux constantes positives.

Pour le systeme dynamique ci-dessus, diverses commandes engendrent des trajectoires diffé-
rentes, c’est-a-dire, des processus différents (u(t), z(t)), t € T. Par conséquent, on peut influer
sur le choix de u(t), t € T, pour obtenir une trajectoire désirée, satisfaisant le critere de qualité
(2.1). On parle alors d'un processus optimal (u*(t), x*(t)) au sens de ce critere.

Dans ce chapitre, on considere que le temps terminal #; est fixe; si le temps terminal n’est pas
fixe, on parle alors d'un probleme de controle optimal avec un temps terminal libre, que 'on va

considérer dans le chapitre suivant.

Définition 2.1.1. (Commande admissible)

La commande u(t), t € T, est dite commande admissible du probleme (2.1)-(2.3) si :
(i) FElle est continue par morceauz sur T ;

(ii) elle est continue a droite en ses points de discontinuité :

lim  w(t) =u(t; +0) =u(t;), j

t—t;, t>t;

I
—
“»

(i) —L <u(t)<L,teT.

Définition 2.1.2. (Commande optimale)
Une commande admissible u*(t), t € T, est dite optimale si elle réalise le minimum du critére

de qualité (2.1) sur l’ensemble de commandes admissibles :
J(u*) = min J(u),

15
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ot u parcourt [’ensemble de toutes les commandes admissibles. La trajectoire correspondante

x*(t), t € T, est dite trajectoire optimale.

Définition 2.1.3. (Commande suboptimale)
En outre, on appelle commande suboptimale (ou e—optimale), toute commande admissible u(t),
t €T, satisfaisant "inégalité

J(u) — J(u*) < e,

ou u* est une commande optimale, et € un nombre positif ou nul choisi comme précision.

2.2 Principe du Maximum de Pontryaguine (PMP)

2.2.1 Accroissement de la fonctionnelle

Soit u(t), t € T, une commande admissible du probleme (2.1)-(2.3), engendrant une trajec-
toire z(t), t € T. Considérons une autre commande admissible quelconque u(t) = u(t) + Au(t),
t € T, et sa trajectoire correspondante Z(t) = x(t) + Az(t), t € T = [0, 1], ou Az(0) = 0. On

a

J(w) =5 | a(t) =2 | +c"a(t)

(0% (07
=5 la) I —a(z) a(t) + 5 | " ° +c"a(t)

[0
=5 le@) P +e—azh)et) + K,
1 ||2

o'
ou K = 5 || z* || . L’accroissement de la fonctionnelle (2.1) s’écrit alors :

AJ(u) = J(@) - J(u)
= S 7)) P +He—a ) F(t) + K = 5 o) |? ~(c—a o) a(t) - K
= S T (WF(H) + (e —ax)T F(h) = 5 2T (t)a(h) = (c—a ") o(t)
= % T (t) (z(t) + Az(ty)) + (e — o a")" (a(tr) + Ax(ty)) — % o' (t)x(t) — (c —ax')" z(t)
= % 2T (t)x(ty) + 27 (t) Ax(ty) + AzT(t)z(ty) + AzT () Ax(ty) |+ x(t) + T Ax(ty)

—a(zHTz(t) — alz)TAx(t;) — % ol (t)x(ty) — T x(ty) + a(zh z(ty)
= a2’ (t)Ax(t) + T + " Ax(ty) — alzh) T Az(ty)
= (ax(t) +c—az") Azt +T, (2.4)
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o[ = % | Az(ty) || 0.

La solution du systeme (2.2) est donnée par la formule de Cauchy :

2(t) = F()a® + F(#) /0 F ()bu(r) + r(n)]dr, teT,

ott F(t) = e est une matrice carrée d’ordre n, solution du systéme différentiel matriciel

suivant :
F(t) = AF(t),
F<O) = Ina

1, étant la matrice identité d’ordre n. L’état final s’écrit alors :
t1
x(ty) = eMa® + / eV [bu(t) + r(t)]dt,
0

d’out t
Az(ty) =Z(t) — x(ty) = / e =VpAu(t)dt.
0

A(tl —t

Si l'on note ¢(t) = e )b, on obtient :

Axty) = /0 " At
L’accroissement (2.4) devient alors :
J@) — J(u) = (a z(t)) + ¢ — ax')T /Otl q(t)Au(t)dt +T. (2.5)
Soit la fonction (t) définie de la maniére suivante :
O(t) = -zt +ec—azt), teT.
La fonction 1 (t) satisfait I’équation différentielle :
Dt) = ATe D (q p(ty) +c—axt) = —ATYE), Pt) = —(az(t) +c—az).  (2.6)

Cette derniere équation est appelée systeme conjugué ou adjoint du systeme (2.2). Les compo-
santes 11, 19, ... , 1, de la fonction vectorielle ¥ (t), t € T, sont appelées variables conjuguées.

Alors I'accroissement de la fonctionnelle (2.5) prend la forme suivante :
t1
AJ(u) = J(u) — J(u) = —/ YT (#)bAu(t)dt +T. (2.7)
0

La fonction

H(z,v,u) =T (A + bu +7) (2.8)
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est dite hamiltonien du probleme (2.1)-(2.3), et on note :
AEH(QS',@ZJ,U) :H($7¢aﬂ)_H($a¢,U)a (29)

d’ou 'on déduit :
AgH (z,%,u) = v bAw. (2.10)

Grace a cette derniere relation, I'accroissement (2.7) prend la forme finale suivante :

J(@) — J(u) = /0 " ALH (1), $(0), u(t)dt +T. (2.11)

Le hamiltonien (2.8) permet d’écrire d'une maniére compacte et symétrique le systeme dyna-

mique (2.2) et son conjugué (2.6) :
. OH

x—a—%H:AerbunLr, z(0) = 2;
¢:—% = —AT, () = —(az(t) +c—aah).
Si on pose o = 0, on tombe sur le cas linéaire [14] : ¢¥(t;) = —c.

2.2.2 Principe du Maximum de Pontryaguine (PMP)

D’apres I'accroissement (2.11), dire que la commande admissible u(t), t € T, est optimale
suggere qu'il est logique de penser que la relation AzH (x(t), ¥(t), u(t)) < 0,t € T, est vérifiée

pour toute autre commande admissible @(t), ¢t € 7. En utilisant la relation (2.9), on aura alors :
H(z(t), (1), u(t)) < H(z(t), (1), u(t)), teT. (2.12)

Puisque u(t), t € T, appartient au compact U = [—L,+L], Vt € T, et u(t) = v est quelconque
dans U, alors la relation (2.12) peut étre écrite de maniere équivalente suivante :

H(x(t), ¥(t), u(t)) = max H(z(t), ¥(t), v), teT.

vel

Cette derniere formule est appelée condition du Maximum de Pontryaguine. Pour la montrer,
on utilise le concept de la variation - aiguille d’'une commande admissible u(t), ¢t € T', qui s’écrit

de la manieére suivante :

—u(t), teTy=10,0 , vel, 0€l0,t, e>0, 0 < ty,
Au(t) = v — u(t) pe = 10,0 +¢, v [0,t1], € +e<ty (2.13)
0, teT\Tp.
Pour 6 = t;, on posera Ty, = [t; — €,t1]. On a alors le théoreme suivant, appelé Principe du

Maximum de Pontryaguine :
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Théoréme 2.2.1. (Principe du Maximum de Pontryaguine (PMP))
La commande u*(t), t € T, est optimale dans le probléme (2.1)-(2.3), si et seulement si le long
de u*(t) et des tragectoires correspondantes x*(t) et Y*(t) du systéme direct (2.2) et du systéme
conjugué (2.6), le hamiltonien (2.8) atteint son maximum :
H(z*(t), ¥*(t), u*(t)) = max H(z*(t), ¥*(t), v), teT. (2.14)
ve

Preuve. Suffisance : Soit u*(t), t € T, une commande admissible satisfaisant la condition

(2.14) :
H(z*(t), ¥*(t), v) < H(z*(t), ¥*(t), u*(t)), YoeU, teT.

Pour toute autre commande admissible u(t), t € T, on aura alors :
AcH (" (1), 0*(8), w'(1)) <0, t€T.
De la formule d’accroissement (2.11), on déduit donc :
t1
I@ - I == [ Bu@ (@), v(e), w(B)de+T >0
0

ce qui prouve que la commande u*(t), t € T, est optimale dans le probléme (2.1)-(2.3).

Nécessité : Soit une commande optimale u*(t), t € T, et x*(t), v*(t), t € T, sont les
trajectoires correspondantes des systemes (2.2) et (2.6) respectivement. Supposons que la

relation (2.14) n’est pas vérifice, c-a-d : 3 0 € [0,t,[U{t1} et v € U tels que :
H(z"(0), ¢*(0), v) = H(z"(0), ¥"(0), w'(0)) = A H(x"(0), ¢"(0), u™(0)) =~ > 0.
Soit 0 € [0,t1] et pour € > 0 assez petit, on considére une autre commande admissible :
u(t) =u*(t) + Au*(t), teT,

ou Au*(t), t € T, est la variation - aiguille (2.13), correspondant a u(t) = u*(t), t € T

D’apres la relation (2.10), l'accroissement (2.11) donne alors :

O+e¢
J@) — J(u") = — /9 AH (2 (), (1), u™(t))dt + T, (2.15)

oi T =5 || A (1) P, A (1) = /0 LA (t)dt = /e (D) — ut (b))t

Les fonctions AyH(t) et q(t)(v —u*(t)) sont continues a droite par rapport a la variable t, en
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particulier pour t = 6. En faisant au voisinage de 0 le développement de Taylor a 'ordre 1, on

obtient :
[ AH 0, 60, w0 = S HE ), 0 0), w0 +ofe)
—e|y+22 |,
et
A= [ a0 0 = 0)0 ' 0) + 0n(0

= | a(O)(w - w(®) + =L
— (o),

ol f(€) est une fonction bornée au voisinage de ¢ =0, avec lin @ =0 et lim O”T(E) —0.

L’accroissement (2.15) peut alors s’écrire :

s - gy = ¢ =42 [+ g
ole)

e

Puisque v > 0, il en résulte que pour ¢ > 0 assez petit, on obtient J(u) < J(u*), ce qui

contredit l'optimalité de la commande u*(t), t € T.

Pour le cas 0 = t1, on utilise la variation - aiguille (2.13) pour Ty = [t; — €,t1] = [0 — €, 0],
u(t) =u*(t), t €T, et on aura :

J@) = I = [ AHE @), 60, w0+ G | A |

Aﬁunz—élww—uw»ﬁ:dkm

et pour € > 0 assez petit, on obtient donc :

J@) = Jw) = —ey+ole)+ | fle) |

€

= |+ L e s )2 ] <0,

aboutissant ainsi a une autre contradiction.

Par conséquent, dans tous les cas, la relation (2.14) est forcément vérifiée.0

Remarque 2.2.1. La condition du maximum (2.14) est vraie méme pour un ensemble U fermé,
contrairement au théoreme classique du calcul des variations, applicable seulement a des en-

sembles ouverts. Cet avantage s’avere essentiel pour les applications aux problemes pratiques.
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2.3 Méthode de tir simple

Cette méthode est basée sur le principe du maximum et aboutit a la résolution d’un systeme
différentiel de 2n équations a 2n inconnues, appelée systeme différentiel aux deux bouts : ¢t = 0
et t =1t;.

En effet, lorsque la condition nécessaire et suffisante d’optimalité du principe du maximum de
Pontryaguine nous permet d’avoir v = u(z, 1), alors cela nous conduit a résoudre un systeme
différentiel de 2n équations avec 2n inconnues, apres avoir posé r(t) =0, t € T = [0, t] :
2(t) = Az(t) + b u(x(t), ¥(t)), x(0)=2" teT=]0, t,],
(2.16)

U(t) = —ATY(t), P(ty) ="' = —(a z(t1) + c—a z').
Ainsi, lorsqu’on peut exprimer la commande optimale en fonction de (x(t), 1 (t)) a partir de la

condition de maximisation du hamiltonien, alors on obtient un systeme différentiel de la forme :

£(t) = o(t, 2(1),

ou z(t) = (z(t), ¥(t)), et ¢ représente la dynamique du couple (état-état adjoint) donnée par
le hamiltonien (2.8).

Résoudre le probleme (2.1)-(2.3) équivaut alors a résoudre le probléeme aux deux bouts suivant :

Z1(t)
qy= | =0 |2 ( (1) ) _ ( Ax(t) + b u(a(t), $(1) ) CteT—(0 4]
e (1) U(t) —ATY(t)
Zon (1)
20 = 2(0) = (2(0), ¥(0)), x(0) =2°,
| 2t = 2(t) = (a(tr), ¥(t)), ©(h) = ¢' = —(a a(ty) +c—a ab),

ol 2% et 2! correspondent aux conditions initiales et finales du systeme (2.16).

Pour résoudre ce probleme, on essaie de déterminer un vecteur de départ :

0 0 0 ONT
20 = (27, ..., Xy, VY, e, )
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de telle sorte que la solution z(t) = z(t, 2") satisfait les conditions aux limites du systéme
(2.16). En effet, la condition initiale 2° du probleme (2.1)-(2.3) est fixée déja pour une partie
de 2%, et I'inconnue de la fonction de tir, notée F', est ainsi réduite a la partie manquante, qui
représente la valeur de I'état adjoint initial 1(0) = ¢°. Dépendant de la solution z(¢;,2%) du
probléme de Cauchy (2.17), la condition au temps terminal ¢; détermine la valeur de la fonction

de tir, qui est définie comme suit :
F:R"—R"
z = F(2% 2(t, 2°)),
ou dans notre probleme, la fonction de tir s’écrit alors :
F(2°, 2(ty, 2%)) =(t) +ax(t) +c—a !
= e ATy 4 g ( el fgl A=y (1) dt ) +c—azh
La commande u(t) maximise le hamiltonien :

H(z, ¥, u) :mal;(H(x, Y, v),
ve
d’out

u(t) = L sign(v(t)'b) = L o(t, ©°).

Si I’'on note 1° = s, la fonction de tir devient donc :
t1
F(s)=e s+ a (eAtla:O - L/ A=Y b o(t, s)dt) +c—azx' (2.18)
0

La commande optimale u*(¢) du probleme (2.1)-(2.3) est alors celle qui correspond a la condition
initiale ¥° = s*, telle que F(s*) = 0. Ainsi, déterminer un zéro s* de la fonction F(s) équivaut
a la résolution du probleme aux deux bouts (2.16), ce qui permet de trouver ainsi une solution
du probléme (2.1)-(2.3). Ceci peut alors se faire par la méthode de Newton, en commengant par
I'approximation initiale s = 1)°, qui est le vecteur de départ pour le probléme & valeur initiale

(2.17). On doit calculer itérativement les valeurs s* selon la formule :

Si+1 — Si _ J_lF(Si)F(Si),
t1
JE(s) = e "1 4 00(s), ¢(s) =a L/ A=Y o (t, s)dt.
0

22



Chapitre : 2 Meéthodes numériques en controle optimal

2.4 Résolution d’un exemple numérique par la méthode de tir

Exemple 2.4.1. Soit le probleme linéaire-quadratique de controle optimal suivant :

) 1
min J(u) = §Hx(tl)|\2, (2.19)
iy = 0)=2
iy =1y, x1(0) ; (2.20)
Tg = u, 272(0) = 4;
lu(t)| <2, teT =10, t1] =10, 2], (2.21)
avec
0 1 0
A= , b= .
0 0 1
Le hamiltonien du systéme est donné par :
H(z, ¢, u) = thzs + Pou. (2.22)

Le principe du mazimum de Pontryaguine nous conduit a un systeme différentiel aux deux bouts
de 4 équations a 4 inconnues suivant :

”

21(t) = @2(1)

To(t) = u(z(t), ¥(t))

%1 (t)=0 (2.23)
z/12(75> = _¢1(t)

z(0) = (2,4)

¥(2) = —x(2),

\

ot la commande u(t) mazximise le hamiltonien (2.22). D’ot
u(t) = 2 sign(ys(t)).

Résoudre le probléeme (2.19)-(2.21) équivaut a résoudre le probléeme auz deux bouts suivant :

Z1(t) 1(t) (1)

i) = 2(t) | _ i.z(t) _ | 2 sign(va(t)) CreT=10, 2,
Zs(t) ?Pl(t) 0
24(1) at) —11(t)

20 = 2(0) = (x(0), ¥(0)), =(0) = 2" = (2, 47,

2t = 2(2) = (2(2), ¥(2), ¥(2) = —x(2),
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ot 2% et 2! correspondent aux conditions initiales et finales du systeme (2.23).
Si l’on note ¥(0) = ¢° = s, le probléme de Cauchy correspondant, ainsi que ’équation de la

fonction de tir sont :
(

Z1(t) = @2(t)

Zo(t) = 2 sign(iha(t))

23(t) =0 (2.24)
Z4(t) = = (t)

2(0) = 2° = (2,4, 51, 59),

et
2,2,4 2,24 0
F(s) :w(2,l’0,5>+$(2,$0,8) _ 2ﬂl( il 751782) i xl( , 4, ,51,32) _ '
¢2<27274751782) .752(2,2,4,81752) 0

Le programme de la méthode de tir simple est implémenté avec le logiciel MATLAB, en utilisant
les fonctions ode45 et fsolve. La condition initiale optimale de l’état adjoint s* € R2, ['état
terminal x*(2), I’état adjoint terminal *(2), la valeur de la fonctionnelle J(u*), et la commande

optimale u*(t), sont présentés dans le tableau ci-dessous :

s*=¢*(0) | 2%(2,2° s%) | ¥*(2,2°,8%) = —2*(2,2%, s%) | J(u*) | u*(t), t €0, 2]

L)l &) el

TABLE 2.1 — Résultats numériques de la méthode de tir simple utilisant MATLAB (ode45 et

fsolve)

Dans la figure suivante, on représente la commande optimale u*(t), les composantes de la
trajectoire optimale z*(¢) du systeme direct (2.20), et aussi les composantes de la trajectoire

optimale ¢*(¢) du systéme conjugué :

. 0H
¢1 = _(9_:E1 = 07 1/}1(2) = _6a
77ZJ2 = _S_Z = _¢1a ?/)2(2) = 07

Aot i (t) = —6, o(t) =6t —12=6 (t —2).
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x: en fonction de t ;{; en fonction de t
6 4
* 5 * 3
Y e
1 4 2 2
La commande optimale u*(t} 3 1
-1 2 . .
0 1 2 0 1 2
-1.5 1 t t
4 -2 U: en fonction de t u; en fonction de t
a5 0
-2
-3 = 5.5 = i, |
0 1 2 wy w
t -G -6
-3
5.5
-10
-7 12 -
0 1 1 2
t t

2.5 Reformulation du PMP par un critere d’optimalité
On peut exprimer le principe du maximum sous forme d’un critéere d’optimalité en intro-
duisant la notion de co-commande suivante :
E(t)=¢"t)b=—(ax(ty) +c—aaz)ql), teT =10, t], (2.25)
ou q(t) = eAti=0p appelée aussi fonction de commutation. Alors 'accroissement de la fone-
tionnelle (2.7) prend la forme suivante :

AJ(u) = J(@) — J(u) = — /0 " B()Au(t)di 1 T, (2.26)

o [ = % | Az(ty) |2 0.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.1. Soit u(t) une commande admissible du probléme (2.1)-(2.3). Alors les rela-

tions :

E(t)>0, siu(t)=+L;
E(t) <0, siu(t)=-L; (2.27)
E(t)=0, si—L<u(t)<L,teT,
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sont nécessaires et suffisantes pour l'optimalité de la commande u(t).

Preuve. Suffisance : Soit u(t) une commande admissible vérifiant (2.27). Pour toute autre
commande admissible U(t) du probléme (2.1)-(2.3), la formule de 'accroissement (2.26) donne

alors :
(@) — J(u) = — / B@®Au)dt+T > — / "B AL,
car T'=§ || Az(ty) ||*> 0.
Soit
TH={teT:E(lt)>0}, T-={teT:Et) <0},

d’ot

@) — J(u) > /0 "B (u(t) — 7(t))dt = /T Bt - a(0)dr + / E(t)(ult) — a(t))dt.

Comme —L <u(t) < L, t € T, alors les relations (2.27) nous permettent d’écrire :

J(@) - J(u) > /

T+

E(t)(L —a(t))dt + / E(t)(~L —a(t))dt > 0,

d’ot J(w) = J(u). Par conséquent, u(t) est une commande optimale du probléeme (2.1)-(2.3).

Nécessité : Soit u(t) une commande optimale du probléme (2.1)-(2.3), et on suppose

que les relations (2.27) ne sont pas vérifiées. Deux cas peuvent alors se présenter :
(i) 30 €T =[0,t1]U{t1} tel que : E(0) >0 et u(f) < L;
(17) 30 €T =1[0,t1]U{t1} tel que : E(0) <0 et u(f) > —L.
Supposons qu’on a le cas (i) et soit 0 € [0,t1[. La fonction E(t), t € T = [0, t1], étant continue
et la commande u(t), t € [0,t1], étant continue a droite de 0, alors 3 € > 0 tel que :
E(t) >0, et u(t)<L, telf, 0+¢, 0+e<t.

Construisons alors une nouvelle commande admissible u(t) = u(t) + Au(t), t € [0, t1], ot

Au() L—u(t), siteld, 0+c¢[; (2.28)
u(t) = .
0, ailleurs.

En vertu de la formule (2.28), la nouvelle commande u(t), t € [0, t1], est admissible pour
tout € > 0 suffisamment petit. Soit alors T(t), t € [0, t1], la trajectoire du systeme (2.2)
correspondant a la commande u(t), t € [0, t1]. Posons Az(t) = T(t) — x(t), t € [0, t1]. Alors
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pour € > 0 assez petit, il s’ensuit que :

Axlty) = /0 N /0 AL — u(e))dt
= €q(0)(L —u(f)) + ou(e)
= [ alo) (L~ ue)) + =2 |
= ef(e),

on (€ .
ot f(€) est une fonction bornée au voisinage de € = 0 et lir% () =0. D'ou
e— €

Q@ ! ae? ae?
D=5 || Aulh) = SAcT () Ax(t) = S5 f7(0)f(0) = %5 Il f(e) I
Calculons alors l’accroissement de la fonctionnelle :

AJ(u) = J@) — J(u) = — /0 " B()Au(t)di 1T

= ¢ [ E(0)(u(0) — L) + %2 + 2 || f(e) |I? ] .

Comme E(0)(u(f) — L) < 0, alors pour ¢ > 0 suffisamment petit, on obtient l'inégalité

J(@) < J(u), contredisant l'optimalité de la commande u(t).

Si 0 =t, E(t), t € T = |0, t1], étant continue, et la commande u(ty) étant continue a

gauche de 0, alors 3 € > 0 tel que :
E(t) >0, et u(t)<L, telt;—et]
Construisons la nouvelle commande admissible u(t) = u(t) + Au(t), t € T = [0, t1], ot

Au(t) = { L—u(t), sitelti—ety;

0, ailleurs.

Calculons l'accroissement de la fonctionnelle :

AJ(u) = J(@) — J(u) = — /O " B Au(t)d + T
_ / " BOlt) - Dydt 4T
— / " B (u(t) — L)dt 4T

t1
= | BO@O) - L)+ D+ || f0) I |-
Comme E(0)(u(f) — L) <0, alors pour € > 0 suffisamment petit, on obtient l'inégalité J(u) <
J(u), contredisant l'optimalité de la commande u(t). Par conséquent, dans tous les cas, les

relations (2.27) sont forcément vérifiées.O

Remarque 2.5.1. La preuve pour le cas (i7) se fait de maniere analogue que pour le cas (7).
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2.5.1 Calcul de l’estimation de suboptimalité et critére d’e—optimalité

Soit u(t), t € T = [0, t1], une commande admissible du probleme (2.1)-(2.3), engendrant
une trajectoire z(t), ¢ € T. Considérons une autre commande admissible quelconque u(t) =

u(t) + Au(t), t € T, et sa trajectoire correspondante
Z(t) = x(t) + Ax(t), teT, Ax(0)=0,

avec
—L—u(t) < Au(t) <+L—u(t), teT. (2.29)

Le minimum de la partie linéaire de l'accroissement(2.26) sous la contrainte (2.29) est atteint

pour :
—L — u(t), si E(t) <0;
Au(t) =< +L —u(t), si E(t) >0;
€[-L—u(t), +L —u(t)], si E(t)=0, teT.
On introduit 'expression :

B = | BOE—u®)ie+ [ BOL- ),

TH={teT:El) >0}, T-={teT:E(l) <0}, T=I0, t].

Le nombre [(u) est appelé estimation de suboptimalité de la commande wu(t) du probléeme

(2.1)-(2.3). On a la condition suffisante d’e—optimalité suivante :

Théoréme 2.5.2. Pour e > 0, la commande admissible u(t), t € T, est € - optimale si

En effet, en remplacant dans la formule d’accroissement (2.26) la commande u(t) par une

commande optimale u*, et en minorant [’expression, on aura alors :
t1 a
I = Iw) = [ E@Aud+ [ dafer) |

ot1 . 2

= —/0 E@t)(u(t) —u®)dt + 5 || Ax(t) |
t1

>~ [ B0 - u),
0
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d’ot
J(u) — J(u") < / E()(u () — u(t))dt
On a
—L<u ()<L, teT,

donc :

—L —u(t) <u*(t) —u(t) < L —u(t),

E(t)(u () — u(t) < EQ)(L - u(t),  si E(t) >0,

E@)(w(t) — u(t)) < E()(—L — u(t)), si E(t) <0
Dou

Par conséquent, on obtient :
J(u) — J(u") < B(u) < ¢,
ce qui veut dire que la commande u(t), t € T, est € - optimale.0
Exemple 2.5.1. Soit u(t) = =2, t € [0, 2], la commande du probleme (2.19)-(2.21), trouvée
dans ezemple 2.4.1. Montrons que cette commande est optimale dans le probléme considéré.

La commande u(t) étant une commande admissible, il reste a montrer que le critére d’optimalité

est vérifié. En effet, on a :

ZL’Q(t) = u= —2, 112(0) =4= $2(t) = —2t—|—4,
1(t) = 2ot)=-2t+4, 11(0)=2=2,(t) = —t*+41+2,
donc 11(2) = 6, 22(2) =0, et z(2) = (21(2), 22(2))" = (6, 0)7.

On forme le hamiltonien :
H(I7 ¢7 u) = ¢1x2 + ¢2u~

La solution du systeme conjugué se déduit des équations suivantes :

. oH
= e 0, ¥1(2) =—-21(2) = -6,
= —g—Z = =11, (2) = —x2(2) =0,

d’ou 1 (t) = =6, Pa(t) =6 (¢t —2).
Introduisons la fonction de co-commande E(t), t € T =10, 2] :

Et) =T (t)b = (—6, 6 t — 12) ( (1) ) = 6(t — 2).
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Pour la commande considérée u(t) = =2, t €0, 2|, on a E(t) <0, Vte |0, 2]. Alors
B = [ EBO(-L- )

_ /2(6 t—12)(—2 + 2)dt = 0.

Le critére d’optimalité étant vérifié, la commande u*(t) = —2, t € [0, 2|, est donc optimale,
avec
* 1 * 2 1 2
J(w) = Sllz* (2" = 5[(6,0)[]" = 18.
2 2

On a :

zi(t —t2+4t+2 1

¥ (t) = i) = & ol = ——(a5)? +6.
x5 (t) —2t+4 4

Dans la figure suivante, on représente la commande optimale u*(t), t € T = [0, 2], la compo-
sante optimale x5 en fonction de la composante optimale x5, et la trajectoire optimale x*(t),
telo, 2]

* 2 ®*
¥, &n fonction de *s

La commande optimale u*[t]-

® &
U 2 >
i 1 A
&
> >
: y ’ *
La trajectoire optimale x (t)
e,
e ey,
T Yty
1) = = -
UL E— ERL
T L Ll = aant = e,
H L e £ "
= pOTiL = ey, H
AT L = Por,, =
.Em.mv—“'é = E s, i
o = = = ey
1.0 ™ v ey, £
= e, =
= L.,
iz, B o
ey, H =
%, 2 =
: s, =
t = ?‘ '
= ""*rr,, : =
= i =
s, = =
12 ey s 'fr_,"" 5 =
il POt LV P =
1] ”, 1)
1 RETTLALL u’*"’u ““““(\JM};;L = =
i, gy, =
2 ' e ""'ﬂ, '--.-.ll"“i’““:::‘ ey
o gy AT Hiry
s :
1 iy, 1L Frag, E8
5.6
®
X,=-2t+4
2 (o .
X, =-t"+4t+2
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2.6 Meéthode de support

Dans cette partie, nous nous intéressons a ’application dans un probleme de controle optimal
d’une méthode directe issue de la programmation linéaire-quadratique, appelée méthode de
support ou méthode adaptée. Cette derniere est une méthode intermédiaire entre la méthode
des points intérieurs et celle d’activation des contraintes. L’application de la méthode adaptée
en controle optimal consiste en deux procédures : le changement de commande et la procédure
finale. Nous renvoyons les lecteurs intéressés par cette méthode a [23, 13, 29, 3, 5].

Soient € > 0 et u(t) une commande initiale du probleme (2.1)-(2.3). Le but de I’algorithme
est de construire une commande € - optimale u¢(t) ou carrément optimale u*(t), en faisant des
itérations permettant le passage de u(t) a u(t) tel que :

J(1) < J(u).
Pour cela, I’algorithme se décompose en deux procédures :

1. Changement de commande : u(t) — u(t) ;

2. procédure finale pour construire de maniere précise la commande optimale.
Au début de chaque itération, les informations suivantes sont stockées :

% Une commande admissible u(t) ;

%+ la valeur de suboptimalité 3(u).

2.6.1 Conditions de passage a la procédure finale

On considere une commande admissible u(t) telle que f(u) > €, la co-commande corres-
pondante E(t), t € T, est donnée par la formule (2.25). On construit la quasi-commande w,

avec
~L, siE(t) <0,
w(t) = .
+L, siE(t)>0, teT,
et sa quasi-trajectoire correspondante £ = (k(t), t € T), du systéme dynamique suivant :
k= Ak + bw, k(0)= 2"
On définit I'ensemble suivant :

T ={t €T :signE(t) #signE(t, w)},

ou E(t, w),t € T, est la co-commande correspondant a la quasi-commande w. On choisit > 0,

un parametre de la méthode. Si I'inégalité
T <, (2.30)

est vérifiée, alors on passe a la procédure finale.
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2.6.2 Changement de la commande

Soit € > 0 donné et une commande admissible u(t) vérifiant S(u) > €. Soient yu > 0, h > 0,

deux autres parametres de 'algorithme. On construit les ensembles suivants :
T,={teT:|Et)|<p}, T.=T\T,={teT:|Et) > u}.

Subdivisons ’ensemble 7}, en sous - intervalles
M
[ri, 7], i=1, M, ;<7 < T, =\ J[r, T
) 3 3 ) % X i+l o I3 )
i=1

de telle facon que nous ayons

™ — 1, <h, u(t)=u; =const, tcn, [, i=1, M.

Onpose K ={1, ... , M, M+ 1}, 1= (l;, i € K), et on construit une nouvelle commande
u(t) telle que :

_(t) Ul—f-lz, tG[TZ‘, Ti[, l;élzglj Z:]_, M,
u =

w(t) + larsr(@(t) = u(®), tE€ T Ly <l < Lo,
ol

ZZ_:—L—UZ, l:_:L—UZ, 121, M, l;/Hl:O, l]—i\;[—l—l:]"

L’accroissement (2.26) de la fonctionnelle est donnée par :
t1
J@) — J(u) = —/ E(t)Au(t)dt + %Aw(tl)TAx(tl). (2.31)
0

On calcule :
t1

Azx(ty) q(t)Au(t)dt

I
S~

i

> / q(t)lidt 4 Iaria /T q()[w(t) — u(t)]dt;

i=1

M

/ " B0 =Y / " Bt - 1oy / B()w(t) — u(t)]dt.

0

*

Sil’on note :

1 1

G = / D ydt, &= — / "B, i =10, (2.32)
QM1 = / q(t)[w(t) —ult)ldt, Enryr = —/T E(t)[w(t) — u(t)]dt, (2.33)
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alors on obtient :

M+1

M
Az(ty) = Z%‘li + g1 = Z qili,
=1 =1
M-+1

_:/hEXQAu@ﬁﬁ::§:§¢,

et 'accroissement de la fonctionnelle (2.31) devient :

M+1

AJ(u) _ Z &h"’% ( fo\i—l‘rl (]Z‘li >T< Zj\f{l q]'lj > — le—F %ZTDL
=1

ou & = (&, i € K), est un vecteur de dimension K, et D = (d;; = ¢l q;, 1 <4, < M +1).
Pour trouver le vecteur d’accroissement [ = (I;, ¢ € K), on considere le probleme de program-

mation quadratique suivant :

min AJ(u) = min p(l) = % "Dl + €71, (2.34)
<L, i=1, M, oy <lua <, (2.35)

ou

T =—L—w, If=L—u, i=1, M, Iy, =0, lf,,, =1

Notons que le vecteur [ = 0 est une solution réalisable du probleme (2.34) - (2.35), avec ¢(0) = 0.

Donc la valeur minimale vérifie :
p(l*) = ¢" <0.
En résolvant ce probleme par la méthode de support de programmation quadratique [32], on

obtient une solution e—optimale [¢. La nouvelle commande %(t) se construit alors de la maniere

suivante : ‘ L
ﬂ@:{mw+mtehmm¢:LM,
u(t) + g (w(E) —u(t), teT,
et elle satisfait ainsi I'inégalité : J(u) < J(u).
En calculant la nouvelle valeur de suboptimalité §(@), on distingue trois cas :
1. si f(w) = 0, alors u(t) est une commande optimale pour le probleme (2.1)-(2.3);

2. si f(u) < e, alors u(t) est une commande e—optimale, et on arréte 1'algorithme;;

3. sinon, cette procédure de changement de commande sera répétée jusqu’a ce que la condi-

tion de passage a la procédure finale (2.30) soit vérifiée.
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2.6.3 Procédure finale

Soit u(t) la commande obtenue dans la phase précédente, avec les fonctions correspondantes
x(t), E(t), w(t), x(t), E(t, w), t € T = [0, t1], et on considere que la condition (2.30) est

satisfaite, ainsi que I'ensemble des racines de F(t) est égal an — 1 :
T°={teT: Et)=0}y={0;,i=1, n—1},
et en supposant de plus que :
E0;)#0, i=T1, n—1.

On sait que
w(t) = L signE(t), teT =0, t1],

et k(t), t € T =10, t1], est la trajectoire correspondant a w(t), t € T
La procédure finale consiste & trouver la solution 7 = T, = (11, To, ... , To1)l € R*7! de

(n — 1) équations a (n — 1) inconnues :

Fl(T)
_ _ o o L F2(7')
F(r)=F(Ts) = E(Ty) = (E(1;) =0, i=1,n—1)= : ,
Fn—1(7->
E(T,) = —(ak(ty, T,) + ¢ — a 2" q(T)),

C](Ts) _ (eA(tlfTi)b’ i=1, n— 1)’

et k(t,Ts), t € [0, t1] est la trajectoire (2.2) correspondant a la quasi-commande w(t, Ty), t €
0, t1] :
—LsignE(0,), sitel0, nl;
w(t,Ts) =« —LsignF(8;), siteln_i, n[, i=2n—1; (2.36)
+L signE(0,_1), sit € [m_1,t1].

De (2.36), on déduit le systeme d’équations :

E(T,) = —(ar(ty,T)+c—az")q(T,) =0,

34



Chapitre : 2 Meéthodes numériques en controle optimal

avec

t1
k(ty, Ty) = eM12® —|—/ eA=Dpu(t, T,)dt

0

= g0 /61 q(t)w(t, T,)dt + /Tl q(t)w(t, T)dt + /62 qg()w(t, T5)dt + /T2 q(t)w(t, T)dt

01 T1 02
On—1 Tn—1 t1
b [Ty [ gt T [ gt T
Tn—2 On—1 Tn—1

T1

01 . 92
K(ty, Ty) = ea® — L/ q(t)signE(6,)dt — L/ q(t)signE (6, )dt — L/ q(t)signE(6y)dt

01

an—l
L/ q(t 81gnE (0g)dt — - —L/ q(t )agnE -1 dt—L/ SlgnE (0p—1)dt

02 Tn—2 On—1

t1
+L/ 51gnE h_1)dt,

T1

01 . i 71 .
= el L/ q(t)signF (6, )dt + L/ q(t)signF (6, )dt — 2L/ q(t)signE (6, )dt
91 01

02 T2 . .
L/ q(t)signE(6y)dt + L/ q(t)signFE(6y)dt — 2L/ q(t)signE(6y)dt — . ..

71 62 62
L/ (t)signE Hnl)dt—i—L/ _ q(t)signE(&nl)dt—ZL/ _ q(t)signF (6,1 )dt
Tn—2 On—1 On—1
+L/ t)sign (0,1 )dt,
02 1 n—l1 . Tk
= +/ t)dt + / qw(t)dt + - + / q(t)w(t)dt — 2L Z SignE(Hk)/ q(t)dt
0 01 On—1 k=1 O

= k(ty) — 2L 2 signF(6),) /Tk q(t)dt

O

On peut alors écrire :

E(T,) = — ( ak(t)) +c—ax! — 2aLisignE(9k) /{;k q(t)dt ) q(Ts) = 0. (2.37)

k=1
On résout le systeme (2.37) avec la méthode de Newton, en commengant par 1’approximation
initiale

0=0=(0;, i=1 n—1).

k+1 est égale &

La (k + 1)®m¢ approximation 7
T =1k J (R F(R),
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ou

sr(r) = 220 ( R 1<, j<n—1)
s b

est la matrice Jacobienne du systeme (2.37). Pour calculer cette matrice, nous devons déterminer
les dérivées partielles de chaque équation F;(7) par rapport a chaque variable 7;. Pour ce faire,

nous utilisons la regle de dérivation pour le produit scalaire de deux fonctions, comme suit :

oF(r) _ D N7
or, a or;j ((a’i(tl’n) te—ax) q(n)) ’
a n—1 . Tl T
== 5" ak(ty) + ¢ — ' — 2al Z signf(6y) / q(t)dt q(7i) |
7j k=1 Ok

S <8i7'] (oa/i(h) +c—az — ZQL;SignE(Qk) /6: Q(t)dt>) q(7)

n—1 T
) . Tk 0 i
— (om(tl) +c—azt —2alL Z signE (6y,) / q(t)dt) (é%:),

k=1 Ok

- <2a L sign E(@-)% (/97 q(t)dt)) q(7;)
' 3Q(Ti)

n—1 Tk
— (om(tl) +ec—azt—2al Z signE(Qk) / q(t)dt> or,

k=1 Ok

Pour compléter ces dérivées partielles, nous utilisons la définition de ¢(7;) :

q(ri) = "7

Y
ce qui nous donne les résultats suivants :

o (7
— t)dt = q(r;) = e =p;
oy [, a0 =am) = et

aq(Ti) i (eA(tl—Ti)b) _ { _AQ(Ti)7 S1J =1;

or; 07 0, sij # 1.

En utilisant ces dérivées partielles, nous pouvons maintenant écrire I’expression complete pour

36



Chapitre : 2

Meéthodes numériques en controle optimal

la dérivée partielle

(9F,(T

Fi(7)

Tj

, et nous obtenons :

3 Tj
(

(

La commande optimale u*(¢) du probleme (2.1)-(2.3) aura alors la forme suivante :

\ 2a L signE(Hj) qT(Tj>Q(Ti)a

<2a L sign E(Qj)qT(Tj)> q(ri) — (om(tl) +c—az' — 2L Y 77| signE(6),) f;: q(t)dt)T (—Aq(1;)), sij=

si j #

. . T
<2a L sign E(0,)q(t;) + AT (om(tl) +c—azt —2aL Y1 signE(6;) IBT: q(t)dt)) q(ri), sij=1

( 2a L signE‘(Qj) q"(15)q(7:),

() =wt,T,), teT =10, t].

2.6.4 Schéma de l’algorithme

La méthode de support est résumée dans ’algorithme suivant :

Début

(1) On suppose en premier que le systéme est controlable.

(2) Soit u(t) une commande admissible initiale du probleme (2.1)-(2.3), avec u, 1, et h des

parametres de l'algorithme :

— Déterminer la trajectoire admissible z(t), t € T = [0, t1];

— calculer ¢(t) = eAt1=1p:

— déterminer la co-commande E(t) = —(a z(t;) + ¢ — a 28)Tq(t);

— calculer la valeur de la fonctionnelle

() =5 | a(t) = | +c"a(t).

(3) Test d’optimalité de la commande de départ

— Calculer la valeur de suboptimalité 3(u), ou

8 = [ B0 —u®)ie+ [ BOL— )

Si B(u) = 0, alors la commande u(t) est optimale, aller a Fin;

Si B(u) < e, alors la commande u(t) est € - optimale, aller & Fin;
Sinon, aller en (4).

Fin SI.
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(4) Changement de la commande u(t) en u(t)

— Construire la quasi-commande w avec

—L, si E(t) <0,
w(t) =
+L, siE({t)>0, teT =0, t,],

et sa quasi-trajectoire correspondante k = (k(t), t € T = [0, t4]);

— définir ’ensemble suivant :
T ={teT =0, t;] : signE(t) # signE(t, w)},

ou E(t,w) est la co-commande correspondant & la quasi-commande w(t), t € T.
SI |T| <, alors aller a la procédure finale (6) ;
Sinon,

— construire les ensembles :

Li={teT=[0,t:[E@Q<py, T.={tcT=[0, t]:|EQW)]>p}

— subdiviser 'ensemble T, en sous - intervalles [r;, 79, i =1, M;

? Y

— calculer les quantités suivantes : ¢;, &, 1 € K = {1, ... , M, M + 1}, données par
les formules (2.32), (2.33);

— résoudre le probleme (2.34) - (2.35) par la méthode de support [32];
Fin SI.

(5) Test d’optimalité de la nouvelle commande u(t)
— calculer la nouvelle valeur de suboptimalité 5(u) ;
Si f(u) = 0, alors u(t) est une commande optimale, aller a Fin;
Si f(u) < e, alors u(t) est une commande e—optimale, aller & Fin;
Sinon, aller en (4) ;
Fin SI;

(6) procédure finale.

(7) résoudre le systeme (2.37) par la méthode de Newton, en prenant comme approximation
initiale le vecteur :
0 =0=(0,i=1,n—1)

(8) déterminer la commande optimale u*(t) qui s’écrit :

u(t) =w(t,Ts), teT =10, t].

Fin.
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2.7 Résolution d’un exemple numérique par la méthode de sup-

port, suivie de sa résolution par la méthode de tir

Soit le probleme linéaire-quadratique de controle optimal suivant :

min J(u) = %Hx(tlw +Ta(ty) (2.38)
Ty = X9,
T9 = 13, (2.39)
ty=wu, |ul<1, teT=]0, 8,
x = (x1,19,23)", 2°=2(0) = (16, 0, 0)7, (2.40)
avec
010
A=100 1], b= c2t=f 0], ¢c=(0,0 0" a=1 L=1.
000

Notons que le systeme (2.48) est controlable vu que rang @ = 3, ou @) est une matrice d’ordre

3, appelée matrice de controlabilité. En effet, on a

Q = (b, Ab, A%D) = , det(Q) = —1 #0.

= o O
o = O
o O =

Commengons par la méthode de support pour résoudre cet exemple. La commande u(t) = 0,
t € [0, 8], est admissible. La solution du systeme dynamique (2.48) est donnée par la formule
de Cauchy :

t
z(t) = etad +/ ACDbu(rydr, teT =10, 8).
0

Nous avons ainsi

1t 12
2

=101 t [, ult)=0,teT =10, 8 = z(8) = ¥z’

00 1
d’olt

21(8) 1 8 32\ (16 16
z(8)=|z(8) | =0 1 8 =10

5(8) 00 1
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Calculons
1 1
1 8—t 5(8—t)2 0 5(8—15)2
gty =e"®p=| o 8¢ 0= s—¢+ |
0 0 1 1 1

Tw) = 5 I #(8) [P= 128,

Calculons la fonction de co-commande E(t), t € T = |0, 8] :

E(t) = —(x(8) +c—a') q(t)

= (—16, 0, 0) 8 _ ¢ =8¢ 4+128t—512,

dont le discriminant A est nul. L’équation E(t) = 0, a une solution réelle double ¢ = 8. D’ou
Et)<0, teT=[0,8 = Ttr=g9, T =], 8|
Choisissons € = 10™* et calculons I'estimation de suboptimalité :

B(u) = /T E()(L — u(t))dt + / E(t)(~L — u(t))dt

8 4096
= —/ (—8 2+ 128 t — 512) dt = — - ~ 13653333 > c.
0

On construit la quasi-commande w, avec w(t) = —1, t € T = [0, 8|, et sa quasi-trajectoire

correspondante :

t
K(t) = eMa? +/ A b (1) dr.
0

Pour calculer «(t), t € [0, 8], on a :

1
H3(t) = —1, I{3(0) =0; Ii1<t) _8 t3 + 16
H?(t) = '%3({:) = _t7 /{2(0) =Y = :‘i(t) = Iig(t) - _% t2
fi(t) = ko(t) = —= 2, k1(0) = 16, r3(t) 4

D’oil
T 208 r
£(8) = (k1(8), £2(8), ks(8))” = | ——~ ~ —69.3333, =32, =8 | ;

26528
| K(8) ||*= — = 2947.5556.
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Calculons la fonction de co-commande E(t, w), t € T = [0, §] :

1 2

PR 104 , 1760 7448

B(t, w) = —x(8)q(t) = ( 22328 ) [ "5y = ot A= 853 <0,
1

Puisque le discriminant A est négatif, il n’y a pas de solutions réelles, donc
Elt,w)>0, teT=10,8 = Tr=]0,8], T-=02.
Choisissons 1 = 3.5 et définissons ’ensemble
T ={teT: signE(t) #signE(t, w)}=T=1[0, 8, |T"|=8>n.

Pour la premiere étape de I’algorithme, posons 1 = 300. Pour construire une nouvelle commande

admissible, nous avons :

| E(t) |< 300 =] —8 t* + 128 t — 512 |< 300
& —300 < —8 2 + 128 ¢t — 512 < 300. (2.41)

Pour trouver l'intervalle qui satisfait (2.41), nous devons résoudre les deux inégalités suivantes :

Y

—8 124+ 128 t — 512 — 300 < 0, - 812 +128t—812<0
0>0. —8t24+128t—212>0.

{ —8t* +128 t — 512+ 30
Les solutions aux deux inégalités sont les suivantes :

1. L’inégalité —8 t2+128 t — 812 < 0 est toujours vérifiée, car son discriminant est négatif :
A = (128)% — 4(—8)(—812) = —9600 < 0;
2. Pour —8 t? + 128 t — 212 > 0, l'intervalle trouvé est : [1.8819, 14.1237].
D’ou T, = [1.8819, 8], et T, = [0, 1.8819].
M=6

Soit h = (B=L8819) 1.0197, et subdivisons 7}, en 6 intervalles T, = J;

s (75, 7] tels que :

7 = 1.8819, 71 =7 =2.9016, 72 = 73 = 3.9213, 73 = 7, = 4.9410, 7* = 75 = 5.9606,
75 =75 = 6.9803, 7% = 8.
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Calculons les quantités suivantes :

¢F = (257.2800, 172.4624, 104.6084, 53.7178, 19.7908, 2.8273, —754.6467),

16.0800 10.7789 6.5380 3.3574 1.2369 0.1767 —47.1654
G(1<i<7)=] 5718 4.6789 3.6391 2.5994 1.5596 0.5199 —13.2844 |,
1.0197 1.0197 1.0197 1.0197 1.0197 1.0197 —1.8819
D= (dy=qlg, 1<i,j<7),
292.3092 201.1215 126.9821 69.8911 29.8485 6.8541
201.1215 139.1165 88.5396 49.3907 21.6698 5.3769
126.9821 88.5396 57.0288 32.4498 14.8025 4.0869
D = 69.8911 49.3907 32.4498 19.0684 9.2466 2.9844
29.8485 21.6698 14.8025 9.2466 5.0022 2.0691
6.8541 5.3769 4.0869 2.9844 2.0691 1.3413
—836.3079 —572.4668 —358.6314 —194.8017 —80.9777 —17.1595

Déterminons le vecteur [¢, solution du probleme du support suivant :

—836.3079
—572.4668
—358.6314
—194.8017
—80.9777
—17.1595
2404.5940

et ce, en utilisant la méthode de support de programmation quadratique [33]. Alors nous obte-

nons :

Ic =

1)) = (0.7289, 1, 1, 1, —0.8435, —1, 1)7, avec o(I) = —127.9985 < 0.
=1, 7

La nouvelle commande admissible prend alors la forme suivante :

~1, t €0, 1.8819];

0.7289, ¢ € [1.8819, 2.9016];
1, t € [2.9016, 5.9606];
—0.8435, t € [5.9606, 6.9803];

t € [6.9803, 8].

L’état final (8), la valeur de J(%), la co-commande E(t), t € T = [0, 8], et I'estimation de
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suboptimalité sont :

Z(8) = (0.0094, —0.0343, 0.0405)",  J(w) = 0.0015,

E(t) = —0.00472 + 0.0405¢ — 0.0656, T" = [2.1624, 6.4546], T~ = [0, 2.1624] U [6.4546, 8],
w) = [ E@)(L-u(t)d E(t)(—L —(t))d
8@ = [ B -awyat+ [ Be-L-uw)

_ /2 e B (L — a(t)) dt + /0 o E(t)(—L —a(t)) dt + /6 8 E(t)(—L —u(t)) dt

.1624 .4546

2.9016 o 6.4546 o
=(1- 0.7289)/ E(t)dt + (1+ 0.8435)/ E(t) dt
5

2.1624 .9606

2.1624 o 6.9803 o
+(=1— 0.7289)/ E(t)dt + (-1 + 0.8435)/ E(t)dt = 0.0074 > e.
6

1.8819 .4546

On construit la quasi-commande w, avec

—1, tel0, 2.1624];

w(t) =1 1, te[2.1624, 6.4546];
—1, te[6.4546, 8.

L’état final %(8), la valeur de J(@), et la co-commande E(t,w), t € T = [0, 8], sont :

®(8) = (—4.2532, —0.3107, 0.5844)T, J(@) = 9.2638,
E(t,w) = 2.1266 2 — 34.3362 ¢ — 138.0032,

T+ =10, 7.5439], T~ =|7.5439, 8].

Alors, E(t,w) > 0,sit € T = [0, 7.5439], et E(t,m) < 0, si t € T =|7.5439, 8]. On définit

I'ensemble T :

T*={teT : signE(t) #sign E(t,0) } = [0, 2.1624]U[6.4546, 7.5439], |T*| ~ 3.2517 < 3.5 = 1.
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La condition |T*| < n étant satisfaite, nous passons alors a la procédure finale. On désigne par :

= t €0, 1.8819];
0.7289, ¢ € [1.8819, 2.9016];
u(t) =a(t) =4 1, t € [2.9016, 5.9606];
—0.8435, ¢ € [5.9606, 6.9803];
-1 t € [6.9803, 8].

E(t) := E(t) = —0.0047 t* + 0.0405 t — 0.0656;
T°={teT: E(t)=0}={0 =2.1624, 0, = 6.4546};
w(t) = signE(t), t€ T =0, §|.

La procédure finale consiste a trouver la solution 7 = Ty = (11, 7»)7 € R? de I’équation :
F(t)=F(T,) = E(Ty) = —(ax(t;, Ty) + c — a 2")q(Ty) = 0,

ou k(t, Ts), t € [0, 8], est la trajectoire correspondant a la quasi-commande w(t, T5), t € [0, §] :

-1, te€l0, nl;
w(t, Ts) =< 1, ten, nf
—1, t e [Tg, 8]
On a
. T . T2
k(8, Ts) = K(8) — 2L signE(@l)/ q(t)dt — 2L signE(Hg)/ q(t)dt
01=2.1624 02=6.4546
1 2 1 2
" S8—1) . S8—1)
:K(8)—2/ 8 —¢ dt—|—2/ 8 —t dt.
01=2.1624 05=6.4546
1 1
Apres intégration, on obtient :
1 1 208
—g’/'f +87—12 - 647'1 + §7'23 - 8’7'22 + 647’2 — ?
K(8, Ts) = 72 — 167 — 73 + 1675 — 32

—27'1 +2T2 -8
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D’ou
E _ El _ E(Tl) _ —H(S, TS)TQ(Tl)
E, E(7) —k(8, Ts)Tq(1s)
trp — B 4+ B3 — Ll 4+ Arir — 32rim — BB + Snri—
5 657172 + 5287y + T — 27 4 264737 — 21787, + B, (). e
E 32— §7'1 Ty + —7‘1 47‘1 74 + 65727y — 26472 + 327‘17'2

B28TiTy + 21787y — 75 + 1y — B7f 4 2802 80y, 4 T

On forme la matrice Jacobienne :

8E1 6E1
8E(TS) 87’1 67’2
F = =
J (T> aTs 8E2 8E2 ’
67'1 87‘2
5 80 1 4544 8 4774\ T
OF, 67’{1 - ?7'13 + 32372 — 571723 + 8717 — 64117 — S T + §7'2 6575 + 5287 + 3
T — 37075 4+ 87{ + 8717y — 3277 — 3215 — 1307172 + 52871 + 52875 — 2178
1.2 2 2 2 2 2 T
DE, 5TiTy — 8T T2 — 8T Ty + 3271 + 3275 + 130770 — 5287 — 52872 + 2178
7 — |1 8 5 80 4960 8294
T, 57'1372 — ng’ — 87879 + 6577 + 647173 — 52871 — 67'2 + 37'2 32375 + —— 3 27 T3

On résout ’équation (2.42) avec la méthode de Newton, en commencant par I’approximation

initiale 70 = [0y, 6] = [2.1624, 6.4546], ce qui donne le tableau suivant :

k Tk J(Tk>le(7_k) 7_k+1 ‘Tk+1 _ Tk)’
0.1377
0.2053

) [ i)
eme )| (ae) ()] oo
[ ) [ )
[ ) [ o)

0 0.2472

—0.0014
0.0434
—0.0434
—0.0004
—0.0040
1.9999 _4 [ —0.0058 1.9999 _5
4 10 1.1027 x 10
5.9999 —0.1101 5.9999
TABLE 2.2 — Itérations de la méthode de Newton a partir de I'approximation initiale 70 =
[2.1624, 6.4546].

0.0040
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Dans la quatriéme itération, on obtient 7 = (1, )T = (1.9999, 5.9999)T. Ainsi, avec la

commande admissible :
—1, t €0, 1.9999[;

u(t) = 1, t€[1.9999, 5.9999;
—1, t€[5.9999, 8|,
on obtient
z(8) = 107%(2, —8.0002, 12.0008)";
J(u) = 1.0601 - 107'%; E(t) = 107%(—t* + 7.9998 ¢ — 11.9992);
B(u) = 4.2667 - 107,
Comme [(u) < 107* = ¢, la commande e-optimale u(t), t € T' = [0, 8], du probléme (2.47)-
(2.49) s’écrit :
—1, t €0, 1.9999[;
u(t) = 1, te€[1.9999, 5.9999];
-1, t€[5.9999, §],

avec les points de commutation 71 = 1.9999 et 75 = 5.9999. L’état final 2¢(8), et la valeur de la

fonctionnelle J(uc), sont :

2¢(8) = 107(2, —8.0002, 12.0008);
J(uf) = 1.0601 - 101,
Il est a noter que la commande optimale exacte s’écrit :
-1, tel0, 2]
WWt) =14 +1, tel2,6];
—1, telo, 8,

avec

2°(8) = (21(8), z5(8), 25(8)) = (0, 0, 0)" et J(u’) =0.

Résolution du probleme par la méthode de tir

Nous résolvons maintenant cet exemple par la méthode de tir. Le principe du maximum

de Pontryaguine nous conduit a un systeme différentiel de 6 équations a 6 inconnues aux deux
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bouts, avec les conditions initiales et finales suivantes :
( .

ot =0 (2.43)
a(t) =~
P3(t) = —ta(t)
z(0) = 2% = (16, 0, 0)
| 0(3) = —a(8) — e+ at,
ou la commande u(t) maximise le hamiltonien
H(z, ¢, u) = 122 + o3 + Y3u, (2.44)

dolt
u(t) = sign(¢s(t)).

Résoudre le probleme (2.47)-(2.49) équivaut a résoudre le probleme aux deux bouts suivant :

Z1(1) a1(1) 2 (1)
Z(1) 2109 3(t)

i) = '7?‘3(15) _ i3(t) _ sign(¢3(t)) CteT=10, 8.
%4(75) % (t) 0 (2‘45)
Z5(1) () (1)
Z6(t) s (t) —1o(t)

20 = 2(0) = ((0), ¥(0)), =(0) ==2"= (16, 0, 0)",

| 21 =2(8) = (2(8), ¥(8)), ¥(8) = —$(8) —ctal,

ot 2 et 2! correspondent aux conditions initiales et finales du systéme (2.43). Pour résoudre

ce systeme, on essaie de déterminer un vecteur de départ :
0_ (0 .0 .0 0 0 O\T
&= (.751, .1'2, ZE3, ¢17 1/}27 1/}3> )

pour le probleme de Cauchy suivant :

Z1(t) = 22(t)
ZQ(t) = Zg(t
23(t) = sign(z(t))
24(t) =0 (2.46)
Z5(t) = —Z4(t)
Z6(t) = —25(t), te€T =10, §],
[ 2" =2(0)=(16, 0, 0, ¥, ¥, ¥5),
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de telle sorte que la solution z(t) = z(t, z°) satisfait les conditions aux limites du systeéme
(2.43). En effet, la condition initiale z° = (16, 0, 0)7 du probleme (2.47)-(2.49) est fixée déja
pour une partie de 2, et I'inconnue de la fonction de tir, notée F, est ainsi réduite a la partie
manquante, qui représente la valeure initiale de ’état adjoint ¢(0) = ¢°, notée s°. Soit u(t) = 0,
t € [0, 8], commande admissible, et z(8) = (16, 0, 0)T, I'’état final correspondant. La solution

du systeme conjugué se déduit des équations suivantes :

(h=-20 =0 w®) =@ +a ) =16
¢2 = gi ¢17 ) ¢2(8> = _<$2(8> + Co — l’%) = 07
\ 3 = ngg —1a, 5 Y3(8) = —(x3(8) + ¢35 — x3) =0,

nous permet d’obtenir

1 (t) —16
(t) = | vaft) | = 16t — 128
s(t) —8% 41281 — 512
Cela nous ameéne a trouver la condition initiale de 1'état adjoint s° = (0) =
(=16, —128, —512)T, qui correspond & la partie manquante de 2° = (20,57 =

(16, 0, 0, —16, —128, —512)7 afin de commencer 1'algorithme de tir.
Pour le probleme de Cauchy (2.46), la condition au temps terminal t; = 8, détermine la valeur

de la fonction de tir, qui est définie comme suit :

F(s) =48, 2°, ") + x(8, 2%, ") + c — &'

¥1(8, 0, 0, 0, s, 59, s9) 71(8, 0, 0, 0, s9, 59, s9)
= | (8, 0,0,0, s, 85, s9) [+ 228,0,0,0,8% s, s |+ 0 |- 0
¥3(8, 0, 0, 0, s, 89, s9) 73(8, 0, 0, 0, s9, 59, s9)

La commande optimale u*(t), t € [0, 8], du probleme (2.47)-(2.49) est alors celle qui correspond
a la condition initiale )° = s*, telle que F(s*) = 0. Ainsi, déterminer un zéro s* de la fonction
F(s) équivaut a la résolution du probleéme aux deux bouts (2.43), ce qui permet de trouver ainsi
une solution du probleme (2.47)-(2.49).

Le programme de la méthode de tir simple est implémenté par le logiciel MATLAB, en utilisant
les fonctions ode45 et fsolve.

Nous avons obtenu le vecteur des valeurs de la fonction de tir :
F(s*) ~ (—85.1486, —32.0777, —5.6975)7,
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qui n’est pas proche de zéro. L’algorithme s’est arréeté avant d’atteindre une solution. Cela
indique que la méthode de tir diverge lorsque nous choisissons u = 0 pour € = 107%.

En revanche, en choisissant € = 107!2, la méthode converge apres 42 itérations, avec un total
de 130 évaluations de la fonction pour atteindre la solution. La valeur obtenue de la fonction

de tir est
F(s%) =~ 10719 (—0.108111800762, —0.048862164315, —0.002396000065)T,

ot ¥ = ¢(0) = (—0.012074234797, —0.048782276258, —0.073016600560)7. Cela indique que
la méthode de tir converge mieux avec une valeur plus petite de ¢, soulignant I'importance du
choix de € dans la convergence de la méthode de tir. L’état terminal x(8), I'état adjoint terminal

T

1(8),la valeur de la fonctionnelle J(u), les points de commutation 7* = (77, 75)", sont présentés

dans le tableau ci-dessous :

z(8,2°, 5%) (8,20, 5*) = J(u*) T*
—x(8,2% %) — c + 2!
0.012074234786 —0.012074234797
1.981682626760
—0.047811602123 0.047811602118 0.003605616563
6.093634422021
0.069133903999 —0.069133903999

TABLE 2.3 — L’état terminal z(8), I’état adjoint terminal 1)(8), la valeur de la fonctionnelle

J(u), et les points de commutation 75, 75 obtenus par la méthode de tir avec e = 10712,

La commande optimale trouvée par la méthode de tir est

—1, te [0, 1.981682626760];
w(t)=1< 1, e [1.981682626760, 6.093634422021;
—1, t€[6.093634422021, 8.

Dans la figure suivante, on représente la commande optimale u*(t), ¢t € [0, 8], les composantes de
la trajectoire optimale z*(¢) du systeme direct (2.48), ainsi que les composantes de la trajectoire
optimale ¥*(t) du systéeme conjugué :

(. 9H _

ML — 1 (0) = —0.012074234797;
83:1
- OH
o= -5 =i, 1(0) = —0.0487822762580;
2
- 0OH
Uy = —o— = —ay,  1b3(0) = —0.073016600560.
\ Oxs
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2.8

Comparaison des résultats obtenus par la méthode de sup-

port et la méthode de tir

Nous allons maintenant comparer les résultats obtenus par la méthode de support et la

méthode de tir avec la solution optimale exacte du probleme linéaire-quadratique de controle

optimal suivant :

avec

min J(u) = %Hx(tl)HQ + Tx(t) (2.47)

1"1 = T2,
jfg = I3, (248)
ty3=wu, |u/ <1, teT =]0, 6],
r = (11,19,73)", 2°=2(0)=(0,0,0)7, (2.49)

010 0 "

A=100 1], b=]0 |, c=(-18, —4, _E)T’ a=1, L=1
00 0

1. Convergence : la convergence des méthodes de support et de tir peut étre analysée en

examinant les temps de commutation obtenus pour différentes valeurs de e. En effet,
pour la méthode de support, nous avons testé plusieurs valeurs de e allant de 1072 &
10712, Pour chacune de ces valeurs, les temps de commutation 7f et 75 sont trés proches
de ceux de la solution optimale exacte 77 = 2 et 75 = 4. Par exemple, pour ¢ = 1079,

nous avons obtenu les temps de commutation suivants :
71 = 1.999999999999945, 75 = 3.999999999999781.

Cela indique que la méthode de support est stable par rapport a € et que les itérations
convergent rapidement vers la solution optimale, méme pour des valeurs relativement
grandes de €. Cette stabilité montre que la méthode de support est bien de support aux
problemes nécessitant une grande précision, car elle fournit des résultats précis méme
pour des valeurs relativement grandes de €. En revanche, la méthode de tir présente un
comportement différent. Nous avons observé que cette méthode ne converge correctement

ue pour € = 10712, avec les temps de commutation suivants :
M

71 = 2.000000000041882, 75 = 4.000000000012032.
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Pour des valeurs relativement plus grandes de ¢, la méthode de tir ne converge pas
correctement. Cela suggere que la méthode de tir est plus sensible aux variations relati-
vement grandes de € et nécessite une plus grande précision dans le choix de € pour obtenir
une convergence correcte. Cette sensibilité peut étre expliquée par une dépendance plus
forte de la méthode aux conditions initiales et une dynamique plus complexe qui rend

la convergence moins stable.

2. Optimalité : en termes d’optimalité, nous comparons ici les états finaux et les valeurs de
la fonctionnelle J(u) obtenus par les deux méthodes avec la solution optimale. En effet,
pour la méthode de support avec € = 107%, nous pouvons observer que 1’état final z¢(6) et
la valeur de J(u®) sont tres proches des valeurs optimales. Cela montre que la méthode
de support permet d’obtenir une solution e-optimale, avec des écarts négligeables par
rapport a la solution exacte.

Pour la méthode de tir avec € = 10712, les résultats obtenus sont également trés proches
de la solution optimale. Cependant, il est important de noter que la méthode de tir
ne converge correctement que pour des valeurs tres faibles de €, ce qui peut poser un

probleme dans les situations ou une telle précision n’est pas accessible.

3. Sensibilité a la condition initiale : Pour illustrer la sensibilité de la condition initiale,
nous considérons trois cas en faisant varier « et ¢, tels que :
14\T .
Casl a=1,c=(—18—4,-)7;
Cas2 o =3, c=(4,5-1)";
Cas 3 a=2,¢c=(-8,91)T.
Le tableau suivant présente une comparaison détaillée des performances des deux mé-
thodes de résolution, en faisant varier les parametres « et ¢, et en analysant leur conver-

gence avec des valeurs de € variées.
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Méthode de Support

_ cv
Cas u? 7] T x {6) J{u) 15 (Nbr)
1071 | Oui(3)
52 —3 i
52 10 Ounil4d
P | 2 3 (4)
Cas 1 | O 6 —175.1111| 10~% | Oui(5)
4.0090 4
2 1072 | Oui(6)
1072 | Oui(6)
1m0t Oui(7)
—4.3081 107% | Oui(9)
1.5876 0.9740 o -
Cas 2 | O —3.9451 —27.9748 | 107°% | Oui(10)
3.2045 4.1790
—0.4101 107% | Oui(11)
1072 | Oui(11)
101 | Oui(6)
5.2188 107 | Oui(7)
2.4896 1.4798
Cas 3 | O —2.3717 —26.2910 | 10~% | Oui(8)
5.8536 5.7537 5
—2.5479 10— ° Oui(9)
10712 | Oui(9)

Méthode de Tir

a° Cas 10— | 1072 | 107¢ | 10—° 10—12
[ 0 \ Cas 1 Non Non Non Non Non
QO Cas 2 CV{(Nbx) Non Non Non Non Non
\ O ) Cas 3 Non Non Non | Non Non
(5 )
Cas 1 Non| Non| Non| Non Oui(9)
% Cas 2 CV(INbr) Non Non| Non| Non Oui(9)
1 Cas 3 Non| Non| Non| Non| Oui(l2)
\ 5 /
[ 1 Cas 1 Non Non| Non| Non Onui(13)
1 Cas 2 CV(Nbr) Non Non| Non| Non Oui(11)
\ 1 Cas 3 Non| Non| Non| Non Oui(10)
—1 Cas 1 Non Non Non | Non Oui(13)
—1 Cas 2 CV(INbr) Non Non| Non| Non| Oui(63)
—1 Cas 3 Non| Non| Non| Non| Oui(l2)
2 Cas 1 Non Non| Non| Non Oui(7)
2 Cas 2 CV(Nbr) Non Non Non Non Oui(9)
2 Cas 3 Non Non Non Non Oui(7)
—2 Cas 1 Non Non| Non| Non| Oui(63)
—2 Cas 2 CV(Nbr) Non Non | Non| Non Onui(9)
—2 Cas 3 Non Non | Non| Non Oui(12)

TABLE 2.4 — Comparaison des performances des deux méthodes de résolution en fonction des

parametres «, c et des valeurs de €
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Les résultats présentés dans le tableau mettent en évidence une différence notable en
termes de convergence entre les deux méthodes. Il est a noter que la convergence est représen-
tée par 'abréviation "CV”, tandis que "Nbr” désigne le nombre d’itérations de la fonction de
tir.

La méthode de support s’avere plus robuste, convergeant de maniere cohérente dans presque
tous les cas analysés, indépendamment de la précision choisie €, ce qui démontre sa fiabilité
sous des conditions variées.

En revanche, la méthode de tir présente des performances moins régulieres, ne parvenant a
converger que pour des valeurs de € inférieures & 1071, et ce, de maniere irréguliere selon les cas
étudiés. Cette variabilité indique que la méthode de tir est plus sensible aux conditions initiales
et au choix des parametres, nécessitant ainsi une optimisation plus précise des parametres
pour garantir la convergence.

Il est donc évident que la méthode de support est préférable pour obtenir une solution
approximative, permettant I'initialisation de la procédure finale visant a garantir des solutions
convergentes pour le probleme de controle en temps minimal, car elle présente une moindre

sensibilité aux conditions initiales.
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Controle optimal avec un temps terminal libre

Certains problemes de controle optimal se modélisent avec un temps terminal fixé a ’avance,
tandis que dans d’autres le temps terminal n’est pas fixé, et il sera donc considéré comme une
variable inconnue a trouver. On parle alors d’un probleme de controle optimal avec un temps
terminal libre. Dans ce cas, il s’agit de déterminer a la fois le controle et le temps terminal de
maniére a minimiser un critere choisi a ’avance, comme en particulier le probleme du transfert

en temps minimal, qui sera considéré dans le chapitre suivant.

3.1 Position du probleme
Soit un systeme dynamique linéaire stationnaire défini sur un intervalle de temps 7' = [0, ¢,] :
o(t) = Ax(t) + buy(t), x(0)=2", teT =10, t.].

Si le temps terminal n’est pas fixé, on a alors un probleme de controle optimal avec un temps

terminal libre. Dans ce cas, le critere de qualité du probleme considéré peut explicitement
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dépendre de la variable t,. Concretement, considérons le probléeme de controle optimal suivant :

mmﬂmJQ:%me)W+u, (3.1)
@(t) = Ax(t) + buy(t), x(0) = a°, (3.2)
w(t) €U = [~L, I], teT =0, t.], (3.3)

olt z(t) € R" représente le vecteur d’état a l'instant ¢, x(0) = z¥ étant I'état initial du systeme;
uq(t) est une fonction scalaire continue par morceaux a valeurs dans U, appelée commande du
systeme. La fonctionnelle J(u) est appelée critere de qualité du type Mayer.

Ici, le probleme d’optimisation consiste & chercher un temps ¢, > 0, et une commande admissible

Uy (t), t € [0, t,], réalisant le minimum de la fonctionnelle (3.1).

3.2 Principe du Maximum pour un probleme de controle opti-

mal avec un temps terminal libre

Proposition 3.2.1. Soient t, et Uy (t), t € [0, t.], une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3).

Pour un tel temps fixé t., la commande Ty (t), t €0, t:], est une solution optimale du probleme

suivant :
mmJ@g_%Hx@>w+a, (3.4)
@(t) = Ax(t) + buy(t), x(0) = 2°, (3.5)
luy(t)| < L, t€T =0, t,]. (3.6)

Preuve. En effet, si I'on suppose qu'il existe une autre commande admissible u(t), t € T =
[0, .], telle que

J(uy) < J(uy),
alors cette dernitre inégalité contredirait Uoptimalité du couple (i, %,) dans le probleme (3.1)-

(3.3). On conclut que pour un tel temps fixé Z,, la commande @y (¢), t € T = [0, 1,], est optimale

aussi dans le probleme (3.4)-(3.6).0

Donc pour la commande % (¢), le principe du maximum suivant est vérifié, si I’on remplace
b M)

le temps terminal libre t, par le temps terminal fixé T, :

Théoréme 3.2.1 (Principe du Maximum [21]). La commande U1 (t), t € T = [0, t,], est optimale
dans le probléme (3.4)-(3.6), si et seulement si le long de uy(t) et des trajectoires correspon-

dantes T(t) et 12(15) du systéme direct (3.5) et du systéme conjugué :
)=—ATy, Y(t) = —x(t), (3.7)
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le hamiltonien H(xz,,uy) = T (Ax + buy) atteint son maximum :

HE), 0(t), 0 (1) = max H(Z(t), d(t),v), teT =][0, &.].

vel

Pour trouver la condition que doit satisfaire I'instant optimal 7, dans le probleme (3.1)-(3.3),
comparons le processus optimal engendré par la commande optimale u;(t), t € T' = [0, t:], a
deux autres processus dont la durée de 1'un est supérieure a la durée optimale tA*, et I'autre
inférieure a tA*

En effet, considérons tout d’abord la commande :

W) (), telo, &,
Uy = —~ ~
Uy (te), t€ [te,ts+€, €>0.

[a—

F(t) =2(t), teo, &,
Tt +€) = T(t) + e—2

Par conséquent, on aura :

0 < AJ(Uy, 1) = J (g, Tw + €) — J(U, 1)

0, adr o~ Dp
= 5 (@(t), 1) o (T(t), 1) + e (T(8), 1) + o(e)
_ 0P, o~ ~ Op, o~ ~
= eg(x(t*),t*)[flx( <)+ bul( RIS ea(x(t*), t.) + o(e),
1 0 0
ol <p(x,t)=§ | = [|* +¢, aveca—;o: et 8_f:1'

D'ou

AJ (W, 1) = J(U, te + €) — J(U1, 1) = 27 (8.)[AZ(.) + bty (1.)] + € + o(e)

t
— | FTE)ARE) + 0w @) + 1+ %9 | >0
Pour € > 0 assez petit, on en déduit que :

2T () [AZ(t,) + buy(t,)] +1 > 0.

L"‘)

Comme w(

.) = —Z(t,), on peut alors écrire

c’est-a-dire

H(@(t), ¥ (@), a (k) < 1. (3.8)
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D’autre part, considérons la commande :

En particulier, on a pour € > 0 assez petit :

T(t —€) = 2(h — ) = () -
Par conséquent, on obtient :

AJ(y,t) = J(,t —e) — J(U,t)
2T (6)[AZ(L.) + by (1)) — € + o(e)
= e FTEARE) +hnE) -1+ %9 ] >0,

d’ou I'on déduit :

D’apres les inégalités (3.8) et (3.9), on conclut que Pinstant optimal ¢, dans le probleme (3.1)-

(3.3) doit vérifier 1’égalité suivante :

H(@(t.), (), () = 1. O (3.10)
On a ainsi démontré le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.2. Pour que linstant t, et le controle admissible Uy (t), t € T = [0, t,], réalisent le
minimum dans le probléme (3.1)-(3.3), il est nécessaire et suffisant que les conditions suivantes

soient vérifiées :

ou T(t) est la trajectoire du systéme direct (3.2) correspondant a uy(t), et @(t) étant la solution

du systeme conjugué (3.7), avec @//J\(%\*) = —2(t,).
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3.3 Transformation du probleme a temps terminal libre en un

probleme a temps terminal fixé

Pour utiliser les conditions d’optimalité du probleme (3.1)-(3.3), nous commengons d’abord
par transformer la formulation de Mayer a temps terminal libre en une formulation de Mayer
a temps terminal fixé.

Dans cette transformation, il s’agit de se débarrasser de la variable ¢, > 0 dans le systeme
(3.1)-(3.3), et de se ramener a une situation d’un probleme de commande optimale, ol le temps
terminal est fixé.

On va traiter la variable inconnue ¢, > 0 comme une commande supplémentaire us ; la connais-
sance de uq(t) et de uy permet ensuite de reconstruire I'état x(t), V¢ € T = [0, t.]. Deux

observations vont alors guider notre démarche :

(1) s =t/t, est une quantité comprise entre 0 et 1, et ce, quelle que soit la valeur de t,,

(17) wug = t. est une constante positive arbitraire.

Cela nous conduit & tout formuler en termes de la nouvelle variable s € [0, 1]. La relation

t = st, nous conduit a poser :

=X
@

= a(st.), s€l0, 1];
ui(sty), s €10, 1];
t. = const, s € [0, 1].

N
=
V2)
~—

Il

2
[N}
»
~—
I

Apres ce changement de variables, Z(-) et u;(-) ont les mémes dimensions que z(-) et ()

respectivement. De plus, on a :

=
=
I
-1
=
I

20, et Z(1) = w(t,).

Soit une nouvelle variable définie par Z,1(s) = st.. Cette variable vérifie donc

dz, 3 ~ ~
Z;l - $n+1(5) =t =ug, s€ [07 1]7 $n+1(0) =0.

Pour définir le nouveau probleme de commande optimale, on va considérer :

2(s) = (Z(s), Tn41(s)) € R" X R,
u(s) = (ui(s),uz) € U x R*.

En augmentant ainsi la dimension du vecteur d’état et celui de la commande, via le changement

de variables t = st,, on va reformuler le probleme (3.1)-(3.3) en un probleme de commande
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optimale équivalent, posé sur [0, 1]. Commengons par la fonction critere. Soit la fonction ¢
définie par
p: R®xR—R
o = (@ Fu1) = 9(2) = S + Fusa.
On a donc
p(=(1)) = GIFWIP + Fara(1) = gllat) P + 1.

Ecrivons le systéme dynamique en fonction de la nouvelle variable s € [0, 1] :

Z(s) = Lp(st,) = d(st)t, = [AT(s) + bt (s)]uz, Z(0) = a”,

{ Tpi1(s) = Uy, Tnpe(0) = 0.

On est ainsi conduit a un probleme bilinéaire-quadratique du controle optimal avec un temps

terminal fixé suivant :

min J(@) = %zT(l)ﬁz(l) (1), (3.11)
, Z(s) [AZ(s) + bty (5)]Ts . 0
zZ(s) =1 . = , 2 =2(0)= , 3.12
0= (120,)- () (7). o
U(s) = (W (s),w) € [-L, L] xR, se0, 1], (3.13)

~ I, 0\ _
ouD = ( (: 0 ) ,¢=(0,1) € R"x R, représentent respectivement une matrice carrée d’ordre

(n + 1) et un vecteur de dimension (n + 1), dont les n premieres composantes sont nulles et
la derniere vaut 1; le vecteur z(s) € R™"! représente le vecteur d’état a I'instant s, 20 étant
'état initial du systeme; u(s) = (ui(s),u2), s € [0, 1], est la commande du systeme, ol u;(s)
est une fonction scalaire continue par morceaux, a valeurs dans U = [—L, L] et us > 0 est une

constante arbitraire.

3.4 Lien avec le probleme de controle optimal en temps minimal

On a le lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soient t, et Uy(t), t € [0, t.], un couple optimal du probléme (3.1)-(3.3). Deuz
cas peuvent se présenter :

a) Si T(t,) = 0, alors t, est le temps minimal du probléme de contréle optimal suivant :

min J(uy,t,) = t., (3.14)
@(t) = Az(t) + buy(t), x(0) = 2°, (3.15)
(t.) = 0, (3.16)
w(t)eU=[-L, L], t>0 (3.17)
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b) Si Z(t,) # 0, alors le couple (Tiy,1,) n'est pas admissible dans le probléme (3.14)-(3.17). On
a alors :

1, o~ —~
.2 5 | 3 17+, (3.18)

ol T, est le temps minimal du probléme (3.14)-(5.17).

Preuve. a) Supposons que t, n'est pas le temps minimal dans le probléme (3.14)-(3.17). Il

existe alors un temps t, > 0, et une commande T, (t) tels que T(L,) =0, et t, < t,. Donc
R T R U
J(uy, t.) = 3 | Z(t.) || +t. < 3 | 2(t,) [|7 +t. = J(u, ts),

ce qui contredit l'optimalité de (1iy,t,) dans le probléme (3.1)-(3.3). Par conséquent, t, est le
temps minimal du probleme (3.14)-(3.17).
b) Soit un couple (uf,t.) tel que x*(7.) = 0, solution du probléme (3.14)-(3.17). En vertu de

Voptimalité du couple (Tiy,t,) dans le probléme (3.1)-(3.3), on aura alors :

12 |17+t

DN | —

1
Jugm) = 1 () [P 4
Comme x*(7) = 0, on obtient donc

| 3(E) |2 +5.0

DN | —

Te =2

Remarque 3.4.1. Le cas a) du lemme 3.4.1 ne peut pas avoir lieu, car la condition terminale
(3.7) aurait donné H(Z(t,), 1?(%\*), U1(t,)) = 0, ce qui contredirait la relation (3.10).
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Le probleme d’optimisation, cherchant & minimiser le temps de transfert d’un état initial
a un état final, est appelé probleme en temps minimal. Ce probleme est un cas particulier
important de la théorie générale du controle optimal, développée depuis les années 1950.
Il correspond a la recherche d'une commande d’un systeme dynamique qui minimise le
temps de transfert entre 1'état initial z(0) = 2° # 0 et I’état final, supposé étre l'origine,
i.e., z(t,) = x' = 0. La donnée de ce temps minimal est tres importante puisqu’elle indique
simplement qu’en un temps inférieur, le transfert n’est pas possible. Pour cette raison, plusieurs
chercheurs se sont intéressés au développement de méthodes numériques efficaces pour résoudre

ce type de problemes.

Premierement, le probleme de controle optimal en temps minimal a été étudié par des
chercheurs tels que : Lasalle (1960) ; Neustadt (1960) ; Eaton (1962) ; Fodden (1964) ; Fedorenko
(1978). D’autres cas du probleme de controle optimal en temps minimal ont été traités, tels que
les systemes dynamiques non linéaires : Shevchenko (2007), discrets : Carvallo et al. (1990);
Zaslavski (2014) et multivariables : Olsder (1975). Le principal outil théorique pour traiter ce
modele analytiquement est le principe du maximum de Pontryaguine : Pontryaguine (1962),
Eaton (1962), Pshenichny (1968) et Moisseev (1971). Cependant, les probléemes pratiques
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deviennent généralement trop complexes pour l'utilisation des techniques analytiques seules.
Ainsi, les méthodes numériques pour résoudre ces problemes complexes ont attiré de plus
en plus 'attention des chercheurs, utilisant notamment la méthode de support : Gabasov et
al. (1984, 1998), Gnevko (1986); la programmation linéaire : Fedorenko (1978), Carvallo et
al (1990); la programmation dynamique : Lu et al (2017); ainsi que d’autres approches :
Zaslavski (2014), Poggiolini et al.(2016), etc.

Dans ce chapitre, on présente un algorithme hybride pour résoudre le probleme de contréle
optimal en temps minimal. Cet algorithme combine une méthode directe de support d'un pro-
bleme de controle optimal bilinéaire-quadratique et une procédure finale indirecte, s’apparentant

a la méthode de tir (shooting method).

4.1 Position du probleme

Comme dans le chapitre précédent, on considere un systeme dynamique décrit par des
équations différentielles linéaires a coefficients constants, défini sur un intervalle de temps T' =
[0, t.], ou t, est indéfini :

@(t) = Az(t) + buy(t), (0) = 2°,

d
ou &(t) = d—f, x(t) = (x1(t), 22(t), ..., 2, (t))T est un n-vecteur qui représente I’état du systeme

a l'instant ¢, 2° étant 1’état initial du systéme; A représente une matrice carrée d’ordre n, qui
caractérise le systeme; b est un vecteur de dimension n; uy(t), t € T = [0, t.], est une fonction
scalaire continue par morceaux et a valeurs dans U = [—L, L], appelée commande du systeme ;
L représente une constante positive. L’ensemble des valeurs des commandes est donc compact,
convexe et symétrique :

lu (t)| < L, teT =0, t..

Considérons le probleme de minimisation de la fonctionnelle :

Ty
J(ug, t,) :/ 1dt =t,,
0

ou la fonctionnelle J(uy, t.) est appelée critere de qualité du type Lagrange. Ainsi, le probleme

de controle optimal qu’on étudiera se présente sous la forme suivante :

min J(uy, t,) = t,, (4.1)
i(t) = Az(t) + buy (t), =(0) = a°, (4.2)
z(t,) = 0, (4.3)
w(t)e U =[-L,L], t=0, (4.4)
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Dans ce chapitre, on ne fixe plus le temps terminal ¢,, mais 1’état terminal. On va alors considérer
t, comme une variable inconnue a trouver. Notre but est de déterminer une commande wu4(t),
teT =0, t., qui:

— satisfait la contrainte (4.4);

— transfere au moyen de I’équation (4.2) I'état z° & D'état terminal ' = z(t,) = 0, en

temps minimal ,.

Définition 4.1.1. (Commande admissible)
La commande u,(t), t € T =0, t.], est dite commande admissible du probléme (4.1)-(4.4) si :

(i) elle est continue par morceaux sur T et continue a droite en ses points de discontinuité :

lim  wy(t) = ui(t; +0) =w(ty), j=1,s;

t—t;, t>t;

(i) -L<wu@)<L, teT=]|0, t.,

(iii) la tragectoire engendrée vérifie : x(t.) = 0.

Définition 4.1.2. (Commande optimale et commande suboptimale)
Une commande admissible ui(t), t € T = [0, 7.], est dite optimale si elle réalise le minimum
du critére de qualité :

J(u3, ) = min J(uy, t,),
Uty

ou uy parcourt [’ensemble de toutes les commandes admissibles et t, > 0. La trajectoire corres-
pondante x*(t), t € [0, 7] est dite trajectoire optimale.
En outre, on appelle commande suboptimale (ou e—optimale), toute commande admissible u§(t),

t € [0,tS], satisfaisant l'inégalité
J(Ui,ti) - ‘](UT7T*> < €,

ot le couple (uf, T.) est optimal, et € un nombre positif ou nul choisi comme précision.

4.2 Principe du Maximum de Pontryaguine

Pour le probleme classique du temps minimal, nous rappelons le principe du maximum bien

connu de Pontryaguine. Ainsi, on a le théoréeme suivant :

Théoréme 4.2.1. (Principe du Maximum de Pontryaguine [44])
Pour que linstant 7, et la commande admissible ui(t), t € T = [0,7.], réalisent le minimum
dans le probléeme (4.1)-(4.4), il est nécessaire et suffisant que les conditions suivantes soient

vérifiées :
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(i) Le hamiltonien H(x,v,uy) = T (Az + buy) atteint son mazimum :

H(z*(t),y"(t),u;(t)) = max H(x*(t),¢*(t),v), te€T =10,7.],

velU

(ii) et doit étre égal a zéro a l'instant final T, :
H(z" (1), 9" (1), ui (7)) = 0,

ou z*(t) est la trajectoire du systéme direct (4.2) correspondant a ui(t), ¥*(t) étant une solution

non identiquement nulle du systéme conjugué :

OH

b= —ATYp=—F

4.3 Résolution du probleme originel par une méthode hybride

La premiere phase de résolution consiste a considérer un probleme auxiliaire de controle
optimal a temps terminal libre, et le résoudre par la méthode de support de programmation
quadratique, sans discrétisation au préalable du systeme dynamique bilinéaire, et ce, apres
I'avoir transformé en un probleme bilinéaire-quadratique a temps terminal fixe. On obtient
ainsi une idée assez précise de la structure des commutations avec une approximation du temps
minimal et de I’état terminal nul.

La deuxieme phase consiste & appliquer une procédure finale similaire & la méthode de tir [46],
pour calculer le temps minimal du probleme (4.1)-(4.4) avec une grande précision. Cette derniere
phase consiste donc a résoudre un systeme d’équations en utilisant la méthode de Newton, ou
Iitération initiale est déduite des approximations obtenues a la premiere étape, qui sont proches

de la solution optimale.

4.3.1 Premiere phase : résolution du probleme auxiliaire avec un temps ter-

minal fixé

Considérons le probleme auxiliaire de controle optimal avec un temps terminal libre suivant :

min J, (s, ) — % | 2(t) |2 +4., (4.5)
#(t) = Ax(t) + bur (), 2(0) = 2°, (4.6)
w(t) €U =[-LI], teT =10, t.] (@)

Une commande admissible du probleme (4.5)-(4.7) est une commande qui vérifie les conditions

(i) et (ii) de la définition 4.1.1.
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Ici, le probleme d’optimisation consiste a chercher un temps t, > 0, et une commande admissible
Uy (t), t € [0,%,], réalisant le minimum de la fonctionnelle (4.5). Pour utiliser les conditions
d’optimalité du probleme (4.5)-(4.7), nous commencons d’abord par transformer le probleme
de controle optimal avec un temps terminal libre en un probleme de controle optimal avec un
temps terminal fixe .

Dans cette transformation, il s’agit de se débarrasser de la variable ¢, > 0 dans le systeme
(4.5)-(4.7) et de se ramener a une situation d’un probleme de controle optimal, ou le temps
terminal est fixe (voir la section 3.3 du chapitre précédent).

On obtient alors le probleme bilinéaire-quadratique de controle optimal avec un temps terminal

fixe suivant :

min J(@) = %ZT(l)Ez(l) +ET(1), (4.8)
, Z(s) [AZ(s) + by (s)]Ts o 20
zZ(s) =1 . = , 2z =2(0)= , 4.9
0= (120,)- () o (5).
u(s) = (U (s),u2) € [-L, L] x R*, se[0,1], (4.10)

N In 0 ~
ouD:< 0 0),02(0,1)ER”><]R.

En résolvant ce probleme par la méthode de support [24], on obtient une solution optimale

u*(s) = (ui(s),us = t¥), avec la trajectoire optimale z*(s), s € [0, 1].

4.3.2 Deuxieme phase : application de la procédure finale pour la résolution

du probleme originel

La procédure finale de la méthode de support [23, 29, 30|, similaire & la méthode de tir,
constitue la deuxieme phase de I’approche élaborée. Elle consiste a calculer le temps minimal

du probleme (4.1)-(4.4) avec une grande précision.

Soit u*(s) = (uj(s),us = tf) la commande optimale du probleme (4.8)-(4.10) et z*(s),
s € [0, 1], la trajectoire correspondante. Ici, on considere que le probleme (4.8)-(4.10) est simple
et que la commande optimale u}(s) posseéde (n — 1) points de commutation tels que 0 < s{ <

... < 8%, < 1. On pose alors en revenant a la variable ¢ :

1, -
=5 1) I+, (411)
0

=5, i=1,n—1, 7°=(,7,...,70 ), et 0=t <1, (4.12)
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ol T, est le temps minimal du probleme originel.

On forme la matrice d’ordre n x (n — 1), supposée étre de rang complet :
Qo = (q(t,,70), i=T,n—1), avec q(t,,t)=e Db, tel0, t,]. (4.13)
On calcule le vecteur des potentiels :
M= (% 1) e R xR, (4.14)

tel que QIA? = 0, et la co-commande E°(t) = ()T (t)b, on ¥°(t), t € T = [0, t.], est la
solution du systéeme conjugué :

b= —ATH, p(r) = X

D’ou

EO(t) = (W) TeAt=Dp = A\ Ty(t,, 1) = (°)7, Dg(ts, 1), t €0, t.]. (4.15)
En outre, on calcule la quasi-commande :
WO(t) = LsignE’(t), t€ T =0, t.], (4.16)
et la trajectoire k°(t), t € T = [0, t.], correspondant & w®(¢), t € T. On suppose de plus que
E°(r9)#0, i=T,n— 1.

La procédure finale consiste alors & trouver la solution v = (y,7,,Ts) € R"! x R x R*™1,

7 € RY T, = (11,72, ..., Tn_1) de (2n — 1) équations :
F
Foy= [ W)
F3(v)

Fi(v) = Ry, 7., 1) = 6(1, To) = (15(1, T5) =0, j =T,n),
FQ(U) - FQ(yJT*7TS> = E(y7T*)TS) - (E(y77—*77_i) - 07 1= 17” - 1)7

ou

(4.17)

ot E(y, 7, t) = (y7, 1)eA=Db t € [0,7.], et k(t,T,), t € [0,7.] est la trajectoire (4.2) corres-

pondant a la quasi-commande w(t,Ts), t € [0, 7] :

—LsignE°(70), sitel0,m[;

w(t,Ty) = —LsignE%(7?), site[n,nl,i=2 n—1; (4.18)
L signEO(Tg_l), sit € [Tho1, Tal.

De (4.18), on déduit les n premieres équations par la formule de Cauchy :

Fi(y, 7, Ts) = K(1, Ts) = e 20 +/ eA(T*_t)bw(t,Ts)dt.
0
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On peut alors écrire :

T T
(T, Ty) = ATttt 0 4 / AT bt (4 T, dt + / AT b= (T, dt
0 ts

Ty Tx

= eA(T*_t*)[eAt*x0+/ eA(t*_t)bw(t,TS)dt—l—/ e (t, T,) dt]
0 t

= X (7, T),

ou en appliquant (4.18), on aura :

0 0

T T1 T
X (1., T,) = 2 + / q(t., t)w(t, Ts)dt + / q(t., t)w(t, Ts)dt + / q(ts, t)w(t, Ts)dt
0 T T
T2 7'071 Tn—1
+ / Q(t*, t)UJ(ta Ts)dt oot / Q(t*, t)w(ta Ts)dt + / Q(t*, t)w(ta Ts)dt

tx T
+/ q(t*,t)w(t,Ts)dt+/ q(ts, tw(t, Ty)dt.
Tn—1 tx

Donc
0 0

7'1 . T1 . 7'2 .
X (7, T,) = eMra® — L/ q(t., t)signE° (1})dt — L/ q(t., t)signE° (1})dt — L/ q(t., t)signE° (7)) dt
0 ’7’9 1
0
—1

T2 . Tn .
— L/ q(t,, t)signE°(7dt — - - - — L/ q(t, t)signE°(70_,)dt
9 Tn—

2

Tn—1 . tx . T .
- L/ q(t, t)signE°(70_,)dt + L/ q(t,, t)signEO(70_)dt + L/ q(t,, t)signE2(70_|)dt
7—70,171 Tn—1 t

Uy ) o1
= eMe¥ 4 / q(t., )’ (t)dt + / q(te, ) (t)dt + - - + / q(t., )’ (t)dt
0 Tf 7272
t Ta . n—1 . Tk
+ / Gt O ()t + L / o(t, )signEO(r0_)dt — 2L sign(70) / ot 1),
7271 tx k=1 7'18
D’ou
Te ) n—1 ] Tk
X (7., T,) = &°(t,) + L/ q(t,, t)signE°(7°_)dt — QLZ sign (1) / q(t., t)dt.
b k=1 Tz?
Comme e(™~*) est toujours inversible, alors apres avoir appliqué (4.18), les n premieres équa-

tions (4.17) sont équivalentes a :

n—1

Tx . . Tk
X (7., T,) = k°(t,) + L/ q(t,, t)signE°(7°_,)dt — ZLZ signEY (7)) / q(ts, t)dt = 0.
tx k=1 T,

0
k

On obtient alors le systeme simplifié suivant :

Fi(v) = Fi(y, 7, Ts) = X (7, Ts) = (X(1,T5) =0, j=1,n),
(4.19)
Fyv) = Fa(y, 7, Ts) = E(y, 74, Ts) = (Ei(y, 7, 71) = E; =0, i=1,n—1).
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En particulier, on obtient pour X (¢, T) :
n—1 The

X(t.,T)) = &°(t,) — szsignEO(T,S)/ q(t,, t)dt.

k=1 ™

Pour k(t,,T), on aura alors :
k(t,, T,) = X, T,)=X(t,T,),

et on retrouve la formule classique pour 7, = t, fixé [23, 24, 29, 30].
On résout le systeme (4.19) avec la méthode de Newton, en commengant par 1’approximation

k+1 est égale &

initiale v° = (y°, 70 = t,, 7% = T?). La (k + 1)°™ approximation v
VP = oF — JTUR (R F(UF), (4.20)

ou

8F1(U) 6F1<U) 8F1(’U)

dy 0T, 0T,
JFE(v) =
OF,(v) OF,(v) OF,(v)
dy 0T, 0T,
OX (74, Ts) OX (74, Ts) OX (74, T)
Jy 0T T,

OE(y, 7, Ts) OE(y, 7, Ts) OE(y, T, T%)
oy 0T 0T,
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avec
0X(r, T) _0X(r, T) _  _9X(r, 1) _,
oY1 0Y» o OYn—1 v
X (7, T, Lo _
0 (7' ) _ (L SlgnE()(T,?,l) eA(t* n)b)m
0Ty
0X (7, T, e
0X(re, T) _ = (=2L signE%(70) eAt=mp), - i =T, n—1,
073
OF > L L o
% = (eA(T* TZ)b)(nfl)a 1= 17 n— 1)
OF o _ _
% — (yT((A AT Tl)b)(n_l), e (A Al TTH)b)(n_l)))T,
Tx
oL 77_*7TS To—T
% _ (—yT(A GA( * 1)b)(n71)> O(n72)>’
1
OF o -
L — (O(z‘ﬂ), —yT(A AT Tl)b)(nfl)y O(Hﬂ,il)),
8’7’1’
OF o
(y77— ) (O(n 2), ~Y (Ae (re= 7—nil)b)(n—l))'
87—71—1

En utilisant la définition ¢(7.,t) = eA(™~b, introduisons les notations suivantes :

Q( ) = (Q<T*7 Tl) bl q(T*y Tn—l)) E Rn X RTL—17
19( ):(A (T*, 7'1),..., Aq(7'*’ Tnfl)) ER”XRnflj
V( T) =Y (19(7*’ Ts))(nfl)x(nfl)y
et Q(7i, Ts) (n—1)x(n—1) €t V(Ts, T5) (n—1)x (n—1) Teprésentent deux matrices carrées d’ordre (n — 1),

constituées des (n — 1) premieres lignes de Q(7«, Ts) et ¥(7s, Ts) respectivement ; v(7,, Ts) est

un vecteur ligne de dimension (n — 1). Alors, on obtient :

OX (74, Ts) _0
ay = Unx(n—1)
X *aTs . -
OXOWT) _ (7 signBO(r_,)g(ter 7)o,
0T,
6X(7—*, Ts) L . 0/_0
S = L Qe Ty
OE(y, Tx, Ts) (8E1(y,7*,TS) aEnl(y,T*,Ts)) T
= P = T*aTs n—1)x(n—1)s
Jy oy OYn—1 (@ N-nxu-n
OFE(y, 7y, T
(%T* ) = (VT(T*a Ts))(nfl)xla
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OE(y, 7, Ts)
0T,

ou diag(—v(7., Ts)) est une matrice diagonale d’ordre (n — 1), dont les éléments diagonaux

= (diag(—v(7%, 1%)) ) (n—1)x (n—1)>

sont les composantes du vecteur (—v(7,, T5)). La Jacobienne s’écrit alors :

O(n,n—l) (L SignEO (T,g_l)Q(t*, T*))nxl (_2L ZZ;% SignEO (T]S)Q(t*, Ts))nx(n—l)

(QT (1, T4)) (n—1)x (n—1) W (7, T)) (n—1)x1 (diag(—v(7s; T5)))(n—1)x(n—1)

4.3.3 Schéma de I’algorithme hybride

La méthode hybride est résumée dans ’algorithme suivant :
Début

(1) Construire le probleme auxiliaire de controle optimal avec un temps terminal libre (4.5)-
(4.7);

(2) Transformer le probleme auxiliaire de controle optimal & temps terminal libre en un

probleme bilinéaire-quadratique & temps terminal fixe (4.8)-(4.10);

(3) Résoudre le probleme (4.8)-(4.10) par la méthode de support [24] , pour obtenir une

solution optimale u*(s) = (uf(s), us = t¥), avec la trajectoire optimale z*(s), s € [0, 1].

(4) Procédure finale :

— A laide des équations (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15), et (4.16), on calcule : le

0

temps t, = % | Z*(1) ||* +t%, les points de commutation 70, i = 1,n — 1, la matrice

Qo, le vecteur des potentiels \°, la co-commande E°(t), la quasi-commande w®(t), et

sa trajectoire correspondante k°(t), t € T = [0, t.].

— Résoudre le systeme (4.19) avec la méthode de Newton, en commencgant par I’ap-
proximation initiale v° = (3°, 79 = ¢,, 70 = T?).

(5) La commande optimale du probleme (4.1)-(4.4) s’écrit sous la forme suivante :
u'(t) =w(t, Ty), te T =[0,7], (4.21)
ouw(t, Ts) est la quasi-commande (4.18) et 7, est le temps minimal du probleme originel.

Fin.
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4.4 Résolution d’un exemple numérique sur le temps minimal

Soit le probleme de controle optimal en temps minimal suivant :

min J(u,t,) = t., (4.22)
Ty = X9,
I.'Q = Is3,

3}3 = Ui, |U1| g 17 te T(t*) = [07 t*]?
x = (11,19,73)", 2°=2(0)= (16, 0, 0), =(t,) =0.

On définit les matrices et les vecteurs suivants :

010 0 001
A=1001],b=0]|, 22=[00 0|, 4°=0, donc
000 000
p 1t & Lt —t)?
eAt:]3+tA+§A2: 01 t |, q(te,t)=e"p= e —t
00 1 1

4.4.1 Construction du probleme auxiliaire de controle optimal

On considere le probleme linéaire-quadratique de controle optimal avec un temps terminal

libre suivant :

1

min J,(uy,t,) = 3 | 2(t,) ||* +t., (4.23)
jjl = X2,
5C2 = T3,

T3 = Uy, |U1| < 1, tGT(t*)

0, t.],
r = (21,29, 23)", 2°=2(0) = (16, 0, 0).

4.4.2 Transformation du probléeme auxiliaire a temps terminal libre en un
probleme a temps terminal fixe et sa résolution

Avec la variable s € [0,1], on considere le probleme bilinéaire-quadratique de controle

optimal avec un temps terminal fixe suivant :

min J,(7) = %ZT(I)ﬁz(l) +a2(1), (4.24)
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2:’1 =T = @ﬂg,
ono w2
23 = T3 = UiUa,
b =Ty = T,
2= (7,74) = (T1, T, T3,24), 2°=2(0)= (16, 0, 0, 0), (4.26)
i(s) = (in(s),i) €UXRY, s€[0,1], U=[-11] (4.27)
ou
~ I3 0
D=| " , c=1(0, 0,0, 1).
0 0
On définit les matrices et les vecteurs suivants :
0
~ A 0 ~ b ~ 0
A - 3 bl - 5 b2 -
0 0 0 0
1
Le systeme (4.25)-(4.26) peut s’écrire :
16
Z(s ~ o~ o~ 0
2(s) = ;( ) = Az(s)Uy + b1ty (8)Uy + by, 2° = : (4.28)
Ty(s) 0

~ ~y

En utilisant le logiciel MATLAB, on obtient la commande optimale u*(s) = (uf(s),us) du
probleme transformé (4.24)-(4.27), telle que :

[
ui(s) =< +1, tels 0], up=T71771,
]

avec 80 = 0.2772, s = 0.8177 et

T (% 1 ~k %
Jo(u) = S |70 |I* +75(1)
(0.8226)2 .
=
= 0'62767+7.1771

= 0.3383 4 7.1771 = 7.5155.
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4.4.3 Application de la procédure finale pour le probleme originel
En revenant a la variable t, on obtient :
0 = ¢, = J,(@) = 75155

o = sV xt,=20833
9 = 89 xt,=6.1454.

On calcule :
2
" 1 %* 1 7.5155 28.2410
A = I+t A+ §*A2 =091 ¢ |=l0 1 75155 |,
00 1 0 0 1
1 1 2 1 2
Lottt t)? 5t = 1) 1(7.5155 — t)
qit,t)=1 o 1 t, — = t, — 1t = 7.5155 —t )
0 0 1 1
14.7542 0.9385 14.7542  0.9385
q(t., 1) = 54322 |, q(t., ) 1.3701 |, Qo= 5.4322 1.3701 |,
1 1 1 1
et on résout le systeme
w
N0 _ 14.7542 5.4322 1 I N 14.7544 ¢ +5.4322 49+ 1 =0
0.9385 1.3701 1 0.9386 1Y + 1.3701 y§ +1 = 0,

on trouve \° = (y?,y5, 1)T = (0.2687, —0.9140, 1)7. On calcule la co-commande E°, et la quasi-
commande w'(t), t €0, t.]:

E°t) = —(y) 9, 1)7q(ts,1)
%(7.5155 —t)?
= —(0.2687,—0.9140,1) 75155 — ¢
1
= —0.1344¢* + 1.1056t — 1.7202,
—1, t€10,2.0833],
WOt = +1, t € [2.0833,6.1454],
—1, t€[6.1454,7.5155].
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E%(t)

aP(t)

'  Racines de EU(t]-
t.

05}
0F 19 =2.0837

0.5

0
T, =6.1425

P L 3 t=7.5155

1.5

FIGURE 4.1 — La co-commande E°(t) , et la quasi-commande w°(t), t € [0, t, = 7.5155].

La procédure finale consiste & trouver la solution v = (y, 7., Ts = (71, 2)) € R? x R x R? de

Plo) = ( Fi(v) ) _ ( k(re, Ty) )
Fy(v) E(y, 7, t)

K(T, Ts) = eA(T*_t*)X(T*, Ty),

5 équations :

D’une part, on a :

avec

Te 2 T
X(1,,T,) = k°(t,) + L/ q(t.,t)sign B (1) dt — 2L Z signE°(7?) / q(t., t)dt
t k=1 TO

«=T7.5155 :
T 1(7.5155 — t)? . 1(7.5155 — t)?
= Ho(t*) — / 7.5155 —1 dt — 2/ 7.5155 —1 dt
t«=7.5155 9=2.0833
1 1
. (7.5155 — t)?
+ 2/ 7.5155 —1t dt,
79=6.1454 1
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[ 175155 — )3 | 175155 — 1) | L(75155 — 1) |
6\ 3\ 3\
X (7, Ty) = () + | L2 — 7.5155¢ + | 2~ 15.0309t — | ©—15.0309t
¢ ot ot
L 7.5155 2.0833 6.1454

£(7.5155 — 7,)* + £(7.5155 — 71)% — 3(7.5155 — 73)® — 26.2876
= r(t,) + 1r2 — 751557, + 1 — 15.0310m — 73 + 15.03107; + 0.6097 :
—Te — 27 + 279 — 0.6087

ou

£.=7.5155
KO(t,) = et al + / et b0 () dt
0

1 1
sosss | 3(7-5155 —t)? oqasa [ (75155 —t)?
= bl — / 7.5155 — t dt +/ 7.5155 —t dt
0 1 2.0833 1
1 2
- erss [ 3(7-5155 — 1)
- 7.5155 — t dt
6.1454
1
2.0833
1 7.5155 28.2410 16 £(7.5155 — t)3 —£(7.5155 — t)3
=0 1 75155 0 |+ | 3t*—7.5155¢ + | —5t*+7.5155¢
0 0 1 0 —t t
0 2.0833
r 1 3 7.5155
$(7.5155 — t)
+ | 3t* —7.5155t
—t
L 6.1454
16 —44.0331 26.2876 —0.4287 —2.1742
=| 0 |+ | —134870 |+ | 138158 |+ | —0.938 | = —0.6098 |,
0 —2.0833 4.0621 —1.3701 0.6087
on obtient :
T . 2 . i
X(r,Ty) = KO(8) + L / (b, )signEO(r9)dt — 21y sign EO(+0) / ot 1)t
t.=T7.5155 —1 70
3(7.5155 — 7,)% + §(7.5155 — 71)3 — £(7.5155 — )3 — 28.4618 0
= 272 — 7.51557, + 7¥ — 15.03107; — 74 + 15.03107, = o0 |. (429

—Ty — 271 + 279
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D’autre part, on a :
%(T* —1)?

E(y,T*,t) = (yTa 1)Q(T*7t) = (?/1,92, 1) Te — 1t

1
= §y1(7'*—t)2—|—y2(7'*—t)+1.
D’ou
B o _ E(y, T, 1) _ %yl(r* — 7'1)2 +yo(re — 1)+ 1 _ 0 (429)
E, E(y, T, T2) Y1(Te — )+ yo(1e — 1) + 1 0

On forme la matrice Jacobienne :

( OX (T4, Ts) ) ( 0X (7, Ts) ) < OX (74, Ts) )
JF(v) Ay 3%2 or, 3x1 T 3%2 T, = (11, 7).

B ( aE(yaT*aTS) ) ( 5’E(y,7'*,Ts) ) ( 8E(y77—*aTs) )
dy 2%2 o, 2x1 T 2%2

En effet, on calcule :

|

0X(r.,Ts) 0
8y — U3x2,
1
e —5(7.5155 — 7.)?
(87: 5) .y signEO(Tg)q(7.5155aT*) = —q(7.5155, 1) = Te — 7.5155 ’
~1
0X (7., T,) 2 —(7.5155 = )*  (7.5155 — 1)?
aTTM == 2L signEC(7))Qo(7.5155,T,) = | —2(7.5155 — 1) 2(7.5155 — 1) |,
S k=1
-9 2
By, 7., T a(re =) 7—
0 (y7T - ) = (QT(T*yTS))2><2 - i<7— Tl) " " )
dy (e =m)’ T

T, Y1(Te — T2) + 12
8E(y7 Ty TS) _ diag(—u(T T )) _ _(y1<7—* - Tl) + yQ) 0
0T, ’ 0 —(y1(7e — T2) +12) ’
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ou

Q(r., Ty) =

V(T*v Ts) = yT(ﬁ(T*;Ts))2><2 = (y17y2) (

Donc

(e —m)? 3(T — )

N |

T« —T1 T« — T2 s ﬁ(T*uTs):

1 1
0 0 —%(7.5155—7*)2
7, — 7.5155
—1
S(m—m)? =Tt YT —T1) e
5 (7 = 7)° =T (T —T2) 1

Te —T1 Ty — T2

Te —T1 Ty — T2
1 1
0 0

—(7.5155 — 1)?
—2(7.5155 — 1)
—2
— (i (7 — 1) + 12)
0

) = (yi(7e = 71) + ¥2, (T — T2) +y2) .

(7.5155 — 73)2

2(7.5155 — 7)
2

0

—( (7 = 72) +42)

On résout le systeme (4.29)-(4.29") avec la méthode de Newton, en commengant par I’approxi-

mation initiale :

v = (3°, 79 = tx, T?) = (0.2687, —0.9140, 7.5155, 2.0833, 6.1454)",

Pour € = 107*, on trouve les résultats présentés dans le tableau ci-dessous :

Ces itérations convergent vers la solution : v* = (y, 7., T,)T = (0.1667, —0.6667, 8, 2, 6)T.

Pour cet exemple considéré, y = (0.1667, —0.6667), le temps minimal du probléme (4.1)-(4.4)

est 7, = 8, avec les points de commutation 7, = 2 et 75 = 6, correspondant au controle optimal

exact du probleme [27], ou

—1, te
wit)=4 1, te
~1, te
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Uk J’(,Uk:)—lF(,Uk> 'Uk+1 H ,Uk—l-l _ ,Uk:) H

0.2687 0.1651 0.1036

—0.9140 —0.3820 —0.5320

7.5155 —0.5818 8.0973 0.7257
2.0833 0.0796 2.0037

6.1454 0.0931 6.0523

0.1036 —0.0610 0.1647

—0.5320 0.1323 —0.6643

8.0973 0.0951 8.0022 0.1813
2.0037 0.0034 2.0003

6.0523 0.0509 6.0014

0.1647 —0.0020 0.1667

—0.6643 0.0024 —0.6667

8.0022 0.0022 8.0000 0.0041
2.0003 0.0003 2.0000

6.0014 0.0014 6.0000

0.1667 —0.1224 0.1667

—0.6667 0.0656 —0.6667

8.0000 107° 0.0905 8.0000 1.7747 x 107
2.0000 0.0160 2.0000

6.0000 0.0613 6.0000

TABLE 4.1 — Résultats de la méthode de Newton & partir de I'approximation initiale v° =
(y°, 70 = tx, T?) = (0.2687, —0.9140, 7.5155, 2.0833, 6.1454)T avec e = 107,

et sa trajectoire correspondante s’écrit :

zi(t)
v (1) = | a3(t)
z3(1)
1 256
—gt?’ + 4t% — 32t + = 2% (8) 0
= —%tQ + 8t — 32 s t= [07 8]7 avec l'*(8> = x§(8) =
—t4+8 z5(8)
Dans la figure suivante, on représente la commande optimale u*(t), t € T = [0,8], et les

composantes de la trajectoire correspondante z*(t), t € [0, §].
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: i—u(t)
1] TTTETERI 1 !
: T
0GR S : -----------
: 1
Qe T B
: 1
TR o d
0.2 : I
= : 1 =
02 S e D T | EETRTEIRRE-PRRRPRN
: : 1
L b
0.4 E i :
: 1
Sk R RUERERRERR et
: I | o il I e SRRRESNS s
B d ‘ : : : : : :
1 :
! : -4 i
0 1 G 7 g 0 1 2 3 4 5 B 7 g
t t

FIGURE 4.2 — Commande optimale u*(t) et les composantes de la trajectoire optimale x*(t),
teT=0,8].
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Conclusion générale

Le controle optimal est I'un des domaines d’application les plus importants de la vie réelle,
ayant pour but de faire évoluer I’état d’un systeme dynamique de maniere a le ramener a un
état désiré, tout en minimisant un certain critere donné : énergétique, économique, temporel,
etc. Dans notre these, il s’agit de déterminer a la fois le controle et le temps terminal de ma-
niere a minimiser un critere choisi a 'avance, comme en particulier le probleme de transfert
en temps minimal. Les méthodes directes, telles que la méthode adaptée, et les méthodes indi-
rectes, comme la méthode de tir, peuvent offrir des avantages considérables pour résoudre un
tel probleme, mais comportent également des inconvénients.

La méthode adaptée de programmation quadratique permet de commencer l'itération a partir
d’une commande admissible. Elle est facile a appliquer et relativement robuste face a l'initia-
lisation, mais elle fournit une trajectoire et une commande en boucle ouverte (u en fonction
du temps), ce qui la rend moins adaptée a certains cas spécifiques, comme celui des systemes
d’équations non linéaires. La méthode du tir repose sur le principe du maximum, qui fournit
une condition nécessaire et suffisante d’optimalité. Bien qu’elle assure une convergence rapide
avec une bonne précision pour résoudre des problemes de controle optimal, elle est fortement
dépendante de l'initialisation. En effet, elle transforme le probleme de controle optimal en la
résolution d’un systeme d’équations non linéaires en utilisant la méthode de Newton. Ces deux
approches visent a trouver une commande optimale et suboptimale, mais elles nécessitent de
nombreux calculs, ce qui les rend invalidantes.

Une méthode hybride est également présentée dans cette these pour résoudre le probleme de
controle optimal en temps minimal, afin de pallier 'inconvénient majeur des méthodes indi-
rectes, a savoir la sensibilité par rapport a l'itération initiale [3]. Pour cela, on considere un
probleme auxiliaire avec un temps terminal libre et on le résout par la méthode adaptée de
programmation quadratique en minimisant la norme de I’état final du systeme dynamique, et
ce, apres lavoir transformé en un probléme bilinéaire-quadratique a temps terminal fixe [5]. La

méthode adaptée présente une sensibilité réduite aux conditions initiales, la rendant idéale pour
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initialiser la procédure finale. Ainsi, il est intéressant de bénéficier de I'excellente précision nu-
mérique fournie par la méthode de Newton, tout en réduisant considérablement le désavantage
du a la petitesse de son domaine de convergence, et ce, grace au point de départ fourni par la
méthode adaptée. On obtient ainsi une idée assez précise de la structure des commutations avec
une approximation du temps minimal et de I’état terminal nul. Pour calculer le temps minimal
du probleme originel avec une grande précision, on met alors en ceuvre une procédure finale
indirecte, s’apparentant a la méthode de tir (shooting method).

Le controle optimal est une spécialité des mathématiques appliquées en pleine expansion,
bénéficiant d’avancées méthodologiques qui améliorent efficacement son application dans diffé-
rents domaines, tels que la technologie, I’économie, la biologie, la finance, etc. En particulier,
le controle optimal en temps minimal suscite un intérét croissant en raison de sa grande diver-
sité d’applications. Ce domaine de recherche offre de nombreuses perspectives, qu’elles soient
théoriques, numériques ou pratiques :

— Il est intéressant d’appliquer cette méthode a des problemes de controle optimal en temps

minimal, en traitant des systemes non linéaires ou avec des contraintes générale ;

— Appliquer 'algorithme qu’on a élaboré pour traiter les systemes non linéaires, avec une
commande multivariable ou une fonctionnelle dépendant a la fois de I’état final et du
temps terminal libre;

— Appliquer la méthode hybride pour résoudre des problemes concrets de controle optimal
en temps minimal en combinant différentes techniques de controle dans un contexte
réel. En particulier, dans le domaine de I’aviation, gérer la trajectoire de deux avions
afin de prévenir tout risque de collision en vol. Les variables a controler correspondent
aux parametres que 'on peut ajuster pour guider les avions d’une maniere optimale, au
moyen de la vitesse et de la direction. L’objectif est de minimiser le temps nécessaire

pour que les avions suivent des trajectoires qui respectent les regles de sécurité.
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RESUME

Dans cette thése, on présente une méthode hybride pour résoudre le probleme de contréle opti-
mal en temps minimal. Pour cela, on considére un probléme auxiliaire a temps terminal libre qu’on
transforme en temps terminal fixe. La méthode proposée combine la méthode directe de support et
une procédure finale indirecte, s’apparentant ¢ la méthode de tir.

Cette approche par le probléme auxiliaire peut étre considérée comme une méthode de controle opti-
mal a deux phases, ot on essaie ¢ la fois de faire tendre la norme vers zéro tout en minimisant le temps.

Mots clés: Controle Optimal avec Temps Terminal Libre; Temps Minimal; Principe du Maximum;
Méthode Directe de Support; Procédure Finale; Méthode de Tir.

ABSTRACT

In this thesis, a hybrid method is presented to solve a minimum time optimal control problem. For
this, we consider an auxiliary problem with free terminal time which is transformed into another one
with a fixed terminal time. The proposed method combines the direct support method for optimal
control problems with a fixed terminal time and an indirect finishing procedure, similar to the shooting
method.

This approach by the auxiliary problem can be considered as a two-phase optimal control method,
where we try to make the norm tending to zero while minimizing the time.

Key words : Optimal Control with Free Terminal Time; Minimum Time; Maximum Principle;
Direct Support Method; Finishing Procedure; Shooting Method.

AGZUL

Deg ugemmir ayi, nsumer-ed yiwet n tarrayt taregnayt i wakken ad’nefru yiwen wegnu n weswad
akkay deg wakud adday. Ilmend n waya, ad’'nmuqel yiwen wegnu amalel es wakud aneggar d ilelli,
ara nbeddel yer wakud aneggar iressan. Tarrayt i d-ittwasumren teddes tarrayt tusridt n usalel aked
yiwen umecwar usali arusrid, icuban tarrayt n welday.

Tayazt agi syur agnu amalel nezmer ad’tt-nmuqgel amzun d-tarrayt n weswad akkay mm sin imecwaren,
anda neerred ad’nessiz alugen ~ver wayru mi’ara nessemzay akud.

Awalen n tsura: Aswad akkay es wakud aneggar d ilelli; Akud adday; Azwir afellay; Tarrayt
tusridt n usalel; Amecwar n usali; Tarrayt n welday.
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