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Introduction

Ce mémoire est une sorte d�état de l�art des théorèmes du point �xe, on y a étudié

les théorèmes du point �xe les plus célèbres :Banach, Brouwer, Schauder et Krasnoselskii

ainsi que les di¤érents algorithmes liés à ces théorèmes.

Le théorème de l�application contractante établi par Banach en 1922 dit qu�une con-

traction d�un espace métrique complet dans lui-même admet un point �xe unique, de plus

il fournit un algorithme d�approximation du point �xe comme limite d�une suite itérée.

Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous

sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l�application d�un

intervalle fermé borné dans lui-même.

Le théorème du point �xe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du

théoréme du point �xe de Brouwer, il a¢ rme qu�une application continue sur un con-

vexe compact admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la première fois, Krasnoselskii a élaboré son théorème du point �xe

qui a¢ rme que dans un convexe compact toute application qui se met sous la forme d�une

somme de deux applications dont l�une est continue et compacte et l�autre contractante

admet un point �xe.

Tous les algorithmes liés à ces théorèmes sont aussi abordés.

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré d�une part, à quelques dé�nitions de base et il rassem-

ble toutes les notions et résultats que nous utiliserons par la suite.

Le deuxième chapitre constitue l�objectif de ce travail, il traite les principaux théorèmes

du point �xe.

Le troisième chapitre concerne les di¤érents algorithmes liés aux théorèmes du point

�xe.
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Introduction

Nous achevons ce travail par applications de l�algorithme de Mann et Krasnoselskii

sur un exemple et une conclusion.
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CHAPITRE

1 préliminaires

Ce chapitre rappelle quelques notions de bases et les principaux résultats mathéma-

tiques qui seront utilisés tout le long de ce travail.

1.1 Généralités

1.1.1 Convexité

Dé�nition 1.1.1 (Ensemble convexe) Un sous-ensemble C de Rn est dit convexe si

8x; y 2 C; 8� 2 [0; 1] ; �x+ (1� �)y 2 C:

D�un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu�il contient

deux points contient nécessairement le segment les reliant.

Proposition 1.1.1 On a les propriétés élèmentaires suivantes :

� Si C1; C2 sont deux convexes de Rn et �1; �2 deux réels, alors C1�1 + C2�2 est un

convexe de Rn:

� Si (Cj)j2J est une famille quelconque de convexes de Rn, alors \
j2J
Cj est un convexe

de Rn:

� Si C est un convexe de Rn et f : Rn ! Rn est une application a¢ ne, alors f(C)

est un convexe de Rn:
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1.1. Généralités

Dé�nition 1.1.2 (Espace uniformément convexe) On dit qu�un espace de Banach

X est uniformément convexe si

8" > 0; 9� > 0 tel que [ 8x; y 2 X; kxk 6 1; kyk 6 1; kx� yk > "])
�x+ y2

 < 1� �� :
1.1.2 Connexité

Dé�nition 1.1.3 (Espace connexe) On dit qu�un espace topologique X est connexe

s�il n�est pas réunion de deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, si U

et V sont deux ouverts de X tels que X = U [ V et U \ V = ; alors U = ; ou V = ; .

Exemple 1.1.1 Les parties connexes de R sont des intervalles.

Proposition 1.1.2 On a les propriétés élèmentaires suivantes :

� Soit (Ci)i2I une famille quelconque de parties connexes de X. S�il existe un indice

i0 2 I tel que pour tout i 2 I, Ci0 \ Ci 6= ; alors [
i2I
Ci est connexe.

� Soit (Cn)n�0 une famille dénombrable de parties connexes de X. Si pour tout

n � 0; Cn \ Cn+1 6= ; alors [
n�0
Cn est connexe.

Proposition 1.1.3 Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

� L�espace X est connexe.

� L�espace X n�est pas réunion de deux ensembles fermés non vides disjoints.

� Il n�existe pas dans X d�autres parties qui soient à la fois ouvertes et fermées que

X et ;:

Théorème 1.1.1 Soient X et Y deux espaces topologiques et soit T : X ! X une

application continue. Si X est connexe alors T (X) est connexe.

1.1.3 Equation intégrale linéaire

Dé�nition 1.1.4 On appelle équation intégrale linéaire toute équation qui contient

une fonction inconnue sous le signe d�intégration et qui est linéaire par rapport à cette

fonction inconnue.

4



1.1. Généralités

� L�équation du typeZ b

a

K (t; s)u (s) ds+ ' (t) = 0 (resp.
Z t

a

K (t; s)u (s) ds+ ' (t) = 0

est dite de Fredholm de première espèce (resp. de Volterra de première es-

pèce) où u est la fonction inconnue, K et ' des fonctions continues et s; t parcourent un

segment donné [a; b] : Si la fonction ' est nulle, on dit qu�une telle équation est homogène

et dans le cas contraire l�équation est dite non homogène.

�L�équation du type

u (t) = �

Z b

a

K (t; s)u (s) ds+ ' (t) (resp. u (t) = �
Z t

a

K (t; s)u (s) ds+ ' (t)

est dite de Fredholm de deuxième espèce ( resp. de Volterra de deuxième

espèce).

1.1.4 Compacité

Dé�nition 1.1.5 (Application compacte) Soient X et Y deux espaces de Banach.

Une application linéaire continue T 2 L (X;Y ) est dite compacte si l�image T
�
�BX
�
par

l�application T de la boule unité fermée �BX de l�espace X est relativement compacte

dans Y:

Dé�nition 1.1.6 (Application demi compacte) Soit H un espace de Hilbert et K un

sous ensemble de H. Une application T : K ! H est dite demi compacte si elle a

la propriété que pour tout fung suite bornée dans H telle que fTun � ung est fortement

convergente, il existe une sous suite funkg de fung qui est fortement convergente.

Dé�nition 1.1.7 (Applications homotopes) Soient X et Y deux espaces topologiques,

f et g deux applications continues de X dans Y . On dit que f et g sont homotopes

s�il existe une application T : X � [0; 1] ! Y continue telle que T (x; 0) = f(x) et

T (x; 1) = g(x) pour tout x de X:

Dé�nition 1.1.8 (Rétraction) Soient A un ensemble et B une partie de A. On dit que

f est une rétraction de A sur B s�il s�agit d�une application de A dans B qui est égale

à l�identité sur B:
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1.1. Généralités

Dé�nition 1.1.9 (Lacet) Si X est un espace topologique, on appelle lacet sur X toute

application continue  : [0; 1] ! X telle que

(0) = (1):

Dans le cas où X = C, on peut dé�nir l�indice Ind(; z0) d�un lacet  par rapport à z0 2 C

n ([0; 1]) :il correspond au nombre (entier relatif) de tours e¤ectués par le lacet autour

de ce point.

On peut l�obtenir en calculant :

Ind(; z0) =
1

2�i

Z


dz

z � z0
:

1.1.5 Contraction

Dé�nition 1.1.10 (Application lipschitzienne) Soient (X; d) un espace métrique et

T : X ! X une application. On dit que T est lipschitzienne ou k�lipschitzienne

s�il existe k > 0 telle que

8x; y 2 X : d(Tx; Ty) 6 k:d(x; y) (1.1.1)

� Le plus petit réel k qui véri�e l�inégalité (1:1:1) est appelé constante de Lipschitz.

� Si k 2 [0; 1[ ; l�application T est dite contractante.

� Si k = 1; l�application T est dite non expansive.

Dé�nition 1.1.11 (Application contractive) Soit (X; d) un espace métrique. L�application

T : X ! X est dite contractive si

d(Tx; Ty) < d(x; y); 8x; y 2 X; x 6= y:

Dé�nition 1.1.12 (Application a�contractive) Soit (X; d) un espace métrique. L�application

T : X ! X est dite a�contractive s�il existe une constante a 2 ]0; 1] telle que T est

a�lipschitzienne.

Dé�nition 1.1.13 (Application fortement contractive) Soit (X; k:k) un espace vec-

toriel normé réel ou complexe, K un sous ensemble convexe fermé de X. L�application

T : K ! K est dite fortement contractive s�il existe une constante 0 < k < 1 telle

que pour tout x et y dans K

kTx� Tyk � k kx� yk :

6



1.1. Généralités

Dé�nition 1.1.14 (Application pseudo contractante généralisée) Soit H un espace

réel de Hilbert muni de sa norme k:k et de son produit scalaire h:i ; et K un sous ensemble

non vide de H: L�application T : K ! K est dite pseudo contractante généralisée

si, pour tout x; y 2 K, il existe une constante k > 0 telle que

kTx� Tyk2 � k2 kx� yk2 + kTx� Ty � k(x� y)k2 (1.1.2)

La condition (1:1:2) est équivalente à

hTx� Ty; x� yi � k kx� yk2

Ou encore

h(I � T )x� (I � T )y; x� yi � (1� k) kx� yk2 ; (1.1.3)

Où I est l�application identité.

Remarques 1.1.1 .

1. Si T est pseudo contractante généralisée avec k < 1; alors (I � T ) est fortement

monotone.

2. Pour k = 1 dans l�inégalité (1:1:2), T est dite pseudo contractante.

Dé�nition 1.1.15 (Application quasi contractive) SoitX un espace normé. L�application

T : X ! X est dite quasi contractive s�il existe un nombre k; 0 � k < 1 tel que

pour tout x; y 2 X

kTx� Tyk � k:M(x; y);

Où

M(x; y) = max fkx� yk ; kx� Txk ; ky � Tyk ; kx� Tyk ; ky � Txkg :

Dé�nition 1.1.16 Soit X un espace réel de Banach. L�application T de domaine D (T )

et de rang R (T ) de X est dite

1. Fortement pseudo contractante s�il existe k > 0 telle que pour tout x; y 2 D (T )

il existe j (x; y) 2 J (x; y) tel que

h(I � T )x� (I � T ) y; j (x� y)i � k kx� yk2 :

7



1.1. Généralités

2. Pseudo contractive si pour tout x; y 2 D (T ) ; il existe j (x; y) 2 J (x; y) tel que

h(I � T )x� (I � T ) y; j (x� y)i � 0

où J est l�application de la dualité dans un espace normé.

Dé�nition 1.1.17 L�application T de domaine D (T ) et de rang R (T ) dans X est dite

1. Fortement accrétive s�il existe un nombre positif k tel que pour tout x; y 2 D (T ),

il existe j (x; y) 2 J (x; y) tel que

hTx� Ty; j (x� y)i � k kx� yk2 ;

2. Accrétive si pour tout x; y 2 D (T ) ; on a

hTx� Ty; j (x� y)i � 0:

1.1.6 Suite bornée, théorème d�Ascoli-Arzéla

Dé�nition 1.1.18 (Suite de fonctions simplement bornée ) Soit (fn)n2N une suite

de fonctions d�un espace métrique X vers R (ou Rd).

On dit que la suite (fn)n2N est simplement bornée si pour tout x de X, l�ensemble

ffn(x); n = 1; 2; :::g est borné dans R (ou Rd), ou bien s�il existe une fonction 	 : X ! R

telle que

8n 2 N; 8x 2 X; jfn(x)j � 	(x) (ou kfnk � 	(x)):

Dé�nition 1.1.19 (Suite de fonctions équicontinue) Une suite de fonctions (fn)n2N

d�un espace métrique X vers R (ou Rd) est dite équicontinue si elle véri�e la condition

8x 2 X; 8" > 0; 9� > 0 = 8n 2 N; 8y 2 X; d(x; y) � � ) kfn(x)� fn(y)k < ":

Ou

8x 2 X; 8" > 0; 9� > 0 = 8n 2 N; 8y 2 X; d(x; y) � � ) jfn(x)� fn(y)j < ":

Proposition 1.1.4 Soit (fn)n2N une suite de fonctions continue sur l�espace métrique

compact K et à valeurs dans R (ou Rd).

On suppose que la suite (fn)n2N converge uniformément vers une fonction f sur K:

Alors la suite (fn)n2N est équicontinue.

8



1.1. Généralités

Théorème 1.1.2 Soit K un espace métrique compact et (fn)n2N une suite de fonctions,

simultanément équicontinue et simplement bornée. Alors

1: (fn)n2N est uniformément bornée;

2: (fn)n2N contient une sous suite (fnk) qui converge uniformément.

Théorème 1.1.3 (Arzelà-Ascoli) Soit (X; d) un espace métrique compact, (Y; �) un

espace métrique complet. Une partie A de C (X;Y ) est relativement compacte si et seule-

ment si :

1: A est équicontinue;

2: Pour tout x 2 X, l�ensemble A(x) = ff(x); f 2 Ag est relativement compact.

1.1.7 Espace de Lebesgue Lp

Théorème 1.1.4 (La convergence dominée de lebesgue)

Soit (fn)n2N une suite de fonctions appatenant à L
1 (
) avec 
 � Rn:

On suppose que :

1:fn(x)! f(x) p:p sur 
;

2:Il existe une fonction g 2 L1 (
) telle que

8n 2 N; jfn(x)j � g(x) p.p sur 
:

Alors

f 2 L1 (
) et kfn � fkL1(
) ! 0

1.1.8 Types d�opérateurs

Dé�nition 1.1.20 (Opérateur de Zam�rescu) Soit (X; d) un espace métrique. L�opérateur

T : X ! X est appelé opérateur de Zam�rescu s�il existe des nombres réels a; b; c

satisfaisant 0 < a < 1; 0 < b; c < 1
2
tels que pour tout couple (x; y) 2 X; l�une des

conditions suivantes est véri�ée

(z1) d(Tx; Ty) � ad (x; y) ;

(z2) d(Tx; Ty) � b[d(x; Tx) + d(y; Ty)] ;

(z3) d(Tx; Ty) � c[d(x; Ty) + d(y; Tx)]:

9



1.1. Généralités

Dé�nition 1.1.21 (Opérateur de Kannan) Soit X un espace Banach, K un sous-

ensemble convexe fermé de X. L�opérateur T : K ! K est appelé opérateur de

Kannan s�il existe b 2
�
0; 1

2

�
tel que

d(Tx; Ty) � b [d(x; Tx) + d(y; Ty)] pour tout x; y 2 X:

Dé�nition 1.1.22 (Opérateur de Chatterjea) Soit X un espace Banach, K un sous

ensemble convexe fermé de X: L�opérateur T : K ! K est appelé opérateur de

Chatterjea s�il existe c 2
�
0; 1

2

�
tel que

d(Tx; Ty) � c [d(x; Ty) + d(y; Tx)] pour tout x; y 2 X:

Dé�nition 1.1.23 Soit X un ensemble non vide et T : X ! X une application. On

dit que x 2 X est un point �xe de T si

T (x) = x:

On note l�ensemble des points �xes de T par FT ou FixT qui est dé�ni par

FixT = FT = fx 2 X =T (x) = xg :

10



CHAPITRE

2 Les di¤érents théorèmes

du point �xe

Le but de ce chapitre est l�étude de quelques théoèmes du points �xe, on commencera

par le plus simple et le plus connu d�entre eux :le théorème du point �xe de Banach

pour les applications contractantes, on verra ensuite des théorèmes plus puissants et un

peu plus profonds, on pourra ainsi étudier successivement le théorème du point �xe

de Brouwer valable en dimension �nie puis le théorème du point �xe de Schauder

qui en est la généralisation en dimension in�nie et en�n nous abordons le théorème

du point �xe de Krasnoselskii, un théorème d�existence du point �xe concernant

les applications qui s�écrivent sous la forme de somme de deux fonction, dont l�une est

continue et compacte et l�autre est contractante.

2.1 Théorème du point �xe de Banach

Le théorème du point �xe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de

contraction de Banach ou encore théorème du point �xe de Picard, est apparu

pour la première fois en 1922 dans le cadre de la résolution d�une équation intégrale.

Théorème 2.1.1 (Principe de contraction de Banach, 1922)

Soit (X; d) un espace métrique complet. Soit T : X ! X une application contrac-

tante de constante de contraction k: Alors

9!x 2 X tel que Tx = x:

11



2.1. Théorème du point �xe de Banach

Preuve. Soit x0 2 X; on dé�nit la suite (xn)n2N par :

8n 2 N; xn+1 = Txn:

Montrons que

8n 2 N; d (xn; xn+1) � knd (x0; x1) :

On raisonne par récurrence

� Pour n = 0, on a :

d (x0; x1) � k0d (x0; x1) c�est véri�é:

� Supposons que la condition est vraie pour n et montrons qu�elle est vraie pour

(n+ 1), c�est-à-dire on montre :

d (xn+1; xn+2) � kn+1d (x0; x1) ;

On a :

d (xn+1; xn+2) � k [knd (x0; x1)] � kn+1d (x0; x1) :

D�où

8n 2 N; d (xn; xn+1) � knd (x0; x1) :

� Montrons que (xn)n2N est de Cauchy.

Soient p; q 2 N (p � q) :

d (xp; xq) � d (xp; xp+1) + d (xp+1; xq)

� d (xp; xp+1) + d (xp+1; xp+2) + :::+ d (xq�1; xq)

� kpd (x0; x1) + k
p+1d (x0; x1) + :::+ k

q�1d (x0; x1)

� d (x0; x1) :
�
kp + kp+1 + :::+ kq�1

�
= d (x0; x1) :k

p

�
1� kq�p
1� k

�
� d (x0; x1)

1� k :kp

Donc

d (xp; xq) �
d (x0; x1)

1� k :kp < ";

alors (xn)n2N est une suite de Cauchy dans (X; d) ; et puisque il est complet, on en

déduit qu�elle est convergente dans X. i.e

lim
n!1

xn = x:
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2.2. Théorème du point �xe de Picard

� L�existence du point �xe :

On montre que x = lim
n!1

xn est un point �xe de T:

On a :

xn+1 = Txn; 8n 2 N

) lim
n!1

xn+1 = lim
n!1

Txn

) x = T lim
n!1

xn; car T est continue

) x = Tx

) x est un point �xe de T .

� L�unicité du point �xe :

Raisonnons par l�absurde. Supposons qu�il existe x1 et x2 tel que x1 6= x2:

Si x1 est point �xe ) x1 = Tx1:

Si x2 est point �xe ) x2 = Tx2:

De plus,

d (Tx1; Tx2) � k d (x1; x2)

d (x1; x2) � k d (x1; x2)

1 � k contradiction car k < 1:

D�ou l�unicité.

2.2 Théorème du point �xe de Picard

Théorème 2.2.1 Soit (X; d) un espace métrique complet et T : X ! X une appli-

cation contractante. Alors T possède un unique point �xe x; et pour tout x0 2 X; la suite

T n (x0) converge vers x; La vitesse de convergence véri�e alors

d (x0; T
n (x0)) �

kn

1� k :d (x1; x0) :

où T n = T � T � T � ::: � T| {z }
n fois

:

Preuve. Analogue à celle du théorème précèdent.
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2.3. Théorème du point �xe de Brouwer

Exemple 2.2.1 Soient X = R et f une application telle que

f : R ! R

x 7! f(x) = 1
2
x+ 1

Alors f est contractante et elle admet un unique point �xe x = 2:

Remarque 2.2.1 Les exemples suivants montrent que chacune des hypothèses du théorème

2.2.1 est réellement utile.

Exemple 2.2.2 1. . Si X n�est pas stable par f :

f(x) =
p
x2 + 1 surX = [0; 1]

:On a X est fermé dans R donc il est complet car R est complet.

De plus, f 0(x) = xp
x2+1

< 1; ce qui implique que sup
x2[0;1]

jf 0(x)j < 1; donc f est

contractante sur [0; 1] : Mais f n�admet pas de point �xe car f([0; 1]) = [1; 2] *

[0; 1] ; i:e: X n�est pas stable par f:

2. Si X n�est pas complet :

f(x) =
sin x

2
sur X =

i
0;
�

4

i
:

On a f
��
0; �

4

��
=
i
0;

p
2
4

i
�
�
0; �

4

�
et sup

x2X
jf 0(x)j = 1

2
< 1; alors f est contractante.

Mais f n�admet pas de point �xe car X n�est pas fermé dans R: Donc X n�est pas

complet.

2.3 Théorème du point �xe de Brouwer

Théorème 2.3.1 Soit B la boule unité fermée de R2: Alors toute application continue

de B dans elle�même admet un point �xe.

Preuve. Soit F 2 C0(B;B). Supposons que F n�admet aucun point �xe. Pour x 2 B

on peut alors noter G(x) le point d�intersection entre la demi droite d�origine F (x) passant

par x et la sphère S1.

Fixons x 2 B. Le point G(x) 2 S1 est alors caractérisé par le système d�équation

suivant, d�inconnue � > 0 8<: G(x)� F (x) = �(x� F (x))

kG(x)k2 = 1

14



2.3. Théorème du point �xe de Brouwer

Ce système est équivalent à l�équation suivante :

k�(x� F (x)) + F (x)k2 � 1 = 0 (2.3.1)

Ce qui peut se réécrire, en développant, de la façon suivante :

Px(�) = 0 avec Px = kx� F (x)k2X2 + 2 hx� F (x); F (x)iX + kF (x)k2 � 1 (2.3.2)

Remarquons que :

� Px(0) = kF (x)k2 � 1 6 0 car F (x) 2 B ;

� Px(1) = kxk2 � 1 6 0 car x 2 B ;

� Px(�)!1 quand n! +
�
1:

De fait le polynôme du second degré Px admet deux racines, l�une négative ou nulle et

la seconde supérieure ou égale à un. Ces deux racines sont distinctes donc le discriminant

de Px est nécessairement strictement positif, i.e.

�(x) = 4 hx� F (x); F (x)i2 + 4 kx� F (x)k2 (1� kF (x)k2) > 0

Si on suppose trouvée une solution � de (2:3:2), il s�agit alors nécessairement de la racine

strictement positif de Px, i.e. de

�(x) =
�2 hx� F (x); F (x)i+

p
�(x)

2 kx� F (x)k2

=
�hx� F (x); F (x)i+

q
hx� F (x); F (x)i2 + kx� F (x)k2

�
1� kF (x)k2

�
kx� F (x)k2

Réciproquement, on véri�e que �(x) est bien une solution strictement positive de (2:3:2)

et donc G(x) = �(x). De plus, si x 2 S1; Px(1) = 0 et donc �(x) = 1 et comme x 7�! �(x)

est continue G l�est :on a construit une rétraction de B sur S1.

� Par homotopie :

Fixons à présent s 2 [0; 1] et paramétrons le cercle de centre 0 et de rayon s par

l�application suivante :

xs : [0; 1] ! B

t 7! (s cos (2�t) ; s sin (2�t))

15



2.4. Théorème du point �xe de Schauder

on peut alors dé�nir un lacet s de B via s : t ! G � xs (t) : En particulier, 0 est

le lacet trivial en G (0) et 
1
parcoure S1 une fois dans le sens direct, i.e. 8t 2 [0; 1] ;


1
(t) = e2�it: Alors :

Ind
0
(0) =

1
2�it

Z

0

dz

z
=

1
2�it

Z 1

0


0

0
(t)


0
(t)
dt = 0

et

Ind
1
(0) =

1
2�it

Z

1

dz

z
=

1
2�it

Z 1

0

2�ite
2�it

e2�it
dt = 1

On considère à présent l�application suivante :

s : [0; 1]� : [0; 1] ! B

(s; t) 7! s (t) = G � xs (t)

Comme G (0) 6= 0 (car 0 2 S1) ; cette application est en fait à valeurs dans Bn f0g ; et

transforme continuement 0 en 1 (car s 7! xs est continue) :ces deux lacets donc sont

homotopes dans Cn f0g et donc Ind0 (0) = Ind0 (1) ; ce qui est absurde.

On en déduit qu�il ne peut exister de rétraction de B sur S1; et donc que F admet un

point �xe.

2.4 Théorème du point �xe de Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder prolonge le théorème de Brouwer pour

montrer l�existence d�un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact

dans un espace de Banach. Il est établi en 1930:

Théorème 2.4.1 Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d�un espace

de Banach X, et supposons que T : K ! K soit une application continue. Alors T

admet un point �xe.

Preuve. Soit T : K ! K une application continue, comme K est compact, alors

T est uniformément continue; Donc si on �xe " > 0; il existe � > 0 tel que, pour tout

x; y 2 K on ait

kTx� Tyk � " dès que kx� yk � �:

De plus, il existe un ensemble �ni de points fx1; x2; ::; xpg � K tels que les boules ouvertes

de rayon � centrées aux xj recouvrent K, i.e. K � [
1�j�p

B (xj; �) :
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2.4. Théorème du point �xe de Schauder

Soit L = hT (xj)i1�j�p ; sous espace engendré par les T (xj), alors L est de dimension

�nie, et K� = K \ L est convexe compact de dimension �nie.

Pour 1 � j � p; on dé�nit la fonction continue 	j : X ! R par

	j =

8<: 0 si kx� xjk > �

1� kx�xjk
�

sinon

et on voit que 	j est strictement positive sur B (xj; �) et nulle en dehors. On a donc,

pour tout x 2 K
pX
j=1

	j (x) > 0;

Pour 1 � j � p: Soit 'j : K ! R dé�nie par

'j (x) =
	j (x)
pP
k=1

'k (x)

pour lesquelles on a
pX
j=1

'j (x) = 1; pour tout x 2 K:

On pose alors pour x 2 K

g (x) =

pX
j=1

'j (x) :T (xj) ;

On a :

(i) g est continue (somme de fonctions continues).

(ii) g(x) 2 L (combinaison linéaire des T (xj)).

(iii) g(x) est combinaison linéaire des T (xj) 2 K:

'j(x) > 0:
pP
j=1

'j (x) = 1:

Comme K est convexe, donc il contient toute combinaison convexe de ses points.

Ainsi, g(x) 2 K:

En dé�nitif, g(x) 2 K� et la restriction gjK� : K� ! K� admet un point �xe y

grâce au théorème de Brouwer: De plus

T (y)� y = T (y)� g (y)

=

pX
j=1

'j (y) :T (y)�
pX
j=1

'j (y) :T (xj)

=

pX
j=1

'j (y) : (T (y)� T (xj)) :
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2.5. Théorème du point �xe de Krasnoselskii

or, si 'j (y) 6= 0 alors ky � xjk < �; et donc kT (y)� T (xj)k < ": Donc, on a pour tout j

kT (y)� yk �
pX
j=1

'j (y) : (T (y)� T (xj))
�

pX
j=1

'j (y) :" = ":

Donc, pour tout entier m; on peut trouver un point ym 2 K tel que

kT (ym)� ymk � 2�m;

et puisque K est compact, on peut extraire de la suite (ym)m2Z une sous suite (ymk
) qui

converge vers un point y� 2 K: T étant continue, alors la suite (T (ymk
)) converge vers

T (y�) ; et on conclut que

T (y�) = y�

i.e. y� est un point �xe de T sur K:

2.5 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Nous donnons un théorème d�existence du point �xe concernant les applications de

la forme T = F +G; où F est continue et compacte et G une contraction.

Théorème 2.5.1 (Krasnoselskii, 1958)

Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe

de X. Soient F et G deux applications de K dans X telles que

1. 8x; y 2 K; F (x) +G (y) 2 K;

2. F est continue et compacte;

3. G est contractante de constante k < 1;

Alors, il existe x� 2 K tel que (F +G) (x�) = x�:

La preuve fait appel au lemme suivant

Lemme 2.5.1 Soient (X; k:k) un espace vectoriel normé et K un sous ensemble non vide

de X: Soit G : K ! X une contraction. Alors (I �G) : K ! (I �G) (K) est un

homéomorphisme, où I désigne l�identité.
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2.5. Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Preuve. L�application (I �G) est continue. En e¤et, 8x; y 2 X; on a

k(I �G) (x)� (I �G) (y)k � kx� yk+ kG (x)�G (y)k

� kx� yk+ k kx� yk

� (1 + k) kx� yk

De plus,

k(I �G) (x)� (I �G) (y)k = k(x� y)� (G (x)�G (y))k

� kx� yk � kG (x)�G (y)k

� kx� yk � k kx� yk

� (1� k) kx� yk ; (0 < k < 1) :

Ceci montre que (I �G)�1 existe et est continue.

Preuve. (Démonstration du théorème de Krasnoselskii)

Soit y 2 K �xé, d�aprés le théorème du point �xe de Banach, l�application � : K ! K

dé�nie par :

� (x) = G (x) + F (y) :

admet au moins un point �xe dans K:

L�application

h : K ! K

x 7! h (x) = (I �G)�1 � F (x)

est continue, compacte et envoie K dans lui même. En e¤et,

h est une composition d�une application continue et compacte avec une application

continue ((I �G)�1 est continue d�aprés le lemme 2.5.1), donc compacte.

Par le théorème du point �xe de Schauder, h admet un point �xe dans K :

x = h (x), x�G (x) = F (x), x = (F +G) (x) :
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2.6. Applications

2.6 Applications

2.6.1 Application sur le principe de contraction de Banach à

l�équation intégrale de Fredholm :

Soit S : [0; 1]� [0; 1] ! R une application continue pour laquelle il existe q 2 R

véri�ant 0 < q < 1; tel que jS (x; t)j � q; 8x; t 2 [0; 1] ; et soit � : [0; 1] ! R continue.

On aimerait trouver une fonction f : [0; 1] ! R continue satisfaisant l�équation

intégrale de Fredholm suivante :

f(x) = �(x) +

1Z
0

S (x; t) f(t)dt:

Celà se ramène facilement à la recherche d�un point �xe en dé�nissant l�application F par

:
F : C([0; 1];R) ! C([0; 1];R)

g 7! F (g) tel que (F (g)) (x) = �(x) +
1R
0

S (x; t) g(t)dt:

On véri�e facilement que :

1. F est bien dé�nie. En e¤et, � est continue et l�intégrale du produit de deux fonctions

continues est continue.

2. F est contractante de constante de contraction q, si on munit C([0; 1];R) de la

norme de la convergence uniforme k:k1 : En e¤et, soit f; g 2 C([0; 1];R) :

j(Ff)(x)� (Fg)(x)j =

������
1Z
0

S (x; t) (f(t)� g(t))dt

������
�

1Z
0

S (x; t) jf(t)� g(t)j dt

� q

1Z
0

jf(t)� g(t)j dt

� q kf � gk1

donc

sup
x2[0;1]

j(Ff)(x)� (Fg)(x)j � q kf � gk1 ;

20



2.6. Applications

c�est à dire

kFf � Fgk1 � q kf � gk1 :

D�où F est contractante.

Puisque C([0; 1];R) muni de la norme k:k1est complet, on peut appliquer le principe

de contraction de Banach, ce qui implique que l�équation intégrale ci-dessus possède une

unique solution.

2.6.2 Application en utilisant les théorèmes du type Schauder

au problème de Dirichlet homogène d�ordre deux :

Théorème 2.6.1 Soit f : [a; b]� R2 ! R une fonction continue et bornée :

9M > 0; jf (x; y; z)j �M; 8 (x; y; z) 2 [a; b]� R2:

Alors le problème 8<: y
00
(x) = f

�
x; y; y

0�
; a < x < b

y (a) = y (b) = 0;
(2.6.1)

admet au moins une solution y 2 C2 ([a; b]). De plus, on a les estimations suivantes sur

la solution y et sa dérivée :

8x 2 [a; b] ; jy (x)j � M (b� a)2

8
: (2.6.2)

8x 2 [a; b] ;
���y0 (x)��� � M (b� a)

2
: (2.6.3)

Preuve. (Par le théorème du point �xe de Schauder)

Soit X = C1 ([a; b]) muni de la norme kukX = max
 
sup
x2[a;b]

ju (x)j ; b�a
4
sup
x2[a;b]

��u0 (x)��! :
C�est une norme équivalente à la norme du sup; X est donc un espace de Banach pour

cette norme aussi.

� Le problème (2:6:1) est équivalent à l�équation intégrale

y (x) =

Z b

a

G (x; s) :f
�
s; y (s) ; y

0
(s)
�
ds;

où la fonction de Green G (x; s) est donnée par :

G (x; s) =

8<: � (x�a)(b�s)
b�a ; a � x � s � b;

� (s�a)(b�x)
b�a ; a � s � x � b;
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2.6. Applications

On dé�nit à présent l�opérateur T par :

T : X ! X

y 7! Ty (x) =
R b
a
G (x; s) :f

�
s; y (s) ; y

0
(s)
�
ds

1. T est bien dé�ni car la fonction G est dé�nie de manière unique et f est continue

et bornée.

On considère, dans X; la boule fermée de rayon M(b�a)2
8

:

B =

(
u 2 X; kukX �

M (b� a)2

8
:

Montrons que T envoie B dans B :

Soit y 2 B et Y = Ty: Comme f est bornée par M; on a les estimations suivantes :

jY (x)j � M (b� a)2

8
et jY 0 (x)j � M (b� a)

2
;

donc

kY kX = max
 
sup
x2[a;b]

jY (x)j ; b� a
4

sup
x2[a;b]

���Y 0
(x)
���! = M (b� a)2

8
:

D�où Y 2 B et donc T envoie B dans B (en fait T envoie tout l�espace X dans B):

2. T est continue sur X: En e¤et,

soit (yn)n2N une suite de X convergente vers une limite y 2 X et Yn = Tyn;

T yn (x) =

Z b

a

G (x; s) :f
�
s; yn (s) ; y

0

n (s)
�
ds; 8x 2 [a; b] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f
�
s; yn (s) ; y

0

n (s)
�
! f

�
s; y (s) ; y

0
(s)
�
; 8s 2 [a; b] quand n! +1

D�autre part, on a pour tout x 2 [a; b] :

jTyn (x)j �
Z b

a

jG (x; s)j :
���f �s; yn (s) ; y0n (s)���� ds

� max
x2[a;b]

���f �x; yn (x) ; y0n (x)���� Z b

a

jG (x; s)j ds

� M (b� a)2

8
2 L1 ([a; b]) :
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2.6. Applications

Ainsi, on a véri�é les deux conditions du théorème de la convergence dominée de

Lebesgue

kTyn � Tyk ! 0 quand n! +1:

Alors (Yn)n converge vers Y = Ty; ceci montre la continuité de T dans X:

3. T est borné sur X: En e¤et, soit y 2 C1 ([a; b]) ; alors

jTyn (x)j �
M (b� a)2

8
<1; 8x 2 [a; b] :

et ���(Tyn)0 (x)��� � M (b� a)
2

<1; 8x 2 [a; b] :

4. T est compact. En e¤et, soit (yn)n2N une suite bornée de X: T étant borné, donc

(Tyn)n2N l�est aussi dans X: Alors, la suite (Tyn)n2N est bornée dans C
1 ([a; b]) et

même dans C2 ([a; b]) ; car (Fyn)
00
(x) = f

�
x; yn; y

0
n

�
et f est continue.

D�après le théorème d�Ascoli-Arzéla, la suite (Fyn)n2N admet une sous suite conver-

gente dans C1 ([a; b]), d�ou la compacité de l�application T:

Par conséquent, le théorème du point �xe de Schauder entraîne que T admet un

point �xe y qui est solution du problème (2:6:1).

Montrons les estimations (2:6:2) et (2:6:3). On pose

M = max
x2[a;b]

f (x; y (x) ; y (x)) ;

alors

jy (x)j �M
Z b

a

jG (x; s)j ds:

On a : Z b

a

jG (x; s)j ds =

Z b

a

(s� a) (x� b)
b� a ds+

Z b

x

(x� a) (s� b)
b� a ds

=
1

2

(x� b)
b� a (x� a)2 � 1

2

(x� a)
b� a (x� b)2

=
(x� a) (x� b)

2
;

et comme

max
a�x�b

����(x� a) (x� b)2

���� = (b� a)2

8
:
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2.6. Applications

Alors Z b

a

jG (x; s)j ds � (b� a)2

8

On a également l�estimation suivante :Z b

a

����@G@x (x; s)
���� ds =

Z x

a

(s� a)
b� a ds+

Z b

x

(b� s)
b� a ds

=
1

2

1

b� a
�
(x� a)2 + (b� x)2

�
:

Comme le maximum de la fonction � (x) = (x� a)2 + (b� x)2 est atteint a l�une des

extrémités a ou b alors

max
a�x�b

�
(x� a)2 � (b� x)2

�
= (b� a)2 :

Par conséquent Z b

a

����@G@x (x; s)
���� ds � b� a

2
:

En�n, ���y0 (x)��� �M Z b

a

����@G@x (x; s)
���� ds �M b� a

2
:
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CHAPITRE

3 Les di¤érents algorithmes

liés aux théorèmes du

point �xe

La théorie des points �xes prend une large part de littérature, car elle fournit des

outils utiles pour résoudre de nombreux problèmes ayant des applications dans di¤érents

domaines comme l�ingénierie, l�économie, la chimie et la théorie des jeux.

Dé�nition 3.0.1 (Taux de convergence) Soit fang1n=0 ; fbng
1
n=0 deux suites de nom-

bres réels qui convergent vers a et b respectivement, et supposons qu�il existe l = lim
n!1

jan�aj
jbn�bj :

1. Si l = 0; alors on dit que fang1n=0 converge plus vite vers a que fbng
1
n=0 vers b:

2. Si 0 < l <1; alors on dit que fang1n=0 et fbng
1
n=0 ont le même taux de convergence.

3. Si l =1; fbng1n=0 converge plus fortement que fang
1
n=0 :

Supposons que pour deux itérations de points �xes, fung1n=0 et fvng
1
n=0 convergent

vers le même point �xe p, les estimations d�erreur suivantes sont disponibles

kun � pk � an; n = 0; 1; 2; ::: (3.0.1)

et

kvn � pk � bn; n = 0; 1; 2; ::: (3.0.2)

Où fang1n=0 et fbng
1
n=0 sont des suites de nombres positifs (toutes les deux convergent

vers 0).
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3.1. Itération de Picard

Dé�nition 3.0.2 Soit fang1n=0 , fbng
1
n=0 deux procédures d�itérations de points �xes qui

convergent vers le même point �xe p; de sorte que (3:0:1) et (3:0:2) sont satisfaites.

Si fang1n=0 converge plus vite que fbng
1
n=0 ; alors on dit que fung

1
n=0 converge plus

rapidement quefvng1n=0 ou simplement, que fung
1
n=0 est meilleure que fvng

1
n=0 :

3.1 Itération de Picard

L�un des processus itératifs les plus connus est le processus itératif de Picard.

Dé�nition 3.1.1 Soit (X; d) un espace métrique, K � X un sous ensemble ferrmé de X

et T : K ! K une application possédant au moins un point �xe p 2 FT . Pour tout

x0 2 X donné, la suite d�itérations fxng1n=0 donnée par

xn = T (xn�1) = T
n (x0) ; n = 1; 2; ::: (3.1.1)

est appelée la suite des approximations successives avec valeur initiale x0; on

l�appelle aussi l�itération de Picard.

Nous sommes intéréssés par l�obtention des conditions (supplémentaires) sur T; K et

X aussi général que possible, et qui devrait garantir la convergence (forte) des itérations

fxng1n=0 au point �xe de T en K:

3.2 Itération de Kransnoselskii

Nous la dé�nissons dans un espace normé réel (X; k:k) :

Dé�nition 3.2.1 Soit T : X ! X une application, x0 2 X et � 2 [0; 1] : La suite

fxng1n=0 donnée par

xn+1 = (1� �) xn + �T xn; n = 0; 1; 2; ::: (3.2.1)

est appelée l�itération de Krasnoselskii. Elle est notée par Kn (x0; �; T ) :

À partir de l�égalité (3:2:1) lorsque � = 1, l�itération de Krasnoselskii se réduit à

l�itération de Picard. Dans ce travail, l�itération de Picard est étudiée en relation avec

un type de contractivité stricte tandis que celle de Krasnoselskii, elle est associée à des
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3.2. Itération de Kransnoselskii

conditions de type lipschitzien et pseudo contractif. Les théorèmes énoncés dans cette

partie sont faits pour montrer l�existence de points �xes pour les processus itératifs de

Picard et de Krasnoselskii.

Nous avons déja énoncé le principe de l�application contractante. Ceci est reformulé

ici sous une forme étendue. Ce résultat fondamental dans la théorie métrique du point

�xe est généralement appelé théorème de Banach ou théorème de Picard-Cacccioppoli ou

encore théorème de l�application contractante (principe).

Théorème 3.2.1 (Principe de l�application contractante) Soit (X; d) un espace

métrique complet et soit T : X ! X une a-contraction, qui est un opérateur sat-

isfaisant

d (Tx; Ty) � ad (x; y) ; pour tout x; y 2 X (3.2.2)

avec a 2 [0; 1[ �xé. Alors

1. T admet un unique point �xe, tel que FT = fx�g ;

2. L�itération de Picard associée à T ; i.e. la suite fxng1n=0 dé�nie par

xn = T (xn�1) = T
n (x0) n = 1; 2; ::: (3.2.3)

converge vers x�; pour toute estimation initiale x0 2 X;

3. Les estimations d�erreur a priori et a posteriori sont respectivement données par

d (xn; x
�) � an

1� a:d (x0; x1) ; n = 0; 1; 2; ::: (3.2.4)

d (xn; x
�) � a

1� a:d (xn�1; xn) ; n = 1; 2; ::: (3.2.5)

4. Le taux de convergence est donné par

d (xn; x
�) � ad (xn�1; xn) ; n = 1; 2; ::: (3.2.6)

Preuve. Il y a au plus un point �xe, c�est-à-dire, FT � 1. En e¤et, en supposant que

x�; y� 2 FT ; x� 6= y�, nous obtenons la contradiction

d (x�; y�) = d (Tx�; T y�) � ad (x�; y�) < d (x�; y�) ; dès que 0 � a < 1:
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3.2. Itération de Kransnoselskii

Pour prouver l�existence d�un point �xe. Nous montrerons que, pour tout x0 2 X donné,

l�itération de Picard est une suite de Cauchy. Notez que par l�inégalité (3:1:1) nous avons

d (x2; x1) = d (Tx1; Tx0) � ad (x1; x0) ;

et par induction

d (xn+1; xn) � and (x1; x0) ; n = 0; 1; 2; ::: (3.2.7)

Ainsi, pour tout n; p 2 N; p > 0; nous avons

d (xn+p; xn) �
n+p�1X
k=n

d (xk+1; xk) �
n+p�1X
k=n

ak:d (x1; x0) �
an

1� a:d (x1; x0) : (3.2.8)

Lorque 0 � a < 1; Il en résulte que an ! 0 (quand n ! 1); qui avec l�inégalité (3:2:8)

montre que fxng1n=0 est une suite de Cauchy. Mais (X; d) est un espace métrique complet.

Pour celà, la suite fxng1n=0 converge vers un certain x� 2 X:

D�autre part, toute application lipschitzienne est continue. On a donc

limxn
n!1

= x�;

on trouve

x� = lim
n!1

xn+1 = lim
n!1

T (xn) = T
�
lim
n!1

xn

�
= Tx�;

qui donne x� = Tx�; i.e. x� est un point �xe de T:

Celà montre que pour tout x0 2 X; l�itération de Picard converge en X et sa limite

est un point �xe de T .

Puisque T a au plus un point �xe, on déduit que, pour chaque choix de x0 2 X,

l�itération de Picard converge vers la même valeur x�, c�est-à-dire vers le point �xe unique

de T . Donc, nous avons prouvé (1) et (2).

Pour montrer (3) on utilise l�inégalité (3:2:8)

d (xn+p; xn) �
an

1� a:d (x0; x1) ; pour tout p 2 N�;

et la continuité de la métrique et donc, en laissant p!1, on trouve

d (xn; x
�) = d (x�; xn) = lim

n!1
d (xn+p; xn) �

an

1� a:d (x0; x1) ; n � 0

Et donc l�inégalité (3:2:8) est démontrée.

Pour obtenir l�estimation a posteriori (4) ; faisons remarquer que par (1) nous avons

d (xn+1; xn) � a d (xn; xn�1)
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3.2. Itération de Kransnoselskii

et par induction

d (xn+k; xn+k�1) � akd (xn; xn�1) k 2 N�

alors

d (xn+p; xn) �
�
a+ a2 + :::+ ap

�
d (xn; xn�1) �

a

1� ad (xn; xn�1)

En laissant p!1 dans la dernière inégalité, nous obtenons exactement (4) :

Remarque 3.2.1 Il est facile de voir que l�itération fxng1n=0 de Krasnoselskii est exacte-

ment l�itération de Picard correspondant à l�opérateur associé

T� = (1� �) I + �T; I est l�opérateur identité,

de plus, nous avons

Fix (T ) = Fix (T�) ; pour tout � 2 ]0; 1] :

On sait que si T est supposé être une application non expansive, alors l�itération de Picard

fT nx0gx�0 ne doit plus converger (vers un point �xe de T ). En fait, en général, il ne faut

pas avoir de point �xe. Pour notre travail, l�itération de Krasnoselskii sera principalement

associée à l�approximation des points �xes pour les opérateurs non expansifs. Ce type de

résultat est obtenu en imposant certaines conditions supplémentaires sur l�opérateur T ,

simultanément ou non, sur l�espace ambiant lui-même, et pour considérer une combinai-

son convexe de deux termes successifs de l�itération de Picard, qui a dé�ni l�itération de

Krasnoselskii.

Le résultat suivant qui est le théorème du point �xe de Browder-Gohde-Kirk,

est connu d�être un résultat d�existence de base de point �xe pour les opérateurs non

expansifs.

Théorème 3.2.2 (Théorème du point �xe de Browder-Gohde-Kirk) Soit K un

sous ensemble convexe, borné et fermé d�un espace de Hilbert H et soit T : K ! K

un opérateur non expansif. Alors, T admet au moins un point �xe.

Preuve. Pour l�élèment de point �xe v0 de K et un nombre s avec 0 < s < 1, on note

Us (x) = (1� s) v0 + sT (x) ; x 2 K:
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3.2. Itération de Kransnoselskii

Puisque K est convexe et fermé, on déduit que Us : K ! K est une s�contraction et

admet un point �xe unique us (d�après le principe de l�application contractante). D�autre

part, puisqueK est fermé, convexe et borné dans un espace de Hilbert H, il est faiblement

compact. Par conséquent, nous pouvons trouver une suite fsjg dans ]0; 1[ telle que sj ! 1

(j !1) et uj ! usj converge faiblement vers un élèment p de H.

Puisque K est fermé, p se trouve en K. Nous prouverons que p est un point �xe de T .

Si u est un point arbitraire dans H, nous avons

kuj � uk2 = k(uj � p) + (p� u)k2 = kuj � pk2 + kp� uk2 + 2 huj � p; p� ui ;

ou

2 huj � p; p� ui ! 0 (quand j !1),

Puisque (uj � p) converge faiblement vers zéro dans H. De plus, puisque sj ! 1 et

Usjuj = uj, nous avons

Tuj � uj = [sjTuj + (1� sj) v0]� uj + (1� sj) [Tuj � v0]

= (Usjuj � uj) + (1� sj) (Tuj � v0)

= 0 + (1� sj) (Tuj � v0)! 0 (quand j !1)

Dé�nissons u = Tp ci-dessus, nous obtenons

lim
j!1

�
kuj � Tpk2 � kuj � pk2

�
= kp� Tpk2 :

D�autre part, puisque T est non-expansif, on obtient

kTuj � Tpk � kuj � pk

et donc

kuj � Tpk � kuj � Tujk+ kTuj � Tpk � kuj � Tujk+ kuj � Tpk

Ainsi

lim sup (kuj � Tpk � kuj � pk) � lim
j!1

kuj � Tujk = 0

Et, en raison de la bornitude de K, nous avons également

lim sup
�
kuj � Tpk2 � kuj � pk2

�
= lim sup (kuj � Tpk � kuj � pk) (kuj � Tpk+ kuj � pk) � 0

ce qui donne

kp� Tpk2 = 0

C�est-à-dire p est un point �xe de T:
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Théorème 3.2.3 (Opérateur non expansif et demi compact) Soit K un sous en-

semble convexe, fermé et borné d�un espace de Hilbert H et T : K ! K un opérateur

non expansif et demi compact. Alors, l�ensemble FixT est un ensemble convexe non vide,

et pour tout x0 donné de K et un nombre �xe � avec 0 < � < 1, l�itération de Krasnoselskii

fxng1n=0 converge (fortement) vers un point �xe de T .

Preuve. Puisque T est non expansif, par le théorème 3.2.2, T a un point �xe dans K,

c�est-à-dire FT 6= ?. En outre, FT est convexe, c�est-à-dire lorsque x; y 2 FT et � 2 [0; 1] ;

nous avons

u� = (1� �)x+ �y 2 FT

En e¤et, nous avons

kTu� � xk = kTu� � Txk � ku� � xk et kTu� � yk � ku� � yk ;

Ce qui implique que

kx� yk � kx� Tu�k+ kTu� � yk � kx� yk

Celà montre que pour certains a; b avec 0 � a; b � 1; nous avons

x� Tu� = a (x� u�) et y � Tu� = b (y � u�)

D�où il en résulte que Tu� = u� 2 FT:
Pour tout x0 2 K, la suite fxng1n=0 donnée par (3:2:1) se trouve dans K et est bornée.

Soit p un point �xe de T , et donc de U� donné par

U� = (1� �) I + �T (I = l�application identité). (3.2.9)

On montre d�abord que la suite fTun � ungn2N converge fortement vers zéro. En e¤et

xn+1 � p = (1� �)xn + �Txn � p = (1� �) (xn � p) + �Txn � p:

ensuite

kxn � pk2 = (1� �)2 kxn � pk2 + �2 kTxn � pk2 + 2� (1� �) hTxn � p; xn � pi

et

a2 kxn � Txnk2 = a2 kxn � pk2 + a2 kTxn � pk2 � 2a2 hTxn � p; xn � pi
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3.3. Itération de Mann

Par conséquent, en ajoutant les côtés correspondants des deux inégalités précédentes et

en utilisant le fait que T est non expansif et Tp = p, on obtient

kxn � pk2+a2 kxn � Txnk2 �
�
2a2 + �2 + (1� �)2

�
kxn � pk2+2

�
� (1� �)� a2

�
hTxn � p; xn � pi

Si on choisit a tel que a2 � � (1� �) alors d�après l�inégalité précédente, nous obtenons

kxn+1 � pk2 + a2 kxn � Txnk2 �
�
2a2 + �2 + (1� �)2 + 2� (1� �)� a2

�
kxn � pk2

= kxn � pk2

On utilise l�inégalité de Cauchy-Schwarz

hTxn � p; xn � pi � kTxn � pk kxn � pk � kxn � pk2

Laissant a2 = � (1� �) > 0 et en additionnant l�inégalité obtenue

a2 kxn � Txnk2 � kxn � pk2 � kxn+1 � pk2

Pour n = 0 à n = N on obtient

� (1� �)
NX
n=0

kxn � Txnk2 �
NX
n=0

�
kxn � pk2 � kxn+1 � pk2

�
= kx0 � pk2 � kxN+1 � pk2 � kx0 � pk2

qui montre que
PN

n=0 kxn � Txnk
2 <1 et donc kxn � Txnk ! 0; quand n!1:

Comme T est demi compact, il en résulte qu�il existe une sous-suite fortement conver-

gente fxnig telle que xni ! p 2 FT ; Puisque T est non expansif, Txni ! Tp et Tp! p:

La convergence de toute suite fxng1n=0 vers p découle de l�inégalité kxn+1 � pk �

kxn � pk ; qui est déduite du fait que T est non expansif et est valable pour chaque n.

3.3 Itération de Mann

Pour obtenir des points �xes pour certaines cartes pour lesquelles l�itération de Picard

échoue, un nombre de procédures d�itération de point �xe ont été développé, comme la

méthode d�itération de Mann développée en 1953.

Dé�nition 3.3.1 Pour x0 2 K et fang1n=0 une suite dans [0; 1] ; la suite fxng
1
n=0 dé�nie

par

xn+1 = (1� an)xn + anTxn; n = 0; 1; 2; :::
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est appelée itération de Mann. Elle est notée parMn(x0; an; T ):

Si on considère

Tn = (1� an) I + an T;

alors nous avons Fix (T ) = Fix (Tn) ; pour tout an 2 ]0; 1] :

Remarque 3.3.1 Si la suite an = � (const), alors la procédure itérative de Mann se

réduit évidemment à l�itération de Krasnoselskii.

Il existe beaucoup de littérature sur la convergence de l�itération de Mann pour dif-

férentes classes d�opérateurs considérées dans di¤érents espaces.

Théorème 3.3.1 (Opérateurs pseudo contractifs généralisés) Soit K un sous en-

semble convexe fermé non vide d�un espace de Hilbert H et soit T : K ! K un opéra-

teur pseudo contractif généralisé lipschitzien avec les constantes correspondantes L > 0 et

r > 0 satisfaisant

0 < r < 1 et r � L: (3.3.1)

Alors

(i) T a un unique point �xe p dans K;

(ii) L�itération de Krasnoselskij fxng1n=0 = Kn (x0; �; T ) converge fortement vers un point

�xe p, pour tout x0 2 K et 8� 2 ]0; a[ \ ]0; 1[ ; où

a =
2(1� r)

1� 2r + L2 : (3.3.2)

Théorème 3.3.2 Soit H un espace Hilbert et K un sous ensemble convexe fermé non

vide de H, soit T : K ! K un opérateur pseudo contractif généralisé lipschitzien avec

les constantes correspondantes L > 1 et r > 0: Soit fang1n=0 une suite croissante dans

[0; 1] telle que
1X
n=0

an =1 (3.3.3)

Alors

(i) T a un unique point �xe p dans K;

(ii) L�itération de Mann fxng1n=0 = Mn(y0; an; T ) converge fortement vers un point

�xe p; pour tout y0 2 K et 8t 2 ]0; a[ satisfaisant

0 � (1� t)2 � 2t(1� t)r + t2L2 < 1
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Où

a =
2(1� r)

1� 2r + L2 :

Remarque 3.3.2 Le théorème 3.3.1 a été obtenu sous les hypothèses r < 1 et L � 1:

Ainsi dans ce qui suit nous supposerons que la constante de lipschitz r et la constante de

la pseudo contractivité généralisée L remplissent les conditions

0 < r < 1 et r < L:

Proposition 3.3.1 (Opérateur fortement pseudo contractif) Soit X un espace de

Banach, K un sous ensemble de X; et T : K ! K un opérateur fortement pseudo

contractif, alors il existe un nombre t > 1 tel que l�inégalité

kx� yk � k(1 + r) (x� y)� rt (Tx� Ty)k (3.3.4)

existe pour tout x; y 2 K et r > 0:

On a déja déclaré précédemment, qu�une application est fortement pseudo contractive

si (I � T ) est une application fortement accrétive,i.e. il existe j (x� y) 2 J (x� y) et un

nombre positif k tel que

h(I � T )x� (I � T ) y; j (x� y)i � k kx� yk2 (3.3.5)

kx� yk � kx� y + r [(I � T � kI)x� (I � T � kI) y]k (3.3.6)

équivalent au fait que la prochaine inégalité existe pour tout x; y 2 K et pour tout r > 0�
ou k = t�1

t

�
:

En fonction de la forme (3:3:6) de la forte propriété de pseudo contractivité, on peut

prouver que le processus d�itération de Mann converge fortement vers le point �xe unique

d�un opérateur lipschitzien et fortement pseudo contratif.

Théorème 3.3.3 Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé,

convexe et borné de X: Si T : K ! K est un opérateur fortement pseudo contractif

lipschitzien tel que l�ensemble de points �xes de T; FT est non vide, alors l�itération de

Mann fxng � K générée par x1 2 K et la suite fang � ]0; 1] ; avec fang satisfaisant

(i)
1P
n=1

an =1
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(ii) an ! 0 (quand n!1) ;

converge fortement vers un unique point �xe de T:

Preuve. Soit p un point �xe de T . Puisqu�il s�agit d�une application pseudo contrac-

tive, (I � T ) est fortement accretive, c�est-à-dire que l�inégalité (3:3:6) est valable pour

tout x; y 2 K et r > 0: Soit L > 0 la constante de lipschitz. Alors, de la dé�nition de

fxng

xn+1 = (1� an)xn + anT xn; n = 1; 2; ::: (3.3.7)

et donc nous avons

xn = xn+1 + an xn � anT xn

= (1 + an)xn+1 + an (1� T � kI) xn+1 � (2� k) an xn+1 + an xn + an (Txn+1 � Txn)

= (1� an)xn+1 + an (1� T � kI) xn+1 � (2� k) an [(1� an)xn + anT xn] + an xn +

+an (Txn+1 � Txn)

= (1 + an)xn+1 + an (1� T � kI) xn+1 � (1� k) an xn + (2� k) a2n (xn � T xn) +

+an (Txn+1 � Txn) :

Comme Tp = p; nous avons

xn � p = (1 + an) (xn+1 � p) + an (1� T � kI) (xn+1 � p)� (1� k) an (xn � p) +

+ (2� k) a2n (xn � T xn) + an (Txn+1 � Txn)

En utilisant l�inégalité (3:3:6) ; on obtient

kxn � pk � (1 + an) kxn+1 � pk�(1� k) an kxn � pk�(2� k) a2n kxn � T xnk�an kTxn+1 � Txnk

Puisque T est lipschitzien, il s�ensuit que

kTxn+1 � Txnk � L kxn+1 � xnk � L (L+ 1) an kxn � pk ;

et alors

kxn � pk � (1 + an) kxn+1 � pk�(1� k) an kxn+1 � pk�(2� k) a2n kxn � T xnk�L (L+ 1) a2n kxn � pk

Par conséquent

kxn+1 � pk � [1 + (1� k) an] (1 + an)�1 kxn � pk+ (2� k) a2n (1 + an)
�1 kxn � Txnk+

L (L+ 1) a2n (1 + an)
�1 kxn � pk

� [1 + (1� k) an]
�
1� an + a2n

�
+ L (L+ 1) a2n kxn � pk
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et nous obtenons

kxn+1 � pk � (1� kan) kxn � pk+Ma2n;

Pour une constante M > 0, compte tenu du fait que K est borné.

En utilisant la partie (ii) du lemme précédent, il s�ensuit que la suite fkxn � pkg

converge vers 0, c�est-à-dire que fxng converge fortement vers le point �xe (unique) p de

T:

Une classe importante d�applications quasi contractives, qui est indépendante de la

classe des applications strictement pseudo contractives, est la classe des applications de

Zam�rescu.

Nous avons prouvé que, pour toute les applications de Zam�rescu T considérées sur

un espace métrique complet, l�itération de Picard converge vers le point �xe unique de T .

Nous montrons maintenant que dans un espace ambiant plus particulier, l�itération de

Mann converge également.

Théorème 3.3.4 (Opérateurs de type quasi contractifs) Soit X un espace de Ba-

nach uniformément convexe, K un sous ensemble convexe fermé de X et T : K ! K

une application de Zam�rescu. Ensuite, l�itération de Mann fxng,

xn+1 = (1� an)xn + an T xn; n = 1; 2; ::: (3.3.8)

avec fang satisfaisant aux conditions

(i) an = 1;

(ii) 0 � an < 1; pour tout n > 1 et

(iii)
P
an (1� an) =1;

converge vers le point �xe de T .

Preuve. T a un point �xe unique dans K. On le note p.

Pour tout x1 2 K, nous avons

kxn+1 � pk � (1� an) kxn � pk+ an kTxn � pk :

Comme toute application de Zam�rescu est quasi contractive, nous en déduisons que

kTxn � pk � kxn � pk ;
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Ce qui montre que la suite fkxn � pkg décroit. Nous avons aussi

kxn � Txnk = k(xn � p)� (Txn � p)k � 2 k(xn � p)k

Maintenant, supposons qu�il existe un nombre a > 0 tel que kxn � pk � a pour tout n:

Supposons que fkxn � Txnkgn�1 ne converge pas vers zéro. Ensuite, il existe deux

possibilités: soit il existe un " > 0 tel que kxn � Txnk � " ou lim inf kxn � Txnk = 0:

1. Dans le premier cas, en utilisant le lemme de Groetsch avec b = 2�
�

"
kx0�pk

�
, nous

obtenons

kxn+1 � pk � ((1� an (1� an) b)) kxn � pk

� kxn�1 � pk � an�1 (1� an�1) b kxn � pk � ban (1� an) kxn � pk

� kxn�1 � pk � b [an�1 (1� an�1) + an (1� an)] kxn � pk

Par induction on obtient

a � kxn+1 � pk � kx0 � pk � b
nX
k=1

ak (1� ak) kxn � pk

À cet e¤et

a

"
1 + b

nX
k=1

ak (1� ak)
#
� kxn � pk ; ce qui contredit (iii)

Dans le second cas, il existe une sous suite fxnkg telle que

lim
k!1

kxnk � Txnkk = 0 (3.3.9)

Si xnk ; xnl satisfont (z1), c�est-à-dire

kTxnk � Txnlk � � kxnk � xnlk ;

ainsi

kTxnk � Txnlk � � [kxnk � Txnkk+ kTxnk � Txnlk+ kTxnl � xnlk]

et donc

kTxnk � Txnlk � � (1� �)
�1 [kxnk � Txnkk+ kTxnl � xnlk]

et si xnk ; xnl satisfont (z2), alors

kTxnk � Txnlk � � [kxnk � Txnkk+ kxnl � Txnlk] :
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et si xnk ; xnl satisfont (z3), alors

kTxnk � Txnlk �  [kxnk � Txnlk+ kxnl � Txnkk]

Ce qui donne

kTxnk � Txnlk �  (1� 2)
�1 [kxnk � Txnkk+ kxnl � Txnlk] ;

Par conséquent, dans tous les cas, fTxnkg est une suite de Cauchy et donc conver-

gente.

Soit u sa limite. De (3:3:9), il en résulte

lim
k!1

xnk = lim
k!1

Txnk = u

De plus,

ku� Tuk � ku� xnkk+ kxnk � Txnkk+ kTxnk � Tuk :

Nous montrerons que u = Tu, c�est-à-dire, u est un point �xe de T . En e¤et, si xnk ; u

satisfont (z1), alors

kTxnk � Tuk � � kxnk � uk :

Si xnk ; u satisfont (z2); alors

kTxnk � Tuk � � [kxnk � Txnkk+ ku� Tuk]

qui conduit à

ku� Tuk � [ku� xnkk+ (1 + �) kxnk � Txnkk]� (1� �)

et, �nalement, si xnk ; u satisfont (z3) ; alors

kTxnk � Tuk �  [kxnk � Tuk+ ku� Txnkk]

�  [kxnk � Tuk+ kTxnk � Tuk+ ku� Txnkk]

ou

kTxnk � Tuk �  (1� )
�1 [kxnk � Txnkk+ ku� Txnkk] :

Par conséquent u = Tu:

Puisque p est l�unique point �xe de T , il en résulte que p = u; et donc les deux

conditions lim
n!1

xnk = u = p et fkxn � pkg décroient par rapport à n et limn!1xn = p .
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Remarques 3.3.3 .

1. En considérant que toute application de Kannan est une application de Zam�rescu,

du théorème 3.3.4, nous obtenons la convergence de l�itération de Mann, dans la

classe des applications de Kannan;

2. Comme les deux itérations Picard et celle de Krasnoselskii convergent dans la classe

des applications de Zam�rescu, il est naturel d�essayer de comparer ces méthodes

pour savoir laquelle converge plus rapidement vers le point �xe (unique) de T .

Cependant, ces résultats n�ont pas été réalisés dans ce travail.

Théorème 3.3.5 Soit H un espace de Hilbert réel et K un sous ensemble convexe fermé

non vide de H. Soit T un opérateur pseudo contratif généralisé lipschitzien avec des

constantes correspondantes L � 1 et 0 < r < 1

Alors :

1. T admet un unique point �xe p dans K;

2. Pour tout x0 2 K et � 2 ]0; a[ ou a est donné par (3:3:2), l�itération de Krasnoselskii

fxng1n=0 = Kn (x0; �; T ) converge fortement vers p;

3. Pour tout y0 2 K et fang1n=0 dans [0; 1] satisfaisant (3:3:3), l�itération de Mann

fxng1n=0 =Mn (y0; an; T ) converge fortement vers p;

4. Pour toute itération de Mann convergeant vers p, avec 0 � an � b < 1; il existe une

itération de Krasnoselskii qui converge plus vite vers p.

Preuve. .

1)� 2) Pour tout � 2 [0; 1] ; on considère l�opérateur T� sur K donné par

T�x = (1� �)x+ �Tx; x 2 K (3.3.10)

Comme K est convexe, nous avons T� (K) � K; pour tout � 2 [0; 1] :

Des conditions pseudo contractives et lipschitziennes généralisées sur T et

kT�x� T�yk2 = k(1� �) (x� y) + � (Tx; Ty)k2

= (1� �)2 k(x� y)k2 + 2� (1� �) : hTx� Ty; x� yi+ �2: kTx� Tyk2
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3.3. Itération de Mann

on trouve que

kT�x� T�yk2 �
�
(1� �)2 + 2� (1� �) r + �2L2

�
k(x� y)k2 ;

alors

kT�x� T�yk � �: kx� yk ; pour tout x; y dans K; (3.3.11)

où

0 < � =
�
(1� �)2 + 2� (1� �) r + �2L2

� 1
2 < 1; � < a:

Puisque K est un sous ensemble fermé d�un espace de Hilbert, Kest un espace métrique

complet. Ensuite, par le principe de contraction de Banach, T� a un point �xe unique q

en K et l�itération de Picard associée à T�

xn+1 = T�xn; n � 0; (3.3.12)

converge fortement en q; pour tout x0 2 K:

En utilisant maintenant le fait que fxng1n=0 donnée par (3:2:1) est exactement l�itération

de Krasnoselskii associée à T , d�une part, et le fait que F (T ) = F (T�), pour tout � 2 ]0; 1[,

c�est p = q le point �xe unique de T , d�autre part, nous obtenons 1) et 2).

3) Soit fyng1n=0 l�itération de Mann avec f�ng
1
n=0 � [0; 1] satisfaisant (3:3:3):

On considère t; 0 < t < 1; et notons an = 1
t
�n; n = 0; 1; 2; :::

Ensuite, l�itération de Mann sera donnée par

yn+1 = (1� tan) yn + tanTyn; n = 0; 1; 2; :::

nous avons

kyn+1 � pk = k(1� an) yn + an [(1� t) yn + tTyn]� pk (3.3.13)

� (1� an) kyn � pk+ an k(1� t) (yn � p) + t (Tyn � Tp)k

En utilisant les propriétés de T on trouve que

kt (Tyn � Tp) + (1� t) (yn � p)k2 = (1� t)2 kyn � pk2+2t (1� t) : hTyn � p; yn � pi+t2 kTy � pk2

(3.3.14)

Par (3:3:13) et (3:3:14) on aura

kyn+1 � pk �
h
1� an + an

�
(1� t)2 + 2t (1� t) r + t2L2

� 1
2

i
: kyn � pk

= (1� (1� �) an) : kyn � pk
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�
nY
k=1

(1� (1� �) ak) : kyk � pk (3.3.15)

où

0 � � =
�
(1� t)2 + 2t (1� t) r + t2L2

� 1
2 < 1;

pour tout t tel que 0 < t < 2(1�r)
(1�2r+L2) :

Puisque par (3:3:3)
1P
n=0

�n diverge, il �ensuit que
1P
n=0

an diverge, aussi, et en vue de

� < 1, nous obtenons cela

lim
n!1

nY
k=1

(1� (1� �) ak) = 0;

qui par (3:3:15) montre que yn converge fortement en p.

4) Prenons x = xn; y = yn dans (3:3:11) pour obtenir

kxn+1 � xnk � � kxn � xn�1k

qui produit inductivement

kxn+1 � xnk � �n kx1 � x0k

Et donc par l�inégalité triangulaire, nous obtenons

kxn+p � xnk � �n
�
1 + � + :::+ �p�1

�
kx1 � x0k ; (3.3.16)

valable pour tout n; p 2 N�

en passant à la limite p!1 dans (3:3:16) et en utilisant la partie 2), nous obtenons

kxn � x�k =
�n

1� � kx1 � x0k (3.3.17)

Par conséquent, en vue de (3:3:15) et (3:3:17), a�n de comparer les itérations de Kras-

noselskii et de Mann, nous devons comparer

�n et
nY
k=1

(1� (1� �) ak)

Soit fyng1n=0 une certaine itération de Mann convergeant vers p, avec fang
1
n=0 satisfaisant

0 � �n � b < 1: Ensuite, ak � b
t
(notons b

t
= b) et pour tout m, 0 < m < 1; on trouve

� 2 ]0; 1[ tel que

b <
1�

�
�
m

�
1� � :
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3.4. Itération d�Ishikawa

En e¤et, à cette �n, il su¢ t de prendre � < m(1�b)
1�bm :

En utilisant le fait que ak � b; il en résulte

�

1� (1� �) ak
� m < 1;

qui montre que

lim
n!1

�
nQ
k=1

[1� (1� �) ak]
� lim

n!1
mn = 0;

L�itération de Krasnoselskii fxng1n=0 = Kn (x0; �; T ) converge plus rapidement que l�itération

de Mann considérée, fyng1n=0 =Mn (y0; an; T ) :

Pour terminer,nous devons encore montrer que les intervalles ]0; a[ avec a donné par

(3:3:2) et
i
0; m(1�b)

1�m

h
ont une intersection non vide. Mais c�est immédiat, puisque m(1�b)

1�m >

0 et 0 < a = 2(1�r)
1�2r+L2 � 1, sous les hypothèses du théorème de l�opérateur pseudo contractif

généralisé lipschitzien.

3.4 Itération d�Ishikawa

Ishikawa a développé une autre méthode d�itération en 1974.

Dé�nition 3.4.1 Pour x0 2 K; la suite fxng1n=0 dé�nie par

xn+1 = (1� an)xn + anT [(1� bn)xn + bn:Txn] n = 0; 1; 2; ::: (3.4.1)

où fang1n=0 et fbng
1
n=0 sont des suites réels satisfaisants 0 � an; bn � 1 , est appelée

itération d�Ishikawa. Elle est notée par I(x0; an; bn; T ):

L�équation (3:4:1) peut être réécrite sous forme d�un systéme8<: yn = (1� bn)xn + bn:Txn n = 0; 1; 2; ::

xn+1 = (1� an)xn + an:T yn n = 0; 1; 2; :::
(3.4.2)

Remarques 3.4.1 .

1. La partie 4) dans le théorème 3.3.5 montre que, pour approximer les points �xes d�un

opérateur lipschitzien et pseudo contratif T , il est toujours plus commode d�utiliser

une certaine itération de Krasnoselskii dans la famille (2:4) avec � 2 ]0; a[ et a est

donné par (3:3:2).
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3.4. Itération d�Ishikawa

2. De plus, parmi les itérations de Krasnoselskii fxng1n=0, il en existe une qui est la

plus rapide dans cette famille au sens de la dé�nition 3.0.2.

Théorème 3.4.1 Soit K un sous ensemble compact d�un hilbert H; T : K ! K une

application lipschitzienne et pseudo contractive et x1 2 K: Alors l�itération d�Ishikawa

fxng ; xn = I(x1; an; bn; T ), i.e. la suite dé�nie par

xn+1 = (1� an)xn + anT [(1� bn)xn + bn:Txn] n = 0; 1; 2; :::

Où fang ; fbng sont des suites de nombres positifs satisfaisant

(i) 0 � an � bn � 1; n � 1;

(ii) lim
n!1

bn = 0;

(iii)
1X
n=1

anbn =1:

converge fortement vers un point �xe p de T:

Preuve. Puisque T est pseudo contractive, pour tout x; y 2 K nous avons

kTx� Tyk2 � kx� yk2 + k(I � T )x� (I � T )yk2 (3.4.3)

Où I est l�application identité .

En supposant queT est lipschizienne, alors il existe un nombre positif L tel que

kTx� Tyk � L kx� yk ; 8x; y 2 K: (3.4.4)

Puisque K est un ensemble compact convexe et que T est continue (étant lipschitizienne)

grâce au théoréme du point �xe de Schauder, on obtient que l�ensemble des points �xes

de T , F (T ) est non vide.

Pour tout x; y; z dans un espace de Hilbert H et pour tout réel �, nous avons

k�x+ (1� �)y � zk2 = � kx� zk2 + (1� �) ky � zk2 � �(1� �) kx� yk2 (3.4.5)

En utilisant (3:4:5) nous obtenons les trois égalités suivantes

kxn+1 � pk2 = k(1� an)xn + anT [(1� bn)xn + bn:Txn] � pk2 (3.4.6)

= an kT [(1� bn)xn + bn:Txn]k + (1� an) kxn � pk2 �

�an (1� an) kT [(1� bn)xn + bn:Txn]� xnk2
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k(1� bn)xn + bn:Txn � pk2 = bn kTxn � pk2+(1�bn) kxn � pk2�(1�an)�bn(1�bn) kTxn � xnk2

(3.4.7)

Et respectivement

k(1� bn)xn + bnTxn � T [(1� bn)xn + bnTxn]k2 = bn kTxn � T [(1� bn)xn + bnTxn]k+(3.4.8)

+(1� bn)

= kxn � T [bnTxn + (1� bn)xn]k2 �

�bn(1� bn) kTxn � xnk2

En appliquant (3:4:3), nous déduisons les deux inégalités suivantes

k(1� bn)xn + bn:Txn � pk2 = k(1� bn)xn + bn:Txn � Tpk2

� k(1� bn)xn + bn:Txn � pk2 +

+ kbnTxn + (1� bn)xn � T [(1� bn)xn + bnTxn]k2 :

et

kTxn � pk2 = kTxn � Tpk2 � kxn � pk2 + kxn � Txnk2

Après les calculs, on obtient

kxn+1 � pk2 � kxn � pk2 � anbn(1� 2bn) kTxn � xnk2 + anbn kTx� T [bnTxn + (1� bn)xn]k2 �

�an(bn � an) kxn � T [bnTxn + (1� bn)xn]k2 Et donc;

en vue de (i), il s�ensuit que

kxn � pk2 � kxn � pk2 � anbn(1� 2bn) kTxn � xnk2 + (3.4.9)

+anbn kTxn � T [bnTxn + (1� bn)Txn]k2

Puisque T est lipschizienne, nous avons

kTxn � T [bnTxn + (1� bn)xn]k < Lbn kTxn � xnk (3.4.10)

Et donc, de (3:4:9) et (3:4:10) nous en déduisons

kxn+1 � pk2 � kxn � pk2 � anbn(1� 2bn � L2b2n) kTxn � xnk
2 (3.4.11)
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En additionnant (3:4:11) pour n 2 fm;m+ 1; :::; ng nous obtenons

kxn+1 � pk2 � kxn � pk2 �
nX

k=m

akbk(1� 2bk � L2b2k) kTxk � xkk
2

Qui peut être écrit comme

nX
k=m

akbk(1� 2bk � L2b2k) kTxk � xkk
2 � kxn � pk2 � kxn+1 � pk2

En exploitant l�hypothèse (ii) on déduit qu�il existe un entier positif N tel que

2bk + L
2b2k �

1

2
pour tout entier k � N:

Alors, pour 1
2
m > N nous obtenons

1

2

nX
k=m

akbk kTxk � xkk2 � kTxm � pk2 � kTxn+1 � pk2 (3.4.12)

Puisque K est borné, la quantité du côté droit dans (3:4:12) est borné. Celà signi�e que

la série du côté gauche converge, par (ii); il en résulte

lim inf
n

kTxn � xk = 0;

Ce qui implique (K est compact) qu�il existe une sous-suite fxnkg
1
k=1 qui converge vers

certains points q de F (T ):

q est un point �xe deT , et de (3:4:11), nous obtenons pour n � N

kxn+1 � qk � kxn � qk

C�est-à-dire que la suite fkxn � qkg décroit

Étant donné qu�il y a une sous suite fkxnk � qkg convergeant à zéro, il en résulte que

fxng converge vers q:

Théorème 3.4.2 Soit X un espace de Banach, K un sous ensemble convexe fermé, et

T : K ! K un opérateur de Zam�rescu.

Soit fxng1n=0 l�itération d�Ishikawa dé�nie par

xn+1 = (1� an)xn + anT [(1� bn)xn + bn:Txn]

et x0 2 K, où fang1n=0 et fbng
1
n=0 sont des suites positives à valeurs dans [0; 1] avec

fang1n=0 satisfaisant (ii); l�itération d�Ishikawa fxng
1
n=0 converge fortement vers un point

�xe de T:
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Preuve. On sait que T a un point �xe unique p dans K .

On considère x; y 2 K: Puisque T est un opérateur de Zam�rescu, au moins l�une des

conditions (z1); (z2) et (z3) est satisfaite, si (z2) est véri�e alors

kTx� Tyk � b[kx� Txk+ ky � Tyk]

� b fkx� Txk+ [ky � xk+ kx� Txk+ kTx� Tyk]g

De plus

(1� b) kTx� Tyk � b[kx� yk+ 2b kx� Txk]

Qui produit (en utilisant le fait que 0 � b < 1)

kTx� Tyk � b

1� b kx� yk+
2b

1� b kx� Txk (3.4.13)

De même si (z3) est véri�é, nous obtenons

kTx� Tyk � c

1� c kx� yk+
2c

1� c kx� Txk (3.4.14)

� = max

�
a;

b

1� b;
c

1� c

�
: (3.4.15)

ensuite nous avons 0 � � � 1 et, en vue de (z), en résulte que l�inégalité

kTx� Tyk � � kx� yk+ 2� kx� Txk (3.4.16)

pour tout x; y 2 K

Soit fxng1n=0 l�itération d�Ishikawa et x0 2 K; alors

kxn+1 � pk = k(1� an)xn + anTyn � (1� an + an)pk (3.4.17)

= k(1� an)(xn � p) + an(Tyn � p)k

� (1� an) k(x� p)k+ an kTyn � pk

Avec x = p et y = yn d�aprés (3:4:16) nous obtenons

kTyn � pk � � kyn � pk (3.4.18)

Où � est donné dans(3:4:18). Nous avons encore

kyn � pk = k(1� bn)xn + bnTxn � (1� bn + bn)pk (3.4.19)

= k(1� bn)(xn � p) + bn(Txn � p)k

� (1� bn) k(xn � p)k+ bn kTxn � pk :
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à nouveau par (3:4:16), cette fois avec x = p; y = xn; on trouve que

kTxn � pk � � kxn � pk (3.4.20)

et donc, par(3:4:17) -(3:4:20) on obtient

kxn � pk � [1� (1� �)an(1� �bn)] kxn � pk ;

l�inegalité

1� (1� �)an(1� �bn) � 1� (1� �)2 an;

implique

kxn+1 � pk � [1� (1� �)2 an] kxn � pk ; n = 0; 1; 2; ::: (3.4.21)

Par(3:4:21) nous obtenons inductivement

kxn+1 � pk �
nY
k=0

[1� (1� �)2ak] kxk � pk n = 0; 1; 2; ::: (3.4.22)

En utilisant le fait que 0 � � < 1; ak; bn 2 [0; 1] et
1X
n=0

an =1; par (ii) on déduit que

lim
n!1

nY
k=0

[1� (1� �)2ak] = 0

d�aprés (3:4:22)

lim
n!1

kxn+1 � pk = 0;

i.e. fxng1n=0 converge vers P:

Corollaire 3.4.1 Soit X un espace de Banach, K un sous-ensemble convexe fermé de X

et T : K ! K un opérateur de Kannan.

Soit fxng1n=0 l�itération d�Ishikawa et x0 2 K, avec fang; fbng � [0; 1] satisfaisant (ii).

Alors fxng1n=0 converge fortement vers le point �xe de T .

Corollaire 3.4.2 Soit X un espace Banach, K un sous ensemble convexe fermé de X;

et T : K ! K est un opérateur de Chatterjea , c�est-à-dire un opérateur satisfaisant

d(Tx; Ty) � c [d(x; Ty) + d(y; Tx)] pour tout x; y 2 X

Soit fxng1n=0 l�itération d�Ishikawa et x0 2 K, avec fang; fbng � [0; 1] satisfaisant (ii).

Alors fxng1n=0 converge fortement vers le point �xe de T:
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3.4. Itération d�Ishikawa

Lemme 3.4.1 Soit (an)n2N une suite non négative qui satisfait l�inégalité suivante

an+1 � (1� �n)an + �n

Où �n 2 [0; 1], 8n � n0,
1X
n=0

�n =1, et �n = o(�n). Alors

lim
n!1

an = 0:

Théorème 3.4.3 Soit X un espace normé , D un sous ensemble non vide, convexe

et fermé de X et T : D ! D un opérateur satisfait au moins l�une des conditions

(z1); (z2) et (z3). Si u0 = x0 2 D, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) l�itération de Mann converge vers x�;

(ii) l�itération d�Ishikawa converge vers x�.

Preuve. Nous allons prouver l�implication (i) ) (ii). Supposons que lim
n!1

un = x
�.

En utilisant

lim
n!1

kxn � unk = 0 (3.4.23)

et

0 � kx� xnk � kun � x�k+ kxn � unk

on a

lim
n!1

xn = x
�

La preuve est complète si nous prouvons la relation (3:4:23).

En utilisant l�itération de Mann, d�Ishikawa et (3:4:16) avec x = un; y = yn;

nous avons

kun+1 � xn+1k � k(1� an)(un � xn) + an(Tun � Tyn)k (3.4.24)

� (1� an)un � xn + an kTun � Tynk

� (1� an) kun � xnk+ an� kUn � ynk+ 2an� kun � Tunk

En utilisant (3:4:16) avec x = un, y = yn; nous obtenons

kun � ynk � k(1� bn)(un � xn) + bn(un � Txn)k (3.4.25)

� (1� bn) kun � xnk+ bn kun � Txnk

� (1� bn) kun � xnk+ bn kun � Tunk+ bn kTun � Txnk

� (1� bn) kun � xnk+ bn kun � Tunk+ bn� kun � xnk+ 2�bn kun � Tunk

= (1� bn(1� �)) kun � xnk+ bn kun � Tunk (1 + 2�):
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3.4. Itération d�Ishikawa

Les relations (3:4:25) et (3:4:24) conduisent à

kun+1 � xn+1k � (1� an) kun � xnk+ an�(1� bn(1� �)) kun � xnk+ (3.4.26)

+anbn� kun � Tunk (1 + 2�) + an� kun � ynk

= (1� an(1� �(1� bn(1� �)))) kun � xnk+ an� kun � Tunk (bn(1 + 2�) + 2�):

Notons

an = kun � xnk

�n = an(1� �(1� bn(1� �))) � (0; 1);

�n = an� kun � Tunk (bn(1 + 2�) + 2�)

Puisque lim
n!1

kun � x�k = 0, T satisfait la condition Z et x� 2 F (T ); de (3:4:16) nous

obtenons

0 � kun � Tunk � kun � x�k+ kx� � Tunk

� (� + 1) kun � x�k ! 0 quand n!1

Par conséquent, lim
n!1

kun � Tunk = 0; C�est-à-dire �n = o(�n). Le lemme précédent

conduit à

lim
n!1

kun � xnk = 0:

Nous allons prouver que si l�itération d�Ishikawa converge, alors il en est de même

pour l�itération de Mann. En utilisant (3:4:16) avec x = yn; y = un;

on obtient

kxn+1 � un+1k � k(1� an)(xn � un) + an(Tyn � Tun)k (3.4.27)

� (1� an) kxn � unk+ an kTyn � Tunk

� (1� an) kxn � unk+ an� kyn � unk+ 2an� kyn � Tynk

La relation suivante existe

kyn � unk � k(1� bn)(xn � un) + bn(Txn � un)k (3.4.28)

� (1� bn) kxn � unk+ bn kTxn � unk

� (1� bn) kxn � unk+ bn kTxn � xnk+ bn kxn � unk

� kxn � unk+ bn kTxn � xnk :
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3.4. Itération d�Ishikawa

En remplaçant (3:4:27) en (3:4:28), on obtient

kxn+1 � un+1k � (1� an) kxn � unk+ an�(kxn � unk+ bn kTxn � xnk) + (3.4.29)

+ 2an� kyn � Tynk

� (1� (1� �)an) kxn � unk+ anbn� kTxn � xnk+ 2an� kyn � Tynk

Notons

an = kxn � unk

�n = an(1� �) � (0; 1)

�n = anbn� kTxn � xnk+ 2an� kyn � Tynk :;

Puisque lim
n!1

kxn � x�k = 0; T satisfait la condition Z et x� 2 F (T ), nous obtenons

0 � kxn � Txnk � kxn � x�k+ kx� � Txnk � (� + 1) kxn � x�k ! 0 quand n!1

et

0 � kyn � Tynk

� kyn � x�k+ kx� � Tynk

� (� + 1) kyn � x�k

� (� + 1)[(1� bn) kxn � x�k+ bn kTxn � x�k

� (� + 1)[(1� bn) kxn � xk+ bn� kxn � x�k

� (� + 1)(1� bn(1� �)) kxn � x�k ! 0 quand n!1

Par conséquent, lim
n!1

kxn � Txnk = 0 et lim
n!1

kyn � Tynk = 0; c�est-à-dire �n = o(�n): Le

lemme précédent et (3:4:29) mènent à lim
n!1

kxn � unk = 0. Ainsi, on obtient

kx� � unk � kxn � unk+ kxn � x�k ! 0

Remarques 3.4.2 .

� Il est évident que, pour � = 1 l�itération de Krasnoselskii se réduit à l�itération de

Picard, tandis que pour an = �(const); l�itération de Mann se réduit à la méthode

de Krasnoselskii.
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3.5. Programmes d�applications sous logiciel Matlab

� Encore une fois, l�équation (3:4:2) peut être considérée comme une sorte d�itération

double avec deux suites de paramétres di¤érents.

� Le processus d�Ishikawa peut être considéré comme un double processus itératif de

Mann.

� Malgré cette apparente similitude et le fait, pour b = 0 l�itération d�Ishikawa se

réduit à l�itération de Mann, il n�y a pas de dépendence générale entre les résultats

de la convergence pour l�itération de Mann et l�itération d�Ishikawa .

3.5 Programmes d�applications sous logiciel Matlab

Programme1 :

function [X] = Krasoselskii(n; �; x0)

format short

for i = 1 : n� 1

X(1) = (1� �) � x0 + � � (1� x0)^6 ;

X(i+ 1) = (1� �) �X(i) + � � (1�X(i))^6 ;

end

plot(X,���,�markerSize�,12)

title(�Itération de Krasnoselskii�)

end

Programme 2 :

function [X] =mann(n; x0)

format short

for i = 1 : 1 + n

a = 1=i;

X(1) = (1� a) � x0 + a � (1� x0)^6;

X(i+ 1) = (1� a) �X(i) + a � (1�X(i))^6;

end

plot(X,���,�markerSize�,12)

title(�Itération de Mann�)

end
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3.6. Exemples d�application

3.6 Exemples d�application

Soit X = [0; 1] et T : X ! X donné par

Tx = (1� x)6;

alors T admet deux points �xes p1 et p2, où

p1 = 0; 2219 et p2 = 2:1347:

L�itération de Krasnoselskii :

Pour x0 = 2 et � = 0; 5; on obtient

x1 = 1; 5; x2 = 0; 757; x3 = 0; 379; x4 = 0; 2181; x5 = 0; 2322 et x6 = 0; 2214:

L�itération de Mann :

Pour x0 = 2 et an = 1
n+1
; on obtient

x1 = 1; 0; x2 = 0; 5; x3 = 0; 338; x4 = 0; 2748; x5 = 0; 2489 et x6 = 0; 2378:::x50 =

0; 2219:

Commentaires

� L�itération de Krasnoselskii converge plus rapidement que l�itération de Mann. Le

fait est plus clairement illustré si nous choisissons x0 = p2:

� La procédure itérative de Krasneselskii se rapproche du point �xe p1 et donne

x6 = 0; 2214:alors que les procédures itératives de Mann donne x6 = 0; 2378; la

convergence de la procédure d�itération de Mann est en e¤et trés lente dans ce cas

aprés 50 itérations on obtient x50 = 0; 2219:
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé la théorie du point �xe en insistant sur certains

théorèmes :Banach, Brouwer, Schauder et Krasnoselskii. Nous nous sommes penchés sur

l�aspect pratique en donnant les algorithmes qui sont associés à certains d�entre eux.

L�aspect numérique a été abordé à travers un exemple concret d�une fonction sur laquelle

nous avons appliqué des méthodes itératives di¤érentes, ce qui nous a permis de comparer

les vitesses de convergence de chacunes et de constater que dans ce cas précisément, la

méthode de krasnoselskii est plus performante que celle de Mann.

Pour conclure, nous dirons que ce mémoire n�a pas la prétention de révolutionner la

théorie du point �xe, mais peut être considéré comme un état de l�art de cette théorie ô

combien utile.
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