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Introduction

Dès que les hommes ont inventé les premiers instruments, ils sont devenus dépendants

de leur bon fonctionnement. Dans ce sens, le concept de �abilité était né. Avec l�entrée de

l�électronique la �abilité est entrée dans une nouvelle ère. Cependant, la �abilité comme un

sujet d�étude systématique a débuté dans les années soixante [20].

L�Oxford English Dictionary dé�nit la �abilité comme la qualité d�une entité à être �able;

sur laquelle on peut compter à un instant donné; dans laquelle la con�ance peut être mise. En

anglais "reliability" vient de "to rely on" signi�ant "compter sur, avoir con�ance en ..." alors

que �abilité en français vient e¤ectivement du mot "�able", c�est-à-dire à qui on peut se �er.

En 1962, l�Académie des Sciences, l�a dé�nie de la façon suivante : Grandeur caractérisant

la sécurité de fonctionnement, ou mesure de la probabilité de fonctionnement d�un appareillage

selon des normes prescrites [12]. Plus tard dans les années soixante dix, le Comité Electronique

International propose la dé�nition suivante : Caractéristique d�un dispositif, exprimée par la

�abilité, qu�il accomplisse une fonction requise, dans des conditions données, pendant une durée

donnée [19]. La théorie de la �abilité concerne un certain nombre de questions liées au bon

fonctionnement d�un système au sens large. Ainsi, on peut s�interroger sur la probabilité que

le système soit en marche à un certain moment ou pendant une certaine période, sur le temps

moyen de bon fonctionnement, sur le risque instantané ou cumulé de tomber en panne, etc.

Ces questions trouvent des réponses naturelles à l�aide de la théorie des probabilités et des

méthodes de la statistique théorique ou appliquée.

Un objectif de la théorie de �abilité est de trouver le moyen d�évaluer la �abilité d�un

système complexe à partir de la connaissance des �abilités des composants le constituant.

Evaluer la �abilité c�est la calculer (ou l�approximer) par des techniques probabilistes ou algo-

rithmiques ou bien, trouver un encadrement de celle-ci lorsque la con�guration du système est

trop compliquée [23]. Ces dernières années elle fait l�objet d�un intérêt croissant, d�abord pour

ses applications importantes en technologies industrielles, en analyse de survie, ..., etc. D�autre
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Introduction

part, elle connait un développement théorique conséquent, en raison de son intérêt dans des

problèmes de modélisation stochastique [2].

La modélisation est la recherche d�une expression simpli�ée de la nature dans sa com-

plexité, qui permette d�en prévoir le comportement dans un intervalle de temps et d�échelle de

grandeur. En simpli�ant le réel, le modèle donne accès à des prédictions plus ou moins précises

à l�échelle considérée, prédictions accessibles à la manipulation algébrique ou algorithmique.

Lorsque la modélisation tient compte du facteur aléatoire, on parle alors de la modélisation

stochastique et de modèles stochastiques.

La modélisation Markovienne permet de prendre en compte l�aspect dynamique du

fonctionnement d�un système. Les calculs sont certes souvent de grande taille, mais n�o¤rent

pas de di¢ cultés théoriques. La modélisation Markovienne a cependant un inconvénient majeur

qui est l�hypothèse de base d�absence de mémoire, ce qui peut être complètement inadapté

à certaines applications réelles. Cela nous conduit à introduire la notion de modèle semi-

Markovien.

Le modèle semi-markovien garde la propriété de markovianité d�une manière plus sou-

ple, permettant de rester dans un certain état un temps de loi quelconque. Ainsi, le cadre

semi-markovien est très général, capable de décrire des systèmes physiques complexes et de

fournir des informations sur les di¤érents indicateurs qui caractérisent l�évolution de tels sys-

tèmes. De point de vue théorique, les processus semi-markoviens représentent un cadre riche

pour des investigations probabilistes ou statistiques [17].

L�objectif de ce travail est l�étude de la �abilité et la disponibilité d�un matériel répara-

ble (considéré comme un seul élément ou comme un système composé de plusieurs éléments).

Nous avons modélisé le fonctionnement d�un matériel par un processus stochastique à temps

continu et espace d�états discret.

Dans un premier temps nous avons considéré les durées de séjours dans les états du système

suivre une loi exponentielle. On parle alors de modélisation Markovien. Par la suite nous avons

considéré les durées de séjours dans les états du système suivre une loi de Weibull qui tient

compte du phénomène d�usure contrairement à la loi exponentielle. Dans ce cas on parle du

modèle Weibull-Markov proposé par J.VAN CASTAREN [22].

Pour chacun des deux modèles, on a considéré plusieurs variantes: une première variante à

deux états (fonctionnement, panne), une deuxième variante qui tient compte de la maintenance

2
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(fonctionnement, panne, maintenance), et la troisième variante tient compte du phénomène de

dégradation avec maintenance.

Le présent mémoire comporte une introduction, quatre chapitres principaux et une

conclusion.

-Dans le premier chapitre on a dé�ni les processus aléatoires d�une manière générale, où on

a introduit les dé�nitions de base pour les chaînes de Markov et les résultats probabilistes et

statistiques associés.

- Le deuxième chapitre présente sur principales notions et dé�nitions de base de la théorie

de la �abilité et quelques outils d�analyse des systèmes simple et complexes.

- Le troisième chapitre se limite à un bref rappel des principales lois utilisées en �abilité.

- Le dernier quatrième chapitre traite la modélisation de la �abilité d�un matériel par un

modèle Markov et de Weibull-Markov.

3



CHAPITRE

1 Processus aléatoires

1.1 Introduction

Bon nombre de phénomènes physiques se décrivent par l�évolution d�une ou de plusieurs

grandeurs au cours du temps. A un instant donné, ces grandeurs présentent souvent un carac-

tère imprévisible, aléatoire, et il est alors naturel de les représenter par une variable aléatoire.

L�évolution du phénomène est alors décrite par l�ensemble des variables aléatoires modélisant

le phénomène à chaque instant. Cet ensemble de variables aléatoires forme un processus sto-

chastique ou aléatoire.

Un processus stochastique est donc une collection de variables aléatoires indexées par un

paramètre, celui-ci peut représenter le temps, discret ou continu, ou une variable d�espace. En

revanche, la connaissance des relations entre ces variables aléatoires lorsque le paramètre varie

permet d�obtenir des propriétés intéressantes qui caractérisent l�évolution du phénomène.

L�objet de la théorie des processus aléatoires est l�étude des phénomènes aléatoires dépen-

dants du temps. Les applications des processus aléatoires sont très nombreuses. Ceux-ci sont

notamment utilisés pour la construction de modèles mathématiques de nombreux phénomènes,

physiques, biologiques ou économiques évoluant dans le temps et aussi dans la �abilité des

systèmes ou d�un matériel, c�est-à-dire l�évolution dans le temps de ses défaillances [6].

Ce chapitre présente quelques aspects des processus aléatoires utiles du fait de leur fréquence

d�occurrence dans les applications aux processus de Markov et certaines de leurs propriétés qui

permettent de modéliser et d�étudier la �abilité des systèmes. Nous nous intéressons au proces-

sus de Markov à temps continu et à espace d�états discret, nous donnons quelques propriétés du

processus de poisson qui modélise les arrivées de pannes ou défaillances d�un système et nous

dé�nissons les processus de renouvellement et en�n on termine par les modèles de dégradation.
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1.2. Généralités sur les processus aléatoires

1.2 Généralités sur les processus aléatoires

Si l�on s�intéresse à la �abilité d�un système technique, il peut être indispensable de pouvoir

réagir sans retard en cas de défaillance. Du point de vue mathématique, ceci implique d�avoir

recours à un modèle stochastique faisant intervenir tout les instants appartenant à un intervalle

donné, c�est-à-dire à un processus à temps continu [21].

Pour dé�nir un processus aléatoire [11], il faut :

1- Un espace des temps T (T � R+) :

� T = N (le processus est dit discret): on regarde ce qui se passe à chaque unité de

temps, ou bien on fait une suite d�opérations et on regarde ce qui se passe à chaque opération

( Lancer une pièce par exemple).

� T = R+ (le processus est dit continu): on garde les yeux �xés sur un système qui

évolue dans le temps à partir d�un instant t = 0, que l�on prend pour origine des temps.

2- Un espace des états E :

L�ensemble E peut être :

� Discret : c�est-à-dire �ni ou dénombrable. Il sera, dans ce cas, souvent pratique

d�identi�er E avec une partie de N ou de Z:

� Non discret : par exemple E = R ou E � R2 (partie du plan) ou E � R3 (partie

de l�espace).

3- Une famille de variables aléatoires (Xt)t2T :

Ces variables aléatoires sont toutes dé�nies sur un même espace probabilisé (
; A; P )

et à valeurs dans l�espace des états E .

Ainsi, à chaque instant t 2 T , on associe, non pas une valeur déterministe (comme dans le

calcul d�une trajectoire mécanique) mais une valeur aléatoire décrite par une variable aléatoire

Xt à valeurs dans E .

1.3 Processus de Markov

1.3.1 Dé�nitions

De manière générale, un processus dont la loi de probabilité qui gouverne les états futurs du

processus ne dépend du passé du processus que par l�état présent de celui-ci, est dit markovien,

du nom du mathématicien russe A. Andreï Markov (1856-1922) qui a écrit dès 1906 les prémisses
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1.3. Processus de Markov

de la théorie actuelle des processus stochastiques. Nous verrons que cette hypothèse permet

d�aller assez loin dans l�évaluation de la �abilité.

Lorsque le processus est dé�ni de manière continue dans le temps on le représente par un

graphe d�état dit de Markov. Lorsque le processus n�est d�écrit qu�à certains instants discrets

on parle de chaîne de Markov. Par abus de langage, ce dernier terme est parfois utilisé pour

les modèles à temps continu. Ce sont ces derniers qui sont utilisés pour évaluer de façon

quantitative la �abilité des systèmes, notamment lorsque les taux de transition sont constants,

c�est-à-dire que les instants de défaillances et de réparation des composants sont distribués selon

des lois exponentielles [20].

Un processus de Markov en temps discret est une séquence X1; X2; X3::: de variables

aléatoires. L�ensemble de leurs valeurs possibles est appelé l�espace d�états, la valeur Xn étant

l�état du processus à l�instant n. La caractérisation de ce type de processus est la même

qu�en temps continu, c�est-à-dire que sachant l�état actuel de la chaîne, le futur de celle-ci est

indépendant de son passé [6].

Nous nous intéresserons ici uniquement aux chaînes de Markov, c�est-à-dire aux processus

de Markov à temps continu et à espace d�état E dénombrable.

Le processus (Xt)t � 0 est dit de Markov [18], si

a) Axiome de Markov : pour tout n 2 N, pour tous t1;...; tn; tn+1 tels que: t1 < t2 <

;...; < tn < tn+1 :

P
�
[X(tn+1) = xn+1] j [X(t1) = x1] \ ::: \ [X(tn) = xn]

�
= P

�
[X(tn+1) = xn+1] j [X(tn) = xn]

�
:

b) Axiome d�homogénéité : pour tous s et t, pour tous i; j 2 E

P
�
[X(t+ s) = j] j [X(s) = i]

�
= �ij(t);

ne dépend que de t (et non des instants s et t+ s).

L�axiome de Markov traduit que la probabilité de n�importe quel comportement futur,

le présent étant connu, n�est pas modi�é par toute connaissance supplémentaire du passé [11],

c�est-à-dire que seul le passé le plus proche est pris en compte pour déterminer les probabilités

d�occupation de chaque état. Les processus véri�ant cette propriété sont aussi appelés processus

sans mémoire.

Lemme 1.3.1 Les fonctions �ij(t) ainsi dé�nit obéissent aux propriétés suivantes :

1- �ij(t) � 0; 8t � 0;

6



1.3. Processus de Markov

2-
P
j2E
�ij(t) = 1;

3- Chapman Kolmogorov: �ij(t+ s) =
P
k2E
�ik(s):�kj(t):

Démonstration. Montrons la relation de Chapman Kolmogorov.

Par la formule des probabilités totales, il vient

�ij(t+ s) = P
�
X(t+ s) = j j X(0) = i

�
= P

�
[
k2E
(X(t+ s); X(s) = k j X(0) = i)

�
=
P
k2E
P
�
X(t+ s); X(s) = k j X(0) = i

�
=
P
k2E
P
�
X(s) = k j X(0) = i

�
:P
�
X(t+ s) = j j X(s) = k;X(0) = i

�
=
P
k2E
�ik(s):�kj(t)

où l�avant dernière égalité provient de la propriété de Markov.

De plus:

lim
t!0+

�ij(t) =

8<: 1; si i = j;

0; sinon.

Ceci signi�e que des transitions de i vers j (i 6= j) ne se font pas de manière instantanée,

mais pendant un intervalle de temps de durée strictement positive.

1.3.2 Equations d�états

Soit un système dont l�évolution peut être décrite mathématiquement par une chaîne de

Markov homogène à paramètres continus [7].

Soient:

- �i(t) : Probabilité pour que le système occupe l�état i à l�instant t:

- aij(t)dt : Probabilité de transition de l�état i à l�état j dans l�intervalle de temps dt:

- aij(t) : Taux de transition (ou intensité de transition) entre l�état i et l�état j .

On peut alors évaluer la probabilité �i(t+dt) de trouver le système dans l�état i à l�instant

(t+ dt); en fonction des probabilités f�k(t)g (k = 1:2:::n)

En e¤et:

�i(t+ dt) = �i(t)[1�
nP

j=1;j 6=i
aijdt] +

nP
j=1;j 6=i

�j(t)aijdt

Cette équation peut s�écrire:

�i(t+ dt)� �i(t)
dt

= ��i(t)
nX

j=1;j 6=i

aij +
nX

j=1;j 6=i

�j(t)aij: (1.3.1)
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1.3. Processus de Markov

Pour dt su¢ samment petit, c�est-à-dire dt! 0; on obtient alors une équation di¤érentielle,

caractérisant l�état (i) :

�
0

i(t) = ��i(t)
nX

j=1;j 6=i

aij +
nX

j=1;j 6=i

�j(t)aij (1.3.2)

(en addmetant l�existance des dérivées par rapport à t)

Le système est donc décrit par un ensemble de n équations di¤érentielles, pouvant être

mise-sous forme matricielle:

0BBBBBBBBB@

�
0
1(t)

�
0
2(t)

�
0
3(t)
...

�
0
n(t)

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBBB@

�
nP
j=2

a1j a12 a13 � � � a1n

a21 �
nP

j=1;j 6=2
a2j a23 � � � a2n

a31 a32 �
nP

j=1;j 6=3
a3j � � � a3n

...
...

...
. . .

...

an1 an2 an3 � � �
n�1
�
P

j=1

anj

1CCCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

�1(t)

�2(t)

�3(t)
...

�n(t)

1CCCCCCCCCA
(1.3.3)

La matrice obtenue est appelée "matrice de transition". Si les probabilités f�k(t)gk=1;2;:::;n
à l�instant t = 0 sont connues, alors le système d�équations di¤érentielles précédent permet de

déterminer f�k(t)g à tout instant t: Toutefois, cette solution est di¢ cile à obtenir si le nombre

d�éléments est élevé. On doit alors recourir à des méthodes numériques:

1.3.3 Equilibre statique

Les probabilités d�équations d�états f�k(t)g déterminées précédemment varient en fonction

du temps. On les appelle parfois "probabilités transitoires". Il est souvent intéressant d�étudier

le comportement de ces probabilités au bout d�un temps arbitrairement long (t!1). On dit

alors que ce sont des "probabilités "Le processus est alors appelé "stationnaire". Dans ce cas,

le système évolue vers un état statiquement stable appelé équilibre statique du système. Elle

caractérise en théorie la �abilité du système.

Une méthode possible pour déterminer l�ensemble f�k(1)gk=1;2;:::;n est de résoudre

le système d�équations di¤érentielles déjà donné et d�étudier le comportement des solutions

lorsque t!1:

Une autre méthode, plus directe, consiste à remarquer qu�en régime permanent, la

probabilité d�occupation de chaque état est indépendante du temps, par conséquent le système
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1.3. Processus de Markov

d�équations di¤érentielles devient:

�
0

i(t) = 0 = ��i
nX

j=1;j 6=i

aij +
nX

j=1;j 6=i

�jaij i = 1; :::; n;

puisque �i(t) = Cte, i = 1; :::; n .

Il faut noter que, dans ce système de n équations algébriques, il n�y en a que (n � 1)

équations indépendantes, puisque l�on doit satisfaire la condition:
nP
i=1

�i = 1:

Par suite, on peut écrire sous forme matricielle:

0BBBBBBBBB@

0

0
...

0

1

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

�
nP
j=2

a1j a12 � � � a1n�1 a1n

a12 �
nP

j=1;;j 6=2
a2j � � � a2n�1 a2n

...
...

...
...

...

a1n�1 a2n�1
...

n

�
P

j=1;j 6=n�1
an�1j an�1n

1 1 � � � 1 1

1CCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBB@

�1

�2
...

�n�1

�n

1CCCCCCCCCA
(1.3.4)

La solution de ce système d�équations algébriques fournit les solutions f�igi=1;:::;n en

régime permanent.

1.3.4 Les graphes d�états

Les graphes d�états (appelés aussi graphes de Markov) permettent une modélisation sous

certaines hypothèses. Les étapes successives sont la construction d�un graphe, la résolution

des équations de base et l�interprétation des résultats en termes de �abilité et de disponibilité.

La résolution est grandement simpli�ée par un calcul limité aux grandeurs indépendantes du

temps.

Construction du graphe

Le graphe représente tous les états du système et les transitions possibles entre ces états.

Les transitions entre états correspondent aux événements a¤ectant le fonctionnement des com-

posants du système. Ces événements sont en général des défaillances ou des réparations. Il

en résulte que les taux de transition entre états sont essentiellement composés de taux de dé-

faillance ou de réparation (parfois pondérés par des probabilités du type refus de démarrage

à la sollicitation) [10]. Le graphe de la �gure 1.3.1 représente le comportement d�un système

comprenant un unique élément réparable.
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1.3. Processus de Markov

Figure 1.3.1 : Graphe d�état élémentaire

1.3.5 Processus de Poisson

C�est un processus aléatoire à temps continu et à espace d�états discret. Il décrit la réali-

sation dans le temps d�évènements d�un type donné. Par exemple: l�apparition de panne dans

un parc de machines, l�arrivée des tâches dans l�unité centrale d�un ordinateur,...

Processus de comptage

Un processus de comptage (Nt)t 2 T , où T � R, est un processus croissant (si s �

t; alors Ns � Nt), à valeurs dans E = N. Il permet de dénombrer les occurrences d�un

événement aléatoire donné en fonction du temps. Les trajectoires d�un tel processus sont donc

des fonctions en escalier dont les marches sont de taille aléatoire. Les processus de comptage

peuvent modéliser de nombreux phénomènes [21].

Dé�nition 1.3.1 Processus de Poisson

Un processus aléatoire fN(t); t � 0g à valeurs entières est un processus de Poisson de

paramètre � > 0 si les trois conditions suivantes sont satisfaites:

a) fN(t); t � 0g est homogène dans le temps, c�est-à-dire :

P
�
N(t+ s)�N(s) = k

�
= P

�
N(t) = k

�
= �k(t);8s > 0;8t > 0; k = 0; 1; 2; :::

b) fNt; t � 0g est un processus de comptage à accroissements indépendants ce qui signi�e

que pour tout système d�intervalles disjoints, le nombre d�évènements s�y produisant sont des

variables aléatoires indépendantes.

P
�
N(t+ s)�N(s) = k;N(s) = j

�
= P

�
N(t+ s)�N(s) = k

�
�P
�
N(s) = j

�
= �k(t)��j(s)
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1.3. Processus de Markov

c) La probabilité que deux évènements ou plus se produisent dans un petit intervalle (�t)

est négligeable par rapport à la probabilité qu�il n�y ait qu�un seul évènement:

�k(�t) =

8>>><>>>:
o(�t), si k � 2 ;

��t+ o(�t); si k = 1 ;

1� �(�t) + o(�t); si k = 0:

Théorème 1.3.1 [21]

Si un processus de comptage fN(t); t � 0g satisfait aux trois conditions citées dans la

dé�nition 1:3:1, alors la probabilité d�occurence est :

8t > 0; k = 0; 1; 2; :::; P (N(t) = k) = �k(t) =
(�t)k

k!
e��t;

par conséquent, E
�
N(t)

�
= V

�
N(t)

�
= �t:

Relation fondamentale

Soit fNt; t � 0g un processus de comptage et soit Tn : "Durée séparant le (n � 1)
i�eme

événement du ni�eme événement (n = 1; 2; :::); en particulier:

T1 : est l�instant de réalisation du premier événement.

Tn : appelée " durée d�attente" qui représente le temps pendant lequel le processus demeure

à l�état (n� 1):

On pose Sn =
nP
i=1

Ti = T1 + T2 + ::: + Tn ( le temps écoulé jusqu�à la réalisation du ni�eme

événement).

On aura alors:

8>>><>>>:
Nt � n, Sn+1 > t

et

Nt � n, Sn � t
Il en résulte que:

P (Nt = n) = P (Nt � n et Nt � n )

= P (Sn � t et Sn+1 > t )

= P (Sn � t )� P (Sn � t et Sn+1 � t )

On a fSn+1 � tg � fSn � tg

Donc P (Nt = n) = P (Sn � t )� P (Sn+1 � t ):
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1.3. Processus de Markov

1.3.6 Processus de poisson et loi exponentielle

Intervalle entre deux événements

Soit fN(t); t � 0g un processus de poisson de paramètre �:

Tn : la durée séparant le (n� 1)
i�eme

événements du ni�eme événements [21].

Théorème 1.3.2 [21]

Les temps d�attente Tn d�un processus de poisson, sont des variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de paramètre �:

Généralisation

Théorème 1.3.3 [21]

La durée séparant n+1 événements consécutifs, en d�autres termes le temps écoulé entre le

ki�eme et le (k + 1)
i�eme

événement, obéit à une loi de gamma de paramètres � et n:

Nouvelle caractérisation du processus de poisson

Théorème 1.3.4 [21]

Un processus de comptage fN(t); t � 0g est un processus de poisson de paramètre � si les in-

tervalles de temps entre deux événements consécutifs sont des variables aléatoires indépendantes

obéissant à la même loi exponentielle de paramètre � .

1.3.7 Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques à temps continu et

à espace d�état discret E = f0; 1; :::g, markoviens (sans mémoire).

A partir d�un état donné "n", les transitions ne sont possibles que vers l�un ou l�autre des

états voisins "n+ 1" ou "n� 1"; on parle alors de naissance et de mort [21] .

Remarque 1.3.1 Le processus de poisson est un cas particulier des processus de naissance et

de mort.

A la di¤érence de ces cas particulier, les taux de transitions dépendent généralement de

l�état "n" dans lequel le système se trouve.
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1.3. Processus de Markov

Dé�nition 1.3.2 Soit fX(t); t � 0g un processus stochastique à espace d�états f0; 1; :::g et

homogène dans le temps.

P
�
X(t+ s) = j j X(s) = i

�
= �ij(t) indépendante de s;

fX(t); t � 0g est un processus de naissance et de mort si les conditions suivantes sont

satisfaites:

� �i;i�1(�t) = P
�
X(t+�t) = i� 1 j X(t) = i

�
= �i�t+ o(�t); 8i � 1:

� �i;i+1(�t) = P
�
X(t+�t) = i+ 1 j X(t) = i

�
= �i�t+ o(�t); 8i � 0:

� �i;i(�t) = P
�
X(t+�t) = i j X(t) = i

�
= 1� (�i + �i)�t+ o(�t); 8i � 0

on déduit alors:

�ij(�t) = o(�t) si j i� j j� 2 avec �i > 0; �i > 0 sont les taux de transition:

�i : taux de naissance (croissance).

�i :taux de mort (décroissance).

Graphe de transition:

Le graphe des taux de transition est constitué de �boudins�, les arcs vers la droite représen-

tant les taux de naissance, et ceux vers la gauche les taux de mort.

Figure 1.3.2 : Graphe de transition.

1.3.8 Processus de renouvellement

Considérons une distribution aléatoire de points sur R+. Soit N(t) le nombre de points

dans [0; t]: fN(t); t > 0g constitue un processus de comptage. Chaque point de la distribution

correspond à un événement particulier. Supposons, sans perte de généralité, que cet événement

est une panne et que l�objet défaillant est remplacé sans délai par un objet identique ; on dit

qu�il y a renouvellement.
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1.3. Processus de Markov

Notons Sn la date où se produit la ni�eme panne, (ni�eme renouvellement). Considérons la suite

de v.a. dé�nies par Tn = Sn � Sn�1. Ce sont les temps d�inter-arrivées ou inter-occurrences,

c�est-à dire la suite des temps qui s�écoulent entre deux événements successifs. Tn est le temps

qui s�écoule entre le (n� 1)i�eme renouvellement et le ni�eme renouvellement.

On a la relation : Sn = T1 + T2 + :::+ Tn

Lorsque les Tn sont indépendants, la loi des Tn caractérise le processus de renouvellement

[24].

a- Fonction de renouvellement

Dé�nition 1.3.3 On appelle fonction de renouvellement et on note M(t), l�espérance mathé-

matique de la variable aléatoire N(t)dé�nie par:

M(t) = E
�
N(t)

�
=

1X
n=1

n:P (N(t) = n) ; (1.3.5)

M(t) représente le nombre moyen d�événements (renouvellement ou bien panne) se pro-

duisant entre 0 et t: C�est une fonction croissante de t, nulle en 0 . Nous nous comptabilisons

pas la date t0 = 0 dans les renouvellements puisqu�il y a pas de panne à cet instant.

Théorème 1.3.5 [24]

Soit fN(t); t > 0g un processus de renouvellement alors:

(i) La distribution de probabilité de la variable aléatoire de renouvellement est sous la forme:

P (N(t) = n) = F (n)(t)� F (n+1)(t);

où F (n)(:) est le produit de convolution d�ordre n pour la fonction F (:) (c�est la fonction

de répartion de la somme de n v.a. i .de même fonction de répartition F (:)), on pose par

convention

F (1)(t) = F (t):

(ii) La fonction de renouvellement M(t) s�écrit :

M(t) =
1X
n=1

F (n)(t): (1.3.6)

Elle est solution de l�équation intégrale du renouvellement

M(t) = F (t) +

Z t

0

M(t� x)dF (x): (1.3.7)

De plus

var(N(t)) = 2

Z t

0

M(t� x)dM(x) +M(t)�M2(t)
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1.4. Le processus semi- Markovien

b- Densité de panne (ou de renouvellement)

Dé�nition 1.3.4 On appelle densité de panne (ou de renouvellement):

r(t) =M
0
(t) =

1X
n=1

f (n)(t): (1.3.8)

En dérivant (1.3.7) on obtient:

r(t) = f(t) +

Z t

0

h(t� x)f(x)dx:

Exemple 1.3.1 La fonction de renouvellement ne peut pas être obtenue sous forme explicite

à l�exeption de certain cas particuliers [9].

- Cas exponentiel

Les Xi suivent une loi exponentielle de paramètre �:C�est un processus de Poisson. La loi

de N(t) est donnée par

P (N(t) = n) = (
1

n!
)(�:t)ne��t;

c�est une loi de Poisson de paramètre �:t:

L�espérance correspond à la fonction de renouvellement

M(t) = E
�
N(t)

�
=

1X
n=1

(
1

n!
)(�:t)ne��t = �t:

r(t) = �:

- Cas normale

Pour la loi normale N(�; �) les calculs ne sont pas agréables.

Soit � la fonction de répartition de N(0; 1):

La propriété d�additivité des variables normales indépendantes permet d�écrire:

P (N(t) � n) = �( t�n�p
�n
):

D�où

M(t) =
1P
n=1

�( t�n�p
�n
):

1.4 Le processus semi- Markovien

L�intérêt de modèles semi-Markovien est contenu dans le choix explicite de la distribution

du temps de séjour dans chaque état. La probabilité de rester dans un état peut alors dépendre

de la durée déjà passée dans cet état. Nous nous intéressons maintenant à un système dont
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l�évolution dans le temps est décrite par un processus semi-markovien, à valeurs dans un espace

d�état �ni ou dénombrable, nous précisons le modèle de Weibull-Markov [17].

1.4.1 Le modèle de Weibull-Markov

Le modèle de Weibull-Markov est obtenu à partir du modèle homogène de Markov, au

lieu de la distribution exponentielle on utilise la distribution de Weibull pour les durées de

résidence dans les états et les transitions entre les états des composants. L�avantage de cette

distribution qu�elle n�ignore pas l�usure antérieure du composant [15].

Les deux méthodes sous-cites seront explicitées dans le chapitre 4

1.5 Processus de dégradation

Les processus de dégradation sont issus de trajectoires de processus stochastiques à ac-

croissements indépendants.

La dégradation est un processus pour le quel le taux de panne augmente suite aux e¤ets

d�usure et de l�environnement. Le processus de dégradation est représenté par une séquence

d�étapes d�usures croissantes, qui mènent à l�échec du matériel. Le nombre d�étapes de dégra-

dation peut varier, il ya essentiellement deux façons de les dé�nir, soit par la durée soit par les

signes physiques (usure, corrosion,...etc) [4].

Caractéristiques des processus de dégradation

Physiquement, la description d�un processus de dégradation implique les conséquences

suivantes :

1. Le processus de dégradation Ut prend ses valeurs dans R+ ;

2. Le niveau de dégradation évolue de manière monotone croissante dans le temps ;

3. Le domaine de défaillance se limite à un seuil critique à ne pas dépasser, c�est-à-dire à

un réel ;

4. Les trajectoires du niveau de dégradation sont les seules données observables. Elles sont

mesurées depuis l�instant initial jusqu�à ce que le niveau de dégradation atteigne le seuil de

défaillance. Comme les composants ne sont pas réparables, aucune trajectoire ne peut boucler,

on a donc des cascades de pannes.

Ces caractéristiques sont discutables selon le type de phénomène que l�on décrit.
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1.6 Conclusion

Les processus stochastiques se prêtent particulièrement bien à développer l�aptitude à la

modélisation mathématique, donc il faut se contenter de prendre connaissance des dé�nitions

et des résultats présentés. Le contenu du chapitre porte principalement sur les chaînes de

Markov à temps continu, suivi par les principaux résultats sur les processus. Certains processus

stochastiques ont été introduit et qui vont permettre grâce aux graphes des états la modélisation

Markovienne et la modélisation de Weibull-Markov, ces dernières serons explicités dans le

troisième chapitre.

17



CHAPITRE

2 Concepts de �abilité

2.1 Introduction

L�objectif de la théorie de la �abilité est l�analyse de probabilité de panne d�un système.

Le terme est à prendre au sens large, il peut être une structure composée de plusieurs élé-

ments comme il peut être un seul élément. Nous introduirons dans ce chapitre les principaux

fondements mathématiques de la théorie de �abilité, nous en verrons les notions de �abilité,

de disponibilté, de maintenabilité ainsi les principaux indices de �abilité. Par la suite, nous

aborderons la notion de �abilité des systèmes. Nous verrons comment déterminer les indices

de �abilité d�un système suivant la structure des éléments qui le composent.

2.2 Un peu d�histoire

Les techniques de sûreté de fonctionnement (�abilité, disponibilité, maintenabilité ...) se

sont développées tardivement par rapport aux techniques, maintenant classique des diverses

disciplines de l�art de l�ingénieur. L�histoire de ces concepts et de leur introduction dans le

domaine industriel s�avère di¢ cile à reconstituer compte tenu de leur inégal développement

suivant les branches. Nous nous contenterons de rappeler les faits marquants,

- Les premières statistiques sur les pannes et les accidents d�avions sont apparus pendant

les années 30.

- Elaborations des lois de �abilité suivent aux échecs successifs des premiers essais sur le

lancement des missileV1, pendant les années 40.
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2.3. Dé�nitions

- Dans les années 50, et avec le développement de l�électronique et ses applications dans

les domaines militaires surtout aux états unis, l�approche �abiliste a été formalisées dans la

marine, l�aéronautique, le nucléaire, les télécommunications...

- Dans les années 60, d�autres méthodes de calcul de �abilité ont vu le jour tel : Calcul

par arbre de cause, analyse des modes de défaillances..., pour des raisons de sûreté de fonction-

nement dans les domaines de l�aéronautique et le nucléaire.

- Le développement de l�outil informatique dans les années 70 a permis la création de banques

de données nécessaires à tout calcul de probabilité, et de traiter des systèmes de plus en plus

complexe.

Depuis de nouvelles méthodes ne cessent de paraître renforçant les méthodes déjà existantes

[3].

2.3 Dé�nitions

2.3.1 Fiabilité

La �abilité est l�aptitude (la probabilité) d�un système à accomplir une fonction (ou bien

mission) donnée durant une période déterminée, dans des conditions spéci�ées d�exploitations

[13].

Par système en comprend un équipement (mécanique, électronique..), un système informa-

tique (matériel ou logiciel...) dont on étudie la �abilité. Elle se caractérise donc par quatre

concepts:

- La probabilité : une probabilité se dé�nie par le rapport entre le nombre de cas favorable

et le nombre de cas possibles concernant la réalisation d�un évènement. Dans le cas de la �abilité,

la probabilité exprime les chances d�accomplir une fonction.

- L�accomplissement d�une fonction: le dispositif que l�on étudie du point de vue de la

�abilité devra être dans un état qui lui permet d�accomplir la fonction requise d�une manière

satisfaisante.

- Les conditions données : sont toutes les contraintes extrêmes quelles soient d�origine

mécanique, chimique, physique et électrique subie par le dispositif du fait de son environnement

- Le temps : c�est le temps exprimé au sens large. Ce sera bien souvent, un nombre de

cycles ou caractéristiques qui expriment la durée de vie.
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Généralement, on a contenu de distinguer la notion de �abilité selon l�étape étudiée de

la vie d�un système par:

1. La �abilité prévisionnelle: C�est celle qui est calculée sur la base d�un modéle math-

ématique, dé�ni à partir des données du projet et la �abilité estimée des composants.

2. La �abilité estimée ou intrinsèque: C�est la �abilité d�un dispositif (système)

mesurée au cour d�essais spéci�ques e¤ectués dans le cadre d�un programme d�essais prédé�nis.

3. La �abilité opérationnelle: C�est la �abilité mesurée sur des dispositifs en exploitation

normale. Elle dépend des conditions réelles d�exploitation.

2.3.2 Défaillance

C�est la cessation de l�aptitude d�une entité à accomplir une fonction requise, qui passe

dans l�état de panne [1]. Donc c�est une perte partielle ou totale des propriétés d�un dispositif

qui diminuent signi�cativement allant jusqu�à la perte totale ou partielle de sa capacité de

fonctionnement.

On distingue plusieurs types de défaillances ou pannes:

- Les défaillances soudaines (subites): Elles sont di¢ cilement prévisibles ou imprévis-

ibles par un examen suivi des caractéristiques du dispositif, elles sont dues à une perte totale

des propriétés du système entraînant son incapacité de fonctionnement. Généralement ce type

de panne est souvent rencontré en électronique.

- Les défaillances progressives (graduelles): Elles sont prévisibles par un examen suivi

des caractéristiques du dispositif. Ce type de défaillance est prépondérant pour le matériel

mécanique, pour laquelle se manifeste l�usure des composants après une certaine durée de

fonctionnement.

- Les défaillances partielles: Elles résultent des déviations d�une ou plusieurs caractéris-

tiques au delà des limites spéci�ques mais n�entraîne pas une disparition complète de fonction.

- Les défaillances complètes: Elles résultent de la déviation d�une ou plusieurs carac-

téristiques telles qu�elles entrainent la disparition de la fonction.

- Les défaillances par dégradation : Elles sont progressives partielles ou complètes,

réversibles ou non.

- Les défaillances catalectiques: Elles sont soudaines complètes et irréversibles.

On peut aussi classer les défaillances selon la période de vie de l�équipement durant laquelle

elles apparaissent. On distingue trois classes [8]; à savoir:
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- Les défaillances précoces: elles surviennent durant la période de jeunesse du matériel

(on l�appelle aussi période de mortalité infantile), c�est-à-dire juste après sa mise en fonction-

nement. Ces défaillances peuvent être attribuées à la conception, à la fabrication ou à la

mauvaise utilisation du matériel. Généralement, un contrôle rigoureux est e¤ectué avant la

mise en service pour détecter les éléments présentant ce type de défaillance.

- Les défaillances aléatoires: Elles apparaissent durant la période de vie utile du matériel.

Ce sont des défaillances aléatoires. Elles ont la même probabilité d�apparition.

- Les défaillances par usure: Ce sont des pannes progressives et elles apparaissent suite

à la fatigue, l�usure et la dégradation du matériel après une longue période de fonctionnement.

Elles sont explicitées sur la �gure (2.4.2) représentant les variations du taux de défaillance

d�un équipement technique.

2.4 Notions de �abilité

2.4.1 Durée de vie

On considère un équipement qui commence à fonctionner au temps t0 = 0:

On appelle durée de vie (lifetime) de cet équipement l�intervalle de temps entre sa mise en

service jusqu�à la première défaillance. Elle sera assimilée à une variable aléatoire non négative

X. Sa fonction de répartition représente la probabilité de défaillance de l�équipement avant

l�instant t ou la probabilité de défaillance dans l�intervalle [0; t] :

F (t) = P(X � t): (2.4.1)

Si F (t) absolument continue (donc dérivable), la dérivée f(t) = F
0
(t) = dF (t)

dt
s�appelle

densité de probabilité de la durée de vie X.

2.4.2 Fonction de �abilité

On appelle fonction de �abilité (Reliability) de la variable aléatoire X, la probabilité de

bon fonctionnement continu durant [0; t], on la note R(:) ou F (:). Elle est donnée par

R(t) = 1� F (t) = P(X � t) = F (t) =
Z 1

t

f(u)du (2.4.2)

R(t) =

Z 1

t

f(u)du: (2.4.3)
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2.4. Notions de �abilité

La �gure 2.1 ci-dessous présente l�allure de la fonction R(t) en fonction du temps.

Figure 2.4.1 : Courbe de survie ou de �abilité

2.4.3 Durée de survie (durée de vie résiduelle)

On considère un équipement ayant fonctionné sans défaillance jusqu�à la date t: On appelle

durée de survie ou bien durée de vie résiduelle d�un équipement d�âge t, notée Xt, le temps

d�attente de la panne. C�est une variable aléatoire dé�nie par:

Xt = X � t (2.4.4)

Sa fonction de répartition

Ft(t) = P(Xt � x j X > t) = P(X � t � x j X > t) =
F (t+ x)� F (t)

1� F (t) ;

que l�on peut écrire aussi:

Ft(x) =
R(t)�R(+x)

R(t)
; (2.4.5)

et de fonction de �abilité

Rt(x) = 1� Ft(x) =
R(t+ x)

R(t)
: (2.4.6)
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2.4. Notions de �abilité

2.4.4 Taux de défaillance

La notion de taux de défaillance (Hazard rate) ou risque de panne est fondamentale en

théorie de �abilité en particulier pour les distributions de survie.

Le taux de défaillance, �(t); est la probabilité pour qu�un élément tombe en panne au cours

de [t; t+ x], sachant qu�il a fonctionné sans défaillance jusqu�à la date t. Il est donné par:

�(t) = lim
x�!0

1

x

F (t+ x)� F (t)
1� F (t) = lim

x�!0

1

x

R(t)�R(t+ x)
R(t)

: (2.4.7)

Si F est dérivable, on aura

�(t) =
�R0

(t)

R(t)
=
f(t)

R(t)
. (2.4.8)

En intégrant l�équation di¤érentielle (2:4:7), la fonction de �abilité s�écrira:

R(t) = exp
�
�
R t
0
�(u)du

�
: (2.4.9)

La fonction

�(t) =

Z t

0

�(u)du = log
�
1=R(t)

�
; (2.4.10)

s�appelle fonction de risque ou fonction de hazard (Hazard function). Elle représente le taux

de défaillance cumulé jusqu�à l�instant t:

Le terme taux de défaillance, sous entend une grandeur permettant de mesurer la

vitesse d�apparition des pannes. Il est possible d�interpréter �(t) comme le pourcentage moyen

de pannes par unité de temps, qui apparaissent à la date t:

Le comportement temporel du taux de panne est représenté par la courbe "en baignoire"

(voir �gure 2.2). Cette courbe comporte trois phases pour lesquelles on détaille les causes

potentielles et les actions à entreprendre pour améliorer le comportement du système.

- Phase 1:

Période de jeunesse (ou période de mortalité infantile ou période des défaillances pré-

coces), pendant laquelle le taux de défaillance décroît;

- Phase 2:

Période de vie utile qui correspond à la maturité de l�élément durant laquelle les dé-

faillances sont aléatoires et le taux de défaillance est sensiblement constant;
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2.4. Notions de �abilité

- Phase 3:

Période de vieillesse pendant laquelle le taux de défaillance croît. Elle correspond à la

période d�usure normale de l�élément.

Figure 2.4.2 : Courbe en baignoire représentant le taux de panne.

Selon le type de produit ( éléctronique, informatique ou mécanique), l�allure de la courbe

peut changer. Lwis (1987) présente plusieurs types de courbes en baignoire (voir �gure 2.4.3).

Figure 2.4.3 : Allure caractéristique du taux de panne, Lwis 1987.
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2.4. Notions de �abilité

2.4.5 Les grandeurs du temps

Des grandeurs associées à la �abilité des systèmes peuvent être calculées à partir des

mesures de probabilités. Contrairement aux précédentes, qui sont en fonction du temps, les

grandeurs suivantes caractérisent des durées moyennes [23]. L�analyse de cycle (voir �gure2.4.4),

fait remarquer qu�il est composé de:

�MTTF: Durée moyenne de fonctionnement d�une entité avant la première défaillance

(anglais Mean Time To Failure)

MTTF =

Z 1

0

R(t)dt (2.4.11)

�MTTR: Durée moyenne de réparation (anglais Mean Time To Repair)

MTTR =

Z 1

0

[1�M(t)] dt (2.4.12)

�MUT: Durée moyenne de fonctionnement après réparation (anglais Mean Up Time)

�MDT: Durée moyenne d�indisponibilité après défaillance (anglais Mean Down Time)

�MTBF: Durée moyenne entre deux défaillances (anglais Mean Time Between Failure)

MTBF = MDT +MUT

La �gure suivante illustre cette situation:

Figure 2.4.4 : Présentation des di¤érentes grandeurs en fonction du temps. Dans le cas d�un

système réparable.
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Pour un matériel irréparable, pour des raisons techniques ou économiques, son évolution

temporelle est représenté par le diagramme suivant:

Figure 2.4.5 : Chronogramme d�un matériel irréparable.

2.5 Fiabilité des systèmes:

Lors d�une étude, il convient de considérer tout système comme un assemblage d�éléments

dont les actions et les interactions vont déterminer le comportement de l�ensemble du système.

2.5.1 Systèmes non réparables

On appelle système tout assemblage de composants, dont on suppose en général (mais pas

toujours !) que les pannes se produisent indépendamment les unes des autres.

Un système non réparable est un système pour lequel aucune réparation de composants

défaillants n�est envisageable [11].

A l�exception des systèmes en série, les systèmes ont généralement des structures redon-

dantes : un ou plusieurs composants peuvent tomber en panne sans que le système ne cesse

de fonctionner. En renforçant la redondance du système, on augmente sa �abilité. Il existe 2

types de redondance :

- Redondance active (réserve chaude) : tous les composants fonctionnent en même temps.

- Redondance passive (réserve froide) : il existe des composants en attente, qui ne peuvent

pas tomber en panne tant qu�ils ne sont pas mis en marche.
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2.5.2 Systèmes réparables

Dans le but d�augmenter la �abilité d�un système à redondance, on peut envisager de

réparer les composants qui tombent en panne. On admettra généralement qu�un composant

réparé se comporte comme un composant neuf. Pour résoudre ce type de problème, il est

nécessaire de connaître, non seulement la loi de la durée de bon fonctionnement, mais en plus,

celle de la durée de réparation [11].

2.5.3 Fonction de structure:

On s�intéresse à la �abilité d�un système de n composants distincts, que nous numérotons

"1; :::; n": Chacun de ces composants peut être en bon état ou en panne.

Notons x1; x2; :::; xn les variables associées au fonctionnement des composants, à valeurs

dans f0; 1g et on note Xi au lieu de xi si la variable est aléatoire [3].

Pour le composant i, on note:

xi =

8<: 1, si le i�eme composant est en bon état;

0; si le i�eme composant est en panne.

Le but est de caractériser l�état du système (marche ou panne) en fonction de l�état de

chacun de ses éléments.

Dé�nition 2.5.1 Soit � une fonction dépendante du vecteur x = ( x1; x2; :::; xn) et décrivant

de façon binaire le fonctionnement du système.

Notons par convention:

�(x) =

8<: 1; si le système est en fonctionnement;

0; si le système est en panne.

La fonction � est appelée fonction de structure.

2.5.4 Chemins

Dé�nition 2.5.2 Pour tout vecteur x de E tel que �(x) = 1; l�ensemble

Cx = fi : xi = 1g est appelé chemin lié à x.

Un chemin est donc un ensemble de composants dont le bon fonctionnement assure le bon

fonctionnement du système [3].
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2.5. Fiabilité des systèmes:

Chemin minimal

L�ensemble des valeurs possibles de X est une partie de E = f0; 1gn qui se décompose en:

E+: état de bon fonctionnement et E�: état de panne.

Si x et y sont des vecteurs de E; on dira que x est inférieur à y; noté x � y; pour tout

i = 1; n si on a: xi � yi et au moins une de ses inégalités est stricte.

Dé�nition 2.5.3 Soit x 2 E+; un chemin Cx est minimal si tout y inférieur à x, appartient

à E� : y < x ) �(y) = 0:

Un chemin minimal est l�ensemble minimal d�éléments dont les fonctionnements assurent

le fonctionnement du système [9].

La fonction de structure � est égale au max sur tous les chemins minimaux du produit des

états de ce chemin, de ce qui s�écrit:

�(x) = max
c2CM

�
min
i2c
(xi)

�
;

où CM est l�ensemble de tous les chemins minimax.

2.5.5 Coupes

Dé�nition 2.5.4 Si �(x) = 0 alors Kx = fi : xi = 0g est la coupe lié à x:

Une coupe (cut set) est un ensemble d�éléments dont la panne entraîne la panne du système.

Coupe minimal

Dé�nition 2.5.5 Soit x 2 E�; une coupe Kx est minimale si tout y supéreiur à x appartient

à E+ : y > x ) �(y) = 1

Une coupe minimale est l�ensemble minimal d�éléments dont la défaillance cause la défail-

lance du système [9].

La fonction de structure � est égale à

�(x) = min
k2KM

�
max
i2k
(xi)

�
;

où KM est l�ensemble des coupes minimales.
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2.5.6 Con�guration série

Un système à n éléments en série est en bon fonctionnement, si seulement si, tous les

éléments le sont. Il est hors service si au moins un élément est en panne.

- Hypothèse de départ:

� Les défaillances sont indépendantes les unes des autres.

� La �abilité de chaque sous-système ou de chaque élément a été déterminée.

Dans ce cas la fonction de structure � est de forme:

�(x) = �(x1; x1; :::; xn) = x1 ^ x2 ^ ::: ^ xn =
nY
i=1

xi: (2.5.1)

Si on note Ti durée de vie de l�élément i alors la durée de vie du système correspond à

T = min(Ti)

Figure 2.5.6 : Con�guration de n composants en série

- La �abilité du système, notée R est le produit des �abilités des éléments qui le composent

[3],

R(t) =
nY
i=1

�
Ri(t)

�
: (2.5.2)

Démonstration. [3]

En e¤et

R(t) = P (T > t) = P (minTi > t)

= P (T1 > t; T2 > t; :::; Ti > t; :::; Tn > t)

= P (T1 > t) � (T2 > t) � ::: � (Ti > t) � ::: � (Tn > t)

= R1(t) �R2(t) � ::: �Ri(t) � ::: �Rn(t)

=
nQ
i=1

�
Ri(t)

�
:

- Le taux de défaillance du système, noté �(t) est la somme des taux de défaillance des

éléments qui le composent.

En e¤et, en prenant le log de chaque terme de R(t) et en dérivant, on obtient:

�(t) = �1(t) + :::+ �n(t) =

nX
i=1

�i(t): (2.5.3)
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- Le temps moyen de bon fonctionnement du système est inférieur à chacun des temps

moyens de fonctionnement de ses composants

En e¤et, on a R(t) � Ri(t) 8i = 1; n alors :
R1
0
R(t)dt �

R1
0
Ri(t)dt 8i = 1; n.

D�ou

E(T ) � E(Ti); 8i = 1; n:

2.5.7 Con�guration parallèle

Un système à n éléments en parallèle est hors service, si et seulement si, tous les éléments

le sont. Il est en bon fonctionnement si au moins un élément est en bon fonctionnement. La

fonction de structure est donnée par :

�(x) = �(x1; x1; :::; xn) = x1 _ x2 _ ::: _ xn = 1�
nY
i=1

(1� xi): (2.5.4)

- La durée de vie d�un système en parallèle est le maximum des durées de vie des éléments qui

le composent: T = max(T1; T2; :::; Tn):

Figure 2.5.7 : Con�guration de n composants en parallèle.

La �abilité du système, notée R est:

R(t) = 1�
nY
i=1

�
1�Ri(t)

�
:

Démonstration. [3]

La fonction de répartition de la variable T est alors:

F (t) = P (T � t) = P (T1 � t; T2 � t; :::; Tn � t)

= P (T1 � t) � (T2 � t) � ::: � (Tn � t)

30



2.5. Fiabilité des systèmes:

=
nQ
i=1

P (Ti � t) =
nQ
i=1

Fi(t):

La �abilité d�un système de n composants en parallèle est donnée par

R(t) = 1� F (t) = 1�
nQ
i=1

Fi(t)

= 1�
h�
1�R1(t)

�
�
�
1�R2(t)

�
� ::: �

�
1�Rn(t)

�i
= 1�

nQ
i=1

�
1�Ri(t)

�
:

- Le temps moyen de bon fonctionnement du système est supérieur au temps moyen de

fonctionnement de chacun de ses composants R(t) � Ri(t) 8i = 1; n d�où :E(Ti) � E(T )

8i = 1; n:

En e¤et [3],
n

�
i=1

�
1�Ri(t)

�
= 1�R(t), 1�R(t) � 1�Ri(t)

) �R(t) � �Ri(t)

) R(t) � Ri(t); 8i:

D�où E(Ti) � E(T ) 8i = 1; n:

2.5.8 Con�guration série-parallèle

Souvent on peut rencontrer des systèmes avec les deux con�gurations simultanément citées

auparavant, il s�agit de la con�guration série-parallèle. Un système série-parallèle résulte de la

mise en parallèle de sous systèmes-série [14].

Figure 2.5.8 : Con�guration série-parallèle.

Si on note Rij la �abilité du ji�eme composant de la ii�eme branche,

R(t) = 1�
pY
j=1

�
1�

njQ
i=1

Rij(t)

�
(2.5.5)

Où
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2.5. Fiabilité des systèmes:

nj : nombre d�éléments de la branche j.

p : nombre de branches en série.

2.5.9 Con�guration parallèle-série

Un système parallèle-série résulte de la mise en série de sous-systèmes parallèles [14].

Le diagramme de �abilité est donné dans la �gure 2.5.9

Figure 2.5.9 : Con�guration parallèle-série.

Avec les mêmes notations que précédemment, la �abilité de ce système est alors :

R(t) =

pY
i=1

�
1�

njQ
j=1

�
1�Rij(t)

��
: (2.5.6)

Exemple 2.5.1 On dispose de 4 éléments de �abilité R1; R2; R3 et R4: On désire comparer

deux con�gurations:

Figure 2.5.10 : Représentation de deux système (S1) et (S2) respectivement.

1- Donnons les fonctions de structure pour les deux systèmes (S1) et (S2) :
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2.5. Fiabilité des systèmes:

- Pour la 1i�ere con�guration (S1):

�1(x) = 1�
h
(1� x1x2)(1� x3x4)

i
= (x3x4) + (x1x2)� (x1x2x3x4):

- Pour la 2i�eme con�guration (S2):

�2(x) =
h
1� (1� x1)(1� x2)

i h
1� (1� x3)(1� x4)

i
= (x1 + x2 � x1x2)(x3 + x4 � x3x4):

- En terme de chemin minimal, pour la structure (S1); on trouve la même con�guration avec

C1 = f1; 2g et C2 = f3; 4g sont les chemins minimaux, mais en terme des coupes minimales

on a:

K1 = f1; 3g; K2 = f1; 4g; K3 = f2; 3g; K4 = f2; 4g donc

Figure 2.5.11 : Représentation du système (S1) en coupes minimales.

et la fonction de structure est donnée par:

�1(x) =
h
1� (1� x1)(1� x3)

i h
1� (1� x1)(1� x4)

i h
1� (1� x2)(1� x3)

i h
1� (1� x2)(1� x4)

i
- Les chemins minimaux du système (S2) sont: C1 = f1; 3g; C2 = f1; 4g; C3 = f2; 3g; C4 =

f2; 4g:

Figure 2.5.12 : Représentation du système (S2) en chemins minimaux.
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2.5. Fiabilité des systèmes:

La fonction de structure est:

�2(x) = 1� (1� x1x3)(1� x1x4)(1� x2x3)(1� x2x4)

Pour les coupes minimales on obtient la même con�guration pour le système (S2) avec

K1 = f1; 2g et K2 = f3; 4g sont des coupes minimales.

2- La fonction de �abilité:

Posons R1(t) = R2(t) = R3(t) = R4(t) = e��t.

Notons R(t) la �abilité du système (S1) et �R(t) la �abilité du système (S2) et en tenant

compte des fonctions de structure des deux systèmes, on aura:

R(t) = 2e�2�t � e�4�t:

�R(t) = (2e��t � e�2�t)2 = 4e�2�t � 4e�3�t + e�4�t:

3- Taux de défaillance:

Posons �(t) pour R(t) et �
0
(t) pour �R(t) donc on a:

�(t) =
�R0

(t)

R(t)
=
�(2e�2�t � e�4�t)0

2e�2�t � e�4�t =
4�� 4�e�2�t
2� e�2�t :

�
0
(t) =

(4e�2�t � 4e�3�t + e�4�t)0

4e�2�t � 4e�3�t + e�4�t =
8� 12�e��t + 4�e�2�t
4�� 4e��t + e�2�t :

4- La durée de vie des systèmes (S1) et (S2) :

Notons E(X) pour le système (S1) et E(Y ) pour le système (S2) :

E(X) =MUT =

Z +1

0

R(t)dt =

Z +1

0

2e�2�t � e�4�tdt = 3

4

1

�
:

E(Y ) =

Z +1

0

�R(t)dt =

Z +1

0

4e�2�t � 4e�3�t + e�4�tdt = 11

12

1

�
:

Remarque 2.5.1 On remarque que 11
12
est proche de 1 donc le système (S2) est meilleur que

le système (S1); c-à-d que la représentation parallèle-série est meilleur que la représentation

série-parallèle en terme de temps moyen de bon fonctionnement.

Remarque 2.5.2 Les indices de �abilité d�un système composé de n éléments dépendent de la

structure de ce dernier.
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2.5. Fiabilité des systèmes:

2.5.10 Con�guration k/n (k parmi n):

Ce système fonctionne lorsque k au moins des n composants fonctionnent. Il tombe en

panne si moins de k éléments parmi n fonctionnent [3].

La fonction de structure d�un tel système est donnée par:

�(x) =

8<: 1; si
P
xi � k;

0; sinon.

Remarque 2.5.3 - Le cas où k = n correspond au système en série.

- Le cas où k = 1 correspond au système en parallèle.

Si les éléments sont identique et si p représente la probabilité de panne d�un élément, c-à-d:

R1(t) = R2(t) = ::: = Rn(t) = p alors :

R(t) =
kX
i=1

Cinp
i(1� p)n�i: (2.5.7)

2.5.11 Autres con�gurations

Exemple 2.5.2 Considérons le système suivant [9]:

Figure 2.5.13 : Exemple de cas de pont.

Remarquons, tout d�abord, que le système n�est pas un système série-parallèle ou bien un

autre système simple. Pour analyser sa probabilité de fonctionnement, nous pouvons chercher

les éléments minimaux. Dans ce cas les chemins minimaux sont les suivants:

C1 = f1; 2g ; C2 = f3; 4g ; C3 = f1; 5; 4g ; C4 = f3; 5; 2g :

Quand aux coupes minimales, nous obtenons:

K1 = f1; 3g ; K2 = f1; 5; 4g ; K3 = f3; 5; 2g ; K4 = f2; 4g :
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2.6. Maintenabilité

Le calcul de la fonction de structure se fait par:

- �(x) = max
c2CM

�
min
i2c
(xi)

�
pour les chemins minimaux:

Figure 2.5.14 : Représentation du système en chemins minimaux.

�(x) = 1� [(1� x1x2)(1� x3x4)(1� x1x5x4)(1� x3x5x2)]:

- �(x) = min
k2KM

�
max
i2k
(xi)

�
pour les coupes minimales on a:

Figure 2.5.15 : Représentation du système en coupes minimales.

�(x) = [1�(1�x1)(1�x3)][(1�(1�x1)(1�x5)(1�x4)][(1�x3)(1�x5)(1�x2)][1�(1�x2)(1�x4)]:

2.6 Maintenabilité

Les concepteurs recherchent toujours la performance maximale d�un produit et négligent

parfois l�hypothèse de la panne. Il est di¢ cile quand on fait tout pour que le système fonctionne

de se demander ce qu�il adviendra en cas de panne. Pour qu�un système soit disponible, il doit

défaillir le plus rarement possible mais il est tout aussi important qu�il soit très rapidement
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2.6. Maintenabilité

réparé. On entend ici par réparation l�ensemble de la remise en service incluant les délais

logistiques. L�aptitude d�un système à être réparé est mesurée par la maintenabilité [18].

C�est l�aptitude (probabilité) d�une entité à être maintenu ou rétabli dans un état

dans lequel elle peut accomplir la fonction requise lorsque la maintenance est réalisée dans des

conditions données, avec des procédures et des moyens prescrits [1].

Elle joue un rôle important sur le plan économique, technologique et humain. Il ne

s�agit plus, de se limiter à l�entretien, de subir la panne, il faut au contraire parvenir à la

maîtriser, la prévenir. Pour cela, il est prépondérant ou recommandé d�agir le plus en amont

possible en tenant compte des contraintes ou des facteurs in�uents sur l�intégrité du système.

La maintenabilité permet de réduire les durées de pannes et leurs coûts. Elle caractérise

la facilité à remettre ou à maintenir un équipement en bon état de fonctionnement.

2.6.1 Indice de maintenabilité

- Fonction de maintenabilité M(t) d�un dispositif:

C�est une fonction non décroissantes de t; elle est donnée par:

M(t) = P (le dispositif soit réparé avant t): (2.6.1)

- Taux de réparation d�un dispositif �(t) :

C�est la densité de probabilité pour qu�il soit remis en service entre les instants t et t+ dt

sachant qu�il était en panne à l�instant t:

D�où:

�(t) = � 1

1�M(t)
dM(t)

d(t)
= � g(t)

1�M(t) ; (2.6.2)

avec

g(t) =
dM(t)

d(t)
;

g(t) est la densité de probabilité de réparation, elle est généralement ajustée par une distri-

bution exponentielle ou log-normale.

- Moyenne des temps de réparation:

Elle peut être dé�nie par:

MTTR =

Z 1

0

tg(t)dt =

Z 1

0

�
1�M(t)

�
dt: (2.6.3)
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2.7. Disponibilité

2.7 Disponibilité

C�est l�aptitude d�une entité, sous les aspects combinés de sa �abilité, maintenabilité et de

l�organisation de maintenance, à être en état d�accomplir une fonction requise, dans des condi-

tions de temps déterminées [1]. D�une façon générale, la disponibilité A(t) d�un équipement au

temps t > 0; est la probabilité pour que ce dernier fonctionne au temps t sous des conditions

données.

A(t) = P (l0équipement est non défaillant à l0instant t); (2.7.1)

A(t) = P
�
X(t) = (1; 1; :::; 1)

�
: (2.7.2)

- La disponibilité sur un intervalle [a ; b] est dé�nie par :

A(a; b) =
1

b� a

Z b

a

P
�
X(t) = (1; 1; :::; 1)

�
dt: (2.7.3)

- La disponibilité limite vaut:

lim
T!1

A(0; T ): (2.7.4)

Elle représente la fréquence de la durée de fonctionnement normal au cour d�une période

indé�niment grande.

- En entend par la disponibilité opérationnelle la quantité:

A(t)op =
MUT

MUT +MDT
=

MUT

MTBF
: (2.7.5)

2.8 La maintenance

La maintenance est dé�nie comme étant l�ensemble des activités destinées à maintenir ou

à rétablir un bien dans un état ou dans des conditions données de sûreté de fonctionnement,

pour accomplir une fonction requise. Ces activités sont des combinaisons d�activités techniques,

administratives et de management. D�une manière générale on peut distinguer deux grandes

formes de maintenances: corrective et préventive.

-Maintenance préventive:

La maintenance préventive permet de remplacer les pièces qui se dégradent par suite

d�usure, de fatigue,... etc, avant qu�elles ne provoquent une défaillance. Ces pièces présentent

un taux de défaillance croissant avec l�âge. La détermination de la durée entre remplacement
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2.9. Conclusion

nécessite la connaissance de la distribution des durées de vie. Elle fait appel à la théorie de

renouvellement.

On distingue plusieurs politiques de maintenances préventives, à savoir: la maintenance

systématique; la maintenance conditionnelle et la maintenance prévisionnelle.

-Maintenance corrective

C�est un ensemble d�activités réalisées après la défaillance d�une entité, ou la dégrada-

tion de sa fonction, pour lui permettre d�accomplir une fonction requise, au moins provisoire-

ment.

La maintenance corrective comprend en particulier: la localisation de la défaillance et son

diagnostic; la remise en état avec ou sans modi�cation et le contrôle du bon fonctionnement.

On distingue deux types de maintenance corrective, à savoir: la maintenance palliative

et la maintenance curative [10].

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les principales notions de �abilité, présenté les

moyens �abilistes mathématiques pour le calcul de la �abilité d�un système de con�guration

quelconque. Il est important de connaître les grandeurs de �abilité et les mécanismes de défail-

lance pour pouvoir évaluer les performances du système.

39



CHAPITRE

3 Les principales lois de

�abilité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques distributions de vie qui interviennent le plus

fréquemment dans l�analyse des données de vie et qui sont communes à plusieurs disciplines. On

rappelle les plus utilisées de ces lois, essentiellement la loi exponentielle et la loi deWeibull. Pour

chaque loi, on donnera, quand c�est possible, l�expression de la �abilité, du taux de défaillance

et duMTTF. Dans tout ce chapitre, on supposera que les durées de bon fonctionnement sont

à valeurs dans R+, donc x sera implicitement supposé être un réel positif.

3.2 Loi exponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. Elle décrit la vie des

matériels qui subissent des défaillances brutales. La loi exponentielle est la plus couramment

utilisée en �abilité électronique pour décrire la période durant laquelle le taux de défaillance des

équipements est considéré comme constant (défaillance aléatoire). Elle décrit le temps écoulé

jusqu�à une défaillance, ou l�intervalle de temps entre deux défaillances. Elle est dé�nie par un

seul paramètre, le taux de défaillance, � [21].

La loi exponentielle est associée au processus poissonnier qui est un processus qui génère

des événements dont les temps d�occurrences sont indépendants et distribués identiquement.

Appliquée à un matériel, elle correspond à la période pendant laquelle le taux de défaillance
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3.2. Loi exponentielle

est constant avec le temps, c�est à dire la période pendant laquelle la probabilité de défaillance

est la même à tout instant.

Soit X une variable aléatoire. On dit qu�elle suit une loi exponentielle de paramètre �

si sa fonction de densité est:

f(x) = � exp(��x); x � 0; (3.2.1)

et sa fonction de répartition est:

F (x) = 1� exp(��x); x � 0: (3.2.2)

Par consequent, sa fonction de �abilité est:

R(x) = F (x) = 1� F (x) = exp(��x); x � 0: (3.2.3)

Son espérance est:

E(X) =MUT =MTTF =
1

�
; (3.2.4)

et sa variance est:

V ar(X) =
1

�2
: (3.2.5)

Le taux de défaillance est alors:

�(x) =
f(x)

R(x)
= �: (3.2.6)

3.2.1 Propriétés sans mémoire de la loi exponentielle

Une propriété principale de la loi exponentielle est d�être sans mémoire ou "Memoryless

property" en anglais.

Comme l�indique la �gure 3.2.1, ce résultat montre que la loi conditionnelle de la durée

de vie d�un dispositif qui a fonctionné sans tomber en panne jusqu�à l�instant t est identique à

la loi de la durée de vie d�un nouveau dispositif. Ceci signi�e qu�à l�instant t, le dispositif est

considéré comme neuf (As Good As New), de durée de vie exponentielle de paramètre �.

Théorème 3.2.1 [3]

Soit X variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre � de fonction de ré-

partition F (x) = 1 � e��x et soit Xt = X � t la durée de vie résiduelle d�un élément d�âge t.

Alors:
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3.2. Loi exponentielle

Rt(x) = 1� Ft(x) = R(t+x)
R(t)

= R(x):

On dit alors que la loi exponentielle a la propriété d�absence de mémoire. Ceci signi�e

que la probabilité de bon fonctionnement sur la période [t; t+ x] ne dépend pas de la durée de

fonctionnement écoulée t; elle ne dépend que de la longueur de cet intervalle.

Figure 3.2.1 : Propriété sans mémoire de la loi exponentielle.

Théorème 3.2.2 [3]

La loi exponentielle est la seule loi possédant la propriété d�absence de mémoire.

Remarque 3.2.1 La loi exponentielle est donc la seule loi à taux de défaillance constant.

�(x) = f(x)
R(x)

= �e��x

e��x = �:

Théorème 3.2.3 [3]

Si pour tout i, la variable aléatoire Xi est de loi exponentielle de paramètre �i et si les vari-

ables aléatoires Xi sont indépendantes (les pannes des éléments indépendant d�autres éléments)

alors la variable aléatoire Xmin = min(X1; X2; :::; Xn) est de loi exponentielle de paramètre

�min = �1 + �2 + :::+ �n:

De plus indépendamment de t � 0

P (Xmin = Xi j Xmin = t) =
�i
�min

, 1 � i � n:
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3.3. Loi de Weibull

3.3 Loi de Weibull

C�est une loi très souple représentative d�une très grande variété de phénomènes aléatoires,

et qui est souvent utilisée dans le domaine de la �abilité des matériels mécaniques.

La loi de weilbull est une loi continue à trois paramètres qui permet de prendre en compte les

périodes où le taux de défaillance n�est pas constant (jeunesse et vieillesse). Cette loi permet:

- Une estimation de la MTBF;

- Les calculs de �(t) et de R(t) et leurs représentations graphiques;

- Grâce au paramètre de forme � d�orienter un diagnostique, car � peut être caractéris-

tique de certains modes de défaillance.

Les trois paramètres de la loi sont :

1- ; appelé le paramètre de position: représente en fait le décalage qui existe entre le début

de l�observation et le début du processus examiné; très souvent, on choisit  = 0 et la loi de

weibull est ramenée à deux paramètres.

Figure 3.3.2 : Le paramètre de position (en unité de temps).

- Si  < 0; on peut dire que le matériel a subi une dégradation avant sa mise en service

industrielle (usure lors des essais ou du rodage, ou problème de montage).

- Si  > 0; on peut dire que le matériel n�a commencé à se dégrader qu�a la date t = :
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3.3. Loi de Weibull

Certain auteurs a¢ rment que le  négatif n�existe pas, c�est un mélange de populations

et par manque de données, on a l�impression que  est négatif. Donc le paramètre  correspond

à une simple translation de l�axe des temps qui ramène la loi de weibull à deux paramètres.

2- �; le paramètre d�echelle: Il est lié au temps moyen de bon fonctionnement.

Figure 3.3.3 : Le paramètre d�échelle (en unité de temps).

3- �, Paramètre de forme (sans dimension): Il est associé à la cinétique du processus observé.

Il est le plus important car il renseigne sur la variation du taux de défaillance et permet ainsi

de modéliser alternativement les trois phases schématisées par la courbe en baignoire.

Figure 3.3.4 : La forme des courbes �(t) aux di¤érentes phases de vie (courbe en baignoire)
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3.3. Loi de Weibull

Cette loi traduit toutes les phases de vie d�un matériel;

- Si � < 1; le taux de défaillance décroît avec le temps, ce qui représente la période de

jeunesse d�un matériel;

- Si � = 1; le taux de défaillance est constant, ceci correspond à la période de vie utile, on

retrouve la loi exponentielle;

- Si � > 1; le taux de défaillance croît en fonction du temps, ce qui correspond à la période

de vieillesse ou d�usure;

Soit X une variable aléatoire, on dit qu�elle suit une loi de Weibull de paramètre ; � et �

si sa fonction de densité est:

f(x) =
�

�
(
x� 
�

)��1
�
exp[�(x�

�
)�]
�
; (3.3.1)

et sa fonction de répartition est:

F (x) = 1� exp[�(x� 
�

)�]: (3.3.2)

Par conséquent, sa fonction de �abilité est :

R(x) = exp[�(x� 
�

)�]: (3.3.3)

Son espérance est:

MTTF = E(X) =  + ��(1 +
1

�
); (3.3.4)

Où � est la fonction gamma d�Euler dé�nie par:

�(a) =

Z +1

0

xa�1 exp(�x)dx;

en particulier, �(n) = (n� 1)! pour tout n 2 N�:

Sa variance est:

var(X) = �2
�
�(1 +

2

�
)� �2(1 + 1

�
)

�
; (3.3.5)

et son taux de défaillance est:

�(x) =
�

�
(
x� 
�

)��1: (3.3.6)

45



3.4. Autres lois usuelles

3.4 Autres lois usuelles

3.4.1 La loi normale (Laplace-Gauss)

La loi normale est la plus répandue parmi les lois de probabilité car elle s�applique à de

nombreux phénomènes. En �abilité, la distribution normale est utilisée pour représenter la

distribution des durées de vie de dispositifs en �n de vie (usure) car le taux de défaillance est

toujours croissant.

Une variable aléatoire X est dite suivre une loi normale notée N(�; �) ou LG(�; �) si

sa fonction de densité:

f(x) =
1

�
p
2�
e�

1
2(

x��
� )

2

; (3.4.1)

sa fonction de répartition est:

F (x) =
1

�
p
2�

Z x

�1
e�

1
2(

t��
� )

2

dt: (3.4.2)

et sa fonction de �abilité est:

R(x) = 1� F (x)

= 1� �((x� �)=�):

Où � est la fonction de répartition de la loi normale centrée (� = 0) réduite (� = 1).

�(x) =
1p
2�

Z x

�1
e�

t
2

2

dt: (3.4.3)

Son espérance

E(X) = �; (3.4.4)

et sa variance est:

V ar(X) = �2: (3.4.5)

3.4.2 La loi Log-normale (ou de Galton)

Une variable aléatoire continue et positive X est distribuée selon une loi log-normale si

son logarithme népérien est distribué suivant une loi normale. Elle est largement utilisée pour

modéliser des données de vie, en particulier les défaillances par fatigue en mécanique. La

distribution Log-Normale est un modèle fréquemment utilisé en �abilité, car elle concerne des
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3.4. Autres lois usuelles

variables aléatoires positives, elle s�applique lorsque les observations faites sont les conséquences

d�un e¤et multiplicatif de di¤érentes causes indépendantes et aléatoires.

Soit X une variable aléatoire continue et positive, si la variable aléatoire: Y = logX

est distribuée selon la loi normale, alors X suit une log-normale.

De nombreux phénomènes de mortalité ou de durée de réparation sont distribués selon des

lois log-normales.

La variable aléatoire X est caractérisée par:

Sa fonction de densité:

f(x) =
1

�
p
2�

1

x
e�

1
2(

log x��
� )

2

: (3.4.6)

La fonction de �abilité est:

R(t) = 1� �
�
log(x)� �=�

�
:

R(t) = 1� 1

�
p
2�

Z x

0

1

t
e�

1
2(

log t��
� )

2

dt: (3.4.7)

� : Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Le taux de défaillance est:

�(x) =
e�

1
2(

log x��
� )

2

x
R +1
0

�
p
2�f(x)dx

: (3.4.8)

Y = logX  N(�; �) avec E(X) = � et V ar(X) = �2

Alors X = eY et on peut obtenir les moments de la variable aléatoire X en utilisant la loi

normale:

E(X) = e(�+
�2

2
); (3.4.9)

et

V ar(X) = e(2�+�
2)e(�

2�1): (3.4.10)

Le domaine de dé�nition n�étant jamais négatif, il n�y a aucune limitation à l�emploi

de la distribution log-normale en �abilité. Le taux de défaillance est croissant au début de vie

puis décroissant en tendant vers zéro et la distribution est très dissymétrique.

3.4.3 Loi de Poisson

C�est une loi discrète, elle est fréquemment utilisée pour décrire des données issues de

comptages d�évènements rares.

Le phénomène d�arrivée des pannes dans le temps est dit "poisonnien".

47



3.4. Autres lois usuelles

C�est une application de ce que l�on a couture d�appeler le "Processus de Poisson".

Sa fonction de densité est donnée par :

P (X = k) =
�k

k!
e�� k 2 N; (3.4.11)

et ses caractéristiques sont données par:

E(X) = �; V (X) = �: (3.4.12)

Exemple 3.4.1 La densité de la loi de Poisson est:

Figure 3.4.5 : La densité de loi de Poisson.

Il existe d�autre lois telle que: loi de gamma, loi uniforme, loi du Khi-Deux, loi de bêta

et pareto..., qui peuvent trouver leurs applications dans la théorie de �abilité.
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CHAPITRE

4 Modélisation

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intéresse à la �abilité des systèmes réparable. L�ensemble des états

du système est dé�ni par toutes les combinaisons possibles de ces éléments. L�évolution du

système est décrit par un processus stochastique. La connaissance de l�état du système aux

instants: t1; t2; :::; tk (t1 < t2 < ::: < tk) apporte une information pour l�évolution futur du

système.

L�essentiel du chapitre porte sur les systèmes décrits par des processus de Markov. Il s�agit

des systèmes réparables dont les taux de défaillance et de réparation sont constants. Dans ce,

cas on montre comment calculer la disponibilité et la �abilité du système [3]. Dans le cas où les

taux de défaillance et de réparation ne sont constants le système ne peut pas être modélisé par

un processus Markovien. Dans ce cas lo modèle de Weibull-Markov s�avère plus réaliste [22].

4.2 Modélisation par les graphes des états

Dans la modélisation de la sûreté de fonctionnement, on rencontre trois formalisme princi-

paux: les graphes des états, les arbres de défaillance et les réseaux de pétri. Notre choix porte

sur les graphes des états vu l�interdépendance partielle des événements.

4.2.1 Modélisation Markovienne

La modélisation des systèmes par le processus homogène de Markov présente bien des

avantages dont notamment la possibilité d�e¤ectuer des traitements plus précis et plus rapide

en se ramenait à la résolution d�un système d�équations di¤érentielles linéaires du premier ordre.
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4.2. Modélisation par les graphes des états

Considérons un système de "n" composants dont le fonctionnement est décrit par un

processus X(t) à valeur dans f0; 1gn, représentant à l�instant t : l�état de marche , de panne

de chacun de ces composants.

X(t) =
�
x1(t); x2(t); :::; xn(t)

�
:

La composant xi(t) : désigne l�état du iieme élément à l�instant t:

xi(t) =

8<: 1 si le iieme élément est en fonctionnement,

0 si le iieme élément est en panne.

L�ensemble des valeurs possibles de X est une partie de E = f0; 1gn qui se décompose en:

E+: états de bon fonctionnement et E�: états de panne.

Au départ X(0) = 1 (à l�instant t = 0, tous les composants sont opérationnels et donc le

système est en fonctionnement):

Dé�nition 4.2.1 Durée de vie d�un système

La durée de vie d�un système s�interprète comme étant le temps d�entrée dans l�ensemble

des états de panne E�:

T = infft : X(t) 2 E�g:

Dé�nition 4.2.2 La �abilité R(t), désigne la probabilité que X ait atteint un état de panne

avant t :

R(t) = P (T � t) = P
�
X(s) 2 E+;8s < t j X(0) = 1

�
:

Dé�nition 4.2.3 La disponibilité, notée A(t), représente la probabilité qu�à l�instant t, le sys-

tème fonctionne

A(t) = P
�
X(t) 2 E+ j X(0) = 1

�
:

Le modèle homogéne de Markov

Le modèle homogène de Markov est dé�nie par [22]:

1- L�ensemble de états possibles: E = f1; 2; :::; Ng, où N est le nombre d�états possibles

d�un composant.

2- La vie stochastique: (Xn; Tn)
1
n=0

Où - 8n, (Xn 2 E, Xn 6= Xn+1)

- T0 = 0 et 8n; (Tn+1 > Tn):
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4.2. Modélisation par les graphes des états

3- Fij(t) l�ensemble des fonctions de répartition des durées de transition Dij

Fij(t) = P (Dij � t)

= P (Xn+1 = j; (Tn+1 � Tn � t j Xn = i))

= 1� exp( t
�ij
); (tel que

1

�ij
est le paramètre de la loi exponentielle)

Les durées de transitions Dij sont des durées stochastiques d�un état i sachant que le

prochain état est j:

La distribution de probabilité de la durée Di de létat Xi est la distribution du minimum

des durées de transition:

Fi(t) = P (Di � t)

= P ( min
j=1;N

(Dij) � t)

= 1�
NY
j=1

(P (Dij > t))

= 1�
NY
j=1

exp(
t

�ij
)

= 1� exp( t
�i
);

où
1

�i
=

NX
j=1

1

�ij
: (4.2.1)

Le temps moyen de séjour dans l�état i est donné par:

E(Di) =
1

�i
: (4.2.2)

Avec Di la durée de séjour à l�état i .

La probabilité de transition s�écrit alors P (i; j) = P (Xn+1 = j j Xn = i) s�écrit alors:

P (i; j) = P

�
Dij = min

k=1;N; k 6=j
(Dik)

�
;

=

Z 1

0

P (min
k 6=j
(Dik) � �)

1

�ij
e
��
�ij d�

=

Z 1

0

e

P
k 6=j

�( �
�ik

) 1

�ij
e
��
�ij d�

=

Z 1

0

1

�ij
e
��
�ij d�
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4.2. Modélisation par les graphes des états

P (i; j) =
�i
�ij
: (4.2.3)

Les deux variables Di et Dij; étant exponentiellement distribuées de taux �i et �ij

respectivement.

La probabilité de l�état i d�un composant peut être calculée comme suit:

P (i) =
�n(i) � E(Di)PN
i=1 �n(i) � E(Di)

: (4.2.4)

La fréquence de l�état i est calculée par:

Fr(i) =
P (i)

E(Di)
(4.2.5)

où

P (i) :Probabilité de séjour dans l�état i;

�(n) =
�
P (Xn = 1); P (Xn = 2); :::; P (Xn = N)

�
=
�
�n(1); �n(2); :::; �n(N)

�
: est le vecteur des probabilités des états.

4.2.2 Modèle de Markov à deux états

C�est le modèle le plus rependu et le plus simple. Le composant ou le système, ne peut

avoir que deux états possibles, à savoir: l�état de bon fonctionnement et l�état de panne.

Sachant que la durée de fonctionnement est une variable aléatoire exponentielle de paramètre

� et le temps de réparation obéit à une loi exponentielle de paramètre �. Cette situation est

schématisée par le graphe ci dessous.

Figure 4.2.1 : Modèle de �abilité d�un système à deux états.

On pose

X(t) =

8<: 1; si le système fonctionne à l�instant t;

0; si le système est en panne à l�instant t:
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4.2. Modélisation par les graphes des états

Détermination de la disponibilité

La matrice des taux de transition est:

M =

0@�� �

� ��

1A
Le vecteur des probabilités d�états est: : �(t) =

�
�1(t);�0(t)

�
On cherche à calculer �1(t) :

Avec: �
0
= �(t)M

�
�
0
1(t); �

0
0(t)

�
=
�
�1(t); �0(t)

�0@�� �

� ��

1A
Le système d�équations de Kolmogorov est donné comme suit:

(S1) :

8>>><>>>:
�
0
1(t) = ���1(t) + ��0(t)

�
0
0(t) = ��1(t)� ��0(t)

�1(t) + �0(t) = 1

Avec les conditions initiales: �1(0) = 1; �0(0) = 0;

�i(t) = P (X(t) = i) = (probabilité pour que la chaine de Markov soit à l0état i à l0instant

t):

De la troisième équation du système (S1) on a : �0(t) = 1 � �1(t); remplaçons dans la

première équation on obtient �
0
1(t) = ���1(t) + �(1� �1(t))

�
0
1(t) + (�+ �)�1(t) = �; c�est une équation di¤érentielle avec second membre.

�
0
1(t) + (�+ �)�1(t) = 0; l�équation di¤érentielle sans second membre.

La solution de l�équation homogène est:

�1(t) = ce
�(�+�)t:

On remarque que �1(t) =
�
�+�

est la solution particulière,

d�où la solution générale est:

�1(t) =
�
�+�

+ ce�(�+�)t comme �1(0) = 1; on trouve:

c = 1� �
�+�

= �
�+�
;

donc �1(t) =
�
�+�

+ �
�+�
e�(�+�)t:

De la troisième équation du système (S1), on obtient�0(t) = 1��1(t) = �
�+�

�
1 + e�(�+�)t

�
:

Donc �1(t) = A(t) =
�
�+�

+ �
�+�
e�(�+�)t:

Les probabilités d�états s�obtiennent en résolvant les équations de balance suivantes: �:Mij =

0 avec � =
�
�1;�0

�
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4.2. Modélisation par les graphes des états

(S1) :

8>>><>>>:
0 = ���1 + ��0
0 = ��1 � ��0
1 = �1 +�0

Les probabilités permanentes d�occupations des états (1) et (0) sont données ci dessous et

peuvent être assimilées respectivement à la disponibilité A et l�indisponibilité A:

�1 = A =
�

�+ �
=

1
�

1
�
+ 1

�

=
MUT

MUT +MDT
;

et

�0 = A =
�

�+ �
=

MDT

MUT +MDT
;

avec � = 1
MDT

et � = 1
MUT

:

4.2.3 Modèle de Markov à trois états

On dispose d�un système de �abilité R(t) = e��t: Ce dernier subi des actions de mainte-

nance pour garder un certain niveau de �abilité; la probabilité pour que la durée de fonction-

nement avant maintenance dépasse t est e��mt et la probabilité pour que la durée de maintenance

dépasse t est e��mt: Néanmoins, le système peut tomber en panne au cours de son fonction-

nement (jamais au périodes de maintenance); la probabilité que la durée de réparation dépasse

t est e��t. Modélisons ce problème sous forme d�un système Markovien, pour lequel on a précisé

ces états, les taux de transition, le graphe de transition ainsi que la matrice de transition.

On obtient un modèle à trois états tel que schématisé par le graphe ci-dessous.

Figure 4.2.2 : Graphe des états avec la maintenance (M).

�m : taux de mise hors service suite à une maintenance;

�m : taux de remise en service après maintenance.
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4.2. Modélisation par les graphes des états

On pose

X(t) =

8>>><>>>:
1; si le système fonctionne à l�instant t;

2; si le système est en maintenance à l�instant t;

3; si le système est en panne à l�instant t:

La matrice des taux de transition est:

M =

0BBB@
�(�+ �m) �m �

�m ��m 0

� 0 ��

1CCCA
Le vecteur des probabilités d�états est:: �(t) =

�
�1(t); �2(t); �3(t)

�
:

Pour le calcul de la disponibilité, c�est-à-dire A = �1(t): Il su¢ t de résoudre le système

d�équation suivant: �
0
(t) = �(t)M:

(S2) :

8>>>>>><>>>>>>:

�
0
1(t) = �(�+ �m)�1(t) + �m�2(t) + ��3(t)

�
0
2(t) = �m�1(t)� �m�2(t)

�
0
3(t) = ��1(t)� ��3(t)

�1(t) + �2(t) + �3(t) = 1

Les probabilités permanentes d�occupations des états sont obtenues par la résolution du

système (S2) avec les �
0
i(t) = 0; i = 1; 2; 3: On obtient ce qui suit

�1 =
�m�

�m�+ �m�+ �m�
;

�2 =
�m�

�m�+ �m�+ �m�
;

�3 =
�m�

�m�+ �m�+ �m�
:

Dans ce cas

A = �1 =
�m�

�m�+ �m�+ �m�
;

et

A = �2 +�3 =
�m�+ �m�

�m�+ �m�+ �m�
:
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4.2. Modélisation par les graphes des états

4.2.4 Cas d�un système parallèle

Considérons le système parallèle suivant à deux composants:

Nous supposons que R1(t) = R2(t) = e��t:

Lorsqu�une panne d�un composant survient, un réparateur intervient et la probabilité pour

que la durée d�une réparation dépasse t est: e��t: Il n�y a qu�une seule réparateur.

Figure 4.2.3 : Système à deux composantes en parallèle.

On va modéliser le fonctionnement de ce système à l�aide d�une chaîne de Markov, pour

laquelle on a précisé les états, la matrice des taux de transition et le graphe de transition.

X(t) : "Nombre de composants en panne à l�instant t ".

A un instant t, on peut avoir: X(t) =

8>>><>>>:
0; aucun composant en panne (fonctionnement),

1; une composant en panne (fonctionnement)

2; deux composants en panne (panne).
Le graphe de transition est représenté par la �gure suivante:

Figure 4.2.4 : Graphe de transition d�un système parallèle à deux états.

La matrice de taux de transition:

M =

0BBB@
�2� 2� 0

� �(�+ �) �

0 � ��

1CCCA
La disponibilité sera la probabilité qu�à un instant le système soit disponible. Pour calculer

la disponibilité de ce système il faut résoudre le système d�équations suivant: �
0
(t) = �(t)M:;
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4.2. Modélisation par les graphes des états

avec les conditions initiales �2(0) = 0;�1(0) = �0(0) = 1.

(S3) :

8>>>>>><>>>>>>:

�
0
0(t) = �2��0(t) + ��1(t)

�
0
1(t) = 2��0(t)� (�+ �)�1(t) + ��2(t)

�
0
2(t) = ��1(t)� ��2(t)

�0(t) + �1(t) + �2(t) = 1

Au régime stationnaire, on a lim
t!1

�i(t) = �i = 0, 8i:

Les probabilités d�états s�obtiennent en résolvant les équations de balance suivantes �:M =

0; on trouve

�0 =
�2

�2 + 2�2 + 2��
;

�1 =
2��

�2 + 2�2 + 2��
;

�2 =
2�2

�2 + 2�2 + 2��
:

Donc la disponibilité limite est A = �0 +�1 =
2��+�2

�2+2�2+2��
:

4.2.5 Cas d�un système série

Soit un système en série à deux éléments:

Figure 4.2.5 : Système série à deux éléments.

L�état (2): deux composants fonctionne (fonctionne);

L�état (1): un seul composant fonctionne (panne);

L�état (1
0
): aucun composant ne fonctionne (panne).

De même que le système parallèle on retrouve le graphe de transition donné par la �gure

suivante:

La matrice de transition est:

M =

0BBB@
�2� � �

� �� 0

� 0 ��

1CCCA
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4.2. Modélisation par les graphes des états

Figure 4.2.6 : Graphe de transition d�un système série à deux états.

Le système d�équations est alors:

0BBB@
�
0
2(t)

�
0
1(t)

�
0
10(t)

1CCCA =

0BBB@
�2� � �

� �� 0

� 0 ��

1CCCA
0BBB@
�2(t)

�1(t)

�10(t)

1CCCA
Donc on trouve:

(S4) :

8>>>>>><>>>>>>:

�
0
2(t) = �2��2(t) + ��1(t) + ��10(t)

�
0
1(t) = ��2(t)� ��1(t)

�
0
10(t) = ��2(t)� ��10(t)

�2(t) + �1(t) + �10(t) = 1

Avec des conditions initiales: �2(0) = 1 et �1(0) = �10(0) = 0:

Les probabilités permanentes d�occupations des états sont obtenues par la résolution du

système (S4) avec les �
0
i(t) = 0; 8i On obtient ce qui suit:

�2 =
�

2�+ �
;

�1 =
�

2�+ �
;

�10 =
�

2�+ �
:

La disponibilité limite est alors

A = �2 =
�

2�+ �
:
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4.2. Modélisation par les graphes des états

4.2.6 Modèles de dégradations

- Sans maintenance:

Dans beaucoup d�applications l�échec d�un composant peut être dé�ni selon deux caté-

gories, échec aléatoires �gure(4:2:1) et ceux surgissant par la suite de la détérioration �gure

(4:2:7): Ces diagrammes sont applicables pour le composant simple et pour le système multi-

composant combiné en série. La détérioration Di peut concerner le même composant ou dif-

férents composants dans le système.

Figure 4.2.7 : Diagramme des états avec le processus de dégradation.

Où Dk: état de dégradation au stade k,

P : état de panne,

�1; �2; �3; :::; �k : taux de transition.

- Avec maintenance imparfaite:

La �gure (4:2:8) représente les diagrammes des états avec un programme de maintenance.

Le diagramme (a) montre la possibilité que la panne peut se produire pendant l�entretient.

Dans le diagramme (b) plusieurs états de dégradation sont mis en évidence, ces derniers

sont dé�nis par des seuils, à l�état Di, on e¤ectue une inspection, le résultat de cette dernière

peut correspondre à:

- Laisser le composant se dégrader, donc passer à l�état Di+1:

- Faire une maintenance imparfaite, donc passer à l�état Di�1:

Où

D2 : dégradation mineure et D3 : dégradation majeure,

F : état de bon fonctionnement,

P : état de panne,

M : état de maintenance.
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4.2. Modélisation par les graphes des états

Figure 4.2.8 : Diagramme des étas de transition d�un système réparable avec un programme de

maintenance préventive.

- Avec maintenance parfaite et maintenance imparfaite

Le processus de dégradation est représenté par une séquence d�étapes croissantes. Chaque

étape correspond à un degré de détérioration, jusqu�à la panne de l�équipement. Il est supposé

que la maintenance remette l�équipement à ses conditions antérieures à la dégradation.

La maintenance ne produit aucune amélioration lorsque le taux de panne est constant.

Dans le cas du processus de détérioration, la situation est tout à fait di¤érente, où le temps

jusqu�à l�arrivée de la panne n�est pas exponentiellement distribué même si les temps entre les

étapes suivant la détérioration le sont. Dans de tels processus la fonction risque augmente et

l�entretient engendrent l�amélioration indépendamment des types de distribution entre étapes

[5].

L�entretien préventif pour un système multi-composant peut être organisé par trois princi-

pales actions: réparation (M1) après une dégradation mineure, réparation partielle (M2) après

une dégradation majeur et le remplacement (MM):

Les temps passés dans chaque étape de détérioration sont exponentiellement distribués avec

la même moyenne 1
k�1
:

L�action de maintenance est modélisée par un processus de Poisson avec un paramètre �m:

Les durées de maintenance sont exponentiellement distribuées avec une moyenne 1
�m
:

La réparation après l�échec ramène l�équipement à son états initial avec une moyenne 1
�1
:

La réparation suivant les échecs aléatoires est réalisée avec un taux �0; ce qui ramène le

système à l�état initial D1:
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4.2. Modélisation par les graphes des états

Figure 4.2.9 : (a) représentation des taux de transition; (b) représentation des probabilités de

transition.

4.2.7 Probabilité d�états

Les di¤érentes transitions entre les états de la �gure (4:2:9) sont données par la matrice

des taux de transition S:

S =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

��1 k�1 0 0 0 �0 0

0 ��2 k�1 �m 0 �0 0

0 0 ��2 0 �m �0 k�1

�m 0 0 ��m 0 0 0

0 �m 0 0 ��m 0 0

�0 0 0 0 0 ��0 0

�1 0 0 0 0 0 ��1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
avec

�1 = k�1 + �0 et �2 = k�1 + �0 + �m:

A l�état stationnaire le système d�équation à résoudre est donné comme suit:

PST = 0; (4.2.6)

7X
i=1

Pi = 1; (4.2.7)
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4.3. Approche de Weibull-Markov

avec P = [P1; P2; P3; P4; P5; P6; P7] ; Pi étant la probabilité que le composant soit à l�état i

(à l�état stationnaire) et ne subi aucune maintenance minimal.

La disponibilité est la somme des probabilités où le composant est en service. Elle est

donnée par:

A(�m) = P1 + P2 + P3: (4.2.8)

Les probabilités de transition sont données par la matrice P:

Avec:

�3 = k�1�m + �0�m + k�1�0;

�1 = k�1�m;

�2 = k�1�0;

�3 = k�m�0:

P =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

0 �0
�1

0 0 0 k�1
�1

0

0 0 �3
�3

�2
�3

0 �1
�3

0

0 0 0 0 �2
�3

�3
�3

�1
�3

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
4.3 Approche de Weibull-Markov

Le modèle de Weibull-Markov est un modèle de Markov non-homogène. Bien que les

mathématiques impliquées dans la dé�nition et l�utilisation du modèle deWeibull-Markov soient

quelque peu plus complexes que ceux utilisés pour le modèle de Markov homogène, on montrera

que ce modèle se prête pour tous les types de calculs de �abilité possibles avec le modèle de

Markov homogène.

4.3.1 Modélisation Weibull-Markov

Pour dé�nir un modèle de Weibull-Markov, on commence d�abord par altérer le modèle ho-

mogène en utilisant non pas une distribution exponentielle mais plutôt une distribution de

Weibull des durées de transition d�états. Il en résulte alors un processus stochastique qui est

dé�ni comme suit:

62



4.3. Approche de Weibull-Markov

Figure 4.3.10 : Modèle Weibull-Markov avec des états de dégradation.

- L�ensemble des états possibles E = f1; 2; :::Ng :

- La vie stochastique (Xn; Tn)
1
n=0 où : 8n; (Xn 2 E; (Xn 6= Xn+1)) T0 = 0 et 8n; (Tn+1 > Tn):

- Fij(t) l�ensemble des fonctions de répartition des durée de transition Dij:

Fij(t) = P (Dij � t) = P (Xn+1 = j; (Tn+1 � Tn) � t j Xn = i)

= 1� exp
�
�( t

�ij
)�ij
�
:

Remarque 4.3.1 Ce modèle, dont les distributions des durées de transition sont indépendantes

correspond au modèle homogène de Markov lorsque le facteur de forme �ij est égal à 1.

La distribution de la durée de transition Di est donc la distribution du minimum des durées

de transition. Elle est donnée par:

Fi(t) = P (Di � t) = P ( min
j=1;N

(Dij) � t)

Fi(t) = 1�
NY
j=1

P (Dij > t) = 1�
NY
j=1

exp
�
�( t

�ij
)�ij
�

= 1� exp
�

NP
j=1

� ( t
�ij
)�ij
�
: (4.3.1)

L�expression peut être simpli�ée rigoureusement en prenant un même paramètre de

forme pour toutes les durées de transition entre les états:

�ij = �i: (4.3.2)
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4.3. Approche de Weibull-Markov

On aura alors:

Fi(t) = 1� exp
�
�( t

�i
)�i
�
; (4.3.3)

avec:

(
1

�i
)�i =

NX
i=1

(
1

�ij
)�i : (4.3.4)

Les probabilités de transition entre les états peuvent être déduites comme suit:

P (i; j) = P (Dij = min
k=1;N

(Dik))

=

Z 1

0

P (min
k 6=j
(Dik) � �)

�i�
�i�1

��iij
exp

�
�( �

�ij
)�i
�
d�

=

Z 1

0

�i�
�i�1

��iij
exp

�
�( �

�ij
)�i
�
d�

=
�i
�ij
: (4.3.5)

Les probabilités de transition dans le modèle de Weibull-Markov sont ainsi indépendantes

du temps. Le modèle Weibull-Markov est ainsi un modèle semi-Markovien.

Les fréquences et les probabilités d�état dans le modèle de Weibull-Markov peuvent être

calculées par rapport à la chaîne de Markov induite. Pour tout modèle de Weibull-Markov le

vecteur des probabilités d�état de la chaîne est dé�ni comme suit:

�(n) = [P (Xn = 1); P (Xn = 2); :::; P (Xn = N)] (4.3.6)

=
�
�n(1); �n(2); :::; �n(N)

�
:

Il peut être calculé par:

�(n) = P n:�0; (4.3.7)

où

P = P (i; j) =

0BBBBBB@
P (1; 1) P (1; 2) ::: P (1; N)

P (2; 1) P (2; 2) ::: P (2; N)
...

... :::
...

P (N; 1) P (N; 2) ::: P (N;N)

1CCCCCCA ;
et

�0 = �(0) = [P (X0 = 1); P (X0 = 2); :::; P (X0 = N)] avec P (i; j) = P (Xn+1 = j j Xn = i):
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A l�état stationnaire les probabilités d�état peuvent être trouvées en résolvant l�équation

suivante:

� = P:� (4.3.8)

Où

� = [�(1); �(2); :::; �(N)] = lim
n!1

�n (4.3.9)

8i P (i; i) = 0

8i
NX
j=1

P (i; j) = 1 (4.3.10)

NX
i=1

�i = 1: (4.3.11)

On pose A = (Aij)i;j=1;::;N , b = (b1; :::; bN)T et �
0
= [�(1); �(2); :::; �(N � 1)]T ; avec:

Aij =

8<: P (i; N) + 1 si i = j;

P (i; n)� P (i; j) si i 6= j:
;

bi = P (i; N):

Une solution de �
0
est trouvée en résolvant

A � �0 = b; (4.3.12)

et �(N) est calculée en utilisant (4:3:11):

Les probabilités d�état sont données par

P (i) =
�n(i) � E(Di)
NP
i=1

�n(i) � E(Di)

: (4.3.13)

Où

E(Di) = �i�(1 +
1

�i
); (4.3.14)

est la durée moyenne de l�état i:

La fréquence d�état est calculée par:

Fr(i) =
P (i)

E(Di)
: (4.3.15)
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4.3. Approche de Weibull-Markov

Figure 4.3.11 : Graphe des états

Exemple 4.3.1 Pour illustrer les di¤érents résultats énoncés dans le cadre du modèle de

Weibull-Markov nous avons choisi l�étude et l�analyse stochastique d�un équipement du poste

de transformation d�énergie électrique réalisée par Medjoudj et al. [4].

L�étude suppose que la panne d�un poste est due soit à la panne du transformateur ou celle

de la BEI (la Boite Extrémité Intérieure) et que les autres équipements sont �ables

1. Graphe des états

La modélisation du cycle de vie de cet équipement est en trois états: fonctionnement, panne,

maintenance; comme la montre la �gure (4.3.11) ci dessus.

Soit, X12; X13; X1; X2; X3; des variables aléatoires telles que:

X12 : Durée de fonctionnement jusqu�à la panne;

X13 : Durée de fonctionnement jusqu�à la maintenance;

X1 :Durée de fonctionnement (état S1);

X2 : Durée de panne (état S2);

X3 : Durée de maintenance (état S3):

2. Ajustement des variables par la loi de Weibull:

L�ajustement par une loi Weibull de la variable X12donne une statistique de Kolmogorov-

Smirnov égal à 0:1356. Cette valeur est inférieure à 0:25438 de la table de Kolmogorov-Smirnov

pour un niveau de signi�cation de 5%. Donc on accepte l�ajustement par la loi de weibull.

L�ajustement de la variable X12 par la loi exponentielle donne une statistique de Kolmogorov-

Smirnov égal à 0:6815. Cette valeur est supérieure à 0:25438 de la table de Kolmogorov-Smirnov

pour un niveau de signi�cation de 5%. On rejette donc l�ajustement de cette variable par la

loi exponentielle. Le modèle de Weibull à deux paramètres a été validé, pour un niveau de

signi�cation � = 0:05; pour les X13; X2; et X3. Les résultats de l�ajustement sont résumés dans
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4.3. Approche de Weibull-Markov

le tableau suivant:

Variables n loi ajustée paramètres Dks d(n;0:05) Décision

X12 27 Weibull
� = 1:064471

� = 3:282740 x 106
0:1356 0:25438 On rejette pas

Exponentielle � = 0:0233564 0:6815 On rejette

X13 27 Weibull
� = 1:668917

� = 7:258919 x 105
0:2173 0:25438 On rejette pas

X2 27 Weibull
� = 0:6748430

� = 196:00156991
0:219 0:25438 On rejette pas

X3 27 Weibull
� = 1:0389924

� = 123:6004984
0:1218 0:25438 On rejette pas

TAB:4:1� Résultats d0ajustement

Où

n : Taille de l�échantillon;

� : Le taux de défaillance de la loi exponentielle;

� : Le paramètre de forme de la loi de Weibull;

� : Paramètre d�échelle de la loi de Weibull exprimé en minute;

Dks : Statistique empirique du test de Kolmogorv-Smirnov;

d(n;0:05) : Quantile tabulé du test de Kolmogorv-Smirnov avec un seuil de signi�cation égal à

0.05.

3. Indices de �abilité du poste:

Pour calculer les indices de �abilités du poste on doit calculé les paramètres �1 et �1 qui

véri�e (4:3:2):

Calcule du paramètre �1 :

On pose: �1 = �12 = �13 = 1:668917; le maximum entre �12 et �13, calculés précédement

(voir le tableau 4:1).

Les valeurs de �12 et �13 estimées sont : �12 = 3455132; �13 = 726862:

En utilisant la formule (4:3:4); on trouve �1 = 696366:2:

- Fiabilité du poste: Elle est calculée par la formule (3:3:3)en supposant bien sûr qu�à la

date initiale, le poste est en bon fonctionnement
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4.3. Approche de Weibull-Markov

R(t) = exp[�( t

696366:2
)1:668917]:

- Temps moyen de bon fonctionnement: Il est calculé en utilisant la formule (4:3:14):

E(X1) = 622150:6mn:

Ceci signi�e que le poste fonctionne, en moyenne, toute l�année.

- Temps moyen de réparation: Il est calculé en utilisant la formule (4:3:14):

E(X2) = 265:76mn:

- Temps moyen de maintenance: iI est calculé en utilisant la formule (4:3:14):

E(X3) = 121:7105mn:

On remarque que les temps moyens de réparation et de maintenance sont presque négligeables

devant le temps moyen de bon fonctionnement.

- Fréquence de panne: Elle est calculée en utilisant la formule (4:3:15):

F r(2) = 0:9018422=an:

Le poste enregistre en moyenne 0:9018422 panne par an.

Exemple 4.3.2 Application du modèle Markovien et du modèle de Weibull-Markov

au transformateur [16]:

A�n d�appliquer au transformateur les deux modèles de dégradation illustrés dans ce chapitre,

on a besoin des données suivantes:

- Les durées de séjours de chaque type de maintenance;

- Les durées de séjours dans chaque état de dégradation et panne;

- Les instants des di¤érentes maintenances.

Premier cas: Markovien

La dégradation n�est pas uniforme �1 < �2 < �3, soit 1
�1
= 15 ans; 1

�2
= 10 ans, 1

�3
= 5ans.

La matrice de probabilité de transition est :
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Figure 4.3.12 : Le modèle de dégradation Markovien

P =

0BBBBBBBBBBBBBBB@
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0 0 0 7
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0

0 0 1
2

3
20

0 7
20

0

0 0 0 0 15
22

15
22

15
22

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
En résolvant le système d�équation (4:2:6) et (4:2:7) on obtient :

P = (0:3853; 0:3503; 0:2627; 0:000047988; 0:000047988; 0:0013; 0:00016808):

- La probabilité de séjours dans l�état D1est: P1 = (0:3853):

- La probabilité de séjours dans l�état D2est: P2 = (0:3503):

- La probabilité de séjours dans l�état D3est: P3 = (0:2627):

- La probabilité de panne: PF = (0:00016808):

- La fréquence de panne: F (7) = 0:01751528:

- La disponibilité est calculée en utilisant la formule (4:2:8): A = 0:9983:

Deuxième cas: weibull-Markov:
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Figure 4.3.13 : Le modèle de dégradation Weibull-Markov.

La matrice de probabilités de transition est:

P =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

0 1022
2705

0 0 0 1683
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0

0 0 413
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0 413
953

0

0 0 0 0 337
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530
3279

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCA
En utilisant la formule (4:3:13) et après avoir résolu le système d�équations (4:3:12) et

(4:3:11) on obtient:

P = (0:6507; 0:2474; 0:0913; 0:00034515; 0:00034515; 0:0097; 0:0002):

- La probabilité de séjours dans l�état D1est: P1 = (0:6507):

- La probabilité de séjours dans l�état D2est: P2 = (0:2474):

- La probabilité de séjours dans l�état D3est: P3 = (0:0913):

- La probabilité de panne: PF = (0:0002):

- La fréquence de coupure: Fr(7) = 0:020842:

- La disponibilité est calculée en utilisant la formule (4:2:8): A = 0:9894:
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Indice = Modèle Modèle de Markov Modèle de Weibull-Markov

P1 0:3853 0:6507

P2 0:3503 0:2474

P3 0:2627 0:0913

P4 0:0000470988 0:00034515

P5 0:0000470988 0:00034515

P6 0:0013 0:0097

Pp 0:00016808 0:0002

A 0:9983 0:9894

TAB:4:2 : Avec les trois maintenances

Interprétation des résultats:

En observant le tableau (4.2) on a¢ rme que le modèle Markovien n�est pas réaliste car les

probabilités d�être dans les états de maintenance sont inférieures à celle du modèle de Weibull-

Markov. Ceci est du au fait que le modèle de Markov est sans mémoire c.à.d il ne tient pas

compte du phénomène d�usure contrairement au modèle de Weibull-Markov.

On observe la même situation pour les probabilités de panne. Ceci in�ue sur la disponibilité

du transformateur. On remarque qu�elle est plus grande dans le modèle de Markov que dans le

modèle Weibull-Markov.

4.4 Conclusion

Les probabilités de transition du modèle Weibull-Markov sont indépendantes du temps.

Ainsi ce modèle se prête à tous les types de calculs de �abilité possibles comme c�est le cas pour

le modèle homogène de Markov.
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Conclusion

Ce mémoire porte sur la �abilité des systèmes et sur l�application des processus de Markov et

Weibull-Markov dans le domaine de la �abilité.

Nous avons donné, en premier lieu, un rappel sur les processus aléatoires d�une manière

générale et les processus Markoviens en particulier. Par la suite nous avons présenté les concepts

de base de la théorie de �abilité. Ainsi les indices de �abilité, la disponibilité, le calcule de la

�abilité des systèmes en fonction de la structure des éléments qui les composent ont été abordés.

Nous avons présenté aussi les principales lois utilisées en �abilité. Un intérêt particulier a été

donné à la loi exponentielle, qui est caractérisée par la propriété d�absence de mémoire, et à la

loi de Weibull qui tient compte du phénomène d�usure.

En�n nous nous somme intéressé à la modélisation de la �abilité d�un matériel par un modèle

de Markov et de Weibull-Markov. Nous avons modélisé le fonctionnement d�un matériel par un

processus stochastique à temps continu et espace d�états discret. Dans un premier temps nous

avons considéré les durées de séjours dans les états du système suivre une loi exponentielle.

On parle alors de modélisation Markovienne. Par la suite nous avons considéré les durées de

séjours dans les états du système suivre une loi de Weibull. Dans ce cas on parle du modèle

de Weibull-Markov. Dans ce mémoire, on ne se contente pas d�une représentation binaire du

comportement d�un système (fonctionnement, panne). Nous avons alors considéré des états de

dégradation et des actions de maintenance a�n de se rapprocher de la réalité.

Comme perspective nous proposons la modélisation du fonctionnement d�un système avec un

modèle non Markovien où les durées de séjours dans les états du système suit une loi quelconque

(pas forcement la loi de Weibull).

On peut envisagé d�autre méthodes pour évaluer la �abilité des systèmes comme les arbres

de défaillance, les réseaux de Pétri, . . .
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