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Introduction

L�analyse fonctionnelle est la branche des mathématiques qui prend ses racines his-

toriques dans l�étude des transformations telles que la transformation de Fourier et dans

l�étude des équations di¤érentielles.

En e¤et, cette théorie est née au 20ème siècle à partir des travaux de Fredholm sur les

équations intégrales, et sous l�impulsion de Hilbert, Riesz et surtout Banach. Son but est

d�obtenir des propriétés des fonctions en utilisant les propriétés de certains espaces qui

les contiennent.

Dans la pratique les espaces de Banach qui sont au c�ur de la théorie sont souvent des

espaces dont les éléments sont des fonctions. La théorie linéaire des espaces de Banach

a été initialement conçu pour appliquer des idées topologiques (le théorème de Baire) ou

géométriques (le théorème de Hahn-Banach) à des problèmes concrets d�analyse fonction-

nelle.

On observera que ces espaces classiques sont des espaces métriques particuliers, mal-

heureusement un espace métrique n�a pas forcément d�addition et de multiplication qui lui

confère une structure d�espace vectoriel. C�est pour cela qu�on s�intéresse assez souvent

à des cas particuliers importants tel que les espaces de Hilbert, qui ces derniers sont des

espaces de Banach aux propriétés mathématiques particulièrement agréables : l�existence

de bases hilbertiennes montre que tous ceux qu�on rencontre en pratique sont isomor-

phes, et l�existence de projecteurs orthogonaux permettent très souvent de se ramener à

la dimension �nie. La nature étant bien faite, ce sont précisément ces espaces qui intervi-

ennent naturellement dans beaucoup de questions physiques (par exemple en mécanique

quantique).
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Introduction

Dans ce mémoire nous donnerons une démarche qui nous permettra de mesurer à quel

point un espace ressemble ou non à un espace de Hilbert, nous opterons pour une démarche

probabiliste car il est souvent plus commode de passer à des variables gaussiennes pour

tirer parti de leur invariance par rotation.

Le premier chapitre, sera consacré à quelques dé�nitions et théorèmes importants sur

les espaces de Banach, le second comportera des outils d�analyse aléatoires à savoir la

notion d�éléments aléatoires dans un espace de Banach avec un petit complément sur les

éléments aléatoires gaussiens.

En�n, dans le cadre du dernier chapitre, nous intéressons aux notions du type et cotype

des espaces de Banach qui donnent un critère permettant de savoir quand est ce qu�un

espace de Banach est isomorphe à un espace de Hilbert.
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CHAPITRE

1 Espace de Banach

Dans tout ce qui suit, nous considérons E un espace vectoriel sur le le corps |:

En général | = R ou C:

1.1 Norme

Dé�nition 1.1.1 [7] Une norme sur E est une application dé�nie sur E à valeurs dans

R+, noté k:k et satisfaisant les trois propriétés suivantes :
� kxk = 0 , x = 0;

� k�xk =j � jk x k; 8x 2 E; 8� 2 |;

� kx+ yk � kxk+ kyk; 8x; y 2 E:

Dé�nition 1.1.2 [15] E est un espace vectoriel normé s�il est muni d�une norme.

1.2 Exemples classiques de normes

a) E = Rn

k (x1; x2; :::; xn) k1=
nX
i=1

j xi j

k (x1; x2; :::; xn) k2=
"

nX
i=1

j xi j2
# 1
2

k (x1; x2; :::; xn) k1= sup
i=1;:::;n

j xi j
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1.2. Exemples classiques de normes

En particulier, si E = R, on retombe sur la norme usuelle sur R; qui est la valeur

absolue, dé�nie par :

j:j : R �! R

x 7�! jxj

b) E =Mn(R). Pour A 2Mn(R), on pose A = (aij)1�i;j�n

k A k1=
nX
i=1

nX
j=1

j aij j

k A k2=

vuut nX
i=1

nX
j=1

j aij j2

k A k1= sup
1�i;j�n

j aij j

c) E = R[x]. Pour P 2 R[x], on pose P (x) =
nP
k=0

ak x
k

k P k1=
nX
k=0

j ak j

k P k2=

vuut nX
k=0

j ak j2

k P k1= sup
0�k�n

j ak j

d) On peut dé�nir trois normes usuelles sur C0 ([a; b]) l�espace vectoriel constitué des

fonctions continues sur [a; b] et à valeurs dans R,

kfk1 =
bZ
a

j f(t) j dt

kfk2 =

24Z
a

(f(t))2 dt

35 1
2

kfk1 = sup
t2[a;b]

j f(t) j

Remarque 1.2.1 On peut donc avoir plusieurs normes sur le même espace.
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1.3. Normes équivalentes

1.3 Normes équivalentes

Dé�nition 1.3.1 [11] Deux normes k:ka et k:kb sur un espace vectoriel E sont équiva-

lentes s�il existe deux constantes (�; �) 2 (R�+)2 telles qu�on a

8x 2 E; � kxka � kxkb � � kxka

Exemple 1.3.1 Sur Rn les normes : kxk1 =
nP
i=1

j xi j et kxk2 = sup
i=1;:::;n

j xi j sont

équivalentes car :

kxk2 � kxk1 � n kxk2

Théorème 1.3.1 [11] Deux normes sont équivalentes si, et seulement si, elles dé�nissent

la même topologie (i.e. les mêmes ouverts).

Théorème 1.3.2 [11] Dans un espace vectoriel de dimension �nie toutes les normes sont

équivalentes.

1.4 Un espace métrique

Dé�nition 1.4.1 [1] On appelle espace métrique tout ensemble E muni d�une distance,

c�est-à-dire, d�une application d : E � E �! R+ qui véri�e les propriétés suivantes :

(i)8(x; y) 2 E � E; d(x; y) = 0, x = y

(ii)8(x; y) 2 E � E; d(x; y) = d(y; x)

(iii)8(x; y; z) 2 E � E � E; d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

Le couple (E; d) est alors appelé espace métrique.

Exemple 1.4.1 Soit E un ensemble quelconque. Il est clair que l�application d : E �

E �! R+ dé�nie par:

d(x; y) =

8<: 0 si x = y

1 sinon

d est une distance. On l�appelle distance discrète.
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1.5. Suite convergente

Proposition 1.4.1 [1] Si (E; k:k) est un espace vectoriel normé alors d(x; y) = kx�yk

dé�nit une distance sur E.

Démonstration.

Commençons par démontrer (i):

comme k.kest une norme, on a:

d(x; y) = 0, kx� yk = 0, x� y = 0, x = y:

Pour démontrer (ii), on utilise l�homogénété de la norme:

d(x; y) = kx� yk = ky � xk = d(y; x):

En�n, (iii) découle directement de l�inégalité triangulaire de k:k :

d(x; z) = kx� zk = kx� y + y � zk � kx� yk+ ky � zk = d(x; y) + d(y; z):

L�application d est donc bien une distance.

Corollaire 1.4.1 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique.

1.5 Suite convergente

Dé�nition 1.5.1 [10] Soit (xn) une suite d�éléments d�un espace normé (E; k:k). On dit

que (xn) converge vers ` si,

8� > 0;9N� 2 N;8n > N�; on a kxn � `k < �

1.6 Suite de Cauchy

Dé�nition 1.6.1 [13] On dit que la suite (xn)n est de Cauchy si, on a la relation suivante

8� > 0;9 N�;8p; q > N�; on a kxp � xqk < �

5



1.7. La complétude

�gure n01: Suite de Cauchy

Proposition 1.6.1 [13] Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Remarque 1.6.1 La réciproque de la proposition 1.6.1 n�est pas toujours vraie: dans un

espace vectoriel normé quelconque, une suite de Cauchy n�est pas forcément convergente.

Exemple 1.6.1 Dans Q, La suite un = (1 + 1
n
)n; n � 1; est une suite de Cauchy sa

limite vaut e =2 Q; donc elle n�est pas convergente dans Q:

Proposition 1.6.2 [13] Toute suite de Cauchy est bornée.

1.7 La complétude

Dé�nition 1.7.1 [5] Un espace vectoriel normé (E; k:k) est dit complet si toute suite de

Cauchy de E est une suite convergente dans E.

Lemme 1.7.1 [5] Tout espace normé (E; k:k) de dimension �nie est complet.

1.8 Un espace de Banach

Dé�nition 1.8.1 [5] On appelle espace de Banach (E; k:k) tout espace vectoriel normé

et complet pour la distance déduite de la norme.
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1.9. Exemples des espaces de Banach

1.9 Exemples des espaces de Banach

1) Espace de Hilbert

Dé�nition 1.9.1 [3] Un espace préhilbertien est un espace vectoriel normé muni d�un

produit scalaire

kxk2 = hx; xi

Lemme 1.9.1 [3] (L�identité du parallélogramme) Soit H un espace préhilbertien muni

du produit scalaire h:; :i. Alors pour tout x; y 2 H on a :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

Théorème 1.9.1 [3] Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. E est un espace préhilber-

tien si, et seulement si, sa norme véri�e l�identité du parallélogramme.

Dé�nition 1.9.2 [3] Les espaces de Hilbert sont des espaces préhilbertien complets. L�espace

vectoriel sur lequel on peut dé�nir une norme qui provient d�un produit scalaire h:; :i

l�application

x 7! kxk =
p
hx; xi

est une norme sur E.

Donc tout espace de Hilbert est un espace de Banach particulier.

Exemple 1.9.1 L�espace Rn muni du produit scalaire

hx; yi =
nX
i=1

xiyi

est un espace de Hilbert réel.

2) Espace des fonctions continues sur un compact

Soient H un espace topologique compact et C(H) l�espace vectoriel des fonctions

scalaires continues sur H: Alors toute fonction continue sur H est bornée et atteint ses

bornes. Ceci permet de dé�nir la norme uniforme

k f k1= max
t2H

j f(t) j

7



1.9. Exemples des espaces de Banach

muni de cette norme C(H) est un espace de Banach.

3) Les espaces de Lebesgue Lp (p � 1)

Soient (
;F ; �) un espace mesuré, et p 2 [1;+1].

On dé�nit Lp(
) comme l�ensemble des fonctions mesurables f : 
 ! R telles que,

fp soit intégrable.

� si 1 � p < +1 on dé�nit k : kp comme suit

k f kp=

0@ bZ
a

j f(t) jp dt

1A1=p

l�ensemble des classes d�équivalence est alors un espace de Banach pour la norme kkp.

� Pour p = +1 on dé�nit k:k1

kfk1 = sup ess f

tel que

sup ess = inf f� > 0 tel que j f j� � �:p:pg

(sup ess désigne le supessentiel de f ).

4) Les espaces `p

Soit (E; k : k) un espace vectoriel normé, et soit p un réel tel que 1 � p < +1. On

désigne par `p(E) l�espace vectoriel des suites x = (xn) � E véri�ant :

+1X
n=1

k xn kp< +1

muni de la norme k x k`p(E)=
�
+1P
n=1

k xn kp
� 1

p

;
�
`p(E); k : k

`p(E)

�
est un espace de

Banach.

L�espace vectoriel des suites bornées x = (xn) � E noté `1 (E) muni de la norme

kxk`1(E) = sup
n2N

fk xn kg

est un espace de Banach.
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1.10. Exemples des espaces qui ne sont pas de Banach

1.10 Exemples des espaces qui ne sont pas de Banach

1) C0([0; 1];R) muni de la norme k : k1 n�est pas complet. On prend la suite (gn)n2N

donnée par

gn(t) =

8>>><>>>:
0 pour t < 1

2
;

n (t� 1
2
) pour 1

2
� t � 1

2
+ 1

n
;

1 pour t > 1
2
+ 1

n
:

�gure n02: Graphe associé à la fonction gn

Donc la suite (gn)n2N est de Cauchy dans C0([0; 1];R) relativement à la norme k : k1
sans y être convergente.

2) Soit l�espace Q des nombres rationnels muni de la distance usuelle d(x; y) =j x�y j :

Cet espace n�est pas complet. En e¤et, considérons la suite dé�nie par:

x0 = 2 et xn+1 =
xn
2
+
1

xn

Cette suite est de Cauchy, mais elle ne converge vers aucune limite appartenant à Q:

En e¤et xn converge vers
p
2 qui est un nombre irrationnel.

1.11 Topologie des espaces vectoriels normés

Dé�nition 1.11.1 [20] (ouvert) Un ensemble O � E est ouvert dans E si:

8x 2 O;9� telque B(x; �) � O avec B(x; �) = fy 2 E; kx� ykE < �g

boule ouverte de centre x et de rayon �.

9



1.12. Topologie forte

Dé�nition 1.11.2 [20] Soit (E; k:k) un R-espace vectoriel normé. On appelle topologie

de E l�ensemble des ouverts de E.

1.12 Topologie forte

Soit E un espace de Banach. La topologie forte sur E est la topologie dont une base

est l�ensemble des boules ouvertes: un ouvert de E est une réunion quelconque de boules

ouvertes. C�est donc la topologie « naturelle » associée à la norme sur E.

Dé�nition 1.12.1 [14] La tribu borélienne de E est la tribu engendrée par l�ensemble des

ouverts de E. Les éléments de cette tribu s�appellent les boréliens de E.

1.13 Topologie faible

[6] Soit E un espace de Banach et E� son dual topologique. Considérons la famille

d�applications ('f )f2E� dé�nie par

'f : E ! R

'f (x) = f(x) = hf; xi , f 2 E�

Dé�nition 1.13.1 [6] La topologie faible sur E, notée �(E;E�) est la topologie la moins

�ne (i.e. ayant le moins d�ouverts) gardant continus les éléments de E� telle que toute

application

'f : E ! R avec f 2 E� soit continue.

Dé�nition 1.13.2 [22] La tribu cylindrique sur l�espace E est la tribu engendrée par

les ouverts de la topologie faible �(E;E�) et c�est aussi la plus petite tribu, au sens de

l�inclusion.

En dimension �nie, la topologie faible coïncide avec la topologie forte

10



1.14. La séparabilité

1.14 La séparabilité

Dé�nition 1.14.1 (Espace séparable) Un espace est séparable s�il contient un ensemble

dénombrable et dense.

Proposition 1.14.1 Si B est séparable, les tribus borélienne et cylindrique sur B coïn-

cident.

1.15 La distance de Banach-Mazur

Cette distance est dé�nie comme une distance entre deux espaces de Banach isomorphes.

Dé�nition 1.15.1 SoientX; Y deux espaces de Banach. On dé�nit la distance de Banach-

Mazur entre X et Y par :

d(X; Y ) = inf
�
k T kk T�1 k : T : X �! Y isomorphisme

	
Convention

d(X; Y ) = +1 si X et Y ne sont pas isomorphes.

Remarques 1.15.1

1. Si d(X; Y ) = 1 cela ne signi�e pas que X et Y soient isométriques; on dit dans ce

cas qu�ils sont quasi-isométriques.

2. Il est clair que si X est isomorphe à un espace de Hilbert H (c�est-à-dire d(X;H) <

+1), alors, pour tout autre espace de HilbertH 0
auquelX est isomorphe, d(X;H

0
) =

d(X;H) ; on note cette valeur commune dx .

3. On a toujours d(X; Y ) � 1:

11



CHAPITRE

2 Éléments aléatoires

Dans la théorie classique des probabilités, une variable aléatoire respectivement un

vecteur aléatoire sont des applications mesurables d�un espace (
;F) dans R respective-

ment Rd munis de sa tribu borélienne. Dans le cas où l�espace d�arrivée est un espace de

Banach B, on parlera plutôt d�élément aléatoire.

2.1 Élément aléatoire

Dé�nition 2.1.1 [16] Soit (
;F ;P) un espace probabilisé, B un espace de Banach sé-

parable et BB la tribu borélienne de B. On appelle élément aléatoire toute application

X : 
! B telle que

8B 2 BB; X�1B 2 F

Appellations

1. Lorsque B est un espace fonctionnel, l�élément aléatoire est aussi appelé variable

aléatoire fonctionnelle.

2. Lorsque B = R la notion d�élément aléatoire coïncide avec celle de la variable aléa-

toire réelle.

3. Lorsque B = Rn la notion d�élément aléatoire coïncide avec celle du vecteur aléatoire

(couple aléatoire pour n = 2).

12



2.2. Élément aléatoire discret

Remarque 2.1.1 Dans tout ce qui suit, l�espace probabilisé (
;F ;P) est supposé

complet; c�est-à-dire si A 2 F tel que P (A) = 0; alors tout sous ensemble de A est

un élément de F . Cette hypothèse n�est pas restrictive car tout espace probabilisé

peut être complété.

Convergence presque sûrement

Dé�nition 2.1.2 Une suite d�éléments aléatoires (Xn)n converge presque sûrement vers

X : 
! B s�il existe un ensemble N négligeable tel que

8! 2 
 nN; lim
n!+1

kXn (!)�X (!)k = 0

On note

Xn �! X presque sûrement

2.2 Élément aléatoire discret

Dé�nition 2.2.1 [16] Un élément aléatoire X : 
 ! B est dit discret si X (
) est �ni

ou in�ni dénombrable.

Théorème 2.2.1 [16] Pour que l�application X : 
! B soit un élément aléatoire il faut

et il su¢ t qu�elle soit une limite uniforme sur 
 d�une suite d�éléments aléatoires discrets.

Démonstration.

 ! B

& #

R

8B 2 BR
(f �X)�1 (B) =

�
X�1 � f�1

�
(B) = X�1 �f�1 (B)�

Comme f 2 B� alors f�1 (B) 2 BB.

D�autre part X est un élément aléatoire, alors X�1 [f�1 (B)] 2 F . Autrement dit

(f �X)�1 (B) 2 F et donc f (X) est une variable aléatoire.

La condition su¢ sante demande des notions poussées de la théorie de la mesure dont

la présentation alourdit le mémoire.
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2.2. Élément aléatoire discret

Théorème 2.2.2 [16] Pour que l�application X : 
! B soit un élément aléatoire il faut

et il su¢ t que

8f 2 B�; l�application f (X) : 
! R

soit une variable aléatoire (B� est le dual topologique de B).

Démonstration. =) Montrons que la condition est nécessaire

8n 2 N�; construisons une suite Tn : B! B véri�ant

sup
x2B

kTn (x)� xk �
1

n

L�application Tn est construite comme suit : soit (xm)m une suite partout dense dans B:

Posons

Tn (x) =

8>>>><>>>>:
x1 si x 2 B

�
x1;

1
n

�
ym si x 2 B

�
xm;

1
n

�
�

m�1S
j=1

B
�
xj;

1
n

�
où ym est un élément arbitraire dans B

�
xm;

1
n

�
�

m�1S
j=1

B
�
xj;

1
n

�
:

Remarquons que 
B
�
xm;

1
n

�
�

m�1S
j=1

B
�
xj;

1
n

�!
m

sont deux à deux disjoints et leurs réunion est égale

à B .
+1[
m=1

B

�
xm;

1

n

�
�

m�1[
j=1

B

�
xj;

1

n

�
= B

La composition Xn = Tn (X) donne une suite d�éléments aléatoires discrets véri�ant

kXn (!)�X (!)k �
1

n

uniformément sur 
:

La suite (Xn)n converge vers X uniformément sur 
:

(= Montrons que la condition est su¢ sante, pour cela nous devons faire appel au

théorème 2.2.1.

Remarque 2.2.1 On peut généraliser le théorème 2.2.1 comme suit.

Soit (B1;B1) et (B2;B2) deux espaces de Banach et ' : B1 ! B2 une fonction mesurable.

Si X : 
 ! B1 un élément aléatoire, alors ' (X) est un élément aléatoire à valeur dans

B2:

14



2.3. Indépendance

Conséquence

[16] Soit X et Y deux éléments aléatoires, Z une variable aléatoire et �; � 2 R. Alors

�X + �Y et ZX sont des éléments aléatoires.

2.3 Indépendance

Dé�nition 2.3.1 [16] Les éléments aléatoiresXt; t 2 � avec� famille quelconque d�indices

sont dits indépendants si pour toute suite �nie tj 2 � et Aj 2 BB; 1 � j � n, on a

P

 
n\
j=1

X�1
tj
(Aj)

!
=

nY
j=1

P
�
X�1
tj
(Aj)

�
Dé�nition 2.3.2 [16] Les événements At 2 BB sont dits indépendants si les fonctions

indicatrices correspondantes 1At ; t 2 � sont indépendantes.

Théorème 2.3.1 [16] Soit (
;F ;P) un espace probabilisé. F1;F2; � � � ; Fn une suite

indépendante de sous algèbres de la �-algèbre F . Alors les � (Fj) (�-algèbre engendrée

par Fj) sont aussi indépendantes.

Démonstration. Il su¢ t de montrer, par récurrence, que

8Aj 2 � (Fj) ; 1 � j � n P

 
n\
j=1

Aj

!
=

nY
j=1

P (Aj)

Lemme 2.3.1 [16] Soit � une mesure �-�nie (c.-à-d. il existe une suite (Bn)n de boréliens

véri�ant 
 = [
n
Bn et � (Bn) < +1;8n � 1:) dé�nie sur � (A) et qui est considérée comme

prolongement de la mesure dé�nie sur l�algèbre A. Nous avons

8" > 0;8B 2 � (A) ; 9A" 2 A : � (B 4 A") < "

Ainsi

8" > 0;9Bj 2 Fj; 1 � j � n : � (Aj 4Bj) <
"

2n+1

15



2.3. Indépendance

En vertu de l�inégalité triangulaire, nous avons�����P
 

n\
j=1

Aj

!
�

nY
j=1

P (Aj)

����� �
�����P
 

n\
j=1

Aj

!
� P

 
n\
j=1

Bj

!�����
+

�����P
 

n\
j=1

Bj

!
�

nY
j=1

P (Aj)

�����
Il est facile de véri�er par récurrence que :�����P

 
n\
j=1

Aj

!
� P

 
n\
j=1

Bj

!����� � P
  

n\
j=1

Aj

!
4
 

n\
j=1

Bj

!!

ainsi que

P

  
n\
j=1

Aj

!
4
 

n\
j=1

Bj

!!
�

nX
i=1

P (Aj 4Bj)

Donc �����P
 

n\
j=1

Aj

!
� P

 
n\
j=1

Bj

!����� � "

2
:

Par ailleurs, comme Bj sont indépendants�����P
 

n\
j=1

Bj

!
�

nY
j=1

P (Aj)

����� =
�����
nY
j=1

P (Bj)�
nY
j=1

P (Aj)

�����
On démontre l�inégalité�����

nY
j=1

P (Bj)�
nY
j=1

P (Aj)

����� �
nX
i=1

jP (Aj)� P (Bj)j

Et

jP (Aj)� P (Bj)j � P (Aj 4Bj)

Alors �����P
 

n\
j=1

Bj

!
�

nY
j=1

P (Aj)

����� � "

2

Par conséquent �����P
 

n\
j=1

Aj

!
�

nY
j=1

P (Aj)

����� � "
d�où le résultat.
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2.4. Distribution

Remarques

1. Dans le cas de la dimension �nie, l�indépendance peut être exprimée en terme de la

fonction de répartition.

Xi : 
! Rn; 1 � i � m

X1; X2; � � � ; Xm sont indépendantes si, et seulement si

P fXi < xi; 1 � i � mg =
nY
j=1

P (Xi < xi)

2.

Xi : 
! B1; i 2 I

T : B1 ! B2;BB1 � BB2 mesurable

Alors T (Xi) ; 1 � i � m sont indépendantes

2.4 Distribution

Soit (
;F ;P) un espace probabilisé.

Dé�nition 2.4.1 [16] Soit X : 
 ! B un élément aléatoire. On appelle distribution de

X la mesure dé�nie par

PX (A) = P
�
X�1 (A)

	
; A 2 BB

Remarque 2.4.1 La distribution est parfois appelée la loi de probabilité.

2.5 Éléments aléatoires gaussiens

2.5.1 Éléments aléatoires gaussiens

Dé�nition 2.5.1 On dit que l�élément aléatoire X : 
 ! B est gaussien si pour tout

f 2 B�; la variable aléatoire réelle f (X) est gaussienne.
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2.5. Éléments aléatoires gaussiens

Proposition 2.5.1 Si X est un élément aléatoire gaussien, il a une covariance et sa loi

est entièrement déterminée par EX et CovX ou RX :

Avec EX est l�espérance mathématique, CovX est la covariance et RX matrice de

corélance.

Démonstration. La loi de X est caractérisée par sa fonctionnelle caractéristique

b'X : B� �! C

f 7! b'X (f) = E exp (if (X))

En notant 'f(X) la fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle f (X), on remar-

que que b'X (f) = 'f(X) (1)
f (X) étant gaussienne (f (X) N (m;�2)), alors

8t 2 R; 'f(X) (t) = exp
�
imt� �

2t2

2

�
En utilisant la Pettis intégrabilté de X et la dé�nition de CovX; on obtient

8f 2 B�; b'X (f) = 'f(X) (1) = exp�iEf (X)� Var f (X)2

�
= exp

�
iEf (X)� Cov (f; f)

2

�
= exp

�
iEf (X)� (RXf) (f)

2

�
= exp

�
i hf; fXiB�;B �

1

2
hRXf; fiB��;B�

�

Proposition 2.5.2 Soit X, Y deux éléments aléatoires gaussiens indépendants, Z une

variable aléatoire normale (gaussienne), � un réel certain et a 2 B, alors X + Y; �X; Za

sont des éléments aléatoires gaussiens.

Démonstration. On a :

b'�X (f) = Eeif(�X)

= Eei�f(X)

= Eeig(X) avec g = �f
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2.5. Éléments aléatoires gaussiens

Comme X est gaussien et g 2 B�; on a

b'�X (f) = eig(EX)�
1
2
Var g(X)

= ei�f(EX)�
1
2
Var�f(X)

= eif(E�X)�
1
2
Var f(�X)

Pour tout g 2 B�;Var g (a) = 0

b'Za (f) = eig(a)�
1
2
Var g(a)

b'X+Y (f) = Eeif(X+Y )

= Eeif(X)+if(Y )

Comme X et Y sont indépendants et f 2 B�; alors f (X) et f (Y ) sont des variables

aléatoires indépendantes et l�on a

b'X+Y (f) = Eeif(X)Eeif(Y )
X et Y sont gaussiens

b'X+Y (f) = eif(EX)�
1
2
Var f(X)eif(EY )�

1
2
Var f(Y )

= eif(E(X+Y ))�
1
2
Var f(X+Y )

Théorème 2.5.1 (Fernique) Pour tout élément aléatoire gaussien X dans un espace

de Banach B, il existe un réel � > 0 tel que

Ee�kXk
2

< +1

Démonstration.

8s; t 2 R : 0 < s � t;P fkXk � sgP fkXk > tg �
�
P
�
kXk > t� sp

2

��2
En e¤et, soit Y une copie indépendante de X: D�après le théorème précédent X+Yp

2
et X�Yp

2

ont la même loi que X; d�où

P fkXk � sgP fkXk > tg = P
�X � Yp

2

 � s�P�X + Yp
2

 > t�
= P

n
kX � Y k �

p
2s; kX + Y k >

p
2t
o
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2.5. Éléments aléatoires gaussiens

car X+Yp
2
et X�Yp

2
sont indépendants.

En vertu de l�inégalité triangulaire,

kX + Y k = kX � Y + 2Y k � kX � Y k+ 2 kY k

kX + Y k = k2X + Y �Xk � kX � Y k+ 2 kXk�
! 2 
 :

X � Yp
2

 � s; X + Yp
2

 > t� � �! 2 
 : kXk > t� sp
2
; kY k > t� sp

2

�
L�indépendance de X et Y donne

P fkXk � sgP fkXk > tg �
�
P
�
kXk > t� sp

2

��2
(2.5.1)

Construisons la suite (tn)n2N comme suit

t0 = s et tn+1 = s+
p
2tn; n 2 N

Ainsi dé�nie

tn =

��p
2
�n+1

� 1
��p

2 + 1
�
s; n 2 N

Remarquons que tn+1 <
�p
2
�n+5

s

Notons par

�n = �n (X) =
P fkXk > tng
P fkXk � sg ; n 2 N

De l�inégalité (2.5.1) et de la dé�nition de la suite tn; on obtient

P fkXk � sgP fkXk > tng � (P fkXk > tn�1g)2

Par conséquent

�n � �2n�1

et par suite

�n � �2
n

0 = e2
n ln�0

Fixons s assez grand pour que

P fkXk � sg � 2

3
:

Dans ce cas

�0 =
P fkXk > sg
P fkXk � sg �

1� 2
3

2
3

=
1

2
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2.5. Éléments aléatoires gaussiens

Ainsi,

P fkXk > tng � e�2
n ln 2P fkXk � sg � e�2n ln 2

Par ailleurs, nous avons

Ee�kXk
2

=

Z



e�kX(!)k
2

P (d!)

=

Z
f!:kX(!)k�sg

e�kX(!)k
2

P (d!) +
Z

+1[
n=0

f!:tn<kX(!)k�tn+1g

e�kX(!)k
2

P (d!)

� e�s
2

+

+1X
n=0

Z
f!:tn<kX(!)k�tn+1g

e�kX(!)k
2

P (d!)

� e�s
2

+
+1X
n=0

e�t
2
n+1P fkXk > tng

� e�s
2

+
+1X
n=0

e2
n(32�s2�ln 2) < +1 dès que � <

ln 2

32s2

Proposition 2.5.3 [12](invariance par rotation des vecteurs gaussiens)

Soient X = (X1; :::; Xn) un vecteur gaussien, de covariance CX , A 2 Mn(R) et

Y = AX = (Y1; :::; Yn), avec Yj=
nP
k=1

ajk Xk alors

1) Y est un vecteur gaussien de covariance A CX A�:

2) Si X est standard (i.e. CX = In), et si A 2 O(n), alors Y = AX est également

standard : propriété d�invariance par rotation des vecteurs gaussiens standard.

Avec O(n) l�ensemble des matrices orthogonales.
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CHAPITRE

3 Type et cotype des

espaces de Banach

3.1 Introduction

La structure d�espace de Banach, pour utile qu�elle soit en analyse, avec les con-

séquences automatiques de la complétude et du Théorème de Baire, est assez pauvre;

quand on ajoute un grand nombre de vecteurs x1; :::; xn
nX
i=1

xi

 �
nX
i=1

kxik

l�inégalité triangulaire devient vite imprécise.

À l�inverse, les espaces de Hilbert ont une structure très riche, et si les xi sont deux à

deux orthogonaux, on a exactement
nX
i=1

xi

 =
 

nX
i=1

kxik2
! 1

2

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 3.1.1 [12] on a les résultats suivants:

1. B est isométrique à un espace de Hilbert,si et seulement si, pour tous x; y 2 B:

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

(identité du parallélogramme généralisée)

22



3.1. Introduction

2. On a toujours :

1

2
(kxk2 + kyk2) � 1

2
(kx+ yk2 + kx� yk2) � 2(kxk2 + kyk2)

3. Dans tout espace de Hilbert H, on a, pour tous x1; :::; xn 2 H :

1

2n

nX
�i=�1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 =
nX
i=1

kxik2

4. Si B est isomorphe à un espace de Hilbert H, et si la distance de Banach-Mazur

dB = d(B; H) � C, alors :

1

C2

nX
i=1

kxik2 �
1

2n

nX
�i = �1

k�1 x1 + :::+ �n xnk2 � C2
nX
i=1

kxik2

Démonstration.

1. =) Si B est isométrique à un espace de Hilbert et si l�espace est réel, par exemple,

on pose

'(x; y) =
1

4
(kx+ yk2 � kx� yk2)

On en déduit que ' est séparément additive et homogène, donc

'(x; x) =k x k2

Alors

'(x+ x
0
; 2y) =

1

4
(kx+ x0 + 2yk2 � kx+ x0 � 2yk2)

=
1

4
(k(x+ y) + (x0 + y)k2 � k(x� y) + (x0 � y)k2)

=
1

4
2(k(x+ y)k2 + k(x0 + y)k2)� k(x� x0)k2 � 2(k(x� y)k2+

k(x0 � y)k2)� k(x� x0)k2 ( d�après la proposition 3.1.1,1)

=
1

2
(k(x+ y)k2 � k(x0 � y)k2) + 1

2
(k(x� y)k2 � k(x0 � y)k2)

= 2'(x; y) + 2'(x
0
; y)

= 2['(x; y) + '(x
0
; y)]
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3.1. Introduction

(=Si pour tous x; y 2 B on a

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

Donc B est un Hilbert.

Alors B est isométrique à un espace de Hilbert.

2. Le côté droit découle de l�inégalité triangulaire, tels que8<: k x+ y k�k x k + k y k

k x� y k�k x k + k y k
=)

8<: k x+ y k2� (k x k + k y k)2

k x� y k2� (k x k + k y k)2

En sommant les deux inégalités, on obtient

k x+ y k2 + k x� y k2� 2(k x k + k y k)2

D�autre part

1

2

�
k x+ y k2 + k x� y k2

�
�
�
k x+ y k2 + k x� y k2

�
Donc

1

2

�
k x+ y k2 + k x� y k2

�
� 2(k x k + k y k)2 (*)

Pour le côté gauche, posons x+ y = u; x� y = v

Ainsi

x =
u+ v

2
; y =

u� v
2

En remplaçant ces valeurs dans (*), on aura :

1

2

�
k u k2 + k v k2

�
� 2(k u+ v

2
k + k u� v

2
k)2

� 1

2
(k u+ v k + k u� v k)2

D�où le résultat.

3. Montrons que pour tout x1; :::; xn 2 H , on a :

1

2n

nX
�i = �1

k�1 x1 + :::+ �n xnk2 =
nX
i=1

kxik2

Procédons par récurrence sur n
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3.1. Introduction

Posons

�n =
1

2n

nX
�1;:::;�n = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2

La formule est vraie pour n = 2, car

�2 =
1

4

X
�1; �2 = �1

k�1x1 + �2x2k2

=
1

4

�
kx1 + x2k2 + k � x1 � x2k2 + kx1 � x2k2 + k � x1 + x2k2

�
=
1

2

�
kx1 + x2k2 + kx1 � x2k2

�
= kx1k2 + kx2k2 (d�après la proposition 3.1.1, (1) )

Donc on aura
1

22
k�1x1 + �2x2k2 = kx1k2 + kx2k2

Supposons que la formule est vraie à un certain rang n, et montrons qu�elle reste vraie

au rang n+ 1

On a,
1

2n

X
�1;:::;�n = �1

(k�1 x1 + :::+ �n xnk2) =
nX
i=1

kxik2

�n+1 =
1

2n+1

X
�1;:::;�n+1 = �1

(k�1 x1 + :::+ �n xn + �n+1 xn+1k2)

=
1

2n+1

X
�1;:::;�n = �1

��
k�1 x1 + :::+ �n xn + xn+1k2

�
+ k�1 x1 + :::+ �n xn � xn+1k2

�
=

1

2n+1

X
�1;:::;�n = �1

�
2(k�1 x1 + :::+ �n xnk2 + kxn+1k2)

�
(d�après la proposition 3.1.1, 1) )

=
1

2n

X
�1;:::;�n = �1

k�1 x1 + :::+ �n xnk2 +
1

2n

X
�1;:::;�n = �1

kxn+1k2

=

nX
i=1

kxik2 + kxn+1k2 (car
X

1
�1;:::;�n = �1

= 2n )

=

n+1X
i=1

kxik2

D�où le résultat.
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3.2. Sommabilité

4. Montrons que
1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 � C2
nX
i=1

kxik2

On a

1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 =
nX
i=1

kxik2 (de la propostion 3.1.1. 3)

Donc
1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 �
nX
i=1

kxik2

Et comme on a dB � 1 d�après la remarque 1.15.1. 3)

1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 � C
nX
i=1

kxik2

Alors,
1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 � C2
nX
i=1

kxik2

Montrons que
1

C2

nX
i=1

kxik2 �
1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2

De l�expression précédente, on déduit immédiatement que :

1

C2

nX
i=1

kxik2 �
1

2n

nX
�i = �1

k�1x1 + :::+ �nxnk2

3.2 Sommabilité

La théorie des familles sommables permet de donner, dans certains cas, un sens au symboleP
xi où (xi)i2I est une famille d�éléments de E indexés par l�ensemble I quelconque.

Notation 3.2.1 [9] On désigne par Pf (I) l�ensemble de toutes les parties �nies de I et

si J 2 Pf (I) on note :

SJ =
X
i2J
xi
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3.3. Critère de Cauchy dans les espaces de Banach

Dé�nition 3.2.1 [9] On dit que la famille (xi)i2I est sommable de somme S
�
On note

P
i2I
xi = S

�
si, et seulement si :

8� > 0;9 J0 2 Pf (I) j 8J 2 Pf (I) et J � J0 ) kSJ � Sk � �

Dé�nition 3.2.2 [9] Soit (xi)i2I une famille de réels positifs. La sommabilité de cette

famille équivaut à la bornitude de l�ensemble de ses sous-sommes �nies. On a dans ce

cas-là X
i2I
xi = sup

j2Pf (I)

X
i2j
xi

3.3 Critère de Cauchy dans les espaces de Banach

En analyse, les critères de convergence des séries numériques sont le critère de Cauchy, de

d�Alembert ... Tandis que lorsqu�il s�agit d�une famille quelconque d�indice (pas forcément

dénombrable) on parle plutôt de sommabilité que de convergence, pour cela nous énonçons

le critère de Cauchy pour les familles sommables.

Dé�nition 3.3.1 [17] Soit (xi)i2I une famille d�éléments d�un espace normé E, on dit

que cette famille satisfait le critère de Cauchy si :

8� > 0; 9J0 2 Pf (I); 8K 2 Pf (I) et K \ J0 = ; ) kSKk � �

Théorème 3.3.1 [17] Une famille sommable de E véri�e le critère de Cauchy.

Théorème 3.3.2 [17] Si E est un espace de Banach, toute famille véri�ant le critère de

Cauchy est sommable.

Corollaire 3.3.1 [12] Soit H un espace de Hilbert de dimension in�nie. Alors :

1. Si (xn)n �1 est sommable dans H, on a
1P
i=1

kxik2 <1.

2. Pour toute suite (�n)n �1 de réels positifs telle que
1P
i=1

kxik2 < +1, il existe une

suite sommable (xn)n �1 dans H telle que kxnk = �n pour tout n � 1.
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3.4. Notion de type et de cotype

Démonstration.

1. Supposons que (xn)n �1 est sommable dans H

Notons M = sup
j2Pf (I)

k
P
i2j
xik

Par de la dé�nition 1.1.1 on a M < +1;

Donc

k�1x1 + :::+ �nxnk � 2M; avec �i=�1

et

kx1k2 + :::+ kxnk2 � 4M2; par la 3:1:1 (3) :

2. On prend une suite orthonormée (en)n �1de H et on pose xn = �n en on a k
P
n2A
xnk =�P

n2A
�2n

� 1
2

, la famille de (xn)n �1 est sommable, par le critère de Cauchy.

3.4 Notion de type et de cotype

Introduisons maintenant les notions de type linéaire et de cotype linéaire. Ces deux

notions fournissent un outil puissant en théorie linéaire des espaces de Banach et sont

fortement liées à la géométrie de l�espace.

Dé�nition 3.4.1 [12] On dit que X est de type p (1 � p � 2), s�il existe une constante

C � 1 telle que : 
nX
i=1

"ixi


L2(X)

� C
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p

Pour tous x1; :::; xn 2 X , ("n)n�1 étant une suite de Bernoulli.

La meilleure constante C s�appelle la constante de type p de X, et se note Tp(X).

Dé�nition 3.4.2 [12] On dit que X est de cotype q (2 � q � +1), s�il existe une

constante C � 1 telle que : 
nX
i=1

"ixi


L2(X)

� C
 

nX
i=1

kxikq
! 1

q
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3.5. Factorisation par un espace de Hilbert

Pour tous x1; :::; xn 2 X: La meilleure constante C s�appelle la constante de cotype q de

X, et se note Cq(X).

Remarque 3.4.1 Si un espace est de type p; il est aussi de type p0 pour tout p0 � p, et

que s�il est de cotype q, il est aussi de cotype q
0
pour tout q

0 � q ; les sous-espaces de X

peuvent donc avoir un meilleur type ou cotype que X lui-même (il su¢ t de penser que X

peut s�écrire comme somme directe d�un « bon » et d�un « mauvais » sous-espace).

Théorème 3.4.1 [12] Soit X un espace de Banach, et soit (gn)n �1 une suite gaussienne

standard indépendante dé�nie sur (
;F ;P). Alors :

1) Si X est de type p, 1 < p � 2, on a :

k
nX
j=1

gj xjkL2(X) � TP (X)

 
nX
j=1

kxjkp
! 1

p

, pour tous x1; :::; xn 2 X:

2) Si X est de cotype q, 2 � q < +1, on a :

k
nX
j=1

gj xjkL2(X) �
1

Cq(X)

 
nX
j=1

kxjkq
! 1

q

, pour tous x1; :::; xn 2 X:

3.5 Factorisation par un espace de Hilbert

Dé�nition 3.5.1 On dit qu�un opérateur u : X �! Y est factorisable par un espace de

Hilbert s�il existe un espace de Hilbert H et des opérateurs :

w : X �! H et � : H �! Y tels que : u = � w
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3.6. Théorème de factorisation

Pour tout u on pose :

�2(u) = inf f kvkkwk ; u = � w ; w : X �! H ; � : H �! Y ; H Hilbertg :

On note �2(X; Y ) l�espace des opérateurs factorisables par un espace de Hilbert.

Le caractère local de la factorisation par un Hilbert, et le lien avec la distance de

Banach-Mazur, sont exprimés par la proposition suivante :

Proposition 3.5.1 [12] Soit X; Y deux espaces de Banach, et u 2 L(X;Y ) un opérateur

de X dans Y . Alors:

1) S�il existe une constante C � 1 telle que �2(ujE) � C pour tout sous-espace E de X

de dimension �nie, alors u est factorisable à travers un espace de Hilbert et �2(u) � C.

2) X est isomorphe à un espace de Hilbert si, et seulement si, Idx est factorisable à

travers un espace de Hilbert; de plus, dans ce cas, on a dx = �2(Idx).

3.6 Théorème de factorisation

Dé�nition 3.6.1 [12] Soit X un espace de Banach, et (yi)i�p, (xj)j�q deux familles �nies

d�éléments de X. On dit que (yi)i�p est subordonnée à (xj)j�q, ou aussi que (yi)i�p est

dominée par (xj)j�q, et on note (yj)j �1 � (xi)i �1 si on a :
pX
i=1

j �(yi) j2�
qX
j=1

j �(xj) j2

pour toute forme linéaire continue � 2 X�.

Théorème 3.6.1 [12] (Théorème de factorisation) Pour tout opérateur u : X ! Y , les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u 2 �2(X; Y ) et �2(u) � C:

2) Si (yi)i�p � (xj)j�q, on a :
pX
i=1

kuyik2 � C2
qX
j=1

kxjk2

Démonstration.
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3.6. Théorème de factorisation

1. 1)=)2) Si u = vw; avec w : X �! H ; � : H �! Y ; et si (ek)k�1 est une base

orthonormale de H, on a :
pX
i=1

ku yik2 =
pX
i=1

kv w yik2

�
pX
i=1

kv k2 kw yik2 (Grâce à la continuité)

� kv k2
pX
i=1

kw yik2

� kv k2
X
k�1

pX
i=1

j< w yi; ek >j2 ((ek)k�1est une base orthonormée)

� kv k2
X
k�1

pX
i=1

j< w� ek; yi >j2 (grâce à la symétirie de < :; : >)

� kv k2
X
k�1

qX
j=1

j< w� ek; xj >j2 (car (yj)j �1 � (xi)i �1 )

� kv k2
X
k�1

qX
j=1

j< w xj; ek >j2 (grâce à la symétrie de < :; : >)

� kv k2
qX
j=1

kw xjk2 ( (ek)k �1 est une base orthonormale )

� kv k2 kw k2
qX
j=1

kxjk2

D�où 2).

2. 2)=)1) Se référer à [12] page 175.

Théorème 3.6.2 [12] (forme �nale du Théorème de factorisation).

Pour u 2 L(X; Y ), on a une équivalence entre les deux assertions suivantes:

(a) u se factorise à travers un espace de Hilbert et �2(u) � C:

(b) Pour tout entier n � 1, toute matrice orthogonale (resp. unitaire, si les espaces

sont complexes) A = (aij)i;j �1 2 O(n); et si x1; x2; :::; xn 2 X , on a

nX
i=1

k
nX
j=1

aij u(xj)k2 � C2
nX
j=1

kxjk2
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3.7. Théorème de Kwapien

3.7 Théorème de Kwapien

Théorème 3.7.1 [12] (Théorème de Kwapien). Tout espace vectoriel normé isomor-

phe à un espace de Hilbert est de type 2 et de cotype 2 .

Ce théorème peut s�énoncer comme suit :

Théorème 3.7.2 [12] (Théorème de Kwapien). Si un espace de Banach X est à la

fois de type 2 et de cotype 2, il est isomorphe à un espace de Hilbert, et plus précisément :

dX � T2(X) C2(X)

Démonstration. On sait, par la Proposition 3.5.1, que dX = �2(IdX). Il s�agit donc

de montrer que IdX se factorise à travers un espace de Hilbert. D�après le Théorème

3.6.2, il faut prouver que, si A = (aij)i;j �1 2 On (R) , et x1; x2; :::; xn 2 X, on a :
nX
i=1

k
nX
j=1

aij xjk2 � T2(X)
2 C2(X)

2

nX
j=1

kxjk2:

Posons yi =
nP
j=1

aij xj et considérons une suite gaussienne standard g1; :::; gn:

Grâce au 2) du théorème 3.4.1 , on a : 
nX
i=1

kyik2
! 1

2

� C2(X) k
nX
i=1

gi yikL2(X)

Ecrivons:
nX
i=1

gi yi =

nX
i=1

gi

 
nX
j=1

aij xj

!
=

nX
j=1

 
nX
i=1

aij gi

!
xj

et posons : j =
nP
i=1

aij gi ; comme A = (aij)i;j �1 2 On (R), le vecteur aléatoire (1; :::; n)

a la même loi que (g1; :::; gn), grâce à l�invariance des vecteurs gaussiens par rotation

proposition 2.5.3. En particulier :

k
nX
j=1

j xjkL2(X) = k
nX
j=1

gj xjkL2(X):

Et donc  
nX
i=1

kyik2
! 1

2

� C2(X) k
nX
j=1

j xjkL2(X):
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3.7. Théorème de Kwapien

D�après le théorème 3.4.1, on obtient : 
nX
i=1

kyik2
! 1

2

� C2(X) T2(X)

 
nX
j=1

kxjk2
! 1

2

:

cela termine la démonstration.

Exemples

1) Un espace de Hilbert H est de type et de cotype 2 avec Tp(H) = Cq(H) = 1:

Ceci se montre directement, en interprétant l�égalité du parallélogramme généralisée.

2) L�espace `1 est de type 1 mais son dual `1 ne possède aucun cotype �ni.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons donné un critère permettant de savoir quand un opéra-

teur entre un espace de Banach se factorise par un espace de Hilbert, ce qui nous a permis

de montrer le Théorème de Kwapien, a¢ rmant qu�un espace de Banach est isomorphe à

un espace de Hilbert si, et seulement s�il est à la fois de type 2 et de cotype 2.

La notion de cotype a été très récemment généralisée au cadre des espaces métriques

par Mendel et Naor («Metric cotype» ), cela a permet d�étendre ces théorèmes de factori-

sation à un cadre non-linéaire, beaucoup plus complexe.
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