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Avant propos

En mathématiques, et plus précisément en analyse fonctionnelle, le calcul des variations
ou calcul variationnel est un ensemble de méthodes permettant de minimiser une fonc-
tionnelle.

Celle-ci, qui est a valeurs réelles, dépend d’une fonction qui est I'inconnue du probléme.
Il s’agit donc d’un probléme de minimisation dans un espace fonctionnel, de dimension
infinie. Le calcul des variations s’est développé depuis le milieu du dix-huitiéme siécle
jusqu’aujourd’hui ; son dernier avatar est la théorie de la commande optimale, datant
de la fin des années 1950. Le calcul des variations a des applications dans de nombreux

domaines :

1. L’inconnue étant une courbe paramétrée, on recherche une courbe de longueur min-
imale (ou extrémale), autrement dit une géodésique ; c’est une question fonda-

mentale en géométrie différentielle.

2. L’inconnue étant une surface, on recherche, pour un périmétre donné, la surface

d’aire maximale (probléme d’isométrie).

3. En physique, le principe de moindre action affirme que les mouvements d’un systéme
matériel se produisent de maniére, sinon a minimiser I’action, du moins a rendre
celle-ci stationnaire. Ces mouvements peuvent donc étre déterminés en minimisant
ou en rendant stationnaire cette fonctionnelle, ce qui fait du calcul des variations
un outil fondamental pour les physiciens (formulation variationnelle des équations

de la physique).
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4. Une condition nécessaire d’extremum ou plus généralement de stationnarité de la

fonctionnelle est ’équation d’Euler-Lagrange.
Les principaux résultats classiques du calcul des variations sont :

1. L’équation d’Euler-Lagrange (condition nécessaire du premier ordre) ;

2. Les conditions de transversalité (dans le cas de problémes & extrémités variables) ;
3. Les conditions du second ordre de minimum faible de Legendre et de Jacobi ;

4. Les conditions du second ordre de minimum fort de Weierstrass ;

5. Larelation entre formalisme lagrangien et le formalisme hamiltonien (transformation

de Legendre) ;
6. L’équation de Hamilton-Jacobi et le théoreme de Jacobi ;

7. Enfin, pour ses applications a la physique, le théoréme de Nother est fondamental.

Historique:

Sans aller jusqu’au légendaire probléme de la reine Didon, on peut faire remonter
les principes variationnels & Pierre de Fermat (1657) et Christian Huygens (1690)
pour I’étude de propagation de la lumieére (principe de Fermat et principe de Huygens-
Fresnel). Néanmoins, le calcul des variations est né en 1696, avec le probléme de la
courbe brachistochrone, posé par Jean Bernoulli (a la suite de Galilée dans son di-
alogue sur les deux grands systémes du monde paru en 1632) ; il s’agit d’un probléme
de temps minimal (comme l'indique la racine grecque : <<fGpaxioTos (brachistos) »>, <<
le plus court »> ; << ypovos >> (chronos) , << temps >>). Ce probléme fut résolu par
Jean et Jacques Bernoulli, Gottfried Wilhelm Liebniz, Issac Newton, Guil-
laume Francois Antoine de I’Hoépital et Ehrenfried Walther von Tchirnhaus.
La solution de Jacques Bernoulli se fondait sur le principe d’Huygens et 'idée du fond
d’onde ; elle préfigurait ’équation de Hamilton-Jacobi. Celle de Jean Bernoulli était

fondée sur une analogie avec la propagation de la lumiére et le principe de Fermat, ainsi
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que la loi de Descartes. Celle de Leibniz, enfin, était fondée sur une analogie avec la
propagation de la lumieére et le principe de Fermat, ainsi que la loi de Descartes. Celle
de Leibniz, enfin, était fondée sur 'approximation de la courbe par des lignes brisées et
était le premier pas vers I’équation d’Euler-Lagrange.

Le second pas a été accompli par Euler, éléve de Jean Bernoulli : Euler a ébauché
a partir de considérations géométriques la méthode des "petites variations" en 1744.
Joseph-Louis Lagrange a introduit le vocable "calcul des variations" vers 1760 et a
donné sa forme actuelle & la solution d’Euler. Adrien-Marie Legendre a complété
en 1786 1’équation d’Euler-Lagrange, qui est une condition du second ordre qui porte
son nom. Ces résultats ont été rassemblés par Lagrange dans la théorie des fonctions
analytiques, parue en 1797 ; Lagrange a également introduit les variables canoniques en
1811 dans sa Mécanique analytique (bien qu’elles aient été attribuées & William Rowan
Hamilton par Charles Gustave Jacobi). L’équation d’Euler-Lagrange été étendue
au cas du calcul des variations & intégrales multiples en 1834 par Mikhail Ostrogradski
(généralisant un résultat obtenu en 1831 par Siméon Denis Poisson sur le méme sujet).
[’équation d’Hamilton -Jacobi a été introduite en premier lieu par Hamilton dans sa
seconde publication Essay on a General Method in Dynamics en 1835 a 'occasion d’un
probléme de mécanique. Jacobi a complété la condition du second ordre de Legendre en
1837, avec la théorie des "points conjugués" et a reformulé la contribution de Hamilton,
cette fois dans un contexte général, dans ses Vorlesungen uber Dynamik 1842. Alfred
Clebsch a généralisé en 1858 les résultats de Legendre et de Jacobi. Eduard Heine
a établi le lemme fondamental du calcul des variation en 1870. Il revenait & Karl
Weierstrass, dans ses cours professés a I’Université de Berlin, notamment celui de 1879,
de définir la notion d’extremum fort, et d’établir la condition qui porte son nom, ainsi
que la "condition d’arrondissement des angles" (également obtenue, indépendamment,
par G.Erdmann en 1877). Paul David Gustave Du Bois-Reymond a établi son
fameux lemme en 1879 : cette extension du lemme fondamental du calcul des varia-
tions permet d’établir de maniére plus satisfaisante I’équation d’Euler-Lagrange. Enfin,

David Hilbert a établi le théoréme de l'intégrale invariante (qui clarifie la théorie de
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Weierstrass) et résolu le probléme de Dirichlet (le probléme de calcul de variations
a intégrales multiples le plus célébre) en 1900. Les principaux résultats du calcul des
variations classique avaient dés lors été obtenus.

Néanmoins, des compléments substantiels ont été apportés au tournant du vingtieme
siecle par Hremann Amandus Schwarz (généralisation du théoreme de Weierstrass
entre 1898 et 1899) et Adolf Kneser (condition de transversalité, 1900). Oskar
Bolza et Harris Hancock ont réalisé indépendamment en 1904 deux synthéses de tous
les travaux précédents ; leur lecture est encore trés instructive et facilement accessible.
Christian Gustav Adolph Mayer a introduit en 1905 les "champs de Mayer" qui
généralisent les champs d’extrémales de Weierstrass ; il a également réalisé une étude
fine des "arcs anormaux". William Fogg Osgood et Jacques Hadamard ont continué
d’étudier entre 1900 et 1906 le calcul des variations avec intégrale multiple. On peut
encore citer les contributions de la premiere moitié du vingtiéme siecle dues a Emmy
Noether (théoréme de Noether : obtenu en 1918, il est la formulation mathématique
des lois de conservation en physique de I’énergie, de I'impulsion, du moment cinétique,
etc.) ; a Alfréd Haar (le lemme de Haar, datant des années 1926-1932, peut étre
vu comme une extension du lemme de Du Bois-Reymond au cas d’intégrales multi-
ples) ; et & Constantin Carathéodory (Hermann Boerner appelait en 1953 "der
Konigsweg der Variationsrechnung", autrement dit " la route royale du calcul des varia-
tions" I’approche de Carathéodory). Gilbert Ames Bliss et ses éléves dont Magnus
Hestenes, ont réalisé pendant plus de vingt ans une étude détaillée du probleme de
Bolza, étude dont les résultats ont été rassemblés dans la vaste synthése que sont les
Lectures on the Calculus of Variations de Bliss. Mentionnons encore George David
Birkhoff et son éleve Maston Morse (théorie de Morse). La théorie de Morse a été
généralisée par Richard Palais et Stephen Smale en 1964 (condition de compacité de
Palais-Smale).

Le calcul des variations a connu un profond renouveau dans les années 1950 avec le
développement de la théorie de la commande optimale, sous I'impulsion de Lev Pon-

triaguine et Richard Bellman. Le formalisme de Pontriaguine et de Bellman est
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une extension et une amélioration du formalisme hamiltonien classique, et clarifie la for-
mulation de Carathéodory.

On peut encore mentionner les contributions, postérieures a 1960, de Jacques-Louis
Lions, Ivar Ekeland et Jean-Pierre Aubin. Le calcul des variations "non lisse"
développé vers la fin des années 1980 par Frank H.Clarrke, est un apport significatif.
Le calcul des variations reste en mathématiques un domaine fort actif. Les mathémati-
ciens qui ont contribué a son développement sont extrémement nombreux (ils compren-
nent la plupart des grands noms du dix-neuviéme siécle et du début du vingtiéme, et
méme le célebre philosophe Edmund Husserl, éléve des mathématiciens Leo Konigs-
berger, Leopold Kronecker et Karl Weierstrass ; Husserl a soutenu en 1883 sa
these Beitrage zur Variationsrechnung). N’ont été mentionnés plus haut que certains
parmi les plus notables de ces mathématiciens.

Un domaine d’application important du calcul des variations est 1’étude des géodésiques
sur une variété munie d’une connexion affine, et plus particulierement des géodésiques
minimales dans un espace de Riemann. L’étude locale des géodésiques minimales sur
une surface a été réalisée, a la suite de Carl Friedrich Gauss, par Jacobi (théorie des
points conjugués) et Pierre-Ossian Bonnet (qui a démontré le résultat que Jacobi
avait énoncé sans démonstration). Ces travaux ont été complétés par Kneser, Tullio
Levi-Civita et Elie Cartan (ce dernier ayant donné de I’équation géodésique sa forme
intrinseque). Le probléme global n’a cessé d’étre a 1’ordre du jour et a donné naissance a

la théorie de Morse, déja évoquée.



Introduction

A Lorigine, le terme géodésique vient de géodésie (du grec gaia << terre >> et daiein <«
partager, diviser »>), la science de la mesure de la taille et de la forme de la terre. La
géodésique désignait donc pour des géometres le chemin le plus court entre deux points
de Pespace (sous entendu géographique).

La transposition aux mathématiques fait de la géodésique la généralisation de la notion
de ligne droite aux surfaces, et plus généralement aux espaces courbes.

La définition de la géodésique dépendant donc du type d’espace courbe, I’acception
précédente n’y est plus vraie que localement dans le cas ou cet espace dispose d’une
métrique.

Le chemin le plus court entre deux points dans un espace courbe peut étre obtenu
en écrivant 1’équation de la longueur de la courbe, et en cherchant la valeur minimale
pour cette valeur. De maniére équivalente, on peut définir une autre valeur, 1’énergie
de la courbe et chercher & la minimiser, ce qui aboutit aux mémes équations pour une
géodésique. Intuitivement, on peut chercher a comprendre cette seconde formulation en
imaginant une bande élastique tendue entre deux points, qui, si elle suivait la géodésique,
aurait une longueur minimale et donc une énergie minimale.

Les géodésiques sont souvent rencontrées dans le cadre de l'étude de la géométrie
riemannienne et plus généralement des géométries métriques. En physique, les géodésiques
décrivent le mouvement des particules libres,c’est-a dire lorsqu’elles ne sont pas soumises
a une force externe (autre que la gravitation dans le cadre de la relativité générale); en
particulier, le chemin suivi par un rocher en chute libre, un satellite en orbite ou la forme

d’une orbite planétaire sont tous décrits par des géodésiques de la théorie de la relativité
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générale. Par contre la trajectoire d’un spationaute en route pour la Lune dans une fusée
n’est pas une géodésique en raison de la force de poussée exercée par le moteur de ’engin.

Le premier chapitre va nous servir a nous fixer les idées sur ce que sont les géodésiques
et comment les obtenir a partir du théoréme d’Euler-Lagrange.

Le théoréeme d’Euler-Lagrange étant extrémement général, il est applicable & toute
sorte d’espaces de configurations, du moment qu’ils sont differentiabls. Cette étude sera
axée sur les variétés Riemanniennes qui ont pour particularité, en plus d’étre differen-
tiables, d’étre munies d’une métrique qui permet d’introduire une notion de distance et
donc de plus court chemin. Un exemple sera traité, celui de la recherche des géodésiques
sur une variété simple : la sphére.

Deux systémes de coordonnées différents seront alors étudiés : les coordonnées sphériques
et les coordonnées stéréographiques. Ceci afin d’illustrer que, méme si quelque soit le sys-
teme de coordonnées utilisé les géodésiques d'une variété sont toujours les mémes, la
difficulté de leur détermination est totalement liée & ces systémes de coordonnées.

Le deuxiéme chapitre va nous servir a aller encore plus loin, et cela grace aux théorémes
de Hilbert qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour que I'extrémale soit
solution du probléme variationnel. D’abord on va introduire le probléme variationnel, et
donner quelques notions de bases. On va enchainer par les théorémes de Hilbert les plus
importants, comme on va voir comment on construit un champ d’éxtrémales. Enfin, on
va donner une approche en analyse fonctionnelle ot nous allons donner la notion d’espace
fonctionnel adapté & une fonctionnelle et quelques théorémes et propriétés.

Le troisiéme chapitre va nous servir a présenter le probléme isopérimétrique. La tradi-
tion fait remonter le probléme isopérimétrique a la fondation de Carthage par la princesse
tyréenne Elissa (alias Didon), vers 800 avant Jésu-Christ. D’abord on va donner un frag-
ment d’histoire de ce probléme, on suivra cela par quelques définitions et propriétés ou
on va citer I'inégalité isopérimétrique et le quotient isopérimétrique. Enfin on va conclure

par quelques démonstrations élémentaires ol en utilise beaucoup plus les polygones.



CHAPITRE

1 Théoréme
d’Euler Lagrange

Ce premier chapitre va nous servir a nous fixer les idées sur ce que sont les géodésiques et
comment les obtenir a partir du théoréme d’Euler-Lagrange. D’abord on va commencer
par donner quelques exemples introductifs, ensuite on donnera quelques définitions de base
telles que : géodésique, variété et métrique Rimanienne..., aprés on va parler du théoréme
d’Euler-Lagrange dans R comme on va donner sa généralisation dans R"”, en fin on va
illustrer ce travail par un exemple d’application qui va nous permettre de clarifier les idées,
qui est la géodésique de la sphere. Et cela en coordonnées sphériques et en coordonnées

stéréographiques.

1.1 Quelques exemples introductifs :

1.1.1 Longueur minimale d’une courbe dans R?

Dans le plan, on veut trouver la courbe la plus courte joignant les points A = (z,,y,) et
B = (zp, yp)-

On veut montrer que c’est le segment de droite joignant A & B.

Si on veut mettre ce probléme sous forme mathématique, il faut commencer par répon-

dre aux questions suivantes :



1.1. Quelques exemples introductifs :

1. C’est quoi une courbe 7
2. Sa longueur ?

3. Que veut dire "la plus courte" ?
Réponses :

1. Une courbe sous forme paramétrée est une fonction définit sous la forme suivante :

7 [a,b] — R?

() (1.1.1)

t o= T = =7(t)
y(t)
qui a chaque parameétre ¢ interprété par exemple comme un temps associe une po-

. . — Y M . Z
sition x (t). Par exemple, un cercle de rayon R centrer a l’origine est donné par

Rcost
Rsint

pour ¢ € [0,27], & chaque angle ¢ on associe la position 2" correspondant & cet angle

sur le cercle.

L’image I' = Im 7 est également appelée une courbe géométrique.

4 ;. — 4
2. La longueur de la courbe paramétrée r” est donnée par :

J(7) = / V' (t) + 37 (8)dt =" J(T) (1.1.2)

3. Trouver la courbe la plus courte signifier " minimiser J ", C’est-a-dire : parmi toutes

les fonctions 7 € C! trouver une fonction 7, qui minimise J(7") telle que :

J(7T ) = min J(7)
7eC([a,b]R?)
7 (a)=A,7(b)=B



1.1. Quelques exemples introductifs :

1.1.2 Brachistochrone

L’exemple le plus important historiquement est celui du brachistochrone.

On laisse un objet glisser sans frottement du point A le long du toboggan. Comment
choisir la forme du toboggan, c’est-a-dire la fonction f, pour que le temps d’arrivé au point
B soit minimum? Vous voyez qu’une fois qu’on se donne un toboggan, c’est-a-dire une
fonction, en utilisant quelques notions de mécanique et de conservation d’énergie, on peut

calculer le temps de parcours, c’est-a-dire un scalaire. La vitesse de ’objet & I’ordonnée y

vaut «/2gy. L’élément d’arc ds = \/dx +dy® = \/1 f?(x)dx est parcouru en un temps

dt = ds/v. Le temps du parcours est donc 7" = / 1;;}/2(1

Et il faut trouver la fonction f qui mmnmse cette intégrale. Ce probléme avait
été lancé comme un défi par un des fréres Bernoulli vers 1690 (a peine dix ans apres
I'invention du calcul différentiel) & la communauté scientifique. Tous les grands : Newton,
Leibnitz, 'autre Bernoulli, L’Hospital....,y répondirent. Euler en 1740 a trouvé une
solution générale de ce genre de probléme et Lagrange en 1780 les a généralisés a la
mécanique.

Plus exlpicitement :

Dans R? connaissant un point haut A = (z,y,) et un point bas B = (x5 y,), on
cherche & connaitre la courbe joignant A & B telle que : si on lache un objet de A le long
de la courbe, I'objet arrive en un temps minimum en B. On suppose les frottements nuls
et la gravité constante.

Mathématiquement ce sont les cycloides.

Par choix du repére (o, z,y), on prend y, = 0 et 'axe des y est dirigé vers le bas.

Soit
E={fecC" ([xa,m);R) : f(xa) =ya et f(zxp) =y, imposés} . (1.1.3)

On cherche une solution dans E.
Calculons le temps mis pour aller de A & B le long du graphe de f. En un point
7 = (z,y) = (z, f(z)) du graphe, 1’élément de longueur est

= Vda* +dy’ =\/1+ f*(2)dx

10



1.2. Variété et métrique Riemanniennes

si en ce point la vitesse est

17 =2
dt
ce qui implique que
ds
dt = —
ol
d’ou le temps est
n- [ P55

\ . — . . , .
Il reste a exprimer v” en fonction de x. La conservation de ’énergie totale nous donne

1
v |> —mgy = constante

o V()
en tout point (z,y) de la courbe.

puisque la vitesse et la position initiales sont nulles. On a alors :

170 (2, y) lI= v/2myg.

donc
1+ f" (2)
29f(z)

Pour montrer que la fonction f réalisant le minimum de 7' est une cycloide, on

(1.1.4)

utilisera I’équation d’Euler—Lagrange.

1.2 Variété et métrique Riemanniennes

1.2.1 Variété Riemannienne

Définition 1.2.1 Une variété Riemannienne est une variété différentielle V- munie en
chacun de ses points M d’une forme quadratique définie positive gy; sur l’espace tangent
TvV en M. La donnée g est appelée métrique Riemannienne sur V et permet de définir
une notion de distance entre deux points sur la variété. Les métriques Riemanniennes

existent sur toute variété différentielle.

Pour illustrer ce qu’est une métrique, ci-aprés est développé 1’exemple de I’espace R3.

11



1.2. Variété et métrique Riemanniennes

1.2.2 Meétriques Riemannienne

Exemple 1.2.1 La métrique de R3

Prenons lespace R3 qui est I’espace de vie des objets de tous les jours. Il s’agit bien
d’une variété différentielle et dans laquelle on mesure quotidiennement des distances a
larde d’une régle ou d’un métre par exemple. Et il se trouve que ce métre a certaines
propriétés : il est tel que dans toutes les directions la fagon de mesurer les distances est
la méme, qu’elle est indépendante de l’endroit ot [’on se trouve dans l’espace et que si on
se déplace avec une vitesse de norme 1 pendant une unité de temps alors on aura avancé
d’une unité de distance. Synthétiquement, il s’agit la de la notion usuelle de distance.
Alors Uespace R3 avec cette notion de distance est bien une variété differentiable munie
d’une métrique et donc Riemannienne.

Ezxplicitons cette métrique :

Pour cela, munissons cette variété d’un systéme de coordonnées (x,y, z). Soit F(t) une
courbe dans cette variété passant par deux points p1 et ps respectivement au temps ty et to.
Cette courbe peut s’exprimer en fonction des coordonnées comme F(t) = (x(t),y(t), z(t))? €
R3. Alors sa longueur entre les deuzx points piet py sera donnée par somme (sous forme
d’intégrale) des longueurs infinitésimales ds o chaque instant t entre t; et ty. D’aprés ce
qui précede sur la mesure des distances dans R3, cette longueur de déplacement infinitési-

male le long de F(t) s’écrira
ds =| dF(t) ||=|| £(t) || dt

ot || . || est la norme usuelle dans R? et F(t) la vitesse de parcours de la courbe a

[instant t. D’ot, en fonction du systéme de coordonnées, on a :

ds = \/dz? + dy? + dz2 = \/ P+ 3)2 Lt

Et cette équation peut étre récrite comme

1 00 dz
ds>= (dz dy dz) | 0 1 0 dy
0 01 dz

9
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1.2. Variété et métrique Riemanniennes

C’est cette matrice g qui est appelée la métrique de la variété Riemannienne.
Dans le cas de R? la métrique est la matrice identité ce qui résume bien les propriétés
citées sur le métre permettant de mesurer usuellement les distances dans R3( identique

dans toutes les directions, indépendant du temps...).

Remarque 1.2.1 Un abus de langage fait que souvent le mot métrique désigne a la fois

la matrice g et l’élément infinitésimal de longueur au carré ds?.

Apres cette illustration par un exemple de ce qu’est une métrique Riemannienne, en

voici une définition générale de la métrique Riemannienne.

Définition 1.2.2 Soit V' une variété Riemannienne de dimension n et M un point de
cette variété de coordonnées (x1,...,x,). Alors la métrique g de cette variété au point M
est une matrice carrée de dimension n, définie positive, telle que l’élément infinitésimal

ds? s’écrive :
dl’l

ds* = (dxy, ...,dz,)g

dx,,

Et cette métrique g dépend du point M.

1.2.3 Géodésique

Définition 1.2.3 Géodésique

Soit une variété Riemannienne. Une géodésique sur cette variété est une courbe min-
imisante de l'action du systéme physique associé, et c’est aussi une courbe sur la variété
permettent de relier deux points de celle-ci par le plus court chemin.
Exemple 1.2.2 On se place ici dans R3. On considére une surface paramétrée, pour

6 € [0, 61] et p € [po, 1] :

13



1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

et notons S = Im (7°) Uensemble des points de la surface géométrique image de 7. La

sphére S centrée en 0 de rayon R est donnée par :

cos  cos
7(9,80) =R | sinfsinyp

sin
0 € [0,2n] (longitude), ¢ € [—Z,%] (latitude)
Soit une courbe dessinée sur S, pour u € [ugus] :
Z(u) = T (0(u), p(w)),
dessiner sur cette surface. On s’est implicitement donné des fonctions
0 :u € [ugur] — 0(u) € [0o,01] et v :u € [ugui] — p(u) € [po, p1]-

On se donne deux points A, B € S et une courbe sur S joignant A et B. Si cette courbe

est de longueur minimale, elle est appelée une géodésique sur S.

1.3 Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

L’équation d’Euler-Lagrange est un résultat mathématique qui joue un réle fondamental
dans le calcul des variations. On retrouve cette équation dans de nombreux problémes
réels de minimisation de longueur d’arc, tel que le probléme brachistochrone ou bien encore
les problémes géodésiques. Elle est nommeée d’aprés Leonhard Euler et Joseph-Louis

Lagrange.

1.3.1 Le probléme

Soit une fonction :
R3 — R
F: (1.3.1)
(x,Y,Z) +— F(z,Y,2)

qu’on supposera de classe C? dans la suite.

14



1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

On se donne deux réels ag, a; et on note :
E={Y eC?([a,b];R): Y(a) = ap, Y (b) = 1 } , (1.3.2)
L’ensemble des fonctions qui sont de classe C? et dont les extrémités sont bloquées.
Ey={p e C*([a,b];R) : p(a) =0, p(b) = 0}, (1.3.3)

I’espace vectoriel associé a ’espace affine FE.

Soit J : E — R une fonctionnelle & minimiser sur £ de la forme :
b
JY)= /F(x,Y, Y')dx
Exemple 1.3.1 Pour la brachistochrome 1.1.4 on pose

1+ 22
F(2,Y,Z) = 4| ;gy .

1.3.2 Théoréme d’Euler-Lagrange dans R

On veut minimiser J dans F ou J est donné par
b !
J(Y) = / F,Y(2),Y' (z))dz (1.3.4)
c’est a dire : trouver Y € E telle que

J(Y) =min J(f).

feE

Sous les hypothéses de dérivabilité usuelles, on veut donc que la différentielle d.J(Y")
ou dérivée de J en Y soit nulle.
On rappelle que
dJ(Y): E —R

est application linéaire, quant elle existe, définie sur ’espace vectoriel associé a ’aide

du développement limité au premier ordre, pour tout ¢ € Ej :

JY +ep)=J(Y)+edJ(Y)p + o(e) au voisinage de ¢ = 0 (1.3.5)
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1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

En particulier le choix ¢ € Fy permet d’avoir
Y +epec L.

Alors J(Y + €¢p) est bien défini.
quant dJ(Y") existe, pour toute fonction ¢ € Ey la quantité suivante existe :

J(Y +ep) — J(Y)

dJ(Y)p = limo (1.3.6)

appelée la dérivée directionnelle de J en Y dans la direction ¢, quant elle existe.
Et une condition nécessaire pour que J soit minimum en Y est que ses dérivées direc-

tionnelles dJ(Y )¢ soient nulles pour toute fonction ¢ € Ej (variation nulles au voisinage
de Y).

Sinon il existerait un ¢ et un ¢ tel que
JY +ep) < J(Y)
par linéarité de dJ(Y), la fonction
e— JY +ep) €R
a pour tangente une droite qui passe par J(Y) et a pour pente dJ(Y ).

Théoréme 1.3.1 Pour que J ait un minimum en'Y , quand F € C*(R3;R), il est néces-

saire d’avoir, pour tout x

OF , d OF /

oy &Y (@)Y (z)) — %(%(%y@),y () =0 (1.3.7)
On rappelle, voir paragraphe précédent, que le terme en % est la dérivée totale, et signifie

la dérivée

d
@) = g/()
de la fonction
gz — g(x)
o1 iCl
OF /

9(z) = 57 (2, Y(2), Y (2))

fonction de la seule variable x.

16



1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

Notation abusive usuelle :

oF d  OF

oY dx(W>

Preuve. Montrons que 1.3.7 est une condition nécessaire.

—0 (1.3.8)

supposons donc que dJ(Y )¢ = 0 pour tout ¢ € E.

on a
b

dJ(Y)p = lim0 Gy (e, x)dx

Gyole,r) = -
mais on sait que
. F@,Y+eB, Z+eC)—F(a,Y, Z)  OF OF
gh—H>10 - —a—Y($,KZ)B+a—Z(x,Y,Z)C
et donc
) OF / oF / ,
lim, Gyale, ) = 5o (2, Y (@), () p(a) + 5 (@, Y (2), Y (@) (2).

Supposons suffisamment de régularité pour pouvoir passer a la limite sous le signe f
b
dJ(Y)p = lim Gyo(e, x)dx

e—0

et notre hypothese dJ(Y )y = 0 fait que

b
/a [g—i(%, Y(x),Y (2)).0(x) + g—];(x, Y (x),Y (x).¢'(z)| dz =0 (1.3.9)
Par intégration par parties on a :
G @Y @)@t =~ [ LG @Y @)pla)ds [

ou le terme de bord

= [a—Fm?Y(x),Y’(x).w(:c)]b 0

a

puisque ¢(a) = ¢(b) = 0. On doit donc avoir :

[ Gy @Y @) - LG Y @)Y @) sahds =0 (1.3.10)



1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

Ce pour toute fonction ¢ € Ey. D’ou :

oF / d OF /
S Y (@)Y (@) = (5

Remarque 1.3.1 On appelle point critique un point Y tel que dJ(Y) =0
le théoreme ci-dessus donne une condition nécessaire et suffisante pour'Y soit critique.
En effet, réciproquement : si 1.3.8 est vraie alors on a 1.3.10 pour tout ¢ € FEjy, et
done, par intégration par parties, on a dJ(Y).o = 0 pour tout p € Ey, donc dJ(Y) = 0,

donc'Y est un point critique.

1.3.3 Calcul de 425 et équation d’Euler

dz oy’
Posons
/ . gy OF
g(x) = M(z,Y (x),Y (z)) ou M(z,Y, Z) = a—Z(:L‘,Y, Z)
On a

dg, . OM : oM WAy oM oAy

@(90) = %(%Y@),Y (7)) + 0—Y(9€7Y($)7Y (@)%(x) + 8—2(%3/@),5/ (ﬁ))%@)
(1.3.11)

aQF ! a2F ! ! a2F !

Y(x), Y (2)) + (.Y (2), Y (2))Y (2) + 575 (2, Y (@), Y (2))Y"(2)

= 900z Yoz

L’équation d’Euler-Lagrange 1.3.8 devient donc, en (z,Y (z),Y" (2)) :

OF &F . O°F | O2F
0y  0zdY’ Yoy oY”

—0 (1.3.12)

appelée équation d’Euler.

L’inconnue est une fonction
Y:x€lab) —R

et I’équation d’Euler est une équation du second ordre qui nécessite deux constantes
d’intégration, ici données parY (a) et Y (b).
Le graphe de la fonction x — Y'(z) a ses extrémités qui passe par les points (a, Y (a))

et (b,Y (b)) imposés.
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1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

Exemple 1.3.2 Longueur d’une courbe en deux dimension

On a
F(2,Y,2) =1+ 22 = (14 2%,
donc
OF OF OF b
E(m,Y,Z) = 8—y(w,Y, Z) avec a—Z(x,Y, Z)=7(1+27)
alors
2
F 3
@Y. 2)= (14 22y

et I’équation d’Euler est :

[V

F@).1+ f(x)?) * =0

donc f"(x) = 0, d’ou f(z) = ax + b ou a et b sont données par les conditions aux
limites.

La courbe de longueur minimale est un segment de droite.

1.3.4 Cas g—f = (0 : Formule de Beltrami

C’est le cas de I'équation d’Euler 1.3.12 quand
F(2,Y.2) = F(Y, Z)

c’est a dire quand F' ne dépend pas de .

Dans ce cas on a
oF
R
ox

et 1.3.12 devient :
oF . O*F 0*F
- Y - Y/l
oY oY oy’ oY'?

!

aux points (Y, Z) = (Y (z),Y (x)).

=0 (1.3.13)

Puis on remarque que, si

z:x — z(x)
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1.3. Théoréme d’Euler- Lagrange dans R

est la fonction définie par :

2(z) = F(Y (x),Y (z)) — Yl(m)%(}/(x), Y'(2)) (1.3.14)
notée :
, OF
i=F-Y o (1.3.15)

On a par dérivation de fonctions composées en notation abrégées :

. OF_, O9F_, . OF ., *F _. _,F_,

mat Tt Vo Vavey) T ave
OF  ?F . O*F _,

=Gy “avar? oyt Y

Donc 1.3.13 donne 2z’ = 0. Alors il existe une constante K telle que z(z) = K pour
tout z :
, OF
F-Y —=K 1.3.16
el (13.16)
en tous les points (Y, Z) = (Y (z),Y (z)). C’est équation de Beltrami. Le sens de

1.3.16 est : il existe K € R telle que pour tout = € [a,b] on a :

F(Y(2),Y (2)) — Y/(x)%(Y(x),Y/(x)) K (1.3.17)

Exemple 1.3.3 En deux dimension, la longueur de la courbe explicite donnée pas 1.1.2
On a
F(z,Y,Z)=V1+ 22

avec
oF A
—(2,Y,7) = ——
82( ) V14 22

1.3.16 donne, il existe K € R telle que :

VIF @R = F@)f @)1+ f@)?) 72 = K,
donc
L+ f'(2) = f'(2)* = K\/1+ f'(2)?,
donc f'(x) = (/% — 1 =""" a ot a est une constante. Donc nécessairement f(x) = az+b.

Et une telle fonction convient.
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P ) n. OF _ d OF _
1.4. Théoréme d’Euler-Lagrange dans R": 5 — 255 =0

Exemple 1.3.4 Brachistochrone

Ics

1 [1+22
F(2,Y,Z) = —— = F(Y,Z
<$7 ? ) \/E Y (7 )

ne dépend pas de . Donc la courbe Y ="° f qui réalise le minimum cherché vérifie

l’équation 1.3.16 de Beltramsa.

On a
oF 1 A

020 = g T ey

et donc il existe une constante K € R telle que, c¢f1.3.16, avec Y = f et Z = f’

1+ 2? Z
Y N Y
Y VI + 22)Y V29

on a donc :
1=Ky29\/(1+ Z22)Y,

Soit, en posant

1
- 29K?
D=f1+f"), (1.3.18)
dont la solution est une cycloide pour une roue de rayon R = %.
AOTE ’ n, OF _ dOoF _
1.4 Théoréme d’Euler-Lagrange dans R": 5> — 255 =
0
Introduction :
On s’intéresse aux fonctions a valeurs vectorielles :
( )
Yi(t)
E=Y:telab —Y(t)= . € R, Y (a) et Y(b) fixés, Y € C*  (1.4.1)
\ Ya(t) J
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1.4. Théoréme d’Euler-Lagrange dans R": g—i — %% =0
La dérivée est notée
dY
— ) =Y'(t
(1) =Y"()
et la dérivée seconde est notée
Y

W(t) =Y"(t)
Soit
RxR*xR*" — R
F: (1.4.2)
Y. Z)—Ft,7y,7)

une fonction de classe C?, et soit
b
J(Y) = / F(,Y(£), Y (t))dt (1.4.3)

une fonctionnelle & minimiser sur I’ensemble des fonction ¥ € E.
Dans R%. En cartésien on prend Y = (v,y) = 7 € R% Et Y(¢) = (2(¢),y(t)) donne
la position a linstant t. Et Y'(¢) et Y”(t) donne les vitesses et accélération au point Y'(t)

a linstant ¢ . Le long de la trajectoire t — Y'(¢).

1.4.1 Théoréme d’Euler-Lagrange dans R"

Soit E I'espace défini en 1.4.1.

Théoréme 1.4.1 Une fonction Y € E qui réalise le minimum de J vérifie :

oFr / d OF /

—(,Y(t),Y (t) — —(=—(t,Y(),Y (1)) = =1, ... 1.4.4

S EY Y 0) - SO YY) =0¥i=Ln (L4d)
systéme de n équations aux n inconnues. Les n fonctions Y; composantes de Y. Ce

qui est noté :
oF dOF

ﬁyi B Eazl

ou encore (écriture du systéme des n équations) :

=0,Vi=1,...n (1.4.5)

OF d  0F

soit avec les notations de la mécanique : pour tout ¢ =1,...,n :

OF d OF
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ou encore (écriture du systéme des n équations) :

oF d OF
v doy =0 (1.4.8)

Preuve. Reprendre la démonstration du théoréme dans R
ici on pose

ML T F) = O80T, F)  puis glt) = MY (1), Y1)

on obtient, avec des notations abrégées :

oM oM oM
/ n_
g = 8t+8 Y+@ZY—O,

les équations d’Euler sont donc, pour tout i = 1,...,n

oF O*F  F _, F

— — — — Y"=0 1.4.9
Soit :
OF  O*F &
- 1.4.10
dy; Ot 0z ('3zz8yj Z 8218% 0, ( )
[ ]
Proposition 1.4.1 FEquation d’Euler
F ’F 2R ’F
0 oF _OF o TP 0,Vi=1,...n (1.4.11)

dy, Ot dY] Y9y aY;dy

systéme de n équations différentielles du second ordre dont linconnue est la fonction
Y:teab — Y(t) € R,

et les constantes d’intégrations sont les 2n positions imposées Y (a) et Y (b).

1.5 Un exemple d’application : géodésiques d’une
sphére

Dans cette section seront déterminées les courbes géodésiques de la sphére de rayon 1, et

cela & partir de deux systéme de coordonnées différents : les coordonnées sphériques et les
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coordonnées stéréographiques. Ceci permettra tout d’abord de montrer que, quelque soit
le systéme de coordonnées placé sur la variété, les géodésiques sont les mémes. C’est a
dire, elles sont intrinséques a sa géométrie. Et d’autre part cela illustrera que le systéme
différentiel permettant de trouver ces géodésiques est d’une difficulté de résolution en
fonction du systéme de coordonnées choisit. On dit alors que les systémes de coordonnées

introduisent des non-linéarités de paramétrage sur le systéme différentiel.

1.5.1 Géodésiques en coordonnées sphériques

Une sphére de rayon r = 1 peut étre représentée comme 'immersion dans R?® muni des
coordonnées (z,y,z) d’une portion du plan muni des coordonnées (0, ¢) ou 0 et ¢ sont
deux angles tels que 6 € [0;7] et ¢ € [0;27]. Et la fonction d’immersion f permettant de

passer de I'un a ’autre s’écrit :

r =sinfcos ¢
f(0,0) =4 y=sinfsing

z = cosf

= Y

Immersion du plan (6, ¢) dans R? : la sphére de rayon 1.
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Meétrique Riemannienne de la sphére en coordonnées sphériques

L’élément infinitésimale de longueur dans R? s’écrit ds?(z,y, 2) = dz? + dy* + dz?, ce qui

peut se réécrire en fonction de 0 et ¢ comme :

D’ot, en remplagant & 1’aide de f(6, ¢) :
ds2(0(0,6), y(0, 6), 2(0, 6)) = 0 + sin? 0dg?* = ds(0, 9)

ou ds?(0, ¢) est I’élément infinitésimal de mesure des longueurs dans la portion du plan

(6, 9).

Remarque 1.5.1 Le fait de remplacer x, y et z par x(0,¢), y(0,¢) et z(0,$) s’appelle
faire le tiré-arriere de ds® par f. De plus, puisque ds*(z,y,z) = ds*(0,¢) alors le tiré-
arriére par f de la métrique de la variété d’arrivée est la métrique de celle de départ.
Autrement dit, la métrique est préservée par f et donc les distances sont conservées.

Alors f est appelée une isométrie.

On peut réécrire ds? sous forme matricielle ce qui fait alors apparaitre la métrique g

de la variété comme ceci :

1 0 do

= < e ) 0 sin*# d¢

D’ou la métrique associée & la sphére en coordonnées sphériques est symétrique et
s’écrit :
1 0
9(0,0) = L,
0 sin“f
L’obtention de cette métrique permet de poursuivre en utilisant les résultats de la
section précédente pour déterminer le systéme différentiel vérifié par les géodésiques de la

sphere.
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Obtention du systéme différentiel d’Euler-Lagrange

La fonctionnelle & minimiser pour trouver les géodésiques de la sphére s’écrit, en coor-

données sphériques :

ds = d6? + sin® fd¢? = 02 + sin 0d2dt = | L(t,0(t),0, d)dt
=]V /Y /

ou L est le Lagrangien considéré.

Alors, en exprimant I’équation obtenue dans un systéme de coordonnées tel que F'(t) =
(1(t)...7i(t)... 2, (1)), et en tirant partie de la symétrie de la matrice g, on obtient que

les géodésiques de la variété vérifient le systéme différentiel suivant

i+ @805 =0 pour k=1,...,n (1.5.1)

ou les I‘fj sont les appelées symboles de Cristoffel et sont définies par

1 m
Il = ~g"(

5 Gim.j + Gimi + Gijm)

9

Pour écrire I’équation 1.5.1 dans ce systéme de coordonnées il faut tout d’abord calculer
les symboles de Cristoffel associés a la métrique. On rappelle que g étant symétrique,

les Ffj le sont également, c’est a dire : Ffj = Ffl D’ou

1 0
-1
g = 1
sin2 0
Ainsi :
TGy =T% =0
P _cos@
FW’ N F¢9 ~ sinf
% =0
Fgezo
¢ _
I‘¢¢—0

FZ@ = —cosfsinf
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H
Alors, dans ce systéme de coordonnées, ou la courbe F'(t) est paramétrée par le temps

= o(t) . .
telle que F'(t) = , Péquation 1.5.1 est équivalent & :
(t)
6 = cos 0 sin 06>
6= —2estis

Les géodésiques de la sphére de rayon 1 en coordonnées sphériques vérifient donc ces
équations différentielles. Pour obtenir ces courbes géodésiques, il faudrait résoudre ces
équations différentielles ce qui n’est pas réalisable de fagon simple, d’ot, I'introduction au

paragraphe suivant d’une reparamétrisation du lagrangien.

Reparamétrisation du lagrangien et géodésiques : Pour une sphére de rayon 1,

étudiée en coordonnées sphériques, la quantité a minimiser est la fonctionnelle :

/ds:/\/dQQ—FsinQ@dqb

or on peut réécrire cela comme :

/ Va0 + sin? 00 — / 1+ [sin? 607(0)) a0 = / L(6, &/ (0))d6

ou L(6, ¢'(0)) est une reparamétrisation du lagrangien décrivant le systéme étudié, qui

est alors non-plus paramétré par le temps mais par 'angle 6. Et il est a noter que cette

oL

écriture du lagrangien est indépendante de ¢(¢) donc %,

= 0, d’out si 'on écrit I’équation
d’Euler-Lagrange correspondante on a :

d (0L oL
@(a_gb/>_0 < a—gb’—cste—C’

L(0,6/(0)) = \/1+ [sin0/(6))”

oL

d’ot, en calculant 5470 €t en cherchant a exprimer ¢’ en fonction de 6 et C', on obtient,

pour | C'|< 1:
_do C

Cde sin @+/sin? 0 — C?

¢'(0)
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

Alors en intégrant par la méthode de séparation de variables on obtient :

o+ D=

C
de
o / sinfy/ sin?§ — C’QJ

=1

(1.5.2)

on note I le membre de droite. Pour le calculer, le changement de variable suivant
sera opéré :

C

Remarque 1.5.2 Le détail des calculs permettant d’obtenir ce changement de variables
est donné en annexe

et alors avec ce changement de variables, on obtient que :

I = arccos(X)+ _FE

cste

en remplagant I dans 1.5.2 , et en notant § = E' — D, on obtient :
¢ — 3 = arccos(X) (1.5.4)
C
— cos(qb—ﬁ):X:—u, ong>=1-C%*>0
q

< cos(¢p— ) = cotd on |C|< 1

C
V1—C?
Puisque | C' |< 1, cette constante peut étre écrite comme le sinus d’un angle quelconque

a # % [r], soit C' = sin« alors on a :

cos(¢p(f) — ) = tan a cot (1.5.5)

avec a et # deux angles constants (o # 2 []).
Il s’agit 1a de I’équation des grands cercles de la sphére et en voici quelques uns. Pour

les tracer on a utilisé le fait que
1.5.5 <= ¢(#) = arccos(tan(a) cot(6)) +

On rappelle qu’en coordonnées sphériques une sphére de rayon 1 est paramétrisée

comme ceci :
x = sinfcos ¢

y = sinfsin ¢

z = cost
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

D’ou, avec I’équation précédente, les géodésiques sont paramétrées par :

x = cos(arccos(tan o cot ) + 3) sin 6
y = sin(arccos(tan a cot d) + ) sin 6
2= cosl

Vérifions qu’il s’agit bien d’un cercle et en particulier d’'un grand cercle de la sphére

en prenant a« = =0

QO

1 Giodésigue (b)) Géodésigue sur la sphire

Une géodésique de la sphére pour ¢ = 3 =10

Maintenant, voici ce que I’on obtient pour différentes valeurs de « et [ (constantes),

c’est & dire pour différentes conditions initiales :

i Evolution des géodésiques en fonction de 3 avec ae = 0 :
couleur 3

n|,!.'“‘|" EN-IETRE]
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

Evolution des géodésiques en fonction de 3 avec aa =0 :

T
Evolution des géndésigques en fonction de o avec 3 = 2 :

couwleur o

leﬂmunl:ﬂmlﬂ

Evolution des géodésiques en fonction de e et 3 :

couleur o 3
= 3w
B8 2
Im —m
8 )
r L

5

—3mw —?fr
d o]

x ~

B 3

Remarque 1.5.3 Ce qui vient d’étre fait permet de dire que, si on choisi des conditions

watiales sur la sphére, alors on sera en mesure de trouver la géodésique qui correspond.

Dans cette section, les géodésiques de la sphére on été obtenues & partir des coordon-
nées sphériques, et la résolution du systéme différentiel permettant de les obtenir n’a pas
été facile. Dans la suite, ces géodésiques vont étre re-déterminées (sans entrer autant dans

les détails le travail ayant déja été effectué une fois) pour les coordonnées stéréographiques
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

de la sphére. Et cela afin, d’une part, de montrer qu’avec cet autre systéme de coordon-
nées les géodésiques de la sphere seront aussi les grands cercles de celle-ci, ce qui illustre
le caractére intrinséque a la géométrie de la variété des géodésiques. Et, d’autre part, afin
de montrer que le systéme différentiel a résoudre pour obtenir ces courbes géodésiques est
encore plus compliqué dans le cas des coordonnées stéréographiques. Ce qui illustrera les

non-linéarités de paramétrage sur les équations d’Euler-Lagrange.

1.5.2 Géodésiques en coordonnées stéréographiques

Les coordonnées stéréographiques sont un systéme de coordonnées basé sur la projection
stéréographique. La projection stéréographique était utilisée dans la conception des as-
trolabes arabes de 1’époque médiévale. Elle est amplement utilisée en cristallographie
pour étudier la symétrie morphologique des cristaux et, notamment, pour représenter les
formes cristallines.

La projection stéréographique est une méthode permettant de représenter une privée
d’un point sur un plant. On convient souvent que le point dont on prive la sphére sera un
des poles de celle-ci ; le plan de projection peut étre celui qui sépare les deux hémispheéres,
nord et sud, de la sphére qu’on appelle plan équatorial. On peut également faire une
projection stéréographique sur n’importe quel plan parallele au plan équatorial pourvu
qu’il ne contienne pas le point dont on privé la sphére.

Si par exemple on effectue une projection stéréographique de la sphére sur son plan
équatorial, & partir du pole Sud noté S, alors I'image Z’ d’un point Z de cette sphére par
la projection stéréographique sera définie par I'intersection entre le plan équatorial et la
droite (SZ) (cette projection revient a observer la sphere a partir du pole sud). Et le seul

point qui ne puisse étre représenté de cette maniére est le point S : le podle sud lui-méme.
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

-

HI'

\.'-l.

=FHI

Projection stéréographique de la sphere de puis le pole sud sur son plan équatorial.

C’est ainsi que les coordonnées stéréographiques permettant de représenter la sphére
toute entiére sont définies & partir de deux cartes de projections stéréographiques, définies

par projection & partir de deux poéles tels que nord et sud, qui forment un atlas.

Proposition 1.5.1 Projection stéréograqphique

Les projections stéréographiques ont deux propriétés importantes :

- tout cercle sur la sphére (hormis ceux passant par le pole de référence) sera transformé

en un autre cercle dans le plan équatorial;

- les angles sont conservés pendant la transformation.

Remarque 1.5.4 Lorsque l’on effectue une projection stéréographique de la sphére sur

son plan équatoriale a partir du pole Sud :

- L’équateur est projeté sur lui-méme.

- Un point de I’hémisphére nord sera projeté a lintérieur de l’équateur et, inversement,

un point de I’hémisphére sud sera projeté a l'extérieur.

- L’image d’un cercle par la projection étant un cercle, il suffit de projeter deux points

formant un diamétre pour retrouver le cercle projeté.
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

Dans la suite les coordonnées stréographiques seront considérées comme liées a ’atlas
formé par les deux cartes de projection sur le plan équatorial & partir des poles Nord et

Sud.

Définition 1.5.1 Projection stéréographique de la sphére unité
Soient (z,v, 2) le systéme de coordonnées sur la sphére dans R? et (u,v) celui sur le
plan équatorial de projection. Alors la projection stéréographique, notée P, de la sphére

unité centrée en O, depuis son pole Nord, sur son plan équatorial s’écrira :

P(z,y,z) = 17wy £ 1,

v =

Remarque 1.5.5 La condition z # 1 est bien équivalente a dire que le seul point qui ne
puisse étre projeté par P est le pole Nord.
FEt la projection inverse, notée f, qui permet d’immerger le plan (u,v) dans R® sous

la forme d’une sphére unité centré en O, s’écrit, en notant r* = u? + v? :

_ 2
T= T
fluv) =9 y=2%5
_r21
Z= 1+72

Métrique Riemannienne de la sphére en coordonnées stéréographiques

Par procédé identique a celui utilisé pour déterminer la métrique de la sphére en coor-
données sphériques, on obtient
que :

ds*(x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) = dr*(u,v) + dy*(u, v) + dz*(u,v)

A NIR B . EBN 2 _ 2u
Et grace a 'immersion f on a, par exemple pour la premiére coordonnée, dr = d(77),
. , .
ce qui en n’oubliant pas que

r? = u? + v? s’écrira :

2 2ru(udu + vdv)
_ 1 2 o
dx 52 (( + 1) du N )
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1.5. Un exemple d’application : géodésiques d’une sphére

En procédant de facon analogue pour dy et dz on obtient que ds? peut s’écrire sous

la forme matricielle suivante :

ds? = ( du  dv ) ﬁ 0 (du)

0 _ 4

D’ou pour les coordonnées stéréographiques, la variété Riemannienne associée a la

sphére, sera le plan (u,v) muni de la métrique symétrique g définie ci-dessus.
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CHAPITRE

Equation d’Euler et
théoréme de Hilbert

En revanche du premier chapitre ot nous avons utilisé le théoreme d’Euler-Lagrange
qui nous donne une condition nécessaire pour que ’extrémale soit solution du probléme
variationnel, ce deuxiéme chapitre va nous servir a aller un peut plus loin ; cela grace
aux théorémes de Hilbert qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour que
I’extrémale soit solution du probléme variationnel. D’abord on va donner quelques notions
de bases telles que : extrémale, champ d’extrémales,.... On va enchainer par les théorémes
de Hilbert les plus importants, comme on va voir comment on construit un champ
d’éxtrémales. Enfin on va donner quelques méthodes d’analyse fonctionnelle et illustrer

se travail par quelques exemples.

2.1 Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

Soit le probléme variationnel suivant :
On se donne un intervalle [a,b] C R, deux réels a et  , une fonction F' et un ouvert

Q de R?2, F: Q x R — R, fonction de trois variables, de classe C! et on définit :

b
ﬂwz/Fm%wm

pour toute fonction y : [a,b] — R de classe C*'([a,b] x R C Q).
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

J s’appelle une fonctionnelle et le probléme variationnel est :
trouver y : [a,b] — R de classe C! telle que 1y minimise J(y) parmi toutes les

fonctions y satisfaisant aux contraintes y(a) = « et y(b) = f.

Exemple 2.1.1

J(y) =/ I (z,9)V/1+ (v)*dz .
f(z,y) = 2my

J représente aire de la surface de résolution engendrée par la rotation de y autour de
laxe Ox.
Si f(z,y) = m, ou c(x,y) est la célérité du miliew considéré au point (z,y), J(y)

représente le temps de parcours du point (a, ) au point (b, ) selon la courbe (x,y(x)).

2.1.1 Courbes parametrées : Augmenter la dimension du prob-

léme (généraliser la formulation)

On se donne un intervalle [a,b] C R, un ouvert  C R™ et F' une fonction de classe C*

telle que :
F:la,b] x Q@ xR* — R

soient deux points A et B dans (). La fonctionnelle considérée sera
b
JY)= / F(z,Y,Y")dx
définie sur les fonctions Y : [a, b] — © de classe C".

Yi(x) Yi(x)

Y(z)= , et Y'(z) =

Yo (x) Y, (x)

Chaque composante de Y est de classe C*.
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

Courbe parametrée : t est le parametre

Remarque 2.1.1 On utilisera aussi la notation F(t, X (t), X'(t))

le probléme variationnel sera :

Trouver Yy € C([a,b], Q) telle que J(Yp) = Ymi‘r/lJ(Y)
=
ouV ={Y:la,b] — Q de classe C" telle que Y(a) = A et Y (b) = B}

On note Vy F' et VzF les gradients de F' par rapport & Y et Z.
Clest-a-dire, si F(x,Y,Z) = F(x,Y1,Ys, ... Yo, Z1, Za, ..., Zy)

A 9y F

VyF(z,Y,Z) = . (x,Y,Z) et VyF(x,Y,Z) = _ (x,Y,Z)

Oy, F 9y F

n

Lemme 2.1.1
d [° b d
d_a/a f (:U,e)dx—/a d_gf (x,€)dx

le fait que cette fonction soit continue en (z,¢) justifie la dérivation sous le signe [ .

Lemme 2.1.2 Si f € C'([a,b]) telle que

/ f(z).g(x)dx = 0,Yg € C([a,b])

et

alors

f(z) =0 sur [a,b].

Lemme 2.1.3 Soient u,v deux fonctions continues sur [a,b], telle que
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

pour toute fonction ¢ € C*([a, b)) avec

on ait :

alors : u est de classe C! et v/ = v.
Théoréme 2.1.1 StY € V minimise J , alors

VLR Y (), V() = Ve F (e, Y (2), V(@)

Cette équation est I’équation d’FEuler associée a la fonctionnelle J .
Etre solution de l’équation d’Euler est nécessaire pour étre solution du probléme vari-
ationnel, mais pas équivalent.

L’hypothése Y () € Q, avec  un ouvert est primordiale.

Y ~Y+eY;

e — J(Y +¢eY7)

o . P
r“'/ \"1.,___/’ .\_\-"/,- -.\
0

.'_-d".- ."-'.-I. "rr--"‘"|
P NN

Preuve. Soit Y (z) minimisant la fonctionnelle J dans V.

Yi(z) : [a,b] — R"
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

de classe C*, telle que Y;(a) =0 et Y;(b) =0
On veut considérer € — J(Y 4 €Y7) et que la dérivée est nulle en £ = 0.
Comme € est ouvert et le graphe de Y est un compact, il existe g tel que, si | € |[< g
alors
Y(z)+eYi(z) € Q, Vo € la,b]
tel que
Q={(z,y),y >0} et Y1(a) = Y1(b) = 0

on a Y; est de classe C' donc continue sur [a, b] compact.

on utilise le fait que Y; soit bornée. Comme Y;(a) = Y1(b) = 0 alors Y + ¢Y] satisfait
aux contraintes. Donc, si € est assez petit, Y +¢cY; € V.

d’apres les hypotheses, ¢ — J(Y +¢Y]) est donc définie pour ¢ assez petit, et de classe

C!. Elle est minimale en € = 0, donc

d
—J(Y +eY1)eo =0
ds( +eVi)eo

or

b
J(Y +¢eYr) :/ F(z,Y +eY1,Y' + eY])dx
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

en utilisant le lemme 2.1.1, on aura :

d b d
d-gJ(Yqu):/a SF@Y 4N, Y 4 Yo

mais

d ! ! 8F ! 8F
—F(2,Y +eY1,Y +eY)) = Vi——(2,Y +eYy, Y +¢Y]) + Y/

—(2,Y + &Y, Y +¢eY]
d oy gz Y TN YY)
Oy, F 0z, F
=Y : +Y] : en (z,Y + Yy, Y' +¢eY])
Oy, F Dz, F
=Y MOy F(z,Y + eV, Y + V) + Y] 07 F(2,Y +e¥1,Y' +£Y]))
i=1
=Y1.VyF(z,Y +eY, Y +eY]) + Y/ .V2F(2,Y + Y1, Y +€Y])
alors :
d b
(Y v = / Yi.Vy F(2,Y + ey, Y +eY!) + Y{. NV F(z,Y + Yy, Y +£Y{)] da

Or, par hypothése on a

d
£J(Y +eY1)em0 =0

donc

b
/ YViVy F(2,Y.Y) 4+ Y.V F(2,Y, Y ) dz =0 (1)

Premiére approche : On intégre par parties le deuxiéme terme par rapport a x, on

obtient:

b b
d
/ Y/ F (@, Y, Y de = [Y1.V ,F(2, Y, V)" — / ViV F(r,Y, Y )dr

mais

[Y1.VF(z, YY) =0

car Y1(a) = Yi(b) = 0. D’ou

b b
d
/ Y{.VzF(z,Y,Y")dx = —/ Yl.d—VZF(x,Y, Y')dx
a T

a
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

En remplagant dans (1), on trouve :
’ d
/ Y1 [—%VZF(SC,Y, Y+ VyF(x,Y,Y)| de =0 VY; € C'([a,b]) (2)
avec
Yi(a) =Yi(b) =0

En utilisant le lemme 2.1.2, on trouve :

d
—%VzF(x, K Y’) + VYF<£L', Y, Y/) =0

alors

d
TV2F(2,Y.Y') = Vy F(z,Y,Y)
s

mais, on ne sait pas que VzF(z,Y,Y’) est dérivable.
Deuxiéme approche : La solution repose sur le lemme 2.1.3
le lemme 2.1.3 implique le théoréme, de cette fagons :

on considére

d
"= — 04 F(2,Y,Y’
Y dx 2 (@ )

et
v =0y, F(z,Y,Y")

oui € {l,...,n} est un indice fixé.

on remplace dans (2), on trouve :
b
/ Yi(—u' +v)dr =0, VY] € C'([a, b])

si on choisit

Yi=| ¢ |,pestala "¢ ligne
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

alors

b
/ (—pu' + @v)dz =0

on inteégre par parties le premier terme:

b b
/ —ou'dr = [—pul” +/ O'udx

—pul?, = 0 car p(a) = o(b) = 0

b I b !
/—gpudx:/goudx

b
/ (Y'u + pv)dz =0

d’apres le lemme 2.1.3, u est de classe C! et v/ = v.

d’ou

on remplace, on obtient :

Ceci est la ligne i de ’équation d’Euler. Il reste a démontrer le lemme 2.1.3.

posons

on veut montrer que « est constante.

Partant de
b
/ (P'u+ pv)de =0

une intégration par parties donne

/a () a(@)dr = 0.

1 b
- a/ a(t)dt

o) = [ lala) ~ mlat

¢ de classe C' et ¢(a) = p(b) = 0 par définition de m.

Soit

m =

puis
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

on écrit
b b
| ¢ @@= [ ¢@a@ - mds
/ '(x)dz =0
et puisque
¢'(z) = afz) —m

b
/ (a(x) — m)*dz = 0,
or (a(z)—m) est continue et positive, d’intégrale nulle, donc partout nulle , ce qui prouve

le lemme et le théoréme.

!

J(Y) = / Flz,Y(2),Y' (2))dz

Y : [a,b] — Q de classe C*, Q ouvert de R".
F :[a,b] x Q x R" — R de classe C*

Conditions limites Y(a) = A Y (b) = B (2.1.1)

Y minimise J dans I'espace des fonctions satisfaisant aux contraintes = Y est solution
de :

%VZF(I, Y(x),Y'(z)) = Vy F(z,Y(2),Y ()

2.1.2 Extrémale

Définition 2.1.1 FExtrémale

On appelle extrémale toute solution de l’équation d’Euler.

Exemple 2.1.2 Soit F' de la forme suivante

1
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

ot U est de classe C.

on a
0z, F Z
V.EY.2) =| . =] | |=2z
9y F Z
or
d d ., d_,
%VZF(LY,Z) = %Z— de(x) =Y"(z)
et

VyF(.I, }/’ Z) = —VYU(w, Y)
Alors, l’équation d’Euler est :

d
TVLF(@Y,2) = VyF(0Y.2) <= Y'(2) = =VyU(z.Y)

c’est a dire c’est I’équation fondamentale de la dynamique lorsque les forces dérivent d’un

potentiel U.

Dans ce cas, la fonction I est le Lagrangien du systéme et la fonctionnelle J est

appelée action.

2.1.3 Théoréme de Hilbert

Théoréme 2.1.2 Le théoréme de Hilbert donne des conditions suffisantes pour que

Uextrémale (solution de l’équation d’Euler) satisfaisant auz contraintes minimise effec-

tivement la fonctionnelle.

On se place dans le cas le plus simple :

b
J(y) = / F(x,y,y)dx
ot F': QxR — R est de classe C*

V ={y:[a,b] — R de classe C" tel que y(a) = o, y(b) = 8}
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

On appelle , Uensemble des points (x,y) de Q ou x € |a,b]. Les conditions limites

sont y(a) = a, y(b) = B et on appelle V ’ensemble des y de classe C* satisfaisant auz
conditions limites. V' est appelée variété Riemannienne.

Le probleme variationnel est :

Trouver yo € V telle que : J(yo) = mi‘g J(y)
ye

. s /
/ oSS S S |
. e s s // J
/ S
) . /,.rf/ ;ﬁ, f,f // |
."’ i / . Ve S S // \
| 4 S S f;x" / 4 ]
. /f,”f S S pd ff”’
;,, ey f@;y&_{ )/ S/ J
Iff j;” ’f ’,ff / / f,’f f’f f.-"' |
& < < I
| ;f / / H,’f 7 j,”’ ,
A A e / . \
— . . » |
] el ’/ o e )
;’j / / x”f jf fff fff 7 "’f
l. Py / - < ey |
p //;’;1 /f / Xff / Q I”‘\

Preuve. Supposons que :

1. Il existe yy € V unique solution de I’équation d’Euler satisfaisant aux conditions

limites.

2. Beaucoup plus : il existe une famille d’extrémales notées y,, indexées par A € |A\g, A1 ]

contenant A = 0 telle que ’application :

0 : ])\0,)\1[ X [(1,, b] — Ql
(A, z) — (@, (2))
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

est un C? diffeomorphisme, c’est-a-dire que 6 est bijective et 0 et 6~ sont de classe
C? jusqu’au bord.

Remarques:

1. Naturellement, seul g, satisfait les conditions aux limites.

2. En reégle générale, les solutions de I’équation d’Euler, qui est d’ordre deux, dépen-
dent de deux parameétres. La construction d’une telle famille d’extrémales revient a lier
judicieusement les deux paramétres par une relation.

3. Une telle famille (y,) est appelée champ d’extrémales.

La suite de la preuve se repose sur le lemme et le théoréme suivants. m

2.1.4 Champ d’extrémales
Un champ d’extrémales étant donné, on construit ’application w définie par :
w:Q2 — R
(r,y) — ()
ou A est 'unique parametre tel que
y =yr(z)
autrement dit, les y, satisfont a I’équation du premier ordre :

/

y =wlz,y)
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Lemme 2.1.4 Préparatoire a la preuve du théoréme d’Hilbert :

Soient les fonctions

oF
Ulz,y) = F(z,y,w) — w—(z,y,w)

0z
et
oF
V(ZL‘,y) = a_Z(’r?va)
ou
w = w(z,y)

alors la forme Udzx + Vdy est une differentielle exacte. Autrement dit
ou _ov
oy Oz’

en effet :

U OF 0wdF 0wdF  O*F  0wdF

~ — A —_—_—m— — _ - . t
oy oy Toyoz oyoz “oyoz “ayaze MPom (z,y,w(z,y))
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

o _ FF | dwF
or  Ox 07 Oz 072

soit A I'unique parameétre tel que

(x,y,w) = (ZE,yA(ZE),yS\(ZL’))

y» est solution de I’équation d’Euler :

L0 i) = O (@ 0 1h)
dx 07 T, Y\, Yy) = ay Ty Yxy Yy

Par hypothése, v, est de classe C2, donc on peut differencier.

PF , PF | F OF

oz 0z  Payaz TVazz T oy

ol Yx, Yh, Y4 sont évaluées en x, les dérivées de F en (x, yx, y})-
ona:y=vy,y =w
d’ou :
") = dw(m )= ow n , 0w Ow +w8w
= g\ = gy y’\ay_ax Ay

La relation
ou v
oy  Ox

apparait alors comme une paraphrase de ’équation d’Euler.

Théoréme 2.1.3 de Hilbert
On a trois hypothéses

1. Si§y est un ouvert simplement conneze,
2. Il existe un champ d’extrémales pour tout couple (z,y) € €,

3. L’application Z — F(x,y, Z) est convexe.

Alors
J(yo) = min J(y)

yeVv

Preuve. On se donne yy € V.
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2.1. Equation d’Euler et théoréme de Hilbert

il s’agit de montrer que :
Jyp) <Jy)  ,vyeV

soit Cy et C' les graphes dans 2; de y, et y.
comme yg € V et y € V, Cy et C définissent un lacet dans €2; et par le théoréme de

Stokes , on a :
/ Udx +Vdy = / Udx + Vdy (differentielle exacte avec €2; simplement connexe).
Co c

on calculons [, Udr + Vdy , on obtient :
dy = yy(z)dr = w(z,yo(x))dz

d’ott sur Cy on a :

Udz + Vdy = F(z,yo(z), yh(x))

autrement dit

/ Udx 4+ Vdy = J(yo)
Co

on en déduit que :

b b
Hon) = I) = | Flay(e).y/@)do— [ Udo +Viy
- / {F(x,y,y') — F(x,y,w) —l—wg—g(x,y,w) - y’g—g(x,y,w)} dz
avec y = y(x), v = v/ (z) et w = w(x,y).

le terme entre parenthéses s’écrit :

oF

F(l’,y,y/) - F(ﬂf,y,td) - (y/ - w)a_Z(xayaw> > 0

si z — F(x,y, z) est convexe, on dérive par rapport a Z en w, on obtient :
O*F

(w— y')ﬁ(%y,@ >0

ce terme est positif pour tout ¢’ et w quant z — F(x,y, z) est convexe.

d’ou : le théoréme est prouvé. m
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2.2. Une approche en analyse fonctionnelle

Remarque 2.1.2 S’il y a stricte convexité de z — F(x,y, 2)

C’est-a-dire que la fonction concernée n’est affine sur aucun intervalle. Alors

, , oF
F(x7y7y)_F(xay7w) - (y _w)ﬁ_Z(x7y7w) >0

et yo est l'unique minimum de J dans V.

2.2 Une approche en analyse fonctionnelle

2.2.1 Notion d’espace fonctionnel adapté a une fonctionnelle

Etant donné une fonctionnelle J définie sur les fonctions de classe C* sur un ouvert €2, un
espace de Banach FE est dit adapté a la fonctionnelle quand il vérifie les quatre conditions

suivantes.

1. E est un dual, c’est-a-dire il existe B, espace de Banach tel que B’ = E.
Exemplelz(Lp)’:Lq:i—i—é:l 1<p<o0
Exemple2 : L' n’est pas un dual.

2. C1(Q) C FE et CY(Q) est dense dans F et la fonctionnelle J est continue sur E

(prolongement de J sur E) muni de la topologie forte (en norme).

topologie forte :

U, — u <= lim [[u, —ul|[g=0
n—--oo
3. J est coercive c’est-a-dire
si fr € Eet || fr ||[g— oo alors klim J(frx) = o0
.

4. J est semi-continue inférieurement pour la topologie * faible.

Si (fx)r est une suite d’éléments de E admettant une limite pour la topologie x

faible
7 (Jim i) < Jim ind (5

(fe = f) signifie Vb€ B (b, ) — (b, f)

k—so00
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2.2. Une approche en analyse fonctionnelle

Théoréme 2.2.1 fondamentale
St E est adapté a J et si V est une partie fermée de E pour la topologie x faible
f*(E, B), alors il existe g € V tel que

J(g) =mf{J(f); feV}
le probléme de minimisation de J sur V a une solution.

Preuve. Soit
m =inf{J(f); feV}
m = —oo n’est pas exclus a priori.

alors il existe fr € V tel que
lim J(fx) =m

la coercivité de J implique que les f; sont bornés en norme || f; ||[< C. La compacité
de la boule (de rayon C') pour la topologie x faible permet d’extraire une sous-suite
convergente

vers un élément g.

Si la sous-suite est notée (fy, ) avec

Hg) = J(lim_fi,) < lim inf J(fi,)

n—m:eo

parce que J est semi-continue inférieurement pour la topologie x faible.
Autrement dit,

J(g) < m (d’ot m est fini).

Mais V' est fermé pour la topologie x faible, alors

geVetJ(g)=m

Remarque 2.2.1 la coercivité de J sur V' suffit.
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2.2. Une approche en analyse fonctionnelle

Corollaire 2.2.1 Si E est adapté a J, si E est réflexif et si V' est une partie convexe

fermée (pour la topologie forte) de E, alors il existe g € V' tel que
J(g) =t {J(f), feV}
1. E réflexif, topologie faible est équivalente a la topologie x faible.

2.V est convexe fermé, donc V' fermé pour la topologie faible.

Preuve. (de 2)
Soit fr € V telle que

fi = f
Vi€ E*I(fr) — I(f)

k— o0

si f ¢ V le théoreme de Hahn Banach implique qu’il existe [ € E*, | = 0 sur V et

I[(f) # 0 ce qui est impossible car [ est continue. ®

Proposition 2.2.1 St E vérifie 1, 2 et 3, si E est réflexif, si J est convexe alors J est

semi-continue inférieurement pour la topologie x faible.
Remarque 2.2.2 J est coercive c’est a dire :
Vi, ge EetVtec|0,1], J(tf+ (1 —t)g) <tJ(f)+(1—-1)J(g)
E est réflexif signifie que la topologie x faible est la topologie faible c’est pareil.

Preuve. Soit f;, € E telle que f, = f

fr converge vers f pour la topologie * faible, il existe ¢ > 0 tel que

I fiellp= cet lim [ fi |[z=] £ |
—00

donc il existe ¢ telle que J(fx) < ¢ pour tout k. (coercivité de J sur E).
soit

F={feE; J(f)<c}
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2.2. Une approche en analyse fonctionnelle

J étant convexe et continue, F' est un ensemble convexe fermé de F, F' est donc fermé

pour la topologie faible, d’ou f € E.
J(f) <
Quitte & prendre une sous-suite, on suppose que ]Clingo J(fr) existe. Soit
Fo={feE:J()< lim J(fi)+e}

Or J est convexe continue, se qui implique que F. est convexe fermé pour la topologie

faible d’ou f € F..

J(f) < Jim_inf J(fy)

soit € > 0, pour k assez grand on a

J(fi) = lim J(fi) +¢

Définition 2.2.1 On appelle suite minimisante toute suite (fy,) d’éléments de V' telle que
lim J(fy) = inf {J(f), f eV}

Remarque 2.2.3 Les suites minimisantes utilisées pour approcher les solutions des équa-

tions différentielles qui proviennent d’un probléme variationnel.
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CHAPITRE

Recherches géométriques
sur le probléme

isopérimétrique

En géométrie euclidienne, I'isopérimétrie est initialement I’étude des propriétés des formes
géométriques du plan qui partagent le méme périmeétre, ce qui se généralise ensuite dans
les autres espaces euclidiens. En particulier, le probléme le plus classique consiste a
déterminer la forme géométrique plane qui maximise son aire avec un périmeétre fixé. La
réponse est intuitive, c’est le disque, mais malgré son apparence anodine ce probléme fait
appel a des théories sophistiquées pour obtenir une démonstration rigoureuse (particu-
larité qu’il partage par exemple avec le théoréme de Jordan qui indique qu’une boucle
tracée sans croisement divise le plan en deux parties). Pour cette raison on simplifie
parfois le probléme isopérimétrique en limitant les surfaces autorisées, par exemple en
se restreignant aux seuls quadrilatéres ou triangles, ce qui donne alors respectivement le
carré et le triangle équilatéral. De maniére générale, le polygone a n cotés ayant la plus
grande surface, & périmétre donné, est celui qui se rapproche le plus du cercle : c’est le
polygone régulier.

L’isopérimétrie se généralise a des géométries différentes. Par exemple, dans le cas

d’un demi-plan, la zone d’aire maximale pour un périmétre donné est le demi-disque.
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3. Recherches géométriques sur le probléme isopérimétrique

En dimension 3, il s’agit de trouver le solide de plus grand volume, enveloppé dans une
surface de mesure fixée ; la bulle de savon, qui résout le probléme inverse en cherchant a
minimiser la surface par laquelle elle enveloppe un volume d’air donné, indique la solution
: c’est la sphére, car c’est le solide qui minimise la surface pour englober un volume donné,
ce qui correspond au méme probléme de forme que de maximiser le volume englobé pour
une surface donnée.

Ce concept donne naissance & une famille de théorémes appelés isopérimétriques, a
des majorations dites inégalité isopérimétrique, ainsi qu’a un rapport, appelé quotient
isopérimétrique indique qu'une surface de périmetre p et d’aire a vérifie la majoration
4;_2(1 < 1 ; le terme de gauche est le quotient isopérimétrique, qui n’est égal a 1 que dans
le cas du disque.

Si lorigine de cette question date d’au moins 2 900 ans, ce n’est qu’en 1895, a
I’aide de méthodes dérivées du théoréme de Minkowski que la question est défini-
tivement résolue sous sa forme antique. Ces méthodes permettent de démontrer le
théoréeme isopérimétrique et de le généraliser & des dimensions supérieures dans le cas

d’une géométrie euclidienne.
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3.1. Fragment d’histoire

3.1 Fragment d’histoire

Didon applique le théoréeme isopérimétrique pour ’achat du terrain & I'origine de

la fondation de Carthage.

La légende raconte que la ville de Carthage fut fondée en 814 av.J.-C. par la princesse
phénicienne Elissa, surnommeée Didon. Elle demanda au roi de Numidie Iarbas 'octroi
d’un terrain pour s’y installer. Iarbas, réticent, lui accorda le droit de choisir un lopin
de terre que pourrait contenir la peau d’un boeuf. La rusée Didon découpa en une fine
lamelle la peau, qui devint une longue laniére de 4 km de longueur. Elle fit étendre
cette laniére sur un demi-cercle dont les deux extrémités touchaient la cote, rectiligne a
I’endroit oul elle se trouvait. La reine avait intuitivement trouvé la solution au probléme
isopérimétrique dans un demi-plan euclidien. Ce probléme est résolu lorsqu’est trouvée
la surface la plus grande possible, pour un périmétre donné. Le demi-cercle est en effet la
courbe que doit suivre la laniére pour délimiter la plus grande surface possible, dans ce

cas particulier.
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3.1. Fragment d’histoire

La méthode consistant & mesurer une surface a ’aide de son périmeétre est fréquente
durant I’antiquité grecque. Homeére indique que la ville de Troie fait 10 200 pas, indiquant
par 1a qu’en faire le tour demande une marche de 10 200 pas. La solution du probléme
isopérimétrique dans le plan euclidien est connue par certains depuis le cinquiéme siécle
av.J.-C., au moins pour le cas du polygone a n cotés. Il porte le nom de théoréme
isopérimétrique. A 1’époque des Grecs, tous ne semblent pas au courant de ce résultat et
de ses conséquences. Proclos (412-495) mentionne le cas de tricherie de géomeétres datant
de cette époque. Des terrains étaient divisés en différents lopins de méme périmétre mais
de surfaces différentes. Les géomeétres, responsables du partage, obtenaient les plus grosses
parcelles. La supercherie fut découverte au moment des moissons, dont I'abondance est
proportionnelle a la surface et non au périmétre.

La fondation de Rome est également une question de périmétre : Romulus trace,
avec sa charrue, le périmetre circulaire de sa future ville le mot latin Urbs (la ville, qui
désigne Rome et a donné en frangais les mots urbain, urbaniser) serait une déformation
d’une expression signifiant "tracer le périmétre". Une racine indo-européenne signifiant
pourtour, périmeétre, cloture en serait & l’origine. Le probléme de l'isométrie est tres
ancien, comme I'atteste la légende de Didon, et ses différentes réponses (polygone régulier,
demi-disque dans un demi-plan, cercle) étaient connues dés I'antiquité grecque, bien qu’il
fallu attendre le dix-neuviéme siécle pour qu'une démonstration rigoureuse soit élaborée.

Théon d’Alexanderie (335-405) et Pappus quatriéme siécle attribuent a Zénodore
deuxiéme siécle av. J.-C. les premiéres démonstrations. Il prouve que parmi tous les
polygones a n cotés et de méme périmetre, seul celui régulier est candidat & étre la
réponse au probléeme isopérimétrique. Il découvre aussi que le disque d’un périmetre
donné possede une surface supérieure & celle de n’importe quel polygone régulier. Il
aurait aussi démontré que la sphére est le solide ayant un plus grand volume que tout
polyédre de méme surface.

Les mathématiques grecs n’ont pas les moyens d’aller au-dela. Leurs démonstrations
restent partielles, méme si leurs auteurs n’ont pas conscience de ’aspect incomplet des

preuves. Ils ne disposent pas non plus des outils mathématiques qui auront permis d’aller
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3.2. Formulation générale du probléme

plus loin. Les mathématiciens arabes s’approprient le savoir des Grecs sur cette ques-
tion. Abii Ja’far al-khizin écrit un traité résumant tout le savoir de son époque sur
Iisopérimétrie. Ils développent les moyens d’aller plus loin. Nasir ad-Din at-Tusi, un
mathématicien du treiziéme sieécle, développe, dans son traité du quadrilatére, suffisam-
ment la trigonométrie pour présenter des preuves complétes dans le cas des triangles ou
des rectangles.

Il faut ensuite attendre les mathématiques européennes du dix-neuviéme siécle pour
d’autres progres. En 1836, Jakob Steiner obtient un premier résultat nouveau. Sous
réserve d’admettre I’existence d’une solution en dimension 2, alors cette solution est néces-
sairement le disque. Pour une preuve compléte en dimension 2, il faut attendre les travaux

de Karl Weirstrass et Hermann Minkowski ; elle devient rigoureuse vers 1895.

3.2 Formulation générale du probléme

Le probléme isopérimétrique dans la plan euclidien peut se formuler de la fagon suivante

Soit C' une courbe (simple et fermé) dans le plan euclidien R?. Supposons que C vérifie
certains critéres de régularité (par exemple C' est continue). Notons L la longueur de la
courbe, et A I'aire de la composante connexe bornée de R?\C' (la région intérieure de C).
Quelles sont alors, pour une longueur L fixés, les courbes qui maximisent la valeur de
I’aire A? Ou inversement, pour une aire A fixée, quelles sont les courbes de longueur L
minimale?

La solution a ce probléme est connue, les minimiseurs sont les cercles, et on a 'inégalité

suivante :

L? > 47 A

3.3 Définitions et premiéres propriétés

Proposition 3.3.1 Dans le plan euclidien,
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3.3. Définitions et premiéres propriétés

1. De tous les rectangles plans de méme périmeétre, le carré a l'aire la plus grande.

2. De tous les triangles plans de méme périmétre, le triangle équilatéral a l'aire la plus

grande.

3. De tous les parallélépipedes rectangles de méme aire latérale, le cube a le plus grand

volume.

4. De tous les cylindres circulaires droits de méme volume, celui dont l'aire latérale est

la plus petite est le cylindre dont la hauteur est égale au diamétre.

Preuve. Les assertions sont faciles & démontrer, en particulier parce qu’il s’agit de
problémes avec un petit nombre de parameétres.

1- Soit un rectangle de cotés a et b. Le périmeétre est donné par

L=2(a+0b)
et laire par
A =ab.
Il en résulte que ,
A=a(y —a)= T (a—2)

Ainsi pour tout rectangle, on a I'inégalité isopérimétrique

164 < L?

avec égalité si et seulement si les cotés sont égaux au quart du périmétre.

2- Soit un triangle de cotés a,b et c. Son périmétre est
L=a+b+c

et son aire est donnée par la formule de Héron d’Alexandrie

L L L L
A= 500G -
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3.3. Définitions et premiéres propriétés

pour conclure, on peut utiliser I'inégalité arithmético-géométrique

1
Vay...a, < —(a; + ... + ay)

3

qui résulte de la concavité de la fonction exponentielle. Ainsi, les triangles vérifient
I'inégalité isopérimétrique

12V3A < 2

avec égalité si et seulement si le triangle est équilatéral.

3- Soit un parallélépipede rectangle de cotés a, b et c. L’aire latérale est donnée par
A = 2(ab+ ac + be)

et le volume par

V = abc.
On peut alors écrire, en utilisant & nouveau 'inégalité arithmético-géométriques

1 1 1 1
A=2V -4+ -+ >6V/—
c b a be

avec égalité si et seulement si a = b = c. Les parallélépipedes rectangles vérifient donc
I'inégalité isopérimétrique,
216V < A°
avec égalité si et seulement si le parallélépipéde est un cube.

4- Soit un cylindre droit de rayon R et de hauteur h. L’aire latérale est donnée par
A =27(R*+ Rh)

et le volume par V = wR2h. 1l en résulte que

A Vv
— =R+ —.
27 + TR

On en déduit alors que I'aire est minimale quand le rayon vaut Ry tel que V = 27 R3,

d’ou la hauteur correspondante hg = 2R,. =
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3.3. Définitions et premiéres propriétés

3.3.1 L’inégalité isopérimétrique classique
L’inégalité isopérimétrique est le double énoncé suivant :

- De toutes les figures planes de méme périmétre, le disque est celle dont 'aire est le plus

grand.

- De toutes les figures planes de méme aire, le disque est celle dont le périmétre est le

plus petit.

Soit F' une figure plane F} le disque de méme périmetre que F' respectivement. Soit

F le disque de méme aire que F. Les énoncés ci-dessus se traduisent par les inégalités,
Aire(F) < Aire(F))

périm(Fy;) < périm(F)

qui peuvent se résumer par l'inégalité homogéne
47 Aire(F) < périm?*(F)

que nous appellerons inégalité isopérimétrique classique.
Le mathématicien Jakob Steiner a fait des contributions majeurs a I’étude du prob-

léme isopérimétrique. Lisons ce qu’il écrit.

Théoréme 3.3.1 Principale
Entre toute les figures isopérimétrique planes, le cercle est un mazximum ; et récipro-

quement entre toute les figures planes équivalentes, le cercle a le plus petit périmétre.

Preuve. 1l est clair qu’il y a une infinité de figures d’un périmétre donné qui ont
diverses formes et diverses aires. On comprend de méme que 'aire pourra devenir aussi
petit qu’on voudra, mais non pas aussi grande qu’on voudra, puisqu’elle reste évidemment
toujours comprise dans 'intérieur du cercle décrit d’un des points de son contour comme
centre avec un rayon égal a la moitié du périmeétre donné. Mais puisque des figures de
périmeétre donné peuvent avoir différentes aires, sans pouvoir toutefois grandir indéfini-

ment, il faut qu’il y ait entre elles une figure maximum ou plusieurs maxima de différentes
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3.3. Définitions et premiéres propriétés

formes, c’est-a-dire plusieurs figures de différentes formes et d’'une méme aire, plus grande
que celle des autre figures. Remarquons encore qu’une figure dont I’aire peut étre agrandie
sans changer de périmétre, n’est pas un des maxima. Il s’ensuit que chaque figure max-
imum est convexe, et qu’elle ne peut pas avoir de lignes droites dans son périmeétre, ou
du moins qu’il n’y a pas deux lignes droites consécutives, car elle pourrait encore devenir

plus grande dans chacun de ces deux cas. ®

Remarque 3.3.1 La démonstration de l'inégalité isopérémitrique classique (et de ses
généralisation) a motivé les mathématiciens depuis des siécles.

Les méthodes qui ont été utilisées pour la démonstration font souvent suite o l’apparition
de nouveaux concepts ou développements mathématiques (calcul de variation, séries de

Fourier, géométrie intégrale, jusqu’au transport optimal ces derniéres années).

3.3.2 Dimension 2

Soit p,, un polygone & n cdtés, ou n désigne un entier plus grand que 2, p son périmeétre et
a, son aire. Dans ce cas particulier, le théoréme isopérimétrique s’exprime sous la forme

suivante :

Théoréme 3.3.2 isopérimétrique pour un polygone
L’aire de p, est plus petite que celle d’un polygone régulier a n cotés et de périmetre

p. Un disque de périmétre p posséde une aire strictement plus grande que celle de p,.

Ce théoreme peut s’exprimer sous la forme d’une inégalité :

3.3.3 Inégalité isopérimétrique pour un polygone
On dispose de I'inégalité suivante
T 2
4dra, < dntan —a, < p°.
n

Cette propriété est trés générale ; elle reste vraie pour toute surface d’aire a, ayant
un bord rectifiable de longueur p, c’est-a-dire que le bord est une courbe qui posséde une

longueur finie.
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3.3. Définitions et premiéres propriétés

Théoréme 3.3.3 isopérimétrique dans un espace euclidien de dimension 2

L’aire a est plus petite que celle du disque de méme périmétre p, ce qui donne lieu a
la magjoration suivante, dite 1anégalité 1sopérimétrique. L’inégalité a lieu uniquement
st la surface est un disque.

p? — 4mwa > 0.
Ce théoréme donne lieu a une définition :

Définition 3.3.1 Quotient isopérimétrique
Le quotient q défini par l’égalité suivante, est appelé quotient isopérimétrique :

a
q:47rﬁ.

on peut interpréter ce quotient comme le carré du rapport entre le rayon du cercle ayant
méme périmétre. L’inégalité isopérimétrique est équivalente & dire que q est inférieur a

1, le cas d’égalité n’ayant lieu que si la surface est un disque.

3.3.4 Dimension 3

En dimension 3, on ne peut approcher de plus en plus précisément la sphére par des
polyeédres réguliers convexes. Il n’en existe que 5, appelés solides de Platon. Le résultat

général reste néanmoins vrai :

Théoréme 3.3.4 isopérimétrique dans un espace euclidien de dimension 3
Soit un solide mesurable au sens de Lebesgue ayant un bord mesurable, son volume

est plus petit que celur de la boule dont la sphére a méme aire.

Remarque 3.3.2 Ici le bord du solide est une surface comme la sphére est le bord de la
boule.

Linégalité isopérimétrique s’exprime a l'aide d’un quotient isopérimétrique q. Elle
indique que ce coefficient est toujours inférieur a 1 et le cas d’égalité n’a lieu que pour la
spheére. Le coefficient q s’exprime sous la forme suivante, si v désigne le volume du solide
et s Uaire du bord de ce solide :

2
v
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3.4 Démonstrations géométriques élémentaires

En dimension 2, on dispose d’une propriété qui simplifie grandement les choses :

e Si une surface S n’est pas convexe mais est d’aire et de périmétre finis, il ex-
iste une surface de périmétre strictement plus petite et d’aire strictement

plus grande.

Intuitivement, ce théoréme est relativement évident. Si S n’est pas convexe, son
enveloppe convexe posséde une aire strictement plus grande et un périmeétre strictement
plus petit que S. Pour cette raison, il est pertinent de ne s’intéresser qu’aux surfaces
convexes. Comme l'aire et le périmetre d’'un convexe, s’ils existent, sont les méme que
ceux de son adhérence, se limiter aux convexes fermés ne réduit en rien la généralité des
solutions trouvées. Enfin, comme toute surface de périmetre fini est bornée, si elle est

fermée, elle est nécessairement compact.

e Si un polygone a n sommets posséde une aire maximale pour un périmétre

donné, ce polygone est régulier.

e Si une surface posséde une aire maximale pour un périmétre donné, alors

cette surface est celle d’un disque.

La partie la plus difficile a établir est 1’existence de telles surfaces.

3.5 Calcul des variations

Une premiére maniére de simplifier la question est de supposer que la frontiére est suffisam-
ment réguliere. En 1904, Hurwitz propose une démonstration particulierement élégante,
qui se fonde sur l'inégalité de Wirtinger :

Soit une courbe fermée définie par une fonction f(t) = (z(t),y(t)) périodique, con-
tiniment dérivable définissant une surface S. La majoration suivante est vérifiée, I’égalité

n’ayant lieu que si la courbe définit un cercle.

p2 > 4ma
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3.5. Calcul des variations

Le prix a payer pour I'élégance et la simplicité et le caractére partiel de la solution.
L’existence d’une solution optimale est bien démontrée, mais uniquement si la frontiere
est lisse. Or la frontiére peut étre quelconque. Evidemment, si elle n’est pas finis, la
formule est vraie mais posséde peu d’intérét.

Démonstration.

Inégalité de Wirtinger :

Soit f une fonction 2m-périodique, de moyenne nulle, de classe C' par morceaux et

continue. Alors

1 2T 1 27
- t))?dt < ’2:—/ (t))>3dt.
11 1= 52 [ ra <t s =5 [ @)
De plussi || f||=| f ||, alors f est une fonction sinusoidale.
da, be R  f(x) = acos(x) + bsin(z).

e Aucune surface dont la frontiére est une courbe fermée de classe C'! par
morceaux ne posséde une aire strictement supérieure a celle du disque

de méme périmeétre.

Comme f définit une courbe fermée, c’est-a-dire une boucle, on peut considérer cette
courbe comme une fonction périodique, parcourant une infinité de fois la boucle. Soit T’
cette période. Comme une translation est une isométrie, elle ne modifie ni le périmeétre p
ni I'aire a de la surface délimitée par f. On peut donc supposer que le centre de gravité
de la surface S est le centre du repére orthogonal utilisé.

Déterminons dans un premier temps le périmetre p. Il est égal & 'intégrale de la norme

de la vitesse sur une période ; on obtient la formule :

o= [ () ()

si 'on choisit comme parameétre ’abscisse curviligne s, c’est-a-dire que ’arc est par-

couru & vitesse uniforme p/2m, la valeur T est égale & 27 avec ce nouveau paramétrage.
Déterminons ensuite la valeur de laire a. Elle est définie par la formule, qui ’exprime

de plusieurs maniéres différentes :

C 0 dS



3.5. Calcul des variations

B
)

Pour s’en rendre compte, on peut soit utiliser la puissant théoréme de Stokes sur la

courbe C' associée a la fonction f, soit remarquer que S est convexe. Si « est la plus
petite valeur atteinte par v(t), 5 la plus grande et v une valeur entre les deux, il existe
deux points de la courbe ayant pour ordonnées v, que 'on peut noter z;(7y) et xa(7).
Les fonctions 1 et xo de [, 5] dans R sont toutes deux continues et correspondent a
I'illustration de la figure de droite. Par définition de a, sa valeur est égale & la somme des

aires en rouge et vert sur la figure :

a= /j z1(y)dy + /j z2(y)dy.

En utilisant la variable s curviligne au lieu de y, on remarque qu’il existe deux valeurs

v1 et vy de Vintervalle [0, p] telles que :

v2 d V1427 d 2w d
a = / d + / e s = / a:—yds.
" Y ds Vs Tds o ds

Il est temps d’évaluer p? — 47a :

P
p? —dra =27 (— — Qa)
2
27 2
dx dy dy
=2 — — | —2z—=]d
7T/0 ((ds) +(ds) ds) *
Comme z vérifie les hypothéses de I'inégalité de Wirtinger :

27 d 2 d 2 27 d 2
P2—47ra:27r/ ((_x) —x2+(m——y) d8227r/ (x——y) ds > 0.
0 ds ds 0 ds

o L’égalité est atteinte si, et seulement si, la surface est un disque.

Pour le cas d’égalité : d’une part il faut qu’il y ait égalité dans I'inégalité de Wirtinger,

ce qui donne 'expression de x(s). D’autre part pour que cette intégrale s’annule, on doit
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3.6. Polygone et Steiner

avoir y/(s) = x(s). Ces deux conditions donnent bien un cercle de rayon 1, paramétré a
vitesse uniforme. Et bien stir tous les cercles sont solutions, quelle que soit la facon de les

paramétrer car leur aire est égale & 7r? et leur périmétre a 27r, si 7 désigne le rayon. m

3.6 Polygone et Steiner

La fonction associe a un triangle de périmetre égal a 3, son aire.

Les démonstrations historiques ont toutes un "chainon manquant". FElle montrent
qu'une surface qui ne posseéde pas la bonne propriété : étre régulier ou étre un disque,
n’est pas un optimum. En revanche, elle ne montre pas qu'un tel optimum existe. Une
fois 'existence d’un tel optimum démontrée, on sait alors qu’il est unique et ’on con-
nait sa géométrie. Mais la démonstration de cette existence est I’élément qui bloque les
démonstrations pendant de si nombreux siécle. Elle demande une compréhension d’un
aspect alors mal maitrisé de la géométrie : la topologie.

Les preuves actuelles procédent d’une démarche encore inconnue a ’époque de Steiner.
La géométrie étudiée n’est plus le plan euclidien, support de la surface étudiée, mais un
univers ol chaque point est une surface. Elle est illustrée dans le cas particulier des trian-
gles. La fonction considérée est celle qui, & un triangle de périmétre 3, associe son aire. Le
triangle est représenté par deux parameétres, ¢ la longueur d’une aréte et ¢ ’angle entre
deux arétes dont celle de longueur c. Si I’angle est de mesure nulle ou égale a 7, aire est
nulle, il en est de méme si ¢ est égale a 0 ou a 3/2. La représentation graphique montre
que le maximum est bien atteint. Dans ce cas particulier, le sommet est le triangle décrit

par le couple (1,7/3).
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3.6. Polygone et Steiner

Dans le cas des polygone a n est un entier supérieur a 2, la configuration est relative-
ment simple. On identifie un polygone 4 un vecteur de R?*". L’ensemble des polygones
devient une partie d’un espace vectoriel euclidien, cette fois-ci, de dimension 2n. La
topologie d'un espace euclidien dispose d’une propriété adéquate . Un théoréme assure
que les ensembles fermés et bornés sont compacts. La fonction, qui & un polygone associe
son aire est continue. Toute fonction continue, définie sur un compact et a valeurs dans
R atteint ses bornes. La configuration est analogue a celle de la figure de gauche. Ce qui

permet d’établir le "chainon manquant" :

e Il existe un polygone a n cotés et de périmétre p qui posséde une aire max-

imale.

Pour le cas général, une démarche analogue a la précédente ne permet pas de conclure.
En se limitant aux convexes compacts, la zone qui nous intéresse est bien un fermé
borné,mais la dimension de I’espace est ici infinie. Or si la dimension n’est pas finie,
un théoréme de Riesz montre qu'un fermé borné (comme la boule unité fermée)
n’est jamais compact. De plus, la fonction périmeétre n’est plus continue, on peut
approcher de plus en plus précisément un disque de rayon 1 par des carrés de plus
en plus petits, 'approximation garde un périmeétre égal a 8 sans s’approcher de la

valeur 2 méme si elle devient excellente.

En revanche,il est possible d’approcher précisément la frontiére d’'un convexe compacte
par un polygone de périmeétre plus petit et d’aire presque égale a celle du con-
vexe. Cette propriété, et le fait d’avoir établi le théoréme isopérimétrique pour les
polygones, permet aisément de montrer qu’aucune surface de périmetre p ne peut
posséder une aire supérieure & celle d’'un disque de méme périmeétre. Le disque
est ainsi un des optimums recherchés et les travaux de Steiner montrent que cet

optimum est unique.

Théoréme 3.6.1 Toute surface S posséde une aire plus petite que celle du disque de

méme périmétre. L’égalité n’a lieu que st S est un disque.

Démonstration.

68



3.6. Polygone et Steiner

e Il existe un polygone a n cotés et de périmétre p qui posséde une aire max-

imale :

On munit le plan d’un repére orthonormal, et on considére ’application, qui & un
polygone convexe & n sommets, associe dans R?" la suite des coordonnées de ses sommets.
Ici R désigne I'ensemble des nombres réels et R?" I’espace vectoriel canonique de dimension
2n. Réciproquement & tout élément u de R*", on associe ’enveloppe convexe des points
ayant comme suite de coordonnées u. On obtient une application de R?" dans 1’ensemble
des polygones ayant un nombre de sommets inférieur ou égal & n. cette application n’est
pas injective, mais est surjective.

Soit ¢ la fonction, de R?" dansR?, qui associe & un vecteur u le barycentre des n
vecteurs dont u est la suite des coordonnées. La fonction ¢ est continue, 'image réciproque
du vecteur nul est un fermé de R*" (car le singleton vecteur nul est lui-méme un fermé
de R?), que 'on note Fi. On ne cherche que des solutions dans se fermé, ce qui n’est
pas contraignant . En effet, si un polygone P est une solution quelconque du probléme
isopérimétrique, la translation de P par I'opposé de son barycentre est une solution dans
Fi. Comme la translation est une isométrie, les propriétés géométriques de I'image par la
translation sont les mémes que celle de P.

Soit 9 Papplication de R?" dans R qui associe & un vecteur u le périmétre du polygone
associe a u. Cette application est encore continue et I'image réciproque du nombre réel P
est encore un fermé F, de R?". L’intersection C de Fiet de F, est fermé, car intersection de
deux fermé. Cet ensemble est aussi borné. Un vecteur est dans F; seulement si ’enveloppe
convexe des vecteurs de dimension 2 contient le vecteur nul. Le segment allant du vecteur
nul. & 'un des vecteurs de dimension 2 posséde une longueur inférieure a la moitié du
périmeétre de 'enveloppe convexe. Un élément de C ne posséde donc aucune coordonnée
supérieure a la moitié de P. L’ensemble C' posseéde les bonnes propriétés pour conclure.
Si une solution au probléme isopérimétrique posé existe, on en trouve nécessairement
au moins une dans C. De plus, C' est un fermé borné, or dans un espace vectoriel de

dimension finie, comme R?", les fermés bornés sont compact.
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3.6. Polygone et Steiner

On considére I'application ¢ de R?" dans R,qui & un vecteur u associe I’aire de son
polygone. Cette application est définie et continue sur le compact C'. L’image de C par
& est un compact, la borne supérieure de cet ensemble est atteinte car tout compact de R
contient sa borne supérieure. L’enveloppe convexe d’un vecteur v ayant pour image par
& cette borne supérieure, est un polygone ayant au plus n cotés, de périmetre P est d’aire

maximale. C’est une solution au probléme isopérimétrique posé.

e Il n’existe aucune surface d’aire supérieure a celle d’un disque de méme

périmétre :

On raisonne par ’absurde. Quitte a effectuer une homothétie, on suppose qu’il existe
une homothésie, on suppose qu’il existe une surface S de périmeétre égal a 27 et Iaire égal
a 2w et d’aire égal & m + A, oul A est un nombre réel strictement positif. On suppose que

S est convexe, sinon, il toujours possible de choisir son enveloppe convexe de périmétre

&\L_‘l )

JTT

plus petit et d’aire plus grande.

On construit un polygone de périmétre plus petit que 27 et d’aire supérieure a 7T+§.La
démonstration précédent montre qu’un tel polygone n’existe pas, ce qui démontre que la
surface S ne peut pas plus exister et constitue d’absurdité recherchée. Ce polygone est
illustré sur la figure de droite. Soit € un nombre réel strictement positif plus petit que
1 et que le rapport de 6%. Enfin,soit P Le polygone dont les sommets sont des point de
la frontiére de S, réguliérement espacés a une distance € d’'un de lautre. Le polygone
correspond a la figure constituée par les bases des carrés rouges. Il existe peut-étre une
aréte du polygone de longueur inférieure a €, celle la plus a droite sur la figure.

On considére ’enveloppe E constituée des points & une distance inférieure ou égale a e

de P. Cette enveloppe est 'union de 'intérieur du polygone P, en bleu, des carrés rouges
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3.6. Polygone et Steiner

d’arétes de longueur ¢ et de portions d’un disque de rayon ¢, en vert sur la figure. L’union
des portion vertes forme un disque complet. L’aire a. de 'enveloppe E est la somme des

aires de ces différentes surfaces. Si p, désigne le périmetre du polygone, on obtient :
ae = a, + ppe + e’

Le périmétre du polygone est par construction plus petit que celui de la surface S qui est
égale a 2m, on en déduit :

9 A
a: < ap,+ 2me + e :ap+7r(2+5)5§ap+§

Un petit lemme, démontré ci-dessous, montre que ’enveloppe E contient la surface S.
L’aire de S, c’est-a-dire m + A est en conséquence plus petite que celle de ae :

A A
W+A§ap+§ et ap27r+§

On a bien construit un polygone d’aire strictement supérieure & 7 et de périmétre stricte-
ment inférieur & 27. Or aucun polygone de méme périmetre qu’'un disque ne possede une
aire supérieure a celle du disque : ce résultat est absurde. Cette absurdité montre qu'une
surface S d’aire strictement supérieure a celle d’un disque de méme périmétre ne peut

exister.

e Toute surface S posséde une aire plus petite que celle du disque de méme

périmétre. L’égalité n’a lieu que si la surface S est elle aussi un disque.

Il ne reste plus qu’a étudier le cas de I'égalité. La preuve précédente montre qu’il
existe bien au moins une surface d’aire optimale pour un périmétre donné, le disque. La
démonstration de Steiner montre que, si une telle surface existe, elle est nécessairement

un disque.

e L’enveloppe F contient la surface S.
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3.6. Polygone et Steiner

On raisonne par ’absurde et on suppose 'existence d’un point () de S qui ne soit pas
élément de E. La surface E est celle sur fond rouge. La convexité de S met en évidence
une absurdité. Omn utilise un théoréme indiquant qu’il existe une droite d’appui pour
chaque point de la frontiére et séparant le plan en deux demi-plans dont I'un est fermé.
Ce demi-plan fermé contient I'intégralité du convexe.

Soit M un point de 'intérieur du polygone p. On considére le segment d’extrémité () et
M. Ce segment croise la frontiére du polygone et il existe une aréte AB dont I'intersection
avec le segment ()M est non vide. Ce point d’intersection ne peut étre un sommet, par
exemple A, comme A est aussi un point frontiére de S. Or, un voisinage de M est contenu
dans l'intérieur du polygone et donc dans celui de S, ce voisinage contient des points de
chaque coté de la droite, ce qui est impossible.

Considérons la frontiére du convexe S entre A et B, en bleu sur la figure ; elle traverse
la droite QM. Soit C' le point d’intersection, par construction du polygone P, le point
Cest a une distance inférieure & € de A et se trouve dans E, a la différence de @) qui
n’est pas élément de F, ces deux points sont donc différents. Le point C' est un point
frontiére du convexe S, il posséde une droite d’appui. Le méme argument que celui utilisé
précédemment montre que cette droite d’appui est nécessairement celle passant par () et

M. Or, on a vu qu’une telle droite ne peut étre une droite d’appui. m
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3.7 Somme de Minkowski

Somme de Minkowski d’un hexagone de rayon 1 et de la boule unité.

On pourrait croire que les deux démonstrations précédentes closent le débat du prob-
léeme isopérimétrique du plan euclidien E. Il n’en est rien. La démarche d’Hurwitz
n’apporte aucune information si la frontiére n’est pas suffisamment lisse. Celle présentée
au dernier paragraphe se généralise mal aux dimensions supérieures. A partir de la di-
mension 3, il ne faut plus espérer trouver des polyedres convexes réguliers, encore appelés
solides de Platon approchant avec la précision voulue la sphére. Il n’existe que 5 solides
de ce type.

Hausdorff et Minkowski développent une autre approche, fondée sur une géométrie
un peu différente. Ici, le terme de géométrie désigne 1’étude d’un ensemble muni d’une
distance et d’une opération algébrique compacts non vides, la distance celle de Hausdorff
et 'opération est la somme de Minkowski, dont la compatibilité avec la distance se
traduit par la continuité de 'opération. La somme de Minkowski P + () est I’ensemble

des sommes dont le premier membre est élément de P et le second de @ :
P+Q={p+qtelquepe Pet qeQ}.

Si S désigne un convexe compact non vide et ¢tB la boule fermée de centre le vecteur
nul et de rayon ¢, l’aire de la somme S + tB prend la forme suivante, connue sous le nom

de formule de Steiner-Minkowski :
A(S +tB) = a + pt + wt*.

Ici, a désigne 'aire de S' et p son périmetre. Cette somme est illustrée sur la figure de

gauche dans le cas d'un hexagone. La somme correspond a I’ensemble des points du plan
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a une distance inférieure ou égale a t de S. Appliquer a ’hexagone jaune de la figure, on
peut décomposer cette somme en trois régions. La premiére correspond a la figure initiale
S en jaune, la deuxiéme aux points situés sur un rectangle de coté une aréte du polygone
et de largeur t, correspondant aux 6 rectangles bleus. L’aire des surfaces bleues est égale
a pt. Enfin, a chaque sommet est associée une portion de disque de rayon ¢, en vert sur la
figure. L’union de ces portions de disque forme un disque complet, d’oti le dernier terme
de la formule.

L’aire s’exprime comme un polynome de degré 2, son discriminant est égal a p? —4ma.
On reconnait 1a le terme de I'inégalité isopérimétrique. Démontrer le théoréme revient &
dire que le discriminant n’est jamais négatif, ou encore que le polynome admet au moins
une racine. Ce résultat s’obtient directement comme une conséquence de 'inégalité de
Brunn-Minkowski.

Démonstration.

L’inégalité de Brunn-Minkowski montre que :

VA(S +tB) > \/A(s) + \/A(tB)

et a+pt+ w2 > Ja+ /.

Au carré, cette majoration devient :

a+pt+7t? > a+wt? +2/mat et p* > 4na.

3.8 Inégalité de Bonnesen

A y regarder de pres, le paragraphe précédent propose bien une méthode généralisable
pour montrer 'inégalité isopérimétrique, mais elle n’indique pas comment traiter le cas de
I’égalité. Plus précisément, la démonstration n’indique pas que seul le cercle est la solution,

partie difficile de la démonstration qui a bloqué tant de monde depuis d’Antiquité.
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L’opposé rayon du cercle inscrit ainsi que celui du cercle circonscrit

se trouvent entre les racines du polyndme.

N~

=

Il existe bien une preuve, fondée sur une symétrisation de Steiner. Elle est malcom-

mode & généraliser en dimension quelconque. Bonnesen trouve une expression simple, en

fonction d’un cercle inscrit et d’'un circonscrit. Le cercle est dit inscrit dans un compact S

s’il est inclus dans S et si son rayon r est maximale. Un cercle est dit circonscrit dans S

et s’il contient S et si son rayon R est minimale. L’inégalité de Bonnesen de la maniéere

suivante, si a est 'aire du compact et p son périmeétre :

P —4ma> 7% (R—r)".
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Ce résultat signifie que le discriminant du polynéme du second degré, qui & t associe
I’aire de la surface S + tB, admet deux racines distinctes si un cercle inscrit posséde
un rayon strictement plus petit qu'un cercle circonscrit. Autrement dit, pour ’égalité
isopérimétrique ait lieu, il est nécessaire que les deux rayons soient égaux, ce qui ne peut
arriver que pour le cercle. Un autre résultat, un peu plus fort, indique que les deux
valeurs — R et —r se situent entre les deux racines, comme illustré sur la figure. De méme
maniére, on en déduit la nécessité de 1’égalité entre R et r pour atteindre 'optimal.

Démonstration.

e La valeur —r est d’image négative par le polynéme qui, a ¢t associe ’aire de

la surface S 4 tB :

On considére un compact convexe non vide .S, un cercle inscrit, de rayon r et un cercle
circonscrit C' de rayon R. Cette situation est illustrée sur la figure, le compact convexe
est le carré violet, le cercle C' est illustré en bleu et le cercle inscrit en vert. La technique
utilisée consiste a considérer la zone bleue Z correspondant aux points de C' qui ne sont
pas dans S. La surface Z + rB est doublement mesurée, les symboles rB désignent ici
la boule de rayon r et de centre le vecteur nul. Cette figure recouvre intégralement S et

définit un disque de rayon R + r, illustré en jaune. On en déduit une premiére égalité :
A(Z +rB) =n(R+r1)

On découpe alors la surface Z en deux par une droite A passant par les centres des
deux cercles inscrit et circonscrit. La partie supérieure de Z est notée Z,, comme indiquée
sur l'illustration. La somme de Minkowski de Z; et de rB correspond, dans la partie
supérieure a la droite A, & un demi-disque, de rayon R + r. Si l; et I, sont les longueurs
des deux intersections de Z avec A (voir la figure), l'intersection de la somme avec la
partie inférieure a la droite A posséde une aire égale a 7r2 + (I; + l3)r. On en déduit

I’égalité :
A(Zs+1rB) = %(R + 12+ (L + ) +ar? < A(Z) + (TR + 1y + Iy + po)r + 72

Il est aussi possible d’évaluer cet aire & I’aide de la formule de Steiner-Minkowski.

Comme Z, n’est pas convexe, la frontiére de S. On peut appliquer exactement le méme
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3.8. Inégalité de Bonnesen

raisonnement & la partie inférieure a la droite A. En utilisant I'indice ¢ pour décrire la

partie inférieure, on obtient :
1uz+43):guhmy+wh+by+wﬁgngy+m3+h+b+4wr+m%
En sommant les deux majorations :
T(R+7)*+2(y + lo)r + 271 < A(Z) + 27 Rr + 27r® + 2(ly + Ig)r + pr-

Le périmeétre p de S est en effet la somme de ps et de pi. L’aire de Z est aussi égale &

la différence de I'aire d’un disque de rayon R avec l'aire a de S, ce qui donne :

T(R+7)*+2mr? < 7TR* — a + 2nRr + 277° + pr

et a—pr+ar?<O0.

La derniére majoration signifie que —r est d’image négative par le polynéme associant

A t Paire de S + tB.

e La valeur —R est d’image négative par le polynéme qui, a ¢t associe 1’aire de

la surface S+ tB :

On applique exactement le méme raisonnement que le précédent en remplacant le
coefficient r par R, le rayon du cercle circonscrit (R n’est- il pas trop grand pour que cela

soit possible?). On obtient la majoration :

T(2R)* + 27 R* < R* — a + 27rR* + 27 R* + pR

et a—pR+7TR*<0,

ce qui démontre la proposition.

L’inégalité de Bonnesen est vérifiée :

Dire que —r et —R ont une image négative par le polynéme revient a dire que ces
valeurs se trouvent entre les racines :

p++\/p? —4ma p—\/p? —4dma
- - < - R<-—r<-— .

- - 2T
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3.8. Inégalité de Bonnesen

Cela signifie aussi que la distance qui sépare R et r est plus petite que le rapport entre
le discriminant et 7 :

Ror< \/p? — 4ma

o et p®—dra > 1 (R 1)

Remarque 3.8.1 historique :
La premiére démonstration de la majoration est l'oeuvre de Bonnesen. Celle présen-

tée ici, due a Hugo Hadwiger, montre que les deuxr rayons sont situés entre les deux

racines.
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Annexes

3.9 Principe de moindre action pour une variété Rie-
mannienne : équation géodésique

Le but de cet appendice est de développer les calculs qui ont permit d’obtenir le systéme

différentiel vérifié par les géodésiques d’une variété Riemannienne 1.5.1.

3.9.1 Minimisation de la fonctionnelle énergie

Le principe de moindre action pour une variété Riemannienne est la recherche de I'optimum

t2 L[] °
J(7) = L ds — / VT dr (3.9.1)
Y t1

Remarque 3.9.1 Le deuziéme membre de cette double égalité nous donne la longueur de

de la fonctionnelle

la courbe entre les deux points. Le troisiéme membre est une récriture de cette longueur
en terme de vitesse et de temps de parcours. FEn particulier, si on prend le norme de
la vitesse de parcours de la courbe s constante alors minimiser J reviendra a trouver la
courbe qui, partant de Py arrivera en Py le plus tot. Autrement dit on minimisera le temps
de parcours a vitesse constante.

D’autre part, J(7) représente I’Action du systéme étudié, et s’écrit comme lintégrale

du lagrangien F(t, 5 (t), 7 (t)) = 7.>Tg%>. Il s’agit d’une forme quadratique sur les
vitesses c’est-a-dire d’'une énergie cinétique. Autrement dit, le lagrangien d’une variété
Riemannienne est exprimé uniquement comme une énergie cinétique (pas d’énergie po-
tentielle). De plus, Uespace (7 (t), %)(t)) est appelé espace des configurations du systéme
physique, et c’est lui qui est une variété Riemannienne.

Le probléeme revient donc a chercher la courbe ?(t) qui , parmi toutes les courbes du
type 7. (t) = ?(t) + 65—7>(t), minimise 'action J. Autrement dit, la courbe f?(t) cherchée
est telle que la fonctionnelle J(?(t)) soit minimale, ce qui peut encore s’écrire sous la
forme :

—
*

SI(Y () =0, Vo, (t) (3.9.2)

— —
ow 0, (t) est une petite variation appliquée & v*(t). La variation de J ainsi définie sera

calculée o laide de la dérivée directionnelle définie ci aprés en 3.9.3, de telle sorte que
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3.9. Principe de moindre action pour une variété Riemannienne : équation géodésique

l’équation d’Fuler-Lagrange sur une variété Riemannienne s’écrira :

d —
3.9.2 & <VYF — E(VY/F)’5Y> =0 , V(Sy(t)

d
-~ VYF - E<VY,F) - 0

ot la dérivée directionnelle est définie ainsi :

Définition 3.9.1 Dérivée directionnelle
— — —
Notons Y:(t) = Y (t) + 0, ().

Alors la dérivée directionnelle de la fonctionnelle J(E_}(t)) dans la direction 5_;(15) s’écrit

5I(Y (1) = (V7 5,) = lim J(%) - J(7)

e—0 £

(3.9.3)

ot {.,.) est le produit scalaire usuel tel que (T, ) =TTy .

Alors, en exprimant I’équation obtenue dans un systéme de coordonnées tel que 7 (t) =

(21 (). (t)..n ()

La courbe optimum est celle qui vérifie 3.9.2. Notons 7. (¢) la courbe ayant subi une
— —
variation de ¢ dans la direction d, (t), soit : 7 .(t) = 7 (¢) +¢d,(t). Et d’aprés 3.9.3 on a

J(32) = J(7)
€

6.J(7) =< VJ, 5, >=lim (3.9.4)

Il s’agit tout d’abord de chercher & déterminer J(77) = J(7 + 5(5_;),qui ,puisque la

métrique g dépend des ;(t) et donc de 7 (t) s’écrira :

J(2) = /: \/(’y + e557>Tg6 ("y + SSV)dt

oil g. est la métrique induite par la perturbation de 7 (¢) d’un certain ¢ dans la direction

(5—;(25), noté 7. (t). Et alors g. = g + 0, + o(€) ot d, est défini & l'aide de la dérivation

directionnelle par

— —
0y =< Vg, 0, >= lir% g . J

Alors, on remplacant dans 3.9.4 en se souvenant que $2 = 47 g% et factorisant par $% sous

la racine on obtient que :

to . .
1) = [\ 1+ ST + 48+ ) + 0
t1
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3.9. Principe de moindre action pour une variété Riemannienne : équation géodésique

A présent, on effectue un développement limité de la forme 1+ 2 =1+ %x + 0(x)

et on obtient :

e (21 ... . . .. )
J(2) =J(7)+ 3 / g(’yTg(% + 07" g + 4" 8g% + 0(e))dt
t1

De plus, puisque la métrique g est symétrique on a VTQSW + 57Tg'j/ = 27T957, d’o,
en remplacant dans 3.9.4 :
— 21 :
SI(F (1) =< VJ, 5, >= /t 5 (29798, + 4793 )dt (3.9.5)
On veut évaluer ceci pour une norme de la vitesse de parcours $ constante. Or on peut
toujours re-paramétrer le temps de fagon & avoir $ = cste et en particulier on prendra ici
s =1. Alors 3.9.5 devient :

@)= [

t1

1 .T . d .T
(27 Sgy — dt(’y 9)57) dt (3.9.6)

3.9.2 Prise en compte du systéme de coordonnées

En exprimant 3.9.6 dans le systéme de coordonnées tel que 7 (t) = (w1 (t)...z;(t)...xn (1))

il va étre possible de transcrire ce que signifie la condition §.J = 0.
Pour ce faire il sera procédé par étapes et pour simplifier les écriture la notation de
sommation d’Einstein sera employée. Tout d’abord, 7 (t) étant une courbe vectorielle &

n composantes, une fois écrite dans le systéme de coordonnées, on a :
%
0, = 0xy, (3.9.7)

ﬁ
Ensuite, d’apres la définition de la dérivée directionnelle 6, =< V,, 0, >, ce qui d’aprés

3.9.7 peut s’écrire 6, =< 2L §z;, > d’ou,puisque ¢ est symétrique,on a :
g 8a:k
dg
0y = —0x 3.9.8
97 Omy, " ( )

Alors, on remplacant dan 3.9.6 et sachant que 'on veut §.J(7 (t)) = 0, on obtient :

271 .0
/ AT 40wy — (579 + 47 g)wda ) dt =0 (3.9.9)
t 2 c%k
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3.9. Principe de moindre action pour une variété Riemannienne : équation géodésique

ce qui en notant g;; les éléments de la métrique g peut réécrire :
to ag
/ ( :c@:cja 9wy — (ZmGmr + Ti(9)ix )> dxpdt =0
t1

Or (¢)ir) = (%@)ik = %gx““x] de plus, part de symétrie de g, on a T, gmk = TkGkm-

Autrement dit, on notant 39;’: = gpgr> 1a courbe 7 (t) recherchée est celle qui vérifier :

to 1
/ (ﬁﬁ'ﬁiijgij,k — TrGkm — fz‘%kﬂj) dwpdt =0 Vo
t1

Et ainsi le systéeme différentiel vérifié par les géodésiques est donné par :

1. . . ) )
51’1‘1']‘92‘]‘7]9 — Tk Gkm — TiGik ;2 =0 k=1.n (3.9.10)

3.9.3 Récriture a ’aide des Symboles de Christoffel

Le systeme 3.9.10 peut étre récrite, pour le rendre plus lisible, a 'aide des Symboles de

Christoffel définis par :

Définition 3.9.2 Symboles de Christoffel
Soient g les élément de la matrice inverse g—' de la métrique g d’une variété. Ces
éléments ont alors les mémes propriétés de symétrie que g et de plus on a g g;, = 0F ou

0 est le symbole de Kronecker. On définit alors les symboles de Christoffel comme étant :
1
Fi'cj - §9km (Gim,j + Gjmi — Gijom) (3.9.11)

w et alors le derniére élément de

Or, la métrique étant symétrique on a g;; =
3.9.10 peut se réécrire avec un changement d’indice comme

.. .
5 (&ignji + Tk jgni ;)

TiQik,jTj = 5

En remplacant dans 3.9.10, et en multipliant tout par —1 cela donne :
. L. .
LTkGkm + §$z‘$j(gki,j + ki — 9ijk) =0 kE=1.n

Il ne reste plus alors qu’a multiplier I’équation précédente par ¢g™* et a échanger dans
la deuxiéme partie de 1’équation les indices m et k (ce qui ne change rien g~! étant

symétrique), et on pourra alors écrire :

xk—i—xz:cjf =0 k=1 n
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3.9. Principe de moindre action pour une variété Riemannienne : équation géodésique

Ceci est I’écriture, a ’aide des symboles Christoffel, du systéme différentiel vérifié par les
géodésiques d’une variété Riemannienne. Si on peut le résoudre

alors on obtient analytiquement les équations des courbes géodésiques de la variété.

3.9.4 Changement de variables pour intégrer le systéme dif-

férentiel dans I’exemple de la sphére

Il s’agit ici d’expliquer comment a été trouvé le changement de variable présenté en 1.5.3

pour obtenir 1.3.18. On procédera par changements de variable successifs. Tout d’abord

posons u = cot § = % c’est & dire 6 = arccot u et alors on a

df = d(arccot u) = — du

14 u?

ainsi :

C 1
[ =— / X du
: . 2 5 14 u?
sin(arccot(u))y/ [sin(arccot(u))]” — C
Et en faisant appel a des formules trigonométriques, on peut se rappeler que sin(arccot(x)) =

1
1+22

. alors en remplacant dans I’équation précédente et en mettant tout sous la racine

au dénominateur on obtient :

C
I__/1—02—02u2du

En posant maintenant ¢> = 1 — C? > 0 puisque | C' |< 1, cela donne (en mettant ¢ en

facteur au dénominateur) :

C
[=- / T e
g\/1— 3=
puis par un deuxiéme changement de variable : X = €% c’est a dire u = % qui est tel
q

que du = £dX on a alors :

C q
[=— | ——— x 24X
/q\/l—X2 C

= arccos(X)+ _FE

cste

Le changement de variable globale effectué a donc été :

X = Lco’cé’.

i
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Conclusion générale

En géométrie, une géodésique désigne la généralisation d’une ligne droite sur une sur-
face. En particulier, le chemin le plus court, ou I'un des plus courts chemins s’il en
existe plusieurs, entre deux points d’un espace pourvu d’une métrique est une géodésique.
Lorsque 'on change cette notion de distance, les géodésiques de I’espace peuvent prendre
une allure trés différente. Les exemples les plus familiers de géodésiques sont les lignes
droites en géométrie euclidienne. Sur une spheére, les géodésiques sont les grands cercles.
Le chemin le plus court entre un point A et un point B sur une sphére est donné la plus
petite portion du grand cercle passant par A et B. Si A et B sont aux antipodes (comme
le pole Nord et le pole Sud), il existe une infinité de plus en plus courts chemins.

Le théoreme d’Euler-Lagrange est utilisable pour la détermination de ces géodésiques,
qui donne une condition nécessaire pour que ’extrémale soit solution du probléme varia-
tionnel. Aussi mieux que sa, le théoréme de Hilbert donne une condition nécessaire et
suffisante pour que ’extrémale soit solution du probléme variationnel.

Le sujet de I'isopérimétrie a une longue et riche histoire, a la fois pour son impact sur
I'imagination populaire et plus généralement sur celle de la société et aussi Poas 1’élan
qu’il a donné a I'étude de sujets mathématiques variés. L’isopérimétrie est initialement
I’étude des propriétés des formes géométriques du plan qui partagent le méme périmeétre.
En particulier, le probléme le plus classique consiste & déterminer la forme géométrique
plane qui maximise son aire avec un périmeétre fixé, qui est le disque. La premiére maniére
avancée est le fruit du travail de Steiner (1796-1863). Il montre que si une solution
existe, elle est nécessairement unique et c’est le disque. Pour cela, il développe un outil,

maintenant appelé symétrisation de Steiner et encore utilisé pour établir des théoremes
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d’isopérimétrie. Son idée majeure consiste & 1’aide d’une droite en deux parties d’aires
égales, il est possible de construire une nouvelle surface optimale a I’aide de la duplication

d’une des deux parties.
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