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Présenté par:
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1.6 Difficulté de la diagonalisation exacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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pour ce mémoire de fin de cycle, de son aide et de sa disponibilité tout au long de cette période.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le présent travail rentre dans le cadre d’une étude théorique et une simulation numérique
des systèmes fortement corrélés pour la recherche de grandeurs qui caractérisent ces systèmes
de fermions (d’électrons en particulier).
On s’interessera aux systèmes d’électrons fortement corrélés où les interactions coulombiennes
entre électrons sont importantes, lesquelles sont déterminantes des propriétés électriques et
magnétiques, comme la supraconductivité à haute température critique.
Un des modèles simplifiés représentant le mieux ces interractions entre fermions sur un réseau
est le modèle de Hubbard. Ce modèle fait depuis des années l’objet d’études de plus en plus
sophistiquées. La raison principale en est qu’il n’existe pas malgrès sa simple formulation, de
méthode générale pour le résoudre. Il n’existe que de rares cas où ce modèle présente une solu-
tion exacte qu’on peut obtenir de façon analytique, c’est pourquoi les simulations numériques
sont devenues des outils indispensables pour sonder les propriétés de ce modèle. Les simulations
sont également importantes dans bien d’autres disciplines de la physique du solide moderne.
Ainsi nous nous proposons, comme point de départ de cette étude quantitative, d’explorer le
hamiltonien de Hubbard pour un système d’électrons évoluant sur un réseau à deux dimensions.
A cet effet, nous nous interesserons particulièrement à la méthode du déterminant de Monte
Carlo. Dans un premier temps nous parlerons de quelques études antérieures effectuées sur les
systèmes corrélés en présentant les résultats obtenus.

Dans un second temps, nous allons présenter une étude théorique basée sur le modèle de Hub-
bard applicable en ce qui nous concerne aux réseaux carrés. Ensuite la méthode de Monte Carlo
Quantique précitée sera exploitée comme procédure de calcul pour déterminer des grandeurs
physiques accessibles à l’expérience. Puis nous finaliserons ce travail par une conclusion générale
sur les principaux résultats obtenus et les perspectives pouvant être envisagées dans ce domaine.



CHAPITRE 1

ETUDE THÉORIQUE

1.1 Rappel sur la théorie des bandes d’énergie

Pour des solides cristallins, la présence d’un environnement immédiat aux atomes du milieu
(effet des proches voisins) à travers les nombreuses interactions (interactions électron-électron,
noyau-noyau, électron-noyau) va générer une redistribution des états quantiques supérieurs
(dégénérés à l’état atomique) de chacun des atomes du milieu sous l’effet d’une perte c’est à
dire d’une levée de dégénerescence. Ainsi, la présence d’un grand nombre de voisins dans les
solides est responsable de l’éclatement des niveaux d’énergie électroniques supérieurs jusqu’à la
formation de bandes d’énergie constituant ainsi la structure de bandes. la théorie des bandes est
donc une modélisation des valeurs d’énergie que peuvent prendre les électrons à l’intérieur du
solide. De façon générale, ces électrons n’ont la possibilité de prendre que des valeurs d’énergie
comprises dans certains intervalles (bande de valence et bande de conduction), lesquels sont
séparés par des bandes d’énergie interdites.
Selon la façon dont ces bandes sont réparties, il est possible d’expliquer au moins schématiquement

Figure 1.1 – Schématisation des bandes d’énergie.

les différences de comportement électrique entre un isolant, un semi-conducteur et un conduc-
teur.
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Sachant qu’il y a 2N états par bande pour un solide de N électrons, la théorie des bandes prédit
pour un solide ayant un nombre de valence pair :

– Un caractère isolant, quand la bande de valence est entièrement remplie et la bande de
conduction est vide avec un large gap entre les deux bandes.

– Un caractère semi-conducteur, lorsque la largeur de la bande interdite (gap) est faible (∼
1eV).

– Un caractère métallique, dans le cas où la bande de conduction est partiellement remplie.
Et pour un nombre de valence impair, elle prédit nécessairement un métal puisque au moins
une bande ne serait pas remplie.

1.2 Limites de la théorie des bandes et notion d’isolants

de Mott

1.2.1 Limites de la théorie des bandes

Pour certains composés la théorie des bandes, aussi sophistiquée soit-elle, s’est avérée inca-
pable d’expliquer certaines propriétés. Dès les années 40, elle montre ses limites : elle prédit un
comportement métallique pour certains oxydes de métaux de transition, alors que l’expérience
nous montre que ce sont en fait des isolants, on les appelle isolants de Mott.
La question qui nous vient à l’esprit est de savoir quelle est l’origine de ce comportement con-
traire aux règles posées par la théorie des bandes.
Pour répondre à cette question, essayons de construire, pour simplifier, un cristal imaginaire
dont on pourrait changer le paramètre a de la maille et où chaque maille comporte un atome
qui peut avoir deux électrons au maximum.
Pour le cas d’un électron par site, la théorie des bandes prévoit un comportement métallique
et les états propres sont des fonctions de Bloch délocalisées dans tout le cristal.
Le cas deux électrons par site donnerait naissance à une bande pleine, donc à un isolant quelque
soit a.
L’augmentation excéssive du paramètre du réseau a, aura pour effet la localisation des fonctions
d’onde du système impliquant la diminution du recouvrement des orbitales (qu’on appelle t),
que se passera t-il alors ? métal ou isolant ?
La réponse est qu’il faut bouger un électron d’un site à un autre, ce qui se traduit inévitablement
pas un appariement d’électrons sur un même site. Or comme les orbitales de chaque site sont
très localisées, cet appariement s’accompagne d’un coût en énergie important (qu’on appellera
U) qui provient des répulsions électrostatiques. Donc à moins de fournir cette énergie U , le
système est gelé dans la configuration à un électron par site. On a donc bien une phase isolante,
et le gap de cet isolant est de l’ordre de U .
Remarque :

Si jamais une énergie U est fournie aux électrons du cristal, les électrons peuvent se déplacer
dans le cristal et la conductivité du cristal est dictée par le recouvrement t entre les orbitales
plus proches voisines.

Exemple de systèmes physiques (CuO et les oxydes métalliques)

En pratique, il n’est évidemment pas possible de modifier à tel point le paramètre de maille
d’un solide, même en faisant varier la pression. Très souvent, les systèmes physiques se trouve
dans l’une ou l’autre des phases isolante ou métallique et une quelconque transition de phase
ne peut pas être mise en évidence.
Mais si on prend comme exemple un cristal d’oxyde de cuivre, les ions de cuivre ont des
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orbitales d partiellement remplies et sont séparés par des ions d’oxygène : on observe une al-
ternance Cu − O − Cu − O − Cu . . . dans toutes les directions du cristal. L’éloignement des
atomes métalliques dont il était question plus haut est ici réalisés indirectement par les atomes
d’oxygène. Cet éloignement est suffisant pour obtenir des orbitales d très localisées et donner
naissance à la phase isolante de Mott. C’est d’ailleurs pour cette raison que de nombreux oxydes
de métaux sont connus pour être isolants.
Donc dans ces matériaux, quand l’énergie cinétique des électrons n’est pas assez grande en
comparaison avec l’énergie potentielle de Coulomb, pour deux électrons sur un même site, ces
électrons ne peuvent plus se déplacer et ont tendance à se localiser. Que se passe-t-il quanti-
tativement ? Peut-on tracer un diagramme de phase à partir de vrais paramètres physiques ?
Pour cela il nous faut un modèle mathématique qui rende compte de cette compétition.
Plusieurs modèles représentatifs des systèmes de fermions fortement corrélés ont été élaborés,
notament le modèle de Hubbard, t-j ou Heisenberg. Ces modèles, sensés capturer la physique de
basse énergie d’un grand nombre de composés, présentent des diagrammes de phase extrêmement
riches dès que l’on varie un de leurs paramètres (dimensionalité, importance des interactions,
etc). Ces modèles font depuis des années l’objet d’études de plus en plus sophystiquées. Dans
notre cas on se limitera au modèle de Hubbard, qui est de loin le plus général. Mais avant on
donne une brève définition des systèmes corrélés.

1.3 Electrons fortement corrélés

Les cours d’introduction à la physique de l’état solide couvrent quelques modéles convention-
nels les mieux connus, tels que le gaz d’électrons libres et le modèle d’électrons presques libres
où (décrit dans le cadre de la théorie des bandes) on néglige les interactions entre électrons. Or
la forme et la taille des orbitales des atomes influent grandement sur l’importance des interac-
tions.
Par exemple, contrairement aux orbitales s qui sont délocalisées, les orbitales de types d et
f sont très localisées exhibant ainsi de très fortes corrélations, si deux électrons s’y trouve en
même temps. Donc l’idée de négliger ces interactions ne peut plus être le point de départ d’une
description correcte d’un solide formé d’atomes ayant ce genre d’orbitales. C’est ainsi qu’on
parle de systèmes d’électrons fortement corrélés. Ces matériaux quantiques peuvent exhiber
tous les états électriques de la matière : métal, isolant, supraconducteurs etc, l’étude de cette
riche physique sous-jacente trébuche malheureusement sur la complexité de cette dernière. En
effet, toutes les approches de type digrammes de Feynman ne sont plus valides car le calcul
perturbatif diverge.
Parmi les systèmes corrélés les plus populaires nous citons :

– Les supraconducteurs à haute température critique (dont les méchanismes échappent en-
core à la compréhension des théoriciens) ou les manganites à magnétorésistance colossale
qui sont des matériaux aux capacités technologiques extremement prometteuses.

– Les conducteurs organiques.
– Isolants de Mott.

1.4 Le modèle de Hubbard

En 1963, un modèle théorique est proposé par John Hubbard [21], qui cherche à expliquer
les transitions de Mott (transitions métal-isolant émergeant de la compétition entre l’énergie
cinétique et l’énergie potentielle des électrons). Si l’on choisit un hamiltonien cinétique qui
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décrit bien la bande dans laquelle devrait se produire la physique qui nous interesse 1 et qu’on
lui adjoint une interaction de contact (partie potentielle), on arrive au modèle de Hubbard.

Le modèle de Hubbard est un modèle extrêmement simple pour décrire les interactions de
fermions et les propriétes magnétiques (magnétisme itinérant). Les électrons interagissent entre
eux seulement lorsqu’ils sont placés sur le même site. Dans ce cas, ils possèdent donc des spins
opposés. Autrement, les électrons peuvent sauter d’un site à l’autre grâce au recouvrement des
orbitales.
Par ailleurs, le modèle de Hubbard permet la description des transitions de phases entre métal
et isolant. Effectivement, la compétition entre le mouvement des électrons et leur répulsion
détermine le caractère électrique du matériaux en question.
En seconde quantification, l’hamiltonien de Hubbard d’un système d’électrons évoluant dans
un réseau de sites, s’écrit de la forme suivante :

Ĥ = K̂ + V̂ ,

où

K̂ et V̂ représente, respectivement, l’énergie cinétique et l’énergie d’interaction coulombienne
intra-site, définis par :

K̂ = −t
∑

<i,j>,σ

(ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ),

et

V̂ = U
∑
i,σ

n̂i↑n̂i↓,

où :
• i, j étant des indices reliés à l’éspace c’est-à-dire les sites du réseau, la notation < i, j >

signifie une paire de sites proches-voisins dans le réseau, indiquant que les électrons sautent
seulement vers les sites du voisinage immédiat.
• les opérateurs ĉ†iσ et ĉiσ sont respectivement, les opérateurs de création et d’anihilation

(voir annexe A.1) pour les électrons localisés sur leur ieme site, avec la composante z
du spin up (σ =↑) ou du spin down (σ =↓). Ces opérateurs obé̈ıssent aux relations
d’anticommutation :

{ĉiσ, ĉ†jσ′} = δσ′σδi,j,

{ĉ†iσ, ĉ
†
jσ′} = 0,

{ĉiσ, ĉjσ′} = 0.

Les états possibles d’occupation par site sont l’état vide |0〉, les états d’occupations simples
| ↑〉 et | ↓〉, ainsi que l’état de la double occupation | ↑↓〉 (spins opposés à cause du pricipe
d’exclusion de Pauli).
• t est le paramètre de saut (ou integrale de saut) pour l’énergie cinétique des électrons. 2

.
• U représente l’interaction coulombienne entre électrons occupant un même site.

1. Généralement on utilise une bande de conduction obtenue dans l’approximation des liaisons fortes, i.e où
la conduction n’est assurée que par un léger recouvrement des orbitales atomiques en jeu.

2. Dans l’approximation des liaisons fortes [1, 2], t est déterminé par le chevauchement (recouvrement) des
fonctions d’onde atomiques entre sites voisins
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Remarque :

1. Une contribution de sauts aux seconds voisins << i, j >> peut être incluse avec le terme
additionnel suivant [3] :

K̂ ′ = −t′
∑

<<i,j>>,σ

(ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ), (1.1)

2. Le terme Un̂i↑n̂i↓ représente l’énergie à fournir pour mettre deux électrons sur un site i
et décrit la répulsion locale entre ces derniers. Ce terme est dit répulsif lorsque U > 0 et
attractif dans le cas contraire.

Lorsqu’on travaille avec un système en contact avec un resrvoir de chaleur et de par-
ticules (ensemble grand-canonique), en plus des deux termes (K̂ et V̂ ), vient s’ajouter
un terme supplémentaire Ĥµ qui fait intervenir le potentiel chimique µ qui contrôle le
remplissage du système (en d’autres termes qui contrôle la densité des électrons), avec :

Ĥµ = −µ
∑
i

(n̂i↑ + n̂i↓), (1.2)

et le hamiltonien total sera donc donné sous la forme :

Ĥ = −t
∑

<i,j>,σ

(ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ) + U
∑
i,σ

n̂i↑n̂i↓ − µ
∑
i

(n̂i↑ + n̂i↓), (1.3)

3. Le hamiltonien de Hubbard s’écrit dans une manière équivalente (utile pour faire ap-
parâıtre la symetrie particule-trou) :

Ĥ = −t
∑

<i,j>,σ

(ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ)− µ
∑
i,σ

n̂iσ + U
∑
i

(n̂i↑ −
1

2
)(n̂i↓ −

1

2
) (1.4)

Le terme d’interaction de l’éq.1.3 diffère de l’éq.1.4 dans le fait que l’état demi-rempli
(half-filling) du modèle (un électron par site, 〈ni〉 = 1) correspond à µ = 0, alors que
pour la forme 1.4, ce même état correspond à µ = U

2
.

1.4.1 Cas particuliers

Le modèle de Hubbard est sujet à des simplifications importantes dans plusieurs limites in-
teressantes. La plus simple est la limite sans interactions. Si U = 0, le modèle décrit un liquide
de Fermi, qui un métal dont l’énergie est εk =

∑
α−2t cos kαa. Si au contraire t = 0, on se

trouve dans la limite atomique du modèle de Hubbard. Dans la limite atomique, les électrons ne
peuvent pas se deplacer dans le cristal, et on a affaire à une collection d’atomes indépendants
pouvant être vides, simplement occupés ou doublement occupés. Le système est isolant.
Si le système est au plus à moitié-rempli, et que U >> t > 0, on peut approximer le modèle
de Hubbard par le modèle-T̂ , dans lequel toute double occupation est proscrite. En général, on
raffine le modèle-T̂ en autorisant une double occupation dans un état intermédiaire (processus
virtuel). On obtient alors le modèle t − J [14], dans lequel intervient un couplage antiferro-
magnétique (interaction d’échange) J = 4t2

U
> 0 entre opérateurs de spin sur deux sites voisins.

A demi-remplissage, le modèle t−J est équivalent au modèle de Heisenberg décrivant des spins
couplés de manière antiferromagnétique dont le hamiltonien s’écrit : H = −J

∑
i,j ŜiŜj, où Ŝ

est l’opérateur de spin.
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1.5 Tentatives de résolution

1.5.1 Solution exacte : les cas d = 1 et d =∞
Deux approches différentes ont permis de solutionner exactement le modèle de Hubbard,

chacune dans un cas particulier. A une dimension, Lieb et Wu ont obtenu à partir de l’ansatz
de Bethe différentes quantités physiques dans l’état fondamental, telles l’énergie, la fonction
d’onde et le potentiel chimique [4].
Bien que cette solution soit donnée sous la forme d’équation auto-cohérente, elle peut nous
fournir plusieurs résultats interessants, tels l’absence de transition de phase métal-isolant à U
fini pour une chaine infinie.
Cependant, cette approche ne permet pas le calcul de fonctions de corrélation, ce qui limite
beaucoup son intérêt. De plus, elle se limite strictement au cas unidimensionnel.
Dans l’autre cas limite, où la dimension de l’espace est infinie, la théorie du champ moyen
dynamique (DMFT) devient exacte. Cette approche établie une correspondance entre le réseau
infini et un problème auto-cohérent d’une seule impureté couplée à un bain (modèle d’Anderson
[23]) [5]. Bien que cette approche élimine les corrélations spatiales en raison de la restriction à
un seul site, elle conserve les corrélations dynamiques locales.
Dans le cas où la dimension est infinie, cette méthode devient des plus pertinentes puisque
les quantités physiques ne dépendent plus du vecteur d’onde. En effet, dans cette situation, le
nombre de coordinations devient infini, chaque site ayant une infinité de voisins.
Cette méthode a permi entre autres de trouver la valeur critique de U où survient la transition
métal-isolant.

1.5.2 Dimension finie

En dimension finie d ≥ 2, on ne sait pas résoudre exactement le modèle de Hubbard.
En revenche, de nombreuses méthodes approximatives ont été développées, entre autres les
méthodes numériques.
Les méthodes numériques se rangent éssentiellement en deux catégories :

– Dans les méthodes de diagonalisation exacte [6, 7, 8, 9], on utilise un ordinateur pour
calculer exactement (au sens numérique) les valeurs et vecteurs propres du hamiltonien
pour des systèmes finis.

– Les simulations Monte Carlo dans lesquelles on calcule les diverses quantités par échantillonage
aléatoire, permettant de traiter des systèmes un peu plus grands, au prix d’une erreur
statistique sur les résultats.

1.6 Difficulté de la diagonalisation exacte

L’étude du modèle de Hubbard peut s’avérer une tache très complexe lorsqu’on veut obtenir
la moyenne thermodynamique de différentes observables.
La présence simultanée des termes cinétique et potentiel, qui ont des effets opposés sur le com-
portement des électrons (en mécanique quantique, on parle d’opérateurs qui ne commutent
pas), rend impossible dans la plupart des cas la détérmination de solutions exactes pour les
diverses quantités physiques qui nous interessent.

La structure de la matrice hamiltonnienne serait simple si le hamiltonien ne contenait qu’un seul
terme : celui de l’énergie cinétique, diagonalisable par transformée de Fourrier (dans l’espace
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réciproque), ou celui de l’énergie potentielle, diagonisable dans l’espace des positions (pertur-
bation autour des solutions exactes).
Lorsque les deux termes sont comparables, il n’est pas possible de faire un calcul perturbatif.
Chaque site possède n états possibles, la dimension de H est de 4n, la matrice hamiltonienne
est éparse, les diagonalisations exactes [4] doivent utiliser les symetries au maximum pour sim-
plifier le problème, et il est difficile d’aller au delà de réseaux 4 × 4 à cause de la croissance
exponentielle du problème avec la taille du système.
Par contre, la méthode de Monte Carlo ne nécessite pas la mémorisation de tout l’espace des
états et, de plus, le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires à la solution n’augmente que
de façon polynomiale avec la taille du réseau et l’inverse de la température.

1.7 Méthodes de Monte Carlo

Un nombre très grand de méthodes différentes entrent dans cette catégorie. L’amélioration
et l’exactitude des résultats de Monte Carlo (MC) est non seulement possible en principe mais
également dans la pratique.

Dans le sens plus large, la simulation de MC signifie n’importe qu’elle simulation qui utilise
les nombres aléatoires dans l’algorithme de simulation. Les méthodes de MC se prêtent bien à
la modélisation de processus tel la diffusion (par exemple) dans la mesure où elle possède un
caractère purement stochastique.

1.7.1 Le Monte Carlo Classique (algorithme de Metropolis)

Considérons par exemple le modèle d’ising de N spins à une dimension et soit x une con-
figuration quelconque : x = (↑↑↓↑ . . .). Le nombre de telles configurations est 2N . A partir
d’une configuration initiale x0, nous pouvons construire une trajectoire x0 −→ x1 −→ x2 . . .
dans l’espace de phase en renversant chaque fois un spin choisi au hasard. Après suffisamment
d’étapes, toutes les configurations possibles auront été visitées et notre trajectoire aura donc
parcouru la totalité de l’espace de phase. Nous pouvons donc en principe obtenir la moyenne
des observables en calculant leur valeur dans chaque configuration et en la pondérant par le
facteur de Boltzman e−βH(x) approprié. Dans la pratique, il n’est pas possible de parcourir
toutes les configurations lorsque N est grand, mais seulement un petit nombre d’entre elles.
Comme presque toutes les configurations sont peu probables du point de vue thermodynamique,
il est important de pouvoir sélectionner en priorité lors de notre promenade aléatoire les xn les
plus probables (avec les énergies les plus basses) qui donnent la contribution dominante à la
moyenne. La démarche ci-dessus ne permet pas de le faire, puisque tous les xn ont la même
chance d’être sélectionnés. Il faut donc introduire une contrainte qui guide la trajectoire vers
les ”zones probables” (c’est ce qu’on appelle the importance sampling).

A l’équilibre thermodynamique, la probabilité que le système soit dans l’état x est peq(x) =
e−βE(x)/

∑
x e
−βE(x). Soit W (x −→ x′) la probabilité de transition de l’état x à l’état x′ et

W (x′ −→ x) la probabilité de transition inverse. L’équilibre ne peut être réalisé que si le nom-
bre de transitions de x à x′, peq(x)W (x −→ x′), est égale au nombre de transitions de x′ à x,
peq(x

′)W (x′ −→ x). En d’autre termes

W (x −→ x′)

W (x′ −→ x)
= e−β[E(x′)−E(x)] = e−βδE (1.5)
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Cette loi caractérise l’équilibre thermodynamique. Lors de la marche aléatoire dans l’espace
de phase, nous voulons que la trajectoire parcourue ressemble à cette dynamique de l’équilibre
et donc que les taux de transition w(x −→ x′) et w(x′ −→ x) résultant d’un choix aléatoire
vérifient la loi (1.5). Cette condition est garantie si nous imposons la contrainte suivante : la
configuration xn+1 construite à partir de xn est retenue avec une probabilité

p =


γe−βδE, δE > 0

γ, δE < 0
(1.6)

avec δE = E(xn+1)−E(xn) et 0 < γ 6 1. C’est l’algorithme de Metropolis réf [22]. Explicitement
si δE > 0 (l’énergie de xn+1 est plus grande que celle de xn), on tire un nombre aléatoire a
entre 0 et 1 ; si a < e−βδE, la configuration xn+1 est retenue, autrement elle est abondonnée et
un nouvel xn+1 est généré. Si δE < 0, xn+1 est retenue si a < γ et rejetée si a > γ.
Comme γ > γe−βδE, nous voyons que les configurations de basses énergies seront plus facilement
retenues. Pour se convaincre que l’algorithme de Metropolis vérifie la loi (1.6), il suffit de
constater que les probabilités w(x −→ x′) et w(x′ −→ x) sont respectivement γe−βδE et γ si
δE = [E(xn+1)− E(xn)] > 0 et respectivement γ et γe−βδE si δE < 0.
Il est possible de démonter que lorsque la règle (1.6) est satisfaite, la marche aléatoire permet
d’obtenir la valeur moyenne des observables selon

< A >= lim
N−→∞

1

N

N∑
n=1

A(xn) (1.7)

avec A(xn) la valeur de l’oservable dans l’état xn. Cette relation s’appuie sur le principe d’ergod-
icité, selon lequel la moyenne thermodynamique sur un ensemble statistique d’une observable
est égale à sa moyenne temporelle : 〈A〉 = limT−→∞

1
T

∫ T
0
A(xt)dt.

Evidemment, la séquence des xn retenus par l’algorithme ne correspond pas à l’évolution réelle
xt du système, seulement lorsque N et T sont très grand les moyennes temporelle et statistique
sont équivalentes.

1.7.2 Le Monte Carlo Quantique (QMC)

L’approche non-perturbative la plus efficace pour résoudre le modèle de Hubbard est, sans
doute, le QMC. Celui-ci à comme point de départ l’action formulée à partir d’une intégrale de
chemin dans le temps imaginaire. Cette intégrale est ensuite décomposée en termes plus simples
afin d’obtenir une formulation à partir d’électrons indépendants couplés à un champ auxiliaire
de bosons.
Plusieurs algorithmes très différents permettent de traiter soit les modèles bosoniques, soit
fermioniques sur réseaux. Ce sont des méthodes exactes ou quasi-exactes au sens où les erreurs
sur les résultats sont dûes à la statistique et éventuellement à des erreurs systématiques. Il est
également possible de calculer les observables, les fonctions de corrélations (voire la dynamique
même en temps imaginaire),etc.

Dans une simulation de Monte Carlo, il y a généralement deux étapes : la première où en
partant d’une configuration initiale, on réalise une dynamique afin d’amener le système près de
l’équilibre ; la seconde étape, où le calcul des moyennes est réalisé. La durée de la première étape
n’est pas facilement prévisible. Une première technique a constitué pendant longtemps à suivre
l’énergie instantanée du système et à considérer que l’équilibre est atteint lorsque l’énergie se
stabilse autour d’une valeur quasi-stationnaire. Une méthode plus précise consiste à estimer le
temps de relaxation de fonction de corrélation et de choisir un temps assez nettement supérieur



1.7 Méthodes de Monte Carlo 12

à ce temps pour commencer la deuxième période.
Il existe plusieurs méthodes de Monte Carlo Quantique. Sans entrer dans les détail on cite entre
autres :

– Le Monte Carlo avec les integrales de chemins (PIMC).
– Le Monte Carlo Quantique du déterminant (DQMC).



CHAPITRE 2

PROCÉDURE DE CALCUL

2.1 Méthode du déterminant DQMC

L’algorithme du déterminant, dont le nom vient du fait qu’on utilise des déterminants
comme poids statistique de Boltzmann pour générer une chaine de Markov, est utilisé dans le
but de calculer la moyenne thermodynamique de diverses quantités physiques d’intêret. Pour
une observable représentée par l’opérateur quantique Ô, cette moyenne thermodynamique se
calcule, dans l’ensemble statistique grand canonique, en utilisant la formule bien connue :

< Ô >=
1

Z
Tr(Ôe−βĤ) =

Tr(Ôe−βĤ)

Tre−βĤ
, (2.1)

où Ĥ représente l’opérateur hamiltonien (celui de Hubbard dans notre cas). Cette trace n’est
pas évaluée directement dans le cadre du QMC. En effet, nous montrons dans cette section
comment, en pratique, elle est transformée de façon à ce qu’elle devienne une trace sur des
variables classiques (commutatives) par l’introduction d’un champs auxiliaire, puis calculée
efficacement et avec une certaine précision à l’aide de la méthode stochastique de Monte Carlo.

2.1.1 Décomposition de Trotter-Suzuki

La première approximation que nous effectuerons concerne l’opérateur Ĥ qui peut être
décomposé en une partie cinétique K̂ et une partie interaction V̂ pour lesquels nous avons
[K̂, V̂ ] 6= 0 et donc eK̂+V̂ 6= eK̂eV̂ . Néanmoins, comme eK̂ et eV̂ sont facilement diagonalisables,
il convient, de façon pratique, de les séparer à l’aide d’une décomposition de Trotter-Suzuki [10].

e−β(K̂+V̂ ) =
Nτ∏
l=1

e−∆τ(Kl+Vl) '
Nτ∏
l=1

e−∆τKle−∆τVl +O(∆τ 2)Nτ , (2.2)

où ∆τ = β
Nτ

. L’entier Nτ est appelé le nombre de tranches de temps immaginaire, du fait de

l’analogie qui existe entre l’opérateur statistique e−βĤ et l’opérateur d’évolution eiĤt (rotation
de Wick).

A noter que pour l’instant l’indice l assigné sur les opérateurs ne spécifie que l’ordre (arbi-
traire) du produit de ceux-ci.
L’approximation est dite de premier ordre parcequ’elle est exacte jusqu’à l’ordre ∆τ . En effet,
le terme résiduel O(∆τ 2) [11, 2] provient évidement du commutateur [K̂, V̂ ] non-nul, et est la
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seule erreur systématique de l’algorithme QMC. Le facteur Nτ devant O(∆τ 2) vient du nombre
de fois que le commutateur [K̂, V̂ ] est negligé. Comme Nτ = β

∆τ
, l’erreur totale est d’ordre

∆τ . En pratique, on contourne cette erreur en extrapolant les valeurs des observables pour
∆τ −→ 0, étant donnée que la décomposition est exacte losque Nτ −→∞.

2.1.2 Transformation de Hubbard-Stratonovich

Une simplification supplémentaire de la trace peut être opérée en rendant la partie d’interac-
tion V̂ quadratique en opérateurs de fermions par une transformation de Hubbard-Stratonovich
discrète HS (pour des références originales voir [2]). Cette transformation, qui transpose le
problème des électrons en interaction (terme quartique) en un problème sans interaction mais
avec un champ auxiliaire, peut être vue comme une application de la formule :

e
A2

2 =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
x2−Axdx, (2.3)

permettant de calculer, à gauche, l’exponentielle d’un terme quadratique (e
A2

2 ) par une intégrale
complète sur une variable intermédiaire x (le champ auxiliaire) de termes exponentiels e−Ax

linéaire en A [12]

Transformation : De façon plus spécifique, la transformation, dans le cas de l’algorithme du
QMC, consiste a introduire un champ classique auxiliaire (le champ HS) de variables discrètes
réelles xi,l = ±1 à chaque tranche de temps l = 1, ..., Nτ et pour chacun des sites du réseau
spatial i = 1, ..., N . On remplace ainsi le réseau spatial de N sites par un réseau espace-temps
de NNτ sites qui reproduit la dynamique fermionique après avoir integré tous les degrés de
liberté du champ auxiliaire.
En définissant pour chaque tranche de temps l et chaque site i

Vi,l = Uni↑ni↓ − µ(ni↑ + ni↓), (2.4)

nous pouvons écrire

e∆τVl = e−∆τ
∑N
i=1 Vi,l =

N∏
i=1

e−∆τVi,l , (2.5)

puisque les opérateurs de nombre commutent. Nous obtenons alors, pour chaque site i, l du
réseau espace-temps, un terme de la forme

e−∆τVi,l = e−∆τ [U(ni↑− 1
2

)(ni↓− 1
2

)−(µ−U
2

)(ni↑+ni↓)−U4 ], (2.6)

sur lequel nous appliquons la transformation HS discrète[13]

e∆τU(ni↑− 1
2

)(ni↓− 1
2

) =

{
e−∆τ U

4
1
2

∑
xi,l
eλxi,l(ni↑−ni↓), U > 0

e−∆τ U
4

1
2

∑
xi,l
eλxi,l(ni↑+ni↓−1), U < 0

(2.7)

avec ;

xi,l = ±1, le paramètre λ est fixé par cosh(λ) = e∆τ
|U|
2 . Par cette transformation, on voit

que l’interaction coulombienne à deux corps est remplacée par une interaction à un corps
quadratique en opérateurs de fermions.

Uni,↑ni,↓ −→
{
λxi,l(ni↑ − ni↓), U > 0
λxi,l(ni↑ + ni↓ − 1), U < 0

(2.8)

qui a pour effet de coupler le champ HS avec la composante nette du spin (ni↑ − ni↓) ou la
charge nette (ni↑ + ni↓) selon le signe de l’interaction.



2.1 Méthode du déterminant DQMC 15

2.1.3 Calcul de la trace

En tenant compte des transformations précedentes, nous pouvons ainsi réecrire la fonction
de partition sous la forme :

Z = Tr

Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

e−∆τ [Uni↑ni↓−µ(ni↑+ni↓)] (2.9)

= Tr

Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

e−∆τ [U(ni↑− 1
2

)(ni↓− 1
2

)−(µ−U
2

)(ni↑+ni↓)−U4 ], (2.10)

qui devient, par la transformation de Hubbard Stratonovich pour U < 0 (le cas U > 0 est
similaire)

Z = Tr

Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

e−∆τ U
4

∑
xi,l

eλxi,l(ni↑+ni↓−1)e∆τ(µ−U
2

)(ni↑+ni↓)e∆τ U
4 (2.11)

Maintenant, en utilisant l’identité suivante :

Nτ∏
l

N∏
i

∑
xi,l=±1

exi,l =
Nτ∏
l

(ex
+
1,l + ex

−
1,l)(ex

+
2,l + ex

−
2,l) . . . (ex

+
N,l + ex

−
N,l)

=
∑
{xi,l}

Nτ∏
l

N∏
i

exi,l , (2.12)

nous pouvons réorganiser la somme sur la variable xi,l en une somme sur toutes les configurations
{xi,l} du réseau espace temps :

Z =
∑
{xi,l}

Tr
Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

eλxi,l(ni↑+ni↓−1)e∆τ(µ−U
2

)(ni↑+ni↓)

=
∑
{xi,l}

Tr
Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

e−λxi,le(ni↑+ni↓)[λxi,l+∆τ(µ−U
2

)], (2.13)

qui devient, en séparant les composantes du spin,

Z =
∑
{xi,l}

Tr

Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

e−λxi,l
∏
σ=↑↓

eni,σV
σ
i,l . (2.14)

où

V σ
i,l = λxi,l + ∆τ(µ− U

2
).

Comme la trace est faite sur les variables fermioniques, le terme contenant la variable HS peut
être mis en évidence, ce qui nous laisse

Z =
∑
{xi,l}

S
∏
σ=↑↓

Tr

Nτ∏
l

e−∆τKl

N∏
i

eni,σV
σ
i,l , (2.15)

ayant défini

S =
Nτ∏
l

N∏
i

e−λxi,l = exp

(
−λ

Nτ∑
l

N∑
i

xi,l

)
. (2.16)
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Finalement, en développant les opérateurs Kl et ni,σ en opérateurs de seconde quantification
[2] , nous obtenons :

Z =
∑
{xi,l}

S
∏
σ=↑↓

Tr

[
Nτ∏
l

Dσ
l ({xi,l})

]
, (2.17)

où

Dσ
l ({xi,l}) ≡ e−∆τc

†
i,σKijcj,σe

c
†
i,σ(V σl )

ij
cj,σ (2.18)

et Kij = −t pour i, j premiers voisins. Dans le présent contexte, l’opérateur Dσ
l ({xi,l}) constitue

un opérateur d’évolution de la tranche de temps imaginaire l − 1 à la tranche l, séparée de la
première par un intervalle de temps ∆τ. L’opérateur d’évolution en temps imaginaire de la
tranche l2 à l1 est défini par :

Uσ(l1, l2) = Dσ
l1
. . . Dσ

l2+1 (2.19)

avec cette définition, nous pouvons écrire,

Z =
∑
{xi,l}

S
∏
σ=↑↓

Tr [Uσ(Nτ , 0)] . (2.20)

Comme dernière simplification, on peut démonter suivant [2, p139] , que la trace sur les variables
fermioniques se ramène à un déterminant, de sorte que la fonction de partition devienne

Z =
∑
{xi,l}

S
∏
σ=↑↓

det
[
1 +Bσ

NτB
σ
Nτ−1 . . . B

σ
1

]
(2.21)

où
Bσ
l = e−∆τKeV

σ
l , (2.22)

Kij = −t, si i, j sont premiers voisins, et

(V σ
l )ij =


δij
[
σλxi,l + ∆τ(µ− U

2
)
]
, U > 0

δij
[
λxi,l + ∆τ(µ− U

2
)
]
, U < 0

(2.23)

A noter que la somme intervenant dans l’éq.(2.21) est effectuée sur toutes les configurations
possibles du champ HS, et que I représente la matrice identité de dimension N × N . Remar-
quons aussi à ce point que l’évolution de la trace sur les variables fermioniques a eu pour effet
de remplacer l’opérateur K̂ par une matrice N ×N symétrique, que nous noterons par K, alors
que V σ

l représente la matrice d’interaction qui est diagonale.

Interprétation :
On aboutit à un problème équivalent à celui d’électrons sans interaction se deplaçant dans un
champ magnétique pointant dans la direction z et dont la valeur pour chaque site i, l du réseau
espace-temps est déterminée par le xi,l correspondant. En effectuant, ensuite, une moyenne sur
toutes les valeurs de xi,l possibles.

Valeurs moyennes

Nous montrons ici que le poids statistique π ({xi,l}), aussi appelée poids thermodynamique
ou poids de Boltzmann, associé à une configuration xi,l particulière est donnée pour U > 0 par

π ({xi,l}) =
∏
σ=↑↓

det[1 +Bσ
NτB

σ
Nτ−1 . . . B

σ
1 ] (2.24)
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En effet, à l’aide de la fonction de partition écrite sous la forme (2.21), la valeur moyenne, au
sens thermodynamique, d’une observable Ô se réduit à

〈Ô〉 =

∑
{xi,l} TrÔ

∏
σ=↑↓ U

σ(Nτ , 0)∑
{xi,l} Tr

∏
σ=↑↓ U

σ(Nτ , 0)
=

∑
{xi,l}〈Ô〉

0
{x}π ({xi,l})∑

{xi,l} π ({xi,l})
(2.25)

où 〈Ô〉0{x} dénote la valeur moyenne, au sens quantique, de l’opérateur Ô pour une configuration

donnée du champ HS (champ sans interaction d’où l’indice 0) :

〈Ô〉 =
TrÔ

∏
σ=↑↓ U

σ(Nτ , 0)

Tr
∏

σ=↑↓ U
σ(Nτ , 0)

(2.26)

La démarche que nous avons à faire maintenant consiste à évaluer des valeurs moyennes de la
forme (2.25) ou, tout simplement, une somme telle que

A =
∑
x

a(x)φ(x), (2.27)

sur un ensemble de valeurs x correspondant aux configurations {xi,l} (a(x) correspond à l’ob-
servable à calculer et φ(x) = π ({xi,l})). La difficulté majeure que l’on rencontre en tentant
d’évaluer cette somme est la taille gigantesque du domaine de définition de la variable x. Dans
le cas qui nous occupe, chaque variable du réseau espace-temps peut prendre les valeurs ±1, ce
qui fait qu’il existe au total 2NNτ configurations possibles du champ HS pour lesquelles a(x) et
φ(x) doivent être évaluées si l’on désire calculer A exactement. Évidemment, un tel problème,
de complexité exponentielle en N et Nτ dans le pire des cas, est hors de portée numériquement
tout comme l’est d’ailleurs le problème original du calcul de la trace sur les états quantiques.
Pour sortir de cette impasse, nous optons pour un calcul approximatif de A en nous restreignant
à un sous-ensemble représentatif de l’ensemble complet des configurations du champ. En pra-
tique, on utilise l’algorithme de Metropolis qui consiste à calculer la somme (2.27) en parcourant
le domaine de X à la manière d’une marche aléatoire en générant récursivement des échantillons
x pour décider au fur et à mesure du processus de génération, lesquels sont acceptés ou rejetés
selon leur importance statistique. Les règles régissant la génération et la sélection ont été de-
veloppées dans la section 8 du chapitre précédent.

Remarque :
Avant de procéder à la description de notre algorithme, nous allons établir une notation qui
sera utilisée pour les calculs numériques.
Il faut noter que la fonction de partition peut être mise sous la forme (U > 0)

Z =
∑
{xi,l}

∏
σ=↑↓

det
[
(Gσ)−1

]
(2.28)

où Gσ est une matrice Nτ ×Nτ composée de sous matrices Bσ
l de taille N ×N :

Gσ =



1 0 0 · · · 0 −Bσ
Nτ

−Bσ
1 1 0 · · · 0 0

0 −Bσ
2 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · −B−1

Nτ
1



−1
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Cette matrice constitue une fonction de Green (voir Annexe A.2), qui comme nous l’avons
vu plus haut (opérateur U , éq (2.19)), joue le rôle de propagateur dans l’espace-temps. Cette
fonction, à elle seule, sert au calcul de toute observable exprimée au moyen des opérateurs de
fermions (théorème de Wick). G s’écrit pour la première tranche de temps l = 1 [17] comme :

Gσ(l1 = 1, l2 = 1) =
[
1 +Bσ

NτB
σ
Nτ−1 . . . B

σ
1

]−1
(2.29)

Gσ(l1, l2) étant une matrice N ×N , le fait que l1 = l2 désigne que G est une fonction de Green
à temps égal (pour connâıtre l’origine de son expression voir réf [2, 17]).

2.2 Etapes du code du DQMC

Notre problème actuel se résume à celui d’un problème de Monte Carlo classique (échantillonage
des variables de Hubbard Stratonovich x), où nous devons considérer deux questions essen-
tielles :

1. Comment allons nous passer d’une configuration x vers une nouvelle x′ ?
Une simple stratégie est d’inverser la valeur du champ au site (i, l)

xi,l = −xi,l

et laisser le reste des composantes inchangées.

2. Comment s’assurer qu’une configuration acceptée suive la distribution voulu ?
l’algorithme de Metropolis est la réponse à cette question.

Au niveau de l’algorithme (basé sur la réf [18]), on commence par l’hamiltonien de Hubbard :

H = K + V,

K = −
∑

<i,j>,σ

tij(c
†
iσcjσ + c†jσciσ)− µ

∑
i,σ

niσ,

V = U
∑
i

(ni↑ −
1

2
)(ni↓ −

1

2
). (2.30)

– Première étape : On divise l’inverse de la température en Nτ interval de temps imagi-
naire, β = Nτ∆τ . En pratique, chaque interval ∆τ doit satisfaire la condition : tU(∆τ)2 <
1/10.

– Deuxième étape : On passe au calcul de la matrice de l’énergie cinétique qui contient
tout les termes du hamiltonien qui sont quadratiques en opérateurs de fermions. Cette
matrice reste constante tout au long de la simulation.

K̂ =
∑
σ

(
c†1σ c†2σ · · ·

)k11 k12 · · ·
k21 k22 · · ·
...

...
. . .


c1σ

c2σ
...


k est une matrice de dimension N ×N dont les élements sont ∆τkij.

– Troisième étape : Pour la matrice énergie d’interaction, on commence par la génération
d’une configuration aléatoire du champ HS (à l’aide d’un générateur de nombre pseudo-
aléatoire), xi,l tel que le premier indice va de 1 à N et le second de 1 à Nτ . on définie
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ainsi de cette manière Nτ matrices diagonnales de dimension N ×N , où chacune d’elles
s’écrit comme :

v↑(l) = λ


s(1, l) 0 0 0 · · ·

0 s(2, l) 0 0 · · ·
0 0 s(3, l) 0 · · ·
0 0 0 s(4, l) · · ·
...

...
...

...
. . .


où le paramètre λ se calcule à partir de eU∆τ/2 = coshλ. v↑ et v↓ diffèrent d’un signe
(v↑ = −v↓).

– Quatrième étape : Elle concerne l’initialisation de la fonction de Green grâce à l’ex-
pression suivante :

Gσ = Gσ(l, l) =
[
I + ekevσ(1)ekevσ(2)ekevσ(3) . . . ekevσ(Nτ )

]−1
(2.31)

où I est la matrice identité de dimension N ×N .

– Cinqiuème étape : A ce stade de l’algorithme on se propose de faire un basculement
(xi,l −→ −xi,l) du champ de HS au site i de la tranche de temps l = Nτ en calculant le
rapport des poids de Boltzmann :

d =
π{x′i,l}
π({xi,l})

=
det[1 +B↑Nτ . . . B

↑
1 ] ˙det[1 +B↑Nτ . . . B

↑
1 ]

det[1 +B↓Nτ . . . B
↓
1 ] ˙det[1 +B↓Nτ . . . B

↓
1 ]

via les quantités suivantes :

d↑ = 1 + (1− [G↑]ii)(e
−2λx(i,l) − 1)

d↓ = 1 + (1− [G↓]ii)(e
+2λx(i,l) − 1)

d = d↑d↓ (2.32)

on génére ensuite un nombre aléatoire uniforme r telque 0 < r < 1 :

1. si r < d, on applique la mise à jour du champ de HS au site i de la tranche l via
x(i, l) = −x(i, l).

2. dans le cas contraire, on passe au test basculement (flip) du site suivant de la même
tranche de temps.

Si la mise à jour de x(i, l) a été effectuée, la fonction de Green qui dépend de x, doit être
recalculée non pas avec l’éq.(2.31) qui prend un temps proportionnel à N3, mais il a été
démontré qu’on peut réduire le temps de calcul à N2 en calculant les quantités suivantes
[20] :

cj↑ = −(e−2λx(i,l) − 1)[G↑]ij + δji(e
−2λx(i,l) − 1)

cj↓ = −(e+2λx(i,l) − 1)[G↓]ij + δji(e
+2λx(i,l) − 1)

bk↑ = [G↑]ki/(1 + ci↑)

bk↓ = [G↓]ki/(1 + ci↓) (2.33)

où δij est le symbol de Kronecker, i le site concerné par la mise à jour et j, k indices libres
allant de 1 à N , ainsi la nouvelle fonction de Green est donnée par :

[Gσ]jk = [Gσ]jk − bjσckσ (2.34)
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Après le calcul de la nouvelle Gσ, on passe au site suivant de la même tranche de temps
l = Nτ et on réeffectue à nouveau le basculement, on répete ainsi la même procédure de
(2.32) −→ (2.34) jusqu’à ce qu’on parcours tout les sites du réseau pour la tranche de
temps l = Nτ .
Suite à la mise à jour de tout les sites i de la tranche Nτ , on calcule Gσ par :

Gσ = [ekevσ(l)]Gσ[ekevσ(l)]−1 (2.35)

Et on passe ensuite à la tranche de temps imaginaire l = Nτ − 1 pour répeter les mêmes
étapes ((2.32) −→ (2.35)) jusqu’à ce que toutes les tranches de temps seront mises à jour.

– Sixième étape : mesures physiques
Le but de cette étape est comment extraire la physique à partir de le simulation ? les
observables physiques qui nous interssent peuvent être obtenues de la fonction de Green
à une particule telle que :

[Gσ]ij = 〈ciσc†jσ〉 (2.36)

=
(
[I +Bσ

NτB
σ
Nτ−1 . . . B

σ
1 ]−1

)
ij

(2.37)

La densité d’électrons de spin σ au site i est alors donnée par :

ρiσ = 〈niσ〉 = 1− 〈c†iσciσ〉 = 1− 〈ciσc†iσ〉 = 1− [Gσ]ii, (2.38)

où la troisième identité vient de l’utilisation de la relation d’anticommutation en inter-
changeant l’ordre des opérateurs de création et d’annihilation.
La double occupation au site i est donnée par :

〈ni↑ni↓〉 = (1− [G↑]ii)(1− [G↓) (2.39)

Le moment local au site i :

〈(ni↑ − ni↓)2〉 = 〈ni↑ + ni↓〉 − 2〈ni↑ni↓〉 (2.40)

La corrélation entre les moments des sites i et j, pour i 6= j :

S+i = c†i↑ci ↓
S−j = c†j↓ci ↑

〈S+iS−j〉 = −[G↑]ji[G↓]ij (2.41)

Une partie du code DQMC a été présenté dans l’annexe A.6.



CHAPITRE 3

RÉSULTATS DES CALCULS ET DISCUSSION

Dans ce chapitre, nous allons présenter et discuter quelques résultats obtenus de la simu-
lation tels que le moment local, la corrélation et la chaleur spécifique et nous les comparerons
avec ceux de la réf [16]. Précisons que notre simulation s’est basée sur les conditions suivantes :
Réseau 6× 6 à demi-rempli, t = 1, Nτ = 100, T = 0.5 à 100.

Figure 3.1 – La corrélation électronique entre proche voisins en fonction de la température
pour une valeur de l’interaction U = 2.
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Figure 3.2 – La corrélation électronique entre proche voisins en fonction de la température
pour une valeur de l’interaction U = 2 obtenue par Paiva et al [16].

On remarque que la corrélation 〈SiSi+1〉 spin-spin entre proches voisins décrôıt en valeur ab-
solue avec la température. La courbe démarre d’une valeur ∼ 0.154 (valeur absolue) et diminue
très rapidement pour s’annuler à hautes températures. La même allure est trouvée dans la fig-
ure 3.2 tirée des résultats de Paiva et al [16].

Interprétation :
A basse température l’énergie (∼ kBT ) communiqué aux électrons est très faible devant

leur interaction coulombienne U (les électrons auront tendance à se localiser sur leurs sites
respectifs), ce qui rend compte de l’existance de corrélations électroniques. D’autre part, le signe
négatif de cette corrélation nous renseigne sur la présence de fluctuations antiferromagnétiques
entre proches voisins. Lorsqu’on s’éloigne de la région des faibles températures, l’effet de la
répulsion coulombienne commence à s’affaiblir et de ce fait la diminution des corrélations jusqu’à
atteindre les hautes températures (kBT ≥ U) où les électrons ne ressentent plus l’effet de cette
interaction et par conséquent l’absence de toutes corrélations.
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Figure 3.3 – Le moment local 〈m2
z〉 en fonction de la température pour différentes valeurs de

l’interaction U .

Figure 3.4 – Le moment local 〈m2
z〉 en fonction de la température pour différentes valeurs de

l’interaction U obtenue par Paiva et al [16].
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On constate que le moment local 〈mz〉2 décroit en fonction de la température, et cela pour
toutes les valeurs de l’interaction U . Il commence à partir d’une valeur maximale, toujours
inférieure à 1 ( 0.99 pour U = 12), à basse température. Puis diminue au fur et à mesure
jusqu’à atteindre une valeur seuil 0.5 à haute température (∼ 100) commune à tous les U . Ces
résultats concordent avec la figure 3.4 sauf dans la région des températures < 0.5 où l’allure n’a
pas pu être reproduite par notre algorithme de simulation à cause des instabilités numériques
liées au calcul de la fonction de Green (voir annexe A.3) qui subsistent à basse température.

interprétation :
Pour de basses températures, la présence des fortes corrélations (absence de double occu-

pation 〈n↑n↓〉 −→ 0), expliquées dans le paragraphe précédent, accentue le degré de locali-
sation des spins et par conséquent l’existence d’un moment sur site (〈m2

z〉 ≤ 1). Au fur et
à mesure que la température augmente, les corrélations diminuent (la température affaiblit
l’effet des corrélations) et les spins sont de moins en moins localisés, ce qui explique bien
la décroissance du moment local. Quand on atteint des températures T ∼ U et au delà,
les spins seront complètement découplés à cause de la suppression des corrélations c’est à
dire que les doubles occupations deviennent alors permises par un processus de saut réel des
électrons vers les sites voisins : 〈n↑n↓〉 = 〈n↑〉〈n↓〉 = 1

4
, à demi-rempli, et le moment local

〈m2
z〉 = 〈(n↑ − n↓)2〉 = 〈n↑ + n↓ − 2n↑n↓〉 = 0.5, qui est une valeur incorrélée.

Figure 3.5 – La chaleur spécifique en fonction de la température pour une valeur de l’interac-
tion U = 10.

On constate l’existence d’un pic dans l’allure de la courbe de la chaleur spécifique (figure
3.5). On effet celle-ci présente un maximum autour de 1.66 puis diminue jusqu’à ce qu’elle s’an-
nule pour des températures supérieures à 12.5. Pour les mêmes raisons citées précédemment, la
courbe de la chaleur spécifique n’a pas pu être reproduite à basse température.

interprétation : A très basse température, l’énergie du système est presque constante, ce qui fait
que la chaleur spécifique est exponentiellement faible. Lorsqu’on s’approche de la température
T ∼ J , apparaissent alors des excitations de spins c’est à dire que le spin de l’électron fluctue
et passe vers un état éxcité d’énergie de l’ordre de l’interaction d’échange J = 4t2/U . Ce qui
induit un pic dans la chaleur spécifique comme le montre la figure 3.6. Puis, en augmentant la
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Figure 3.6 – La chaleur spécifique en fonction de la température pour une valeur de l’interac-
tion U = 10 obtenue par Paiva et al [16].

temérature T ∼ U , apparâıt un autre genre d’excitations qui sont les excitations de charge. Ces
dernièress font passer l’électron vers un autre état éxcité d’énergie égale à U induisant ainsi un
second pic. Pour confirmer ces résultat, un calcul analytique est présenté dans l’annexe A.4.



CONCLUSION

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude des systèmes d’électrons fortement
corrélés. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur le modèle de Hubbard pour un réseau
bidimensionnel et appliqué la méthode de Monte Carlo Quantique pour le résoudre et obtenir
les grandeurs suivantes : la corrélation spin-spin, le moment local et la chaleur spécifique.
Nous avons constaté que le moment local décroit en fonction de la température à cause de la
suppression des corrélations à haute température (double occupation qui augmente), et aussi
la présence de deux pics dans la courbe de chaleur spécifique : un pic de spin à T ∼ 4t2

U
où le

modèle de Hubbard se ramène a celui de Heisenberg (spin-1
2

antiferromagnétique), et un pic
de charge pour des températures de l’ordre de U où le modèle de Hubbard se confond à la
limite atomique. Ces résultats concordent avec des études éffectuées antérieurement, hormis
l’instabilité rencontrée à basse température où l’allure des courbes n’a pas pu être représentée.
En effet, le calcul des fonction de Green font intervenir un nombre important d’opérations
matricielles qui sont fortement sensibles à la nature ”finie” de la représentation des nombres
réels sur ordinateur, cette sensibilité numérique a comme effet négatif d’amplifier les erreurs
d’arrondissement et limiter la qualité des résultats des simulations.
Par ailleurs, la méthode de Monte Carlo Quantique a l’avantage d’être exacte, et de présenter
un temps de calcul linéaire en nombre de sites et de tranche de temps comparativement à une
croissance exponentielle d’une diagonalisation exacte. L’inconvénient réside dans la restriction
de la taille des réseau qu’on parvient à examiner, en plus du fait que cette étude s’est faite à
demi remplissage pour U > 0. Car en dehors de ce cas survient des problèmes entre autre le
problème du signe (voir annexe A.5 ), qui limite les simulations aux hautes températures.
Pour terminer, ce travail peut s’élargir à l’études des propriétés dynamiques comme la densité
d’états ou la supraconductivité pour mieux cerner les aspects du modèle de Hubbard.



ANNEXE A

A.1 Opérateur création et annihilation (seconde quan-

tification)

Un système dans le nombre de particules N reste fixé, est décrit dans l’espace de Hilbert ξN
par le produit tensoriel des N états ξ à une particule. Losqu’on veut décrire un système dont
le nombre de particules est variable l’espace de Hilbert ne convient plus, il faut utiliser l’espace
de Fock. L’espace de Fock est la somme des ξN pour toutes les valeurs de N .
Afin de travailler dans l’espace de Fock, il est nécéssaire d’employer de nouveaux opérateurs
tels que l’opérateur de création c†i (resp. l’opérateur d’annihilation ci) qui ajoute (supprime)
une particule sur l’état i.
Soit A l’opérateur d’antisymétrisation de l’espace de Fock, pour un système de fermions. On a
dans ce cas :

| n1, n2, . . . >=
√
N !A | φ1 > ⊗ | φ2 > . . .

où ni = 0, 1 le nombre de fermions dans l’état | φi >.

| n1, n2, . . . >=
∏
i

(c†i )
ni | 0 >

c†ici | n1, n2, . . . , ni, . . . >= ni | n1, n2, . . . , ni, . . . >= δni,1 | n1, n2, . . . , ni, . . . >

L’opérateur c†ici est donc l’opérateur nombre de particules occupant l’état i. Les opérateurs c
obéissent aux relations d’anticommutation (pour les fermions) :

{ci, c†j} = δi,j, {c†i , c
†
j} = 0, {ci, cj} = 0

où {A,B} = AB +BA.

A.2 Théorie des fonctions de Green

Formellement, une fonction de Green est une moyenne quantique d’opérateurs de seconde
quantification de la forme 〈c(t)c†(t′)〉 (c(t) est dans la représentation de Heisenberg) où t′ et
t étant des instants arbitraires. En théorie quantique, ces temps sont réels et on interprète
〈ci(t)c†j(t′)〉 comme l’amplitude de probabilité qu’une particule créée par c†(t′) à un instant t′

sur le site j soit trouvée au site i à l’instant t ; la particule se propage de t′ à t et on parle
ainsi de propagateur. En physique statistique, comme seules des moyennes thermodynamiques
stationnaires, et donc indépendantes du temps, sont considérées, la notion de temps perd un
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peu de son sens. Cependant en vertu de l’analogie entre les opérateurs e−βH et eiHt, il est
tout de même possible de définir un temps imaginaire fictif en considérant le point de vue de
Heisenberg des opérateurs [2, 15].
Selon ce point de vue, nous pouvons définir les opérateurs

ci,σ(m) = em∆τ(H−µN)ci,σe
−m∆τ(H−µN)

c†i,σ(m) = em∆τ(H−µN)c†i,σe
−m∆τ(H−µN), (A.1)

à partir desquels est définie la fonction de Green en temps imaginaire

Gσ(m1,m2)ij = 〈Tlci,σ(m1)c†j,σ(m2)〉0{x} =

{
〈ci,σ(m1)c†j,σ(m2)〉0{x}, m1 > m2

−〈c†j,σ(m2)ci,σ(m1)〉0{x}, m2 > m1

(A.2)

Dans cette équation, Tl est l’opérateur d’ordre chronologique

TA(t1)B(t2) =

{
A(t1)B(t2), t1 > t2
B(t2)A(t1), t1 < t2

(A.3)

On définit aussi les fonctions de Green en temps imaginaire sous la forme suivante :

Gσ(τ)ij =

{
〈ci,σ(τ)c†j,σ〉0{x}, τ > 0

−〈c†j,σci,σ(τ)〉0{x}, τ < 0
(A.4)

avec τ = m1 −m2 ∈ [−β, β]. Cette forme est justifiée par certaines proprités des fonctions de
Green.
Remarque :
Nous avons introduit dans la définition précédente l’indice de temps m qui est différent de l
dans le fait que m = 0 est une valeur permise pour rendre compte de cas ci,σ(0) = ci,σ, alors
que l ∈ {1, . . . , Nτ}.
Par analogie avec l’interprétation des fonctions de Green en temps réel, on interprète l’éq.(A.2)
comme le propagateur d’un fermion se déplaçant sur les champs libre HS. Notons toutefois que
cette interprétation ne doit pas être prise trop littéralement pour la simple raison que le champ
HS n’est pas un champ physique ; il ne constitue qu’un champs fictif ayant pour but de trans-
former l’interation entre les fermions en une interaction avec un champ classique reproduidant
la dynamique quantique du problème par l’entremise d’une trace sur les configurations {xi,l}
du champ.

A.3 Instabilités numériques

Les matrices B, entrant dans l’expression des fonctions de Green, contiennent des valeurs
numériques distribuées sur plusieurs ordres de grandeur. En effet, en considérant le problème
sans interaction U = 0, on peut voir que les valeurs propres du produit des matrices

BNτ . . . B1 = e−∆τK . . . e∆τK ,

qui n’est rien d’autre que e−βK , vont de e−4tβ à e4tβ sachant que les énergies des électrons
couvrent l’intervalle [−4t, 4t]. Au niveau numérique, ces élements sont impossibles à conserver
totalement lors du calcul des fonctions de Green, certains élements extrêmes des matrices sont
nécessairement ”écrasés” par les opérations d’arrondissement. En plus, l’opération d’inversion
de ce produit amplifie fortement les erreurs présentes sur les valeurs et il en résulte une instabilité
des calculs qui s’accentue à basse température (β élevé).
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En présence d’interaction, la même conclusion est applicable, ce problème est lié au nombre de
conditionnement de G. Ce nombre mesure l’accroissement de l’erreur numérique associée à une
opération linéaire (produit, inversion . . .) effectuée sur les matrices B. Mathuis [12] a trouvé
que ce nombre de conditionnement est de l’ordre de 103, valeur à partir de laquelle on considère
une matrice mal conditionnée.
Pour contourner ce problème, on procède à une décomposition QR de B où Q est une matrice
orthogonale et R une matrice triangulaire supérieure, la justification de ce choix est que la
matrice Q possède un nombre de conditionnement égale à un, ce qui fait que des opérations
faisant intervenir Q sont plus stables que celles faisant intervenir B directement.
On normalise ensuite les colonnes de U telle que Q = UD, U étant aussi une matrice orthogonale
et D diagonale. Dans un premier temps nous calculons un produit relativement stable de k
matrices B.

1 +BNτ . . . B1 = 1 +BNτ . . . [Bl+k . . . B1]︸ ︷︷ ︸
U1D1R1

puis on réeffectue cette même opération pour un autre bloc de k

= 1 +BNτ . . . [Bl+2k . . . Bl+k+1U1D1]︸ ︷︷ ︸R1

U2D2R2

jusqu’à ce qu’on arrive à l’expression finale suivante :

= 1 + UNτ/kDNτ/kR

On calcul alors G grâce à (où les indices Nτ/k sont omis)

1 + UDV = U(U−1R−1 +D)R

1

1 +BNτ . . . B1

= R−1(U−1R−1 +D︸ ︷︷ ︸)−1U−1

U ′D′R′

Remarque :

– Du fait que U et D sont orthogonales (U−1 = UT ), elles s’inversent de façon plus stables.
– L’efficacité de la méthode réside dans le fait qu’on limite le plus possible les produits

instables, en les remplaçant par des produits stables au coût d’une décomposition UDV
pour chaque produit stable.

De plus, il est possible d’ordonner les normes des colonnes de Q de manière à isoler le plus
possible les ordres de grandeur intervenant dans les produits

∏
lBl.

Prenons comme exemple le produit UD pour des matrices 3× 3.x x x
x x x
x x x

x X

x

 =

x X x

x X x

x X x


On effectue un pivotage sur D de telle sorte à classer ses élements selon un ordre particulier
(qu’on gardera fixe tout au long du calcul), l’odre décroissant par exemplex X

x

 =

X x

x

P

P est une matrice de permutation.
Cette opération permet de préserver l’integrité du résultat et réduit l’effet des erreurs d’ar-
rondissement.
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A.4 Calcul de la capacité calorifique

Pour bien comprendre la présence des deux pics dans l’allure de la capacité calorifique citée
plus haut, on considère une particule dans l’état fondamental et qui peut avoir deux états éxités
ε1, ε2 tel que ε1 < ε2.

L’énergie moyenne d’un tel système est donné par :

〈E〉 =
1

Z

∑
i

εie
−βεi

où Z =
∑

i e
−βεi et β = 1/kBT.

Dans le cas du modèle de Hubbard, le premier état éxcité est de ∼ J et le second ∼ U ,
l’énergie sera donc donnée par :

〈E〉 =
Je−J/kBT + Ue−U/kBT

1 + e−J/kBT + e−U//kBT

la capacité calorifique :

C =
∂〈E〉
∂T

=
1

(kBT )2

J2e−J/kBT + U2e−U/kBT + (J − U)2e−(U+J)/kBT

1 + e−U/kBT + e−J/kBT

On peut tracer l’évolution de la capacité calorifique en fonction de la température :
Comme on le constate sur la figure A.1 l’allure de la capacité calorifique reproduit l’allure

générale de la capacité calorifique trouvée par les calculs QMC.
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Figure A.1 – Capacité calorifique pour un spin avec deux niveaux éxités

A.5 Problème du signe

Pour que la quantité (2.24) puisse servir de poids de Boltzmann dans le processus Monte
Carlo, il faut absolument qu’elle soit une fonction définie positive du champ {xi,l}. Malheureuse-
ment, pour certains paramètres de simulation, cela n’est pas toujours le cas. En fait, on peut
démontrer qu’à demi-rempli pour U > 0, le poids de Boltzmann est toujours positif [13] de
même que pour le cas U < 0 à tous les remplissages. En dehors de ces régions de paramètres,
on s’attend cependant à ce que π({xi,l}) puisse être négatif. Il faut inclure ce signe du poids
probabiliste directement en prenant la valeur absolue du produit des déterminants comme poids
d’échantillonnage et inclure le signe lors du calcul des observables. Le problème du signe dans
ce contexte est lorsque le signe de π({xi,l}) est trop souvent négatif. Sans entrer dans les détails
de cette limitation de l’algorithme (lièe à la l’antisymétrie de la fonction d’onde des fermions),
mentionnons que ce comportement a été détaillé dans [2,3].

A.6 Code DQMC

Une partie du programme en language C est présentée dans cette section.

1 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
2 #include” a l e a t o i r e . c”
3 #include” eee . c”
4
5
6 int
7 main ( int argc , const char ∗argv [ ] )
8 {
9 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ parametres a f i x e r au programme ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

10
11 FILE∗ f i c h i e r = NULL;
12 f i c h i e r = fopen ( ” r e s u l t a t s . txt ” , ” r+” ) ;
13
14
15
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16 double const u = 4 . , mhu = 0 . , t = 0 . ;
17 const int n = 6 , N = 6∗6 , L = 100 ;
18 int p , k , l , i , j , q , en t i e r , s i t e , t ranche ;
19 double r , d , b , d up , d down , lambda , d e l t a t h o = 0 . 0 0 0 9 ;
20
21
22 double G up inverse [ 6∗6∗6∗6 ] , G down inverse [ 6∗6∗6∗6 ] ,
23 produit up [ 6∗6∗6∗6 ] , produit down [ 6∗6∗6∗6 ] ,
24 G up [ 6∗6∗6∗6 ] , G down [6∗6∗6∗6 ] ,
25 A up [6∗6∗6∗6 ] = {0 .} , A down [6∗6∗6∗6 ] = {0 .} ,
26 B up [ 6 ∗ 6 ] , B down [ 6 ∗ 6 ] ,
27 i nve r s e up [ 6∗6∗6∗6 ] , inverse down [ 6∗6∗6∗6 ] ,
28 up [ 6∗6∗6∗6 ] , down [ 6∗6∗6∗6 ] ,
29 C up [ 6 ∗ 6 ] , C down [ 6 ∗ 6 ] ,
30 int v o i s i n [ 4 ] = { 0 } ;
31 double A[6∗6∗6∗6 ] = {0 .} , B[ 6∗6∗6∗6 ] = {0 .} ,
32 v up [ 6∗6∗1 0 0 ] , v down [6∗6∗100 ] ,
33 re seau [ 6 ∗ 6 ] = { 0 } , k i j [ 6∗6∗6∗6 ] , e x p o k i j [ 6 ∗ 6 ∗ 6 ∗ 6 ] ;
34 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
35 srand ( time (NULL) ) ;
36 srand48 ( time (NULL) ) ;
37
38 for ( i = 1 ; i <= n ; i++)
39 {
40 for ( j = 1 ; j <= n ; j++)
41 {
42 mat ( reseau , n , i , j ) = i + ( j − 1) + (n − 1) ∗ ( i − 1 ) ;
43
44 }
45 }
46
47
48 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
49 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ determinat ion des v o i s i n s de chaque s i t e ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
50
51
52 lambda = acosh ( exp (u∗ d e l t a t h o / 2 . ) ) ;
53 for ( i = 1 ; i <= n ; i++)
54 {
55 for ( j = 1 ; j <= n ; j++)
56 {
57 i f ( j == 1)
58 {
59
60 v o i s i n [ 1 ] = ( int ) mat ( reseau , n , i , n ) ;
61 }
62 else
63 {
64 v o i s i n [ 1 ] = ( int ) mat ( reseau , n , i , ( j − 1 ) ) ;
65 }
66
67 i f ( j == n)
68 {
69
70 v o i s i n [ 2 ] = ( int ) mat ( reseau , n , i , 1 ) ;
71 }
72 else
73 {
74 v o i s i n [ 2 ] = ( int ) mat ( reseau , n , i , ( j + 1 ) ) ;
75 }
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76 i f ( i == n)
77 {
78 v o i s i n [ 3 ] = ( int ) mat ( reseau , n , 1 , j ) ;
79 }
80 else
81 {
82 v o i s i n [ 3 ] = ( int ) mat ( reseau , n , ( i + 1) , j ) ;
83 }
84 i f ( i == 1)
85 {
86 v o i s i n [ 4 ] = ( int ) mat ( reseau , n , n , j ) ;
87 }
88 else
89 {
90 v o i s i n [ 4 ] = ( int ) mat ( reseau , n , ( i − 1) , j ) ;
91 }
92 mat ( k i j , N, ( int ) mat ( reseau , n , i , j ) , v o i s i n [ 1 ] ) = −1 ∗ d e l t a t h o ∗ t ;
93 mat ( k i j , N, ( int ) mat ( reseau , n , i , j ) , v o i s i n [ 2 ] ) = −1 ∗ d e l t a t h o ∗ t ;
94 mat ( k i j , N, ( int ) mat ( reseau , n , i , j ) , v o i s i n [ 3 ] ) = −1 ∗ d e l t a t h o ∗ t ;
95 mat ( k i j , N, ( int ) mat ( reseau , n , i , j ) , v o i s i n [ 4 ] ) = −1 ∗ d e l t a t h o ∗ t ;
96
97 }
98 }
99

100
101 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
102 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ remp l i s sage des e lements de k i j ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
103
104
105 for ( i = 1 ; i <= N; i++)
106 {
107 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
108 {
109 i f ( i == j )
110 {
111 mat ( k i j , N, i , j ) = −1 ∗ mhu ∗ d e l t a t h o ;
112 }
113 else
114 {
115 mat ( k i j , N, i , j ) = mat( k i j , N, i , j ) ;
116 }
117
118 }
119 }
120 m a t r i c e e x p o n e n t i e l ( k i j , e x p o k i j , N, 2000 ) ;
121
122 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ seconde pa r t i e : l a p a r t i e i n t e r a c t i o n ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
123 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ on passe a l a matrice de l ’ ene rg i e p o t e n t i e l l e v up ( l )∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
124
125
126
127 for ( q = 1 ; q <=100; q++)
128 {
129
130 for ( i = 1 ; i <= L ; i++)
131 {
132 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
133 {
134 mat ( v up , N, i , j ) = lambda ∗ a l e a t o i r e p l u s m o i n s 1 ( ) ;
135 mat ( v down , N, i , j ) = −1 ∗ mat( v up , N, i , j ) ;
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136
137 }
138 }
139
140 /∗∗∗∗∗∗∗ c a l c u l de l a f onc t i on de green ” i n i t i a l e ” ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
141
142 m a t r i c e i d e n t i t e ( G up inverse , N) ;
143 m a t r i c e i d e n t i t e ( G down inverse , N) ;
144 for ( l = 1 ; l <= L ; l++)
145 {
146 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
147 {
148 mat ( A up , N, j , j ) = exp ( mat ( v up , N, l , j ) ) ;
149 mat ( A down , N, j , j ) = exp ( mat ( v down , N, l , j ) ) ;
150 }
151 i f ( l ==1) {
152 produ i t mat r i c e mat r i c e ( e x p o k i j , A up , G up , N) ;
153 produ i t mat r i c e mat r i c e ( e x p o k i j , A down , G down , N) ;
154 }
155 else {
156 produ i t mat r i c e mat r i c e (G up , e x p o k i j , A, N) ;
157 produ i t mat r i c e mat r i c e (A, A up , G up , N) ;
158 produ i t mat r i c e mat r i c e (G down , e x p o k i j , B, N) ;
159 produ i t mat r i c e mat r i c e (B, A down , G down , N) ;
160 }
161 }
162 somme matrice matrice (G up , G up inverse , G up inverse , N) ;
163 somme matrice matrice (G down , G down inverse , G down inverse , N) ;
164 i n v e r s e m a t r i c e s i m p l e ( G up inverse , G up , N) ;
165 i n v e r s e m a t r i c e s i m p l e ( G down inverse , G down , N) ;
166
167 /∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗ basculement du champs HS e t t e s t ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
168 for ( tranche = 1 ; tranche <=L ; tranche++)
169 {
170 for ( s i t e = 1 ; s i t e <= N; s i t e ++)
171 {
172
173 r e tour :
174 d up = 1 + ((1−mat (G up , N, s i t e , s i t e ) ) ∗ ( ( exp ((−2) ∗ mat( v up , N, tranche , s i t e ) ) ) −1) ) ;
175 d down = 1 + ((1−mat (G down , N, s i t e , s i t e ) ) ∗ ( ( exp ((−2)∗ mat( v down , N, tranche , s i t e ) ) ) −1) ) ;
176 d = d up ∗ d down ;
177
178 r = a l e a t o i r e 2 ( ) ; /∗a l ’ a ide d ’un g[U+FFFD]nerateur de nombre a l e a t o i r e ∗/
179
180 i f (d > r ) { mat( v up , N, tranche , s i t e ) = −1 ∗ mat( v up , N, tranche , s i t e ) ;
181 mat( v down , N, tranche , s i t e ) = −1 ∗ mat( v down , N, tranche , s i t e ) ;
182 }
183 else i f ( s i t e !=N && d <= r ) { s i t e = s i t e + 1 ; goto r e tour ;}
184 else {break ; }
185
186
187
188 m a t r i c e i d e n t i t e ( G up inverse , N) ;
189 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
190 {
191 vec ( C up , j ) =
192 −1 ∗ ( ( exp (−2 ∗ mat( v up , N, tranche , s i t e ) ) ) − 1) ∗
193 mat(G up , N, s i t e , j ) + mat( G up inverse , N, j , s i t e ) ∗
194 ( ( exp (−2 ∗ mat( v up , N, tranche , s i t e ) ) ) − 1 ) ;
195 vec (C down , j ) =
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196 −1 ∗ ( ( exp ((−2) ∗ mat( v down , N, tranche , s i t e ) ) ) − 1) ∗
197 mat(G down , N, s i t e , j ) + mat( G up inverse , N, j , s i t e ) ∗
198 ( ( exp ((−2)∗ mat( v down , N, tranche , s i t e )))− 1 ) ;
199
200
201 /∗∗∗∗∗ mise a jour de l a f onc t i on de green pour l e s N s i t e s de chaque tranche de temps ∗∗∗∗∗∗∗/
202
203
204
205 i f ( j==s i t e ){
206 for ( k = 1 ; k <= N; k++)
207 {
208 vec ( B up , k ) = mat(G up , N, k , s i t e ) / (1 + vec ( C up , s i t e ) ) ;
209 vec (B down , k ) = mat(G down , N, k , s i t e ) / (1 + vec (C down , s i t e ) ) ;
210 }
211 }
212
213
214 }
215
216 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
217 {
218 for ( k = 1 ; k <= N; k++)
219 {
220 mat(G up , N, j , k ) = mat(G up , N, j , k ) − vec ( B up , j ) ∗ vec ( C up , k ) ;
221 mat(G down , N, j , k ) = mat(G down , N, j , k ) − vec (B down , j ) ∗ vec (C down , k ) ;
222 }
223 }
224
225
226 }
227
228 /∗∗∗∗ mise a jour de l a f onc t i on de green au Nieme s i t e de chaque tranche de temps ∗∗∗∗∗/
229
230 for ( j = 1 ; j <= N; j++)
231
232 {
233 mat(A up , N, j , j ) = exp (mat ( v up , N, tranche , j ) ) ;
234 mat(A down , N, j , j ) = exp (mat ( v down , N, tranche , j ) ) ;
235 }
236 produ i t mat r i c e mat r i c e ( e x p o k i j , A up , produit up , N) ;
237 produ i t mat r i c e mat r i c e ( e x p o k i j , A down , produit down , N) ;
238
239 i n v e r s e m a t r i c e s i m p l e ( produit up , inver se up , N) ;
240 i n v e r s e m a t r i c e s i m p l e ( produit down , inverse down , N) ;
241
242 produ i t mat r i c e mat r i c e ( produit up , G up , up , N) ;
243 produ i t mat r i c e mat r i c e ( produit down , G down , down , N) ;
244
245 produ i t mat r i c e mat r i c e (up , inver se up , G up , N) ;
246 produ i t mat r i c e mat r i c e (down , inverse down , G down , N) ;
247
248
249 }
250 }
251
252 f c l o s e ( f i c h i e r ) ;

Remarque :
En langage C, les générateurs de nombres pseudo-aléatoires sont des fonctions déclarées dans
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stdlib.h.
rand() est une fonction qui retourne un entier aléatoire à chaque appel, ce nombre est compris
dans l’intervalle [0, RAND MAX], et la fonction srand() quant à elle, permet d’initialiser le
générateur avec une graine différente.
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J. Lopez, G. Slater, A.-M. Tremblay (éditeurs), Simulations numériques en physique, vol.2,
529-582, (1993).

[3] A. Veilleux, Monte Carlo quantique pour le modèle de Hubbard avec sauts vers seconds
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[12] H.-G. Matuttis, Ph.D. Thesis, Départment of Physics, University of Regensburg, (1995).

[13] J. Hirsch, Phys. Rev. B 31, 4403-4419, (1985).

[14] V. J. Emery, S. A. Kivelson, et H. Q. Lin Phys. Rev. Lett. 64, 475, (1990).

[15] A.L. Fetter, J.D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems, (McGraw Hill.
1971).

[16] T. Paiva, R.T. Scalettar, C. Huscroft, et A.K. McMahan. Phys. Rev. B 63, 125116, (2001).

[17] C. Brillon, Le crossover dimensionnel dans la chaleur spécifique du modèle de Hubbard
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