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Introduction

Soient ¢ et y deux applications définies sur un espace de Banach de dimension infinie X
agissant dans son dual X*. Nous considérons le probléme aux valeurs propres associé au couple
(¢, w); 1l s’agit de trouver un élément u € X que ’on nomme fonction propre, et un réel A

appelé valeur propre, tels que

(1) ¢(u) =Ay(u)

Pour ce faire, nous allons nous intéresser a la théorie de Ljusternick et Schnirelmann afin d’éta-
blir I’existence d’une infinité de couples de solutions distinctes.

Au début des années 1930 Ljusternick et Schnirelmann ont développé une théorie des points
critiques pour des fonctionnelles différentiables sur des variétés Riemanniennes de dimension
finie. L’un des principaux outils utilisé, afin d’établir I’existence de points critiques (qui ne sont
pas nécessairement des maximas), comme dans le cas de la théorie de Morse, est la déforma-
tion de la variété le long des lignes de gradient. Cela requiert la généralisation de la théorie de
Ljusternick—Schnirelmann (L—S en abrégé) aux variétés de dimension infinie. Cette généralisa-
tion se base sur une supposition fondamental de compacité, la condition de Palais—Smale. Dans
I’application de la généralisation de la théorie L—S, aux problemes de type (1), deux difficultés
surgissent. D’un coté, il est impératif d’imposer des restrictions aux opérateurs en question afin
de garantir la réalisation de la condition de Palais—Smale. D’ autre part, il est nécessaire d’impo-

ser des conditions de régularités a la norme de 1’espace de Banach X afin de pouvoir construire



un champ de pseudo-gradient qui nous permettra de définir un flot sur la variété en question.
D’autre part, nous nous intéresserons dans le dernier chapitre a résoudre le probleme en

question en passant par une autre technique de résolution, a savoir le théoreme du point fixe,

qui nous permettra, une fois le choix des ensembles et espaces de travail effectué, de conclure a

I’existence de solutions sous forme de point fixe d’une fonctionnelle a déterminer.



Chapitre 1

Outils de base

1.1 Résultats préliminaires

Dans toute la suite nous nous intéresserons au probleéme
(1.1) —Au+q(x)u=Ag(x)u+ f(x,u), xeR"

ou x est la variable de I’espace, A le Laplacien (I’opérateur de Laplace), A un paramétre réel, g
et g des fonctions mesurables. f : R” x R — R une fonction de Carathéodory.

Toute fonction mesurable 4 peut se décomposer en deux fonctions mesurables 7 =h™ —h™ avec
h* = max(=£h,0).

Pour R > 0 donné, nous désignons par Bg (resp. By) la boule, centrée a 1’origine, de rayon R
dans R” (resp. le complémentaire de Bg dans R").

Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 1.1.1 (Opérateur Elliptique). Soit Q C R". Soient n? fonctions a; i Q—R

Nous ferons les hypotheses suivantes sur les fonctions a;.

(a) Les fonctions a;;j sont bornées, i.e. il existe C > 0 tel que

laij(x)| <C, VxeQ, Vij



(b) Les fonctions a;j sont symétriques, i.e.
aij(x) =aji(x), Yxe€Q, Vi,j.
(c) (Ellipticité). 1l existe o > 0 et o tels que V& = (&1, ,&,) E R" ona
(1.2) 8> < Y aij(0)E&; < €], VxeQ.
ij

ol |E[ = (E2 4+ E2).

Nous allons travailler essentiellement avec le Laplacien, qui coincide avec la définition ci-

dessus en considérant le cas oul
aij(x):&j, VxeQ, Vij.

Définition 1.1.2. Si le probléme (1.1) admet une solution non triviale u € V (u 2 0) pour un
certain A, alors A est dit valeur propre, et u est appelée fonction propre du probléme (1.1). Le

couple (A, u) est appelé solution du probleme (1.1).

Définition 1.1.3. Soient A et B deux opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert H.
Nous appelons valeur propre principale, toute valeur propre réelle A associée a une fonction

propre qui ne change pas de signe dans R, i.e.
Au=ABu,u=u" ouu=u"

Définition 1.1.4. Soit A une application d’un espace vectoriel normé E dans son dual Ex, A est
dite coercive si
(A(x),x)

lim 0
Ixl|—e0 || 2 ||

1.2 Différentiabilité au sens de Gateaux et de Fréchet

Définition 1.2.1 (Différentiabilité au sens de Fréchet). Soit X et Y des espaces de Banach. Soit

U C X un ouvert, et soit f : U — Y. Considérons xo € U, on dit que [ est differentiable au



sens de Fréchet au point x, si il existe A € L(X,Y) tel que

| f(x) = f(x0) =A(x —x0) [ly= o([| x = x0 [[x)
Posons A = f(xq) que I’on appellera la différentielle de f au sens de Fréchet au point xy.

Remarque 1.2.1. Si f est différentiable au sens de Fréchet en tout point de U, et si x — f'(x),
comme application de U vers L(X,Y), est continue en xo, alors on dit que f est continiiment
différentiable en xo. Si f est continiiment différentiable en tout point de U, alors on dit que f

est continiiment différentiable en U, et I’on note f € €' (U,Y).

Définition 1.2.2 (Différentiabilité au sens de Gateaux). Soit xy € U. On dit que f est différen-

tiable au sens de Gateaux au point xo, si pour tout h € X, il existe d f (xo,h) €Y tel que
| £ o+ th) — £(x0) —td f(x0,h) |y = o(t) lorsque t =0
pour tout xo+th € U. On appelle d f (xo, h) la différentielle au sens de Gdteaux de f au point x.

Remarque 1.2.2 (Propriétés). Nous avons

%f(xo +th)|=0 = df(x0,h),

si f est différentiable au sens de Gdteaux au point Xxy.

Par définition nous avons les propriétés suivantes :

(i) Si f est différentiable au sens de Gdteaux au point xo, alors d f(xo,h) est déterminé de

maniere unique.
(ii) df(xo,th) =tdf(xo,h) pourtoutt € R.

(iii) Si f est différentiable au sens de Gateaux au point xg, alors pour tout h € X, pour tout y* €

Y*, la fonction @(t) = (y*, f(x0,th)) est différentiable ent = 0, et @'(t) = (y*,d f(xo,h)).



(iv) Supposons que [ :U — Y est différentiable en tout point de U, et supposons que le

segment {xo+th;t € [0,1]} C U, alors

[ f (0 +1) = f(x0) [y < sup I df(xo+1h,h) [y

0<t<

(v) Si f est différentiable au sens de Fréchet, alors f est différentiable au sens de Gdateaux.
L’inverse n’est pas vraie, mais 1’on a le résultat qui suit :

Théoreme 1.2.1. Supposons que f: U — Y est différentiable au sens de Gdteaux. Supposons

que pour tout x € U, il existe A € L(X,Y) satisfaisant
df(x,h) =A(x)h VheX.

Si Iapplication x — A(x) est continue au point xg, alors f est différentiable au sens de Fréchet

au point xo, avec f'(xo) = A(xp).

Démonstration. Supposons, sans nuire a la généralité, que le segment {xo +h;t € [0,1]} C U.

En vertu du théoréme de Hahn-Banach, Jy* € Y*, avec || y* ||= 1, tel que

| f(xo+h) — f(xo) —=A(xo)h |ly= (", f(xo+h) — f(x0) —A(x0)h).

Posons
@(t) = (", f(xo+1h)).

En vertu du théoreme de la moyenne, 3& € (0,1) tel que

[9(1) —9(0) = (", Alxo))| = 19'(§) — (¥, A(x0)h)]
= |0",df(xo+Gh,h) —A(xo)h))|
= [0 [A(xo+Gh) —Alxo)]h)]
= oIzl

ie., f'(xo) = A(XO) [



1.3 Théoremes de convergence

Proposition 1.3.1. Soient (f,,) une suite de LP et f € LP, tels que || f,,— f ||Lr—> 0. Alors il existe

une sous-suite extraite ( f,,) telle que

(a) fu;(x) = f(x) p.p. surQ

(D) |fn;(x)| <g(x) pour tout ietp.psurQ,avecgecLl.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L”. On extrait une sous suite (f5,) telle que

1 )
(1.3) | friy — S |2 < 5 pour tout i>1

En effet, il existe n; tel que
1
| fon = S ll2r < 5 pour mn>m

on prend ensuite ny > nj tel que

1
| fin = S ||LP§? pour m,n > np

On poursuit ainsi de proche en proche jusqu’a I’obtention de (1.3). Montrons que f,,, converge

dans L”. On a
1 .
(1.4) | ooy = i Nl < i pour tout i > 1.

Posons
n
ha(x) = Z |fl’li+1 (x) = fu; (x)|
i=1
on a alors

[ A [|< 1.

Du théoréme de convergence monotone, il vient que p.p. sur Q, /,(x) converge vers une limite

finie que I’on notera h(x) avec h € LP.



D’autre part, on apourm > n > 2

(%) = Fa ] < U fin(x) = Fn1 ()] 4+ g1 () = fu ()] < A(x) = P (x).

Il en résulte que p.p. sur Q, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite que 1’on notera

fx).
On a p.p. sur Q
(1.5) |f(x) = fulx)| < h(x) pour tout i, p.p. sur Q avec helr.

Il en résulte, en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, que f € L? et que
fn — f dans LP. Ce qui achéve la démonstration du point (a). Pour la démonstration du point(b),

il suffit de réitérer le raisonnement en posant g = f + h. O
Nous ferons également un usage répété de I’astuce d’unicité suivante,

Proposition 1.3.2. Soit X un espace de Banach et (x,), une suite définie sur X, possédant la
propriété qu’il existe x € X tel que de toute sous-suite (x,) de la suite (x,),, on peut extraire

une nouvelle sous-suite (x,) qui converge vers x. Alors la suite entiére (x,), converge vers x.

Démonstration. Raisonnons par 1’absurde. Supposons que la suite ne converge pas vers x. Il
existe donc un voisinage V de x et une sous-suite x,, telle que x,y € V pour tout n’. Extrayons de
cette sous-suite une nouvelle sous-suite x,,» qui, par hypothese, converge vers x. Il existe donc

un ny tel que pour tout n”” > nfj, x,» € V, ce qui est une contradiction. D’oli le résultat. 0

1.4 Espaces de Sobolev a poids

L’équation (1.1) a été largement étudiée ans le cas de domaines bornés. Quand le domaine
est non-borné, il est nécessaire d’ajouter des contraintes supplémentaires afin de contrdler le

comportement des solutions a I’infini. Une fagon d’aborder le probleme consiste a chercher des
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solutions dans des espaces de Sobolev avec poids. En effet, cela permet, d’une part, de décrire
de maniere explicite le comportement des solutions a I’infini, et d’autre part, si les poids sont
bien choisis, d’étendre certaines propriétés essentielles des espaces de Sobolev classiques dans
des domaines bornés a des domaines non bornés. L’exemple de I’inégalité de Poincaré, qui
s’étend via les inégalités de Hardy, est I’un des apports les plus significatifs de 1’utilisation des
poids[5]. Rappelons qu’a tout exposant 1 < p < 4o nous associons le conjugué de Sobolev p*

donné par

Définition 1.4.1. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un espace
de Banach Y, et on note X OY, si d’'une part u € X implique que u €Y, et d’autre part s’il

existe une constante C ne dépendant pas de u telle que pour tout u € X
Jully<Cllullx

Définition 1.4.2. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon compact dans un espace
de Banach'Y, et on note X OO Y, si d’une part X OY, et d’autre part si toute suite faiblement

convergente dans X converge fortement dans'Y .

Définition 1.4.3. On appelle poids toute fonction a : R" — R non identiquement nulle, non

négative mesurable.

Définition 1.4.4. L} (R") désigne I’espace LP muni du poids a, i.e.

(1.6) LP(R") = {uGD’(R") :a%ueLP(R")}

Nous définissons, alors, I’espace de Sobolev a poids suivant :

(1.7) WLP(R") = {u € D/(R") : avu € LP(R"),|Vu| € LP(R")}

muni de la norme

(1.8) 2t lyy10= (/Rn(]vu\l’+aul’)dx>

11



Théoreme 1.4.1 (Théoréme d’injection de Sobolev). Soitn > 2. Alors pourtout 1 < p < g <2* =

n—2’

WP o LY(R").

501 17p
Nous désignons par W,

o (R™) la complétion de 2 (R") dans la norme précedente

Afin d’alléger les écritures nous poserons, le long de cette section, X = WO1 P(R™)etY = L5 (R").

Notons par X (Q), Y (Q) les espaces de fonctions u € X,Y restreints a Q.
Théoreme 1.4.2. Soit

(1.9) X(Br) OO Y (Br)

pour tout R > 0, et

BI
(1.10) lim  sup [l (Br)

=0.
Roeoexnqop  llullx

Alors

X O0Y.

Démonstration. De (1.9) et (1.10), il existe C > 0 tel que
(1.11) Jully<Cllullx -

Toute fonction ¢ € Z(R") appartient a X et Y du fait que X et ¥ sont définies en tant que
complétion de Z(R") dans leur normes respectives, ainsi (1.11) signifie que X s’injecte dans Y.

Nous allons nous intéresser a la compacité de cette injection. Soit

Uy — U dans X.

12



D’ou, en particulier,
(1.12) | un ||x<C.
Pour tout € > 0 il existe, de (1.10) et (1.12), un rayon R, tel que

€ __
(1.13) n lly (BR,) < 3C [l un [Ix<

W m

En vertu de la continuité de la mesure, on obtient
(1.14) lim || u, ||y (B;Q) =0,
R—5o0
Ainsi, il existe, éventuellement un nouveau rayon, R tel que (1.13) est vérifiée, de plus

(1.15) | ully (Bg,) <

W m

Par ailleurs, pour cet € et le rayon R, on peut exhiber un entier n¢ tel que pour tout n > ng,

(1.16) | u—un [y (Br,) <

W m

En combinant (1.13), (1.15) et (1.16), on obtient, pour € donné, un rayon R, et consécutivement

un entier ng tels que
[ w—un |y <|[w—un lly (Br,)+ llully (Br)+ [l un ||y (Bg,) <e.
€ étant arbitraire, le résultat s’en suit. O]

Théoreéme 1.4.3 (Théoréme d’injection de Kondrashov). Soit 1 < p < +o0. Alors
(1.17) WP (Bg) OO LI(Bg)
pourtout 1 < g <2*etR>0

Remarque 1.4.1. L’injection (1.17) n’est plus réalisée si on remplace Bg par R".[1]
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Théoreme 1.4.4. Soientn >2, 1 < p < q < 2%, a, b des fonctions non nulles, non négatives et

mesurables. b localement bornée, de plus

(1.18) lim  sup (b(x))* P(a(x))?% =0.

R—oo xEB}
Alors

W, P (R") OO LI(R")
Démonstration. b étant localement bornée, alors en vertu du théoréeme (1.4.3) on obtient
W, P (Br) © W'P(Bg) OO L(Bg) O Lj(Br),

ainsi (1.9) est vérifiée.

Par ailleurs, grace a I’inégalité de Holder et le théoreme d’injection de Sobolev, on obtient
2

2*—p ;:Z N %
/b|u|‘1dx < | b7 urdx /W d
B A B

1
< CR)(Narullp+ 1 Vu2)

avec C(R) — 0 lorsque R — oo grace a (1.18).

Ainsi, les conditions du Théoreme 1.4.2 étant vérifiées, on obtient le résultat. O]

Théoreme 1.4.5. Soientn >2, 1 < p < q < 2% a et b deux fonctions non identiquement nulles,

non négatives et mesurables, b localement bornée. De plus,

b
lim  sup ﬁ =
R—eo xeBka<x)
(1.19)
lim  supb(x)=0
R—yee xEB}
Alors

W, P (R") OO LI (RY).

14



Démonstration. De I’inégalité de Holder et en vertu du théoreme d’injection de Sobolev on a

2"~ * g=p
1 ph— 1 25
Jblujtdx < (Hb”t“p2 Pl b2 |l p(%))
B

R

(1.20) < [ sup (@)” aru || +sup (b(x))% | u ||q*>

N a(x) x€By

1 q
< cR(llarul,+] Vull )
avec C(R) — 0 lorsque R — oo et ce grace a (1.19).

Ainsi, les conditions du Théoreme 1.4.2 étant vérifiées, on obtient le résultat. O]

Théoreme 1.4.6. Soientn >2, 1 < p < 4oo, 1 < g < 2%, et soit b € L"(R") une fonction non

identiquement nulle et non négative avec

Alors

Wl o0 LI(R™).
Démonstration. Nous pouvons trouver € > 0 tel que pour tout R

/b!u!"dx <[ &1l (Br) 1wl < CBR)wllp + [ 1 fl2—e)?
Br

car p < il < 2*. Ce qui nous permet, en vertu du théoreme (1.4.3), de vérifier (1.9).
r JE—
Par ailleurs, en réitérant le méme raisonnement, on a
/blulqu <& 1l (Br) | w e < CRY( [l + [ [|2)*
By
avec C(R) — 0 lorsque R — oo, ce qui nous permet d’obtenir (1.10). Ainsi, étant dans les condi-

tions du Théoreme 1.4.2, le résultat s’en suit. OJ

15



1.5 Opérateurs de Nemytskii

Définition 1.5.1. Une fonction f : R" x R — R est dite de Carathéodory si, et seulement si
(a) f(.,s) est mesurable sur R" pour tout s € R

(b) f(x,.) est continue sur R pour presque tout x € R.

Définition 1.5.2. Nous disons que F est un opérateur de Nemytskii, associé a une fonction de

Carathéodory f(x,u)de R" x R dans R, s’il est défini par

(1.21) F(u)(x) = f(x,u(x)).

L’introduction des fonctions de Carathéodory est motivé par le souci de rendre 1’opérateur de
composition F' mesurable dés que u I’est. En effet, supposons qu’il existe une suite de fonc-
tions (u,)n, telle que u, — u p.p., f(x,u,(x)) est mesurable grice a (a). En vertu de (b) on a

fx,un(x)) = f(x,u(x)) p.p., donc f(x,u(x)) est mesurable.[7]

Proposition 1.5.1 (Théoreme de Continuité). Soient Q C R", 1 < p,q < oo des réels et
f: QxR — R une fonction de Carathéodory. On suppose qu’il existe ¢ € L1(Q) et p > 0 tels

que la condition de croissance suivante :
V4
(1.22) |f(u)| <o(.)+plula pour tout u € Ret p.p. sur Q
est satisfaite. Alors, F tel que défini par (1.21) est continu de LP(Q) dans L1(Q).

Démonstration. Soit (u,) une suite de LP(Q) convergeant vers u. En vertu du Lemmel.3.1, il

existe g € LP(Q) et une sous-suite (uy,); telles que
Up; — U, lun,| < g p.p-dans Q.

On en déduit que p.p. sur Q on a f(x,up,(x)) — f(x,u(x)) et

SIS

|f (1, (x))| < (%) + plg ()]
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En vertu du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on conclut que F(up;) — F(u)
dans L7(Q). En vertu de I'unicité de la limite, toute la suite (F(uy,)), converge vers Fu dans

L1(Q). D’ou le résultat. O

Soient f une fonction de Carathéodory et 1 < p < +oo. Supposons qu’il existe une constante

Ceto(x) e LV, avec p' = P 1 tels que
p_

(1.23) | (x,u)] < o(x) +ClufP!

Posons

F(x,u) = /Ouf(x, s)ds.
Alors, la fonctionnelle
(1.24) V(u) = /”F(x,u(x))dx
est défini sur LP(R").

Théoréme 1.5.1. Soit la fonctionnelle V telle que définie par (1.24), alors V' : WP — W4

définie par
(1.25) (V'(u),v) = /nf(x, u)vdx pour tout v € wihr,
est continue pour 1 < p <gq

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoins du lemme suivant :

Lemme 1.5.1 (Théoréeme de Vainberg—Krasnoselskii). Soit f : Q x R — R une fonction de
Carathéodory, et supposons qu’il existe C >0, 1 < p < g < +oo et une fonction g € L (Q) tels

que

(1.26) |f(x,u) < g(x)+Clul? p.p. tout x € Q et pour tout u € R
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Alors, en considérant une suite (uy), C L1(Q) telle que
Uy — U dans L1(Q)
lorsque n — oo, on obtient
FCoun()) = f(u())  dans L (Q).

Démonstration. [du Théoréme 1.5.1] Soit (u,) C WP une suite fortement convergente vers

u € WhP_ Alors en vertu de 1’inégalité de Holder et du fait de la supposition (1.23) on obtient

Lt = £ (e

+

/ (f(x7 ”n) —f(x, u))vdx

[ €O+ ) + () v

R

<

+CLu ™+l 157+ 1 o) e )(BR) vl

/ (f(xvun) —f(x,u))vdx
Bg

L .
ot C ne dépend pas de n et R, la fonction ¢ € L»-T. Du fait que (u,) converge fortement vers u
dans WP, pour un certain € > 0 il existe n; tel que pour tout n > n; il existe un certain R tel
que

C(llullb™" + lua 157+ 1 o(x) Iz, (Br) <&
Par ailleurs, f(x,u) € Wlﬁq(BR) pour 1 < p <g, car
1-2
| £15 (Br) <I[ £ I7 (Br) I 1]I" 7 (Br),
P <|e]94+1, 1€ Wh9(Bg).

Nous pouvons, donc, appliquer le théoréme de Vainberg—Krasnoselskii afin d’exhiber un entier

no > nj tel que pour tout n > np on a

<

/n(f(x> up) — f(x,u))vdx

q
q—1

< | [ 1= ) Ty vl Br) < v g (B
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Ainsi, pour € donné, on peut choisir R et puis ng tels que pour tout n > ny,

[V (un) = V'(u) [|+< sup (V'(un) =V (u),v) < €C.

vlp=1

en faisant tendre € — 0 on obtient le résultat voulu pour V. [

1.6 Régularité des solutions

Définition 1.6.1. Une fonction localement mesurable u : R" — R est appelée solution faible

du probleme (1.1) si Vu et f(.,u(.)) sont localement intégrable et pour tout ¢ € D(R") on a

/ (VuV(p—i—qq))dx—i—/ f(x,u)(pdxz?t/ gu@dx.
R~ R" R~

Définition 1.6.2. Une fonction u € cKZZOC(R") est appelée solution classique de 1’équation (1.1)

si pour cette fonction u I’équation (1.1) est vérifiée en tout point x € R".

Théoreme 1.6.1. Toute solution classique u € ‘KZZOC(R") de I’équation (1.1) est une solution

faible.

Démonstration. 11 suffit de multiplier 1’équation (1.1) par ¢ € Z(R") et d’intégrer par parties.

]

La régularité de la solution faible dépends des caractéristiques de f, nous devons, donc, ra-

jouter d’autres conditions sur f.

i. Pour toute boule By C R”, n > 2, il existe une fonction continue ¥ : R — R avec

w(t) _

r}—e [2[*
telle que

tf(x1) = (1)

p.p. tout x € B et toutz € R.
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ii. La fonction f est localement bornée, i.e. pour R et M positifs, il existe A = A(M) tel que

p.p. tout x € Bg et pour tout || < M on a,
[f(x,0)| < A.

iii. La fonction f est telle que pour toute fonction @ € %lloc (R™) 1a fonction
fl,o(.):R"— R estlocalement de Holder sur R", i.e. que f(., ®(.)) est continue sur

R" et que pour toute boule By, il existe une constante & €]0, 1] telle que

sup [/ 5:00)) — (5. 0(0)

veBr |y —z|®
zEBR
V#2

<Aoo

Théoréme 1.6.2. Soit u € WP une solution faible de (1.1) uniformément bornée, et soit f une
fonction de Carathéodory telle que la fonction f(.,u(.)) est uniformément bornée sur R". Alors,

uniformément,
(1.27) u—0 lorsque |x| — oo.
Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.6.1. Soient f satisfaisant les conditions i. et ii. et u une solution faible de (1.1) telle
que pour tout Bg on a,

| Vit [l2 (Br)+ || || (Br) < C.

Alors, u € ‘KZIOC(R”) et pour tout Bg on a,

sup |[Vu| < C’
XEBR

out C' ne dépends pas de u.

Démonstration. [Démonstration du Théoréeme 1.6.2] Grace aux conditions du théoréme, on est

en mesure d’appliquer le Lemme 1.6.1. On obtient donc,

(1.28) sup |Vu| < C
xeR”
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Pour une certaine constante C’. Supposons que (1.27) n’est pas vraie. Alors il existerait un

certain € > 0 et une suite (x;) C R", avec |x;| — oo quand i — oo, telle que
(1.29) lu(x;)| > ¢

Pour tout i choisissons une sous-suite de (x;) telle que

£

(1.30) inflx; —xj| > .

i

En vertu de (1.28) et (1.29) on a

(1.31) lu(x)| > pour tout x avec |x — x;| <

€
- 20"

oM

Ainsi, de (1.30) et (1.31) on a,

[o o] [o/e] 8
ulPdx > / ulPdx > —)PmesB e = +oo,
/Rn| Paxz Y [ 2 Y5 mess

27
avec mesB%, la mesure des ensembles B%. Ce qui contredit le fait que u € LP(R"), ainsi la
C C

démonstration est achevée. ]

1.7 Inégalité de Hardy

Proposition 1.7.1 (Inégalité de Hardy). Pour ot +n # 2, il existe C = C(a,n) > 0 tel que
(1.32) / X% 2|u(x) Pdx < C / x| Vu(x) 2dlx
R R

pour tout u € €5 (R") tel que [gn |x|*|Vu(x)>dx < o.
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Chapitre 2

Résultats d’existence des valeurs propres

2.1 Théorie de Ljusternick—Schnirelmann

2.1.1 Introduction

La théorie de Ljusternick—Schnirelmann est, conjointement avec la théorie de Morse, 1’un
des outils les plus classiques et les plus puissants pour 1’étude de I’ existence des points critiques.
Dans la suite nous allons exposer les résultats nécessaires a 1’application de cette théorie.

Nous allons traiter les problemes de la forme
(2.1) Au= AGu+F(x,u)

ol x est la variable de I’espace, A est un opérateur linéaire elliptique d’ordre deux, A un para-
metre réel, G est I’opérateur de multiplication et F' est un opérateur non linéaire. Les opérateurs
A, G et F sont définis dans un espace de Hilbert H. Notons que dans le cas ou F = 0, nous
retrouvons le cadre linéaire. Dans ce cas nous appliquons la théorie de Weinberger pour en
déduire I’existence d’une suite dénombrable de couples de solutions non triviales (A,,u,), ol

u, est le vecteur propre associé a la énieme valeur propre A,. En outre, soit & un nombre réel
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positif. En posant a(u) = (Au,u), g(u) = (Gu,u) et Mo = {u € H;g(u) = ¢}, nous obtenons :

= min max = .
A’n H, uEHnﬂMla(u) a(un)

Ici H,, est un sous-espace de H de dimension n. Dans ce cas u,, est dit point critique de la fonc-
tionnelle a par rapport a la variété My, et la valeur a(u,,) est dite niveau critique.

Plus généralement, soient a et g deux fonctionnelles non linéaires, différentiables au sens de Ga-
teaux. Nous pouvons définir les valeurs propres et les vecteurs propres pour le couple d’, g’ : H — H*

(H* est I’espace dual de H), si I’équation
(2.2) Ag'(u)—d (u)=0

admet des solutions non triviales.
Nous disons que 1y € M, est un point critique de la fonctionnelle a par rapport a la variété My,

s’il existe un nombre réel A tel que
Ag'(uo) — a'(up) = 0.

Le nombre ¥ = a(ug) est dit niveau critique. Si les fonctionnelles a et g sont quadratiques alors
Y = aA. Dans le cas contraire, il faudrait examiner 1I’ensemble I" de tous les niveaux critiques
et en déduire les propriétés de I’ensemble A de toutes les valeurs propres. Ce concept est re-
marquablement développé dans la théorie de Ljusternick—Schnirelmann. La théorie en question
est I’analogue non linéaire du principe de Courant—Hilbert, et stipule que I’ensemble I" est au
moins dénombrable. De plus, I’équation (2.2) a un nombre infini de solutions sur chaque variété

My [15].

Définition 2.1.1. On appelle valeur critique, de la fonctionnelle ¢, de classe €' définie sur X,

un nombre ¢ € R, tel qu’il existe u € X, tel que
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Remarque 2.1.1. La détermination d’une valeur critique entraine de fait I’ existence d’un point

critique.

Une valeur non critique, i.e. pour laquelle d¢ () # 0, est appelée valeur réguliere.

2.1.2 Condition de Palais-Smale

Définition 2.1.2. Soient X un espace de Banach, X* [’espace dual, J € ‘fl(X ,R). Une suite

(un) C X satisfaisant, pour un certain c € R,
J(uy) — ¢ dans R

J (up) =0 dans X'
est appelée suite de Palais—Smale.
Définition 2.1.3. Soit une fonctionnelle J de classe €' (X,R). Soit ¢ € R, on dit que J vérifie

la condition de Palais—Smale au niveau c, si de toute suite (u,), C X de Palais—Smale on peut

extraire une sous-suite (uy,, )x convergente.

Définition 2.1.4 (Condition de Palais-Smale). Soient F et G € €' (X,R). Nous posons :
(2.3) My={veX:Gv=a},ac R~ {0}

Nous supposons que G'v # 0 pour tout v € My. Nous disons que F satisfait la condition de

Palais-Smale sur My, si, et seulement si, de toute suite (u,) C My, telle que

(F'up, uy)

/ *
mc u, — Odans X

Je>0: |Fu,| < cet Flu, = F'u, —

nous pouvons extraire une sous-suite convergente.

Notons ici que F}, représente une extension, sur X, de la dérivée tangentielle de F sur My,.
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Bien souvent les techniques du calcul variationnel aboutissent, non pas directement a 1’exis-
tence de points critiques, mais a I’existence de suite de Palais—Smale. Afin de conclure a I’exis-
tence d’un point critique, il faut une condition supplémentaire de compacité. D’ou 1’ utilité de la

condition de Palais—Smale.

2.1.3 Lemme de déformation

Dans cette section nous nous inté€ressons a 1’un des outils les plus importants de cette théorie.
Nous débuterons par présenter le lemme de déformation dans le cadre général, i.e. appliquer a
un espace de Banach quelconque. Nous nous intéresserons ensuite au méme lemme dans le cas
d’une variété.

Soit X un espace de Banach, et J : X — R une fonctionnelle de classe ¢!.Poure >0etacR,

introduisons les notations suivantes :

Kie = {ueX, () —al<e),

)

Ay = {ueX,J(u)<a}.

Considérons également,

17 (u) [|+= |\SW£1<J(M)’V>

qui définit une norme sur X*.

Champ de pseudo—gradient

La notion de champ de pseudo—gradient fit introduite par Palais ! afin de pouvoir surmonter
des difficultés techniques dans la démonstration du lemme de déformation. L’idée principale de

cette démonstration repose sur la résolution d’une équation différentielle avec condition initiale,

1. R.S. Palais, Morse Theory on Hilbert Manifolds. Topology 2 (1963) 299-340
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du type

dn — J'(M)

M 5@ —)__ ans R,
24 dr SR T

nt = 0)=u,

(pour les détails voir la démonstration du Théoreme 2.1.2). La partie droite de I’équation (2.4)
est supposée nulle aux points ot J'(1) = 0. Les difficultés tiennent au fait que J'(u) n’appartient
plus a X lorsque la partie droite de (2.4) doit s’annuler dans X. Une moindre régularité de J —
supposée de classe €>— ne régle pas le probleme. Ces considérations ont fortement motivés

I’introduction de cette notion.

Définition 2.1.5. Soient X un espace de Banach et J : X —> R une fonctionnelle de classe €.
Une application W : X — X est appelée champ de pseudo—gradient (p—g en abrégé) si

(1) | W) [|[<2] J(u) || pour tout u € X,

(2) (J'(u),W(u)) >|| J'(u) || pour tout u € X,

(3) Uapplication W est localement lipschitzienne.

Théoreme 2.1.1 (Théoréme d’existence). Soient X un espace de Banach séparable etJ € €' (X,R).

Alors un champ de pseudo—gradient de J existe.

Démonstration. Soit uy un point arbitraire de X. Comme par définition || J'(u) ||= sup (J'(u),x)
[Ixl=1

etque || J'(u) ||# 0, il existe v € X tel que

3
(J'(uo),v) =~ [ (uo ||+,
(2.5) 4
vl =1
En posant
3. 4
26) Woluo) = 5 || 7'(uo) [ v
on obtient, alors a partir de (2.5),
9
27 (' (0), Wo(uo)) = g 1" (wo) I
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La valeur de J'(u) dépends continiment de u dans X*. Les relations (2.5), (2.6) expriment le

fait que dans un voisinage U de ug

I Wo(uo) [[< 2| J'(uo) ||+

(2.8)

(' (o), Wo(uo)) > || J' (uo) |12
pourvu que
(2.9) Wo(u) = Wo(up) pour u € U.

Ainsi, il est possible de recouvrir X par des ouverts U. sur lesquels on définit des applications
constantes W; satisfaisant les relations analogues a (2.8) et (2.9) pour certains u; donné.

Un résultat général de topologie nous permet de trouver, pour tout recouvrement par des ouverts
(U}) d’un espace de Banach séparable, un recouvrement localement fini (V;), i.e. un recouvre-
ment tel que pour tout u € X il existe un ensemble fini d’indexes i avec u € V..

11 s’agit, maintenant de construire un recouvrement (V) de telle sorte que la fonctionnelle soit

localement lipschitzienne. Considérons la fonctionnelle g; : Vi — R, avec

gi(u) = inf [lu—vll
vEIVE

et soit

gi(u)=0 en dehors de V.

Les fonctionnelles g; sont localements lipschitziennes. En effet, de la definition de la norme, on

a
| gi(u) —gi(v) || = llnf |u—u'|| — inf | v—v || |
€oV{ Veavi
< it Ju—i =+ <)
u'eqv}
Vieavi

Considérons, alors, ’application W : X — X avec,

):_gi(u)Wi(u)
W(u) = —Zi:gi(”)
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(3) Montrons qu’il s’agit bien d’un champ de p—g. Le recouvrement en question étant locale-
ment fini, le numérateur comme le dénominateur sont lipschitziens, en tant que sommes finies
de termes lipschitziens. De plus, le dénominateur ne peut étre nul, car tous les V sont des ou-
verts et tout point appartient au mois a un ouvert V;. Ainsi, le rapport est également lipschitzien.

(1) De la définition méme de la norme et de (2.8) on a

Leiw) [W) |l Xeiu) | J'(u) |l

Wi <5 <2 =21
pour tout u € X | |
(2) De fagcon analogue, en vertu de (2.8), on a
Lgi(u) (' (u), Wi(u))
(' (), W (u)) = - (| (u) |12

Y.gi(u)
[

Théoreme 2.1.2 (Lemme de déformation). Supposons qu’il existe des constantes a,C > 0,

€ > O telles que pour tout u € K, ¢
(2.10) | (u) [|>C
est vérifiée. Alors, pour tout § avec € > 8 > 0 il existe une application continue 1 : [0,1] x X — X,
appelée flot, telle que
1. n(t,u) =u pourtout u ¢ K, ¢,
2. N(0,u) = u pour tout u € X,
3 ML Agss) CAgs.

Démonstration. Définissons une fonction lipschitzienne g : R — R™ définie par

0 sit¢[a—¢g,a+€],
(2.11) gt) =41 sit€la—38,a+ 4],
linéaire ailleurs,
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et considérons 1’équation

dn W)
(2.12) dt 8( (n))HJ/(TI) 2 ans
it = 0)=u,

ou W est le champ de p—g associé a J. La partie droite de (2.12) est localement lipschitzienne
grace a (3). De plus elle est uniformément bornée pour tout 7 € X. En effet, en vertu de (1) on

obtient, pour tout 7 € X

w(m)
[RAGHIRIN

Ainsi, I’équation (2.12) admet une unique solution 11 € X. On définit alors 1’application

28g(J(1)) <48 |J'(m) |7 < 48C7"

N :[0,1] x X — X donnée par

(2.13) n(t,u)=70)  avecT[(t=0)=u

La condition (1) découle de la définition. (2) est vérifiée car la partie droite de (2.12) est identi-
quement nulle pour u € K, ¢, grace a (2.11).

Intéressons nous a (3). Pour tout 7 et u, on a

t
@19 Jn(e) ~ 1 (0,0)) = [ L) 4
0 ds
En différentiant, on obtient en vertu de (2.12)
di(m) _ /. dn
dt <J (). dt> W)
2.15) = 2850/ (M), 1557
J' 2 *
< 280 7 1 = ~288(7().
Ce qui implique que pour u € K, 5, 0n a
1
(2.16) J(n(l,u)):J(n(O,u))—/ 28dt <a+8-26—a—8
0
de maniere analogue, pour toutu € A,_g, on a
2.17) JM(1,u) =J(1(0,u) 25/ )t <J(M(0,u)) <a—§.
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En conclusion, on a

J(n(Lu)) <a-26, pourtoutu € A, 5.

Champ de pseudo—gradient tangent

Dans ce qui suit nous nous intéresserons au cas ou M est une variété sur un espace de Banach

X. 11 s’agit de I’existence d’une fonctionnelle g € €' (X, R) telle que
M={uecX;, gu) =0}
etg'(u) #0 pour tout u € M. L’espace tangent 2 M en u est donné par
TM={veX;, (g(u),v)=0}

Un point critique de f sur M est un point u € M tel que {f’(u),v) = 0 pour tout v € T,,M. D’ ol

u satisfait
f'(u) = Ag (u)
pour un certain A € R.

Soient X un espace de Banach, G € ¢! (X,R) et M définie par
(2.18) M = {u € X;G(u) = 0},

On définit la fonctionnelle J : M — R que I’on suppose de classe €’!. Supposons en plus des

hypotheses ci-dessus que

(2.19) YueM, G (u)#0.

Pour tout u € M on pose

(2.20) | ' (u) ||.= sup {(J (u),v) et (G (u),v)=0}.
ve
[[vll=1

Alors on a la définition suivante :
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Définition 2.1.6. Pour tout u € M, on dit que v € X est un pseudo—gradient tangent de J en u,

siona

<2\ 7w ||+,
221 [vi<2 7w |

(J'(w),v) 2] ' (w) |12, (G'(u),v) =0.

Définition 2.1.7. Désignons par
M, ={uecM;VA €R,J (u) — AG (u) # 0}

I’ensemble des points réguliers (non critiques) de J sur M, une application W : M, — X est
appelée champ de pseudo—gradient tangent de J si W est localement lipschitzienne sur M, et

si pour tout u € M,, W (u) est un pseudo—gradient tangent de J en u.

Théoréme 2.1.3 (Théoreme d’existence). Soient X un espace de Banach, J € € (X,R),
Ge Cgllo’cl (X,R), M définie par (2.18). On suppose que G vérifie (2.19). Alors, il existe W un
champ de p—g tangent de J sur M,, tel que W soit défini et localement lipschitzien sur un

voisinage ouvert M, de M,. De plus, si G et J sont paires, on peut choisir M, symétrique par

rapport a l’origine et W impair.

Démonstration. Soit uy € M,. De la définition de || J'(ug)

« 1l existe yg € X tel que
2
Iyoll=1, (G'(u0),y0) =0, et (J'(uo),yo) > 5 1/ (uo) ||+ -

5
En posant vo = 3 | (o) || o, on obtient

5
Fvo [1=3 11 /"(uo) [Js

o)) 2 - 11 uo) I (6 (10).v0) =0.

Par ailleurs, soit zop € X tel que || zo [[=1 et

(6 (u0)20) > 2 1| G/ (uo) |
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L’existence d’un tel zq est garanti par I’hypothese ug € M, i.e. G'(ug) # 0. Considérons alors

<0

071G (o), 20)”

3
ainsi on a (G'(ug),x0) = 1 et || xo || || G'(uo) || < > Ainsi, il existe Ry = R} (up) > 0 tel que pour

tout u € B(ug,R}) on ait

et Ixo 1] G'(uo) < 2.

| =

(G'(uo),x0) >

Alors en posant pour u € B(up,R) avec R = R(up) < R)

(G'(uo),vo)
(G'(uo),x0)

v=v(u,up) =vo— X0-

v(u,up) est un p—g tangent de J en tout u € B(ug, R) "M, et u — v(u,ug) est localement lipschit-
zienne sur B(ug, R(ug)). En considérant M, = UM B(uo,R(up)). 11 s’agit 1a d’un recouvrement
uoEM;

de M, par des ouverts. Pareillement a la démoonestration du Théoreme 2.1.1, il est possible de
trouver un recouvrement localement fini (®;) je; (I fini), plus fin que (B(uo, R(u0))uyenm,. €t une
partition de I’unité localement lipschitzienne (6;) jc; subordonnée a (®;) je7, avec pour chaque
J €Tl existe ug; € M, tel que ®; C B(ug;,R(uo;)). En posant
(2.22) V(u) =} 0;(w)v(u,u0)),

jel
On obtient alors un champ de p—g tangent de J sur M, bien défini comme somme fini dans un
voisinage de tout point u, et localement lipschitzien essentiellement grace au fait que (6;) jes est
lipschitzienne.
Supposons que G et J soient paires, et remplacons R(ug) par min(R(ug),R(—up)). (2.18) nous
permet de définir M,, tout comme M,, symétrique par rapport a 1’origine. V étant défini par
(2.22), on pose V (u) = —V (—u). Ainsi défini, V est aussi un champ de p—g tangent défini sur M,.

() (V(w) J;V(u)))

Considérons V (u) = , on obtient alors un champ de p—g tangent et impair. [
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Pour les besoins de la démonstration du lemme de déformation dans le cas d’une variété,

introduisons la notation suivante
V<da={ueM, Ju) <a}, aveca € R

Théoreme 2.1.4 (lemme de déformation). Soient X un espace de Banach, G € &

lOC <X7 R)) M

défini par (2.18) et vérifiant (2.19). On suppose que F € €' (X,R) et J = Fig vérifie la condition
de Palais—Smale sur M et que ¢ € R n’est pas une valeur critique de J sur M. Alors on peut
trouver gy > 0 tel que pour 0 < € < g il existe une application N € € (R x M, M) satisfaisant

les conditions suivantes :

1. Pour toutu € M, on a n(0,u) = u.

2. Pourtoutt e Retud [c—ey<J<c+¢&)l, onan(t,u)=u.

3. Pourtoutt € R, n(t,.) est un homéomorphisme de M dans M.

4. Pour tout u € M, la fonctiont — J(n(t,u)) est décroissante sur R.

5. Siue[J<c+e],alorsn(lu) e [J<c—g]

6. SiJ et G sont paires, pour tout t € R, 1(t,.) est un homéomorphisme impair.
Démonstration. Considérons M, un voisinage ouvert de M,. V un champ de p—g tangent de J
tels que V est localement lipschitzien sur M,. Lorsque J et G sont paires, on choisira V impair.

Comme c est une valeur réguliere de J sur M et J satisfait la condition de Palais—Smale, il existe

€ >0etd >0tels que

Vuelc—g <J<c+g], | J (u) [|+> 8.

) 2 )
On prendra, de plus, 6 < 1 et on pose & = min(g, %). Pour v € M,, soit

Q(v) =B(v,3d(v,(M))) et @ = |J Q(v). Considérons, pour 0 < € < &,
veM,

A=1[J<c—g|U[J>c+glUQ". B=[c—e<J<c+g|,
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d(x,A)
(d(x,A) +d(x,B))
tout x € A. a est localement lipschitzienne sur X. Notons que lorsque G et J sont paires, A et B

On prendra o (x) = , de sorte que a(x) = 1 pour tout x € B et at(x) = 0 pour

sont symétriques par rapport a l’origine et a est donc une fonction paire.

Soit alors W(x) = a(x) min(1, —————)V(x) pour x € X. On a || W(x) ||< 1 pour tout x € X.

il V( ) |
De plus, et du fait que || V(x) || soit localement lipschitzien nous assure que || W(x) || I'est

également. Ainsi, pour tout x € X donné, il existe une unique solution 1(.,x) € €' (R,X) de

I’équation différentielle

dn(t,x) .
2.23) o = Wnx)

n(0,x) = x

définie sur R. De plus, n(¢,1(s,x)) = n(t + s,x) et pour tout 7 € R, on a (¢, .) est un homéo-
morphisme de X dans X.

Vérifions que n satisfait les conditions (1)—(6). L’équation (2.23) assure la véracité de la condi-
tion (1). Si

uélc—g <J<c+eg,

alors W (u) = 0, et I’unicité de la solution de (2.23) implique que pour toutz € Rona 1n(t,u) =u
d’oti la condition (2). Pour la propriété (3). Considérons le cas ot u € [c — gy < J < c+ &), seul
cas sensible. Comme 7 — 1) (¢, u) est continue et que u € M,, pour ¢ assez petit 1) (¢, u) reste dans

I’ouvert M, et I’on a

d / d
Lane) = (@) Snt.u)

= —o(n)min(1 WG (n),V(n)).

L
V() |

Comme par définition du champ de p—g tangent on a

(G'(n),v(n))=0,

on conclut que G(7(¢,u)) est constant pour ¢ assez petit, et par conséquent 1 (¢, u) demeure sur

M pour tout ¢ € R. Pour vérifier (4), considérons la dérivée de
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t— J(n(t,u)), ce qui donne

d dn

M = '), =5 1
(2.24) = —Ot(n)min(LW)U’(n),V(n))
— min ! ! 2
< —a(n) (LHV(n)H)HJ(n)H :

Ce qui montre que J(1(7,u)) est décroissante sur R.
Vérifions (5), considérons u € [J < ¢+ €] et supposons que pour tout 7 € [0, 1], n(z,u) soit dans
[c —& <J < c+e. Alors d’apres I'inégalité (2.24) et le fait que

1'G) 1< V) [<2 1 /'(x) ||, ona

d —1 1
—J(nt,u)<— min (1,———) [|V(n(t,u 2
ST M) <= Oy 1V

— si || V(n(t,u))[[>1,

S —462
e si | V(n(e,u)) 1< 1
Comme 6 < 1, on en conclut que
—52 _52
JM(Lu)) < —=+Ju) < ——+cte,

i.e. d’apres la définition de &, J(n(1,u)) < ¢ — €. Pour vérifier (6), il suffit de voir que W est

impair lorsque J est paire. Par conséquent, pour tout t € R, 1(¢,.) est impair. O

2.1.4 Notion du Genre

La notion de genre découle de la notion de carégorie introduite par Ljustenik et Schnirel-
mann. Il s’agit d’un invariant topologique utilisé dans I’estimation de la borne inférieure du
nombre de points critiques. La notion de genre permet de faire la distinction entre deux en-
sembles fermés, symétriques et ne contenant pas 1’origine, ceci a ’aide d’une fonction continue

et impaire définies entre les deux ensembles.
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Nous désignons par S(X) I’ensemble des parties non vides, fermées, symétriques de X ne

contenant pas 1’origine, i.e.

(2.25) S(X)={ACX,A#0,0¢A, Asymétrique et fermé}

Définition 2.1.8. Pour A € S(X), nous appelons "genre" de A le nombre, noté y(A), défini par :
(2.26) Y(A) =inf{n > 1;3P : A — R"\ {0}, @ continue et impaire}

avec y(0) = 0.

Sipour A € S(X), A # 0, un tel entier n’existe pas alors nous posons Y(A) = +co.

Notons
(2.27) Ky(a)={AeS(X):AC My, Acompactety(A) > n}

Proposition 2.1.1 (Propriétés du genre). Soit X un espace de Banach et A, B € S(X).
(a) S’il existe f : A — B continue et impaire, alors Y(A) < y(B).

(b) SiA C Balors y(A) < y(B).

(c) S’il existe un homéomorphisme impair f : A — B alors y(A) = y(B).

(d) 7y est sous-additif : Y(AUB) < y(A) + y(B).

(e) SiA est compact alors Y(A) < .

(f) Si A est compact alors 3¢ > 0 tel que si
Ae ={xeX;d(x,A) < e}

alors on a y(Ag) = Y(A).

(g) Siy(B) < e, alors Y(ANB) = y(ANB°) > y(A) — y(B).
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Démonstration. (a) Sion a y(B) = +oo, le résultat est direct. Supposons donc que y(B) < oo.
Posons n = y(B), par définition du genre il existe une fonction ¢ : B — R\ {0}, continue et

impaire. L’ application composée
pof:A— R"\ {0}

est continue et impaire. Par conséquent y(A) < n = y(B).

(b) et (c) découlent de (a).

(d) Si le genre de A, ou celui de B, est égal a oo, le résultat est direct. Supposons que A et B
sont de genres finis et posons m = y(A), n = y(B). Par définition, il existe ¢, W continues et
impaires,

¢:A— R"\ {0}, v:B— R"\{0}.

En vertu du théoreme de Tietze-Urysohn, on peut prolonger @ et y en des fonctions continues
et impaires définies sur X, que nous notons : @ et . Posons f(x) = (¢(x), ¥(x)), alors pour
x € AUB, f définit une fonction de AU B dans R"*™\ {0}. En effet, soit x € AUB, alors x € A ou
bien x € B, supposons que x € B alors ¥(x) = y(x) # 0, donc pour tout x € AUB, f(x) # (0,0).
De plus A U B est fermé et non vide, d’out Y(AUB) < n+m.
(e) Soit xg € A. Comme 0 ¢ A, on a xy ¢ 0. Posons R <|| x ||, on voit bien que
B(x,R) NB(—xo,R) = ¢. Posons ® = B(xp,R) UB(—x,R) et A(x) = @ alors en considérant
+1 six € B(xo,R)

e —1six € B(—xo,R)

on obtient Y(A(x)) = 1. Par ailleurs, la famille (@(x))yea est un recouvrement ouvert de A, qui

de plus est compact. Il existe alors n > 1 et un nombre fini de points x,x3,...,x, tels que

AC U (D(Xi).
1<i<n
En particulier

Ac | A@x).

1<i<n
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En vertu de la propriété de sous—additivité (propriété (d)) et du fait que y(A(x;)) = 1, alors
Y(A) < n.D’ou A est de genre fini.

(f) A étant compact, il est donc de genre fini. Soient y(A) =n et ¢ : A — R\ 0 une fonction
continue et impaire. En vertu du théoréme de Tietze—Urysohn il existe un prolongement ¢
continu et impaire de X dans R”.

Soit A comme défini dans I’énoncé de la proposition. Comme A est compact et 0 ¢ ¢(A), il

existe € > 0 tel que
0¢ d(Ae).

En effet, sinon il existerait une suite (x;); de X, et une suite (y; ), de A telles que

¢ (x) =0, d (g, i) <

x| =

Puisque A est compact, on suppose que la suite yy —> y € A et par conséquent x; —> y. On
aurait alors 0 = ¢ (x) — @(v),i.e. §(y) =0.0r,y €A et §(y) = ¢(y) et ¢ ne s’annule pas sur
A.

Ainsi, il existe € > 0 tel que ¢ envoie A, dans R"\ 0. Comme ¢ est continue et impaire on a

Y(Ae) < n, et en vertu de la propri¢te (b) on a
n="7yA) <y(Ae) <n.

(g) OnaA C BU(AN\B). En utilisant (b) on obtient

Y(A) < ¥(B) + y(A\B),

et puisque Y(B) est fini, on a Y(A\B) > y(A) — v(B). O

2.1.5 Principe du Min—-Max

Théoréme 2.1.5 (Principe du Min—-Max). Soient X un espace de Banach, G € CKZIOIC(X ,R) et

M définis par (2.18) et (2.19). Soient F € %%X,R) telle que J = Fjyy n’est pas constante et
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vérifie la condition de Palais—Smale sur M et % une famille non vide de M. On suppose que

pour chaque ¢ € R et € > 0 assez petit, si A € B, onan(1,A) € B. On pose

« = Inf supJ(v).
¢ Ae%vgg (V)

si cx € R, alors c, est une valeur critique de J sur M.

Démonstration. Supposons que c, n’est pas une valeur critique, en prenant € assez petit on
peut choisir A € A tel que ¢, < supJ(v) < ¢, + €. Mais par hypotheése, en posant B =1(1,A)

VEA
on a d’une part B € A et d’autre part B C [J < ¢, — €], ce qui contredit la définition de ¢,. [

Afin de montrer I’existence de solutions propres du probleme(1.1), nous utilisons essentielle-

ment le théoreme suivant, résumant la théorie de Ljusternick—Schnirelmann.

Théoreme 2.1.6 (Théoreme de Ljusternick—Schnirelmann). [20] Soient X un espace de Ba-

nach, F € ‘511)’61 (X,R) et S défini par
S={veX,Fv)=0a},a#0

et vérifiant

YWeS F'(v)#0

Soit G € € (X,R) et J = G|s. On suppose que F et J sont paires, que J n’est pas constante,
satisfait la condition de Palais-Smale sur S et que 0 & S.
Pour tout entier k > 1 on pose :

cry = inf supJ(v
AE‘%)/(L{EE ( )

oul

B ={ACS(X);ACS,y(A) >k}

(i) Pour tout k > 1 tel que By # 0 et c;, € R, ¢y est une valeur critique de J sur S. De plus

Cx < Cky1, et sipour un entier j > 1 ona By j #0 et ey =cpyj €R, alors Y(K(cx)) > j+1,
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ou:

K(cp) ={ueS;J(u) =cy,IA €R, tel que G (u) = AF'(u)}.
(ii) Sipour toutk > 1 ona By # 0 et c; € R, alors

l1m Ci = o0,
n—soo

Démonstration. La suite % étant décroissante, il apparait que c¢; < cgr1, pour tout %y #*
@. Supposons que %y # @, soit alors ¢, € R. En vertu du Théoréme 2.1.4 si A € ;. alors
N(1,A) € ;. Par conséquent, d’apres le principe de min-max (2.1.5), ¢ est une valeur critique
de J sur S. Supposons que By ; # ¢ et que ¢ = cx4; € R. Comme J vérifie la condition de
Palais-Smale sur S, on sait que K(cx) est compact, donc de genre fini.

Raisonnons par I’absurde et montrons que Y(K(cx)) > j+ 1. Si y(K(cx)) < j, alors en vertu de
la propriété (d) du Théoreme 2.1.1, il existe T > 0 tel que, si @ = {v € S,d(v,K) < 7} et K = @,
on a alors ¥(K) = y(K(cy)). De nouveau, en vertu de la condition de Palais-Smale, on montre

qu’il existe € > 0 et 0 > 0 tels que,

well<ateal \(K<ca—eluw), [|JV)].>8.

2
Soit £y = min(gy, g) D’aprés le Théoreme 2.1.3, il existe un champ de pseudo-gradient tan-

gent V impair et un voisinage ouvert S, symétrique par rapport a I’origine sur lequel V est défini
et localement lipschitzien.

1 ~
Soit R(v) = Emin(H v |l,d(v,(S,)€)) pour v € S, et

Q= U B(v,R(v)).

veS,

Si0 < € < g, on choisit maintenant une fonction localement lipschitzienne ¢ : X — [0, 1] telle
que
Osive[j<ci—e&|UJ >+ & UKUQC,

o(v) =
Isive[p—e<J<c+e\o.
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On construit alors le flot 1 (¢,x) comme solution de 1’équation différentielle

i (t,x) = —o(n)min(

1
dt ) ”)V("”l), n0,x)=x€S

l,——————
IV(n
d’aprés le Théoreme 2.1.4 le flot 1(z,.) est un homéomorphisme impair de S dans S et

N(1,[J <cr+e\w) C [J < ¢ — €]. Supposons que A € Hy ; est tel que

cr <supJ(v) < ¢+ €,
vEA

d’aprés la propriété (g) de la Proposition 2.1.1, on a

Y(ANK) > y(A) —¥(K) > k+j—j.

v

en posant B =17 (1,A\I€>, puisque 7M(1,.) est un homéomorphisme de S dans lui méme.

D’aprés I’inégalité précédente on a B € H;. Ce qui donne I’inégalité

cr <supJ(v) <cpr—¢
veB

qui est impossible.

Par conséquent on a ¥(K(cg)) > j+ 1. D’ou le premier point du théoréme.

Concernant le second point, remarquons qu’il est impossible que la suite soit stationnaire, i.e.
pour k > 1 on a ¢y = ¢ j pour tout j > 1. En effet, on sait que J vérifie la condition de Palais-
Smale et par conséquent K(cy) est compact. Donc de genre fini. Dans le cas contraire, i.e. si
Ck = Ck+j>ona y(K(cg)) > j+ 1 ce qui est impossible (sauf peut-étre pour un nombre fini de ).
Ainsi donc, si ¢ ne tend pas vers 1’infini, alors nécessairement, elle converge vers ¢ € R avec

¢ > ¢y por tout k > 1. Dans ce cas on a
K={ueS;c; <Ju)<c, 3AeRtellequeG (u)=Au},

est compact. Donc de genre fini, soit Y(K) = n. En réitérant ce raisonnement on exhibe un petit
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T > 0 tel que si

w={veS;dvK) <1},
et
K=o
alors y(K) = y(K) = n. En considérant € et § > 0 comme ci dessus et en posant

2 _
& =min(e,, o, £ L))

on construit alors, pour 0 < € < &, le flot 1 de sorte que N(1,[J <c+eN\w) C[J<c—g].
Si on considere un entier k > 1 tel que ¢ > ¢ — €. Considérons alors Ag € Sy, tel que

supJ(v) <c+e¢€. Et si on pose A = Ap\w on a A € % et M = n(1,A) € %;. On obtient
VEAQ

donc, ¢ < supJ(v) et M C [J < ¢ — €], ce qui contredit I’hypothése ¢, < ¢ — €. O
veM

2.2 Hypotheses

Nous introduisons les fonctions suivantes, définies dans R”
1
(2.28) p(x)=(1+|x*)"2

et pour & > 0 donné, nous notons :

-1
(2.29) Po(x) = p%(x) (1 +log/1+ |x|2>

Nous posons :

p2%(x) sin>2
(2.30) pa(x) =
pZ(x)sin=2

Lf,a (R") désigne ’espace L? muni du poids pq, i.e.

(2.31) L (R") = {u c 2'(R") :p?xu € LZ(R”)}
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Nous définissons I’espace de Sobolev a poids suivant :
1
(2.32) V= {ue Z'(R"): pPu € LA(R"), |Vu| GLZ(R")}

muni de la norme

1

(233) = ( /| n<\w|2+p1u2>dx>

Pour n > 2, V est un espace de Hilbert séparable [9]. Pour n > 3, V s’injecte de facon continue
dans L*' (R"), ol 2* désigne le conjugué de Sobolev de 2, i.e. 2* = nzTnz [18].
Notons V* le dual topologique de V. Soit A un opérateur défini de V dans V*, pour u € V nous

définissons || . || par :

(2.34) | Au ||l= sup |(Au,v)]|
eV

v
vllv=1

Nous définissons des parties de V comme suit :

(2.35) Vi = {u €v: 5 gutdx 2 o}

Nous supposons que :

(2.36) dep > 0,3¢p > 0,90 > g ce1pn(x) < q(x) <copn(x) p.p. dans R"

En particulier, ¢ € L (R").

(2.37) Jc>0,36 > n :|g(x)| < cpo(x) p.p.dansR"

(2.38) f:R"xR — R est une fonction impaire, i.e. f(x,—u) = —f(x,u)
(2.39) f est une fonction de Carathéodory

(2.40) 1f(x,u)| < o(x) +p)|ul?  pourtout x e R" uecR
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4
2.41) I<y<l4+—=
n—2

2*

(2.42) 0<p(x)eL"(R"),n = >—(y+1)

2
Je PP (x)uPdx < |ct| pourtout u € My,

avec f = TR
(2.44) 0<o(x) L’ (R)NLEV (RY)
Pj
(2.45) f(x,y)y >0,vx € R",y € R\ {0}

2.3 Résultats d’existence

Une formulation variationnelle du probleme (1.1) est donnée par :

Trouveru e V,u Z0,A € R
(2.46)

Jrn(VuVv+quv)dx — [pn f(x,u)vdx = A [pn guvdx,¥Yv € V

Le probleme (2.46) est équivalent a trouver des solutions non triviales u de 1’équation :
(2.47) o' (u)v=2Ay'(u)v pour tout vev.

ol @',y désignent les dérivées au sens de Gateaux des fonctionnelles :

O(u) = %/Rn(|Vu|2—|—qu2)dx—/Rndx/ouf(x,s)ds

et
1 2
v(u)=5 [ gu-dx
2 Jrn

D’apres la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de 1’équation (2.47) revient exac-

tement a la recherche des points critiques de la fonctionnelle ¢ sur la variété :

(2.48) Ma:{uEV:w(u):%}:{ueV:/Rguzdx:(x},oc;é().
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Remarque 2.3.1. Dans ce qui suit, nous ne considérons que les variétés My, avec o > 0. Le

cas o < 0 se traite de la méme facon.

Proposition 2.3.1. (i) ¢ € €' (V,R), y € Cflzcl (V,R), ¢ et v sont paires.

(ii) Pour tout n € N,K,(a) # 0.

En particulier, si X, est un sous espace de dimension n de V alors, Y(MyNX,) = n.

Démonstration. (i) Compte tenu des hypotheses (2.36),(2.37), (2.39)-(2.44), les fonction-
nelles ¢ et w sont continues sur V et comme ¢’ et ' sont aussi continues alors ¢ et
v € (V,R).

De plus, Y est lipschitzienne. En effet, pour tout u, v, w € V nous avons

’l//’(u—v)w‘ = ’/ng(u—v)wdx‘ < c/Rnpglu—va|dx

u=vllvllwllv

IN

d’ou

vy

< fu—vly
*

(i1) Soit X}, un sous espace de V tel que dim X;,, = n. Remarquons que X, N\ M, est un ensemble
symétrique, fermé, compact et ne contenant pas 1’origine. Donc (X, N\My,) est bien défini.

Soit S la sphere unité dans V, i.e.
S={ueVy:flulv=1}
Notons par P la projection radiale dans V

Pyv — 'V
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L’opérateur P ainsi défini est une bijection entre My et S. En effet, P agit comme une

multiplication par un scalaire. Nous avons alors
P(X,NMy) =X,NP(My) =X,NS

Ceci implique que P est un homéomorphisme entre X;,, "My et X,, NS et puisqu’il est
impair, nous avons

V(X NMq) = (X, 0S)

d’ou y(X,, N My,) = n d’apres les propriétés du genre (Lemme 2.1.1).

Nous définissons les opérateurs :

J,G,F:V — V*

(2.49) Ju = —Au+qu
(2.50) Gu = gu
(2.51) Fu = f(x,u)

Proposition 2.3.2. Les opérateurs G et F définis par (2.50) et (2.51) respectivement sont com-

pacts.

Démonstration. Comme la fonction g satisfait I’hypothese (2.37), I’opérateur de multiplication

G défini par (2.50) est compact. En effet, soit (u,) une suite faiblement convergente vers u € V.

L 8@ x| < [ 1g(0) | un—u | vldx<c [ pg_y (o)l —ulpy(5)lvid

En appliquant I’inégalité de Holder, nous obtenons :

1

§C<</Rn+/Rn>I7291(x>’un_u’2dx> v lv

/n g(x)(uy — u)vdx
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Donc

| Gl =) < ( =)+ e rw)
La restriction de la suite (u,) étant faiblement convergente dans H'(Bg), converge fortement
dans L?(Bg). D’autre part, (u,) est bornée dans V, alors pour R suffisamment grand || G(u, — u) ||
tend vers zéro quand n tend vers oo,
Nous allons montrer maintenant que 1’opérateur F est compact. Soit (u, ), une suite faiblement
convergente vers ug € V. Nous avons
(2.52)  sup (Fun—Fuo,v) < sup [ |f(x,un)— f(x,u0) || v|dx+

veV veV JBr
vllv=1 [vllv=1

+ sup | [f(x,un) = f(x,u0) || vidx
veV JBj
[v]lv=1

La restriction de la suite u, sur B étant faiblement convergente dans H'(Bg) converge forte-
ment dans L?(Bg) vers ug. En vertu de la continuité de 1’opérateur de Nemytskii associé a la
fonction f de L?(Bg) dans L?(Bg), la suite f(.,u,) converge fortement dans L?(Bg) vers f(.,u)
et par conséquent la premiere quantité a droite de I’'inégalité (2.52) tend vers zéro quand n tend
vers I’infini. D’autre part, nous avons

sup | 1 (%,un) = f(x,u0) [| vidx < sup | (20 +p(junl”+ [uo]")) |v|dx

veV BR veV R
[[vllv=1 [[vllv=1

1

* 2% */ @
/ olvldx < / v[* dx / o> dx
B B B,

R R R

clviy | [ o ax

IA

R
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Pour tout u € V, nous avons

*

2y

e
. 2% % 2%
/ pluvidx < ( / ul? dx) ( / <p|v|wx)
By By By
1 1
i 2% N
<cullt /|v|2 dx /p%dx
By By
1
N
< Nulbl vl ( / p%dx>
By

d’ou

sup |f(x7 un) _f(xv I/l()) ” v\dx S C o dx + p Ydx
veV JBy B} B

[v[lv=1
Compte tenu des hypotheses (2.42) et (2.44), la deuxieme quantité a droite de I’'inégalité (2.52)

tend vers z€éro quand R tend vers 1’infini. 0

Proposition 2.3.3. La fonctionnelle ¢ est bornée inférieurement et satisfait la condition de

Palais-Smale sur M.

Démonstration. Soient o > 0 fixé, u € My. Compte tenu des hypotheéses imposées sur les

fonctions g et f, la quantité % Jgn qu*dx+ [gndx [ f(x,5)ds est positive. Nous avons alors,

o(u) > (%—f—%) /H|Vu|2dx

En appliquant I’inégalité de Hardy pour o¢ = 0, nous obtenons

o(u) > %min(l,C)(/Rn]VuP—f—/Rn |x|2]u(x)|2dx>
> %min(l,C)(/Rn|Vu|2—|—/Rn(1+|x|)_2|u(x)|2dx)

I .
= min(1,0) | u]}

< ¢ || u|3, grace a I’hypothése (2.37), nous avons

Puisque o = | [pn gudx

o(u) >c"a
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ce qui prouve que ¢ est borné inférieurement sur M.
En posant B =J + F nous avons ¢'(u)v = (Bu,v) et ¥/ (u)v = (Gu,v).

Notons par ¢/, la dérivée de ¢ suivant M,

04() = 0'(0)— 9wy’ W)

1
= Bu— —(Bu,u)Gu
o
Soit (u,), C My telle que

¢(u,) est borné

é(¢)/(un),un)l[//(un) — 0 dansV*

(2.53) 9o (ttn) = 9'(un) —
En vertu de la coercivité de ¢, (u,), est bornée dans V, par conséquent Gu,, converge.
La suite numérique

(Bunyun) = (Junaun) + (Fbtn,btn)

est bornée et par conséquent admet une sous-suite convergente. D’autre part, de (2.53) nous
avons

1
0, (un) = Buy, — a(Bun, un)Guy, — 0

ce qui entraine la convergence de Bu,. D’autre part, Fu, converge.
Comme B = J + F alors Ju, converge. Puisque (Ju,u) est coercive sur V alors (u,) est conver-

gente. O

Théoreme 2.3.1. Pour oo > 0 et n € N, posons

Co(a) = inf sup2
(e) gl sup ¢ (u)

Alors, pour tout n € N il existe u,(@) € My et A,(o) € R tels que

Co(at) =2¢(us(x)) et An(a):¢/(u”(a))u"(a)

et (up(a), A, () est solution propre du probléme (1.1).
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Démonstration. Le résultat découle immédiatement de 1’application du Théoréme 2.1.6 et des

Propositions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3. O

Remarque 2.3.2. Si a > 0 alors u,(a) € Vi et A,(00) >0, Vne N. Si a < 0 alors u,(a) € V_

et A,(a) <0, Vn e N.
Proposition 2.3.4. Pour tout & € R, & # 0 nous avons

| un(t) [[y— 4oo et |Ay()| — 4o quand n— +oo.
Démonstration. Nous avons par définition

20(u) = (Ju,u)+2(Fu,u)

|(Fu,u)| < / | f(x,u) ||u|dx§/ G|u|dx+/ p\u|?’+1dx
Rn Rn R
71

1 €1 € Ya)
(/ 6(2*),dx> ) (/ uz*dx) ’ + (/ Py‘dx) " (/ uz*dx> ’
n n Rn n

L’injection de V dans L% (R") étant continue, nous obtenons

IN

[(Fuu)] <Cr [l [l +Ca || I
D’autre part, nous avons (Ju,u) < Cs || u ||, . Par conséquent :
20(u) <Cp [l +Co | u |37 +C5 [ ulff
Soit u,(a) une fonction propre du probleme (1.1) alors,
Ca(@) =29 (,(@0)) < C1 || n(@) ||y +Ca || n(@) 157" +Cs || wa(et) |5

Puisque C,,(¢) — 4o [20] quand n — oo alors || u, () ||[y— +o0 quand n — +-oo.

De plus, pour tout & € R* nous avons

0 () = (9 (1 (@), un (1)) > c || un(0t) |[§— oo

d’ott [A, ()| — Hoo. O
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Chapitre 3

Théoreme du point fixe sur un cone

3.1 Introduction

Ici nous étudions I’existence de solutions positives non triviales du probleme non linéaire

que nous formulons sous la forme

—Au=Ag(x)u+ f(x,u), xeR"
3.1

u(x) — 0
|x]|—+eo

Il s’agit de déterminer le couple de solutions (A,u) qui vérifie (3.1). Ici, A est un parametre réel,
la fonction g est mesurable. f : R"” x R, — R est une fonction de Carathéodory.

Nous exposons dans ce qui suit une €tude spectrale et I’existence d’une petite valeur propre
principale positive du probleme linéaire associ€ a (3.1), i.e. f = 0. Puis nous démontrons 1’exis-
tence d’une solution positive du systeme (3.1) a I’aide d’un théoreme du point fixe, type Kras-
noselsk’ii, sur un cone défini dans un espace de Banach. Dans toute la suite nous considérons

n>3.

Définition 3.1.1. Soit A un opérateur auto-adjoint, défini et borné inférieurement sur V. Nous

disons que A préserve la positivité si pour @ positive, AQ est positif.
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3.2 Hypotheses

Nous supposons que

(3.2) de > 0,30 > 1;]g(x)| < cpa(x)  p.p. dans R"
(3.3) JK > 0tel que g(x) > K
34 )] < a(@)lul? +b(x)

2*
(3.5) 0<B< 5

_1 2.2%
. <p, lacLY(RY),y=
(3.6) 0< p,2acL'(R"),y 35
1

(3.7) 0<p, ’beL*R")
(3.8) Je>0,3u > 0;u > A" tel que
(3.9 fe,u) >2Upe(x)u —cpe(x) pour u >0

Nous supposons aussi que

flou)

3.10 _
©-10) lullv—0 p1 (x)]ue]

uniformément pour x € R”.

3.3 Le cas Linéaire

Nous allons nous intéresser au cas ou f = 0. Nous établissons I’existence d’une valeur propre

principale positive et un principe du maximum. Soit le probleéme

—Au=Ag(x)u, xeR"
(3.11)
ulx) — 0
|x|—-o0
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3.3.1 Existence d’une valeur propre principale positive

Pour tout u € L2(R") on pose

= ( [ stona)”

En vertu des hypothéses (3.2) et (3.3), || u ||; définie une norme sur L*(R") équivalente 2 la
norme usuelle.
De ce fait, I'injection de V dans (L*(R"),|| . ||o) demeure compacte.

Nous définissons G, I’opérateur de multiplication par g, dans L?>(R"), i.e.

Gu = g(x)u, u € L*(R").
Proposition 3.3.1. L’opérateur (— A) ! est continue de L2 (R") dans H} (R")
Démonstration. Le résultat découle de I’injection L?(R™) O (H')*. O
Proposition 3.3.2. L’opérateur de multiplication G est compact.
Démonstration. La démonstration est analogue a celle du Lemme 2.3.2. [
Proposition 3.3.3. L’opérateur
(3.12) (=A)"g(x)) = (=A) oG
est autoadjoint, compact et positif.
Démonstration. Considérons la formulation variationnelle du probleme (3.11), et posons

a(u,v)= | VuVvdx et b(u,v) :/ g(x)uvdx
Rl’l n

Alors, en vertu de la symétrie des formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-), on conclut que 1’opérateur
défini par (3.12) est autoadjoint.

La compacité découle du fait que I’opérateur en question est la composée de deux applications,
I’une continue, & savoir (—A) et autre, G, compacte.

L’ opérateur (3.12) est positif en vertu de I’'inégalité de Hardy et de I’hypothese (3.3). 0
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On peut appliquer les résultats de la théorie spectrale classique des opérateurs auto adjoints

compacts sur les espaces de Hilbert. Ce qui nous assure que
1. Les valeurs propres sont réelles et de multiplicité finie.

2. Le spectre est constitué par (au plus) deux infinités dénombrables de valeurs propres, une

positive et I’autre négative, tendant vers zéro.

Notons par A; ’inverse de la premiere valeur propre, et par ¢; la fonction propre associée qui
vérifie
—AQ; = Aig(x) o1, dans R".

La formule de Courant—Fischer nous donne,
( 2
(3.13) A =inf{=———~— ¢ € Z(R")}.
X

Proposition 3.3.4. La valeur propre A est simple et il existe une fonction propre Q| qui est

strictement positive et continue dans R".
Pour la démonstration de cette proposition, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.3.1 (Stampacchia, 1965). Soient Q un ouvert borné de R" et L un opérateur ellip-

tique, i.e. qui vérifie (1.2), supposons de plus que g(x) € L: (Q) avec r > n. On pose
Q(X,p) = Qme(X),

oit Bp(x) est la boule de rayon p et centrée en x, de fagon que Q(x,p) = By pour toute boule
By C Q, posons également pour xy € Q
m(r) = inf wu(x), M(r) = sup u(x)
Q(Xo,r) Q(X(),r)

et
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Soit u(x) une solution de Lu = 0. Alors u(x) vérifie une condition de Holder dans chaque
compact de Q, i.e. il existe deux constantes K et o, avec 0 < a0 < 1, telles que si x € Q et

0<p<R<d(x,dQ), on ait

Japr wdxy i pye
3.14 o(p) < K(=E2—)" (%)
(3.14) (p) < R R

Lemme 3.3.2 (Inégalité de Harnack). Soit L un opérateur satisfaisant (1.2), supposons qu’il
existe K > 0 et v > 1. Soit u € H'(R") satisfaisant u(x) > 0 et Lu = 0 dans R". Alors, pour

toute boule Bag(y) C R", ona

(3.15) supu < C inf u
BR(y) BR(y)

ou C =C(n, %, VR), avec oy tel que introduit dans la condition d’ellipticité (1.2)

Démonstration. Commencons par conclure, en vertu du Lemme 3.3.1 appliqué a I’opérateur
(3.12), que toute solution y € L?>(R") du probleme (3.11) dans L*(R") est une fonction continue
dans R™.
Montrons que A; est simple et qu’elle posséde une fonction propre associée qui est strictement
positive.
Remarquons d’abord que A; est de multiplicité finie. Supposons qu’elle n’est pas simple, alors

il existe une fonction propre, que 1’on notera Y et qui change de signe. Il s’en suit que

y" = max(y,0)

est également une fonction propre associée a A.
Posons

Q, ={xeR"; y(x) > 0}.

Et A, I'inverse de la premiére valeur propre de (( — A) _1g> défini sur . avec condition aux
bords de Dirichlet. Alors

)Ll = )L’-i-‘
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Comme Q # R" alors ¥ et y sont linéairement indépendant.

Ainsi, en considérant tous les domaines Q, tels que
Q. CQ, CRY

nous pouvons construire un nombre infini de fonction propre linéairement indépendante et as-
sociée a A1, ce qui contredit le fait que 1’ordre de multiplicité de A; est finie. Ainsi donc, A; est
simple est toute fonction propre qui lui est associée ne change pas de signe.

Considérons, une fonction propre non négative ¢ associée a A;. Il s’agit de montrer que ¢ > 0.

Supposons qu’il existe y € R” tel que ¢(y) = 0. Soient R > 0 et r > 0 tels que
B(x,r) C B(x,R).
En appliquant le Lemme 3.3.2 a I'opérateur ( — A — A;g(x)) on obtient

sup ¢ <C inf ¢ =0,
B(x,4r) B(yr)

et donc ¢ = 0 dans B(y, r) pour tout r > 0. En conclusion, ¢ = 0, ce qui est impossible, car ¢

est une fonction propre. [

Remarque 3.3.1. [12] (3.13) nous permet la caractérisation variationnelle suivante de Ay,
(3.16) /11/ g(x)|ul?dx < / \Vul|* dx; VueV.
RI’[ RV!

Nous avons vu dans la Proposition 3.3.4 que le probleme (3.22) admet une valeur propre
principale. Nous allons montrer que cette valeur propre est la seule valeur propre principale
positive du probleéme en question.

Identité de Picone
Nous allons introduire [’identité de Picone qui nous permettra de démontrer que les pre-

mieres valeurs propres, AFL et A, , sont principales.
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Proposition 3.3.5. Pour tout u,v € H'(R") tels que v > 0 alors on a ’inégalité dite identité de
Picone

2
(3.17) \Vu|2—v(”—)vvzo
1%

avec égalité si, et seulement si, u = Av, pour A € R.

Démonstration. Reprenons I’expression de 1’identité de Picone et développons 1a,

2
Vu> — Vv (u_) Vv (qui est bien définie car v > 0).
%

\%
= |Vul* - 24vuvy + u2—2VVv
v v

(3.18) = |Vu—%Vv]2

qui est nécessairement positive. D ot le résultat.

Concernant le cas de 1’égalité, Supposons donc que
2
Vul? — v(“_)vv =0
%

ainsi de (3.18) on obtient

Vi —“Vy|* =0
V

ce qui nous donne,

Vu= ZVv

y

et donc,

Vu B Vy

u v
par suite,
logu =logv+c, ceR

d’ou

u=vexpc.
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En prenant A = expc € R, on obtient le résultat.
Supposons maintenant que u = Av, avec A € R. Remplagons u par sa valeur dans I’identité de

Picone, on obtient

2
Vul? - v(”—)vv = AW AW(V—)W
1% 1%

= AYWv)P =A% (Vv)?

=0
]

Remarque 3.3.2. Remarquons que si A est valeur propre du probléme (3.22) relativement a g,
alors (—A) est valeur propre du probléme (3.22) relativement a (—g). Il suffit donc de montrer

que A" est principale.

Démonstration. Soit )Lfr la valeur propre principale positive du probleme (3.22) et soit ¢; la
fonction propre associée a 7L1+ . Soit A une valeur propre positive du probleme (3.22) et soit ¢ la
fonction propre associée a A. Supposons que A est principal, i.e. que @ est strictement positive.

En appliquant I’identité de Picone a ¢ et ¢, on obtient

Jen @ VEDPdx = fn V1 dx+ [ 772 dx
= (A = A) fpng(x) @} dx

Comme A est valeur propre positive du probleme (3.22), et d’apres le principe du Min—-Max on

(3.19)

a, 7L1+ < A. Par ailleurs, sachant que @ = (pl+ — ¢, , en appliquant I'identité de Picone a ¢, et

@;", on obtient

J’_
2l (P1 2 )2 A
(3.20) /Rn|(p1| ‘V((m)‘ dx—/ Vo] dx—l—/ 0P
[ Aol (of 2dx— //1 x=0

On obtient donc,

/]Rnfp2‘v<%>‘2dx: Mr—“/wg(xﬂpldx:o-
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ce qui implique que, d’une part ¢ = c¢; et d’autre part que A = ).f“ . U

3.3.2 Principe du maximum

Le principe du maximum est I’une des caractéristiques les plus importantes des équations
elliptiques du second ordre, qui les distinguent, ainsi, des équations d’ordre supérieur. Dans la
majorité des cas, le principe du maximum ne fait appel qu’a la condition d’ellipticité (tout au
plus a la régularité des coefficients intervenant dans la définition de 1’opérateur). Cette caracté-
ristique fait du principe du maximum un outil puissant dans 1’établissement des estimations a

priori des solutions d’équations linéaires ou non linéaires elliptiques.

Définition 3.3.1 (Principe du Maximum). Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans
lui méme, satisfait le principe du maximum si pour tout u de X, u est positif et non identiquement

nul, dés que Au est positif et non identiquement nul.

Proposition 3.3.6. [11] Supposons que (3.2) est vérifiée, de plus f € Lffl (R™). Alors le pro-
1

bléeme (3.22) satisfait le principe du maximum si, et seulement si, A > A.

Démonstration. Soit ¢ la fonction propre associée a 1. Alors ¢ ne change pas de signe.

Multiplions le probleme (3.22) par ¢, et intégrons sur R".

—Au@; = Ag(x)@ru+ f(x,u) @

ce qui donne,
M / () @uuudx = A / g(x)prudi+ / 6, u)pr dx,
Rn Rﬂ Rl’l
Ainsi,
=2) [ sWomds= [ flxuwpdr

Si le principe du maximum est vérifiée, alors

/ fx,u)ordx>0
Rn
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ce qui implique que
(A —z)/ g(x)@rudx > 0.
Rn
Comme
/ g(x)pudx >0
Rn

etdonc, Ay —A >0d’ou, A; > A.

+

Inversement, soit A; > A, et utilisons le fait que u = u™ — u~. Multiplions 1’equation du pro-

bleme (3.22) par u~ et intégrons sur R”. On obtient,

VuVu dx=21 | g(x)uu" dx+ / fx,u)u™ dx.
R” R~ R7

Du fait que,
VuVu~ dx = / g(x)utu"dx=0,

n

Rn

on obtient,
/ Vu~ | dx = 7L/ g(x)]u_\zdx—/ f(x,u)udx.
n RI’[ Ri’l
En vertu de la caractérisation variationnelle de A;, on obtient

A / () |uPdx < A / g () |u P dx — / Flouu dx,
Rn ]Rn Rl‘l

et donc,
0< (M —/1)/ g(0)|uPdx < —/ Floe,u)u™ dx < 0.
R" R?

D’ou, u > 0. ]

3.4 Le cas non linéaire — Solutions sur un cone

Définition 3.4.1. On appelle cone tout sous-ensemble K qui vérifie,
(a) K est non vide et non trivial (i.e. contient des points différents de zéro).

(b) AK CK pour tout A > 0.
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(c) K est convexe.
(d) K est fermé.

(e) KN (—K) = {0}.

Définition 3.4.2. Soit X un espace de Banach. Soit K C X un céne donné. On définit une relation

d’ordre partiel < par rapport a K, donnée par
x<y si et seulementsi, x—yeckK

Nous nous intéressons a 1’étude du probleme suivant

Trouver u € V,u > 0 et u # 0 tel que
(3.21)

—Au=Ag(x)u+ f(x,u)

ou F(.,.) est I'opérateur de Nemytskii associé a f, A est un parametre réel.
Proposition 3.4.1. L’opérateur de Nemytskii F est compact de V dans L12?_l (R™)
1

Démonstration. Soit (u,) une suite bornée dans V. Pour R > 0, nous avons
P (attp) = Fattg) iz oy (1) [ 17(0) = frtg) Pl
Py R
+ [ pr 1 eng) = f o) Pl
R

La suite des restrictions de (u,), est une suite bornée dans H'(Bg), alors par passage & une
sous-suite extraite elle converge fortement dans L?(Bg). Comme 1’opérateur de Nemytskii est

continu de L?(Bg) dans L?(Bg), alors

/ | f(x,up) — f(x, uq)|2a’x — 0 quand p,q — +oo.
Br

D’autre part,

| o'\ fa) = fleug) P < [ py ') Pt [ pr ! fxmg) P
BR BR BR
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Pour le premier terme du membre de droite nous avons,

2
// py (e up)Pdx < / pr! ’a(x)ug +b(x)| dx+
BR BR

< 2 p7a(?lup PP+ (60 dx

=1
nous avons ka py ' b(x)|?dx — 0 quand R — oo, car p> b € L*(R").
Nous allons maintenant estimer le terme restant. Comme V s’injecte de facon continue dans
L% (R™), nous avons

/B prla()?(uy)Pdx < (/Bk(up)?dx)ig (

/
R

[, e Ta) T

R

2P (/BR ]wp}zdx)ﬁ (/B%( la(x)z){dx)yl‘

1
_ n
1y 1P ([, a0y ax)
R

A
=

IN

1
Comme (u,) est bornée dans Vet p, *a € L' (R") nous concluons que |, B pyta(x)?(up)?P tend
vers zéro quand R tend vers I’infini.
On réitere le méme raisonnement pour |, B Pyt f(x,ug)|? dax.
Ainsi [, B pi I f(x,up) — f(x,u,)|*dx tend vers zéro quand R tend vers I’infini.

Par conséquent, (F(.,u,)) est une suite de Cauchy dans L;,l (R™) et donc elle converge. D’otlt
1

le résultat. [

3.4.1 Théoreme du point fixe sur un cone

Soient X un espace de Banach, K C X un cone et F : K — X. De plus, supposons que
F(0) = 0. Nous allons intéresser aux points fixes se trouvant dans K \ {0}. Pour cela, nous

allons considérer une région annulaire

{xeK; 0<r=|x| <R}

62



sur laquelle nous allons imposer des conditions sur les bords afin que F' puisse admettre des
points fixes a I'intérieur de la région annulaire.

Posons K, = K N B,. Commencons par donner quelques définitions.

Définition 3.4.3 (Homotopie). Deux applications continues F et F' définie dans B, sont ho-
motopes, s’il existe une application continue h(x,t) définie dans B, x [0, 1] telle que pour tout
X € B, on ait

h(x,0)=F(x), et h(x,1)=F(x).
et pour tout x € dB, et tout t € [0,1] on a
h(x,t) # 0.
L’application h(x,t) est alors appelée une homotopie.

Théoreme 3.4.1. [14][Définition et propriétés du Degré de Leray—Schauder] Soient X un es-
pace de Banach, r > 0, et

B, ={ueX; |u|x<r}
Soit F un opérateur compact, défini dans B, a valeurs dans X, tel que
Fu+#u
pour tout u € dB,, alors il existe un entier
d[u—Fu;B,,0]

appelé le degré de Leray—Schauder de I’opérateur u — Fu par rapport a B, au point O, tel que
(1) dlu;B,,0] = 1.

(2) d[u—Fu;B.,0] =d[u—Fu;Q,,0] pour tout ouvert Q| de By, et tel que © ¢ (u— Fu)(B,\

.Ql).
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(3) dlu— h(-,t)u;B,,0©(t)| ne dépends pas de t € [0, 1] pour toute application compacte h :

B, x[0,1] — X, avec © : [0,1] — X continue et O (t) # (u— h(-,t)u) (dQ) dans [0,1].

(4) Sid[u— Fu;B,,0] # 0 alors il existe uy € B, tel que
Fuy = ug.
(5) Si G est une application compacte, également définie dans B, et a valeurs dans X, et si
u—Fu—tGu+# 0,
pour tout u € B, et tout t € [0, 1], alors
du— Fu;B,,0]| =d[u— Gu— Fu;B,,0].
(6) Side plus, I'opérateur F est impair, i.e. F(u) = —F(—u) pour tout u € B,, alors le degré
d[u—Fu;B,,0]
est impair et non nul.

Définition 3.4.4. Soit K un sous ensemble non vide de X. K est appelé une rétraction de X s’il

existe une application continue R : X — K telle que Rx = x dans K.

Définition 3.4.5 (Index de points fixes). Soient K un coéne définie dans un espace de Banach X,
Q un ouvert de K et F : Q — K compacte telle que In(F)N9Q = 2. Si T : X — K est une

rétraction, alors le degré de Leray—Schauder dju — FTu; T~ (Q),0] existe.

Remarque 3.4.1. De la propriété d’invariance de I’homotopie et des propriétés (2) et (3) du
Théoreme 3.4.1, il s’en suit que cet entier est le méme pour toutes les rétractions de X sur K.

Par convention, cet entier est noté i(F,Q, K).

Nous avons alors, le théoréme suivant
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Théoréme 3.4.2. Soient X un espace de Banach, K C X un coéne et F : Kg — K, et soit

y:B :— R, ot B désigne ’ensemble des parties bornées de X, et qui vérifie

Y(FB) > v(B),

pour tout B C Q bornée et y(B) > 0. Supposons que
1. Fx# Ax, pour |x|=R etA>1.

2. 1l existe un petit rayon r € (0,R) et un élément e € K \ {0} tel que x — Fx # Ae pour

|x| =retA >0.

Alors F admet un point fixe dans la région annulaire donnée par {x € K; r < |x| £ R}.

Démonstration. S’il n’existe aucun point fixe dans dKg = {x € K; |x| = R}, ni dans JK,,
alors on a

i(F,Kg \ K;) = i(F,Kg) —i(F,K;).

Remarquons que ¢F, avec ¢ € [0, 1], constitue une homotopie admissible sur K,. En vertu de la
supposition (1), il s’en suit que

i(F,K,) =i(0,K,)=1.

La propriété d’invariance de I’homotopie implique, également, que
i(FK,) =i(F 4+ Ae,K;) pour tout A = 0,

Par ailleurs, F + Ae n’admet pas de points fixes dans K, si A est suffisamment grand, on a

i(F,K,) =0.
D’ou,
i(F.Ke\ ;) = 1
En conséquence, F admet un point fixe dans le cone. 0
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Remarque 3.4.2. Nous appliquons, a notre probleme, le théoreme du point fixe dans le cone,

qui est résumé dans le théoreme suivant

Théoreme 3.4.3. Soit C un céne dans un espace de Banach X et soit ® : C — C un opérateur
compact. Supposons qu’il existe r, R, 0 < r < R, ty > 0 tels que
1. x#tP(x),V1,0<t<let|x|=rxeC

2. 1l existe une application compacte
[F: Bg x [0,—|—°°[—> C

telle que
(a) F(x,0) = ®(x) pour x € C,|x| = R.
(b) F(x,t) # x pour x € C,|x| =R,t > 0.
(c) F(x,t) # x pour x € C,|x| < R,t > 1.

Alors, ® admet un point fixe x € C, r < |x| < R.

Dans toute la suite nous supposerons n > 3. Le probleme que nous étudions devient

—Au=Ag(x)u+ f(x,u), xeRY
(3.22)
u(x) =0
|x|—=-o0

Proposition 3.4.2. Pour tout f € L>(R"), il existe un unique u € VN H?(R") solution de (3.22).

Démonstration. Considérons la forme bilineaire 7 : V — R définie par

T(u,v) =<u,v> —/ (g(x)u,u),

ou (.,.) est le produit scalaire définie sur V par [p, VuVvdx. T est continue et de la condition

formulée sur g, a savoir, g(x) < A < A; on obtient

(gu,u) < Auu) <Ay
[ ewuaas < 5 [ @wdr<
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Ce qui nous permet d’obtenir
A 2
T (u,u) > (1 1 IRZAI8 pourtoutu € Vet | u||g= (u,u).
1
Alors en vertu du théoreme de Lax-Milgram, la fonctionnelle linéaire définie par

veVi— /Rn(v,f(x,u))dx

possede un unique représentant u pour la forme bilinéaire T, telle que,

T(u,v) = /Rn(v,f(x,u)), pour tout v € V.

O
Proposition 3.4.3. Supposons que g(x) < A < At (g), u € H'(R") solution de (3.22). Alors,
(3.23) —Au < g(x)u, avecu >0
implique que u = 0.
Démonstration. Du fait que u > 0, on obtient,
(—Au,u) < (g(x)u,u) < g(x)(u,u) < Au,u)
Par conséquent,
A+ (g) / W< / Vi <A
Ainsi donc, u = 0. L]
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Estimation a priori

Nous allons reprendre les notations et les techniques développés dans [13],
Qy ={yeR"M <y}
Qun={yeR"M <y <N}

B,(x) ={y e R";

x| <} B, = B,(0).
Sy(x) =dBr(x) ={y eR"|x—y|=r}; S, = S,(0).
0.(Q)={q¢< lo(‘)c(Q;I);q(x) <c,x€Q}; I=(0,00).

Qe (Q) ={q €€ (I):0<c<qg(x) <}

2%2 _ n

@, = Le volume de la boule unité de R" = _F(E)
n
1
Tx—y)=——|[x—y[>".
avec I'(x —y) nn—2)o, [x —y|
De plus, f(x,u) vérifie I’hypothese
(3.24) 3P, p € Gy (I x I 1) satisfaisant p(|x|,u) < f(x,u) < P(|x|,u).

Considérons la premiére solution du probleme 3.22 et qui satisfait, pour |x| suffisamment grand,
(3.25) 0<c<u(x)<c.

De plus nous supposerons, pour les besoins de la démonstration, que P, et p sont non décrois-
sante.

Définissons I’opérateur intégrale suivant :

(3.26) Tulx)=c— | Tlx=y)f(uly)dy.

nous avons alors,

Proposition 3.4.4. L’opérateur T, défini par (3.26), envoi Q. »(Qu) dans lui méme, pour un

certain M suffisamment grand, dés lors que

(3.27) / tP(t,c)dt < oo.
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Démonstration. Soit u € Q. ~(£2pr), nous avons,
Tlul(x) =e— | Tx=3)f(ru(y))dy
M

1 ||
cor— L ["ep.0) [ oy asa
_c+n(n_2)wn/M (o) |, ey "dsdp
1 %]
- P // . andd
+n(n_2)mn/|x| (p,c) Sp\x y|" " dsdp

1 || - / oo /

< _— n— —n

‘”n(n—zm( P P<Pa6>dp+/x pP(p,c)dp)
1 )

< [ ! /

e WG

Pourvu que M soit assez grand. Notons que si P(r,t) et p(r,t) sont non croissante en ¢, la

démonstration est identique. [

Proposition 3.4.5. Sous les mémes hypotheéses que celles du Lemme 3.4.4, T est continu et

compact.

Démonstration. Soit (uy,), C Q. (Qu) avec limu, = u. Alors,
’ n—oo

T{un](x) — T'u] (x)

< [ Tl F0u() — )y =
= [ T30 ) — f ) dy+
+ [ D=l 0(0) — fOru(s)dy, 0 <M <N,
Qpy

La seconde intégrale est majorée par

£
2 [ T y)P(l ey < 5
Qn

a condition que N soit suffisamment grand. A supposer que f € Cgl%c alors il existe une constante

K, dépendante de N, telle que

1y un () — f(,u(y)] < Klun(y) —u(y)|*
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uniformément dans €, . Considérons ng suffisamment grand de sorte que,
£ —1
pour n > ng, |u, —u|* < —[K/ F(x—y)dy] :
2 Qu.n

Ainsi, la premiere intégrale est inférieure a 5 ce qui démontre la continuité de 7'.
Montrons que 7" est compact. L'image de T est uniformément bornée, nous ne pourrons utiliser
le théoreme d’ Ascoli-Arzela que si I’'image est equicontinue dans Q. Soient x,x’ € ), posons

S=|x—x|et& = J(x+x'). Alors pour u € Q. . (Qu),

T(x) ~T) = | (Tle=3) =T =) fra)dy = I+

ou

et
b= e (T =) =T =) (3 u())dy.

Commencons par estimer /1, on obtient

2
Ll < —/ x—y[* " u(y))d
1| "= 2o, QM\33(5)| YT (vyu(y))dy

2 5,12/00/ P(p.c')dsd
n(n—2)a)n 2 Jum Sp p,c)dsdp.

Afin de majorer I}, nous posons Bg(&) =Bs (x) UBs (¥ ) UQ ou Q=Bgs(&)\ (B
7 1

FNIH
—
e
N—

C
oy

B
—~

><\
N—
——

Donc,

L = (/Bg(x) + by +/Q>(F(x—y)—F(X'—y))f(y,u(y))dy

= hL+1Li+1s.

b= [, PCe) =T =] ) dy

z((x)
e [ PRyt [ W PRy
“n(n—2)w, /s ’ n(n—2)w, JB; ’
I I
Ainsi, ces intégrales tendent vers zéro lorsque 6 tend vers zéro uniformément en x et x'. U
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3.4.2 Existence de points fixes
Nous allons construire, a partir de (3.22), ® et [F qui satisfont aux conditions du Théoréme
34.3.
Théoreme 3.4.4. Le probleme (3.22) admet au moins une solution positive pour tout A tel que
0<A <A

Démonstration. La Proposition 3.4.2 nous permet de définir ’application S : V — V ou u est
I’unique solution de

(—A—=2Ag(x))u= f(x,v).
En vertu de la théorie générale de 1’étude spectrale, et de la Proposition 3.4.2, nous savons qu’il
s’agit 1a d’un opérateur continu et inversible.

Soit P le cone des fonctions positives de V, i.e.
P={ueV;u>0}
Nous définissons alors une application
o :P — P
u — ®du)=S"'oF(u).

® est un opérateur linéaire, continu et compact dans P, car composé d’un opérateur continu, S~
et d’un autre compact, a savoir F. En vertu du principe du maximum, nous avons ®(P) C P.
& vérifie la condition (1) du Théoréme 3.4.3. En effet, supposons qu’il existe u € P, t € [0, 1],

tel que u = r®(u). En vertu de I’hypothese (3.10) on a, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que
Jullv<r= f(x,u) <epi(x)u
Nous avons alors,
—Au < g(x)utepi(x)u

< (8(x) +epi(x))u
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nous pouvons choisir € suffisamment petit pour que 1’on ait

gx)+epi(x) <A pp.xeR

Alors, en vertu du Lemme 3.4.30onau=0. Pourtout 0 < A < ).fL, pour tout v € Vetr > 0,

nous définissons u € P solution du probleme
—Au=Ag(x)u+ f(x,v+1).
Nous définissons une application,

F:Bg xRt — P

(vt) — u=Fw1)=S'oF(v+1)

On voit bien que F(.,0) = ®(.). Vérifions que I’application F satisfait aux conditions (2b) et
(2¢) du Théoreme 3.4.3. Soit F(u,t) = u, pour un certain u € P, et soit ¢; la fonction propre

associée a A;. Multiplions 1’équation (3.22) par ¢; et intégrons sur R”, on obtient,

ll/ g(x )u(pldx—?L/ ugoldx+/ fx,u+1) dx.

alors la condition (3.9), implique

/h/ gx )ufpldx>l/ u(pldx+2u/ Pa(x u+t)<mdx—c/ Pa(x)@1dx

En vertu de (3.2)

ll/ g(x )uq)ldx>l/ u(pldx+2u/ X)uQp dx+

2/.11‘/Rnpa(x)(p1 dx—c/Rnpa(x)(pl dx

ce qui nous donne
M [ euprdy= (+2u) [ s(oupidr+ @ui—c) [ pa(gids
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Remarquons qu’en vertu de (3.8)
A+2u > A, car A > 0.
et donc,
2,th—c§():>t§i.

Pour avoir u # F(u,t) pour ¢ > 1y, il suffit de prendre 7y = i
Alors, en vertu du Théoréme 3.4.3, 1a fonctionnelle ® admet, pour tout A satisfaisant0 < A < A,

un point fixe u € P qui est solution positive du probleme (3.22). [
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Conclusion

Ce modeste travail nous a permis d’approcher le domaine des equations aux dérivées par-
tielles elliptiques non linéaires, sans pour autant totalement y accéder, tant les ramifications de
cette branche des mathématiques semblent “infinies”. La connaissance des autres méthodes de
résolution de ce type de problemes, aussi divers que variés, nous permettra stirement de ré-
pondre aux questions soulevés par ce travail.

Plusieurs problémes connexes sont a explorer. Nous pensons essentiellement aux problemes de
perte de compacité, a la nature des espaces fonctionnelles qui conditionnent fortement la nature
de la solution, aux problemes non coercifs ainsi que Les problemes d’approximation des solu-

tions par des méthodes numériques
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Résumé

Nous allons traiter les problemes de la forme
Au = AGu+F(x,u),

ol x est la variable de 1’espace, A est un parametre réel, A un opérateur elliptique d’ordre deux,
G I’opérateur de multiplication et F' un opérateur non linéaire. Les trois opérateurs étant défi-
nis dans un espace de Hilbert réel, H. Dans le cas ou F est identiquement nul on retrouve le
cadre linéaire, et dans ce cas nous appliquons la théorie de Weinberger. Dans le cas contraire,
nous nous intéressons a la théorie de Ljusternik—Schnirelmann, qui est I’analogue non linéaire
du principe de Courant—Hilbert. D’autre part, si le probleéme en question décrit un systéme non
linéaire de n fonctions inconnues, nous utilisons un théoréeme du point fixe pour montrer I’exis-
tence de solutions.

Mots clés : Théorie de Ljusternick—Schnirelmann, points critiques, Degrés topologiques, Théo-

reme du point fixe sur un cone, Espace Sobolev a poids.
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Abstract

We will treat problems of the form
Au = AGu+F(x,u),

where x is the variable space, A is a real parameter, A an elliptic operator of second order,
the multiplication operator G and F a non-linear operator. The three operators are defined in
a Real Hilbert space, H. When F is identically zero one find the linear framework, in which
case we apply the Weinberger theory. Otherwise, we are interested the theory of Ljusternik -
Schnirelmann, which is the analogous linear principle of Courant - Hilbert. On the other hand,
if the problem in question describes a nonlinear system of n unknown functions, we use a fixed
point theorem to show the existence of solutions.

Keywords : Ljusternick—Schnirelmann theory, critical points theory, Topological degree, fixed

point theorem over a cone, Sobolev spaces with weights.
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