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Remerciements

Je voudrais exprimer tous mes remerciements à Monsieur M. Benabidallah pour avoir
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mon défunt père, mes frére, soeurs et oncles et cousins.

Je remercie mon ami Lamine, Aux innombrables et agréables moments passés ensemble.
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2.1.1 Existence dans des domaines étoilés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.2 Existence dans des domaines plus généraux . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.3.1 Définition de l’opérateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 Estimations des solutions ϑ, v, et σ des équations linéarisées . . . . . . . . 68
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CHAPITRE 1

Quelques outils de base d’analyse

Ce chapitre constitue une introduction. On rappelera quelques notions basiques des

mathématiques qui seront utilisées dans ce mémoire, un grand nombre de ces notions

sont des résultats classiques bien connus. Nous présenterons dans la section (1.3) quelques

résultats sur les intégrales singulières, et le théorème de Calderon-Zygmund et ses consé-

quences qui sont des outils indispensables dans le chapitre 2.

1.1 Espaces de Sobolev

Nous présenterons dans cette section quelques brèves notions fondamentales sur les

espaces de Sobolev. Les théorèmes sont cités sans démonstration, pour plus de détail on

pourra consulter par exemple [1], [13] [22] [24].

Soit k ≤ 0 un entier et 1 ≤ p ≤ ∞. On définit les espace de Sobolev:

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ k},

et on introduit la norme suivante pour l’espace vectorielle W k,p(Ω)

‖u‖k,p =
( ∑

0≤|α|≤k

‖Dαu‖p
Lp

)1/p

si 1 ≤ p <∞

‖u‖k,∞ = max
0≤|α|≤k

‖Dαu‖L∞ si p =∞.

(1.1.1)
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L’espace W k,p(Ω) muni de la norme (1.1.1) est un espace de Banach, séparable pour

1 ≤ p < ∞ et reflexif pour 1 < p < ∞. Nous définissons aussi l’espace W k,p
0 (Ω) comme

étant le complété de l’espace C∞0 (Ω) par rapport à la norme (1.1.1). Dans le cas où p = 2

l’espace W k,2(Ω) est un espace de Hilbert et on le note usuellement Hk(Ω).

Dans la suite on aura souvent à faire à des fonction u : R
n → R

n

Théorème 1.1.1 (Meyers-Serrin). Soit Ω un domaine quelconque de R
n, soit u ∈

Wm,q(Ω), 1 ≤ q <∞, alors il existe une suite {un} telle que un ∈ C
m(Ω) ∩Wm,q(Ω) qui

converge vers u dans Wm,q(Ω). De plus, si Ω est localement lipschitzien alors, on peut

choisir un ∈ C
∞
0 (Ω).

On introduit la semi-norme suivant définit sur tout espace de Sobolev W k,p(Ω)

|v|k,p =
( ∑

|α=k|

‖Dαu‖p
Lp

)1/p

, si 1 ≤ p <∞

‖u‖k,∞ =max
|α|=k

‖Dαu‖L∞ si p =∞.

(1.1.2)

Le résultat suivant affirme que la semi-norme | · |k,2 est au fait une norme dans Hk
0 (Ω),

équivalente à la norme ‖ · ‖k,2.

Proposition 1.1.1 (inégalité de Poincaré). Si Ω est un domaine borné de R
n, alors

pour tout entier k ≥ 0, il existe une constante C = C(k,Ω) > 0 tel que

(1.1.3) ‖v‖k,2 ≤ C|v|k,2, pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

1.1.1 Dual des espaces de Sobolev

Si 1 ≤ p < ∞ p′ son conjugué (1
p
+ 1

p′
= 1). On note par W−k,p′(Ω) l’espace dual de

W k,p
0 (Ω). La norme correspondante est notée par ‖ · ‖−k,p′ et elle définie par

‖f‖−k,p′ = sup
v∈W k,p

0 (Ω)v 6=0

< f,v >

‖v‖k,p

.

les théorèmes suivants caractérisent les fonctions de W−k,p′(Ω).

Théorème 1.1.2. Soit 1 < p < ∞ et f ∈ W−k,p(Ω). Alors il existe une unique uf ∈

W k,p
0 (Ω) tel que

(1.1.4) < f,v >=

∫

Ω

k∑

|α|=0

DαufD
αvdx, v ∈ W k,p′

0 (Ω).
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De plus, il existe une constante c(N,k,p,Ω) > 0 tel que

(1.1.5) c‖uf‖k,p ≤ ‖f‖−k,p ≤ ‖uf‖k,p.

Théorème 1.1.3. Soit 1 < p <∞ et f ∈ W−k,p(Ω). Alors il existe une famille {fα}|α|≤k,

fα ∈ L
p(Ω) tel que

(1.1.6) f =
k∑

|α|=0

(−1)|α|Dαfα dans D′(Ω).

De plus,

(1.1.7) ‖f‖−k,p ≤ inf
k∑

|α|=0

‖fα‖p,

où l’infinimum est pris sur toutes les familles {fα}|α|≤k telles que (1.1.4) est vérifiée.

1.1.2 La notion de trace des fonctions de Wm,p

Théorème 1.1.4. Soit 1 ≤ p < ∞, et Ω un domaine localement lipschitzien. Alors, il

existe une application linéaire et continue γ0 : W
1,p(Ω)→ Lp(∂Ω) telle que

γ0(v) = v|∂Ω pour tout v ∈ C∞(Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω), 1 ≤ p <∞ est caractérisé par

W 1,p
0 (Ω) = {v ∈ W 1,p(Ω); γ0(v) = 0}.

Notons par W 1−1/q,q(∂Ω) le sous-espace de Lq(∂Ω) constitué de fonctions u tel que

(1.1.8) ‖u‖1−1/q,q(∂Ω) ≡ ‖u‖q,∂Ω + [u]1−1/q,q <∞,

où

(1.1.9) [u]1−1/q,q ≡
(∫

∂Ω

∫

∂Ω

|u(y)− u(y′)|q

|y − y′|n−2+q
dσydσy′

)1/q

On montre que W 1−1/q,q(∂Ω) est un sous-ensemble dense de Lq(∂Ω) et complet par la

norme (1.1.2). On a le théorème suivant dû à Gagliardo.

Théorème 1.1.5. Supposons Ω localement lipschitzien et soit q ∈ (1,∞). Si u ∈ W 1,q(Ω),

alors γ0(u) ∈ W
1−1/q,q(∂Ω) et

(1.1.10) ‖γ0(u)‖1−1/q,q(∂Ω) ≤ c1‖u‖1,q,Ω.



1.2. Espace fonctionnel relatif aux problème de Stokes 6

Inversement, Il exite un opérateur L linéaire et continu

L : W 1−1/q,q(∂Ω)→ W 1,q(Ω)

tel que

γ0(L(u)) = u µ− p.p. dans ∂Ω, u ∈ W 1−1/q,q(∂Ω),

et on a

(1.1.11) ‖L(u)‖1,q,Ω ≤ c2‖u‖1−1/q,q(∂Ω)

les constantes ci, i = 1,2, dépendent seulement de n, q, et Ω.

1.1.3 théorèmes de l’immersion de Sobolev

Théorème 1.1.6 (théorème de Sobolev-Kondrashov). Soit Ω un domaine locale-

ment lipschitzien de R
n, m > 0 et k ≤ m, alors

Wm,p(Ω) →֒ W k,q(Ω) si 1/q = 1/p− (m− k)/n > 0

Wm,p(Ω) →֒ W k,q(Ω) ∀q ∈ [1,∞) quand 1/p = (m− k)/n,

Wm,p(Ω) →֒ Ck(Ω) si 1/p < (m− k)/n.

(1.1.12)

De plus si le domaine Ω est borné, alors la dernière injection est vérifiée dans Ck(Ω), et

on a

Wm,p(Ω) →֒→֒ W k,q(Ω) si 1 ≤ q < np/(n− (m− k)p)

Wm,p(Ω) →֒→֒ W k,q(Ω) ∀q ∈ [1,∞) quand n = (m− k)p.
(1.1.13)

les symboles →֒ désigne une injection continue et →֒→֒ désigne une injection compacte.

1.2 Espace fonctionnel relatif aux problème de Stokes

Le traitement du problème de Stokes dans le chapitre 2 requiert certains espaces de

fonctions impliquant l’opérateur de divergence de fonctions vectorielles.

Soit V l’espace

(1.2.1) V = {u ∈ C∞0 (Ω) : ∇ · u = 0}.
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On définit alors l’espace suivant

V = la fermeture de V dans H1
0 (Ω).

Pour caractériser l’espace V nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.

Théorème 1.2.1. Soit Ω un domaine borné localement lipschitzien de R
n et f ∈ H−1(Ω)

satisfaisant

(1.2.2) < f ,v >= 0 pour tout v ∈ V .

Alors il existe une fonction p ∈ L2(Ω) tel que f = ∇p.

Remarque 1.2.1. Ce théorème est une version faible d’un théorème plus générale de De

Rham où Ω est une variété et f est supposé être une distribution vectorielle quelconque.

La démonstration qu’on donnera ici du théorème suit celle donnée dans [21] et [11].

Pour montrer le théorème 1.2.4 nous aurons besoin de quelques résultats.

Théorème 1.2.2 (Peetre-Tartar). Soit E1, E2 et E3 trois espaces de Banach, A un

opérateur dans L(E1,E2) et B un opérateur compact dans L(E1,E3) tels que

(1.2.3) ‖u‖E1 ≃ ‖Au‖E2 + ‖Bu‖E3 , ‖ · ‖i désigne la norme de Ei i = 1,2,3.

Alors, on a les propriétés suivantes:

(i) ker(A) est de dimension fini dans E1

(ii) Im(A) est fermé dans E2, et A est un isomorphisme de E1/ker(A) dans Im(A).

(iii) IL existe une constante C0 telle que, si F est un espace de Banach et D ∈ L(E1,F )

nul sur ker(A), alors

(1.2.4) ‖Du‖F ≤ C0‖D‖L(E1,F )‖Au‖E2 , ∀u ∈ E1.

(iv) Si G est une espace de Banach et M ∈ L(E1,G) tel que

(1.2.5) Mu 6 =0 ∀u ∈ ker(A)− 0,

alors

(1.2.6) ‖u‖E1
∼= ‖Au‖E2 + ‖Mu‖G.
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Démonstration

(i) On pose X = ker(A) et on le munit de la norme ‖ · ‖1 induite de E1. Soit {xn} est

une suite de X telle que ‖xn‖1 ≤ 1, comme B est compact B(xn) reste dans une partie

relativement compacte de E3, on peut en extraire une suite {B(xn)} convergente dans E3,

cette suite est donc de Cauchy dans E3, et comme A(um) = 0 on en déduit que {um} est

une suite de Cauchy dans E1, par conséquent elle converge puisque E1 est complet. On a

donc démontré que la boule fermée unité de (X,‖ · ‖1) est compact. D’aprés le théorème

de Riesz (voir théorème VI.5 [4]) X doit être de dimension fini.

Maintenant qu’on sais que ker(A) est sous-espace E1 de dimension fini, on peut introduire

l’espace quotient

X = E1/ker(A)

qui est un espace de Banach par la norme quotient

‖u̇‖X = inf
u∈u̇
‖u‖E1 .

(ii) X est un sous espace de dimension fini, il admet donc un supplémentaire topologique

Y (fermé) i.e., X ∩ Y = {0} et il existe πX ∈ L(E1,X) et πY ∈ L(E1,Y ) tels que

u = πX(u) + πY (u) pour tout u ∈ E1. Y muni de la norme induite de E1 est un espace de

Banach. On montre qu’il existe α > 0 tel que

‖A(x)‖1 ≥ α‖x‖1, pour tout x ∈ Y.

En effet, supposons le contraire, alors il existe une suite {xn} ⊂ Y telle que ‖xn‖ = 1 et

A(xn) → 0, on montre comme dans le point (i) qu’il existe une sous-suite {xm} qui est

de Cauchy dans Y et donc sa limite x ∈ Y vérifie A(x) = 0, i.e, x ∈ X par conséquent

x = 0, or ‖x‖1 = limm→0 ‖xm‖1 = 1!.

Soit maintenant {fn} une suite de Im(A) convergente dans E2 et f sa limite. On a

fn = A(xn) = A(πX(xn) + πY (xn)) = A(πY (xn)). Posons yn = πY (xn), on a alors d’aprés

l’inégalité précédente

α‖yn − ym‖1 ≤ ‖A(yn)− A(ym)‖1 = ‖fn − fm‖2, pour tout n,m > 0,

on en déduit donc que la suite {ym} est de Cauchy dans Y et sa limite y satisfait A(y) = f ,

ce qui montre que Im(A) est fermé. Donc Im(A) est un espace de Banach, comme A
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est linéaire, continue et bijective de X dans Im(A) on déduit grâce au théorème de

l’application ouverte de Banach (voir corollaire II.6 de [4]) que A : X → Im(A) est un

isomorphisme.

(iii) Comme D s’annule sur ker(A), on peut écrire

Du = Du̇ = DA−1Au ∀u ∈ E1.

Par conséquent

‖Du‖F ≤ ‖D‖L(E1,F )‖A
−1‖L(Im(A),X)‖Au‖E2 ∀u ∈ E1,

Ce qui donne (1.2.4) en posant C0 = ‖A
−1‖L(Im(A),X).

(iv) Finalement, montrons qu’il existe une constante C > 0 tel que

‖Au‖E2 + ‖Mu‖G ≥ C‖u‖E1 ∀u ∈ E1.

On procède par l’absurde comme dans le point (ii). Soit {un} une suite de E1 telle que

lim
n→∞

(‖Aun‖E2 + ‖Mun‖G) = 0 et ‖un‖E1 = 1.

Alors, il existe une sous-suite {um} telle que {Bum} converge dans E3. Donc {um} est

une suite de Cauchy dans E1 et par conséquant

lim
m→∞

um = u ∈ E1

avec

Au = 0, Mu = 0 et ‖u‖E1 = 1.

Or, (1.2.5) implique que u = 0, ce qui donne une contradiction.

Le théorème suivant est une partie d’un résultat plus général dû à Nečas [13]. Sa démons-

tration est longue et délicate, nous l’omettons ici.

Théorème 1.2.3 (Nečas). Soit Ω un domaine borné localement lipschitzien de R
n. Alors,

il existe une constante C > 0, dépendant seulement de Ω, tel que

(1.2.7) ‖p‖2 ≤ C(‖∇p‖H−1 + ‖p‖H−1) ∀p ∈ L2(Ω).

Corollaire 1.2.1. Soit Ω un domaine borné localement liptschizien de R
n. L’opérateur

grad : L2(Ω)→ (H−1(Ω))N donné par u→ ( ∂u
∂x1
,..., ∂u

∂xn
) est de rang fini dans H−1(Ω). De

plus il existe une constante C > 0, dépendant seulement de Ω tel que

(1.2.8) ‖ṗ‖L2/R ≤ C‖∇ṗ‖H−1 ∀ṗ ∈ L2/R.
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Si ω est un ouvert de Ω de mesure positif. Alors il existe une constante Cω dépendant

seulement de ω et Ω tel que

(1.2.9) ‖p‖2 ≤ Cω(‖∇p‖2,ω + ‖p‖H−1) ∀p ∈ L2(Ω).

Démonstration

On applique le théorème de Peetre-Tartar (théorème 1.2.2). On pose E1 = L2(Ω), E2 =

(H−1(Ω))N , E3 = H−1(Ω), A = grad, et B l’injection. Notons que l’injection H1
0 (Ω) →֒

L2(Ω) est compacte, et donc l’injection duale L2(Ω) →֒ H−1(Ω) l’est aussi.

Pour satisfaire les hypothèse du théorème de Peetre nous devons montrer que la norme

‖∇u‖H−1 + ‖u‖H−1 est équivalente à la norme L2 et que l’espace L2(Ω) muni de cette

norme est complet. On sait que l’injection L2(Ω) →֒ H−1(Ω) est continue, i.e., pour tout

u ∈ L2(Ω), ‖u‖H−1 ≤ c‖u‖L2 , par ailleur ∂u
∂xi
∈ H−1(Ω), i = 1,...N et donc par le théorème

1.1.3, on obtient ‖∇u‖H−1 ≤ c‖u‖L2 , pour tout u ∈ L2(Ω). On en déduit donc l’inégalité

‖∇u‖H−1 + ‖u‖H−1 ≤ c‖u‖L2 , pour tout u ∈ L2(Ω).

L’inégalité inverse est donnée par le théorème de Nečas (théorème 1.2.3), ce qui montre

l’équivalence des normes.

Pour montrer (1.2.8) il suffit de remarquer que R = ker(grad). Finalement , posons

G = L2(ω) et soit M : G = L2(Ω) → G = L2(ω) l’application identité. Comme ω est de

mesure positif, Mc 6 =0 pour tout c 6 =0, et (1.2.9) suit de (1.2.6).

Corollaire 1.2.2. Soit Ω un domaine borné localement lipschizien de R
n. Si

p ∈ L2
loc(Ω) et ∇p ∈ H−1(Ω)

alors p ∈ L2(Ω).

Démonstration

On pose

X = {p ∈ L2
loc(Ω);∇p ∈ H

−1(Ω)}

et

[p]ω = ‖p‖2,ω + ‖∇p‖H−1(Ω),

où ω est un ouvert borné de Ω de mesure positif tel que ω ⊂ Ω. [·]ω définit une norme sur

X et de (1.2.9) on déduit qu’elle est équivalente à la norme ‖ · ‖2 de L
2(Ω). Donc L2(Ω)
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muni de la norme [·]ω est un espace de Banach, il suffit alors de montrer que L2(Ω) est

dense dans X pour la norme [·]ω.

Supposons d’abord que Ω est étoilé par rapport à un de ses points, y, on peut supposer

sans perte de généralité que y est l’origine. Donc on a

θΩ ⊂ Ω ∀θ ∈ [0,1) et Ω ⊂ θΩ ∀θ > 1.

On prend ici, θ > 1 et on pose Ωθ = θΩ. Pour une fonction continue φ définie sur Ω on

définit φθ en posant

φθ(x) = φ(x/θ) ∀x ∈ Ωθ

De même pour une distribution, u ∈ D′(Ω) on peut définir une distribution uθ ∈ D
′(Ωθ)

par:

< uθ,φ >= θn < u,φ1/θ > ∀φ ∈ D(Ωθ).

Il est facile de vérifier

∇(uθ) = (1/θ)(∇u)θ ∀u ∈ D′(Ω),

lim
θ→1

‖uθ − u‖2 = 0 ∀u ∈ L2(Ω),

lim
θ→1

‖uθ − u‖H−1,Ω = 0 ∀u ∈ H−1(Ω).

Donc, si p ∈ X alors pθ ∈ L
2(Ω) pour tout θ > 1. On obtient d’aprés ce qui précède que

lim
θ→1

[pθ − p]ω = 0.

Par conséquent p ∈ L2(Ω). Dans le cas général on utilise la propriété suivante:

Un domaine borné localement lipschitzien est réunion d’un nombre finis de domaines

étoilés localement lipschitzien. voir corollaire 2.1.1 du chapitre 2.

Lemme 1.2.1. Soit Ω un domaine borné localement lipschizien de R
n. Soit f ∈ H−1(Ω)

telle que < f,ϕ >= 0 pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ∇ · ϕ = 0. Alors il existe p ∈ L2(Ω) tel

que

f = ∇p.

Démonstration

Posons Y = {∇p : p ∈ L2(Ω)} ⊂ H−1(Ω) et Z = {u ∈ H1
0 (Ω) : ∇ · u = 0}. Il faut donc

montrer que si f ∈ Z⊥, alors f ∈ Y . Par le lemme 1.2.1 Y est fermé dans H−1(Ω), donc

il est suffisant de montrer Y ⊥ ⊂ Z, car Z⊥ ⊂ Y ⊥⊥ = Y = Y . u ∈ Y ⊥ si (u,∇p) = 0 pour
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tout p ∈ L2(Ω). Or pour p ∈ C∞0 (Ω), (u,∇u) = −(∇ · u,p), donc u ∈ Y
⊥, i.e., ∇ · u = 0.

Donc u ∈ Z.CQFD

Démonstration du théorème 1.2.4

Soit {Ωn} une suite croissante de domaines localement lipschitzien telle que Ωn ⊂ Ω et

∪Ωn = Ω.

Soit u ∈ H1
0 (Ωn) tel que ∇ · u = 0. Pour ǫ assez petit la régularisé ρǫ ∗ u ∈ C∞0 (Ω) et

∇ · (ρǫ ∗ u) = ρǫ ∗ ∇ · u = 0. Donc (f,u) = limǫ→0(f,ρǫ ∗ u) = 0. En appliquant le lemme

1.2.2 sur Ωn, f |Ωn
= pn avec pn ∈ L

2(Ωn).

(pn+1 − pn) est constante dans Ωn, on peut donc supposer que pn+1 = pn dans Ωn, et

on obtient f = ∇p avec p ∈ L2
loc(Ω). Il suffit alors d’appliquer le corollaire 1.2.2 pour

conclure.

Le théorème suivant donne une caractérisation de l’espace V .

Théorème 1.2.4. Soit Ω un domaine borné localement lipschitzien de R
n. Alors

(1.2.10) V = {u ∈ H1
0 (Ω) : ∇ · u = 0}.

Démonstration

On note par V • l’espace du second membre de 1.2.15. L’inclusion V ⊂ V • est évidente.

Pour montrer que V = V •, il suffit de montrer que chaques forme linéaire continue L défi-

nie sur V •, nulle sur V , est identiquement nulle. Notons que L admet une représentation

du type

(1.2.11) L(v) =
m∑

i=1

< li,vi > , li ∈ H
−1(Ω).

En effet V est un sous-espace fermé de H1
0 (Ω), et toute forme linéaire continue sur V peut

être prolongée en une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω), le théorème 1.1.2 nous donne la

décomposition 1.2.16.

Soit l = (l1,...,lm) ∈ H
−1(Ω) tel que < l,v >= 0, pour tout v ∈ V . Par le théorème 1.2.4

l = ∇p, p ∈ L2(Ω),

donc

< li,vi >=< Dip,vi >= −(p,Divi), pour tout vi ∈ H
1
0 (Ω).

On obtient alors pour tout v ∈ V •,

L(v) =
m∑

i=1

< li,vi >= −(p,∇ · v) = 0,
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i.e., L est identiquement nulle sur V •.CQFD

1.3 Transformations et intégrales singulières

Définition 1.3.1. Soit f : R
n → R et K(x,y) : R

n × Ω → R et Ω un domaine de R
n.

Par transformation intégrale de noyau K on entend une fonction Φ définie par

(1.3.1) Φ(x) =

∫

Ω

K(x,y)f(y)dy.

Dans cette section nous présenterons quelques inégalités relatives à Φ et f , sous diffé-

rentes hypothèses sur le noyau. Considérons d’abord le cas où

K(x,y) = K(x− y),

où k(z) est définie dans tout l’espace R
n. Si Ω = R

n, dans ce cas la transformation (1.4.1)

n’est que le produit de convolution noté par K ∗ fet on a le résultat suivant dû à Young

Théorème 1.3.1. Supposons que

K ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p <∞.

Si

f ∈ Lq(Rn), 1 ≤ q ≤ ∞,
1

q
≥ 1−

1

s
,

alors

K ∗ f ∈ Lr(Rn),
1

r
=
1

p
+
1

q
− 1,

et on a l’inégalité suivante

(1.3.2) ‖K ∗ f‖r ≤ ‖K‖p‖f‖q.

Définition 1.3.2. Dans le cas où le noyau K est de la forme

(1.3.3) K(x,y) =
k(x,y)

|y|λ
, λ > 0, y ∈ Ω,

où k(x,y) est une fonction régulière donnée. Alors si, 0 < λ < n et k(x,y) ≡ 1 le noyau

est dit faiblement singulier, et l’intégrale (1.4.1) est dite faiblement singulière. Si λ = n

avec x ∈ Ω ⊂ R
n et y ∈ R

n − {0} et si k(x,y) vérifie les conditions suivantes

(i) Pour tout x,y et tout α > 0
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(1.3.4) k(x,y) = k(x,αy)

(ii) Pout tout x ∈ Ω, k(x,y) est intégrable sur la sphère |y| = 1 et

(1.3.5)

∫

|y|=1

k(x,y) = 0,

(iii) Il existe un nombre k > 0 et C > 0 tel que

(1.3.6)

∫

|y|=1

|k(x,y)|qdy ≤ C, uniformément par rapport à x.

nous dirons que le noyau est singulier et l’intégrale (1,5) est dite aussi singuliere.

Théorème 1.3.2. Supposons que le domaine Ω est borné, K est faiblement singulier, et

f ∈ Lq(Ω), 1 < q < ∞.Supposons que λ = n(1 − 1/q), alors la fonction Φ définie dans

(1.4.1) appartient à Lr(Ω) quelque soit r ∈ [1,∞), et on a l’estimation suivante

(1.3.7) ‖Φ‖r ≤ c‖f‖q.

Démonstration

Posons

K̃(x− y) =





|x− y|−λ si x,y ∈ Ω

0 si x,y 6 ∈Ω.

On a alors

Φ(x) =

∫

Ω

|x− y|−λf(y)dy =

∫

Rn

K̃(x− y)f(y)dy,

Il est clair que

(1.3.8) K̃ ∈ Ls(Rn), pout tout s < n/λ,

Donc on déduit du théorème de Young 1.4.1 que si f ∈ Lq(Ω) alors

(1.3.9) φ ∈ Lq(Ω),
1

r
=
1

s
+
1

q
− 1

et on a l’inégalité suivante

‖Φ‖r ≤ C2‖f‖q

et comme λ = n(1− 1/q) alors K̃ ∈ Ks(Ω) pour tout s vérifiant 1
s
> q−1

q
, on déduit alors

que

Φ ∈ Lr(Ω), pout tout r ∈ [1,∞).
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Lemme 1.3.1. Soit M(x,y) une fonction définie sur Ω× (Rn−{0}), différentiable en la

variable y et homogène de degré 1− n par rapport à y, i.e.

M(x,αy) = α1−nM(x,y), α > 0.

supposons que ∫

|y|=1

∣∣∣
∂M(x,y)

∂yi

∣∣∣
q

dy ≤ C uniformément en x.

Alors Mi(x,y) ≡
∂M(x,y)

∂yi
est un noyau singulier.

Démonstration

Il suffit de montrer que k(x,y) =Mi(x,y)|y|
n vérifie les propriétés (1.4.4)-(1.4.6). Á priori,

les conditions (1.4.4)-(1.4.5) sont trivialement vérifiées, de plus pout tout x ∈ Ω on obtient

par une intégration par parties
∫

r1≤|y|≤r2

Mi(x,y)dy =

∫

|η|=r2

M(x,η)(ηi/r2)dση

−

∫

|η|=r1

M(x,η)(ηi/r1)dση.

En faisant le changement de variable y = η
r2
(resp. y = η

r1
) dans la première intégrale du

second membre de la précédente égalité (resp. dans la deuxième) on obtient
∫

r1≤|y|≤r2

Mi(x,y)dy =

∫

|η|=1

M(x,r2η)ηir
n−1
2 dση

−

∫

|η|=r1

M(x,r1η)ηir
n−1
1 dση.

et donc par l’hypothèse d’homogénéité on obtient
∫

r1≤|y|≤r2

Mi(x,y)dy = 0, pout tout 0 < r1 < r2,

on a alors ∫

1≤|y|≤1+1/m

ki(x,y)

|y|n
dy = 0, pout tout m ∈ N

∗

et donc par le théorème de convergence dominée on obtient
∫

|y|=1

ki(x,y)dy = 0,

on a donc vérifié la propriété (1.4.6), ce qui termine la démonstration.

Le théorème suivant est dû à Calderon-Zygmund, voir par exemple [18].

Théorème 1.3.3 (Théorème de Calderon-Zygmund). Supposons que K(x,y) est un

noyau singulier. Alors, si

f ∈ Lq(Rn),1 < q <∞,
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la fonction suivante est bien définie

(1.3.10) Φ(x) = lim
ǫ→0

∫

|y|≥ǫ

K(x,y)f(x− y)dy

pour presque tout x ∈ Ω et appartient à Lq(Rn). De plus, on l’inégalité suivante

(1.3.11) ‖Φ‖q ≤ c‖f‖q.

La constante c est de la forme

(1.3.12) c(q,n)‖k‖L∞(Rn×∂B1).

le théorème suivant est une conséquence importante du théorème de Calderon-Zygmund

dû à Agmon, Douglis, Nirenberg ([6] théorème 3.3).

Théorème 1.3.4. Considérons le noyau suivant

K(x′,xn) =
ω̃(x′/|x|,xn/|x|)

|x|n−1
, x′ = (x1,...,xn−1).

Supposons que DiK, i = 1,...,n, et D2
nK sont continues dans R

n
+ et bornées dans l’hémi-

sphère R
n
+ ∩ Sn par une constante positive κ. Supposons de plus que

(1.3.13)

∫

|x′|=1

ω̃(x′,0)dx′ = 0.

Posons Σ = {x ∈ R
n : xn = 0} et soit Φ est fonction telle que

Φ ∈ Lq(Σ), et [Φ]1−1/q,q <∞,

alors la transformation intégrale

(1.3.14) u(x′,xn) =

∫

Σ

K(x′,xn)Φ(y
′)dy′

appartient à Lq(Rn
+) et on a l’inégalité suivante:

(1.3.15) |u|1,q ≤ cκ[Φ]1−1/q,q,

avec c = (n,q).



CHAPITRE 2

Résolution de quelques problèmes aux limites

2.1 Un problème lié à l’opérateur de divergence

Formulation du problème

Le problème consiste, essentiellement, à représenter une fonction scalaire comme la

divergence d’une fonction vectorielle dans un espace de fonctions adéquat et déterminer

les estimations correspondantes, ces estimations jouent un rôle trés important dans l’es-

timation de la densité (chapitre 3), les principales références sont [3] [9].

On considère un domaine Ω borné dans R
n, n ≥ 2. Voici l’enoncé du problème: soit

f ∈ Lq(Ω)

tel que

(2.1.1)

∫

Ω

f = 0

trouver une fonction v : Ω→ R tel que

v ∈ W 1,q
0 (Ω)

∇.v = f

‖v‖1,q ≤ c‖f‖q

(2.1.2)

17
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Ou c est une constante qui dépend seulement de n, q, et Ω.

La démonstration donnée ici, suit l’approche de Bogovskii (1979, 1980), basée sur une

formule de représentation explicite de la solution dans le cas ou le domaine est de forme

particulière, en suite étendre pour des domaines plus généraux. Nous allons d’abords

résoudre le problème pour des domaines étoilés.

Définition 2.1.1. On dit qu’un domaine Ω est étoilé par rapport à un point x0 ∈ Ω si il

existe une fonction positive h : ∂B1 → R tel que

Ω =
{
x ∈ R

n; |x− x0| < h(
x− x0

|x− x0|
)
}
.

On dit que Ω est étoilé par rapport à une boule B si il est étoilé par rapport à chaque point

de B.

Lemme 2.1.1. Soit Ω un domaine localement lipschitzien. Alors il existe m domaines

G1,...,Gm et m boules ouvertes B1,...,Bm tel que

(i) ∂Ω ⊂ ∪m
i=1Gi;

(ii) Les domaines Ωi = Ω ∩ Gi,i = 1,...,m, sont localement lipschitziens et étoilés par

rapport à Bi avec Bi ⊂ Ωi.

Démonstration. Soit x0 ∈ ∂Ω. Par hypothèse, il existe une boule Br(x0) et une

fonction ζ = ζ(x′), x′ = (x1,...,xn−1) ∈ D ⊂ R
n−1,où D est domaine, tel que

|ζ(ξ′)− ζ(η′)| < κ|ξ′ − η′|, ξ′,η′ ∈ D,

pour un certain κ > 0, les points x = (x′,xn) ∈ ∂Ω ∩Br(x0) satisfont

xn = ζ(x′), x′ ∈ D,

et les points x ∈ Ω ∩Br(x0) satisfont

xn < ζ(x′), x′ ∈ D.

Nous prendrons x0 comme origine des coordonnées. Notons par y0 ≡ (0,...,0,yn) les points

de Ω qui sont intersection de l’axe xn avec Br(x0) et considérons le cône Γ(y0,α) de vertexe

y0, axe xn,et d’angle de révolution α < π
2
. il est facile de voir que, pour α suffisamment

petit, pour tout rayon ρ appartenant à Γ(y0,α) et commençant par le point y0, coupe

∂Ω ∩ BR(x0) en un seul point. En effet, supposons que ρ coupe ∂Ω ∩ BR(x0) en deux
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points z(1) et z(2) et notons par α′ < α l’angle formé par ρ et l’axe des xn. Quite à faire

un changement de système de coordonnées en effectuant une rotation autour de l’axe des

xn on peut supposer sans perte de généralité

z(1) = (z
(1)
1 ,0,...,0,ζ(z

(1)
1 ,0,...,0)), z

(1)
1 > 0

z(2) = (z
(2)
1 ,0,...,0,ζ(z

(2)
1 ,0,...,0)), z

(2)
1 > 0

et donc on aura

tanα′ =
z

(1)
1

ζ(z
(1)
1 ,0,...,0)− yn

tanα′ ==
z

(2)
1

ζ(z
(2)
1 ,0,...,0)− yn

ce qui implique

|ζ(z
(1)
1 ,0,...,0)− ζ(z

(2)
1 ,0,...,0)|

|z
(1)
1 − z

(2)
1 |

=
1

tanα′
≥

1

tanα
.

donc

tanα ≤
1

2κ
,

ce qui constitue une contradiction, i.e., ρ coupe ∂Ω ∩ BR(x0) en un seul point. Notons à

présent par σ = σ(z) l’intersection de Γ(y0,α/2) avec le plan orthogonale à l’axe des xn

au point z = (0,...,zn) avec zn > yn, et posons

R = R(z) ≡ dist(∂σ,z).

En prenant z suffisamment proche de y0 (par exemple, z = z), σ(z) serai entièrement

contenu dans Ω et, de plus, chaque rayon commençons par un point de σ(z) et contenu

dans Γ(y0,α/2) coupera l’axe xn avec un angle plus petit que α et donc, par ce qui a été

démontré plus haut, coupera ∂Ω ∩ Br(x0) à un seul point. Soit C un cylindre dont l’axe

cöıncide avec l’axe des xn et tel que

C ∩ ∂Ω = Γ(y0,α/2) ∩ ∂Ω

et donc, en posant

G = C ∩Br(x0),

on a, G est localement lipschitzien et G ∩ Ω est étoilé par rapport à chaque points de la

boule BR(z)(z). Comme x0 ∈ ∂Ω est arbitraire, on peut recouvrir ∂Ω par des domaines du
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type de G, et comme ∂Ω est compact on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini

{G1,...,Gm} satifaisant à toutes les conditions du lemme, CQFD.

Corollaire 2.1.1. Soit Ω un domaine borné et locallement lipschtizien, alors il existe

des domaines {Ω1,...,Ωm} et des boules ouvertes {B1,...,Bm} avec Bi ⊂ Ωi, pour tout

i = 1,...m, tels que

(i) Ω = ∪m
i=1Ωi;

(ii) Ωi est étoilé par rapport à Bi, i = 1,...,m.

Démonstration

Par le lemme 2.1.1 il existe m domaines localement lipschitzien G1,...,Gm tels que Ωi =

Ω∩Gi est étoilé par rapport à une boule Bi avec Bi ⊂ Ωi et vérifiant la propriété (i). Soit

G0 un domaine vérifiant G0 ⊂ Ω tel que {G0,G1,...,Gm} forme un recouvrement ouvert

de Ω. Comme Ω est borné, on peut trouver ν boule ouvertes Gm+1,...,Gm+ν tel que

G0 ⊂

m+ν⋃

i=m+1

Gi

{ m+ν⋃

i=m+1

Gi

}
⊂ Ω.

Il s’en suit donc que

G = {G1,...,Gm,Gm+1,...,Gm+ν}

est un recouvrement de Ω avec Ω ⊂ ∪m+ν
i=m+1Gi. Posant

Ωi = Ω ∩Gi, i = 1,...,m+ ν

il est clair que Ωi, vérifie les propriétés (i)-(ii).

2.1.1 Existence dans des domaines étoilés

Lemme 2.1.2. Soit Ω ⊂ R
n,n ≥ 2, un domaine étoilé par rapport à une boule BR(x0) ⊂

Ω. Alors pour toute fonctions f ∈ Lq(Ω) satisfaisant la condition (2.1.1), le problème

(2.1.2) admet au moins une solution v. De plus, la constante c admet l’estimation suivante

(2.1.3) c ≤ c0[δ(Ω)/R]
n(1 + δ(Ω)/R),
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avec c0 dépendant seulement de n et q. Si f ∈ C∞0 (Ω) alors v ∈ C∞0 (Ω). Si f ∈ Wm,q
0 (Ω),

alors v ∈ Wm+1,q
0 (Ω) et vérifie l’estimation suivante

(2.1.4) ‖∇v‖m,q ≤ c‖f‖m,q

où c satisfait à (2.1.3).

Démonstration

Supposant d’abord que f ∈ C∞0 (Ω). On sait que l’opérateur de divergence est invariant

par translation, il suffit donc de démontrer le lemme pour un domaine Ω étoilé par rapport

à la boule centrée à l’origine de rayon égal à 1 qu’on notera par B.

Soit ω une fonction de C∞0 (R
n) tel que

(i) supp(ω) ∈ B,

(ii)
∫

B
ω = 1

On va montrer que le fonction vectorielle

v(x) =

∫

Ω

F (y)
[ x− y

|x− y|n

∫ ∞

|x−y|

ω
(
y + s

x− y

|x− y|

)
sn−1ds

]
dy

≡

∫

Ω

F (y)N(x,y)dy

(2.1.5)

résout le problème (2.1.2). En faisant le changement de variable r = s
|x−y|

dans l’intégrale

(2.1.5) on obtient la forme equivalente suivante de v

(2.1.6) v(x) =

∫

Ω

F (y)(x− y)
[ ∫ ∞

1

ω(y + r(x− y))rn−1dr
]
dy

Et un autre changement de variable nous donne

(2.1.7) v(x) =

∫

Ω

F (y)
x− y

|x− y|n

[ ∫ ∞

0

ω
(
x+ r

x− y

|x− y|

)
(|x− y|+ r)n−1dr

]
dy

(Pour obtenir (2.1.7), on effectue le changement de variable s = |x− y|+ r dans (2.1.5))

Montrons que v ∈ C∞0 (R
n). Faisant le changement de variable z = x− y dans (2.1.6), on

obtient

(2.1.8) v(x) =

∫

Ω

[
f(x− z)z

∫ ∞

1

ω(x− z + rz)rn−1dr
]
dz

Il est clair que v ∈ C∞(Rn), pour le montrer, il suffit d’appliquer sur (2.1.8) le théorème

de différentiation des intégrales dépendants d’un paramètre.

Posant

E = {z ∈ Ω : z = λz1 + (1− λ)z2, z1 ∈ supp(f), z2 ∈ B, λ ∈ [0,1]}.
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Il est clair que E est fermé, et si z = λ(z1− z2)+ z2 ∈ E alors on a pour z ∈ B, et comme

Ω est étoilé par rapport à chaque point de B,

|z − z| = |λ(z1 − z2) + z2 − z| ≤ h
( z1 − z2

|z1 − z2|

)
+ 2 ≤ sup

x∈∂B
h(x) + 2,

et donc E est borné, on en déduit que E est un sous ensemble compact de Ω. Fixons

x ∈ Ω− E. On a pout tout y ∈ supp(f) et pour tout r ≥ 1,

y + r(x− y) 6 ∈B

par conséquent, ω(y + r(x− y)) = 0, i.e., par (2.1.6), v(x) = 0. On conclut donc que

(2.1.9) v ∈ C∞0 (Ω).

Comme f est à support compact dans Ω on peut quand c’est nécessaire, remplacer l’inté-

gration sur Ω par une intégration sur R
n.

On a en dérivant (2.1.5)

Djvi(x) =

∫

Ω

F (y)DjNi(x,y)dy.

Soit x un point de Ω et Bǫ(x) une boule appartenant à Ω, en divisant R
n en Bǫ(x) et

Bǫ(x)
c et en intégrant par parties dans l’intégrale sur Bǫ(x) on obtient

Djvi(x) =

∫

Bǫ(x)

F (y)Ni(x,y)dy+

∫

Bc
ǫ (x)

F (y)DjNi(x,y)dy+

∫

∂Bǫ(x)

F (y)
xj − yj

|x− y|
Ni(x,y)dσy.

Il est clair que

lim
ǫ→0

∫

Bǫ(x)

F (y)Ni(x,y)dy = 0,

on en déduit donc

(2.1.10) Djvi(x) = lim
ǫ→0

(∫

Bc
ǫ (x)

F (y)DjNi(x,y)dy +

∫

∂Bǫ(x)

F (y)
xj − yj

|x− y|
Ni(x,y)dσy

)
.

On a

(2.1.11) lim
ǫ→0

∫

|x−y|=ǫ

F (y)
xj − yj

|x− y|
Ni(x,y)dσy = F (x)

∫

Ω

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy.

En effet, notons par Iǫ l’intégrale de gauche de (2.1.11). En utilisant la formule suivante

valable pour toute fonction f : R
n → R continue et intégrable

∫

Rn

fdx =

∫ ∞

0

(∫

∂B(x0,r)

fdσx

)
dr,
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on obtient
∫

Ω

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy =

∫

Rn

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy

=

∫ ∞

0

(∫

|x−y|=s

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dσy

)
ds,

en faisant le changement de variable z = x−y
s

et en appliquant le théorème de Fubini on

obtient
∫

Ω

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy =

∫

|z|=1

[
zizi

∫ ∞

0

ω(x+ rz)rn−1dr
]
dσz.

D’autre part, on a

Iǫ(x) =

∫

|x−y|=ǫ

F (y)
(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|n+1

[ ∫ ∞

ǫ

ω
(
y + s

x− y

|x− y|

)
sn−1ds

]
dσy,

en faisant le changement de variable z = x−y
ǫ
, on obtient

Iǫ(x) =

∫

|z|=1

[
zizjF (x− ǫz)

∫ ∞

ǫ

ω(x+ (s− ǫ)z)sn−1dr
]
dσz,

=

∫

|z|=1

[
zizjF (x− ǫz)

∫ ∞

0

ω(x+ rz)(r + ǫ)n−1dr
]
dσz.

Montrons à présent (2.1.11), on a d’aprés ce qui précéde

∆ǫ(x) ≡
∣∣∣Iǫ(x)− F (x)

∫

Ω

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy

∣∣∣

=
∣∣∣
∫

|z|=1

[
zizjF (x− ǫz)

∫ ∞

0

ω(x+ rz)(r + ǫ)n−1dr
]
dσz

− F (x)

∫

|z|=1

[
zizj

∫ ∞

0

ω(x+ rz)rn−1dr
]
dσz

∣∣∣

Comme (r + ǫ)n−1 = rn−1 + o(1) au voisinage de ǫ, on obtient donc, pour ǫ→ 0

∆ǫ(x) ≤

∫

|z|=1

|F (x)− F (x− ǫz)|dσz + o(1),

ce qui montre (2.1.11). Nous allons maintenant montrer que limǫ→0

∫
Bc

ǫ (x)
F (y)DjNi(x,y)dy

existe.

On a, pour y fixé dans (2.1.6)

DjNi(x,y) =Dj(xi − yi)
[ ∫ ∞

1

ω(y + r(x− y))rn−1dr
]

=δij

∫ ∞

1

ω(y + r(x− y))rn−1dr

+ (xi − yi)

∫ ∞

1

Djω(y + r(x− y))rn−1dr

(2.1.12)
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en effectuant le changement de variable s = |x− y|(r − 1) on obtient

DjNi(x,y) =
δij

|x− y|n

∫ ∞

0

ω
(
x+ r

x− y

|x− y|

)
(|x− y|+ r)n−1dr

+
xi − yi

|x− y|n+1

∫ ∞

0

Djω
(
x+ r

x− y

|x− y|

)
(|x− y|+ r)ndr

(2.1.13)

En developpant les deux expressions (|x−y|+r)n et (|x−y|+r)n−1 en utilisant la formule

du binôme, on obtient la décomposition suivante de DjNi(x,y)

(2.1.14) DjNi(x,y) = Kij(x,x− y) +Gij(x,y),

ou

(2.1.15) Kij(x,x− y) =
kij(x,x− y)

|x− y|n

avec

kij(x,x− y) = δij

∫ ∞

0

ω
(
x+ r

x− y

|x− y|

)
rn−1dr +

xi − yi

|x− y|n+1

∫ ∞

0

Djω
(
x+ r

x− y

|x− y|

)
rndr

et on a l’estimation suivante pour Gij

(2.1.16) |Gij(x,y)| ≤ c
δ(Ω)n−1

|x− y|n−1
,x,y ∈ Ω,

Où c = c(ω,n). Il est clair que, pout tout i et j, Kij(x,z) est un noyau singulier. En effet,

kij(x,z) satisfait à toutes les conditions (1.3.4)-(1.3.6), A priori, les conditions (1.3.4)et

(1.3.5) sont trivialement vérifiées. De plus,
∫

|z|=1

kij(x,z)dz =δij

∫

|z|=1

[ ∫ ∞

0

ω(x+ rz)rn−1dr
]
dz

+

∫

|z|=1

zi

[ ∫ ∞

0

Djω(x+ rz)rndr
]
dz

=

∫

R

[δijω(x+ y) + yiDjω(x+ y)]dy = 0

et donc la condition (1.3.6) est aussi vérifiée, iL suffit maintenant d’utiliser le théorème

de Calderon-Zygmund pour conclure.

On peut à présent réecrire (2.1.9) sous la forme suivante

Djvi(x) = lim
ǫ→0+

∫

Bc
ǫ (x)

Kij(x,x− y)F (y)dy +

∫

Ω

Gij(x,y)f(y)dy

+ F (x)

∫

Ω

(xj − yj)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy

≡F1(x) + F2(x) + F3(x).

(2.1.17)
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On va maintenant montrer que (2.1.5) est une solution au problème (2.1.2). Remarquons

d’abord

Hij(x) ≡

∫

Ω

(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|2
ω(y)dy

=

∫

Ω

zizj

|z|2
ω(x+ z)dz,

et donc

(2.1.18)
n∑

i=1

Hii(x) =

∫

Ω

ω(x+ z)dz = 1.

De (2.1.10)-(2.1.12), (2.1.18) et de la propriété (i) de ω on a

∇.v(x) =V.p.

∫

Ω

F (y)
(
n

∫ ∞

1

ω(y + r(x− y))rn−1dr

+
n∑

i=1

∫ ∞

1

(xi − yi)Diω(y + r(x− y))rn
)
dy

+
n∑

i=1

F (x)

∫

Ω

(xi − yi)(xi − yi)

|x− y|2
ω(y)dy

=V.p.

∫

Ω

F (y)
[
n

∫ ∞

1

ω(y + r(x− y))rn−1dr

+

∫ ∞

1

rn
( d

dr
ω(y + r(x− y))

)
dr

]
dy + F (x)

=V.p.

∫

Ω

F (y)
[ ∫ ∞

0

d

dr

(
ω(y + r(x− y))rn

)
dr

]
dy

+ F (x)

=− ω(x)

∫

Ω

F (x)dx+ F (x)

où le signe V.p. désigne la valeur principale de Cauchy, et comme la valeur de l’intégrale

de F sur Ω est égale à 0, alors

(2.1.19) ∇.v(x) = F (x),x ∈ Ω,

Il reste à vérifier que v satisfait l’estimation de (2.1.2). Pour 1 < q <∞, par le théorème

de Calderon-Zygmund on obtient

‖F1‖q ≤ c1‖F‖q,

l’inégalité de Young et (2.1.13) nous donnent

‖F2‖q ≤ c2σ(Ω)
n‖F‖q.
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et finalement, on a l’estimaton suivante de F3

‖F3‖q ≤ c2σ(Ω)
n‖F‖q.

Les constantes c2 et c3 dépendent de ω,n,q et ne dépendent pas de Ω, pour la constante

c1, elle est majorée par (1.3.12) donnée dans le théorème 1.3.3 de Calderon-Zygmund, on

a

|kij(x,z)| ≤

∫ ∞

0

|ω(x+ rz)|rn−1dr +

∫ ∞

0

|Djω(x+ rz)|rn−1dr

D’autre part pour |z| = 1, si r ≥ ‖x − z‖, alors ‖x + rz‖ ≥ 1 et donc ω(x + rz) = 0, en

effet

‖x+ rz‖ = ‖x− z + (1 + r)z‖ ≥ (1 + r)− ‖x− z‖ ≥ 1

par conséquent

c1 ≤ sup
x∈Ω,|z|=1

|kij(x,z)| ≤ c4δ(Ω)
n(1 + δ(Ω)),

où c4 = c4(n,q,ω). En combinant les inégalité précédente on obtient

(2.1.20) |v|1,q ≤ cqδ(Ω)
n(1 + δ(Ω))‖F‖q

en utilisant l’inégalité de Poincaré sur (2.1.20) on retrouve l’estimation (2.1.23).

Pour compléter la démonstration du lemme il nous reste à montrer la solvabilité pour

f ∈ Lq(Ω). Soit f ∈ Lq(Ω) vérifiant la condition (2.1.1) et {fn} ⊂ C∞0 (Ω) une suite de

fonctions convergeant vers f dans Lq(Ω). alors, la suite de fonctions

gm = fm − ϕ

∫

Ω

fm, m ∈ N

avec

ϕ ∈ C∞0 (Ω),

∫

Ω

ϕ = 1

converge aussi vers f dans Lq(Ω), et on a
∫

Ω
gm = 0,∀m ∈ N. par ce qui précède, pour

tout m ∈ N il existe une solution vm ∈ C∞0 (Ω).La suite vm vérifie l’estimation (2.1.23),

on peut donc en extraire une sous suite qui converge faiblement dans W 1,q
0 (Ω) vers une

fonction v ∈ W 1,q
0 (Ω). il est clair que v est solution du problème.

2.1.2 Existence dans des domaines plus généraux

Le but de cette sous-section est d’étendre le résultat précédent pour des domaines plus

généraux.
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Lemme 2.1.3. soit Ω ∈ R
n, n ≥ 2, tel que

Ω =
N⋃

k=1

Ωk, N ≥ 1,

Ou chaques Ωk est un domaine étoilé par rapport à une boule ouverte Bk tel que Bk ⊂ Ωk,

et soit f ∈ Lq(Ω) une fonction satisfaisant (2,1). Alors il existe N fonctions fk tel que

pout tout k = 1,...,N :

(i) fk ∈ L
q(Ω)

(ii) supp(fk) ⊂ Ωk

(iii)
∫

Ωk
fk = 0

(iv) ‖fk‖q ≤ C‖f‖q

Démonstration

Le cas N = 1 est trivial. Supposons donc N ≥ 2, posant

Di =
N⋃

s=i+1

Ωs, et Fi = Ωi ∩Di, i = 1,...,N − 1.

Comme Ω est connexe, on déduit que Fi 6 =∅ et donc |Fi| > 0. Posant

f1(x) =





f(x)− χ1(x)

|F1|

∫
Ω1
f si x ∈ Ω1

0 si x ∈ D1 − Ω1

g1(x) =





[1− χ1]f(x)−

χ1(x)
|F1|

∫
D1−Ω1

f si x ∈ D1

0 si x ∈ Ω1 −D1

Ou χ1 est la fonction caractéristique de l’ensemble F1. on a les propriétés suivantes

f = f1 + g1

∫

Ω1

f1 =

∫

D1

g1 = 0

supp(f1) ⊂ Ω1 , supp(g1) ⊂ D1

f1 ∈ L
q(Ω1) , g1 ∈ L

q(D1).

Pour montrer la première assertion il suffit de remarquer que

Ω = (D1 − Ω1) ∪ (Ω1 −D1) ∪ (Ω1 ∩D1)
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les autres sont évidentes. Pour les mêmes raisons, on peut décomposer g1 comme suit

g1 = f2 + g2

ou f2 et g2 sont des fonctions de L
q(Ω2) et L

q(D2) respectivement, et vérifiant

∫

Ω2

f2 =

∫

D2

g2 = 0

supp(f2) ⊂ Ω2 , supp(g2) ⊂ D2

On obtient ainsi par cette procédure le schémas d’itération suivant pour déterminer des

fonctions fk. On pose g0 = f et pout k = 1,...,N − 1

(2.1.21) gk(x) =





[1− χk]gk−1(x)−

χk(x)
|Fk|

∫
Dk−Ωk

f si x ∈ Dk

0 si x ∈ Ωk −Dk

avec Fk = Ωk∩Dk et χk est la fonction caractéristique de Fk, les fonctions fk sont données

par

(2.1.22) fk(x) =





gk−1(x)−

χk(x)
|Fk|

∫
Ωk
gk−1 si x ∈ Ωk

0 si x ∈ Dk − Ωk

fN(x) = gN−1(x)

Les relations (2.1.21) et (2.1.22) définissent complètement les fonctions fk et les propriétés

(i)-(iv) sont vérifiées. Il reste à montrer l’estimation (v), en utilisant l’inégalité de Hölder

dans (2.1.22) on obtient pour k = 1,...,N

‖fk‖q,Ωk
≤ ‖gk−1‖q,Ω(1 + |Fk|

1/q−1|Ωk|
1−1/q)× (1 + |Fk−1|

1/q−1|Dk−1 − Ωk−1|
1−1/q).

En estimant ‖gk−1‖q,Ω en terme de ‖gk−2‖q,Ω et ainsi de suite on obtient (v).

Les lemmes (2.1.2) et (2.1.3) nous permettent de démontrer le théorème suivant du à

Bogovskij.

Théorème 2.1.1. Soit Ω un domaine borné de R
n, n ≥ 2, tel que

Ω = ∪N
k=1Ωk, N ≥ 1,

ou chaque Ωk est étoilé par rapport à une boule ouverte Bk tel que Bk ⊂ Ωk. Soit f ∈ Lq(Ω)

vérifiant (2.1.1), alors il existe au moins un solution v de (2.1.2). Si f est à support

compacte dans Ω, alors v l’est aussi.
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Démonstration

On décompose f comme dans le lemme précédent, on construit dans chaque domaine Ωk

une solution vk de (2.1.2) qui correspond à la fonction fk,k = 1,...,N. Nous étendrons les

fonctions vk par 0 en dehors de Ωk, il est clair que la fonction

v =
N∑

k=1

vk

appartient à W 1,q
0 (Ω) et est une solution de (2,21). De plus on a du lemme 2.1.2 et dla

propriété (v) du lemme 2.1.3, on a

(2.1.23) ‖v‖1,q ≤

N∑

k=1

‖vk‖1,q ≤ c

N∑

k=1

‖fk‖q ≤ cC‖f‖q

ce qui montre la première partie du théorème. Montrons la seconde partie, on définit pour

tout Ωk le domaine suivant

Ω
(ρ)
k = {x ∈ R

n : ∃y ∈ Ω,x = ρy},

où ρ ∈ (1/2,1). On a

Ω
(ρ)
k ⊂ Ωk, pout tout k = 1,...,N,

et si Ωk est étoilé par rapport à la boule BR(x0k), alors Ω
(ρ)
k est étoilé par rapport à la

boule BρR(x0k). Posant

Ω(ρ) = ∪N
k=1Ω

(ρ)
k

et soit par ρ1 ∈ (1/2,1) un nombre tel que

Ω(ρ) est connexe

supp(f) ⊂ Ω(ρ),

pour tout ρ ∈ [ρ1,1). En vertue du lemme 2.1.3, on peut décomposer f en une somme de

N fonctions fρ
k vérifiant les propriétés suivantes:

fρ
k ∈ L

q(Ω
(ρ)
k ), supp(fρ

k ) ⊂ Ω
(ρ)
k ,

∫

Ω
(ρ)
k

fρ
k = 0, k = 1,...,N.

De plus, en tenant compte de

|Ω
(ρ)
k | = ρn|Ωk|, |Ω

(ρ)
k ∩ Ω

(ρ)
k′ | = ρn|Ωk ∩ Ωk′|,
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on obtient de la propriété (v) du lemme 2.1.3

(2.1.24) ‖fρ
k‖q ≤ C‖f‖q

où C est une constante dépendant de Ωk mais ne dépend pas de ρ ∈ [ρ1,1). On résout

le problème (2.1.1), (2.1.2) dans chaque Ω
(ρ)
k et on note v

(ρ)
k ∈ W 1,q

0 (Ω
(ρ)
k ) la solution

correspondante. Prolongeant v
(ρ)
k en dehors de Ω

(ρ)
k par zéro, on pose alors

v(ρ) =
N∑

k=1

v
(ρ)
k ,

la fonction ainsi définie vérifie l’équation (2.1.22), appartient à W
1,q
0 (Ω), et elle est à sup-

port compacte dans Ω. De plus, en procédant comme dans (2.1.23) et en utilisant (2.1.24)

on trouve que vρ satisfait à (2.1.23) avec une constante c dépendant seulement de n, q et

de Ω, et elle est indépendante de ρ donc de f , ce qui termine la démonstration du théorème.

Remarque 2.1.1. D’aprés le corollaire 2.1.1, les domaines locallements liptschitziens

satisfont à l’hypothèse du théorème 2.1.1, il existe aussi une classe de domaine plus large

que la précédente qui satisfait à l’hypothèse du théorème 2.1.1, les domaines qui vérifient

la propriété du cone, en effet d’aprés le théorème de Gagliardo (théorème 4.8 [1]) un

domaine qui possède la propriété du cone peut être représenté par une réunion finies de

domaines locallement liptschitzien.

Corollaire 2.1.2. Considérons le problème suivant





∇ · v = F,

v ∈ W 1,q(Ω),

v = a, sur ∂Ω,

dans Ω.

où Ω un domaine locallement liptschitzien de R
n, n ≥ 2. Supposons

F ∈ Lq(Ω), a ∈ W 1−1/q,q(∂Ω), 1 < q <∞,

tel que ∫

Ω

F =

∫

∂Ω

a · n.

Alors, le problème admet une solution v et on a l’estimation suivante

(2.1.25) ‖v‖1,q ≤ c(‖F‖q + ‖a‖1−1/q,q(∂Ω))
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Démonstration

Il existe une fonction A ∈ W 1,q(Ω) telle que γ0A = a, on cherche alors une solution v de

la forme v = u+A où u est une solution au du problème (2.1.1)-(2.1.2) avec f ≡ F−∇·A

dont l’existence est assuré par par le théorème 2.1.1, et on a l’estimation suivante

‖v‖1,q ≤ c(‖f‖q + ‖∇ ·A‖q).

par conséquent on obtient en particulier l’inégalité (2.1.25).

Nous allons à présent étendre le théorème 2.1.1 pour des fonctions f plus régulière et

obtenir de ce fait des solutions v plus régulières.

Lemme 2.1.4. Soit Ω un domaine borné et localement lipschitzien. Alors il existe un

recourvrement ouvert {G1,...,Gm,Gm+1,...,Gm+ν} de Ω tel que

(i) Ωi ≡ Ω ∩Gi est étoilé par rapport à une boule Bi avec Bi ⊂ Ωi pour i = 1,...,m+ ν;

(ii) ∂Ω ⊂ ∪m
i=1Gi;

(iii) Ω = ∪m+ν
i=1 Ωi.

De plus, si f est une fonction de C∞0 (Ω) et satisfaisant (2.1.1), alors on a la décomposition

f =
∑m+ν

i=1 fi où les fi vérifient les conditions suivantes

(iv) fi ∈ C
∞
0 (Ωi);

(v)
∫

Ω
fi = 0;

(vi) ‖fi‖m,q ≤ C‖f‖m,q, pour tout m ≥ 0 et q ≥ 1,

Démonstration

Par le lemme 2.1.1 il existe m domaines localement lipschitzien G1,...,Gm tels que Ωi =

Ω∩Gi est étoilé par rapport à une boule Bi avec Bi ⊂ Ωi et vérifiant la propriété (ii). Soit

G0 un domaine vérifiant G0 ⊂ Ω tel que {G0,G1,...,Gm} forme un recouvrement ouvert

de Ω. Comme Ω est borné, on peut trouver ν boule ouvertes Gm+1,...,Gm+ν tel que

G0 ⊂

m+ν⋃

i=m+1

Gi

{ m+ν⋃

i=m+1

Gi

}
⊂ Ω.

Il s’en suit donc que

G = {G1,...,Gm,Gm+1,...,Gm+ν}
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est un recouvrement de Ω avec Ω ⊂ ∪m+ν
i=m+1Gi. En posant

Ωi = Ω ∩Gi, i = 1,...,m+ ν

on obtient les propriétés (i)-(iii). Soit à présent f ∈ C∞0 (Ω), montrons l’existence des fi

satisfaisant aux propriétés (iv)-(vi). Soit

{ψ1,...,ψm+ν}

une partition de l’unité subordonnée au recouvrement G, i.e.

(a) ψi ∈ C
∞
0 (Gi), i = 1,...,m+ ν;

(b)
∑m+ν

i=1 ψi(x) = 1, pour tout x ∈ Ω.

posant

D2 =
m+ν⋃

i=2

Ωi, Ψ2 =
m+ν∑

i=2

ψi(x).

Remarquons que

ψ1(x) + Ψ2(x) = 1, pour tout x ∈ Ω

on peut donc décomposer f en une somme de deux fonctions f1 et g1 tels que

f1 = ψ1f − χ1

∫

Ω

ψ1f,

g1 = Ψ2f − χ1

∫

Ω

Ψ2f,

où

χ1 ∈ C
∞
0 (Ω1 ∩D2),

∫

Ω

χ1 = 1.

Comme ψ1 ∈ C
∞
0 (G1) et f ∈ C

∞
0 (Ω), il s’en suit immédiatement que

f1 ∈ C
∞
0 (Ω1).

et on a de plus,

Ψ1 =
m∑

i=2

ψi(x) +
m+ν∑

i=m+1

ψi(x)

on rappelant la définition des G2,...,Gm,Gm+1,...,Gm+ν et que f ∈ C
∞
0 (Ω), on déduit que

g1 ∈ C
∞
0 (D2).
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Il est clair que ∫

Ω

f1 =

∫

Ω

g1 = 0.

On décomposer en suite g1 par la même procédure. Plus précisemment on pose

D3 =
m+ν⋃

i=3

Ωi, Ψ3 =
m+ν∑

i=3

ψi(x),

et

f2 = ψ2g1 − χ2

∫

Ω

ψ2g1,

g2 = Ψ3g1 − χ2

∫

Ω

Ψ3f,

où

χ2 ∈ C
∞
0 (Ω2 ∩D3),

∫

Ω

χ2 = 1.

De l’expression de g1 et de la propriété (b) de la partition de l’unité, on obtient la forme

equivalente suivante de f2:

f2 =ψ2(1− ψ1)f − χ1ψ2

∫

Ω

(1− ψ1)f − χ2

∫

Ω

ψ2(1− ψ1)f

+ χ2

∫

Ω

ψ2χ1

∫

Ω

(1− ψ1)f,

ce qui montre que f2 ∈ C
∞
0 (Ω2), et la propriété (vi). De plus,

g1 = f2 + g2, g2 ∈ C
∞
0 (D3),

∫

Ω2

f2 =

∫

D3

g2 = 0.

En s’inspirons du schéma d’itération utilisé dans la démonstration du lemme 2.1.3 on

établi les propriétés (iv)-(vi) pour tout i = 1,...,m+ ν.

Le rédultat précédent nous permet de démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.1.2. Soit Ω un domaine localement lipschitzien de R
n, n ≥ 2. Soit

f ∈ Wm,q
0 (Ω), m ≥ 0, 1 < q <∞,

satisfaisant à (2.1.1), alors il existe un solution au problème (2.1.2) v ∈ Wm+1,q
0 (Ω)

vérifiant (2.1.2) et . De plus, si f ∈ C∞0 (Ω) alors v ∈ C∞0 (Ω).
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Démonstration

Supposons que f ∈ C∞0 (Ω), notons par Ωi et fi les domaines et fonctions introduits dans

le lemme 2.1.4, et soit v ∈ C∞0 (Ωi) la solution du problème (2.1.1)-(2.1.2) donnée par le

lemme 2.1.2. Par le lemme 2.1.2 et le lemme 2.1.4, on a

‖∇vi‖m,q ≤ c‖f‖m,q

où c = c(n,q,Ω). Donc la fonction

v =
N∑

i=1

vi

appartient à C∞0 (Ω) et satisfait (2.1.2) dans Ω et l’inégalité

(2.1.26) ‖∇vi‖m,q ≤ c‖f‖m,q

Supposons que f ∈ Wm,q
0 (Ω), m ≥ 0, 1 < q < ∞. Soit {fk} une suite de fonctions

de C∞0 (Ω) vérifiant (2.1.1) et converge vers f dans Wm,q
0 (Ω) et soit {vk} les solutions

correspondantes. Par l’inégalité de poincaré on trouve que {vk} est borné dansW
m+1,q
0 (Ω),

on peut donc en extraire une sous-suite qui converge vers une fonction v ∈ Wm+1,q
0 (Ω)

qui est solution de (2.1.21) et satisfait l’estimation (2.1.4).
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2.2 Le problème de Stokes dans des domaines bornés

le système de Stokes modélise un écoulement d’un fluide visqueux incompressible de

mouvement indéfiniment lent, il s’agit d’une approximation du système d’équations de

Navier-Stokes incompressible(ou le terme nonlinéaire est négligé).

Nous allons considérer le cas stationnaire. Soit Ω un domaine borné de R
n, le problème

de Stokes est décrit par le système suivant

(2.2.1)





∆v = ∇p+ f,

∇.v = g,
dans Ω.

assujetti aux conditions aux limites

(2.2.2) v = v0 dans ∂Ω

et comme Ω est borné, la fonction v0 doit satisfaire la condition de compatibilité :

(2.2.3)

∫

∂Ω

v0 · ndσx =

∫

Ω

gdx.

Le but de cette section, est de montrer l’existence, l’unicité, et la regularité d’une solu-

tion pour le problème, (2.16)-(2.18). Nous allons suivre pour cela, l’approche classique de

Cattabriga basé sur les idées de Agmon, Douglis, et Nirenberg. Cette méthode consiste

à transformer le problème à un autre problème analogue dans l’espace tout entier et le

demi espace en utilisons une procédure de localisation, la démonstration dans R
n et R

n
+

de l’existence et l’unicité de la solution devient plus facile, dans la mesure ou on peut

fournir une solution explicite du problème.

2.2.1 formulation variationnelle

Considérons le cas homogène, i.e., g = 0 et v0 = 0, alors on a la définition suivante:

Définition 2.2.1. une fonction v : Ω → R
n est dite solution faible pour le problème de

stokes ssi

(i) v ∈ V (V est l’espace défini dans le chapitre 1);
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(ii) v vérifie l’identité

(2.2.4) (∇v,∇ϕ) = − < f ,ϕ > , pout tout ϕ ∈ V.

Remarque 2.2.1. Pour justifier la formulation variationnelle du problème , on procède

formellement comme suit; soit v,p deux solution classique de (2.2.1). Multiplions (2.2.1)1

par une fonction ϕ ∈ C∞0 (Ω) telle que ∇ · ϕ = 0, i.e., ϕ ∈ V. On trouve
∫

Ω

∆v · ϕdx =

∫

Ω

∇p · ϕdx+

∫

Ω

f · ϕdx

en intégrant par partie les deux membres de l’égalité par partie on trouve
∫

Ω

∇v : ∇ϕdx−

∫

∂Ω

∂v

∂η
· ϕdσ(x) =

∫

Ω

p∇ · ϕdx−

∫

∂Ω

pn · ϕdσ(x)−

∫

Ω

f · ϕdx.

=−

∫

∂Ω

pn · ϕdσ(x)−

∫

Ω

f · ϕdx.

en tenant compte de (2.2.1)2, on obtient

(2.2.5) (∇v,∇ϕ) ≡

∫

Ω

∇v : ∇ϕ = −

∫

Ω

f · ϕdx ≡ −(f,ϕ) ∀ϕ ∈ V .

Et donc par continuité (2.2.5) est vérifiée dans la fermeture de V dans H1
0 (Ω). Si le

domaine Ω est locallement liptschitzien alors par (2.2.2) v ∈ H1
0 (Ω) et comme ∇ · v = 0

on en déduit grâce au théorème 1.2.4 que v ∈ V .

Remarquons que la fonction p n’apparâıt pas dans (2.2.5), à vraie dire, dans le calcul

servant à trouver (2.2.5), si ϕ ∈ C∞0 (Ω) non necessairement solenoidale, on trouve au

lieu de (2.2.5)

(2.2.6) (∇v,∇ϕ) = − < f,ϕ > +(p,∇ · ϕ), pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω).

On peut, au fait, pour f assez régulière associer à tout solution faible v une fonction p,

qui est dans notre cas la pression, tel que (2.2.6) soit vérifiée, plus précisemment on a le

lemme suivant

Lemme 2.2.1. Soit Ω un domaine borné et locallement liptschitzien de R
n, n ≥ 2, et

f ∈ H−1(Ω), 1 < q <∞. Une fonction vectorielle v ∈ V satisfait (2.2.5) si et seulement

si il existe une fonction p ∈ L2(Ω) tel que (2.2.6) est vérifiée pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Démonstration

L’implication inverse est évidente, montrons l’implication réciproque. Soit v ∈ V et véri-

fiant (2.2.5), ceci implique d’aprés le théorème 1.2.5 que les traces γ0vi = 0 dans H1/2(Ω)
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et que ∇ · v = 0. Comme Div ∈ L
2(Ω), i = 1,...n, on en déduit grâce aux théorème que

∆v ∈ H−1(Ω), en intégrant par partie (2.2.5) on obtient

< ∆v − f ,ϕ >= 0, pour tout ϕ ∈ V .

Et donc d’aprés le théorème 1.2.1, il existe p ∈ L2(Ω) tel que on ai au sens des distribution

∆v − f = ∇p

i.e., on obtient la relation (2.2.6).

Théorème 2.2.1. Soit Ω un domaine borné locallement liptschitzien de R
n. Considérons

le problème de Stokes (2.2.1)-(2.2.2) et supposons f ∈ H−1(Ω), g ∈ L2(Ω), v0 ∈ H
1/2(Ω),

tel que (2.2.3) est vérifiée. Alors le problème (2.2.1)-(2.2.2) admet une solution

v ∈ H1(Ω), p ∈ L2(Ω).

v est unique et p est unique à une constante prés.

Démonstration

Dans le cas où v0 = 0 et g = 0 on a vu que le problème est réduit à trouver v ∈ V vérifiant

(2.2.5). le théorème de Lax-Milgram appliqué sur la forme bilinéaire a(u,v) = (∇u,∇v)

et la forme linéaire b(v) = − < f,v > dans l’espace de Hilbert V (V est séparable car

il est un sous-espace fermé de H1
0 (Ω)) nous donne une solution unique v au problème

homogène.

Considérons le cas non homogème. D’aprés le corollaire 2.1.2 il existe v1 ∈ H
1(Ω) tel que

∇ · v1 = g, v1 = v0 dans ∂Ω.

En posant u = v − v1, on voit que le problème (2.2.1)-(2.2.2) est réduit au problème de

Stokes homogène suivant:





∆u+∇p = f −∆v1 ∈ H
−1(Ω),

∇ · u = 0,

u = 0, sur ∂Ω,

qui admet donc une solution u, p unique (p unique à un constante prés) et donc de v et

p.



2.2. Le problème de Stokes dans des domaines bornés 38

2.2.2 Existence, unicité, et estimations en norme Lp dans l’es-

pace entier. La solution fondamentale de Stokes

Le but de cette sous-section est d’établir l’existence et l’unicité du problème de Stokes

dans l’espace entier et établir des estimations adéquate sur les solutions. Ceci nous per-

mettra de dériver des estimations intérieurs des solutions du problème de Stokes dans des

domaines borné aux paragraphe 2.2.4

Nous fairons dans toute la suite la convention d’Einstein sur la sommation répétées des

indices. On considére le tenseur symétrique U et le champ de vecteur q définis par la

relation

Uij(x− y) =
(
δij −

∂2

∂yi∂yj

)
Φ(|x− y|)

qj(x− y) = −
∂

∂yj

∆Φ(x− y),

(2.2.7)

où x,y ∈ R
n, δij est le symbole de Kronecker et Φ est une fontion arbitraire de R, qui est

de classe C∞ pout t 6 =0. Notons que ∂|x − y|/∂xi = −∂|x − y|/∂yi, on obtient par un

simple calcul de (2.2.7) pour x 6 =y et pout x,y = 1,...,n

∆Uij(x− y) +
∂

∂xi

qj(x− y) = δij∆
2Φ(x− y)

n∑

i=1

∂

∂xi

Uij(x− y) = 0.
(2.2.8)

Il suffit donc de choisir Φ comme solution fondamentale de l’équation biharmonique. On

a donc pour n = 2,

Φ(|x− y|) = |x− y|2 log(|x− y|)/8π

et on a

Uij(x− y) = −
1

4π

[
δij log

1

|x− y|
+
(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|2

]

qj(x− y) =
1

2π

xj − yj

|x− y|2
.

(2.2.9)

Pour n = 3, on a

Φ(|x− y|) = −
|x− y|

8π

les champs de vecteurs U et q deviennent

Uij(x− y) = −
1

4π

[ δij
|x− y|

+
(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|3

]

qj(x− y) =
1

4π

xj − yj

|x− y|3
.

(2.2.10)
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Pour n > 3 on obtient

Uij(x− y) = −
1

2n(n− 2)ωn

[ δij
|x− y|n−2

+ (n− 2)
(xi − yi)(xj − yj)

|x− y|n

]

qj(x− y) =
1

nωn

xj − yj

|x− y|n
.

(2.2.11)

Pour ce choix de Φ il s’en suit que les champs de vecteurs (2.2.9) et (2.2.10) satisfont pour

x 6 =y

∆Uij(x− y) +
∂

∂xi

qj(x− y) = 0

n∑

i=1

∂

∂xi

Uij(x− y) = 0,
(2.2.12)

La pair U,q est appelée la solution fondamentale de l’équation de Stokes.

Il est facile d’obtenir des propriétés asymptotique de U et de q, les estimations suivantes

sont établies pour |x| → ∞ :

U(x) = O(log |x|) si n = 2,

U(x) = O(|x|−n+2) si n > 2,

DαU(x) = O(|x|−n−|α|+2), |α| ≥ 1, n ≥ 2

Dαq(x) = O(|x|−n−|α|+1), |α| ≥ 0, n ≥ 2.

(2.2.13)

Considérons à présent le problème nonhomogène de Stokes suivant

(2.2.14)





∆v = ∇p+ f,

∇.v = g,
dans R

n.

On a le théorème suivant

Théorème 2.2.2. Supposons f ∈ Wm,q(Rn), g ∈ Wm+1,q(Rn), m ≥ 0, 1 < q < ∞,

n ≥ 2, alors il existe une paire de fonctions v ∈ Wm+2,q(BR) et p ∈ Wm+1,q(BR) pour

tout R > 0, satisfaisant p.p. le système de Stokes nonhomogène (2.2.14). De plus, pour

tout l ∈ [0,m], |v|l+2,q et |p|l+1,q sont finis et il existe une constante c = c(n,q,l) telle que

on ai, si q ≥ n

(2.2.15) |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c(|f |l,q + |g|l+1,q),

si n/2 ≤ q < n

(2.2.16) |v|l+1,s1 + |p|l,s1 + |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c(|f |l,q + |g|l+1,q)
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avec s1 = nq/(n− q), et si 1 < q < n/2

(2.2.17) |v|l,s2 + |v|l+1,s1 + |p|l,s1 + |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c(|f |l,q + |g|l+1,q)

avec s2 = nq/(n−2q). On a aussi, si f ,g ∈ C∞0 (R
n), alors v,p ∈ C∞(Rn) et elles vérifient

pour |x| → ∞ (2.2.22). Finalement, si v1,p1 est une autre solution de (2.2.14) avec

|v1|l+2,q fini pour un certain l ∈ [0,m], alors

|v1 − v|l+2,q = 0, |p1 − p|l+1,q = 0.

Démonstration

Supposons que f et g sont des fonctions de C∞0 (R
n). Nous allons démontrer en utilisant

(2.2.9) et (2.2.10) l’existence d’une solution pour (2.2.14), vérifiant des estimations Lq

adéquates. Pour cela on introduit les potentiels de volume de Stokes suivants

u(x) =

∫

Rn

U(x− y) · F(x)dy

π(x) = −

∫

Rn

q(x− y) · F(y)dy,

(2.2.18)

où F ∈ C∞0 (R
n). Comme

∫

Rn

U(x− y) · F (x)dy =

∫

Rn

U(z) · F (x+ z)dz
∫

Rn

q(x− y) · F (y)dy =

∫

Rn

q(z) · F (x+ z)dz

on en déduit que u,π ∈ C∞(Rn). De plus, il est clair que u,π est une solution de (2.2.14)

avec g = 0 et F = f . On a en effet ∇·u = 0, en utilisant (2.2.7) et le fait que ∆Φ(|x−y|) =

E , où E est la solution fondamentale de l’équation de Laplace donnée par

E(x− y) =





(2π)−1 log |x− y| si n = 2

1
[n(2−n)ωn|x−y|n−2 si n ≥ 3

on en déduit

∆u(x)−∇π(x) = ∆

∫

Rn

∆Φ(|x− y|)F (y)dy

= ∆(E ∗ F)(x) = F(x).

(2.2.19)

Nous allons maintenant chercher une solution v, p de (2.2.14) de la forme v = u + h,

p = π où

u(x) =

∫

Rn

U(x− y) · (f −∆h)(y)dy, π(x) =

∫

Rn

U(x− y) · h(y)dy,
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avec

(2.2.20) h = ∇(E ∗ g) = E ∗ ∇g.

Comme ∆h = ∆(E ∗ ∇g) = ∇g ∈ C∞0 (R
n) et

(2.2.21) ∇ · h = g,

on déduit donc de (2.2.19) et (2.2.21) que v,p est une solution de (2.2.14). De plus on

obtient de (2.2.13) les estimations asymptotiques suivantes pour |x| → ∞

v(x) = O(log |x|) si n = 2,

v(x) = O(|x|−n+2) si n > 2,

Dαv(x) = O(|x|−n−|α|+2), |α| ≥ 1, n ≥ 2

Dαp(x) = O(|x|−n−|α|+1), |α| ≥ 0, n ≥ 2.

(2.2.22)

Nous allons à présent établir des estimation Lq pour v et p. En appliquant le théorème

de Calderon-Zygmund sur (2.2.20) on obtient

(2.2.23) |h|l+1,q ≤ c|g|l,q, pout tout l ≥ 0

où c = c(n,q). D’autre part, considérons l’identité suivante avec |α| = l

DijD
αuk(x) =

∫

Rn

DiUkl(x− y)DjD
αFl(y)dy

= lim
ǫ→0

∫

|x−y|≥ǫ

DijUkl(x− y)DαFl(y)dy

+ lim
ǫ→0

∫

|x−y|=ǫ

DiUkl(x− y)DαFl(y)nj(y)dy,

(2.2.24)

où on a noté par nj la composante j-ème de la normal extérieure à la sphère |x− y| = ǫ.

Il est facile de voir que DiUkl est homogène de degré 1 − n, et donc par le lemme 1.3.1,

DijUkl est un noyau singulier. De plus, on obtient par le même lemme

lim
ǫ→0

∫

|x−y|=ǫ

DiUkl(x− y)DαFl(y)nj(y)dy = AijklD
αFl(x)

où Aijkl est un tenseur constant d’ordre 4. En adjoignant cette formule avec (2.2.24) on

obtient

DijD
αuk(x) = lim

ǫ→0

∫

|x−y|≥ǫ

DijUkl(x− y)DαFl(y)dy + AijklD
αFl(x).
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On peut donc appliquer le thèorème de Calderon-Zygmund, avec l’inégalité (2.2.23) pour

obtenir

(2.2.25) |u|l+2,q ≤ c1(|f |l,q + |g|l+1,q), pour tout l ≥ 0,q > 1,

où c1 = c1(n,q). De la même manière on montre

(2.2.26) |π|l+1,q ≤ c2(|f |l,q + |g|l+1,q).

De (2.2.23), (2.2.25) et (2.2.26) on obtient l’estimation suivante pour v,p

(2.2.27) |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c1(|f |l,q + |g|l+1,q), pour tout l ≥ 0,q > 1

avec c = c(n,q).

Les autres estimations sont obtenues directement de (2.2.18) et (2.2.20), en effet, remar-

quant

|DiD
αu(x)|+ |Dαπ(x)| ≤ c1

∫

Rn

|DαF(y)|

|x− y|n−1
dy

|Dαh(x)| ≤ c2

∫

Rn

|Dαg(y)|

|x− y|n−1
dy.

Si 1 < q < n, en appliquant les injections de Sobolev on obtient

(2.2.28) |v|l+1,s1 + |p|l,s1 ≤ c3(|f |l,q + |g|l+1,q), s1 =
nq

n− q
.

De même, si 1 < q < n/2 de (2.2.28) on a

(2.2.29) |v|l,s2 ≤ c4(|f |l,q + |g|l+1,q), s2 =
nq

n− 2q
.

Supposons à présent que f ∈ Wm,q(Rn) et g ∈ Wm+1,q(Rn), m ≥ 0 et q ∈ (1,∞). On

peut les approximer par des suite {fk}, {gk} ⊂ C∞0 (Ω). Notons par {vk,pk} la suite

correspondante de solutions de (2.2.14), on voit que chaque solution satisfait à (2.2.27)

pour tout l ∈ [0,m] et si, 1 < q < n (respectivement, 1 < q < n/2), elle satisfait

aussi à (2.2.28) (respectivement à (2.2.29)). En utilisant alors ces estimations, on montre

facilement l’existence de fonctions v et p tel que

Dαv ∈ Lq(Rn) ∀0 ≤ |α| ≤ m+ 2, et Dαp ∈ Lq(Rn) ∀0 ≤ |α| ≤ m+ 1.
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et

lim
k→∞

(Dαvk,ψ) = (Dαv,ψ), 0 ≤ |α| ≤ m+ 2

lim
k→∞

(Dβ∇pk,ψ) = (Dβ∇pk,ψ), 0 ≤ |β| ≤ m

Pour tout ψ ∈ Lq′(Rn). Ceci implique, en particulier que v, p satisfait à (2.2.14) p.p. dans

R
n. De plus en utilisant le lemme auxiliaire suivant:

Lemme auxiliaire

Soit Ω ⊂ R
n un domaine arbitraire et u ∈ L1

loc(Ω) tel que ∇u ∈ Lq
loc(Ω), q ≥ 1. Alors

u ∈ Lq
loc(Ω).

On obtient

v ∈ Wm+2,q(BR), p ∈ W
m+1,q(BR), pour tout R > 0.

Pour la démonstration du lemme auxiliaire voir [9]. Pour la démonstration de l’unicité

voir [5] ou [9].

2.2.3 Existence, unicité, et estimation Lq dans le demi-espace

Dans cette sous-section nous allons démontrer un théorème similaire au théorème 2.2.1

pour le problème nonhomogène de Stokes dans le demi-espace R
n
+, n ≥ 2. Ici, la situation

est tout à fait différente à cause de la présence d’une frontière. Nous allons commencer

par le problème auxiliaire suivant:

(2.2.30)






∆W = ∇S,

∇.W = 0,

W = Φ, sur Σ = {x ∈ R
n : xn = 0},

dans R
n
+.

Lemme 2.2.2. Supposons Φ ∈ Cm(Σ), m ≥ 1, avec Φ = O(log |ξ|) pour |ξ| → ∞,i.e.,

Φ ne croit pas rapidement, et DαΦ ∈ C(Σ), 1 ≤ |α| ≤ m. Alors les fonctions W et S

définies dans (2.2.32) ci-dessous, sont de classe C∞ dans R
n
+ et satisfont (2.2.30). De

plus, si Φ ∈ Wm,q(Σ) et
∑
|α|=m[D

αΦ]1−1/q,q est fini, alors W et S satisfont à (2.2.30) et

on a pour tout k ∈ [0,m], 1 < q <∞

(i) |W|k+1,q et |S|k,q sont finis;

(ii) W, S satisfont l’inégalité suivante
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(2.2.31) |W|k+1,q + |S|k,q ≤ c
∑

|α|=k

[DαΦ]1−1/q,q.

où 0 ≤ k ≤ m.

Démonstration

On introduit les fonctions suivantes

Wj(x) =

∫

Σ

Kij(x
′ − y′,xn)Φi(y

′)dy′

S(x) =−Di

∫

Σ

k(x′ − y′,xn)Φi(y
′)dy′,

(2.2.32)

où z′ = (z1,...,zn) et

Kij(x
′ − y′,xn) =

2

ωn

xn(xi − yi)(xj − yj)

(|x′ − y′|2 + x2
n)

(n+2)/2
, yn = 0,

k(x′ − y′,xn) =
4

4ωn

xn

(|x′ − y′|2 + x2
n)

n/2
, yn = 0.

(2.2.33)

On montre facilement queW et S sont de classe C∞,W et S vérifient (2.2.301,2). Montrons

à présent que

(2.2.34) lim
xn→0

W(x′,xn) = Φ(x′). pout tout x′ ∈ R
n−1.

fixons ξ ∈ R
n−1, et soit Bǫ ∈ R

n−1 une boule centré en ξ tel que

(2.2.35) sup
y∈Bǫ

|Φ(ξ)−Φ(y)| < ǫ.

Par un calcul facile sur (2.2.261), on montre facilement les propriétés suivantes :

(i)
∫

Bǫ
Kij(ξ − y′,xn)dy

′ = δij + o(1) pour xn → 0,

(ii)
∫

Σ
|Kij(ξ − y′,xn)|dy

′ ≤ c

avec c est une constante indépendante de xn et de ξ. De même, en utilisant la propriété

Φ = O(log |ξ|) on obtient

(iii)
∫

Σ−Bǫ
Kij(ξ − y′,xn)Φi(y

′)dy′ = o(1) quand xn → 0.

Par conséquent, en utilisant (i) et (iii) on obtient pour xn → 0,

Wj(ξ,xn)−Φj(ξ) =

∫

Bǫ

Kij(ξ − y′,xn)Φi(y
′)dy′ −Φj(ξ)

+

∫

Σ−Bǫ

Kij(ξ − y′,xn)Φi(y
′)dy′

=

∫

Bǫ

Kij(ξ − y′,xn)[Φi(y
′)−Φi(ξ)]dy

′ + o(1),
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et donc compte tenu de (2.2.28) et de (ii) on déduit

lim sup
xn→0

|W(ξ,xn)−Φ(ξ)| ≤ cǫ.

Et comme ǫ est arbitraire on déduit (2.2.34).

Il nous reste maintenant à établir les estimations en norme Lq pour W et S. Pour |α| ≤ m,

on obtient de (2.2.32)

D′αWj =

∫

Σ

Kij(x
′ − y′,xn)D

′αΦi(y
′)dy′

D′αS(x) =−Di

∫

Σ

k(x′ − y′,xn)D
′αΦi(y

′)dy′,

(2.2.36)

où

D′α =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn−1

n−1

,

Il est clair de (2.2.33) que Kij(x
′,x3), i,j = 1,2,3 et k(x′,x3) sont de classe C

∞ pour x3 > 0,

avec des dérivées qui sont bornées dans l’hémisphère {|x|2 = 1, x3 > 0}. D’autre part,

on a

Kij(x
′,x3) =

3

2π

xi

|x|

xj

|x|
x3

|x|

|x|2
=
Ωij

(
x′

|x|
, x3

|x|

)

|x|2

k(x′,x3) =
1

π

x3

|x|

|x|3
=
ω
(

x′

|x|
, x3

|x|

)

|x|2

et notons que

Ωij(x
′,0) = ω(x′,0) = 0 pour tout x′ 6 =0,

on en déduit que Kij et k satisfont toutes les hypothèses du théorème (1.3.4). Donc, si

DαΦ ∈ Lq(Σ) et que [DαΦ]1−1/q,q <∞, 1 < q <∞, on obtient

∇D′αW, D′αS ∈ Lq(Rn
+)

et on a l’estimation suivante

(2.2.37) |D′αW|1,q + ‖D
′αS‖q ≤ c[DαΦ]1−1/q,q,

avec c = c(q,n,α). Nous allons établir maintenant une estimation similaire à (2.2.37) pour

les dérivées en x3, on considére d’abords le cas |α| = 1. Appliquons l’opérateur différentiel

D3 à l’équation (2.2.302), en utilisant l’inégalité (2.2.37) on obtient

(2.2.38) ‖D2
3W3‖q ≤ ‖D3D2W2‖q + ‖D3D1W1‖q ≤ 2c[∇Φ]1−1/q,q.
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Posons

W′ = (W1,W2), ∆′ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

, ∇′ =
( ∂

∂x1

,
∂

∂x2

)

on obtient de (2.2.301)

∆W3 =D3S

D2
3W

′ =−∆W′ +∇′S

et donc, en utilisant (2.2.37) on obtient

‖D2
3W

′‖q + ‖D3S‖q ≤ 8c[∇Φ]1−1/q,q,

en combinant cette dernière inégalité avec (2.2.38) on obtient

|W|2,q + |S|1,q ≤ c[∇Φ]1−1/q,q,

avec c = c(n,q,α). si |α| ≥ 1, en utilisant les mêmes arguments on obtient l’estimation

(2.2.24).

La démonstration du dernier point du théorème ce fait d’une manière tout à fait analogue

(voir [9]).

Considérons à présent le problème

(2.2.39)






∆v = ∇p+ f

∇.v = g,

v = 0, sur Σ = {x ∈ R
n : xn = 0},

dans R
n
+.

Nous allons montrer l’existence d’une solution vérifiant des estimations adéquates. Ceci

se faira en réduisant le problème (2.2.39) au problème (2.2.30). Nous allons commencer

par montrer le lemme suivant

Lemme 2.2.3. Supposons f ,g ∈ C∞0 (R
n
+), alors il existe une solution v,p de classe C∞

du système nonhomogène de Stokes (2.2.39). De plus, si m ≥ 0 est un entier arbitraire,

et q ∈ (1,∞) les semi-normes

m∑

l=0

|v|l+2,q et
m∑

l=0

|p|l+1,q

sont finies, et on a pour tout l ∈ [0,m] l’inégalité suivant:

(2.2.40) |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c(|f |l,q + |g|l+1,q)
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avec c = (n,l,q). Si

f ∈ Wm,q(Rn
+), g ∈ Wm+1,q(Rn

+),

alors

v ∈ Wm+2,q(C), p ∈ Wm+1,q(C),

pour tout cube ouvert C ∈ R
n
+, de plus v et p satisfont à l’inégalité (2.2.40), pour tout

l ∈ [0,m], et v est de trace nulle sur la frontière.

Démonstration

Nous allons d’abors étendre les fonctions f et g sur l’espace entier R
n en utilisant le lemme

auxiliaire suivant ([24] lemme 6.37)

Lemme

Soit u ∈ C∞0 (R
n

+) et un entier k ≥ 1, alors il existe une fonctions ũ ∈ Ck
0 (R

n) tel que u

soit égale à la restriction de ũ sur l’espace R
n
+, de plus on l’inégalité suivante:

‖Dβũ‖q,Rn ≤ C‖Dβu‖q,Rn
+
,

pour tout q ∈ [1,∞] et |β| ∈ [0,k].

Notons fs et gs les prolongement sur R
n de f et g respectivement données par lemme

précédent, avec fs,gs ∈ C
s+1
0 (Rn) et s suffisamment grand et on a

‖Dβfs‖q,Rn ≤ c‖Dβf‖q,Rn
+

‖Dβgs‖q,Rn ≤ c‖Dβg‖q,Rn
+

(2.2.41)

où 0 ≤ |β| ≤ s + 1 et c est une constante qui dépend de s, n et de q. On cherche une

solution de la forme v = v1 + W, p = p1 + S, où v1, p1 est la solution de (2.2.14) avec

f = fs et g = gs donnée par le théorème 2.2.2, il est clair qu’il suffit de trouver W, S tel

que

(2.2.42)






∆W = ∇S,

∇.W = 0,

W = −v1, sur Σ.

dans R
n
+.

Il suffit donc de montrer que Φ ≡ −v1|Σ satisfait aux proriétés de la première partie

du lemme 2.2.2. Par conséquent, par le même lemme W, S vont obéir à l’estimation

(2.2.31). On déduit donc du théorème 2.2.1 que Φ ∈ C∞(Σ). De plus, Φ(ξ) = O(log |ξ|)
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et DαΦ ∈ C0(Σ) pour tout |α| ∈ [1,s] si n = 2, quand Φ ∈ Cm(Σ) pour tout m ∈ [0,s] si

n = 3. Montrons à présent que pour tout |α| ∈ [1,s] et tout q > 1

DαΦ ∈ Lq(Σ),

[DαΦ]1−1/q <∞.
(2.2.43)

Rappelant que v1 est donnée par (2.2.171) avec F ≡ fs−∆hs = fs−∇gs où hs est donnée

par (2.2.19) et g ≡ gs, de (2.2.212) on obtient

DαΦ(x′) = O(|x′|−n+1) quand |x′| → ∞,

et donc DαΦ(x′) ∈ R
n−1 et comme DαΦ ∈ C0(Σ) on en déduit (2.2.371). D’autre part,

par le théorème 1.1.5 et le théorème 2.2.1, on obtient pour tout |α| ≥ 0

[Dα∇v1]1−1/q ≤ c‖Dα∇v1‖q,Rn
+

≤ (‖Dαfs‖q,Rn + ‖Dαgs‖q,Rn).
(2.2.44)

En appliquant le lemme 2.2.2 et en utilisant (2.2.44) et (2.2.41) on obtient l’estimation

(2.2.40) ce qui termine la démonstration du lemme.

Le théorème suivant est un résultat d’unicité pour la solution du problème (2.2.33).

Théorème 2.2.3. Soient u ∈ Wm+2,q(C), π ∈ Wm+1,q(C) (m ≥ 0, C est un cube

arbitraire dans R
n
+, (n ≥ 2) une solution au système de Stokes (2.2.33) avec f = g = 0.

Supposons qu’il existe l ≥ 0 et q ∈ (1,∞) tel que |u|l+2,q soit fini. Alors

|u|l+2,q = |π|l+1,q = 0.

en particulier, si l = 0, alors

u = axn, π = const.

avec a = (a1,...,an−1,0) est un vecteur constant.

Démonstration voir [9].

On peut rassembler les résultats précédents dans le théorème suivant qui est l’analogue

du théorème (2.2.1) dans le demi-espace

Théorème 2.2.4. Soit Σ = {x ∈ R
n : xn = 0}. Pour tout

f ∈ Wm,q(Rn
+), g ∈ Wm+1,q(Rn

+)
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et

Φ ∈ Wm+1(Σ) avec
∑

|α|=m+1

[DαΦ]1−1/q,q <∞,

m ≥ 0, 1 < q <∞, n ≥ 2, il existe une pair de fonctions v, p telle que

v ∈ Wm+2,q(C), p ∈ Wm+1,q(C),

pour tout cube ouvert C ⊂ R
n
+, solution du problème de Stokes (2.2.39) avec la condition

au bords nonhomogène. De plus, pour tout l ∈ [0,m] les semi-normes |v|l+2,q et |p|l+1,q

sont finies et on a

(2.2.45) |v|l+2,q + |p|l+1,q ≤ c
(
|f |l,q + |g|l+1,q +

∑

|α|=l+1

<< DαΦ >>1−1/q,q

)
,

où c = c(n,q,m). Finalement, si v1, p1 est une autre solution de (2.2.39) et si il existe

l ∈ [0,m] tel que |v1|l+2,q est fini, alors

|v − v1|l+2,q = |p− p1|l+1,q = 0.

En particulier, si l = 0, il existe un vecteur a = (a1,...,an−1,0) tel que

v = v1 + axn, p = p1 + const.

2.2.4 Estimations intérieurs en norme Lq

Dans cette sous-section nous établirons des estimations et propriétés des solutions gé-

néralisées à l’intérieur du domaine, en utilisant les résultats établis dans la sous-section

2.2.2. On considère en effet, une paire de fonctions v et p avec v ∈ W 1,1
loc (Ω), ∇ · v = 0

au sens des distribution et p ∈ L1
loc satisfaisant à l’identité (2.2.4) pout tout fonctions

ϕ ∈ C∞0 (Ω), nous allons montrer dans cette sous-section, que pour vu que la donnée, f

est suffisemment régulière, v et p obéissent à des inégalités en norme Lq, qui montrent au

fait que toute solution faible est de classe C∞(Ω) à conditions bien sûr que f l’est.

Théorème 2.2.5. Soit Ω un domaine de R
n, n ≥ 2. Soient v ∈ W 1,q

loc (Ω), p ∈ Lq
loc(Ω),

1 < q <∞, vérifiant (2.2.6) pour tout ϕ ∈ C∞0 . Supposons que v est de divergence nulle

(au sens des distributions), alors si

f ∈ Wm,q
loc (Ω), m ≥ 0,
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Alors,

v ∈ Wm+2,q
loc (Ω), p ∈ Wm+1,q

loc (Ω).

De plus l’inégalité suivant est vérifiée:

(2.2.46) |v|m+2,q,Ω′ + |p|m+1,q,Ω′ ≤ c(‖f‖m,q,Ω′′ + ‖v‖1,q,Ω′′−Ω′ + ‖p‖q,Ω′′−Ω′),

où, Ω′′ et Ω′ sont des sous-domaines bornés arbitraires de Ω tels que Ω′ ⊂ Ω′′, Ω′′ ⊂ Ω et

c = (n,q,m,Ω′,Ω′′).

Démonstration

Montrons d’abord que les régularisées de v et p obéissent au système de Stokes sur tout

sous-domaine Ω0 tel que Ω
′′
⊂ Ω0 ⊂ Ω. soit ϕ ∈ C∞0 (Ω0), alors d’aprés le théorème 1.3.1

ϕǫ ∈ C
∞
0 (Ω) avec ǫ < dis(Ω0,∂Ω).

On a en utilisant théorème de Fubini
∫

Ω

∇v : ∇ϕǫdx =
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂ivj∂i(ϕj)ǫdx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂ivj(∂iϕj)ǫdx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂ivj(x)
[ 1
ǫn

∫

Rn

ω
(x− y

ǫ

)
∂iϕj(y)dy

]
dx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂iϕj(y)
[ 1
ǫn

∫

Rn

ω
(x− y

ǫ

)
∂ivj(x)dx

]
dy,

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂iϕj(∂ivj)ǫdx

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

∂iϕj∂i(vj)ǫdx,

en intégant par partie, et en utilisant le fait que ϕ ∈ C∞0 (Ω0),on obtient

(2.2.47)

∫

Ω

∇v : ∇ϕǫdx = −

∫

Ω0

∆v · ϕdx.

De la même manière, on obtient aussi

(2.2.48)

∫

Ω

p∇ · ϕǫdx =

∫

Ω0

∇pǫ · ϕdx.

De plus, comme v est de divergence nulle (au sens des distribution), alors pour tout

ψ ∈ C∞0 (Ω0) on a

(2.2.49)

∫

Ω

v · ∇ψǫdx = −

∫

Ω0

∇ · vǫψdx = 0.
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Et donc, si f ∈ L1
loc(Ω), alors on conclut de (2.2.4), (2.2.26), (2.2.27) et (2.2.28)

(2.2.50)






∆vǫ = ∇pǫ + f

∇.vǫ = 0,

v = 0, sur Ω0.

dans R
n
+.

Nous allons d’abords montrer le théorème pour m = 0. On considére la fonction ϕ ∈

C∞(Rn) égale à l’unité sur Ω
′
et zéro sur le complémentaire de Ω′′. Une telle fonction

existe, il suffit de prendre par exemple la régularisée (χΩ′)ǫ de la fonction caractéristique

de Ω′ et prendre ǫ suffisamment petit. On choisit Ω0 ⊃ Ω
′′
et posons

u = ϕvǫ, π = ϕpǫ.

Un simple calcul nous donne

∆u = ∆vǫ + 2∇ϕ · ∇vǫ + ϕ∆vǫ

∇ · u = ∇ · vǫ + ϕ∇ · vǫ

∇π = pǫ∇ϕ+ ϕ∇pǫ,

En multipilions (2.2.50) par ϕ il est facile de voir que u et π satisfont

∆u = ∇π + f1 + f2

∇ · u = g,
(2.2.51)

où

f1 = ϕfǫ,

f2 = −pǫ∇ϕ+ 2∇ϕ · ∇vǫ + vǫ∆ϕ,

g = ∇ϕ · vǫ.

On peut considérer le problème (2.2.51) dans tout l’espace R
n, en étendant les fonctions

vǫ, pǫ par 0 en dehors de Ω
′′. Comme D2u ∈ Lq(Rn) on peut alors appliquer le théorème

2.2.2 avec m = 0 pour déduire l’estimation suivante

(2.2.52) ‖D2u‖q+‖∇π‖q ≤ c1
(
‖ϕfǫ‖q+‖∇(∇·vǫ)‖q+‖∇ϕ·∇vǫ‖q+‖vǫ∆ϕ‖q+‖pǫ∇ϕ‖q

)
,

où c1 = c1(n,q). De (2.2.52) et les propriétés de la fonction ϕ on obtient

‖D2vǫ‖q,Ω′ + ‖∇pǫ‖q,Ω′ ≤ c
(
‖fǫ‖q + ‖vǫ‖1,q,Ω′′−Ω′ + ‖pǫ‖q,Ω′′−Ω′ .



2.2. Le problème de Stokes dans des domaines bornés 52

En faisant tendre ǫ vers 0 on montre ainsi le théorème pour m = 0. Le cas général se

fait par récurrence. Supposons en effet que le théorème est vrai pour m = l − 1, l ≥ 1,

montrons qu’il est aussi vrai pour m = l. Par hypothèse on a

v ∈ W l+1,q
loc (Ω), p ∈ W l,q

loc(Ω)

et

(2.2.53) |v|l+1,q,Ω1 + |p|l,q,Ω1 ≤ c(‖f‖l,q,Ω′′ + ‖v‖1,q,Ω′′−Ω1 + ‖v‖q,Ω′′−Ω1)

où Ω
′
⊂ Ω1, Ω1 ⊂ Ω′′. On choisit dans (2.2.51) ϕ de classe C∞ égal à 1 dans Ω

′
et 0

en dehors de Ω1, en appliquant alors le théorème 2.2.2 aux solutions de (2.2.51) et en

utilisant l’estimation (2.2.53) on obtient

|vǫ|l+2,q,Ω′ + |pǫ|l+1,q,Ω′ ≤ c1(‖f‖l,q,Ω1 + ‖vǫ‖1,q,Ω1−Ω′ + ‖p‖q,Ω1−Ω′),

≤ c1(‖f‖l,q,Ω′′ + ‖v‖1,q,Ω′′−Ω′ + ‖p‖q,Ω′′−Ω′).

En faisant tendre ǫ vers 0 on montre ainsi le théorème pour tout m ≥ 0, ce qui termine

la démonstration.

2.2.5 Estimations en norme Lq au voisinage de la frontière

Dans cette sous-section sont établies des estimations analogues à celles données dans

le théorème 2.2.4, mais au voisinage de la frontière i.e., dans un sous-domaine de Ω dont

la frontiére est une portion de la frontière de Ω. celà permettera d’obtenir la régularité

des solutions faibles jusqu’à la frontière. la méthodes consiste à introduire un changement

de variable approprié de façon que le problème de Stokes se transforme en un problème

similaire mais dans le demi-plan.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant

Lemme 2.2.4 ([6] Lemme 14.2 page 669). Soit Ω ⊂ R
n et σ une portion régulière

de la frontière de Ω et soit φ ∈ Wm−1/q,q(σ), m ≥ 1, 1 < q < ∞, à support compacte

dans σ. Effectuons le changement de variable (2.2.56) ci-dessous, et notons par φ̂, σ̂ les

transformés de φ et σ sous ce changement de variable, donc φ̂ peut être considérée comme

définie sur tout l’espace R
n−1 à support compact dans σ̂. Alors, il existe une constante c

indépendante de φ tel que

c−1‖φ‖m−1/q,q(σ) ≤ ‖φ̂‖m−1/q,q(Rn−1) ≤ c‖φ‖m−1/q,q(σ).
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Théorème 2.2.6. Soit Ω un domaine arbitraire de R
n, n ≥ 2. Soit Ω0 un sous-domaine

borné de Ω tel que ∂Ω0 ∩ ∂Ω = σ, avec σ est une portion de la frontière de Ω de classe

Cm+2, m ≥ 0. Considérons les fonctions suivantes:

v ∈ W 1,q(Ω0), p ∈ Lq(Ω0), 1 < q <∞,

tel que

(∇v,∇ψ) = − < f ,ψ > +(p,∇ · ψ), pour toute ψ ∈ C∞0 (Ω0),

(v,∇ϕ) = 0 pour toute ϕ ∈ C∞0 (Ω0),

v = v∗ sur σ.

Alors, si

f ∈ Wm,q(Ω0), v∗ ∈ W
m+2−1/q,q(σ).

On obtient

v ∈ Wm+2,q(Ω′), p ∈ Wm+1,q(Ω′),

pour tout Ω′ satisfaisant

(i) Ω′ ∈ Ω0;

(ii) ∂Ω0 ∩ ∂Ω est une sous-région strictement intérieur à σ.

Finalement, on a l’estimation suivante:

(2.2.54) ‖v‖m+2,q,Ω′ + ‖p‖m+1,q,Ω′ ≤ c(‖f‖q,Ω0 + ‖v∗‖m+2−1/q,q,σ + ‖v‖1,q,Ω0 + ‖p‖q,Ω0)

où, c = c(m,n,q,Ω′,Ω0).

Démonstration

Supposons qu’il existe une portion σ de ∂Ω qui est de classe C2, i.e., il existe un système

de coordonnées {x1,...,xn} d’origine x0 et une fonction ζ = ζ(x1,...,xn−1) qui représente

σ, quitte à faire une rotation des coordonnées avec l’origine, on peut toujours supposer

(2.2.55) ∇ζ(0) = 0.

Soit Ω0 un sous-domaine de Ω tel que σ = ∂Ω0 ∩ ∂Ω, et considérons la paire de fonctions

v ∈ W 2,q(Ω0), p ∈ W
1,q(Ω0), 1 < q <∞,
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solutions du problème Stokes dans le domaine Ω0 correspondant aux données f ∈ Lq(Ω0)

et v∗ ∈ W 2−1/q,q(σ). Si on convient que l’axe positif des xn est dirigé vers l’intérieur de

Ω, alors pour d > 0 suffisamment petit le cylindre

D = {x ∈ Ω : |x′| < d, ζ < xn < ζ + 2d}

est continu dans Ω0. Soit ϕ ∈ C
∞(Rn) donnée par

ϕ(x) =





1 si x ∈ Ω−D

0 si x ∈ D′

où

D′ = {x ∈ Ω : |x′| < δ, ζ < xn < ζ + 2δ, δ < d}.

en effectuant le changement de variable

(2.2.56) y′i = x′i, yn = xn − ζ,

les fonctions v, p, f , v∗, et ϕ se transforme par les nouvelles coordonnées en v̂, p̂, f̂ , v̂∗,

et φ̂, repsectivement, quand aux cubes D et D′, ils se transforment en

D̂ = {y ∈ R
n : |y′| < d, 0 < yn < 2d}

et

D̂′ = {y ∈ R
n : |y′| < δ, 0 < yn < 2δ},

respectivement. Si f et f̂ sont deux fonctions liées par la transformation (2.2.56), alors

on a

∂f

∂xi

=
∂f̂

∂yi

−
∂f̂

∂yn

∂ζ

∂xi

, i = 1,...,n− 1.

∂f

∂xn

=
∂f̂

∂yn

∂f̂

∂yi

=
∂f

∂xi

−
∂f

∂xn

∂ζ

∂yi

, i = 1,...,n− 1.

En posant

u = φ̂v̂, π = φ̂p̂
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et étendant toutes les fonctions par la valeur 0 en dehors de D̂, on obtient aprés un calcul

simple mais long

(2.2.57)






∆u = ∇π + F

∇.u = g,

u = Φ, sur Σ.

dans R
n
+.

où

Fi = ϕ̂f̂i +Dj(bjiπ) +Dj(ajkDkui) + αip̂+ βv̂i + γjDj v̂i

g = Dj(cjiui) + ηiv̂i

Φi = ϕ̂v̂∗i

(2.2.58)

et ajk, bjk, cjk, αj, β, γj et ηj sont des fonctions continûment différentiables dans la ferme-

ture de D̂. De plus, les fonctions ajk, bjk et cjk sont bornées par A|∇ζ| où la constante A est

indépendante de d, quand aux fonctions αj, β, γj et ηj sont nulles dans le complémentaire

de D̂. en rappelant (2.2.55) on voit que

(2.2.59) ajk(0) = bjk(0) = cjk(0) = 0.

De (2.2.58) on obtient

‖F‖q,Rn
+
≤ c1

(
‖f̂‖q,D̂ + ‖p̂‖q,D̂ + ‖v̂‖1,q,D̂ + a‖D2u‖q,Rn

+
+ b‖∇π‖q,Rn

+

)

‖g‖1,q,Rn
+
≤ c2

(
‖v̂‖1,q,D̂ + c‖D2u‖q,Rn

+

)(2.2.60)

où les constantes c1 et c2 peut êtres choisies indépendantes de d, et

a = max
j,k

max
D̂
(ajk)

b = max
j,k

max
D̂
(bjk)

c = max
j,k

max
D̂
(cjk).

Par ailleurs, on a du lemme 2.2.4

Φ ∈ W 1,q(Σ), [∇Φ]1−1/q,q <∞

et on a

D2u ∈ Lq(Rn
+)
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On peut donc appliquer le théorème 2.2.4 avec m = 0 au système (2.2.57), en particulier

les fonctions u et π satisfont à l’inégalité (2.2.45). On a

(2.2.61) ‖f̂‖q,D̂ + ‖v̂‖1,q,D̂ ≤ c3
(
‖f‖q,D + ‖v‖1,q,D + ‖p‖q,D

)

et, en utilisant le lemme 2.2.4, le théorème 1.1.5 et les propriétés de la fonction ϕ, on

obtient

(2.2.62) [∇Φ]1−1/q,q ≤ c4‖ϕ̂v̂∗‖2−1/q,q(Σ) ≤ c5‖v∗‖2−1/q,q(σ),

où c3, c4, et c5 sont des constantes ne dépendant pas de d, f , v, p, et Φ. En adjoignant

les inégalité (2.2.60)-(2.2.62) et en utilisant (2.2.45) on obtient

[
1− c6(a+ c)

]
‖D2u‖q,Rn

+
+ (1− c7b)‖∇π‖q,Rn

+

≤ c8
(
‖f‖q,D + ‖v∗‖2−1/q,q(σ) + ‖v‖1,q,D + ‖p‖q,D

)(2.2.63)

où c6, c7, et c8 sont des constantes ne dépendant pas de d, f , v, p, et Φ. En rappelant

(2.2.59), on peut choisir d assez petit pour que la conditions suivante soit satisfaite:

(a+ c) < 1/c6, b < 1/c7.

Donc, de (2.2.63) et l’inégalité évidente suivante:

(2.2.64) ‖w‖l,q,D′ ≤ ‖ϕw‖l,q,D ≤ c9‖ϕ̂ŵ‖l,q,Rn
+
≤ c10‖ϕw‖l,q,D

vérifiée pour tout l ≥ 0 et pour un choix adéquat de c9, c10, on obtient finalement

‖v‖2,q,D′ + ‖p‖1,q,D′ ≤ c11(‖f‖q,D + ‖v0‖2−1/q,q(σ) + ‖v‖1,q,D + ‖p‖q,D),

où c11 est indépendante de v, p, f et v0. Il est facile à présent de généraliser cette estimation

au cas où

v ∈ Wm+2,q(Ω0), p ∈ W
m+2,q(Ω0), m > 0.

Ce qui correspond aux donnée

(2.2.65) f ∈ Wm,q(Ω0), v0 ∈ W
m+2−1/q,q(σ)

et σ est supposé de classe Cm+2. Pour atteindre ce but, il faut utiliser le théorème 2.2.4

et un raisonnement par récurrence comme dans le théorème 2.2.5. On obtient au final
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l’estimation (2.2.54).

Maintenant le cas où

v ∈ W 1,q(Ω0), p ∈ L
q(Ω0)

On peut montrer (voir [5] ou [9]) en utilisant la méthode des quotient différentiels de

Nirenberg et des estimations bien adéquate que

v ∈ W 2,q(D′), p ∈ W 1,q(D′).

Et donc v et p vérifie aussi l’estimation (2.2.54).

2.2.6 Existence, unicité, et estimations en norme Lq dans un

domaine borné

Les estimations intérieurs et au voisinage de la frontière nous permettrons de dériver

des estimations dans tout le domaine Ω pour les solutions généralisé, dans le cas où Ω est

borné et régulier. Posons

(2.2.66) ‖w‖k,q/R = inf
c∈R

‖w + c‖k,q

On a le résultat de régularité suivant:

Lemme 2.2.5. Soit v ∈ W 1,q(Ω), p ∈ Lq(Ω) une solution au problème de Stokes (2.2.1)-

(2.2.3) dans un domaine borné Ω ∈ R
n, n ≥ 2, de classe Cm+2, m ≥ 0, correspondant

aux données

f ∈ Wm,q(Ω), v∗ ∈ W
m+2−1/q,q(∂Ω).

Alors,

v ∈ Wm+2,q(Ω), p ∈ Wm+1,q(Ω),

De plus, on l’estimation suivante:

(2.2.67) ‖v‖m+2,q + ‖p‖m+1,q/R ≤ c
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω

)

où c = c(m,n,q,Ω).

Démonstration

Puisque Ω est compact, on peut donc le recouvrir par un nombre fini de boules ouvertes,

on déduit des théorèmes 2.2.5 et 2.2.6 que

v ∈ Wm+2,q(Ω), p ∈ Wm+1,q(Ω)
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et on l’estimation suivante

|v|m+2,q + |p|m+1,q ≤ c1
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω + ‖p‖q + ‖v‖1,q

)
.

En ajoutant aux deux membres de l’inégalité les norme Lq de toutes les dérivées de v (resp,

de p) jusqu’à l’ordre m + 1 (resp, jusqu’à l’ordre m) et en utilisant l’inégalité d’Ehrling

on obtient

(2.2.68) ‖v‖m+2,q + ‖p‖m+1,q ≤ c2
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω + ‖p‖q + ‖v‖q

)
.

Il est clair que l’inégalité (2.2.68) reste vérifiée si on remplace p par p+ c, où c ∈ R. Donc

en prenant infc∈R des deux membres de la nouvelle inégalité, on obtient

(2.2.69) ‖v‖m+2,q + ‖p‖m+1,q/R ≤ c
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω + ‖p‖q/R + ‖v‖q

)
.

Pour montrer l’estimation (2.2.67) il suffit de montrer que

(2.2.70) ‖p‖q/R + ‖v‖q ≤ c3
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω

)
.

où, c3 est indépendante des donnée. l’inégalité (2.2.70) est vérifiée, pourvu que la solution

u, p est unique (p à une constante prés). Supposons en effet que cette inégalité n’est pas

vérifiée, alors on peut construire une suite

{vk} ∈ W
m+2,q(Ω), {pk} ∈ W

m+1,q(Ω),

tel que

‖vk‖q + ‖pk‖q/R = 1, pour tout k ∈ N,

Quand au second membre de (2.2.70) tend vers zéro. Par (2.2.68) on obtient que

‖vk‖m+2,q + ‖pk‖m+1,q/R

est uniformément borné en k, on peut donc extraire une sous-suite qui converge fortement

vers

u ∈ W 1,q(Ω), π ∈ Lq(Ω),

respectivement, avec

‖u‖q + ‖π‖q/R = 1.
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Or cette propriété est contredite par le lemme suivant:

Lemme 2.2.6. Soit Ω un domaine borné de R
n, de classe C2. Si v ∈ H1(Ω), p ∈ Lq(Ω)

une solution au problème de Stokes (2.2.1)-(2.2.2) avec f = 0 et v0 = 0, alors v = 0,

p = const, p.p. dans Ω.

Démonstration

Si q ≥ 2, le théorème est une conséquence immédiate du théorème 2.2.1. Supposons donc

que q < 2, Par le lemme 2.2.4 on a

v ∈ W 2,q(Ω), p ∈ W 1,q(Ω),

et en utilisant le théorème des injections de Sobolev, on obtient

v ∈ W 1,r1(Ω), p ∈ Lr1(Ω), r1 = nq/(n− q).

Si r1 ≥ 2 la démonstration est terminée, sinon en utilisant de nouveau le lemme 2.2.4

pour obtenir

v ∈ W 2,r1(Ω), p ∈ W 1,r1(Ω),

et donc par le théorème des injections de Sobolev on obtient

v ∈ W 1,r2(Ω), p ∈ Lr2(Ω), r2 = nq/(n− 2q) > r1.

En continuant ainsi cette procédure un nombre fini de fois on montre alors

v ∈ W 1,2(Ω).

Ce qui termine la démonstration du lemme.

Théorème 2.2.7. Soit Ω un domaine borné de R
n, n ≥ 2, de classe Cm+2, m ≥ 0.Pour

tout

f ∈ Wm,q(Ω), v∗ ∈ W
m+2−1/q,q(∂Ω),

1 < q <∞, avec ∫

∂

v∗ · n = 0,

il existe une et une seul pair de solution v, p tel que

(i) v ∈ Wm+2,q(Ω), p ∈ Wm+1,q(Ω);

(ii) v, p satisfait au système de Stokes (2.2.1) p.p. dans Ω et v satisfait à (2.2.2) au sens

de trace.
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De plus, cette solution vérifie l’estimation suivante

(2.2.71) ‖v‖m+2,q + ‖p‖m+1,q/R ≤ c
(
‖f‖m,q + ‖v∗‖m+2−1/q,q(∂Ω

)
,

où c = c(m,n,q,Ω).

Démonstration

Il suffit de montrer l’existence d’une solution v ∈ W 1,q(Ω), p ∈ Lq(Ω), le reste serai

une conséquence directe du lemme 2.2.5 Considérons la suite fk (resp. v0k) suffisamment

régulières qui converge vers f (resp. vers v0) dans W
m,q(Ω) (resp. dans Wm+2−1/q,q(∂Ω)).

Quitte à poser

v0k = vk − Φ

∫

∂Ω

vk · n, k ∈ N

où vk est une suite qui converge vers v0 dans l’espace Wm+2−1/q,q(∂Ω), et Φ est une

fonction de classe C∞ tel que
∫

∂Ω
Φ = 1, on peut toujours supposer que

∫

∂Ω

v0k · n = 0.

D’aprés le théorème 2.2.1 il existe des solutions

{vk}, {pk}

correspondant aux données fk et v0k. En appliquant le lemme 2.2.5, on déduit

vk ∈ W
2,2(Ω), pk ∈ W

1,2(Ω), pour tout k ∈ N.

Supposons que n = 2. En utilisant l’injection suivante:

W 1,q(Ω) →֒ Lr(Ω), r ∈ (1,∞),

on obtient

vk ∈ W
1,r(Ω), pk ∈ L

r(Ω), pour tout r ∈ (1,∞),

pour vk c’est moins évident, il suffit au fait de remarquer que

vk ∈ W
1,2(Ω), Dαvk ∈ W

1,2(Ω), |α| = 1.

Et on a donc de nouveau par le lemme 2.2.5

vk ∈ W
2,q(Ω), pk ∈ W

1,q(Ω)
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et l’estimation (2.2.67) est vérifiée. En faisant tendre k → ∞ et en utilisant l’estimation

(2.2.67) on obtient alors

vk → v fortement dans W 2,q(Ω),

pk → p fortement dans W 1,q(Ω).

Il est clair que v, p est solution du système de Stokes (2.2.1) correspondant aux donnée

f , et v0 qui est la trace de v à la frontière. Pour n > 2, on a

vk ∈ W
1,r(Ω), pk ∈ L

r(Ω), pour tout r ∈ (1,2n/(n− 2)).

Donc, si 2 < n ≤ 4, de nouveau par le lemme 2.2.5 et le théorème d’injection de Sobolev

on déduit

v ∈ W 2,q(Ω), p ∈ W 1,q(Ω).

On procède en suite de la même maniére qu’on a fait pour le cas n = 2. Pour n > 4, on

appliquant le lemme 2.2.5 deux fois et le théorème d’injection de Sobolov on obtient

vk ∈ W
1,r(Ω), pk ∈ L

r(Ω), pour tout r ∈ (1,2n/(n− 4))

et donc pour les même raisons on retrouve l’existence pour 4 < n ≤ 6, et ainsi de suite

on démontre ainsi l’existence d’une solution pour tout 1 < q <∞ et n ≥ 2.CQFD

2.3 Le système de Lamé

2.3.1 Existence, unicité et régularité

On considère le système d’équations aux dérivées partielles suivant

(2.3.1) −η∆u− (η + λ)∇(∇ · u) = F dans Ω

avec la condition aux limites

(2.3.2) u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

Théorème 2.3.1. Soit 1 < p <∞ et Ω ⊂ R
3 un domaine borné, supposons

(2.3.3) η > 0, 4η + 3λ > 0.
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(i) Si

(2.3.4) Ω ∈ C2, F ∈ W−1,p(Ω),

alors il existe une unique fonction u ∈ W 1,p
0 (Ω) qui satisfait (2.3.1) au sens des distribu-

tions et on a l’estimation suivante

(2.3.5) ‖u‖1,p ≤ c(p,Ω)‖F‖−1,p.

(ii) Si

(2.3.6) Ω ∈ Ck+2, F ∈ W k,p(Ω), k = 1,2,...,

alors u ∈ W k+2,p(Ω) et

(2.3.7) ‖u‖k+2,p ≤ c(k,p,Ω)‖F‖k,p.

Démonstration

L’opérateur

(2.3.8) A = −µ∆− (µ+ λ)∇∇·

est fortement elliptique.

Si F ∈ C∞0 (Ω) l’existence et l’unicité d’une solution faible dans l’espace H
1
0 (Ω) est donnée

par le théorème de Lax-Milgram. le système (2.3.1) est elliptique au sens De douglis-

Nirenberg (voir [7] page 43-44), et donc la régularité et les estimations sont une consé-

quence du théorème 10.5 de [7].



CHAPITRE 3

Existence d’une solution stationnaire d’un système

d’équations d’un fluide visqueux compressible et

calorifère modélisant la convection

3.1 Formulation du problème

On considère le système d’équations suivant,

(3.1.1) ρ(v · ∇)v − η△v − λ∇(∇ · v) = −R∇(ρT )− gρ~e3

(3.1.2) ∇ · (ρv) = 0,

(3.1.3) CV ρv · ∇T − k△T +RρT∇ · v = η

3∑

i,j=1

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

−
2

3
δij∇ · v)

∂vj

∂xi

+ ζ(∇ · v)2

dans le domaine

Ω∞ = {x ∈ R3|0 < x3 < h}

où v = (v1,v2,v3) représente le vecteur vitesse, ρ la densité, T la température, p la pression,

η et ζ les coefficients de viscosité, κ la conductibilité thermique, g l’accélération gravi-

tationnelle, −→e 3 = (0,0,1), CV la capacité calorifère à volume constant et R la constante

63
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universelle du gaz, tandis que λ est donné par λ = 1
3
η + ζ. On supposera que la pression

p est donnée par la loi valable pour les gaz parfait

(3.1.4) p = RρT

On supposera que toutes les fonctions, données ou inconnues, sont périodiques de période

2π par rapport aux coordonnées x1 et x2, de sorte que l’étude du système est resteinte au

domaine relativement compact

Ω = Ω′τ×]0,h[,

où Ω′τ est le tore de deux dimension.On désignera par x
′ son point générique, de sorte que

x = (x′,x3) ∈ Ω si 0 < x3 < h.

Au système (3.1.1)-(3.1.3) on ajoutera les conditions au limites suivantes

(3.1.5) v|x3 = 0, v3|x3=h =
∂vi

∂x3

|x3=h = 0 (i = 1,2),

(3.1.6) T (x′,0) = T0(x
′) = T 0 + ǫ(x′), T (x′,h) = T 0 −

gh

R + CV

,

où ǫ(x′) est une fonction définie sur Ω′τ . Le problème doit être complété par la condition

naturelle

(3.1.7)

∫

Ω

ρ(x)dx =Mρ,

où Mρ est une constante positive.

Théorème 3.1.1. Si T 0 et Mρ sont suffisamment grands et si ‖ǫ‖H3(Ω′τ ) est suffisam-

ment petit, alors le problème (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(3.1.7) admet au moins une solution

(v,T,ρ) ∈ H3(Ω)×H2(Ω)×H2(Ω).

3.2 Préliminaire à la démonstration

Du point de vue physique, la solution obtenue ici correspond à un état proche de l’état

hydrostatique, i.e., une distribution non-homogène de la température autour de T 0 sur

le fond {x3 = 0} peut engendrer un mouvement de convection stationnaire dans un état

proche de l’état hydrostatique, du point de vue mathématique la solution (v,T,ρ) sera

trouvé dans un voisinage de (0,T hs,ρhs), ou ρhs et T hs sont les distributions respectives de

densité et de température caractérisant l’état hydrostatique et qui sont données par

(3.2.1) ρhs(x3) = ρhs(0)(1−
gx3

T 0(R + CV )
)

CV
R , T hs(x3) = T 0 −

gx3

R + CV
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(avec ρhs(0) est déterminé par
∫

Ω
ρhs(x)dx =Mρ). Ou si on utilise l’exposant diabatique

(3.2.2) γ =
R

CV

+ 1

les fonctions ρhs(x3) et T hs(x3) sont exprimées par

ρhs(x3) = ρhs(0)
(
1−

γ − 1

γRT 0

gx3

) 1
γ−1

, T hs(x3) = T 0 −
γ − 1

γR
gx3.

Il est bien connu que la valeur de γ est liée à la nature du gaz, ici la démonstration sera

faite sous la condition

(3.2.3) 1 < γ < 2.

Dans la démonstration on prend à vraie dire des fonctions de référence T et ρ qui sont à

leur tour définies dans un voisinage de T hs et de ρhs. On pose en effet

(3.2.4) T (x′,x3) = T hs(x3) + (1−
x3

h
)ǫ(x′),

(3.2.5) ρ(x′,x3) = CMρ

(T hs(x3))
γ

γ−1

T (x′,x3)
,

où

(3.2.6) CMρ
=Mρ

[ ∫

Ω

(T hs(x3))
γ

γ−1

T (x′,x3)
dx

]−1

.

On obtient par des calculs élémentaires

(3.2.7)
∂

∂xi

(RρT ) = 0, i = 1,2, −
∂

∂x3

(RρT )− ρg = gρ
(1− x3

h
)ǫ(x′)

T hs(x3)
,

(3.2.8) CV ρ∇T −RT∇ρ = (R + CV )ρ∇
((
1−

x3

h

)
ǫ
)
+−→e 3

gρ

T hs

(
1−

x3

h

)
ǫ.

Posons maintenant

(3.2.9) ϑ(x) = T (x)− T (x), σ(x) = ρ(x)− ρ(x).

On remarque que, en vertu de (3.1.2) et de (3.2.8), on a

(3.2.10) CV ρv · ∇T +RρT∇ · v = v · [CV ρ∇T −RT∇ρ]

= (R + CV )ρv · ∇((1−
x3

h
)ǫ) + v3

gρ

T hs

(
1−

x3

h

)
ǫ

+v · (CV [σ∇T + ρ∇ϑ+ σ∇ϑ]−R[ϑ∇ρ+ T∇σ + ϑ∇σ])
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Compte tenu de (3.2.7) et de (3.2.10), le système d’équations (3.1.1)-(3.1.3) pour les

inconnues (v,T,ρ) se transforme en le système d’équations pour les inconnues (v,ϑ,σ)

(3.2.11) −η∆v − λ∇(∇ · v) +R∇(σT + ρϑ) + gσ−→e 3 = F (v,ϑ,σ),

(3.2.12) ∇ · (σv) = −∇ · (ρv),

(3.2.13) −κ∆ϑ = G(v,ϑ,σ),

où

(3.2.14) F (v,ϑ,σ) = −(ρ+ σ)(v · ∇)v −R∇(σϑ) + g
ρ

T hs(x3)

(
1−

x3

h

)
ǫ(x′)−→e 3,

(3.2.15) G(v,ϑ,σ) = η

3∑

i,j=1

( ∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

−
2

3
δij∇ · v

)∂vj

∂xi

+ ζ(∇ · v)2

+κ∆
((
1−

x3

h

)
ǫ
)
− (R + CV )ρv · ∇

((
1−

x3

h

)
ǫ
)
− v3g

ρ

T hs(x3)

(
1−

x3

h

)
ǫ(x′)

+v · (R[ϑ∇ρ+ T∇σ + ϑ∇σ]− CV [σ∇T + ρ∇ϑ+ σ∇ϑ]).

Il est clair que que ϑ et σ doivent satisfaire aux conditions suivantes

(3.2.16) ϑ|x3=0 = ϑ|x3=h = 0,

(3.2.17)

∫

Ω

σ(x)dx = 0,

tandis que v doit satisfaire à le même condition (3.1.5). Le problème (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-

(3.1.7) est transformé en le problème (3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17).

Remarque 3.2.1. Si (v∗,ϑ∗,σ∗) est une solution de (3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-

(3.2.17), alors il est bien clair que (v∗,T ∗,ρ∗) avec T = T + ϑ∗ et ρ∗ = ρ + σ∗, est une

solution au problème (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(3.1.7)

3.3 Position des équations linéarisés

L’outil principal pour la démonstration de l’existence d’une solution pour le problème

(3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17) est le théorème du point fixe de Schauder,on
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appliquera le théorème de Schauder sur un opérateur nonlinéaire Φ qui sera défini à partir

des équations linéarisées, la solution sera donc un point fixe de cet opérateur. Pour définir

l’opérateur Φ on pose

H3
a(Ω) = {v ∈ H

3(Ω;R3)| v satisfait à (3.1.5)}

H2
b (Ω) = {ϑ ∈ H

2(Ω;R)| ϑ satisfait à (3.2.16)}

H2
c (Ω) = {σ ∈ H

2(Ω;R)| σ satisfait à (3.2.17)}

Remarque 3.3.1. Posant

X ≡
{
(v,ϑ,σ); v ∈ H2(Ω), ϑ ∈ H1(Ω), σ ∈ H1(Ω)

}

V ≡ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω)

munis des normes

‖(v,ϑ,σ)‖X = (‖v‖2
H2 + ‖ϑ‖2

H1 + ‖σ‖2
H1)

1
2 , ‖(v,ϑ,σ)‖V = (‖v‖2

H3 + ‖ϑ‖2
H2 + ‖σ‖2

H2)
1
2

respectivement. D’aprés le théorème 1.1.6 V →֒→֒ X, et donc toute boule

B = {(v,ϑ,σ) ∈ V, ‖(v,ϑ,σ)‖V ≤ a, a > 0}

est compacte et convexe dans X.

Lemme 3.3.1. Soit (v′,ϑ′,σ′) ∈ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω). L’équation

(3.3.1) −κ∆ϑ = G(v′,ϑ′,σ′)

admet une seul solution ϑ dans H2
b (Ω).

Lemme 3.3.2. Soit (v′,ϑ′,σ′) ∈ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω). Soit ϑ ∈ H2

b (Ω) la solution de

l’équation (3.3.2) obtenue dans le lemme 3.3.2. Alors l’équation

(3.3.2) −η∆v − λ∇(∇ · v) = −R∇(σ′T + ρϑ)− gσ′−→e 3 + F (v′,ϑ′,σ′)

admet une solution v et une seul dans H3
a(Ω).

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théorème 2.3.1. Il est facile de voir que le second membre de (3.3.2)

appartient aux moins à H1(Ω).

Lemme 3.3.3. Soit (v′,ϑ′,σ′) ∈ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω). Soit v ∈ H3

a(Ω) la solution de

l’équation (3.3.2) obtenue dans le lemme 3.3.2. Si k est un nombre suffisamment grand,
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l’équation

(3.3.3) k(σ − σ′) +∇ · (σv) = −∇(ρv)

admet une seul solution σ dans H2
c (Ω).

Démonstration voir [2].

3.3.1 Définition de l’opérateur

Gràce aux lemmes 3.3.1-3.3.3 on peut à présent définir l’opérateur Φ : H3
a(Ω)×H

2
b (Ω)×

H2
c (Ω)→ H3

a(Ω)×H2
b (Ω)×H2

c (Ω), en posant pour (v
′,ϑ′,σ′) ∈ H3

a(Ω)×H2
b (Ω)×H2

c (Ω)

(3.3.4) Φ(v′,ϑ′,σ′) = (v,ϑ,σ) ∈ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω),

où v, ϑ, σ sont les solutions des équations (3.3.1)-(3.3.3) obtenues dans les lemmes 3.3.1-

3.3.3, et il est clair que le point fixe de cet opérateur constitue une solution du problème

(3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17). Pour pouvoir appliquer le théorème de Schau-

der sur l’opérateur Φ il suffit de trouver une boule B de H3
a(Ω) × H2

b (Ω) × H2
c (Ω) tel

que

(i) Φ est bien définie sur B.

(ii) Φ est continue sur B par rapport à la topologie induite de H2(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω).

(iii) Φ est un contraction i.e., Φ(B) ⊂ B.

La partie (i) est évidente, pour démontrer (ii) et (iii) il faut établir des estimations adé-

quates sur v,ϑ,σ des équations linéarisées. L’estimation de ϑ est plutôt facile à obtenir,

quand aux estimations de v et σ elles exigent un traitement plutôt complexe.

3.4 Estimations des solutions ϑ, v, et σ des équations

linéarisées

Estimation de ϑ

Lemme 3.4.1. Soit (v′,ϑ′,σ′) ∈ H3
a(Ω) × H2

b (Ω) × H2
c (Ω). Alors la solution ϑ ∈ H2

b (Ω)

de l’équation (3.3.1) obtenue dans le lemme 3.3.1 vérifie l’inégalité

(3.4.1) ‖ϑ‖H2(Ω) ≤ c1(‖v
′‖H2(Ω) + ‖ϑ

′‖H2(Ω) + ‖σ
′‖H2(Ω))

2
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+c1‖v
′‖H2(Ω)‖ϑ

′‖H2(Ω)‖σ
′‖H2(Ω) + c1(1 + ‖v

′‖H2(Ω))‖ǫ‖H2(T 2)

où c1 est une constante positive.

Démonstration

Le lemme résulte immédiatement de la théorie classique des équations du type elliptique.

Estimations de la solution v et σ

Dans ce paragraphe sont établies les estimations des solutions v et σ des équations

(3.3.2) et (3.3.1). Ces estimations constituent le point crucial de la démonstration du

théorème 3.1.1. Nous en déduirons en effet l’existence d’un sous-ensemble borné B de

H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω) tel que Φ(B) ⊂ B. Dans toute la suite de cette section on faira

l’hypothèse auquel nous nours référerons par (A) que T 0 et Mρ sont suffisamment grands

et ‖ǫ‖H3(Ω′τ ) suffisamment petit . C’est-à-dire, il existe trois constantes positives cT , cρ, cǫ

telles que

(3.4.2) T 0 ≥ cT , Mρ ≥ cρ, ‖ǫ‖H3(Ω′τ ) ≤ cǫ.

En outre les inégalités suivantes:

T
a

0 + c ≤ c
′

1T
a

0, ‖ǫ‖H3(Ω
′

τ ) + c ≤ c
′

2

où a > 0,k = 0,1,2,3, valables pour T 0 suffisamment grand et ‖ǫ‖H3(Ω′τ ) suffisamment

petit, seront souvent utilisées dans la suite sans les mentionner, il sera au fait facile de

comprendre leurs utilisations sous-entendue. Quand au nombre k figurant dans le lemme

3.3.3, il peut être choisi tout à fait aléatoirement pourvu qu’il soit suffisamment grand,

on posera en effet

(3.4.3) k =
κδ1
2
, δ1 =

R

η + λ
CMρ

(
T 0 −

γ − 1

γR
gh

) γ
γ−1

.

où κ est un nombre suffisamment grand, vérifiant en particulier l’inégalité

(3.4.4) κ ≥ 16
(
1−

γ − 1

T 0γR
gh

) −γ
γ−1

Dans l’énoncé des lemmes (3.4.2)-(3.4.11) on désignera par C ′k ou CΩ les constantes qui

dépendent de Ω mais ne dépendent ni de T 0 ni deMρ et par C̃k les constante qui dépendent
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de Ω, de T 0 et de Mρ. On désignera aussi par C̃(ρ) les constantes qui dépendent de T 0

et/ou de Mρ.

Lemme 3.4.2. Soit (v′,ϑ′,σ′) ∈ H3
a(Ω) × H2

b (Ω) × H2
c (Ω). Soient v et σ la solution

de l’équation (3.3.2) et celle de (3.3.3) obtenues dans les lemmes 3.3.2 et 3.3.3 avec k

saisfaisant à (3.4.3)-(3.4.4). Alors on a

(3.4.5)
η

R
‖∇v‖2

L2
+
λ

R
‖∇ · v‖2

L2
+ k‖

(T
ρ

) 1
2
σ‖2

L2

≤ k‖
(T
ρ

) 1
2
σ′‖2

L2
− C ′1(T

2

0 − 1)‖σ′‖2
L2
+ C ′1(‖F‖

2
L2
+ ‖v‖H3‖σ‖2

L2
) + C̃1‖ϑ‖

2
H1 .

Démonstration

Si on multiplie (3.3.2) par R−1v et on intègre sur Ω, on obtient

−
η

R

∫

Ω

v∆vdx−
λ

R

∫

Ω

∇(∇ · v) = −

∫

Ω

∇(σ′T )vdx−

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx

= −
g

R

∫

Ω

σ′v3dx+
1

R

∫

Ω

F · vdx,

en intégrant par partie les deux premières intégrales, on obtient

η

R
‖∇v‖2

L2
+
λ

R
‖∇ · v‖2

L2
= −

∫

Ω

∇(σ′T )vdx−

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx

= −
g

R

∫

Ω

σ′v3dx+
1

R

∫

Ω

F · vdx,

(3.4.6)

on multiplie à présent (3.3.3) par Tρ−1σ et on intègre sur Ω

k

∫

Ω

T

ρ
σ(σ − σ′)dx+

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx = −

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (ρv)dx,

en utilisant la relation algébrique suivante

a(a− b) =
1

2
[(a− b)2 + a2 − b2]

on obtient

k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)‖2

L2
+
k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
σ‖2

L2
=
k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
σ′‖2

L2
−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx

−

∫

Ω

T

ρ
σ · (ρv)dx,

(3.4.7)

pour simplifier le calcul on note par A le terme gauche de (3.4.6) et par B le terme gauche

de (3.4.7),en utilisant l’égalité

∇ · (ρv) = ∇ρ · v + ρ(∇ · v),
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on obtient

A+B =
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2

−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (ρv)dx−

∫

Ω

∇(σ′T )v

−

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx−
g

R

∫

Ω

σ′v3dx+
1

R

∫

Ω

F · vdx,

=
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2

−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx−

∫

Ω

T

ρ
(σ − σ′)∇ · (ρv)dx−

∫

Ω

T

ρ
σ′∇ · (ρv)dx

−

∫

Ω

∇(σ′T )v −

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx−
g

R

∫

Ω

σ′v3dx+
1

R

∫

Ω

F · vdx,

=
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2

−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx−

∫

Ω

T

ρ
(σ − σ′)∇ · (ρv)dx−

∫

Ω

T

ρ
σ′(∇ρ · v)dx

−

∫

Ω

Tσ′(∇ · v)dx−

∫

Ω

∇(σ′T )v −

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx−
g

R

∫

Ω

σ′v3dx+
1

R

∫

Ω

F · vdx,

d’autre part on a ∫

Ω

T

ρ
σ′(∇ρ · v)dx =

∫

Ω

T (∇ log ρ · v)σ′dx

et

−

∫

Ω

Tσ′(∇ · v)dx−

∫

Ω

∇(σ′T )vdx−

∫

Ω

∇(ρϑ)vdx =−

∫

Ω

Tσ′(∇ · v)dx+

∫

Ω

σ′T (∇ · v)dx

+

∫

Ω

ρϑ(∇ · v)dx

=

∫

Ω

ρϑ∇ · vdx,

où on a fait une intégration par partie dans les deux dernières intégrale du terme gauche.

En injectant ces deux égalités dans l’expression de A+B on obtient

(3.4.8)
η

R
‖∇v‖2

L2
+
λ

R
‖∇ · v‖2

L2
+
k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)‖2

L2
+
k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
σ‖2

L2

=
k

2
‖
(T
ρ

) 1
2
σ′‖2

L2
+

4∑

q=1

Iq,

où

I1 = −

∫

Ω

T

ρ
(σ − σ′)∇ · (ρv)dx, I2 = −

∫

Ω

T (∇ log ρ · v)σ′dx−
g

R

∫

Ω

σ′v3dx

I3 =
1

R

∫

Ω

F · vdx+

∫

Ω

ρϑ∇ · vdx, I4 = −

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx.
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En rappelant que T 0 et Mρ sont suffisamment grands et ‖ǫ‖H3(Ω
′

τ ) suffisamment petit, on

voit que ‖∇ log ρ‖L∞ est assez petite de sorte que

‖v · ∇ log ρ‖2
L2 ≤ ‖∇v‖2

L2 .

Nous allons maintenant estimer les intégrales Iq, q = 1,...4. L’estimation de I1 est la seul

qu’on établira, les autres s’effectue en utilisant les même techniques, i.e., le théorème des

injections de Sobolev et la propriété (A) et les expressions de ρ et T . En utilisant l’inégalité

de Hölder et en suite l’inégalité de Young pour les nombre réels on obtient

I1 ≤
(∫

Ω

T

ρ
(σ − σ′)2dx

) 1
2
(∫

Ω

T

ρ
(∇ · (ρv))2dx

) 1
2

≤
ǫ2

2

∫

Ω

T

ρ
(σ − σ′)2dx+

1

2ǫ2

∫

Ω

T

ρ
(∇ · (ρv))2dx,

avec ǫ > 0, en posant ǫ2 = k on obtient

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)

∥∥∥
2

L2
+

1

2k

∫

Ω

T

ρ
(∇ρ · v)2dx+

1

2k

∫

Ω

Tρ(∇ · v)2dx

+
1

k

∫

Ω

T (∇ρ · v)(∇ · v)dx.

D’autre part, on a

1

k

∫

Ω

T (∇ρ · v)(∇ · v)dx ≤
1

2k

∫

Ω

T

ρ
(∇ρ · v)2dx+

1

2k

∫

Ω

Tρ(∇ · v)2dx,

par conséquent,

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)

∥∥∥
2

L2
+
1

k

∫

Ω

T

ρ
(∇ρ · v)2dx+

1

k

∫

Ω

Tρ(∇ · v)2dx

et donc compte tenu de (3.4.3), on a

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)

∥∥∥
2

L2
+

2

κδ1
‖Tρ‖L∞‖∇ · v‖

2
L2 +

2

κδ1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(v · ∇ρ)

∥∥∥
2

L2
.

0n a |Tρ| ≤ CMρ
(T 0)

γ/γ−1, i.e., ‖Tρ‖L∞ ≤ CMρ
(T 0)

γ/γ−1. En utilisant alors (3.4.3) et

(3.4.4) on obtient
2

κδ1
‖Tρ‖L∞ ≤

η + λ

8R
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D’autre part,

∫

Ω

T

ρ
(v · ∇ρ)2dx =

∫

Ω

T

ρ
(v · ∇ρ)(v · ∇ρ)dx

=

∫

Ω

T (∇ log ρ · v)(v · ∇ρ)dx

=

∫

Ω

Tρ(∇ log ρ · v)2dx

≤ ‖Tρ‖L∞

∫

Ω

(∇ log ρ · v)2dx

≤ ‖Tρ‖L∞‖∇v‖
2
L2 .

On obtient alors finalement

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(σ − σ′)

∥∥∥+
λ

8R
‖∇ · v‖2

L2 +
η

8R
‖∇v‖2

L2 ,

I2 ≤
η

16R
‖∇v‖2

L2 + CΩ‖σ
′‖2

L2 ,

I3 ≤ CΩ(‖F‖
2
L2 + C̃(ρ)‖ϑ‖2

H1) +
η

16R
‖∇v‖2

L2 +
λ

8R
‖∇ · v‖2

L2 .

il reste à estimer le terme I4, on a

−

∫

Ω

T

ρ
σ∇ · (σv)dx = −

∫

Ω

T

ρ
σ(∇σ · v)dx−

∫

Ω

T

ρ
|σ|2(∇ · v)dx.

D’autre part,

∫

Ω

T

ρ
σ(∇σ · v)dx =

3∑

i=1

∫

Ω

T

ρ
σ∂xi

σvidx

=
1

2

3∑

i=1

∫

Ω

T

ρ
∂xi
(σ)2vidx

(en intégrant par partie) =−
1

2

3∑

i=1

∫

Ω

∂xi

(T
ρ
vi

)
|σ|2dx

=−
1

2

∫

Ω

T

ρ
|σ|2(∇ · v)dx−

1

2

∫

Ω

∇
(T
ρ

)
· v|σ|2dx.

En somme, on a

I4 = −
1

2

∫

Ω

T

ρ
|σ|2(∇ · v)dx+

1

2

∫

Ω

∇
(T
ρ

)
· v|σ|2dx

donc

I4 ≤
1

2
‖∇ · v‖L∞

∥∥∥
T

ρ

∥∥∥
L∞
‖σ‖2

L2 +
1

2
‖v‖L∞

∥∥∥∇
(T
ρ

)∥∥∥
L∞
‖σ‖2

L2 ,
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en utilisant l’injection continue H3(Ω) →֒ L∞(Ω) et l’hypothèse (A) on obtient

I4 ≤ CΩ‖v‖H3‖σ‖2
L2 .

Si on adjoint ces estimations obtenues des Iq (q = 1,2,3,4) à (3.4.8) on obtient

(3.4.9)
3η

4R
‖∇v‖2

L2 +
3λ

4R
‖∇ · v‖2

L2 +
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ
∥∥∥

2

L2

≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2
+ CΩ(‖σ

′‖2
L2 + ‖F‖L2 + ‖v‖H3‖σ‖2

L2) + C̃(ρ)‖ϑ‖2
H1 .

Considérons à présent l’équation suivante





∇ · ϕ = σ′

ϕ|x3=0 = ϕ|x3=h = 0

avec σ′ vérifiant
∫

Ω
σ′(x)dx = 0. D’aprés le théorème 2.1.2 le problème admet une solution

ϕ et on a l’estimation suivante

(3.4.10) ‖ϕ‖H1 ≤ CΩ‖σ
′‖L2 .

Mulitiplions à présent (3.3.2) par ϕ et intégrons sur Ω, en utilisant l’hypothèse (A) et

(3.4.10) on obtient

(3.4.11) T
2

0‖σ
′‖2

L2 ≤ C∗Ω(η‖∇v‖
2
L2 + λ‖∇ · v‖2

L2 + ‖F‖2
L2) + C̃(ρ)‖ϑ‖2

H1 ,

où C∗Ω est une constante.

Si en multiplie (3.4.11) par (4RC∗Ω)
−1 et on l’adjoint à (3.4.9) on obtient (3.4.5).

Lemme 3.4.3. Soient v′,ϑ′,σ′,v et σ comme dans le lemme précédent. Alors on a pour

i = 1,2

(3.4.12)
η

R
‖∇∂xi

v‖2
L2 +

λ

R
‖∂xi

∇ · v‖2
L2 + k

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ
∥∥∥

2

L2

≤ k
∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2
+ C ′2(‖σ

′‖2
L2 + ‖F‖2

L2 + ‖v‖H3‖∇σ‖2
L2) + C̃2‖ϑ‖

2
H1 .

Démonstration

Montrons d’abord la relation suivante

∫

Ω

[
(∂xi

∇ · v)∂xi
(Tσ′)−

T

ρ
(∂xi

∇ · (ρv))∂xi
σ
]
dx = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

∇ · (ρv))(∂xi
σ − ∂xi

σ′)dx



3.4. Estimations des solutions ϑ, v, et σ des équations linéarisées 75

+

∫

Ω

(∂xi
T )σ′∂xi

∇ · vdx+

∫

Ω

T
[
(∂xi

log ρ)∇ · v +
1

ρ
∂xi
(v · ∇ρ)

]
∂xi
σ′dx,

On a

∫

Ω

[
(∂xi

∇ · v)∂xi
(Tσ′)−

T

ρ
(∂xi

∇ · (ρv))∂xi
σ
]
dx = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

∇ · (ρv))(∂xi
σ − ∂xi

σ′)dx

+

∫

Ω

(∂xi
∇ · v)∂xi

(Tσ′)dx−

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

∇ · (ρv))∂xi
σ′dx,

On applique l’opérateur ∂
∂xi
(i = 1,2) aux équations (3.3.2) et (3.3.3),on les multiplie par

R−1∂xi
et Tρ−1∂xi

σ respectivement et on les intègre sur Ω. Puisque ∂xi
v satisfait aux

conditions aux limites (3.1.5), en faisant le même calcul que dans la démonstration du

lemme 3.4.2 et en utilisant la relation précédente on obtient

(3.4.13)
η

R
‖∇∂xi

v‖2
L2 +

λ

R
‖∇ · (∂xi

v)‖2
L2 +

k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(∂xi

σ − ∂xi
σ′)

∥∥∥
2

L2

+
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ
∥∥∥

2

L2
=
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2
+

4∑

q=1

Iq,

où

I1 = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

σ − ∂xi
σ′)∂xi

∇ · (ρv)dx,

I2 =

∫

Ω

σ′
[
∂xi

(
T
[
(∂xi

log ρ)∇ · v +
1

ρ
∂xi
(v · ∇ρ)

])
+ (∂xi

T )∂xi
∇ · v +

g

R
∂xi
∂xi
v3

]
dx,

I3 =

∫

Ω

[
(∂xi

∇ · v)∂xi
(ρϑ)−

1

R
F · ∂xi

∂xi
v
]
dx, I4 = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

σ)∂xi
∇ · (σv)dx.

Compte tenu des expressions de ρ,T et k et de (3.4.4), on démontre de manière tout à fait

analogue à la démonstration du lemme 3.4.1 les inégalité suivantes

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(∂xi

σ − ∂xi
σ′)

∥∥∥
2

L2
+

λ

2R
‖∇ · (∂xi

v)‖2
L2 +

η

6R
‖∇∂xi

v‖2
L2 ,

I2 ≤
η

16R
‖∇∂xi

v‖2
L2 + CΩ‖σ

′‖2
L2 ,

I3 ≤
η

16R
‖∇∂xi

v‖2
L2 + CΩ‖F‖

2
L2 + C̃(ρ)‖ϑ‖2

H1 .

Il nous reste à estimer le terme I4, on a

I4 = −
1

2

∫

Ω

T

ρ
|∂xi

σ|2(∇ · v)dx+
1

2

∫

Ω

(
∇
T

ρ

)
· v|∂xi

σ|2dx−

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

σ)∇ · (σ∂xi
v)dx

≤ CΩ‖v‖H3‖∇σ‖2
L2 .
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En utilisant les inégalité obtenues pour Iq (q = 1,2,3,4) dans (3.4.13) on obtient (3.4.12).

Lemme 3.4.4. Soient v′,ϑ′,σ′ et σ comme dans le lemme (3.4.2). Alors on a

(3.4.14) (κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0‖∂x3σ‖
2
L2 − C ′3

2∑

i=1

‖∇∂x3v‖
2
L2 − C ′3T

−2

0 ‖v‖
2
H1

≤ (κ− 1)C ′
(T 0)

T
2

0‖∂x3σ
′‖2

L2 + C ′3‖∇σ
′‖2

L2 + C̃3(‖F‖
2
L2 + ‖ϑ‖2

H1) + C ′3‖v‖H3‖∇σ‖2
L2

avec

(3.4.15) C ′
(T 0)

=
R

η + λ

(T 0 −
γ−1
γR
gh

T 0

) γ
γ−1

.

Démonstration

A l’aide de l’identité suivante

∆v3 = ∂x3∇ · v + ∂x1(∂x1v3 − ∂x3v1) + ∂x2(∂x2v3 − ∂x3v2),

On tire de l’équation (3.3.2)

(3.4.16) ∂x3∇ · v = −
η

η + λ
(∂x1(∂x1v3 − ∂x3v1) + ∂x2(∂x2v3 − ∂x3v2))

+
R

η + λ
∂x3(ρϑ) +

R

η + λ
T∂x3σ

′ +
R

η + λ
σ′∂x3T +

g

η + λ
σ′ −

1

η + λ
F3.

Appliquant à présent l’opérateur différentiel ∂
∂x3

a aux deux membres de (3.3.3) en y sub-

stituant l’expression de ∂x3∇·v donnée ce-dessus, en multiplie aprés par ∂x3σ et on intègre

sur Ω, on trouve alors

(3.4.17)

∫

Ω

[
k(∂x3σ − ∂x3σ

′)(∂x3σ) +
R

η + λ
ρT (∂x3σ

′)(∂x3σ)
]
dx =

5∑

q=1

Iq,

où

I1 = −
1

η + λ

∫

Ω

ρ(Rσ′∂x3T + gσ′)(∂x3σ)dx,

I2 =
1

η + λ

∫

Ω

ρ(F3 −R∂x3(ρϑ))(∂x3σ)dx,

I3 =
η

η + λ

∫

Ω

ρ(∂x3σ)(∂x1(∂x1v3 − ∂x3v1) + ∂x2(∂x2v3 − ∂x3v2))dx,

I4 = −

∫

Ω

ρ(∂x3(v · ∇ρ) + (∂x3ρ)∇ · v)(∂x3σ)dx,

I5 = −

∫

Ω

(∂x3σ)∇ · (∂x3(σv))dx.
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En utilisant l’identité

(a− b)a+ αab =
1 + α

2
a2 +

1− α

2
(a− b)2 −

1− α

2
b2

on obtient en posant α = R
η+λ

ρT

∫

Ω

[
k(∂x3σ − ∂x3σ

′)(∂x3σ) +
R

η + λ
ρT (∂x3σ

′)(∂x3σ)
]
dx

=

∫

Ω

k + α

2
(∂x3σ)

2dx+

∫

Ω

k − α

2
(∂x3σ − ∂x3σ

′)2dx−

∫

Ω

k − α

2
(∂x3σ

′)2dx

≥ infΩ

(k + α

2

)
‖∂x3σ‖

2
L2 + infΩ

(k − α

2

)
‖∂x3σ − ∂x3σ

′‖2
L2 − supΩ

(k − α

2

)
‖∂x3σ

′‖2
L2

d’autre part on a de (3.2.4) et (3.4.5)

CMρ

(
T 0 −

γ − 1

γR
gh

) γ
γ−1

≤ |ρT | ≤ CMρ
(T 0)

γ
γ−1 ,

on obtient donc

∫

Ω

[
k(∂x3σ − ∂x3σ

′)(∂x3σ) +
R

η + λ
ρT (∂x3σ

′)(∂x3σ)
]
dx

≥
k + δ1
2

‖∂x3σ‖
2
L2 −

k − δ1
2

‖∂x3σ
′‖2

L2 +
k − δ′1
2

‖∂x3σ − ∂x3σ
′‖2

L2 ,

où le nombre δ1 a été défini dans (3.4.3) et

δ′1 =
R

η + λ
CMρ

T
γ

γ−1

0 .

D’autre part, en utilisons à présent les relations de T et ρ données dans (3.2.4) et (3.2.5)

on obtient

I1 ≤
k − δ′1
6

‖∂x3σ − ∂x3σ
′‖2

L2 +
δ1
12
‖∂x3σ

′‖2
L2 + CΩCMρ

T
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2

I2 ≤ C̃(ρ)‖F‖2
L2 + C̃(ρ)‖ϑ‖2

H1 +
σ1

4
‖∂x3σ‖

2
L2 ,

I3 ≤
k − δ′1
6

‖∂x3σ − ∂x3σ
′‖2

L2 +
δ1
12
‖∂x3σ

′‖2
L2 + CΩCMρ

T
2−γ
γ−1

0

2∑

i=1

‖∇∂x3v‖
2
L2 ,

I4 ≤
k − δ′1
6

‖∂x3σ − ∂x3σ
′‖2

L2 +
δ1
12
‖∂x3σ

′‖2
L2 + CΩCMρ

T
4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H1

Il reste à estimer I5, on a

I5 = −
1

2

∫

Ω

(∇ · v)|∂x3σ|
2dx−

3∑

j=1

∫

Ω

(∂x3σ)(∂xj
(∂x3vj)σ)dx ≤ CΩ‖v‖H3‖∇σ‖2

L2 .
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Si on adjoint ces inégalité à (3.4.17) on obtient

(k +
δ1
2
)‖∂x3σ‖

2
L2 ≤(k −

δ1
2
)‖∂x3σ

′‖2
L2 + CΩCMρ

T
2−γ
γ−1

0

2∑

i=1

‖∇∂x3v‖
2
L2

+ CΩCMρ
T

4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H1 + CΩCMρ

T
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2 + C̃(ρ)‖F‖2

L2

+ C̃(ρ)‖ϑ‖2
H1 + CΩ‖v‖H3‖∇σ‖2

L2 .

En multipliant les deux membres de cette inégalité par

(
CMρ

T
2−γ
γ−1

0

)−1

= T
2

0

(
CMρ

T
γ

γ−1

0

)−1

et en tenant compte de (3.4.3), on obtient (3.4.14).

Lemme 3.4.5. Soient v′,ϑ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a

(3.4.18) ‖v‖2
H2 − C ′4

2∑

i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2

≤ −C ′4(T
2

0 − 1)‖∇σ′‖2
L2 + C ′4T

2

0‖∂x3σ
′‖2

L2 + C ′4‖F‖
2
L2 + C̃4‖ϑ‖

2
H1 .

Démonstration

On réécrit l’équation (3.3.2) sous la forme d’un problème de Stokes

(3.4.19) −η∆v +R∇(Tσ′) = λ∇(∇ · v)−R∇(ρϑ)− gσ′−→e 3 + F (v′,ϑ′,σ′)

(3.4.20) ∇ · v = ∇ · v.

Ici les conditions aux limites sont différentes de celle données dans le théorème 2.2.7,

la démonstration reste valable même avec ces conditions avec bien évidemment quelques

changements sont à faire dans les fromules de représentation des solution voir par exemple

[20]. On obtient donc

(3.4.21) ‖v‖2
H2 + ‖∇(Tσ′)‖2

L2 ≤ C̃(ρ)‖ϑ‖2
H1 + CΩ(‖∇σ

′‖2
L2 + ‖∇ · v‖2

H1 + ‖F‖2
L2).

Par ailleur on obtient de (3.4.16)

‖∂x3∇ · v‖
2
L2 ≤CΩ

(
‖∇σ′‖2

L2 +
2∑

i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2 + ‖F‖2
L2

)

+ CΩT
2
0 ‖∂x3σ

′‖2
L2 + C̃(ρ)‖ϑ‖2

H1
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et comme on a

‖∇(Tσ′)‖2
L2 ≥ CΩ(T

2

0 − 1)‖∇σ′‖2
L2 ,

on déduit de (3.4.21) l’estimation (3.4.18).

Lemme 3.4.6. Soient v′,ϑ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors pour i,j = 1,2

on a

(3.4.22)
η

R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2 +
λ

R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 + k
∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ
∥∥∥

2

L2
− C ′5‖ϑ‖

2
H2

≤
∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ
∥∥∥

2

L2
+ C ′5(‖∇σ

′‖2
L2 + ‖F‖2

H1 + ‖F‖2
H1 + ‖v‖H3‖∇σ‖2

H1) + C̃5‖ϑ‖
2
H2 .

Démonstration

On applique l’opérateur différentiel ∂xi
∂xj

(i,j = 1,2) aux deux membres de (3.3.2)et on

multiplie par R−1∂xi
∂xj

v. Si on intégre sur Ω, on obtient

−
η

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

(∆v)∂xi
∂xj

vdx−
λ

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

(∇(∇ · v))∂xi
∂xj

vdx

= −

∫

Ω

∂xi
∂xj

(∇(σ′T ))∂xi
∂xj

vdx−

∫

Ω

∂xi
∂xj

v(∇(ρϑ))∂xi
∂xj

vdx

−
g

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

(σ′)∂xi
∂xj

v3dx+
1

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

F∂xi
∂xj

vdx.

Les deux premières intégrales se calcule facilement, on a en effet

−
η

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

(∆v)∂xi
∂xj

vdx =−
η

R

3∑

k=1

∫

Ω

∂xi
∂xj

∆vk∂xi
∂xj

vkdx

=−
η

R

3∑

k=1

∫

Ω

3∑

l=1

∂2

∂x2
l

∂xi
∂xj

vk∂xi
∂xj

vkdx

=
η

R

3∑

k=1

∫

Ω

3∑

l=1

∂xl
∂xi
∂xj

vk∂xl
∂xi
∂xj

vkdx

=
η

R

∫

Ω

(∇∂xi
∂xj

v)2dx

=
η

R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2

=

on a utilisé dans ce calcul aprés avoir interverti l’ordre de dérivation une intégration par

partie aprés avoir interverti l’ordre de dérivation et la condition aux limites (3.1.5) D’autre

part, par un calcut tout à fait analogue au précédent on obtient

λ

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

(∇(∇ · v))∂xi
∂xj

vdx =
λ

R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 ,
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en somme on obtient

η

R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2 +
λ

R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 =−

∫

Ω

∂xi
∂xj
∇(σ′T )∂xi

∂xj
vdx−

∫

Ω

∂xi
∂xj
∇(ρϑ)∂xi

∂xj
vdx

−
g

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

σ∂xi
∂xj

v3dx+
1

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

F∂xi
∂xj

vdx.

(3.4.23)

Appliquons à présent l’équation (3.3.3) l’opérateur différentiel ∂xi
∂xj

et multiplions par

Tρ−1∂xi
∂xj

σ. Si on l’intégre sur Ω on obtient

k

∫

Ω

T

ρ
∂xi
∂xj

(σ − σ′)∂xi
∂xj

σdx+

∫

Ω

T

ρ
∂xi
∂xj
∇ · (σv)∂xi

∂xj
σdx

= −

∫

Ω

∂xi
∂xj
∇ · (ρv)∂xi

∂xj
σdx

on calculons comme dans la démonstration du lemme 3.4.2 on obtient

(3.4.24)
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)

∥∥∥
2

L2
+
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ
∥∥∥

2

L2

=
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ′
∥∥∥

2

L2
−

∫

Ω

T

ρ
∂xi
∂xj
∇(ρv)∂xi

∂xj
σdx.

Notons par A le terme gauche de (3.4.22) et par B le terme gauche de (3.4.23), on a

A+B =
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ′
∥∥∥

2

L2
−

∫

Ω

∂xi
∂xj
∇(σ′T )∂xi

∂xj
vdx−

∫

Ω

∂xi
∂xj
∇(ρϑ)∂xi

∂xj
vdx

−
g

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

σ∂xi
∂xj

v3dx+
1

R

∫

Ω

∂xi
∂xj

F∂xi
∂xj

vdx

−

∫

Ω

T

ρ
∂xi
∂xj
∇(ρv)∂xi

∂xj
σdx,

On obtient finalement

(3.4.25)
η

R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2 +
λ

R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 +
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)

∥∥∥
2

L2

+
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ
∥∥∥

2

L2
=
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
∂xj

σ′
∥∥∥

2

L2
+

7∑

q=1

Iq,

où

I1 = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)∂xi

∂xj
∇ · (ρv)dx,

I2 =

∫

Ω

((∂xi
T )∂xj

σ′ + (∂xj
T )∂xi

σ′ + σ′∂xi
∂xj

T )∂xi
∂xj
∇ · vdx,
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I3 =

∫

Ω

∂xi

[T
ρ
[∂xi

∂xj
(v · ∇ρ) + (∂xi

∂xj
ρ)∇ · v + (∂xi

ρ)∂xj
∇ · v + (∂xj

ρ)∂xi
∇ · v]

]
∂xj

σ′dx,

I4 =
g

R

∫

Ω

(∂xj
σ′)∂2

xi
∂xj

v3dx,

I5 =

∫

Ω

(∂xi
∂xj

(ρϑ))∂xi
∂xj
∇ · vdx, I6 = −

1

R

∫

Ω

(∂2
xi
∂xj

v) · ∂xj
Fdx,

I7 = −

∫

Ω

T

ρ
(∂xi

∂xj
σ)∂xi

∂xj
∇ · (σv)dx.

En rappelons les expressions de T et ρ et en utilisant l’inégalité 1
2k
CMρ

T
γ

γ−1

0 ≤ η+λ
16R

qu’on

peut obtenir directement de (3.4.3)-(3.4.4), on obtient

I1 ≤
k

2

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
(∂xi

∂xj
σ − ∂xi

∂xj
σ′)

∥∥∥
2

L2
+
η + λ

16R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 + CΩ‖v‖
2
H2 .

D’autre part, on a

I2 + I3 + I4 ≤
η

6R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2 + CΩ‖∇σ
′‖2

L2 ,

I5 ≤ C̃(ρ)‖ϑ‖2
H2 +

λ

4R
‖∂xi

∂xj
∇ · v‖2

L2 ,

I6 ≤ CΩ‖F‖
2
H1 +

η

6R
‖∇∂xi

∂xj
v‖2

L2 .

Quand au terme I7, en utilisant la relations suivante

−

∫

Ω

v
T

ρ
∂xi
∂xj

σ · ∇∂xi
∂xj

σdx =
1

2

∫

Ω

(
∇ ·

(
v
T

ρ

))
|∂xi

∂xj
σ|2dx,

on obtient

I7 ≤ CΩ‖v‖H3(Ω)‖∇σ‖
2
H1 .

Si on adjoint les estimations des intégrales Iq (q = 1,...,7) calculées à (3.4.22) on obtient

(3.4.21).

Lemme 3.4.7. Soient v′,ϑ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors pour i = 1,2 on

a

(3.4.26) (κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0‖∂x3∂xj
σ‖2

L2 − C ′6

2∑

j=1

‖∇∂xj
∂xi
v‖2

L2 − C ′6T
−2

0 ‖v‖
2
H2

≤ (κ− 1)C ′
(T 0)

T
2

0‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 + C ′6(‖∇σ
′‖2

L2 + ‖v‖H3‖∇σ‖2
H1) + C̃6(‖ϑ‖

2
H2 + ‖F‖2

H1),

où C ′
T 0

est la constante donnée dans (3.4.15).
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Démonstration

On applique l’opérateur différentiel ∂xi
∂x3 (i = 1,2) aux deux membres de (3.3.3) et y on

subsitue l’expression de ∂x3∇ · v donnée dans (3.4.16). En les multiplions par ∂x3∂xi
σ et

en les intégrant sur Ω, on obtient

(3.4.27)

∫

Ω

[
k(∂x3∂xi

σ − ∂x3∂xi
σ′)(∂x3∂xi

σ) +
R

η + λ
ρT (∂x3∂xi

σ′)(∂x3∂xi
σ)

]
dx =

5∑

q=1

Iq,

où

I1 = −
1

η + λ

∫

Ω

(R∂xi
(ρσ′∂x3T ) +R(∂xi

(ρT ))∂x3σ
′ + g(∂xi

(ρσ′))(∂x3∂xi
σ)dx,

I2 =
1

η + λ

∫

Ω

(∂xi
(ρF3 −Rρ∂x3(ρϑ)))(∂x3∂xi

σ)dx,

I3 =
η

η + λ

∫

Ω

(∂x3∂xi
σ)(∂xi

(ρ(∂x1(∂x1v3 − ∂x3v1) + ∂x2(∂x2v3 − ∂x3v2)))dx,

I4 = −

∫

Ω

(∂xi
∂x3(v · ∇ρ) + ∂xi

((∂x3ρ)∇ · v))(∂x3∂xi
σ)dx,

I5 = −

∫

Ω

(∂x3∂xi
σ)∇ · (∂xi

∂x3(σv))dx.

De manière tout à fait analogue à la démonstration du lemme 3.4.4, et en utilisant l’in-

égalité suivante :
∫

Ω

[
k(∂x3∂xi

σ − ∂x3∂xi
σ′)(∂x3∂xi

σ) +
R

η + λ
ρT (∂x3∂xi

σ′)(∂x3∂xi
σ)

]
dx

≥
k + δ1
2

‖∂x3∂xi
σ‖2

L2 −
k − δ1
2

‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 +
k − δ′1
2

‖∂x3∂xi
σ − ∂x3∂xi

σ′‖2
L2

et en estimant les termes Iq (q = 1,...,5), on déduit de (3.4.26) l’inégalité suivante

k + δ1
2

‖∂x3∂xi
σ‖2

L2 ≤
k − δ1
2

‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 + CΩCMρ
T

2−γ
γ−1

0 ‖∇∂xj
∂xi
v‖2

L2

+CΩCMρ
T

4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H2 + C̃(ρ)(‖ϑ‖2

H2 + ‖F‖2
H1) + CΩ(CMρ

T
2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2 + ‖v‖H3‖∇σ‖2

H1).

En multiplions les deux membres de cette inégalité par

(
CMρ

T
2−γ
γ−1

0

)−1
= T

2

0

(
CMρ

T
γ

γ−1

0

)−1

en tenant compte de (3.4.3), on obtient (3.4.25).

Lemme 3.4.8. Soient v′,ϑ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a pour i = 1,2

(3.4.28) ‖∂xi
v‖2

H2 − C ′7(‖v‖
2
H2 +

2∑

j=1

‖∇∂xj
∂xi
v‖2

L2)

≤ −T
2

0‖∇∂xi
σ′‖2

L2 + C ′7(‖∇σ
′‖2

L2 + T
2

0‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 + ‖F‖2
H1) + C̃7‖ϑ‖

2
H2 .
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Démonstration

On applique à (3.3.2) l’opérateur différentiel ∂xi
, (i = 1,2) et on écrit le système obtenu

sous la forme

−η∆(∂xi
v) +∇(R∂xi

(Tσ′)) = λ∂xi
∇(∇ · v)−R∇∂xi

(ρϑ)− g∂xi
σ′−→e 3 + ∂xi

F,

∇ · (∂xi
v) = ∂xi

∇ · v,

∂xi
v|x3=0 = 0, ∂xi

v3|x3=h = ∂x3∂xi
vj|x3=h = 0, j = 1,2.

En considérons ce système comme problème de Stokes, de manière analogue à la démons-

tration du lemme 3.4.5 on obtient

(3.4.29) ‖∂xi
v‖2

H2 +R2‖∇∂xi
(Tσ′)‖2

L2

≤ CΩ(‖F‖
2
H1 + ‖∇‖2

L2 + ‖∂xi
∇ · v‖2

H1) + C̃(ρ)‖ϑ‖2
H2 .

Par ailleur, on montre facilement l’inégalité suivante

(3.4.30) ‖∂xi
∇ · v‖2

H1) ≤ CΩ

(
‖v‖2

H2 + ‖∂xi
∂x3∇ · v‖

2
L2 +

2∑

j=1

‖∂xj
∂xi
∇ · v‖2

L2

)

appliquons à présent l’opérateur ∂xi
(i = 1,2) aux deux membres de (3.4.16), on obtient

‖∂xi
∂x3∇ · v‖

2
L2 ≤CΩ

( 2∑

j=1

‖∇∂xj
∂xi
v‖2

L2 + ‖∇σ′‖2
L2

+ T
2

0‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 + ‖F‖2
H1

)
+ C̃(ρ)‖ϑ‖2

H2 .

(3.4.31)

Si on substitue (3.4.29) et (3.4.30) dans (3.4.28), et en utilisant l’inégalité suivante

‖∇∂xi
(Tσ′)‖2

L2 ≥ CΩ(T
2

0‖∇∂xi
σ′‖2

L2 − ‖∇σ′‖2
L2),

on obtient (3.4.27).
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Lemme 3.4.9. Soient v′,V ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a

(3.4.32) (κ+ 1)C ′
T O
T

2

0‖∆σ‖
2
L2 − C ′8T

−2

0 ‖v‖
2
H2 ≤ (κ− 1)C ′

T O
T

2

0‖∆σ
′‖2

L2

C ′8(‖∇σ
′‖2

L2 + ‖v‖H3‖∇σ‖2
H1) + C̃8(‖ϑ‖

2
H2 + ‖F‖2

H1),

où C ′
(T 0)

est la constante donnée dans (3.4.15)

Démonstration

On applique l’opérateur laplacien à l’équation (3.3.3) et on y substitue l’expression de

∇ · ∆v obtenue de l’équation (3.2.2), on multiplie ensuite l’équation trouvé par ∆σ, en

intégrant sur Ω on obtient

∫

Ω

(k(∆σ −∆σ′)∆σ +
R

η + λ
Tρ∆σ′∆σ)dx =

4∑

q=1

,

où

I1 = −
1

η + λ

∫

Ω

(2Rρ∇T · ∇σ′ +Rρσ′∆T + gρ∂x3σ
′)∆σdx,

I2 = −
1

η + λ

∫

Ω

ρ(R∆(ρϑ)−∇ · F )∆σdx,

I3 = −

∫

Ω

(∆(v · ∇ρ) + (∇ · v)∆ρ+ 2(∇ρ) · ∇(∇ · v))∆σdx,

I4 = −

∫

Ω

(∆∇ · (σv))∆σdx.

De manière analogue à a démonstration des lemmes 3.4.4 et 3.4.7, on a
∫

Ω

(k(∆σ −∆σ′)∆σ +
R

η + λ
Tρ∆σ′∆σ)dx

≥
k + δ1
2

‖∆σ‖2
L2 −

k − δ1
2

‖∆σ′‖2
L2 +

k − δ′1
2

‖∆σ −∆σ′‖2
L2 .

D’autre part, il n’est pas difficile d’établir l’inégalité suivante

4∑

q=1

≤
δ1
4
‖∆σ‖2

L2 + CΩCMρ

(
T

4−3γ
γ−1

0 ‖v‖2
H2 + T

2−γ
γ−1

0 ‖∇σ′‖2
L2

)

+ CΩ‖v‖H3‖∇σ‖2
H1 + C̃(ρ)(‖ϑ‖2

H2 + ‖F‖2
H1).

Donc, de manière analogue à la démonstration des lemme 3.4.4 et 3.4.7, on déduit (3.4.31).

Lemme 3.4.10. Soient v′,V ′,σ′,v et σ comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a

(3.4.33) ‖v‖2
H3 − C ′9

( 2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + ‖v‖2
H1

)
≤ T

2

0‖∇σ
′‖2

H1
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+C ′9T
2

0

(
‖∆σ′‖2

L2 +
2∑

i=1

‖∇∂xi
σ′‖2

L2

)
+ C ′9(‖∇σ

′‖2
L2 + ‖F‖2

H1) + C̃9‖ϑ‖
2
H2 .

Démonstration

On applique le théorème 2.2.7 sur le problème de Stokes (3.4.19)-(3.4.20) pour déduire

l’inégalité

(3.4.34) ‖v‖2
H3 + ‖∇(Tσ′)‖2

H1 ≤ CΩ(‖∇σ
′‖2

L2 + ‖∇ · v‖2
H2 + ‖F‖2

H1) + C̃(ρ)‖ϑ‖2
H2 .

Par ailleur il est facile d’établir ces estimations

‖∇(Tσ′)‖2
H1 ≥ CΩ(T

2

0‖∇σ
′‖2

H1 − ‖∇σ′‖2
L2),

‖∇ · v‖2
H2 ≤ ‖∂x3∇ · v‖

2
H1 +

2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + ‖v‖2
H1 ,

‖∂x3∇ · v‖
2
H1 ≤ CΩ

(
T

2

0‖∇∂x3σ
′‖2

L2 +
2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2 + ‖∇σ′‖2
L2 + ‖F‖2

H1

)
+ C̃(ρ)‖ϑ‖2

H2 ,

‖∂x3∇σ
′‖2

L2 ≤ ‖∆σ′‖2
L2 +

2∑

i=1

‖∆∂xi
σ′‖2

L2 ,

où la troisième inégalité est une conséquence immédiate de (3.4.16). En adjoignant ces

inégalité à (3.4.34), on obtient (3.4.33).

3.5 Application du théorème du point fixe de Schau-

der

Ces estimations établies, nous allons pouvoir à présent démontrer l’existence d’un sous

ensemble B compact et convexe vérifiant les conditions (ii) et (iii) du paragraphe 3.3.1,

le théorème 3.1.1 s’en suivra immédiatement, l’existence du sous ensemble B est donnée

par le lemme suivant

Lemme 3.5.1. Si T 0 est assez grand et si ‖ǫ‖H3 est assez petit, alors il existe une

constante positive a et une norme ‖ · ‖Σ2 équivalente à le norme ‖ · ‖H2(Ω) telles que,

si on pose

(3.5.1) B = {(v,ϑ,σ) ∈ H3
a(Ω)×H2

b (Ω)×H2
c (Ω); ‖v‖

2
H3 + ‖ϑ‖2

H2 + ‖σ‖2
Σ2 ≤ a2},
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alors

(3.5.2) Φ(B) ⊂ B,

i.e., Φ est une contraction.

Démonstration

On considère 9 nombres positives Λk, k = 1,...,9 à déterminer. En multipliant les deux

membres des inégalités (3.4.5), (3.4.12), (3.4.14), (3.4.18), (3.4.21), (3.4.25), (3.4.27),

(3.4.31), (3.4.32), obtenues dans les lemmes 3.4.2-3.4.10, par Λ1,...,Λ9 respectivement,

en posant Λ9 = 1 et en les adjoignant, on obtient

(3.5.3) ‖v‖2
H3 +

2∑

i=1

‖∂xi
v‖2

H2(−C ′9 + Λ7) +
2∑

i,j=1

‖∇∂xj
∂xi
v‖2

L2

(
− C ′7Λ7 − C ′6Λ6 + Λ5

η

R

)

+‖v‖2
H2(−C ′9 − C ′8T

−2

0 Λ8 − 2C ′7Λ7 − 2C ′6T
−2

0 Λ6 − 4C ′5Λ5 + Λ4)

+
2∑

i=1

‖∇∂xi
v‖2

L2

(
− C ′4Λ4 − C ′3Λ3 + Λ2

η

R

)
+ ‖v‖2

H1

(
− C ′3T

−2

0 Λ3 + Λ1
η

R

)

+‖∆σ‖2
L2(κ+ 1)C ′

(T 0)
T

2

0Λ8 +
2∑

i=1

‖∂x3∂xi
σ‖2

L2(κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0Λ6

+
2∑

i,j=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xj

∂xi
σ
∥∥∥

2

L2
kΛ5 + ‖∂x3σ‖

2
L2(κ+ 1)C ′

(T 0)
T

2

0Λ3

+
2∑

i=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ
∥∥∥

2

L2
kΛ2 +

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ
∥∥∥

2

L2
kΛ1

≤ ‖∇σ′‖2
H1(−T

2

0) + ‖∆σ
′‖2

L2(C ′9 + Λ8(κ− 1)C ′
(T 0)

)T
2

0 +
2∑

i=1

‖∇∂xi
σ′‖2

L2(C ′9 − Λ7)T
2

0

+
2∑

i=1

‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2(C ′7Λ7 + (κ− 1)C ′
(T 0)

Λ6)T
2

0 +
2∑

i,j=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xj

∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2
kΛ5

+‖∇σ′‖2
L2(C ′9 + C ′8Λ8 + 2C ′7Λ7 + 2C ′6Λ6 + 4C ′5Λ5 + C ′3Λ3 − Λ4(T

2

0 − 1))

+‖∂x3σ
′‖2

L2(C ′4Λ4 + Λ3(κ− 1)C ′
(T 0)

)T
2

0 +
2∑

i=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2
kΛ2

+‖σ′‖2
L2(2C ′2Λ2 − C ′1(T

2

0 − 1)Λ1) +
∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2
kΛ1 + Σ,
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avec

(3.5.4) Σ =
9∑

k=1

dk[(C
′
k + C̃k)‖F‖

2
H1 + C̃k‖ϑ‖

2
H2 + C ′k‖v‖H3‖∇σ‖2

H1 ],

d5 = 4, d2 = d6 = d7 = 2, d1 = d3 = d4 = d8 = d9 = 1.

En comparant les coefficients par lesquels les normes figurant dans le premier et dans le

second membre de l’inégalité (3.5.3) sont multipliées, on voit que, si T 0 est assez grand, il

est possible de choisir Λ1,...,Λ8 de telle sorte que les deux conditions suivantes (A) et (B)

soient vérifiées:

(A)

−C ′9 + Λ7 > 0, − C ′7Λ7 − C ′6Λ6 + Λ5
η

R
> 0,

−C ′9 − C ′8T
−2

0 Λ8 − 2C ′7Λ7 − 2C ′6T
−2

0 Λ6 − 4C ′5Λ5 + Λ4 > 0

−C ′4Λ4 − C ′3Λ3 + Λ2
η

R
> 0, C ′3T

−2

0 Λ3 + Λ1
η

R
> 0,

(B) le second membre de (3.5.3) est majoré par

(1− δ)
[
ν1‖∆σ

′‖2
L2 + ν2

2∑

i=1

‖∂x3∂xi
σ′‖2

L2 + ν3

2∑

i,j=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xj

∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2

+ν4‖∂x3σ
′‖2

L2 + ν5

2∑

i=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ′
∥∥∥

2

L2
+ ν6

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ′
∥∥∥

2

L2

]
,

où δ est une constante positive et

ν1 = (κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0Λ8, ν2 = (κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0Λ6, ν3 = kΛ5,

ν4 = (κ+ 1)C ′
(T 0)

T
2

0Λ3, ν5 = kΛ2, ν6 = kΛ1.

On voit immédiatement qu’un tel choix des Λj(j = 1,...,8) est possible, en effet, pour

les contraintes citées dans (A) et (B), si Λk avec k = j + 1,...,8 sont donnés, comme on

le constate facilement, on peut choisir un Λj assez grand de telle sorte que les inégalités

contenant seulement Λj et Λk avec k = j+1,...,8 soient vérifiées,i.e., on peut donc procéder

le choix de Λj en partant de Λ8 et puis en choisissant successivement Λj pour j = 7,6,...,1.

Donc, en posant

(3.5.5) ‖σ‖2
Σ2 = ν1‖∆σ‖

2
L2 + ν2

2∑

i=1

‖∂x3∂xi
σ‖2

L2 + ν3

2∑

i,j=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xj

∂xi
σ
∥∥∥

2

L2
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+ν4‖∂x3σ‖
2
L2 + ν5

2∑

i=1

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
∂xi
σ
∥∥∥

2

L2
+ ν6

∥∥∥
(T
ρ

) 1
2
σ
∥∥∥

2

L2
,

on obtient

(3.5.6) ‖v‖2
H3 + ‖σ‖2

Σ2 ≤ (1− δ)‖σ′‖2
Σ2 + Σ.

La norme introduite dans (3.5.5) est équivalente à la norme ‖ · ‖H2(Ω). Or, compte tenu

du comportemement bien connu des termes non-linéaires de F (v,ϑ,σ) et de Σ pour

‖v‖2
H3 + ‖ϑ‖2

H2 + ‖σ‖2
H2 → 0,

alors, de l’expression de Σ et de F et du lemme (3.4.1), on déduit de (3.5.6) que, si ‖ǫ‖H3

est assez petit, il existe une constante positive a telle que, si on définit B comme dans

(3.5.1), alors (3.5.2) est vérifié, Ce qui termine la démonstration.

Il reste maintenant pour conclure, à démontrer la continuité de l’opérateur Φ dans l’en-

semble B muni de la topologie induite de H2(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω).

Lemme 3.5.2. Il existe un constante CB telle que, quels que si (v′[1],ϑ
′
[1],σ

′
[1]) et (v′[2],ϑ

′
[2],σ

′
[2])

sont deux élement de B, alors

(3.5.7) ‖v[1] − v[2]‖H2 + ‖ϑ[1] − ϑ[2]‖H1 + ‖σ[1] − σ[2]‖H1

≤ CB(‖v
′
[1] − v′[2]‖H2 + ‖ϑ′[1] − ϑ′[2]‖H1 + ‖σ′[1] − σ′[2]‖H1)

où

(v[i],ϑ[i],σ[i]) = Φ(v′[i],ϑ
′
[i],σ

′
[i]), i = 1,2.

Il est bien clair d’aprés ce lemme que l’opérateur Φ est continu.

Démonstration

Soient (v′[1],ϑ
′
[1],σ

′
[1]) et (v

′
[2],ϑ

′
[2],σ

′
[2]) deux élements de B, alors on a d’aprés (3.5.1)

(3.5.8) ‖v′[i]‖H3 ,‖ϑ′[i]‖H2 ,‖σ′[i]‖H2 ,‖v[i]‖H3 ,‖ϑ[i]‖H2 ,‖σ[i]‖H2 ≤ a (i = 1,2).

Posons

V ′ = v′[1] − v′[2], Θ′ = ϑ′[1] − ϑ′[2], S ′ = σ′[1] − σ′[2],

V = v[1] − v[2], Θ = ϑ[1] − ϑ[2], S = σ[1] − σ[2],
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Comme ϑ[i], v[i] et σ[i] (i = 1,2) sont définies par les équations (3.3.1)-(3.3.3), alors pour

Θ, V , S, S ′ on a

(3.5.9) −κ∆Θ = G(v′[1],ϑ
′
[1],σ

′
[1])−G(v′[2],ϑ

′
[2],σ

′
[2]),

(3.5.10) −η∆V − λ∇(∇ · V ) = −R∇(S ′T + ρΘ)− gS ′−→e 3

+F (v′[1],ϑ
′
[1],σ

′
[1])− F (v′[2],ϑ

′
[2],σ

′
[2]),

(3.5.11) kS +∇ · (Sv[1]) = kS ′ −∇ · (σ[2]V )−∇ · (ρV ),

où G(.,.,.) et F (.,.,.) sont les fonctions données dans (3.2.14) et (3.2.15) respectivement. En

estimant la norme dans H−1(Ω) du second membre de (3.5.9), de l’expression de G(.,.,.)

et de la théorie classique des équations elliptiques on déduit

‖Θ‖H1 ≤ C(‖V ′‖H2 + ‖Θ′‖H1 + ‖S ′‖H1)

×
(
1 +

2∑

i=1

(‖v′[i]‖H2 + ‖ϑ′[i]‖H1 + ‖σ′[i]‖H1) +
2∑

i=1

(‖v′[i]‖H2 + ‖ϑ′[i]‖H1 + ‖σ′[i]‖H1)2
)

où C est une constante positive. Donc, en vertu de (3.5.8), on a

(3.5.12) ‖Θ‖H1 ≤ Ca,1(‖V
′‖H2 + ‖Θ′‖H1 + ‖S ′‖H1),

où Ca,1 est une constante.

De manière analogue, en estimant la norme dans L2(Ω) du second membre de (3.5.10) et

en utilisant le théorème 2.3.1 et (3.5.12), on obtient

(3.5.13) ‖V ‖H2 ≤ Ca,2(‖V
′‖H2 + ‖Θ′‖H1 + ‖S ′‖H1)

où Ca,2 est une constante.

Quand à l’équation (3.5.11), en multiplie scalairement par S et puis en lui applique l’opé-

rateur ∇ et la multiplie en suite par ∇S. En utilisant les relations suivantes:

∫

Ω

(v · ∇S)Sdx = −
1

2

∫

Ω

(∇ · v)S2dx,

∫

Ω

3∑

i,j=1

vi
∂2S

∂xi
∂xj

∂S

∂xi

dx = −
1

2

∫

Ω

(∇ · v)‖∇S‖2dx,

on en déduit facilement, grâce à (3.5.8) et (3.5.13)

(3.5.14) ‖S‖H1 ≤ Ca,3(‖V
′‖H2 + ‖Θ′‖H1 + ‖S ′‖H1),
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avec Ca,3 est une constane positive.

En adjoignant les inégalités (3.5.12)-(3.5.14) on obtient (3.5.7).

On peut à présent conclure la démonstration du théorème 3.1.1.

Démonstration du théorème 3.1.1

Il est évident en vertu de la remarque 3.3.1 que l’ensemble B défini dans (3.5.1) est convexe

et compacte dans l’espace H2(Ω) × H1(Ω) × H1(Ω), l’opérateur Φ est continue d’aprés

le lemme 3.5.2 sur B et y est une contraction (3.5.2) on déduit donc du théorème de

Schauder qu’il existe un élément (v∗,V∗,σ∗) appartenant à B tel que

Φ(v∗,ϑ∗,σ∗) = (v∗,ϑ∗,σ∗).

Donc d’aprés le remarque 3.2.1 le problème (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(3.1.7) admet une so-

lution, ce qui termine la démonstration.



Résumé

Le thème central du mémoire est l’étude d’un système d’équations d’un fluide visqueux

compressible et calorifère modélisant la convection avec la condition aux limites sur la tem-

pérature proche de la distribution hydrostatique. On démontre l’existence d’une solution

stationnaire pour ce système dans un voisinage proche de l’état hydrostatique. La dé-

monstration se fait par l’application du théorème du point fixe de Schauder, dans des

espaces de Sobolev adéquats, sur un opérateur construit à base des équations linéarisées.

Pour cela, il est crucial d’obtenir des estimations pour le vecteur vitesse et la densité de

l’équation de la quantité de mouvement linéarisée et l’équation linéarisée de conservation

de masse.

mots-clés

Solution stationaire, théorème du point fixe de Schauder, équations de Navier-Stokes...

Abstract

The main topic of the thesis is the study of a system of governing equations for a

viscous, compressible and heat-conducting fluid modeling the convection with the boun-

dary condition on the temperature close to the hydrostatic distribution. This study is

performed in the chapter 3, where we prove the existence of a stationary solution of this

equation system in the neighborhood of the hydrostatic state, by using Schauder’s fixed

point theorem in a suitable Sobolev spaces. For this result it is crucial to obtain estimates

of the velocity and a density from a combination of the linearized equation for the quantity

of motion and the linearized equation for the conservation mass.

key-words

Navier-Stokes equations, Schauder fixed point theorem, stationary solution...
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d’un fluide compressible visqueux et calorifère en présence d’une grande force exté-
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