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CHAPITRE 1

Quelques outils de base d’analyse

Ce chapitre constitue une introduction. On rappelera quelques notions basiques des
mathématiques qui seront utilisées dans ce mémoire, un grand nombre de ces notions
sont des résultats classiques bien connus. Nous présenterons dans la section (1.3) quelques
résultats sur les intégrales singulieres, et le théoreme de Calderon-Zygmund et ses consé-

quences qui sont des outils indispensables dans le chapitre 2.

1.1 Espaces de Sobolev

Nous présenterons dans cette section quelques breves notions fondamentales sur les
espaces de Sobolev. Les théoremes sont cités sans démonstration, pour plus de détail on
pourra consulter par exemple [1], [13] [22] [24].

Soit k < 0 un entier et 1 < p < co. On définit les espace de Sobolev:
WEP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q), 0< |a| <k},
et on introduit la norme suivante pour I'espace vectorielle W*?((2)

1/p .
iy =( 2 1Dl ) " s 1<p <o
(1.1.1) 0<a|<k

lu

lkoo = max || D% L si p = 0.
0<al|<k
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L’espace W*P(Q) muni de la norme (1.1.1) est un espace de Banach, séparable pour
1 < p < oo et reflexif pour 1 < p < oo. Nous définissons aussi I'espace W(f P(Q) comme
étant le complété de l'espace C§°(£2) par rapport a la norme (1.1.1). Dans le cas ou p = 2
'espace WH"2(Q) est un espace de Hilbert et on le note usuellement H*(2).

Dans la suite on aura souvent a faire a des fonction u : R* — R”

Théoréme 1.1.1 (Meyers-Serrin). Soit Q un domaine quelconque de R", soit u €
Wmia(Q), 1 < q < oo, alors il existe une suite {u,} telle que u,, € C™(Q) N W"™4(Q) qui
converge vers u dans W"™9(Q). De plus, si ) est localement lipschitzien alors, on peut

choisir u, € C§°(Q).

On introduit la semi-norme suivant définit sur tout espace de Sobolev W*?((2)

1/p )
[V]k,p :( Z ||Dau||1£p) , st 1<p<o
(1.1.2) ok

[l 00 = max [[ D] oo si p = o0.
|a|=k

Le résultat suivant affirme que la semi-norme | - |5 est au fait une norme dans HE(Q),

équivalente a la norme || - |5 2.
Proposition 1.1.1 (inégalité de Poincaré). Si Q est un domaine borné de R™, alors

pour tout entier k > 0, il existe une constante C' = C(k,Q2) > 0 tel que

(1.1.3) [v][k2 < Clvlka, pour tout v e Hy(S).

1.1.1 Dual des espaces de Sobolev

Sil<p < oop son conjugué (% + % = 1). On note par W% (Q) I'espace dual de

W P(€). La norme correspondante est notée par || - ||, et elle définie par

< fou>
-k = sup  ———.
VEWEP (Q)v#£0 0[]0

, N . ,o. . _ ’
les théoremes suivants caractérisent les fonctions de W57 (Q).

Théoréme 1.1.2. Soit 1 < p < oo et f € WFP(Q). Alors il existe une unique uy €
WP (Q) tel que

k
(1.1.4) < fw >:/ Z DaufDo‘vdx, v E Wéﬂp’(Q).
Q

|ar|=0
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De plus, il existe une constante c¢(N,k,p,Q2) > 0 tel que

(1.1.5) cllugllep < NFll-kp < llugllep-

Théoréme 1.1.3. Soit 1 < p < oo et f € WFP(Q). Alors il existe une famille { fo}|a<k,
fa € LP(2) tel que

k
(1.1.6) f=> (=1lDf, dans D'(Q).
|| =0
De plus,
k
(1.1.7) 11—k < i0f Y [ falps
|a|=0

ot Uinfinimum, est pris sur toutes les familles { fo }aj<k telles que (1.1.4) est vérifiée.

1.1.2 La notion de trace des fonctions de W™P

Théoreme 1.1.4. Soit 1 < p < oo, et  un domaine localement lipschitzien. Alors, il

existe une application linéaire et continue o : WIP(Q) — LP(0R) telle que
Y0(v) = v|aa pour tout v € C(Q).
L’espace I/I/()l’p(§2)7 1 < p < o0 est caractérisé par
Wy (Q) = {v € WH(Q);50(v) = 0}.
Notons par W'=1/24(90) le sous-espace de L(0S) constitué de fonctions u tel que
(1.1.8) [ull1-1/q.q000) = l[ullgon + [uli-1/¢q < o0,
ou

(1.1.9) / / W 4 )Uq
1. = T, a0,
thi-1/aq = oo Joa |y — y|” Zhg VY

On montre que W'=Y/%49(9€)) est un sous-ensemble dense de L7(JQ) et complet par la

norme (1.1.2). On a le théoreme suivant du a Gagliardo.

Théoreéme 1.1.5. Supposons ) localement lipschitzien et soit q € (1,00). Siu € WhH(Q),
alors yo(u) € Wi=1/4(9Q) et

(1.1.10) [vo(w)ll1-1/gq00) < crllulligo-
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Inversement, Il exite un opérateur L linéaire et continu

L: WYe1(9Q) — wha(Q)

tel que

Yo(L(w) =u p—pp. dans 99, uwe WHe(HQ),
et on a
(1.1.11) IL(u)][1q.0 < callulli-1/q.q00)

les constantes ¢;, 1 = 1,2, dépendent seulement de n, q, et ).

1.1.3 théorémes de 'immersion de Sobolev

Théoréeme 1.1.6 (théoréeme de Sobolev-Kondrashov). Soit 2 un domaine locale-

ment lipschitzien de R™, m > 0 et k < m, alors
W™P(Q) — W*(Q) si 1/g=1/p—(m —k)/n>0
(1.1.12) WmP(Q) — Wh(Q) Vq € [1,00) quand 1/p = (m —k)/n,
W™P(Q) — CH(Q) si 1/p < (m —k)/n.

De plus si le domaine Q est borné, alors la dernicre injection est vérifice dans C*(Q), et

on a

(1.1.13) WP (Q) e WH(Q) si 1< g <np/(n—(m—k)p)
W™P(Q) —— WH(Q) Vg€ [l,00) quand n = (m — k)p.

les symboles — désigne une injection continue et — < désigne une injection compacte.

1.2 Espace fonctionnel relatif aux probleme de Stokes

Le traitement du probleme de Stokes dans le chapitre 2 requiert certains espaces de
fonctions impliquant 'opérateur de divergence de fonctions vectorielles.

Soit V I'espace

(1.2.1) V={uecCrQ): V- -u=0}.



1.2. Espace fonctionnel relatif aux probleme de Stokes 7

On définit alors 'espace suivant
V = la fermeture de V dans Hj(Q).

Pour caractériser I'espace V' nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.

Théoréme 1.2.1. Soit Q un domaine borné localement lipschitzien de R"™ et f € H~(Q)

satisfaisant
(1.2.2) <fv>=0 pourtout vel.

Alors il existe une fonction p € L*(Q) tel que f = Vp.

Remarque 1.2.1. Ce théoreme est une version faible d’un théoreme plus générale de De
Rham ou Q) est une variété et f est supposé étre une distribution vectorielle quelconque.

La démonstration qu’on donnera ici du théoréme suit celle donnée dans [21] et [11].

Pour montrer le théoreme 1.2.4 nous aurons besoin de quelques résultats.

Théoréme 1.2.2 (Peetre-Tartar). Soit E,, Ey et E5 trois espaces de Banach, A un
opérateur dans L(F1,Ey) et B un opérateur compact dans L(FE1,E3) tels que

(1.2.3) llullg, ~ [|Aullg, + ||Bullgs, |- |l; désigne la norme de E; i =1,2,3.

Alors, on a les propriétés suivantes:

(i) ker(A) est de dimension fini dans E;

(ii) Im(A) est fermé dans Es, et A est un isomorphisme de Fy/ker(A) dans Im(A).
(iii) IL existe une constante Cy telle que, si F' est un espace de Banach et D € L(Ey,F)

nul sur ker(A), alors

(1.2.4) [1Dullr < Col| Dl ey | Aull g, Vu € Er.
(iv) Si G est une espace de Banach et M € L(E;,G) tel que
(1.2.5) Mu A0 Vu € ker(A) — 0,

alors

(1.2.6) [ullz = |Aullz, + [Mulle-
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Démonstration

(i) On pose X = ker(A) et on le munit de la norme || - ||; induite de Ej. Soit {x,} est
une suite de X telle que ||x,]1 < 1, comme B est compact B(z,) reste dans une partie
relativement compacte de F3, on peut en extraire une suite { B(z,)} convergente dans Ej,
cette suite est donc de Cauchy dans Ej, et comme A(u,,) = 0 on en déduit que {u,,} est
une suite de Cauchy dans Fy, par conséquent elle converge puisque E; est complet. On a
donc démontré que la boule fermée unité de (X,|| - ||1) est compact. D’aprés le théoreme
de Riesz (voir théoreme VL5 [4]) X doit étre de dimension fini.

Maintenant qu’on sais que ker(A) est sous-espace F; de dimension fini, on peut introduire
I’espace quotient

X = Ey/ker(A)

qui est un espace de Banach par la norme quotient
[/l x = inf ||ul|z, .
ucu

(ii) X est un sous espace de dimension fini, il admet donc un supplémentaire topologique
Y (fermé) e, X NY = {0} et il existe 7x € L(E),X) et my € L(E.Y) tels que
u = mx(u) 4+ 7y (u) pour tout v € E;. Y muni de la norme induite de E; est un espace de

Banach. On montre qu’il existe a > 0 tel que
|A(z)||; > «|z||1, pour tout z €Y.

En effet, supposons le contraire, alors il existe une suite {z,} C Y telle que ||z, || =1 et
A(x,) — 0, on montre comme dans le point (i) qu’il existe une sous-suite {x,,} qui est
de Cauchy dans Y et donc sa limite z € Y vérifie A(z) = 0, i.e, z € X par conséquent
z =0, or ||z||; = limy—o ||Tm] = 1N

Soit maintenant {f,} une suite de Im(A) convergente dans Es et f sa limite. On a
fn = Alx,) = A(rx(z,) + 7y (2,)) = A(my (2,,)). Posons y, = 7y (z,,), on a alors d’aprés

I'inégalité précédente
allyn = ymlls < 1 Ayn) — Alym)lls = [[fo = fmll2, pour tout n,m >0,

on en déduit donc que la suite {y,,} est de Cauchy dans Y et sa limite y satisfait A(y) = f,

ce qui montre que Im(A) est fermé. Donc Im(A) est un espace de Banach, comme A
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est linéaire, continue et bijective de X dans Im(A) on déduit grace au théoreme de
'application ouverte de Banach (voir corollaire 11.6 de [4]) que A : X — Im(A) est un
isomorphisme.

(iii) Comme D s’annule sur ker(A), on peut écrire
Du = Di,= DA ' Au Yu € E).
Par conséquent
1Dullr < [ Dlleie,m 1A ema, | Aullp, Vu € B,

Ce qui donne (1.2.4) en posant Cy = [[A™|| £(rm(a),x)-

(iv) Finalement, montrons qu'il existe une constante C' > 0 tel que
[Aullz, + [Mulle = Cllulle, Yu € Er.
On procede par I'absurde comme dans le point (ii). Soit {u,} une suite de E; telle que
Jim ([ Aup| g, + [[Munllc) = 0 et [lun]lp, = 1.

Alors, il existe une sous-suite {u,,} telle que {Bu,,} converge dans Fs3. Donc {u,,} est

une suite de Cauchy dans F, et par conséquant

lim u,, =u € E;
m—0o0

avec
Au=0, Mu=0 et |ullg, =1

Or, (1.2.5) implique que u = 0, ce qui donne une contradiction.

Le théoreme suivant est une partie d’un résultat plus général du a Necas [13]. Sa démons-

tration est longue et délicate, nous l'omettons ici.

Théoréme 1.2.3 (Necas). Soit Q un domaine borné localement lipschitzien de R™. Alors,

il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de €2, tel que
(1.2.7) Ipllz < CUIVPlla— +llplla-1) Vp € L*(9).

Corollaire 1.2.1. Soit 2 un domaine borné localement liptschizien de R™. L’opérateur
grad : L*(Q) — (H=Y(Q)N donné par u — (2 Ouy est de rang fini dans H=1(Q). De

Ox1 7" Oxn

plus il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de ) tel que

(1.2.8) lille/m < ClIVpllas Ve L/R.
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St w est un ouvert de €2 de mesure positif. Alors il existe une constante C,, dépendant

seulement de w et ) tel que
(1.2.9) Ipll2 < Co(IVpllow + [Iplla-1) ¥p € L*(Q).

Démonstration

On applique le théoréme de Peetre-Tartar (théoréme 1.2.2). On pose By = L*(Q), By =
(HY(Q))N, E3 = H(Q), A = grad, et B I'injection. Notons que l'injection H}(Q) —
L?(Q) est compacte, et donc I'injection duale L?(Q2) — H~1(Q) 'est aussi.

Pour satisfaire les hypothese du théoreme de Peetre nous devons montrer que la norme
|Vl -1 + ||ul|g-1 est équivalente a la norme L? et que lespace L*(§2) muni de cette
norme est complet. On sait que I'injection L?(Q2) < H~1(2) est continue, i.e., pour tout
u € L*(Q), |ullg—1 < c||ul|rz, par ailleur g—; € H'(Q),7=1,...N et donc par le théoréme

1.1.3, on obtient ||Vul|z-1 < c|lul|z2, pour tout u € L*(€2). On en déduit donc I'inégalité
1Vl g1 + ||ullg— < c|lulzz, pour tout u € L*(Q).

L’inégalité inverse est donnée par le théoreme de Necas (théoreme 1.2.3), ce qui montre
I’équivalence des normes.

Pour montrer (1.2.8) il suffit de remarquer que R = ker(grad). Finalement , posons
G = L*(w) et soit M : G = L*(Q) — G = L*(w) l'application identité. Comme w est de
mesure positif, Mc¢ A0 pour tout ¢ A0, et (1.2.9) suit de (1.2.6).

Corollaire 1.2.2. Soit  un domaine borné localement lipschizien de R™. Si

peL; () et Vpe H(Q)

loc

alors p € L*(2).
Démonstration
On pose
X ={p€ Li,.(Q): Vpe H ()}
et
[Pl = lIPll2w + VPl H-1(0),

ol w est un ouvert borné de €2 de mesure positif tel que w C €2. [-], définit une norme sur

X et de (1.2.9) on déduit qu’elle est équivalente & la norme || - ||o de L?(€2). Donc L?(2)
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muni de la norme [-], est un espace de Banach, il suffit alors de montrer que L*(Q) est
dense dans X pour la norme [],.
Supposons d’abord que €2 est étoilé par rapport a un de ses points, y, on peut supposer

sans perte de généralité que y est l'origine. Donc on a
0QCQ VHe[0,1) et QCOIN VO > 1.

On prend ici, # > 1 et on pose 2y = 0. Pour une fonction continue ¢ définie sur €2 on
définit ¢y en posant

oo(x) = ¢(x/0) Y €y
De méme pour une distribution, v € D'(€2) on peut définir une distribution ug € D'(€y)

par:

<ug,p >=0" < u,pr9 > Yo € D(Sy).

11 est facile de vérifier

V(ug) = (1/6)(Vu)g Yu € D'(Q),
(l}inq |ug — ulla =0 Vu € L*(Q),
éin% |ug — ullg-10=0 Yue H Q).

Dong, si p € X alors pg € L*(Q) pour tout # > 1. On obtient d’aprés ce qui précede que
li — =0.
elil}[pf’ Pl

Par conséquent p € L?(Q). Dans le cas général on utilise la propriété suivante:
Un domaine borné localement lipschitzien est réunion d’un nombre finis de domaines
étoilés localement lipschitzien. voir corollaire 2.1.1 du chapitre 2.
Lemme 1.2.1. Soit Q un domaine borné localement lipschizien de R". Soit f € H~(Q)
telle que < fp >= 0 pour tout ¢ € H}(Q) avec V - p = 0. Alors il existe p € L*(Q) tel
que
f=Vp.

Démonstration
Posons Y ={Vp:p e L*(Q)} Cc H'(Q) et Z={ue€ Hy(Q) : V-u=0} Il faut donc
montrer que si f € Z+, alors f € Y. Par le lemme 1.2.1 Y est fermé dans H (), donc
il est suffisant de montrer Y+ C Z, car Zt C Yt =Y =Y. u e Yt si (u,Vp) = 0 pour
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tout p € L*(Q). Or pour p € C(Q), (u,Vu) = —(V - u,p), donc u € Y+, ie., V-u = 0.
Donc v € Z.CQFD

Démonstration du théoreme 1.2.4

Soit {€2,} une suite croissante de domaines localement lipschitzien telle que Q, C Q et
uQ, = Q.

Soit u € H}(Q,) tel que V -u = 0. Pour € assez petit la régularisé p. x u € C5°(Q) et
Vo (pexu) =pc+V-u=0.Donc (fu) =limo(f,pc * u) = 0. En appliquant le lemme
1.2.2 sur Q,, fla, = pn avec p, € L*(Q,,).

(Pn+1 — pn) est constante dans €2, on peut donc supposer que p,i1 = p, dans Q,, et

2
loc

on obtient f = Vp avec p € Lj (). 1l suffit alors d’appliquer le corollaire 1.2.2 pour
conclure.
Le théoreme suivant donne une caractérisation de I'espace V.

Théoreme 1.2.4. Soit Q) un domaine borné localement lipschitzien de R™. Alors
(1.2.10) V={ueH;(Q):V-u=0}.

Démonstration
On note par V* I'espace du second membre de 1.2.15. L’inclusion V' C V* est évidente.
Pour montrer que V' = V*, il suffit de montrer que chaques forme linéaire continue L défi-
nie sur V*, nulle sur V', est identiquement nulle. Notons que L admet une représentation

du type
(1.2.11) Lv) =Y <l >, ;€ H'(Q).
=1

En effet V' est un sous-espace fermé de HJ (), et toute forme linéaire continue sur V peut
étre prolongée en une forme linéaire continue sur Hy(£2), le théoréme 1.1.2 nous donne la
décomposition 1.2.16.

Soit 1 = (I1,....0,n) € H71() tel que < 1,v >= 0, pour tout v € V. Par le théoreme 1.2.4
1=Vp, peL*Q)

donc

< l;,v; >=< D;p,v; >= —(p,D;v;), pour tout v; € H&(Q).

On obtient alors pour tout v € V*,

L(V) = Z < li,'l}i >= —(p,V . V) = O,
=1
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i.e., L est identiquement nulle sur V*.CQFD

1.3 Transformations et intégrales singulieres

Définition 1.3.1. Soit f : R" — R et K(x,y) : R" x Q — R et Q un domaine de R™.

Par transformation intégrale de noyau K on entend une fonction ® définie par

(13.1) B(x) = / K(2.)f(y)dy.

Dans cette section nous présenterons quelques inégalités relatives a ® et f, sous diffé-

rentes hypotheses sur le noyau. Considérons d’abord le cas ol

ou k(z) est définie dans tout 'espace R™. Si Q = R", dans ce cas la transformation (1.4.1)
n’est que le produit de convolution noté par K * fet on a le résultat suivant du a Young

Théoreme 1.3.1. Supposons que
K e IP(R"), 1<p<o0.
St
felyR"), 1<qg<o0,
alors
1 1 1
KxfelL(R"), -=-+4+--1,
r
et on a l'inégalité suivante

(1.3.2) K e < LI

Définition 1.3.2. Dans le cas ou le noyau K est de la forme

k(zy)
ly|*

ou k(x,y) est une fonction réguliére donnée. Alors si, 0 < A < n et k(x,y) = 1 le noyau

(1.3.3) K(zy) =

A>0, ye,

est dit faiblement singulier, et l'intégrale (1.4.1) est dite faiblement singuliére. Si A = n
avec x € Q CR™ et y € R" — {0} et si k(x,y) vérifie les conditions suivantes

(i) Pour tout z,y et tout o > 0
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(1.3.4) k(zy) = k(z,ay)

(ii) Pout tout x € Q, k(x,y) est intégrable sur la sphere |y| =1 et

(1.3.5) / k(x,y) =0,
ly|=1
(iii) 17 existe un nombre k > 0 et C' > 0 tel que
(1.3.6) / |k(z,y)|%dy < C,  uniformément par rapport a x.
lyl=1

nous dirons que le noyau est singulier et lintégrale (1,5) est dite aussi singuliere.

Théoreme 1.3.2. Supposons que le domaine €2 est borné, K est faiblement singulier, et
feLi), 1< q< oco.Supposons que X = n(l — 1/q), alors la fonction ® définie dans

(1.4.1) appartient a L"(S2) quelque soit r € [1,00), et on a l’estimation suivante
(1.3.7) 12l < el fllq-

Démonstration

Posons

On a alors

Il est clair que
(1.3.8) K € L*(R™), pout tout s < n/\,

Donc on déduit du théoréeme de Young 1.4.1 que si f € L9(Q2) alors

111
(1.3.9) GpeLI), —=-+-—1
r S q

et on a I'inégalité suivante

[l < Coll fllq

et comme A = n(1 — 1/q) alors K € K*(2) pour tout s vérifiant I> %, on déduit alors
que

® e L"(Q2), pout tout r € [1,00).
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Lemme 1.3.1. Soit M(x,y) une fonction définie sur Q x (R™ —{0}), différentiable en la

variable y et homogéne de degré 1 —n par rapport a y, i.e.
M(x,ay) =o' " "M(z,y), a > 0.

Supposons que
OM (z,y)

q
—‘ dy < C' wuniformément en .

41 dy;

Alors M;(xy) = %jjﬁy) est un noyau singulier.

Démonstration
11 suffit de montrer que k(z,y) = M;(z,y)|y|" vérifie les propriétés (1.4.4)-(1.4.6). A priori,
les conditions (1.4.4)-(1.4.5) sont trivialement vérifiées, de plus pout tout x €  on obtient

par une intégration par parties

/ Myawdy = [ M) (n/ra)do,
ri<|y|<ra [n|=r2

- M (z,n)(ni/r1)doy.

Inl=r1

En faisant le changement de variable y = % (resp. y = %) dans la premiere intégrale du

second membre de la précédente égalité (resp. dans la deuxieme) on obtient
/ M;(z,y)dy = M (z,ron)niry ™~ do,
r1<]y|<r2 |n|=1

- M (z,ryn)niry~ ' do,.
Inl=r1
et donc par ’hypothese d’homogénéité on obtient

/ M;(z,y)dy =0, pout tout 0 < ry; < rg,
r1<[y|<r2

on a alors

ki )
/ (a:ny) dy =0, pout tout m € N*
1<|y|<1+1/m Y|

et donc par le théoreme de convergence dominée on obtient

/‘ ki(z,y)dy = 0,
ly|=1

on a donc vérifié la propriété (1.4.6), ce qui termine la démonstration.

Le théoreme suivant est di a Calderon-Zygmund, voir par exemple [18].

Théoréme 1.3.3 (Théoreme de Calderon-Zygmund). Supposons que K(x,y) est un
noyau singulier. Alors, si

fe LY R"),1 < q< oo,
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la fonction suivante est bien définie

(1.3.10) P) =l | K)oy

pour presque tout x € et appartient a LI(R™). De plus, on l'inégalité suivante
(1.3.11) 1llg < ellflo-

La constante c est de la forme

(1.3.12) c(gn) ||kl Lo mnxa1)-

le théoreme suivant est une conséquence importante du théoreme de Calderon-Zygmund
da a Agmon, Douglis, Nirenberg ([6] théoreme 3.3).

Théoreme 1.3.4. Considérons le noyau suivant

w(x' /x| x,/|x
K(2'\2,) = ( /|’93|‘”1/‘ D, ¥ = (21, Tp1).

Supposons que D;K, i =1,...n, et D2K sont continues dans R? et bornées dans I’hémi-

spheére R, NS, par une constante positive k. Supposons de plus que
(1.3.13) / | o(2',0)dz’ = 0.
a/|=1

Posons ¥ = {x € R" : z,, = 0} et soit O est fonction telle que

P e LX), et [Pli_1/qq < 00,
alors la transformation intégrale
(1.3.14) u(a' x,) = / K (2" 2,)®(y)dy'

b

appartient a LY(R") et on a Uinégalité suivante:
(1.3.15) [u1,g < ck[Pli-1/g.q5

avec ¢ = (n,q).



CHAPITRE 2

Résolution de quelques problemes aux limites

2.1 Un probleme lié a ’opérateur de divergence

Formulation du probleme

Le probleme consiste, essentiellement, a représenter une fonction scalaire comme la
divergence d’une fonction vectorielle dans un espace de fonctions adéquat et déterminer
les estimations correspondantes, ces estimations jouent un role trés important dans I’es-
timation de la densité (chapitre 3), les principales références sont [3] [9].

On considere un domaine {2 borné dans R", n > 2. Voici ’enoncé du probleme: soit
f e LYQ)

tel que

(2.1.1) /Qf:()

trouver une fonction v : 2 — R tel que
v e W, ()
(2.1.2) Vov=f

[Vllg < el fllq

17
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Ou c est une constante qui dépend seulement de n, ¢, et €.
La démonstration donnée ici, suit approche de Bogovskii (1979, 1980), basée sur une
formule de représentation explicite de la solution dans le cas ou le domaine est de forme
particuliere, en suite étendre pour des domaines plus généraux. Nous allons d’abords
résoudre le probleme pour des domaines étoilés.
Définition 2.1.1. On dit qu’'un domaine §2 est étoilé par rapport a un point xo € € si il
existe une fonction positive h : 0B — R tel que
Q= {x e R |z — x| < h(m)}
|z — ¢
On dit que S est étoilé par rapport a une boule B si il est étoilé par rapport a chaque point
de B.
Lemme 2.1.1. Soit Q un domaine localement lipschitzien. Alors il existe m domaines
Gy,....,G,, et m boules ouvertes By,...,B,, tel que
(i) 0Q Cc U™, Gy;
(ii) Les domaines Q; = QN G0 = 1,...;,m, sont localement lipschitziens et étoilés par
rapport & B; avec B; C Q.
Démonstration. Soit z, € 0. Par hypothese, il existe une boule B,.(zg) et une

fonction ¢ = ((2'), ' = (21,...,2,_1) € D C R" 1 olt D est domaine, tel que
(&) = NI < wlg" =], &' €D,
pour un certain £ > 0, les points = (2/,2,,) € 9Q N B,.(xo) satisfont
r, =((2"), 2" € D,
et les points x € 2N B,(xg) satisfont
r, < ((2), 2’ € D.

Nous prendrons zy comme origine des coordonnées. Notons par yo = (0,...,0,y,,) les points
de € qui sont intersection de I'axe z,, avec B,.(z¢) et considérons le cone I'(yo,cr) de vertexe
Yo, axe xn,et d’angle de révolution a < 7. il est facile de voir que, pour a suffisamment
petit, pour tout rayon p appartenant a I'(yp,«) et commencant par le point yg, coupe

092 N Br(xg) en un seul point. En effet, supposons que p coupe 92 N Br(xy) en deux
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points z(M et 2 et notons par o < a I'angle formé par p et 'axe des x,. Quite & faire
un changement de systéeme de coordonnées en effectuant une rotation autour de I'axe des

x, on peut supposer sans perte de généralité

et donc on aura

tana’ = ) l
< 21 707-'-a0) — Un
(2)
tana/ == 5 “1
<(21 ,0,...,0) - yn
ce qui implique
’C(zg)aoa'-'uO) - C(Z£2)707“'70)| _ 1 > 1
|z§1) - 252)| tana/ — tana’

donc

tana < —,
2K

ce qui constitue une contradiction, i.e., p coupe 02 N Br(xo) en un seul point. Notons a
présent par o = o(z) l'intersection de I'(yy,«/2) avec le plan orthogonale a I'axe des

au point z = (0,...,2,,) avec z, > y,, et posons
R = R(z) = dist(0o,2).

En prenant z suffisamment proche de y, (par exemple, z = %), o(Z) serai entierement
contenu dans 2 et, de plus, chaque rayon commencons par un point de ¢(Z) et contenu
dans I'(yg,/2) coupera I'axe z,, avec un angle plus petit que « et donc, par ce qui a été
démontré plus haut, coupera 92 N B,(xy) & un seul point. Soit C' un cylindre dont I'axe

coincide avec I’axe des x,, et tel que
C'NoQ = T'(yo,a/2) N O

et donc, en posant

G=0CnN BT(ZL‘())7

on a, G est localement lipschitzien et G N €2 est étoilé par rapport a chaque points de la

boule Brz)(Z). Comme xy € 02 est arbitraire, on peut recouvrir J€2 par des domaines du
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type de G, et comme 0f2 est compact on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini
{G4,...,G, } satifaisant a toutes les conditions du lemme, CQFD.
Corollaire 2.1.1. Soit Q0 un domaine borné et locallement lipschtizien, alors il existe
des domaines {Q,.... 0} et des boules ouvertes {By,...,B,,} avec B; C 4, pour tout
1 =1,..m, tels que
(i) Q=ur,Q;
(ii) € est étoilé par rapport a By, i = 1,...;m.

Démonstration
Par le lemme 2.1.1 il existe m domaines localement lipschitzien Gi,...,G,, tels que ; =
QN G; est étoilé par rapport & une boule B; avec B; C Q; et vérifiant la propriété (i). Soit
Go un domaine vérifiant Gy C Q tel que {Go,G1,...,G,} forme un recouvrement ouvert
de Q. Comme © est borné, on peut trouver v boule ouvertes G,1,...,Gmiy tel que

m+v
Gy C U G

i=m+1
m—4v

U Gi} c Q.

i=m+1

Il s’en suit donc que
g - {Gla"'aGTrL?Gm-i-lv"'aGm-i-l/}

est un recouvrement de Q avec Q C UTY | G;. Posant

Qz:QﬂGl, izl,...,m—l—u

il est clair que €;, vérifie les propriétés (i)-(ii).

2.1.1 Existence dans des domaines étoilés

Lemme 2.1.2. Soit Q C R"n > 2, un domaine étoilé par rapport a une boule Br(xy) C
Q. Alors pour toute fonctions f € L(Q) satisfaisant la condition (2.1.1), le probleme

(2.1.2) admet au moins une solution v. De plus, la constante ¢ admet ['estimation suivante

(2.1.3) ¢ < co[5(Q)/R"™(1 + 6(Q)/R),
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avec cg dépendant seulement den et q. S1 f € C3° alors v € C5° .o e '
o dépend ! d q. Si f € C5°(Q) al G (). Si f € W™(€),

alors v € W"H9(Q) et vérifie l'estimation suivante
(2.1.4) VY lmg < cllfllm.q

ot ¢ satisfait a (2.1.3).

Démonstration
Supposant d’abord que f € C§°(£2). On sait que 'opérateur de divergence est invariant
par translation, il suffit donc de démontrer le lemme pour un domaine €2 étoilé par rapport
a la boule centrée a 'origine de rayon égal a 1 qu’on notera par B.

Soit w une fonction de C§°(R™) tel que
(i) supp(w) € B,

(ii)) [pw=1

On va montrer que le fonction vectorielle

V(x):/QF(y)[|;__ng|n /OO w(y+s|i:z|>3”_lds]dy

|z—y|
- / F(y)N(z.y)dy

résout le probleme (2.1.2). En faisant le changement de variable r = = dans l'intégrale

(2.1.5)

(2.1.5) on obtient la forme equivalente suivante de v

(2.1.6) via) = [ P =) [ty o pyr-tar]dy

Et un autre changement de variable nous donne

(2.1.7) v(a:):/QF( )y LY [/Ooow(xwé:z‘)(yx—yyw)“%ﬂdy

Y n
[z — |

(Pour obtenir (2.1.7), on effectue le changement de variable s = |x — y| 4+ r dans (2.1.5))
Montrons que v € C3°(R™). Faisant le changement de variable z = z — y dans (2.1.6), on

obtient

(2.1.8) v(z) = /Q [f(x —2)z /100 w(z —z+ rz)r”’ldr] dz

Il est clair que v € C*°(R"™), pour le montrer, il suffit d’appliquer sur (2.1.8) le théoreme
de différentiation des intégrales dépendants d’un parametre.

Posant

E={zeQ:z=21+1—XNz, 2z €supp(f), zo€ B, Ae€l0]1]}.
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Il est clair que E est fermé, et si z = A(z1 — 22) + 22 € F alors on a pour Z € B, et comme

Q) est étoilé par rapport a chaque point de B,

2 =2 = [M(z1 — 2) + 20 — 2| < h(M) 12 < sup h(z) + 2,
|Zl - 22’ r€IB

et donc E est borné, on en déduit que F est un sous ensemble compact de 2. Fixons

r € Q— E. On a pout tout y € supp(f) et pour tout r > 1,

y+r(x—y) £B

par conséquent, w(y + r(x —y)) = 0, i.e., par (2.1.6), v(z) = 0. On conclut donc que

(2.1.9) v € Cg°(Q).

Comme f est a support compact dans {2 on peut quand c’est nécessaire, remplacer I'inté-
gration sur {2 par une intégration sur R".

On a en dérivant (2.1.5)

Djvi(x):/QF(:U)DjNi<x7y)dy~

Soit « un point de € et B.(z) une boule appartenant a 2, en divisant R" en B.(x) et

B.(z)¢ et en intégrant par parties dans 'intégrale sur B.(z) on obtient

Dﬂ&ﬂzl%wF@MMaw@+/

Be(z)

mwmmmmwf/ Fly) 22 N,(w,y)do,.

OB (z) |z —y|
Il est clair que

lim F(y)Ni(zy)dy = 0,
e—0 BE({L‘)

on en déduit donc

@110) Dyule) =t ([ F@DN@gdy+ [ PO)TTLN s,
e—0 Be(z) OBe(x) |.1' - y’

€

On a

. Tj—Yj (Ij yj) (:L’l yi)
2.1.11 lim F(y)~2 Ni(x,y)do, = F(x / w(y)dy.
( ) =0 lx—y|=€ ( )|$ y| ( ) Y ( ) Q |‘I Z/|2 ( )

En effet, notons par I, U'intégrale de gauche de (2.1.11). En utilisant la formule suivante

valable pour toute fonction f: R"™ — R continue et intégrable

e [
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on obtient

/Q (2 — y;)(zi — yz‘)w@)dy :/n (2 — y;) (i — yz‘)w@)dy

|z — yl? |z — yl?

:/OOO (/x_m:s (z; 75&(;;; yz‘)w(y)doy)ds,

en faisant le changement de variable z = ¥ et en appliquant le théoreme de Fubini on

obtient

/Q (25 — yj) (2 — yi)w(y)dy _ /Zl:l |:Z121 /Ooow(x + rz)r”_ldr] do,.

|z — y|?

D’autre part, on a

I(x) = /xy|:e F(y) (z; — )@ — ) [/GOOW(?J ps Y )s”_lds} doy,

|z — y[nHl lz —y]

en faisant le changement de variable z = =, on obtient

I(z) = [4:1 [ZZ'ZjF(x — €2) /eoow(:): + (s — E)Z)s"_ldr] do..
N /|Z|:1 [Zisz(x —€2) /OOO w(z +rz)(r+ 6)”_1dr] do..

Montrons a présent (2.1.11), on a d’aprés ce qui précéde

A (z) =

1) = Fa) [ BB )
Q |z =yl
:‘ / [zisz(x —€2) / w(x +rz)(r+ e)”*ldr] do,
z|=1 0
- F(x)/ [zzz]/ w(x + rz)r”’ldr} doz’
|z|=1 0
Comme (r + €)" ' = 7"~ + o(1) au voisinage de ¢, on obtient donc, pour € — 0

Adz) < /||=1 \F(z) — F(z — e2)|do + o(1),

ce qui montre (2.1.11). Nous allons maintenant montrer que lim,_, fBg(x) F(y)D;N;(x,y)dy
existe.

On a, pour y fixé dans (2.1.6)
D;iNi(z,y) =D;(x; — y;) [/ w(y +r(r — y))rnfldr}
1
(2.1.12) :5@/ oy + r(z — ) Ldr
1

T (i — ) / " Dyly + e — ) dr
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en effectuant le changement de variable s = |x — y|(r — 1) on obtient

5ii o0 _
DjNZ-(x,y)zl J| / w(x—i—rﬁ y|)(|x—y|+r)”_1dr
T — n €xr —
(2.1.13) g_; . Y .y
+;/ Dw(m—i—r ) x—y|+r)"dr
z =yl o FETTANEEE

En developpant les deux expressions (|z —y|+7)" et (Jz —y|+7)""! en utilisant la formule

du bindme, on obtient la décomposition suivante de D;N;(z,y)

(2.1.14) D;Ni(z,y) = Kij(v,x — y) + Gij(z,y),
ou

kom0 —
(2.1.15) Ky —y) = M@ = Y)

[z =yl
avec
> LY\ n1 i —yi 7 T—Y\ n
ki-(x,x—y)zéi‘/ w<x+7“ >7" d7“+—/ D-w(:v—l—r )r dr
’ " Jo |z =y o=y Sy |z —y]
et on a l'estimation suivante pour Gj;
5(0) n—1

(2.1.16) Goloa)| < iy €

Ou ¢ = c(w,n). Il est clair que, pout tout i et j, K;;(x,z) est un noyau singulier. En effet,
ki;j(z,z) satisfait a toutes les conditions (1.3.4)-(1.3.6), A priori, les conditions (1.3.4)et

(1.3.5) sont trivialement vérifiées. De plus,

/ kij(x,2)dz zéij/ [/ w(z —1—7“2’)7“"_1(17’] dz
|z]=1 |z|=1 0

+/ zz[/ Djw(m—i—?“z)rndr]dz
|z|=1 0

- / [6,0(5 + ) + y:Dyw(z + y)ldy = 0

et donc la condition (1.3.6) est aussi vérifiée, il suffit maintenant d’utiliser le théoreme
de Calderon-Zygmund pour conclure.

On peut a présent réecrire (2.1.9) sous la forme suivante

Djvi(x) = lim - )Kz‘j(l’,x —y)F(y)dy + /QGz‘j(%y)f(y)dy
(2.1.17) n F@)/Q (; ]Egz(zr; 9 () dy

=F(x) + Fy(z) + F5(x).
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On va maintenant montrer que (2.1.5) est une solution au probleme (2.1.2). Remarquons

d’abord

Ha) = [ B0

|z — yl?

:/ Zizgw(a:—l— z)dz,

et donc
(2.1.18) iHn(iL‘) = /Qw(x + 2)dz = 1.
i=1
De (2.1.10)-(2.1.12), (2.1.18) et de la propriété (i) de w on a
V.ov(z) =Vip. /Q F(y) (n /loo Wy + r(z —y))r"Ldr
+ zn: /100(9% —yi) Diw(y + r(z — y))?‘") dy
i=1

+ZF(x)/Q(xi_yi)($i_yi)W(y)dy

|z —y|?
~Vp. /Q Fi)[n /1 " oy + (@ — ) dr
+ /loo (Sl + (e ) )dr]dy + F(o)
=Vp. /Q F(y) [/Ooo d%(w(y +r(r— y))?"”)dr] dy
+ F(a:)

= —w(x) /ﬂ F(z)dx + F(x)

ot le signe V.p. désigne la valeur principale de Cauchy, et comme la valeur de 'intégrale

de F sur €2 est égale a 0, alors
(2.1.19) Vv(x)=F(z)x € Q,

Il reste a vérifier que v satisfait 'estimation de (2.1.2). Pour 1 < ¢ < oo, par le théoreme

de Calderon-Zygmund on obtient

1F1llq < il Fllg

I'inégalité de Young et (2.1.13) nous donnent

1£5]lg < caa ()" F'llg-
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et finalement, on a I'estimaton suivante de Fj
[E3llg < 20 ()| Fl4-

Les constantes ¢y et c3 dépendent de w,n,q et ne dépendent pas de €2, pour la constante
¢, elle est majorée par (1.3.12) donnée dans le théoreme 1.3.3 de Calderon-Zygmund, on
a

|kij(z,2)] < /00 w(@ + r2)|r"tdr + /00 |Djw(z +rz)|r"dr
D’autre part pour |z| = 1,Osi r > ||z — 2|, alors ||z 0+ rz|| > 1 et donc w(z +rz) = 0, en
effet

le+rz|=|le—z+Q4+r)z]| >1+7r)—|lz—z]| >1

par conséquent

e < sup  Jki(7,2)] < ead ()" (1 4 6(2)),

z€Q,|z|=1

ol ¢4 = ¢4(n,q,w). En combinant les inégalité précédente on obtient
(2.1.20) VI1g < cg6(82)" (1 + 0(0))[[ F'll

en utilisant l'inégalité de Poincaré sur (2.1.20) on retrouve I'estimation (2.1.23).
Pour compléter la démonstration du lemme il nous reste a montrer la solvabilité pour
f € LYQ). Soit f € L) vérifiant la condition (2.1.1) et {f,} C C§°(Q) une suite de

fonctions convergeant vers f dans L9(€2). alors, la suite de fonctions

gm:fm_gp/fma m € N
Q
avec

¢ € G5 (%), /90—1

Q
converge aussi vers f dans L9(€2), et on a fQ gm = 0,¥Ym € N. par ce qui précede, pour

tout m € N il existe une solution v, € C°(€2).La suite v,, vérifie I'estimation (2.1.23),
on peut donc en extraire une sous suite qui converge faiblement dans Wy ?(Q) vers une

fonction v € Wy (Q). il est clair que v est solution du probleme.

2.1.2 Existence dans des domaines plus généraux

Le but de cette sous-section est d’étendre le résultat précédent pour des domaines plus

généraux.
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Lemme 2.1.3. soit Q € R", n > 2, tel que

N
Q=) N>1,

k=1
Ou chaques Qy, est un domaine étoilé par rapport ¢ une boule ouverte By, tel que By, C Qy,
et soit f € L1(Y) une fonction satisfaisant (2,1). Alors il existe N fonctions f tel que
pout tout k =1,....N:
(i) fe € LY()
(ii) supp(fi) C
(iii) Jp, S =0
1v) [[fells < Cllfllg

Démonstration

Le cas N =1 est trivial. Supposons donc N > 2, posant

N
Di: U Qs, et FZ:QZQD“ 1= 1,,N—1

s=i+1

Comme € est connexe, on déduit que F; ~@ et donc |F;| > 0. Posant

fla)y =08 [ f sized
0 SiIL‘EDl—Ql

fi(z) =

11— xalf(@) -2 [ f size D

gi(z) = .
0 Sll‘GQl—Dl

Ou x; est la fonction caractéristique de I’ensemble F}. on a les propriétés suivantes

f=h+on

supp(fi1) € Q1 , supp(gi) C Dy

fl < Lq<Ql) , g1 € LQ(D1>

Pour montrer la premiere assertion il suffit de remarquer que

Q= (D1 —Ql) U(Ql —Dl)U (leDl)
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les autres sont évidentes. Pour les mémes raisons, on peut décomposer g; comme suit

= fo+ g0

ou fy et go sont des fonctions de L(€)y) et L9(Dsy) respectivement, et vérifiant

o = o=

supp(f2) C Q2 , supp(gz) C Do

On obtient ainsi par cette procédure le schémas d’itération suivant pour déterminer des

fonctions fr. On pose go = f et pout k =1,....N — 1

f six € Dy
0 Sil‘EQk—Dk

(2.1.21) () = [1 = Xk]gr—1(

avec Iy = QN Dy et xi est la fonction caractéristique de Fy, les fonctions fi sont données

par

gk—l(x)_ ‘Fk‘ fQ Jk—1 Slerk
0 sixze Dy, —Q

(2.1.22) fulz) =

fn(x) = gn-a(x)
Les relations (2.1.21) et (2.1.22) définissent completement les fonctions f et les propriétés
(1)-(iv) sont vérifiées. Il reste & montrer 'estimation (v), en utilisant I'inégalité de Holder

dans (2.1.22) on obtient pour k = 1,....N

1 fillaoe < Nlgrmtllgo (L + [FY7H Q" 719) x (1 + [ By [V Doy — Qe |19).

En estimant ||gx_1||,0 en terme de ||gx—2||40 et ainsi de suite on obtient (v).
Les lemmes (2.1.2) et (2.1.3) nous permettent de démontrer le théoreme suivant du a
Bogovskij.

Théoreme 2.1.1. Soit Q un domaine borné de R™, n > 2, tel que

ou chaque Sy, est étoilé par rapport a une boule ouverte By, tel que By, C Q. Soit f € L1(Q)
vérifiant (2.1.1), alors il existe au moins un solution v de (2.1.2). Si f est a support

compacte dans §2, alors v l’est aussi.
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Démonstration
On décompose f comme dans le lemme précédent, on construit dans chaque domaine €,
une solution v de (2.1.2) qui correspond a la fonction fi,k = 1,...,N. Nous étendrons les

fonctions v, par 0 en dehors de €2, il est clair que la fonction

appartient & W, 9(Q) et est une solution de (2,2;). De plus on a du lemme 2.1.2 et dla

propriété (v) du lemme 2.1.3, on a

N N
(2.1.23) Vling < D Ivkllg < e llfilly < cCllf N
k=1 k=1

ce qui montre la premiere partie du théoreme. Montrons la seconde partie, on définit pour

tout € le domaine suivant
Q,(Cp) ={reR": 3y e Qx=py},

oupe€ (1/2,1). On a

Q,(cp) C Q, pout tout k=1,....N,

et si )y est étoilé par rapport a la boule Br(xqy), alors Q,(Cp ) est étoilé par rapport a la

boule B,r (o). Posant

0 = Ug:lQl(cp)

et soit par p; € (1/2,1) un nombre tel que

0 est connexe

supp(f) C Q)

pour tout p € [p1,1). En vertue du lemme 2.1.3, on peut décomposer f en une somme de

N fonctions f{ vérifiant les propriétés suivantes:
fre LYY, supp(ff) c Q) /(p) =0, k=1,.,N.
Qk
De plus, en tenant compte de

21 = "1l 197 N QL] = 0719 N Qe
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on obtient de la propriété (v) du lemme 2.1.3

(2.1.24) 172 lle < Clifllg

ou C' est une constante dépendant de €2, mais ne dépend pas de p € [p;,1). On résout
le probleme (2.1.1), (2.1.2) dans chaque Q") et on note vi? € Wo(Q) la solution

correspondante. Prolongeant V,(f ) en dehors de Q,(f ) par zéro, on pose alors

N
vie) — Z V](CP)7
k=1

la fonction ainsi définie vérifie ’équation (2.1.2,), appartient a VVO1 9(Q), et elle est a sup-
port compacte dans 2. De plus, en procédant comme dans (2.1.23) et en utilisant (2.1.24)
on trouve que v* satisfait a (2.1.23) avec une constante ¢ dépendant seulement de n, ¢ et

de €2, et elle est indépendante de p donc de f, ce qui termine la démonstration du théoreme.

Remarque 2.1.1. D’aprés le corollaire 2.1.1, les domaines locallements liptschitziens
satisfont a I’hypothése du théoréeme 2.1.1, il existe aussi une classe de domaine plus large
que la précédente qui satisfait a I’hypothése du théoreme 2.1.1, les domaines qui vérifient
la propriété du cone, en effet d’aprés le théoréeme de Gagliardo (théoréme 4.8 [1]) un
domaine qui posséde la propriété du cone peut étre représenté par une réunion finies de

domaines locallement liptschitzien.

Corollaire 2.1.2. Considérons le probléeme suivant

V.v=F,
v e Whi(Q), dans Q.

v =a, sur 0f,

ot ) un domaine locallement liptschitzien de R™, n > 2. Supposons

Fe L), ac WY219Q), 1< q < oo,

/F:/ a-n.
Q o0

Alors, le probléeme admet une solution v et on a l’estimation suivante

tel que

(2.1.25) IVllg < clllFllg + llalli-1/q.qc00))
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Démonstration
Il existe une fonction A € WhH4(Q) telle que 79A = a, on cherche alors une solution v de
la forme v = u+A ol u est une solution au du probleme (2.1.1)-(2.1.2) avec f = F—V-A

dont I'existence est assuré par par le théoreme 2.1.1, et on a 'estimation suivante
Vllg < clllfllg + 11V - Allg).

par conséquent on obtient en particulier I'inégalité (2.1.25).
Nous allons a présent étendre le théoreme 2.1.1 pour des fonctions f plus réguliere et
obtenir de ce fait des solutions v plus régulieres.
Lemme 2.1.4. Soit Q un domaine borné et localement lipschitzien. Alors il existe un
recourvrement ouvert {G1,....Gm,Gmi1,sGmiw} de Q0 tel que
(i) Q= QNG; est étoilé par rapport & une boule B; avec B; C € pouri=1,...m +v;
(il) 0Q Cc U™, Gy;
(iii) Q = U Q,.
De plus, si f est une fonction de C§°(2) et satisfaisant (2.1.1), alors on a la décomposition
f =" f; ou les f; vérifient les conditions suivantes
(iv) fi € C5o(u);
(v) fg Ji=0;
(vi) [fillmg < Cfllm.g, pour tout m >0 et q¢>1,

Démonstration
Par le lemme 2.1.1 il existe m domaines localement lipschitzien G1,...,G,, tels que ; =
QN G; est étoilé par rapport & une boule B; avec B; C €; et vérifiant la propriété (ii). Soit
Go un domaine vérifiant Gy C Q tel que {Go,G1,...,G,n} forme un recouvrement ouvert
de Q. Comme © est borné, on peut trouver v boule ouvertes Gt 1,...,Gmiv tel que

m+v
Gy C U Gi

1=m+1

m—4v

{ U Gi}cﬁ.

i=m+1

Il s’en suit donc que

g - {GlamaGm)Gm—I—l7"'7Gm+V}
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est un recouvrement de Q avec Q C UMY | G;. En posant

Qz:QﬂG“ i:17...,m+V

on obtient les propriétés (i)-(iii). Soit a présent f € C5°(€2), montrons 'existence des f;

satisfaisant aux propriétés (iv)-(vi). Soit

{’wla”wwm-‘rl/}

une partition de I'unité subordonnée au recouvrement G, i.e.
(a) ¥ € C2(Gy), i=1,..m+v;
(b) Z:’zy i(x) =1, pour tout z € .

posant
m-+v m—+v

Dy=J 2 W= i)
=2 =2
Remarquons que

Yy(x) + WUy(x) =1, pour tout z € Q

on peut donc décomposer f en une somme de deux fonctions f; et g; tels que

flzwlf—Xl/QT/Jlf,

91=‘I’2f—X1/\I’2f>
Q
ou

XlECgO(leDQ), /Xlzl
Q

Comme ¢ € C3°(Gy) et f € C°(Q), il s’en suit immédiatement que
f1 € 080(91)

et on a de plus,

m m+v
U, = g;/m + Azlwi(x)
1= 1=m-+

on rappelant la définition des Gy,...,Gp,Gris1,e.,Gpw €6 que f € C3°(Q2), on déduit que
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e[

On décomposer en suite g; par la méme procédure. Plus précisemment on pose

Il est clair que

m—+v m—+v

Dy = LJg i, ¥3= Zg Yi(z)

et
fa = 12g1 — Xz/ hagn,
Q

g2 = Vsg1 — Xz/ Us f,
Q
ou

XQECSO(QQQD3)7 /Xg—l
Q

De l'expression de g; et de la propriété (b) de la partition de 'unité, on obtient la forme

equivalente suivante de fs:

fa :7?2(1 —wl)f—Xl%/Q(l —iﬁl)f—Xz/sz(l —1/11)f

o /Q o /Q (1 -,

ce qui montre que fo € C§°(§22), et la propriété (vi). De plus,

g1 = fo+ 92, 92 € C;°(D3),

Jo o= Jp =

En s’inspirons du schéma d’itération utilisé dans la démonstration du lemme 2.1.3 on
établi les propriétés (iv)-(vi) pour tout i = 1,...;,m + v.
Le rédultat précédent nous permet de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 2.1.2. Soit 2 un domaine localement lipschitzien de R™, n > 2. Soit
few (), m>0, 1<q< oo,

satisfaisant & (2.1.1), alors il existe un solution au probléme (2.1.2) v € WJH9(Q)
vérifiant (2.1.2) et . De plus, si f € C5°(2) alors v € C§°(2).
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Démonstration
Supposons que f € C§(€2), notons par §2; et f; les domaines et fonctions introduits dans
le lemme 2.1.4, et soit v € C§°(§2;) la solution du probleme (2.1.1)-(2.1.2) donnée par le

lemme 2.1.2. Par le lemme 2.1.2 et le lemme 2.1.4, on a

IVYillimg < cllfllm.q

ou ¢ = ¢(n,q,Q2). Donc la fonction
N
VvV = Z Vi
i=1

appartient a C5°(2) et satisfait (2.1.2) dans et 'inégalité
(2.1.26) IVVillmg < ¢l fllm.q

Supposons que f € Wi (Q), m > 0, 1 < ¢ < oo. Soit {fx} une suite de fonctions
de C§°(2) vérifiant (2.1.1) et converge vers f dans W;"(Q) et soit {v.} les solutions
correspondantes. Par I'inégalité de poincaré on trouve que {vy} est borné dans W" ()
on peut donc en extraire une sous-suite qui converge vers une fonction v € Wy" +1"I(Q)

qui est solution de (2.1.2;) et satisfait 'estimation (2.1.4).
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2.2 Le probleme de Stokes dans des domaines bornés

le systeme de Stokes modélise un écoulement d'un fluide visqueux incompressible de
mouvement indéfiniment lent, il s’agit d’une approximation du systeme d’équations de
Navier-Stokes incompressible(ou le terme nonlinéaire est négligé).
Nous allons considérer le cas stationnaire. Soit {2 un domaine borné de R", le probleme

de Stokes est décrit par le systeme suivant

Av =Vp+ f,
(2.2.1) v prt dans ).

Vv=yg,

assujetti aux conditions aux limites
(2.2.2) v =v, dans 02

et comme () est borné, la fonction vy doit satisfaire la condition de compatibilité:

(2.2.3) / Vo - ndo, = / gdz.
o0 Q

Le but de cette section, est de montrer I'existence, I'unicité, et la regularité d’une solu-
tion pour le probleme, (2.16)-(2.18). Nous allons suivre pour cela, ’approche classique de
Cattabriga basé sur les idées de Agmon, Douglis, et Nirenberg. Cette méthode consiste
a transformer le probleme a un autre probleme analogue dans l’espace tout entier et le
demi espace en utilisons une procédure de localisation, la démonstration dans R" et R’}
de 'existence et I'unicité de la solution devient plus facile, dans la mesure ou on peut

fournir une solution explicite du probleme.

2.2.1 formulation variationnelle

Considérons le cas homogene, i.e., g = 0 et v = 0, alors on a la définition suivante:

Définition 2.2.1. une fonction v : 2 — R"™ est dite solution faible pour le probleme de

stokes ssi

(i) v eV (V estlespace défini dans le chapitre 1);
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(i) v vérifie l'identité
(2.2.4) (Vv,Vp)=—<fp >, pout tout p€V.

Remarque 2.2.1. Pour justifier la formulation variationnelle du probleme , on procéde
formellement comme suit; soit v,p deux solution classique de (2.2.1). Multiplions (2.2.1);

par une fonction p € C°(Q) telle que V- =0, i.e., ¢ € V. On trouve

/Av-gpdx—/Vp-@d:c—l—/prdx
Q Q Q

en intégrant par partie les deux membres de ’égalité par partie on trouve
ov

/VU:Vgodx— gpda(ac):/pV~g0dx—/ pn-gpda(x)—/f‘90d$-
Q 20 On Q oQ Q

:—/aﬂpn-gpda(x)—/ﬂf-gpdx.

en tenant compte de (2.2.1), on obtient

(2.2.5) (Vv,Vp) = /QVV :Vp = —/Qf cpdr = —(f,p) Yo e V.

Et donc par continuité (2.2.5) est vérifiée dans la fermeture de V dans H(2). Si le
domaine Q est locallement liptschitzien alors par (2.2.2) v € H}(Q2) et comme V -v =0
on en déduit grace au théoreme 1.2.4 que v € V.

Remarquons que la fonction p n’apparait pas dans (2.2.5), a vraie dire, dans le calcul
servant a trouver (2.2.5), si ¢ € C§(S2) non necessairement solenoidale, on trouve au

liew de (2.2.5)
(2.2.6) (Vo,Vp) == < fio > +(p.V - ¢), pour tout ¢ € C5°(Q).

On peut, au fait, pour f assez réquliere associer a tout solution faible v une fonction p,
qui est dans notre cas la pression, tel que (2.2.6) soit vérifiée, plus précisemment on a le
lemme suivant

Lemme 2.2.1. Soit Q) un domaine borné et locallement liptschitzien de R™, n > 2, et
fe H'(Q), 1< q<oco. Une fonction vectorielle v € V satisfait (2.2.5) si et seulement
si il existe une fonction p € L*(Q) tel que (2.2.6) est vérifiée pour tout o € C5(€2).

Démonstration
L’implication inverse est évidente, montrons I'implication réciproque. Soit v € V' et véri-

fiant (2.2.5), ceci implique d’aprés le théoreme 1.2.5 que les traces yov; = 0 dans H'/?(()
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et que V- v = 0. Comme D;v € L?(2), i = 1,...n, on en déduit grace aux théoreme que

Av € H7Y(Q), en intégrant par partie (2.2.5) on obtient
< Av —f.p >=10, pour tout ¢ € V.
Et donc d’aprés le théoreme 1.2.1, il existe p € L*(€2) tel que on ai au sens des distribution
Av—f=Vp

i.e., on obtient la relation (2.2.6).

Théoreme 2.2.1. Soit €2 un domaine borné locallement liptschitzien de R™. Considérons
le probléme de Stokes (2.2.1)-(2.2.2) et supposons £ € H1(2), g € L*(Q), vo € H/2(Q),
tel que (2.2.3) est vérifiée. Alors le probléme (2.2.1)-(2.2.2) admet une solution

v e HY(Q), pe L*Q).

v est unique et p est unique a une constante prés.

Démonstration
Dans le cas o vg = 0 et ¢ = 0 on a vu que le probleme est réduit a trouver v € V vérifiant
(2.2.5). le théoreme de Lax-Milgram appliqué sur la forme bilinéaire a(u,v) = (Vu,Vv)
et la forme linéaire b(v) = — < f,v > dans l'espace de Hilbert V (V est séparable car
il est un sous-espace fermé de H}(2)) nous donne une solution unique v au probleme
homogene.

Considérons le cas non homogeme. D’aprés le corollaire 2.1.2 il existe v; € HY(Q) tel que
V-vi=g, vi =vy dans 0f).

En posant u = v — vy, on voit que le probleme (2.2.1)-(2.2.2) est réduit au probleme de

Stokes homogene suivant:
Au+Vp=f—Av, € HQ),
V-u=0,
u=0, sur 09,
qui admet donc une solution u, p unique (p unique a un constante prés) et donc de v et

p-
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2.2.2 Existence, unicité, et estimations en norme [’ dans ’es-

pace entier. La solution fondamentale de Stokes

Le but de cette sous-section est d’établir 1'existence et 'unicité du probleme de Stokes
dans 'espace entier et établir des estimations adéquate sur les solutions. Ceci nous per-
mettra de dériver des estimations intérieurs des solutions du probleme de Stokes dans des
domaines borné aux paragraphe 2.2.4
Nous fairons dans toute la suite la convention d’Einstein sur la sommation répétées des

indices. On considére le tenseur symétrique U et le champ de vecteur q définis par la

relation
5’2
Uij(x —y) = (0ij — 55— ) ®(lz — y])
(2.2.7) ( 5 ayiay)
gj(r —y) = —5—Ad(x —y),

8yj
ot z,y € R", §;; est le symbole de Kronecker et ® est une fontion arbitraire de R, qui est
de classe C* pout ¢t /0. Notons que d|x — y|/dz; = —0|z — y|/dy;, on obtient par un
simple calcul de (2.2.7) pour x Ay et pout z,y = 1,....n

0
AUii(x —y) + %qj (x —y) = 6,;]-A2<I>(a: —y)

"0
; a_inij(w —y)=0.

Il suffit donc de choisir & comme solution fondamentale de 1’équation biharmonique. On

(2.2.8)

a donc pour n = 2,

O(|x — y|) = |z — y|*log(Jx — y]) /87

et on a
1 1 T — Yi) (X — vy,
““‘w:‘ﬂém%m—m+< m¥ﬁ :
(2.2.9) T
_ J j
T
Pour n =3, on a
[z —y|
Ol — yl) =~

les champs de vecteurs U et q deviennent

I v — i) (25 — Y,
Oste =) =~ [+
(2.2.10) R
q;(x —y) =

T dnfe -y
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Pour n > 3 on obtient
1 51']'
2n(n — 2)w, Lz —y|*—2
L zj—vyj

)(fﬂi —yi)(z; — y;)

Uy(z —y) = +(n—2

(2.2.11)
gz —y) =

Pour ce choix de @ il s’en suit que les champs de vecteurs (2.2.9) et (2.2.10) satisfont pour

T Y

0
AUsj(z —y) + 8_xiqj(x —y)=0

"0
; 8_:UiUij(x - y) =0,

La pair U,q est appelée la solution fondamentale de ’équation de Stokes.

(2.2.12)

Il est facile d’obtenir des propriétés asymptotique de U et de q, les estimations suivantes

sont établies pour |z| — oo

U(z) = O(log |z|) si n =2,

(

Uz

(2.2.13) (@)
DU(z) = O(|z| ™ 1¥2) ol > 1, n>2

(
O(|z|™""?) si n>2,
(
Dq(z) = O(|z|"1**Y), |a| >0, n>2.

Considérons a présent le probleme nonhomogene de Stokes suivant

Av =Vp+f,
(2.2.14) v p+t dans R".

V.v =y,

On a le théoreme suivant

Théoréme 2.2.2. Supposons £ € W™I(R"), g € W™HI(R"), m > 0, 1 < q < oo,
n > 2, alors il existe une paire de fonctions v.€ W24 Bg) et p € WL Bg) pour
tout R > 0, satisfaisant p.p. le systéme de Stokes monhomogene (2.2.14). De plus, pour
tout 1 € [0,m], |V|i12,4 €t |Dlis1,4 sont finis et il existe une constante ¢ = ¢(n,q,l) telle que

on ai, St q>n
(2.2.15) [V]i2,6 + [Plis1g < c([flig + 19li41,0);
sin/2<q<n

(2.2.16) VIir1s 4 [Plisy + [Vl + [Plivrg < c(|flg + 1gli410)
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avec s1 =nq/(n —q), et sil <qg<n/2
(2.2.17) Vltos + [Vlisson + ooy + [Vlirag + Pl < c(Flig + [glisro)

avec sy = nq/(n—2q). On a aussi, sif,g € C(R"), alors v,p € C*(R") et elles vérifient
pour |x| — oo (2.2.22). Finalement, si vi,p1 est une autre solution de (2.2.14) avec

V1|42, fini pour un certain | € [0,m], alors

Vi = V]it24 =0, |p1 —Pplit14=0.

Démonstration
Supposons que f et g sont des fonctions de C§°(R™). Nous allons démontrer en utilisant
(2.2.9) et (2.2.10) l'existence d’'une solution pour (2.2.14), vérifiant des estimations L7
adéquates. Pour cela on introduit les potentiels de volume de Stokes suivants
u(z) = [ Uz —y) Fz)dy

(2.2.18) e
m(x) = — / a(z —y) - F(y)dy,

ou F € C§°(R™). Comme

. Uz —y) - F(z)dy = - U(z) - F(x + 2)dz

/n qlz —y) - F(y)dy = /n q(z) - Fz + 2)dz

on en déduit que u,m € C°°(R™). De plus, il est clair que u, est une solution de (2.2.14)
avec g =0 et F =f. On aen effet V-u = 0, en utilisant (2.2.7) et le fait que AP (jz—y|) =

&, ou & est la solution fondamentale de ’équation de Laplace donnée par

(2m) toglz —y| sin=2
L sin>3

[n(2—n)wn|z—y["—2

E(x—y) =

on en déduit

Bu(e) - V(o) = & | A(ls - y)F)dy

(2.2.19)
= A€« F)(x) = F(x).

Nous allons maintenant chercher une solution v, p de (2.2.14) de la forme v = u + h,

p =T ou

u(z) = [ Uz —y) (f=Ah)(y)dy, n(x) = [ U(x—y)- hiy)dy,

R™ R
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avec
(2.2.20) h=V(Exg)=E=x*Vg.
Comme Ah = A(€ *xVyg) = Vg € C5°(R") et

(2.2.21) V-h=g,

on déduit donc de (2.2.19) et (2.2.21) que v,p est une solution de (2.2.14). De plus on

obtient de (2.2.13) les estimations asymptotiques suivantes pour |z| — oo

(2.2.22)

Nous allons a présent établir des estimation LY pour v et p. En appliquant le théoreme

de Calderon-Zygmund sur (2.2.20) on obtient

(2.2.23) |h|i114 < clgliq, pout tout [ >0

ou ¢ = ¢(n,q). D’autre part, considérons l'identité suivante avec || = [
D;; D%y (x) = D;Uy(xz — y)D;D*Fi(y)dy

R"

(2.2.24) =lim DijUn(x — y) D Fi(y)dy

=0 jz—y|>e

+ lim DUy (x — y)D*Fy(y)n;(y)dy,
TH S Ja—yl=e

ol on a noté par n; la composante j-eme de la normal extérieure a la sphere |z — y| = €.
Il est facile de voir que D;Uy; est homogene de degré 1 — n, et donc par le lemme 1.3.1,
D;;Uy; est un noyau singulier. De plus, on obtient par le méme lemme

lim DiUn(z —y)D*Fi(y)n;(y)dy = Aiju D" Fi(z)

0 Jjg—y|=

ou A, est un tenseur constant d’ordre 4. En adjoignant cette formule avec (2.2.24) on
obtient
D;;D%uy(z) = lim D;iUp(x —y)DFi(y)dy + Aiju D" Fi(x).

0 S jz—y|>e
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On peut donc appliquer le theoreme de Calderon-Zygmund, avec I'inégalité (2.2.23) pour

obtenir

(2.2.25) luliioq < a(|flig + |9li+1,4), pour tout I >0,g > 1,

ol ¢; = ¢1(n,q). De la méme maniére on montre

(2.2.26) Tlir1.q < 2([Elig + [9lir1,0)-

De (2.2.23), (2.2.25) et (2.2.26) on obtient 'estimation suivante pour v,p
(2.2.27) V]it2.g + IPliv1,g < c1(|flig + |9li+1,4), pour tout 1> 0,g > 1

avec ¢ = ¢(n,q).

Les autres estimations sont obtenues directement de (2.2.18) et (2.2.20), en effet, remar-

quant
D°F
D@+ |pa(e) <o [ PEW
R |7 — Y|
|D%g(y)]

D*h(x)] < o /

g [T —y[nt

Si 1 < g < n,en appliquant les injections de Sobolev on obtient

nq
n—q

(2~2-28) |V|l+1,s1 + |p|l,s1 < C3(|f|l,q + |9|z+1,q)7 S1 =

De méme, si 1 < ¢ < n/2 de (2.2.28) on a

nq

(2.2.29) Vls, < cal(flig +19liv1), 52 = —— 2%

Supposons a présent que f € W™4(R") et g € W™H(R™), m > 0 et ¢ € (1,00). On
peut les approximer par des suite {f;}, {gr} C C§°(€2). Notons par {vg,p;} la suite
correspondante de solutions de (2.2.14), on voit que chaque solution satisfait a (2.2.27)
pour tout [ € [0,m] et si, 1 < ¢ < n (respectivement, 1 < ¢ < n/2), elle satisfait
aussi a (2.2.28) (respectivement a (2.2.29)). En utilisant alors ces estimations, on montre

facilement l'existence de fonctions v et p tel que

D% e LYR™) YO<|a|<m+2, e¢ D e LYR") V0 < |a] <m+1.
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et

lim (D%v, ) = (D), 0<|a] <m+2

k—o0

klim (DPVpr) = (D°Vpgab), 0< (8] <m

Pour tout 1 € L9 (R™). Ceci implique, en particulier que v, p satisfait & (2.2.14) p.p. dans
R™. De plus en utilisant le lemme auxiliaire suivant:

Lemme auxiliaire

Soit  C R™ un domaine arbitraire et u € L}, () tel que Vu € LI (Q), ¢ > 1. Alors
we L ()

On obtient
v € W™24(Bg), p € W™4(Bg), pour tout R > 0.

Pour la démonstration du lemme auxiliaire voir [9]. Pour la démonstration de l'unicité

voir [5] ou [9].

2.2.3 Existence, unicité, et estimation L! dans le demi-espace

Dans cette sous-section nous allons démontrer un théoreme similaire au théoreme 2.2.1
pour le probleme nonhomogene de Stokes dans le demi-espace R}, n > 2. Ici, la situation
est tout a fait différente a cause de la présence d’'une frontiere. Nous allons commencer

par le probleme auxiliaire suivant:

AW = V5§,
(2.2.30) V.W =0, dans R'.
W =&, sur ¥={xeR":z,=0}

Lemme 2.2.2. Supposons ® € C"™(X), m > 1, avec ® = O(log|£]) pour |§| — oo,i.e.,
® ne croit pas rapidement, et D*® € C(X), 1 < |a| < m. Alors les fonctions W et S
définies dans (2.2.32) ci-dessous, sont de classe C* dans R et satisfont (2.2.30). De
plus, si ® € W™U(X) et 37—, [D*®Pli-1/q,4 est fini, alors W et S satisfont a (2.2.50) et
on a pour tout k € [0,m], 1 < g < 00

(1) W14 €t |S|kq sont finis;

(ii) W, S satisfont l'inégalité suivante
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(2.2.31) (Wiiiig + |Slig < ¢ > [D @110
| =k
ou 0 <k <m.
Démonstration

On introduit les fonctions suivantes
) :/ Kij(2' — 9 \2,)®;(y ) dy'

(2.2.32)
=—D/ ) @)y

ou 2’ = (21,...,2,) et

2 zn (T — yi) (T — ;)

wn (|2 =y + x%)("“w’
4 T

Ay (7 =y P a2y

Kz]<$/ - y/7$n) - yn = 07

(2.2.33)

k(' — vy x,) = =0.

On montre facilement que W et S sont de classe C*°, W et S vérifient (2.2.30; ). Montrons

a présent que

(2.2.34) lim W (2’ ,z,,) = ®(z'). pout tout 2’ € R* .

xrn,—0

fixons € € R" !, et soit B, € R"! une boule centré en £ tel que

(2.2.35) Sélé) |®(&) — ®(y)| <e.

Par un calcul facile sur (2.2.26,), on montre facilement les propriétés suivantes:

(i) [ Kij(§ =y 2n)dy’ = dij +o(1) pour z, — 0,

(i) [ K€ =y wn)ldy <c

avec ¢ est une constante indépendante de z,, et de £&. De méme, en utilisant la propriété

® = O(log |£|) on obtient

(iii) [s_p Kij(§ — ¢ 2,)®i(y)dy = o(1) quand z, — 0.

Par conséquent, en utilisant (i) et (iii) on obtient pour =, — 0,
W) = B5(6) = [ K€ ~ o))y — B,(6)
+/ Kij(§ =y ) @iy ) dy’
$-B.

= | K€ —ya)[@ily) = @i(Oldy + o(1),
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et donc compte tenu de (2.2.28) et de (ii) on déduit
lim sup |W (§,x,,) — ®(§)] < ce.
Tn—0

Et comme € est arbitraire on déduit (2.2.34).
Il nous reste maintenant a établir les estimations en norme L? pour W et S. Pour |a| < m,

on obtient de (2.2.32)

(2.2.36) >

ou
olel

- a1 17
Oxi"...0x,";

Il est clair de (2.2.33) que K;;(2,z3), 4,j = 1,2,3 et k(2',z3) sont de classe C*° pour x5 > 0,

D/Oé

avec des dérivées qui sont bornées dans 'hémisphere {|z|> = 1, z3 > 0}. D’autre part,

on a

Kij(a! ) = 3 TalTallo] ZJ(\wl’lml
i 3) — -

2n Jaf? [

et notons que

Qi;(2',0) = w(2’,0) = 0 pour tout 2’ 0,

on en déduit que K;; et k satisfont toutes les hypotheses du théoréme (1.3.4). Donc, si
D*® € LI(X) et que [D¥®];_1/44 < 00, 1 < g < 00, on obtient

VD'*W, DS ¢ Lq(Ri)
et on a estimation suivante
(2.2.37) |D*W |14 + DSy < c[D®]11/q4,

avec ¢ = ¢(g,n,«). Nous allons établir maintenant une estimation similaire a (2.2.37) pour
les dérivées en x3, on considére d’abords le cas |a| = 1. Appliquons 'opérateur différentiel

D3 a l'équation (2.2.305), en utilisant I'inégalité (2.2.37) on obtient

(2.2.38) | D3Wsllq < [[DsDeWallq + || DsDiWh g < 2¢[VR]1_1/44.
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Posons
0? 0? o 0
s+ )

, y_ 0007 r_ (2 Y
W' = (W, W,), A= 922 " 9a2’ N (8x1’ax2

on obtient de (2.2.30,)
AWs =Ds3S
DiW' = — AW’ + V'S
et donc, en utilisant (2.2.37) on obtient
ID5Wllg + 1 DsSlly < 8c[VR]1-1/4,4,
en combinant cette derniere inégalité avec (2.2.38) on obtient

|W|2,q + ‘S|1,q < C[V(I)]l—l/q,qv

avec ¢ = ¢(n,q,a). si |a] > 1, en utilisant les mémes arguments on obtient Iestimation
(2.2.24).
La démonstration du dernier point du théoreme ce fait d’'une maniere tout a fait analogue
(voir [9]).

Considérons a présent le probleme

Av=Vp+f
(2.2.39) Vv =y, dans R.
v=0, sur ¥={xeR":z, =0}

Nous allons montrer 'existence d’une solution vérifiant des estimations adéquates. Ceci
se faira en réduisant le probleme (2.2.39) au probleme (2.2.30). Nous allons commencer

par montrer le lemme suivant
Lemme 2.2.3. Supposons f,g € C3°(R%), alors il existe une solution v,p de classe C*
du systéeme nonhomogene de Stokes (2.2.39). De plus, si m > 0 est un entier arbitraire,

et q € (1,00) les semi-normes

m

m
Z\V|l+2,q et Z’p|l+1,q
1=0

=0

sont finies, et on a pour tout | € [0,m| linégalité suivant:

(2.2.40) V0t + Pliv1g < cllflig + 19li41,0)
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avec ¢ = (n,l,q). Si

FeWmIRY), g WmH(RY),

alors

v e W™I(C), peWmHH(O),

pour tout cube ouvert C' € R, de plus v et p satisfont a l'inégalité (2.2.40), pour tout

[ €[0,m], et v est de trace nulle sur la frontiére.

Démonstration
Nous allons d’abors étendre les fonctions f et g sur I'espace entier R" en utilisant le lemme
auxiliaire suivant ([24] lemme 6.37)
Lemme
Soit u € Cg°(R),) et un entier k > 1, alors il existe une fonctions @ € CF(R") tel que u

soit égale a la restriction de @ sur l'espace R}, de plus on I'inégalité suivante:
ID%]lyrn < C|D%ullg s,

pour tout ¢ € [1,00] et |B| € [0,k].

Notons f; et g les prolongement sur R™ de f et g respectivement données par lemme

précédent, avec f,,g, € O3 (R") et s suffisamment grand et on a

1Dl gn < el D7Elg,rr

(2.2.41) ! e
1D gl < el DPgllyr

ou 0 < |f] < s+ 1 et ¢ est une constante qui dépend de s, n et de g. On cherche une

solution de la forme v = vi + W, p = p; + S, ou vy, p; est la solution de (2.2.14) avec

f =1, et g = g; donnée par le théoreme 2.2.2, il est clair qu’il suffit de trouver W, §' tel

que
AW = VS,

(2.2.42) V.W =0, dans R'.
W = —vy, sur X.

Il suffit donc de montrer que ® = —vy|y satisfait aux proriétés de la premiere partie

du lemme 2.2.2. Par conséquent, par le méme lemme W, S vont obéir a l'estimation

(2.2.31). On déduit donc du théoreme 2.2.1 que ® € C>°(3). De plus, ®(£) = O(log [¢])
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et D*® € C°(X) pour tout |a| € [1,8] si n =2, quand ® € C™(X) pour tout m € [0,s] si

n = 3. Montrons & présent que pour tout || € [1,s] et tout ¢ > 1

D*® € LU(%),
(2.2.43)
[Da(p]l_l/q < 0.

Rappelant que vy est donnée par (2.2.17;) avec F = f; — Ah, = f; — Vg, o hy est donnée
par (2.2.19) et g = g, de (2.2.215) on obtient

D*®(2') = O(|2'| ") quand |2/| — oo,

et donc D*®(z’) € R"! et comme D*® € C°(X) on en déduit (2.2.37;). D’autre part,

par le théoreme 1.1.5 et le théoreme 2.2.1, on obtient pour tout |a| > 0

D*Vvili21/4 < c||D*Vvy|lgre
(2.2.44) [ i1/ < ¢ g7

< ([Dllgzn + [1D°Gsllg )

En appliquant le lemme 2.2.2 et en utilisant (2.2.44) et (2.2.41) on obtient estimation
(2.2.40) ce qui termine la démonstration du lemme.

Le théoreme suivant est un résultat d’unicité pour la solution du probleme (2.2.33).

Théoréme 2.2.3. Soient u € Wm24(C), 7 € W™H4(C) (m > 0, C est un cube
arbitraire dans R, (n > 2) une solution au systeme de Stokes (2.2.33) avec f = g = 0.

Supposons qu’il existe | > 0 et g € (1,00) tel que |u|i42,4 soit fini. Alors

[uliyo,4 = |14 = 0.

en particulier, st | =0, alors
u = ar,, 7 = const.
avec a = (ay,...,a,_1,0) est un vecteur constant.

Démonstration voir [9].
On peut rassembler les résultats précédents dans le théoreme suivant qui est I’analogue

du théoreme (2.2.1) dans le demi-espace

Théoréeme 2.2.4. Soit ¥ = {x € R" : z,, = 0}. Pour tout

fe Wm(RY), g€ Wmhi(RY)
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et
d e W™(X) avec Z (D11 /g4 < 00,

|a|=m+1

m>0,1<qg<oo,n>2, il existe une pair de fonctions v, p telle que
v e Wm24(C), pe WmHh(©),

pour tout cube ouvert C' C R, solution du probléme de Stokes (2.2.39) avec la condition
au bords nonhomogene. De plus, pour tout | € [0,m] les semi-normes |V|i124 €t [plit1q

sont finies et on a

(2.2.45) V]i4oq + [Plivrg < c(\f\l,q Flghirg+ D> << D >>1, )
|a|=14+1

ot ¢ = c¢(n,q,m). Finalement, si vi, p1 est une autre solution de (2.2.39) et si il existe

L € [0,m] tel que |v1|i42,4 est fini, alors

[V —vilipoq = [p = P1lir14 = 0.
En particulier, si l =0, il existe un vecteur a = (ay,...,a,—1,0) tel que

vV =v]+ axr,, p=p; -+ const.

2.2.4 Estimations intérieurs en norme L9

Dans cette sous-section nous établirons des estimations et propriétés des solutions gé-
néralisées a l'intérieur du domaine, en utilisant les résultats établis dans la sous-section

2.2.2. On considere en effet, une paire de fonctions v et p avec v € VVlzcl(Q), V-v=0

1

au sens des distribution et p € L.

satisfaisant a l'identité (2.2.4) pout tout fonctions
@ € C§°(R2), nous allons montrer dans cette sous-section, que pour vu que la donnée, f
est suffisemment réguliere, v et p obéissent a des inégalités en norme L7, qui montrent au

fait que toute solution faible est de classe C*°(2) a conditions bien sur que f lest.

Théoreme 2.2.5. Soit Q un domaine de R, n > 2. Soient v € W9(Q), p € L (Q),

loc loc

1 < q < o0, vérifiant (2.2.6) pour tout ¢ € C3°. Supposons que v est de divergence nulle

(au sens des distributions), alors si

fewi(Q), m=>0,

loc
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Alors,
v e W Q) peWrHQ).

loc loc

De plus l'inégalité suivant est vérifiée:

(2246)  [Vhnszger + Pl aer < elf bmger + IV goror + [Plan—e).

ou, ' et Q' sont des sous-domaines bornés arbitraires de Q tels que ' C Q", Q" C Q) et
¢ = (n,qm, 2 Q").

Démonstration
Montrons d’abord que les régularisées de v et p obéissent au systeme de Stokes sur tout
sous-domaine € tel que " € Qg C €. soit ¢ € C° (), alors d’aprés le théoreme 1.3.1
e € CF°(Q) avec € < dis(§,00).
On a en utilisant théoreme de Fubini

/ Vv :Vodr = Z / 0;0,;0;(;)dx
Q Q

ij=1

:Z/Qazvj(alng)ed.T

i,j=1

:i/ﬁ@ivj(x) [Ein /Rnw(x;y)amj(y)dy}dx

ij=1

= [aw[s [ o(Z0)auwis]

ij=1

ZZ/3i<Pj(ain)ed$
Q

1,j=1

ZZ/@%@(%)ed%
Q

i,j=1

en intégant par partie, et en utilisant le fait que ¢ € C5°(€)),on obtient
(2.2.47) / Vv : Vedr = —/ Av - odx.
Q Qo
De la méme maniere, on obtient aussi
(2.2.48) / pV - pdr = Vp. - pdz.
Q Qo

De plus, comme v est de divergence nulle (au sens des distribution), alors pour tout

e C§° () on a

(2.2.49) / v - Vipdr = — V- vapdr = 0.
Q Qo
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Et donc, si f € L} (), alors on conclut de (2.2.4), (2.2.26), (2.2.27) et (2.2.28)

loc

Av, =Vp. +f
(2.2.50) V.v, =0, dans R.

v =0, sur €.

Nous allons d’abords montrer le théoreme pour m = 0. On considére la fonction ¢ €
C>(R") égale & I'unité sur Q et zéro sur le complémentaire de €. Une telle fonction
existe, il suffit de prendre par exemple la régularisée (xqr). de la fonction caractéristique

de €V et prendre e suffisamment petit. On choisit €5 D Q" et posons
U= Ve, T = PPe.
Un simple calcul nous donne
Au=Av,.+2Vyp - Vv, + pAv,
V-u=V v+ ¢V . v,
V7 =pVe+ oV,
En multipilions (2.2.50) par ¢ il est facile de voir que u et 7 satisfont

Au=Vr+1f +1
(2.2.51)

V-u:g,

ou

fl == ‘;Ofea
fo =—pNVo+2Vy- Vv + v. Ay,
g=Vy-v.

On peut considérer le probleme (2.2.51) dans tout 'espace R, en étendant les fonctions
Ve, pe par 0 en dehors de Q”. Comme D?u € LY(R™) on peut alors appliquer le théoréme

2.2.2 avec m = 0 pour déduire ’estimation suivante
(2.2.52) [|ID*ullg+(V7lly < er([efllgHIVV-vOlla+H Ve VVvellg+HIvedellg+HIpeVelly),
ol ¢; = ¢1(n,q). De (2.2.52) et les propriétés de la fonction ¢ on obtient

I1D*v |l + [[VDellgsr < C(erHq + [Velligor-a + [Pellgor—a-
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En faisant tendre € vers 0 on montre ainsi le théoreme pour m = 0. Le cas général se
fait par récurrence. Supposons en effet que le théoreme est vrai pour m =1—1,1 > 1,

montrons qu’il est aussi vrai pour m = [. Par hypothese on a

v E Wi (), p e Wii(Q)

loc

et

(2.2.53) Vg + plger < clllflliger + v

Le—a + [ Vlger-a,)

ot @ C Qy, O, C . On choisit dans (2.2.51) ¢ de classe C™ égal a 1 dans Q et 0
en dehors de €2y, en appliquant alors le théoreme 2.2.2 aux solutions de (2.2.51) et en

utilisant I'estimation (2.2.53) on obtient

Velirog0 + [Pelivrao < alllflligo + IVelligo—o + [IPllg0—a),

< alllfllhgor + IVIee—o + Plgo—ao).
En faisant tendre € vers 0 on montre ainsi le théoreme pour tout m > 0, ce qui termine

la démonstration.

2.2.5 Estimations en norme L? au voisinage de la frontiere

Dans cette sous-section sont établies des estimations analogues a celles données dans
le théoreme 2.2.4, mais au voisinage de la frontiere i.e., dans un sous-domaine de {2 dont
la frontiére est une portion de la frontiere de €). cela permettera d’obtenir la régularité
des solutions faibles jusqu’a la frontiere. la méthodes consiste a introduire un changement
de variable approprié¢ de facon que le probleme de Stokes se transforme en un probleme
similaire mais dans le demi-plan.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant

Lemme 2.2.4 ([6] Lemme 14.2 page 669). Soit ) C R" et o une portion réguliere
de la fronticre de Q et soit ¢ € W™10(g), m > 1,1 < ¢ < oo, & support compacte
dans o. Effectuons le changement de variable (2.2.56) ci-dessous, et notons par QAS, o les
transformés de ¢ et o sous ce changement de variable, donc (Epeut étre considérée comme
définie sur tout l'espace R"~1 & support compact dans . Alors, il existe une constante c

indépendante de ¢ tel que

¢ HBllm-1/g.000) < NPllm-1/q.q@r1) < cllBllm-1/g.q(0)-
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Théoreme 2.2.6. Soit Q) un domaine arbitraire de R™, n > 2. Soit Qg un sous-domaine
borné de §2 tel que 02y N OY = o, avec o est une portion de la frontiere de ) de classe

C™ 2 m > 0. Considérons les fonctions suivantes:

v e Wh(Qy), pe LY (Q), 1<q< oo,

tel que
(Vv,V) = — <t > +(p,V - 1), pour toute ¢ € C;°(Q),
(v,Vo) =0 pour toute ¢ € C;° (),
V=V, sur o.
Alors, si
f e WmI(Qy), v, e Wntil/aed(q),
On obtient

v e W), pe WmHh(QY),

pour tout Y satisfaisant
(i) ¥ e Qp;
(i) 09 NOQ est une sous-région strictement intérieur a o.

Finalement, on a [’estimation suivante:

(2.2.54)  [IVllmt2ge + [Plmirge < cllfllgoo + [Vellmiz-1/ag0 + [VIg00 + [Pllog0)

ou, ¢ = c¢(m,n,q,Y Q).

Démonstration
Supposons qu’il existe une portion o de 9Q qui est de classe C?, i.e., il existe un systéme
de coordonnées {z1,...,x,} d’'origine xy et une fonction ¢ = ((x1,...,2,—1) qui représente

o, quitte a faire une rotation des coordonnées avec ’origine, on peut toujours supposer
(2.2.55) V((0)=0.
Soit 2y un sous-domaine de €2 tel que o = 9y N N2, et considérons la paire de fonctions

v e W1(Qq), p e WhH(Qp), 1< q< o0,
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solutions du probleme Stokes dans le domaine )y correspondant aux données f € L(€)
et v. € W271/%4(5). Si on convient que I'axe positif des z,, est dirigé vers l'intérieur de

), alors pour d > 0 suffisamment petit le cylindre
D={xeQ: || <d, ¢(<z,<(+2d}
est continu dans 2. Soit ¢ € C*°(R") donnée par

1 sizeQ—-D

p(z) = o
0 sizelD

ol
D'={zeQ: 2| <d, (<z,<(+25, §<d}.
en effectuant le changement de variable

(2.2.56) Yi = Ty Yo = Tn — G,

les fonctions v, p, f, v, et ¢ se transforme par les nouvelles coordonnées en v, p, f, v,,

et 5, repsectivement, quand aux cubes D et D', ils se transforment en
D={yeR":|y| <d, 0<y,<2d}

et
D'={yeR":|y| <8, 0<y, <20},

respectivement. Si f et f sont deux fonctions liées par la transformation (2.2.56), alors

on a
of _ 8f_0_f6(’ 1=1,..mn—1
Or;  Oyi  Oyndx, 7 ‘
of _ of
0r,  Oyn
8]?_ of — 0f 9¢ 1=1,...n—1
Y; B dx;  Oxy Oy;’ S '
En posant

u=¢v, m=0p
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et étendant toutes les fonctions par la valeur 0 en dehors de ﬁ, on obtient aprés un calcul

simple mais long

Au=Vnr+F
(2.2.57) Vu=g, dans R'.
u=©®, sur X.
ol
F; = 3f; + D;(b;im) + D;(ajxDyus) + P + 50; + 7, D;0;
(2.2.58) g = Dj(cju;) + n;0;

et aji, bjk, cji, oy, B, v; et n; sont des fonctions contintiment différentiables dans la ferme-
ture de D. De plus, les fonctions a;x, bj et ¢;i, sont bornées par A|V (] ot la constante A est
indépendante de d, quand aux fonctions «;, 3, 7; et n; sont nulles dans le complémentaire

de D. en rappelant (2.2.55) on voit que
(2.2.59) ajk(O) = b]k(O) = Cjk(O) =
De (2.2.58) on obtient

IF

vy < o1 (€5 + 17,5 + 19 ],,,5 +all D?u

oy + bVl )
(2.2.60) ' '

9l azs < e (9]0 + el D?ullyzy)

ou les constantes ¢; et ¢y peut étres choisies indépendantes de d, et

a = max max(a;)

ik D

b = max max(b;,)
kD

¢ = maxmax(cj).
j7k ﬁ

Par ailleurs, on a du lemme 2.2.4
® € WH(D), [VB]i1/4y < 00

et on a

D*u € LY(R")
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On peut donc appliquer le théoreme 2.2.4 avec m = 0 au systeme (2.2.57), en particulier

les fonctions u et 7 satisfont a l'inégalité (2.2.45). On a

(2.2.61) I£llo,5 + 11145 < es(lflle.0 + [IVIIe.p + [IPl40)

et, en utilisant le lemme 2.2.4, le théoreme 1.1.5 et les propriétés de la fonction ¢, on

obtient

(2.2.62) (V@1 144 < callPVill2-1/g.0) < csllVilla-1/g.400)s

ol c3, ¢4, €t ¢c; sont des constantes ne dépendant pas de d, f, v, p, et ®. En adjoignant

les inégalité (2.2.60)-(2.2.62) et en utilisant (2.2.45) on obtient

1 —cgla+o)]||D*ull,zn + (1 — cb)|| V7, gr
(2.2.63) [1— e ) ID*ullgen + (1 = ezb) |V llgrn

< cs([fllg.0 + [1Vall2-1/0.90) + [IVllLg.0 + lIPlle.0)

ol cg, c7, et cg sont des constantes ne dépendant pas de d, f, v, p, et ®. En rappelant

(2.2.59), on peut choisir d assez petit pour que la conditions suivante soit satisfaite:
(a+c) <1/cg, b<1/er.
Donc, de (2.2.63) et I'inégalité évidente suivante:
(2.2.64) [wlliq.0r < llpwllig.p < col|@Wligry < crollewllig.n
vérifiée pour tout [ > 0 et pour un choix adéquat de cg, ¢19, on obtient finalement
IVll2q.0r + 1Pll1g.0r < c(llflle.n + [Vollz-1/q.90) + [[VII1a.n + [[Plle.n),

ol ¢11 est indépendante de v, p, f et vq. Il est facile a présent de généraliser cette estimation

au cas ou

v € W™2Q), pe W™29(Q), m > 0.

Ce qui correspond aux donnée
(2.2.65) f e W™IQy), vy € W 1aed(g)

et o est supposé de classe C™"2. Pour atteindre ce but, il faut utiliser le théoréme 2.2.4

et un raisonnement par récurrence comme dans le théoreme 2.2.5. On obtient au final
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I'estimation (2.2.54).
Maintenant le cas ou

v e WH(Qq), pe LY Q)

On peut montrer (voir [5] ou [9]) en utilisant la méthode des quotient différentiels de

Nirenberg et des estimations bien adéquate que
v e WD), pe WhH(D").

Et donc v et p vérifie aussi I'estimation (2.2.54).

2.2.6 Existence, unicité, et estimations en norme L! dans un

domaine borné

Les estimations intérieurs et au voisinage de la frontiere nous permettrons de dériver
des estimations dans tout le domaine €2 pour les solutions généralisé, dans le cas ou 2 est

borné et régulier. Posons
(2:2.66) 0l = inf [+l

On a le résultat de régularité suivant:

Lemme 2.2.5. Soit v.e Wh(Q), p € LY(Q) une solution au probléme de Stokes (2.2.1)-
(2.2.3) dans un domaine borné Q € R", n > 2, de classe C"™"2, m > 0, correspondant

aux données

f e Wm™U(Q), v, € WmH2laa5Q).

Alors,
veWmEQ) pe W)

De plus, on l’estimation suivante:
(2.2.67) Vllmt2q + 1Plnsram < e(Ifllmg + [Villmsz-1/0.000)

ot ¢ = c(m,n,q,(2).
Démonstration
Puisque 2 est compact, on peut donc le recouvrir par un nombre fini de boules ouvertes,

on déduit des théoremes 2.2.5 et 2.2.6 que

v e WmB(Q), p e WmHh(Q)
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et on 'estimation suivante

Vimt2g + [Plmtig < 1 (I lmg + [1Villmsa-1/g000 + 1Pl + V1)

En ajoutant aux deux membres de I'inégalité les norme L4 de toutes les dérivées de v (resp,
de p) jusqu’a l'ordre m + 1 (resp, jusqu’a l'ordre m) et en utilisant I'inégalité d’Ehrling

on obtient

(2'2'68) ||V||m+2,q + ||p||m+1,q < C2(||f||m,q + ||V*||m+2—1/q,q(8ﬂ + Hqu + HVH(I)'

Il est clair que I'inégalité (2.2.68) reste vérifiée si on remplace p par p+ ¢, ou ¢ € R. Donc

en prenant inf.cg des deux membres de la nouvelle inégalité, on obtient

(2269)  [IVllmr2g + IPlmsram < c(l€lmg + 1Villmie-1/qq00 + IPlom + [VIl,)-

Pour montrer l'estimation (2.2.67) il suffit de montrer que

(2.2.70) Iplla/m + 1vllg < cs(I€llmg + 1Villmiz-1/g.q00)-

ou, ¢z est indépendante des donnée. I'inégalité (2.2.70) est vérifiée, pourvu que la solution
u, p est unique (p & une constante prés). Supposons en effet que cette inégalité n’est pas

vérifiée, alors on peut construire une suite
{Vk} S Wm+2’q<Q)7 {pk} S Werl’q(Q)u

tel que
IVellg + llpkllqr = 1, pour tout k €N,

Quand au second membre de (2.2.70) tend vers zéro. Par (2.2.68) on obtient que

[Vkllmt2,q + 1PEllmr1.q/m

est uniformément borné en k, on peut donc extraire une sous-suite qui converge fortement
vers

ue Wwhe(Q), e LY(Q),

respectivement, avec

lallg + lIllg/e = 1.
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Or cette propriété est contredite par le lemme suivant:

Lemme 2.2.6. Soit Q un domaine borné de R", de classe C*. Siv € H'(Q), p € LY(Q)
une solution au probléme de Stokes (2.2.1)-(2.2.2) avec £ = 0 et vo = 0, alors v = 0,
p = const, p.p. dans Q.

Démonstration
Si g > 2, le théoreme est une conséquence immédiate du théoreme 2.2.1. Supposons donc

que g < 2, Par le lemme 2.2.4 on a
v e WH(Q), pe WhHi(Q),
et en utilisant le théoreme des injections de Sobolev, on obtient
ve W™ (Q), pe L™(Q), r =ng/(n—q).

Siry > 2 la démonstration est terminée, sinon en utilisant de nouveau le lemme 2.2.4

pour obtenir

ve W n(Q), peWn(Q),

et donc par le théoreme des injections de Sobolev on obtient
vewh2(Q), pe L™(Q), r, =nq/(n—2q) > 1.
En continuant ainsi cette procédure un nombre fini de fois on montre alors
v e Wh(Q).

Ce qui termine la démonstration du lemme.

Théoréme 2.2.7. Soit ) un domaine borné de R™, n > 2, de classe C"™*2, m > 0.Pour
tout

f e Wm™I(Q), v, € Wmt2-VaaHQ),

/v*-nzo,
o

il existe une et une seul pair de solution v, p tel que
(i) vewm2aQ), pe WwmthiQ);
(ii) v, p satisfait au systéme de Stokes (2.2.1) p.p. dans Q et v satisfait a (2.2.2) au sens

1 < g < oo, avec

de trace.
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De plus, cette solution vérifie [’estimation suivante

(2.2.71) Vllms2g + IPllmsram < c(lElmg + [Vallmro-1/g.q00)

ot ¢ = ¢(m,n,q,Q2).

Démonstration
Il suffit de montrer 'existence d’une solution v.€ Wh4(Q), p € L%(Q), le reste serai
une conséquence directe du lemme 2.2.5 Considérons la suite fj, (resp. voi) suffisamment
régulieres qui converge vers f (resp. vers vo) dans W™4(Q) (resp. dans Wm+2-1/44(9Q)).

Quitte a poser

VOk:Vk—(I)/ vi-n, keN
o0

oll v, est une suite qui converge vers vy dans I'espace W™H271/24(9Q)), et ® est une

fonction de classe C*™ tel que [, a0 @ = 1, on peut toujours supposer que

/ vor - n = 0.
o0

D’aprés le théoreme 2.2.1 il existe des solutions

{Vk}> {Pk}

correspondant aux données f;, et vor. En appliquant le lemme 2.2.5, on déduit
vy € W?(Q), pr € WH(Q), pour tout k € N.
Supposons que n = 2. En utilisant I'injection suivante:
Wh(Q) — L"(Q), r € (1,00),

on obtient

vi € WH(Q), pp € L7(2), pour tout 7 € (1,00),

pour vy c¢’est moins évident, il suffit au fait de remarquer que
Vi € Wl’z(Q), D%y, € W1’2(Q), ‘04‘ =1.
Et on a donc de nouveau par le lemme 2.2.5

vi € WUQ), p € WH(Q)
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et 'estimation (2.2.67) est vérifiée. En faisant tendre k — oo et en utilisant ’estimation

(2.2.67) on obtient alors
v, — v fortement dans W?9(Q),

pr — p fortement dans Wh9(Q).

Il est clair que v, p est solution du systéme de Stokes (2.2.1) correspondant aux donnée

f, et vg qui est la trace de v a la frontiere. Pour n > 2, on a
vi € WH(Q), pe € L"(Q), pour tout r € (1,2n/(n — 2)).

Donc, si 2 < n < 4, de nouveau par le lemme 2.2.5 et le théoreme d’injection de Sobolev
on déduit

v eW>(Q), pe Wh(Q).

On procede en suite de la méme maniére qu’on a fait pour le cas n = 2. Pour n > 4, on

appliquant le lemme 2.2.5 deux fois et le théoreme d’injection de Sobolov on obtient
vi € WH(Q), pp € L7(Q), pour tout r € (1,2n/(n — 4))

et donc pour les méme raisons on retrouve l'existence pour 4 < n < 6, et ainsi de suite

on démontre ainsi 'existence d'une solution pour tout 1 < ¢ < oo et n > 2.CQFD

2.3 Le systeme de Lamé

2.3.1 Existence, unicité et régularité

On considere le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant
(2.3.1) —nAu—(n+AN)V(V-u)=F dans Q
avec la condition aux limites
(2.3.2) u(z) =0, x € .
Théoreme 2.3.1. Soit 1 < p < oo et Q C R® un domaine borné, supposons

(2.3.3) n >0, 49+ 3\ > 0.
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(i) Si
(2.3.4) QeC? Few r(Q),

alors il existe une unique fonction u € Wy P(Q) qui satisfait (2.3.1) au sens des distribu-

tions et on a l’estimation suivante

(2.3.5) [ullip < P Fll-1p-

(i) Si

(2.3.6) Qe FeWkr(Q), k=12,..,
alors u € W*2P(Q) et

(2.3.7) ulliszp < c(rp, Q)1 Flly.

Démonstration

L’opérateur
(2.3.8) A=—puA—(p+ANVV-

est fortement elliptique.

Si F' € C§°(Q) I'existence et I'unicité d’une solution faible dans I'espace H} () est donnée
par le théoreme de Lax-Milgram. le systeme (2.3.1) est elliptique au sens De douglis-
Nirenberg (voir [7] page 43-44), et donc la régularité et les estimations sont une consé-

quence du théoreme 10.5 de [7].



CHAPITRE 3

Existence d’une solution stationnaire d’un systeme
d’équations d’un fluide visqueux compressible et

calorifere modélisant la convection

3.1 Formulation du probleme

On considere le systeme d’équations suivant,

(3.1.1) p(v- Vv —nAv—AV(V -v) = =RV (pT) — gpé3
(3.1.2) V- (pv) =0,
3
B (%i GU]' 2 8’0]' 2
(3.1.3) Cypv-VT — kAT + RpTV -v =1 Z(axj i Y U)aa:i +¢(V-v)

ij=1
dans le domaine

Qoo = {x € R’|0 < 23 < h}

ol v = (v1,v9,v3) représente le vecteur vitesse, p la densité, T' la température, p la pression,
n et ( les coefficients de viscosité, x la conductibilité thermique, g l'accélération gravi-

tationnelle, €3 = (0,0,1), Cy la capacité calorifere & volume constant et R la constante

63
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universelle du gaz, tandis que A est donné par \ = %n + (. On supposera que la pression

p est donnée par la loi valable pour les gaz parfait
(3.1.4) p= RpT

On supposera que toutes les fonctions, données ou inconnues, sont périodiques de période
27 par rapport aux coordonnées x, et xy, de sorte que I’étude du systeme est resteinte au
domaine relativement compact

Q= QL x]0,h],
ou € est le tore de deux dimension.On désignera par x’ son point générique, de sorte que
x=(2'13) € Qsi0< a3 <h.

Au systeme (3.1.1)-(3.1.3) on ajoutera les conditions au limites suivantes

v .
(3.1.5) Vlgy = 0, V3]agmn = a_gcg'“?’:h =0 (i=12), h
<316) T(I,,O) = TO(‘T,) - TO + 6(«7;/)7 T(xlah) - TO B R j‘ OV7

ou €(2') est une fonction définie sur 2. Le probleme doit étre complété par la condition

naturelle

(3.1.7) / p(x)de = M,,
Q
olt M, est une constante positive.
Théoréme 3.1.1. Si Ty et M, sont suffisamment grands et si ||€|| g3y est suffisam-

ment petit, alors le probléeme (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(3.1.7) admet au moins une solution
(v,T,p) € H3(Q) x H*(Q2) x H*(Q).

3.2 Préliminaire a la démonstration

Du point de vue physique, la solution obtenue ici correspond a un état proche de ’état
hydrostatique, i.e., une distribution non-homogene de la température autour de Ty sur
le fond {x3 = 0} peut engendrer un mouvement de convection stationnaire dans un état
proche de I'état hydrostatique, du point de vue mathématique la solution (v,T',p) sera
trouvé dans un voisinage de (0,T,5,05s), OU Pps et Ths sont les distributions respectives de
densité et de température caractérisant 1’état hydrostatique et qui sont données par

B B gx cy = T gr
(3.2.1) Pns(T3) = Pps(0)(1 — T 3 )® , Thelas) =To— R ?)Cv

(R-l— Cv)
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avec p,,(0) est déterminé par [, p,.(z)dr = M,). Ou si on utilise 'exposant diabatique
Phs Q Fhs P

R
2.9 -4
(3.2.2) =G +

les fonctions py,,(3) et Ths(z3) sont exprimées par

—1 e _
Pra(es) = Pra(O)(1 = ~ommga) T Thsla) = To
0

v—1
YR

grs.

Il est bien connu que la valeur de « est liée a la nature du gaz, ici la démonstration sera

faite sous la condition
(3.2.3) l<y<2.

Dans la démonstration on prend a vraie dire des fonctions de référence T' et p qui sont a

leur tour définies dans un voisinage de T}, et de 7,,. On pose en effet

(3.2.4) T(2' a3) = Ths(s) + (1 — %)e(x’),
_ (Ths(ws)7
3.2.5 ' x3) = Oy~
(3:2.5) P 0) = O, e
ol
(Tha(xs)71 -1
o =] ey ]
On obtient par des calculs élémentaires
- . 0 (L= P)e(a’)
3.2.7 RpT) =0, i=12  ——(RpT)—pg = gp——="1"—"2
(3:2.7) &ci( pT’) i a563( pl') —pg = gp Tru(ra)
T o— — ) — 9P (, T3
(3.2.8) CypVT — RTVp = (R + Cv)pv<(1 - )e> + T (1 - )e.
Posons maintenant
(3.2.9) W) =T(@) - T(2), olx) = plx) - pa).

On remarque que, en vertu de (3.1.2) et de (3.2.8), on a

(3.2.10) Cypv-VT + RpTV -v=wv-[CypVT — RTVp|

_ Sy - _ s gp (1 %3
— (R+ Cy)pv-V((1 h)e)+nghs<1 h)e

+v - (Cy[oVT + pVI + oVI] — RYNVp + TV +9Vo))
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Compte tenu de (3.2.7) et de (3.2.10), le systeme d’équations (3.1.1)-(3.1.3) pour les

inconnues (v,T,p) se transforme en le systéme d’équations pour les inconnues (v,1,0)

(3.2.11) —nAv — AV(V - v) + RV (0T + pd) + go€'s = F(v,9,0),

(3.2.12) V- (ov) = -V - (pv),

(3.2.13) kA = G(v,0.0),

ou

(3214)  Fd.o) = ~(p+ o) Vo = RV(00) + g=—— (1= 2)e(@) @,
hs(3) h

(6215)  Glode) - nz (2 2 25,5 )2 oy

(1 30)e) o 9(1-7)e) v T (- )
+v - (R[YVp +TVo +IVa| — OyloVT + pVI + aVi)).

Il est clair que que ¥ et o doivent satisfaire aux conditions suivantes

(3.2.16) | T—}

(3.2.17) / o(z)dx =0,

tandis que v doit satisfaire a le méme condition (3.1.5). Le probleme (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-
(3.1.7) est transformé en le probleme (3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17).

Remarque 3.2.1. Si (v*,0%,0%) est une solution de (3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-
(3.2.17), alors il est bien clair que (v*,T*,p*) avec T = T + 9* et p* = p + o*, est une
solution au probléme (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(5.1.7)

3.3 Position des équations linéarisés

L’outil principal pour la démonstration de 'existence dune solution pour le probleme

(3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17) est le théoreme du point fixe de Schauder,on
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appliquera le théoreme de Schauder sur un opérateur nonlinéaire ® qui sera défini a partir
des équations linéarisées, la solution sera donc un point fixe de cet opérateur. Pour définir

I'opérateur ® on pose
H3(Q) = {v e H*(Q;R*)| v satisfait & (3.1.5)}
HE(Q) = {9 € H*(:;R)| ¥ satisfait & (3.2.16)}
H%(Q) = {o € H*(;R)| o satisfait a (3.2.17)}
Remarque 3.3.1. Posant
X = {(v,ﬁ,a);v c HX(Q), 9 e H(Q), o¢ Hl(Q)}
V = H2(Q) x Hp(Q) x HX ()
munis des normes
I(@,0.0)llx = (olle + 1913 + lollFn)?, @0.0)llv = (ol + (191 + llol3:)?
respectivement. D’aprés le théoréme 1.1.6 V —— X, et donc toute boule
B={(w,0)eV, |[(vdo)|l|ly <a, a>0}
est compacte et convere dans X.
Lemme 3.3.1. Soit (v'¥',0’) € H}(Q) x HZ(Q) x H2(Q). L’équation
(3.3.1) —kAY = G(W' Y 0)
admet une seul solution ¥ dans H?(S2).

Lemme 3.3.2. Soit (v/,0,0’) € H3() x HZ(Q) x H*(Q). Soit 9 € HZ(Q) la solution de

léquation (3.3.2) obtenue dans le lemme 3.3.2. Alors l’équation
(3.3.2) —nAv — AV(V -v) = =RV (o'T + p¥) — go' €3+ F(v', 0 ,0")

admet une solution v et une seul dans H3(S)).
Démonstration
11 suffit d’appliquer le théoreme 2.3.1. Il est facile de voir que le second membre de (3.3.2)
appartient aux moins a H'(Q).
Lemme 3.3.3. Soit (v'¥',0') € H3(Q) x HE(Q)) x HX(Q). Soit v € H3(Q) la solution de

Uéquation (3.3.2) obtenue dans le lemme 3.3.2. Si k est un nombre suffisamment grand,
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[’équation
(3.3.3) k(o —o')+ V- (ov) = =V (pv)

admet une seul solution o dans H*(Q).

Démonstration voir [2].

3.3.1 Définition de opérateur

Grace aux lemmes 3.3.1-3.3.3 on peut a présent définir Vopérateur @ : H3(Q) x HZ(Q) x
H2(Q) — H3(Q) x HE(Q) x H2(Q), en posant pour (v/,0',0") € H3(Q) x HE(Q) x H2(Q)

(3.3.4) (0 o) = (v0,0) € HXQ) x HA(Q) x HX(Q),

ou v, ¥, o sont les solutions des équations (3.3.1)-(3.3.3) obtenues dans les lemmes 3.3.1-
3.3.3, et il est clair que le point fixe de cet opérateur constitue une solution du probleme
(3.2.11)-(3.2.13), (3.1.5), (3.2.16)-(3.2.17). Pour pouvoir appliquer le théoreme de Schau-
der sur lopérateur ® il suffit de trouver une boule B de H2(Q) x HZ(Q2) x H2(Q) tel
que

(i) @ est bien définie sur B.

(ii) @ est continue sur B par rapport & la topologie induite de H?(Q)x H'(Q)x H().
(iii) ® est un contraction i.e., ®(B) C B.

La partie (i) est évidente, pour démontrer (ii) et (iii) il faut établir des estimations adé-
quates sur v,1,0 des équations linéarisées. L’estimation de 9 est plutot facile a obtenir,

quand aux estimations de v et o elles exigent un traitement plutot complexe.

3.4 Estimations des solutions 9, v, et 0 des équations
linéarisées
Estimation de v

Lemme 3.4.1. Soit (v'¥',0') € H3(Q) x HZ(Q) x H2(Q). Alors la solution 9 € HE(Q)

de l'équation (3.3.1) obtenue dans le lemme 3.3.1 vérifie l'inégalité

(3.4.1) 19 20y < e[|V m2g) + 1] 20 + 107 la2(2))°
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+er [0 2 19 | 2ol 2 () + e (1 + [V 2@ [[€ll 22
ot c1 est une constante positive.

Démonstration

Le lemme résulte immédiatement de la théorie classique des équations du type elliptique.
Estimations de la solution v et o

Dans ce paragraphe sont établies les estimations des solutions v et ¢ des équations
(3.3.2) et (3.3.1). Ces estimations constituent le point crucial de la démonstration du
théoreme 3.1.1. Nous en déduirons en effet 'existence d’un sous-ensemble borné B de
H3(Q) x HZ(2) x H2(Q2) tel que ®(B) C B. Dans toute la suite de cette section on faira
I'hypothese auquel nous nours référerons par (A) que Ty et M , sont suffisamment grands
et || w3 (o) Suffisamment petit . C’est-a-dire, il existe trois constantes positives ¢r, ¢,, Cc

telles que
(342) TO Z ET, Mp Z Ep, ||€||H3(Q/T) S EE'
En outre les inégalités suivantes:
—a / —a /
To+c<caTy ey te<e

ot @ > 0,k = 0,1,2,3, valables pour T, suffisamment grand et ||€||H3(Q;) suffisamment
petit, seront souvent utilisées dans la suite sans les mentionner, il sera au fait facile de
comprendre leurs utilisations sous-entendue. Quand au nombre k& figurant dans le lemme
3.3.3, il peut étre choisi tout a fait aléatoirement pourvu qu’il soit suffisamment grand,

on posera en effet
RO R — —1 |
(3.4.3) k= E, 0y = ——Cu, (TO — Lgh) n
Y

oll k est un nombre suffisamment grand, vérifiant en particulier I'inégalité

1\
(3.4.4) 7> 16(1 _ X gh) 1

To")/R

Dans I’énoncé des lemmes (3.4.2)-(3.4.11) on désignera par C}, ou Cq les constantes qui

dépendent de 2 mais ne dépendent ni de Ty ni de M ,» et par C les constante qui dépendent
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de Q, de Ty et de M,. On désignera aussi par C (p) les constantes qui dépendent de T
et/ou de M,.

Lemme 3.4.2. Soit (v/,0',0') € H2(Q) x H(Q) x H2(Q). Soient v et o la solution
de léquation (3.3.2) et celle de (3.53.3) obtenues dans les lemmes 3.3.2 et 3.53.3 avec k
saisfaisant a (3.4.3)-(3.4.4). Alors on a

1

n A TN 3
(3.4.5) IVl + 50V ol + 41 () ol

1

TN 3 _9 N
< k| (5) o2, = CUTs = D oI2, + CLUIFIZ, + ollasllol2,) + Cull9) 2.

Démonstration

Si on multiplie (3.3.2) par R~'v et on intégre sur €2, on obtient

——/'UAvdx——/VVv /V ’Tvdx—/Vpﬁvdx
:—}—%/ﬂa/vgdx%—ﬁ/QF-vdx,

en intégrant par partie les deux premieres intégrales, on obtient

A
LIVol, + 21V vl = /v (o'T) vdx—/ww)vdx
(3.4.6)

= R avgdx—l—R/F vdzx,

on multiplie & présent (3.3.3) par Tp ‘o et on integre sur

T T T
k:/ —o(o —o')dx +/ —oV - (ov)dx = —/ —oV - (pv)dz,
QP QP QP

en utilisant la relation algébrique suivante
1
ala—10b) = 5[(a —b)* + a* — b

on obtient

1

) - ol + (L) otk =51(5) 1, - [ 2oV vy

pour simplifier le calcul on note par A le terme gauche de (3.4.6) et par B le terme gauche

de (3.4.7),en utilisant I'égalité

V- (pv) =Vp-v+p(V-v),
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on obtient
Ei/T\3 /12 T ,
A+B:§H<%> o LQ_/Q;UV (av)dx—/ggav (pv)dm—/QV(aT)v
— _Z ! — | F
g V(pY)vdx A o'vsdr + 7/ vdz,
kH T\z 2 /_ /T /
==ll=) o — [ =oV-(ov)de — | =(0c—0")V-(pv)de — | =o'V - (pv)dz
5| (5) L, | 50 s = | St =0V (o)~ | Zo'V - (pv)
— | V(o'T)v — V(pﬁ)vdm—g/a’vgdx—i——/F vdz,
Q Q R Jo Q
ki (TN |2 /T /T ) _ /T .
=|(=) o — | —oV-(ov)dx — | —(0c —0")V - -(pv)de — | —c'(Vp-v)dr
2H<p n o7 (ov) Qp( )V - (pv) > (Vp-v)

—/TU’(V-U)dQ?—/V(O’/T)U—/V(ﬁﬂ)vdl’—g/a'/vgdl'—Fi/F'Udﬂ?,
0 Q 0 R Jq R Jo

d’autre part on a

T _
/ —o'(Vp-v)de = / T(Vlogp-v)o'dx
QP Q

et

— | To'(V -v)dz — | V(o'T)vdx — | V(pd)vde =— | To'(V-v)dz+ [ o/T(V-v)dx
Q Q Q 0 Q
+ /Qw(v -v)dx

:/wv -vdx,
)

ou on a fait une intégration par partie dans les deux dernieres intégrale du terme gauche.

En injectant ces deux égalités dans I'expression de A + B on obtient

n A k. /T
(3.48) Vel + HIV ol +50()

1

k. /T2
(0 =), +51(5) ol

1
2

k /T3 !
=5I(5) 7l + 21
q=1

ou

|

I, = —/ —(oc =0V (pv)dz, I,= —/T(Vlogﬁ-v)a’dx—g/a’vgdx
QP Q R Jo

1 T
]3:—/F-vdm+/ﬁl9v'vd$, 142—/:UV'(UU)dx'
R 9 Q QP
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En rappelant que Ty et M, sont suffisamment grands et ||e|| 3 (o) suffisamment petit, on

voit que ||V logpl||1~ est assez petite de sorte que
o ¥ logp|2a < Vo2,

Nous allons maintenant estimer les intégrales I,, ¢ = 1,...4. L’estimation de I; est la seul
qu’on établira, les autres s’effectue en utilisant les méme techniques, i.e., le théoreme des
injections de Sobolev et la propriété (A) et les expressions de 7 et T. En utilisant I'inégalité

de Holder et en suite I'inégalité de Young pour les nombre réels on obtient

I < </T 0—0)2(19(:);(/Qg(V-(pv))zdx)é

T 1 [T
S—/:a—o Vdr + — | =(V - (pv))*dz,

/\

p 2¢2 Jo p
avec € > 0, en posant €2 = k on obtient

T\ A2 1 1 3 ,
(5> (0 —0d) —l—% (Vp v)? dx—i—% Tp(V - v)*dx

+ % /QT(VE -0)(V - v)dx.

D’autre part, on a

1 [~ 1 [T 1 [~
- 5 - : < — | Z(Vp-v)? — (V- v)?
k‘/QT(V'O v)(V-v)dr < 2]{:/Qﬁ(Vp v) dx+2k/QT,o(V v)“dz,

par conséquent,

= 2“( )1 (0 =2) ;+%/Q%(Vﬁ-vfdw+%/QTE(V-U)%

et donc compte tenu de (3.4.3), on a

ned| @)ool

4 Tl IV ol + = H( ) (- vp)

2
2

L2

On a [Tp| < Cup,(To)"7Y, ie., | TPl < Cup,(To)”7~'. En utilisant alors (3.4.3) et

(3.4.4) on obtient

77+>\
Tl 700 _—
—ITplo~ <
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D’autre part,

|~

(v-Vp)(v-Vp)de

(Vlogp-v)(v- Vp)da

Il
e Y

Tp(Vlogp-v)dx
< |Tplo~ [ (Viogp-ofds
Q

< TPl IV l[7--

On obtient alors finalement

n< |0

h< 163’
I3 < Co(||[F|l72 + C)|1V]7n) +

A n
+ @HV -v)|3s + @HWH%

IVolZ2 + Callo|IZ2,

Vel + SRV ol

il reste a estimer le terme I, on a

T T T
—/ —oV - (ov)dx = —/ —o(Vo -v)dx — / —|o|*(V - v)dz.
QP QP QP

D’autre part,

J— 3 —
T T
—o(Vo -v)dx = / —00,,0v;,dx
/QP ( ) ; Q/p
3 —
1 T 9
:52/ — 0y, (o) vidx

(en intégrant par partie) = — — Z/ vz> lo|*da

1 ) 1 T )
= 2/Qﬁ|0‘ (V- v)dz 2/§2V<ﬁ> vlo|*dz.

En somme, on a
1 [T 1 T
1 :——/:02V~vdx+—/v<:)~va2dx
1= 3 | Sl e 5 [ V(=) el

1 T 1 T
1< 519 ol ol + ol [ (5)] ol

donc

73
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en utilisant l'injection continue H3(Q2) < L>°() et 'hypothese (A) on obtient

I < Collo| s lo[|72-
Si on adjoint ces estimations obtenues des I, (¢ = 1,2,3,4) a (3.4.8) on obtient

3n 5 3\ ) kH(T;V
(3.4.9) T IVlZe + SNV - ollfa + 2 ﬁ) o

L2
Sl
<3(z)"
— 21\p L

Considérons a présent I’équation suivante

o+ Calllo' 72 + 1F |2 + lollmsllolZ2) + C@) 1917

V-p=o

90|$3=0 - 90‘13=h =0
avec o’ vérifiant [, o’(x)dz = 0. D’aprés le théoréme 2.1.2 le probleme admet une solution
@ et on a 'estimation suivante

(3.4.10) lellm < Callo’|| 2.

Mulitiplions a présent (3.3.2) par ¢ et intégrons sur {2, en utilisant I’hypothese (A) et
(3.4.10) on obtient

—9 N ~
(3.4.11) Tollo'llZ2 < ColIVullze + MV - vllZ: + [ FII72) + C@)|I91E,

ou C¢, est une constante.

Si en multiplie (3.4.11) par (4RC{) ™! et on I'adjoint & (3.4.9) on obtient (3.4.5).

Lemme 3.4.3. Soient v' 9,0’ v et o comme dans le lemme précédent. Alors on a pour

i=172

n A T3 2
(3.4.12) TIVO, vl + 105V - ollFa + kH (%) QamﬂHLz

T3 2 )
< ]{ZH <5) ani(j/ o + C’;(HO'/H%Q + HFH%Q + ||UHH3||VO'H%2) + 02”19“?{1

Démonstration

Montrons d’abord la relation suivante

Bkl
Skl

/Q [(&civ . U)axi(TO—/) — —(0,,V - (ﬁv))axid] de — _/

Q

(aﬂczv ’ (ﬁv))(aﬂﬁza - aﬁ?ial)dw
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—F/(ariT)o'/axiv-Ud:lj'—i-/T[(axi logp)V - v+ %8%.(1; : Vﬁ)]aﬁg/dm,
Q Q

On a

Bkl

0.5 - (g0 |de == [ (005 - (p0)(@ri0 = 0,0y

/Q (0,7 - 0)0,,(Te") -

+/(8IiV )0y, (To")dx — / %(&QV - (pv))0,,0'dx,
Q Q

On applique 'opérateur %(i = 1,2) aux équations (3.3.2) et (3.3.3),on les multiplie par

R7'0,, et Tp10,,0 respectivement et on les integre sur €. Puisque 0,,v satisfait aux
conditions aux limites (3.1.5), en faisant le méme calcul que dans la démonstration du

lemme 3.4.2 et en utilisant la relation précédente on obtient

3.4.13 ivo ’
(34.13) 2900

L2

et IV @+ 5 (5) 0~ 00
w33 el = 3(5) o

L = _/ %(amza — axla/)azzv ’ (ﬁ’l})dﬂ?,
Q

9 4
2 + Z Iq’
q=1

ou

I = / o' [am (T[(s, log D)V - v + %axi (- VD)]) + (0nT)0sV - v+ %aﬁa@vg] dz
Q

Iy = / [(axiv-v)ami(ﬁﬁ)—lF-amé‘m,-v]da:, I =- / —(0,10)0.,V - (70}
o R Qp

Compte tenu des expressions de p,T et k et de (3.4.4), on démontre de maniere tout a fait

analogue a la démonstration du lemme 3.4.1 les inégalité suivantes

Y o

I
16RHV8”“U

——||VO,,v

‘L%

A n
—RHV (O, 0) 172 + @Hv%v :

12 + Callo|[72

Iy < V0,0l + Call I3 + C) 191

Il nous reste a estimer le terme Iy, on a

1 (T ) 1 T )
I = 2/Qﬁ|8zia| v v)dx+2/Q<Vp> o]0y, ol 2dx /Q

< Callvllma ||V lZ.

Skl

(0r,0)V - (00,,v)dx
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En utilisant les inégalité obtenues pour I, (¢ = 1,2,3,4) dans (3.4.13) on obtient (3.4.12).

Lemme 3.4.4. Soient v',9',0’ et 0 comme dans le lemme (3.4.2). Alors on a

2
— 2 —_9
(3.4.14) (R + 1)Clz) TollOn0llze — C3 Y IV s,0ll72 — C5Ty [lolln

i=1

_ 2 ~
< (R = DCgy) Toll0z,0'lI72 + C5llVo'lIZ2 + C5(I FIIZ2 + 191131) + Cillvll e | VollZ:

avec
T a1 ol
(3.4.15) o=t (TO 1R gh)v‘l.
(To) n + )\ To
Démonstration

A Taide de l'identité suivante
Avz = 05,V - 0 + Oy, (04,03 — Opy01) + Ouy (02,03 — Oy o),

On tire de I"équation (3.3.2)

(3.4.16) 0,V v = _HLA(axl(axlvg — Dy01) + Oy Oy U3 — Oy))
R R _ R _ g 1

9, (p9) + —Ta,.0 '9,,T ' 28

+n+>\ (p)+n+)\ 0+n+>\g +77+)\0 n+ A ’

Appliquant a présent I'opérateur différentiel 8%3& aux deux membres de (3.3.3) en y sub-
stituant I'expression de 0.,V -v donnée ce-dessus, en multiplie aprés par 0,,0 et on integre
sur {2, on trouve alors

5

R
34.17 K00, — 00,0")(D3,0) + ———PT(Ds,0") (Duy0) | dae = ST 1L,
BA1D) [ [MOu7 = 000 000) + 5T (000 (00s0)]d >k
ou
1 _ J— '
L = Y Qp(Ra 0w, T + go')(0p,0)d,
1 _ _
I = TN Qp(FS — ROy, (p0)) (0,0 d,
13 - HL)\/gzp(awso-)(arl(awlvii_83331]1)+ar2<arzv3_ar3v2))dx=
Li= = [ §(0n0- VD) + @)V - 0)@ry0)da,
Q

L= — /Q (00,0)V - (B, (o0))d
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En utilisant 'identité

I+a , 11—«

—b b= —b)? — b?
(a —b)a+ aa 5 @ + 5 (a —b) 5
on obtient en posant o = WTR/\,BT

LJM@W_@WN@W%HJEﬁﬂ@pM@WﬂM

n+ A
k k — k—
::/ ZQQ%®%x+/ 2Oﬂ%0—&wﬂ%x—/ 2“@%5#@
Q Q Q
3 k‘—f—Oé . k_a 12 k_Oé /
> info( =5 ) 1920132 + info( =5 ) 1920 = 0uy0'32 = supa (=5 ) 1020132

d’autre part on a de (3.2.4) et (3.4.5)

— —1 == =\
o, (To =2 0h) ™" < 1P < Cur, (To) 7,

on obtient donc
/p@n—@aW%@+Jlﬁwwm@@px
Q 3 3 3 n + )\ 3 3
k— 0,
2

ou le nombre §; a été défini dans (3.4.3) et

102,117 — 10250”1172 + 02y 0 — 020”12,

Y
Zk;& kQQH

R, -
51 = H—)\CMPT(’;_ .

D’autre part, en utilisons & présent les relations de T et p données dans (3.2.4) et (3.2.5)

on obtient

k — 6] 4] — 2=

L < ——102,0 = 920"lI72 + 15110,0lI22 + CaCt, T3~ V|72
~ ., ~ 0‘1

L < COIFIZ + COIING + 10011z,

_k-4

2
S 2y
||8E3J - a2730-,”%2 + T;Haxso-,”%? + C’QCMpT(SYi1 Z Hvazsvni%

i=1

I3

4—3y

9 ) A3y
10230 = Oay0|[72 + 1—;H(9$30/H%2 +CaCy, Ty [[0ll3n

E—
I, < 5

Il reste a estimer I5, on a

1 3
=5 [V 0)l0noPds =3 [ (0:0)0n,0uy00)do < Calllls Vo
Q o Je
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Si on adjoint ces inégalité a (3.4.17) on obtient

§ ) 27 o
(k + S)uy032 <(k = 2020172 + CaCat, Ts Y [V y0ll3
=1

+ CoCag Ty el + CoCo Ta IV I + C@IFE:
+C@N9n + Callvllus | Vollz..
En multipliant les deux membres de cette inégalité par
(75 =To (e, T57)
et en tenant compte de (3.4.3), on obtient (3.4.14).

Lemme 3.4.5. Soient v'¢/,0',v et 0 comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a

2
(3.4.18) lollF: = C3 ) IV0]z2

=1
< —CUT2 = V||V |2 + CiT| 00y’ |22 + C| F |22 + Cu||9)2
> 4( 0 ) O ||z 4 0| x50 |L2 4 |L2 4 HL-

Démonstration

On réécrit 'équation (3.3.2) sous la forme d’un probleme de Stokes

(3.4.19) —nAv+ RV (To') = A\V(V -v) — RV(p0)) — go'¢'s + F(v'9,0")

(3.4.20) V-v=V-0.

Ici les conditions aux limites sont différentes de celle données dans le théoreme 2.2.7,
la démonstration reste valable méme avec ces conditions avec bien évidemment quelques

changements sont a faire dans les fromules de représentation des solution voir par exemple

[20]. On obtient donc
(3421)  ollfe + VT2 < COING + CallV 72 + IV - vlFn + 1FIIZ2).

Par ailleur on obtient de (3.4.16)

2
02,9 - 0l <Co (V013 + D Vw0l + I1FIZ:)
=1

+ CoTg 10,0172 + C@ 193
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et comme on a
IV(To")|32 > Ca(Ty — 1)V |13,
on déduit de (3.4.21) l'estimation (3.4.18).

Lemme 3.4.6. Soient v',¢/,0',v et o comme dans le lemme 3.4.2. Alors pour i,j = 1,2

on a

n A T\3 2 ,
(3422)  ZIV0D e + HN0: 0V vl + K| (5) 0o, — ol

T} 2 ,
< [[(5) 0utno],, + UV +1E s + 1F s + ol el Vo) + ol
Démonstration

On applique l'opérateur différentiel 0,,0,, (i,j = 1,2) aux deux membres de (3.3.2)et on

multiplie par R*18$i8$jv. Si on intégre sur {2, on obtient

_%/&ﬁ%(Av)@wi@zjvdaE—%/8$i8$j(V(V-v))8$i8zjvdx
/8128 (0'T))0,,0, vdx—/c? 02,0(V (pV)) 0,0, v

g /Q 00,01, (0")01, 01 vl + /Q 00,00, F 0,0, vl

Les deux premieres intégrales se calcule facilement, on a en effet

_% /Q Oy, (AV) D, 0, vdw = — —Z / Oy, 0, AV, Oy vpd

_ Z / a%axjvkama vpda

911

n Z/Za$18 8:c7vkaxlag;la de{L‘

Q=

-1 /Q (V0,,0,0)%da
Ui
:EHvawiaijH%2

on a utilisé dans ce calcul aprés avoir interverti 'ordre de dérivation une intégration par
partie aprés avoir interverti I'ordre de dérivation et la condition aux limites (3.1.5) D’autre

part, par un calcut tout a fait analogue au précédent on obtient

i / 02,02 (V(V - 0))0y, 0, vdzr = iuaxiax.v . UH%Q,
R Q J J R J
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en somme on obtient

(3.4.23)
290,02, + %naxiamjv.v“;, . /Q 01,00,V (0'T) 00,0y v — /Q 0,0,V (50)0,,0,, vdx

1
B % /g; axzal‘g Jaxiaij vzd +- E /Q axlaxj F@xﬁx]vdw

Appliquons & présent I'équation (3.3.3) Popérateur différentiel 0,,0,, et multiplions par
Tﬁflaxiﬁxja. Si on l'intégre sur 2 on obtient

T T
k:/ — 04,00, (0 — 0')0,,0,,0dx + / —02,0:;,V - (00)0,,0,,0dx
QP QP

- / 02,05,V - (pv)0y,0,,0dx
Q

on calculons comme dans la démonstration du lemme 3.4.2 on obtient

31G) 0w,

/ axla%v pU 8%8 odzx.

a2y E(E) @0, +

53y o001,

Notons par A le terme gauche de (3.4.22) et par B le terme gauche de (3.4.23), on a

aes @) e,

— / 02,04,V (0'T) 0y, 0, vd — / 0,02,V (00 Oy, 0, v
Q Q
g 1
7 /Q 02, 02;00,,0,,v3dx + I /Q 02,0y, F 0,0, vdx
T _
—/:@iaij(pv)@miaxjadx,
QP

On obtient finalement

2

L2

n 2 A ol H Vi _ /
(3425)  LIVOL0uvlE + S1000,V - vlE + 3 ( ) (0,00, 0 — Dy, 0, 0"
ki /T b 2> kT e
+5(5) o], = 5| (5) 0],

T
h= _/ g(a:maxyg B aﬁviaﬂ?jgl)axial’jv ' (ﬁv)d:v,
Q

7
+y 1,

ou

I, = / (80, T)Bs,0" + (80, T)00,0" + 0030, T) 03,0,V - v,
Q
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T
Iy = / s, [%[axiaxj(v VD) 4 (02,00, 0)V - 0+ (03,0),V - v + (0,7)0:, V - v]]@xja/dx,
Q
[4 = g/(@a’)@%@vgdﬁ,
R Q J i J
1
Is = /(axiaxj(w))axiaxjv codr, Ig=—— /(aiaxju) - Oy, Fdu,
Q ' R Jq '

I; = —/ Z(@wﬁxja)ﬁxiawjv - (ov)dz.
QP

En rappelons les expressions de T et 7 et en utilisant 1’1negahte 5:Cum, T o < qgé‘ qu’on

peut obtenir directement de (3.4.3)-(3.4.4), on obtient

O =

102,02,V - v[|Z72 + Callvl3:.
D’autre part, on a

N
Iy + 13+ 1, < @uvaxiaxjvng + Cq||Vo'|32,

Is < C(p) |19l + 7 51105,0:,V - 0]z,

4RH
Is < Col FIl3: toR ||V3z23zjv||m

Quand au terme I, en utilisant la relations suivante

T 1 T )
—/Qv%&m@xjo-V@i@xjad:v— 5/9 (v- (v%)>]8xi8xja| dz,

on obtient

I < Cal|v]| a3y | Voll7-

Si on adjoint les estimations des intégrales I, (¢ = 1,...,7) calculées a (3.4.22) on obtient

(3.4.21).

Lemme 3.4.7. Soient v' 1,0’ v et o comme dans le lemme 3.4.2. Alors pour i = 1,2 on

a

2
_ =2 2
(3.4.26) (% + 1)C(z,, TollOus0s,0 172 — C > IV, 0,072 — CET, [[0ll32

j=1

— 72 ~
< (F = 1)Clgy To102,05,0"|[12 + Co(IV 'l 22 + ol Vol ) + Co(l19152 + [ Fll0),

ot O/TO est la constante donnée dans (3.4.15).
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Démonstration
On applique l'opérateur différentiel 0,,0,, (i = 1,2) aux deux membres de (3.3.3) et y on
subsitue l'expression de 0,,V - v donnée dans (3.4.16). En les multiplions par 0,,0,,0 et

en les intégrant sur €2, on obtient
5

(3'4'27) / [k(axsaxzo- - ax?,aﬂfio-/>(axsam ) + iPT(aI38$¢UI)(8msamiU):| dr = Z IQ’
Q

A
qg=1
ou
1 _ _
[1 - _TH_—)‘ (Rarz (ﬁalang) + R<ax7, (ﬁT))aTSOJ + g(amz (ﬁal))(aﬂﬁsaﬂﬂig)dm?
Q
1
I = — (pF5 — Rp0,.(p .
2 Y Q(aﬂﬁz(p 3 Rp@xd(pﬂ)))(ﬁmﬁxla)dz,

I — n% (80, 0) (O, (9D, (O, U3 — Dy 01) + Oy Dy 03 — Dy 02)) )i,

IL=- / (0002 (0~ V) + 0 (OsP)V - 0)) Oy, ),

Is = — /(a%axia)v - (0, 0n4 (00) )d.
0

De maniere tout a fait analogue a la démonstration du lemme 3.4.4, et en utilisant 1'in-

égalité suivante :

/ 10040110 = 91,00)(0:01,0) + 57T (00,02,0) 02,01, | o
Q

k:51 ké/

k )
+ : Haa:aaa:zU,“L? Haﬂcaaﬂcza aﬂcgaﬂciOIH%?

||8x36xza||L2 -

et en estimant les termes [, (¢ =1,...,5), on déduit de (3.4.26) 'inégalité suivante

k+4é k — 5
9 1"8138%'0’%2 = :
3

+CaCu, Ty~ [lvl72 + é(ﬁ)(HﬂII?p +HIIFNE) + CQ(CMpTFIIVU’II%z + vl a2 Vollin)-

H&%&gza HLQ + CQCMPTW_ Hvaxjaxzv

12

En multiplions les deux membres de cette inégalité par

-1

_% _ —9 _ﬁ
(CMPTS ) 1 = TO (CMpTO )
en tenant compte de (3.4.3), on obtient (3.4.25).

Lemme 3.4.8. Soient v’ ,0",v et 0 comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a pour i = 1,2

2
(3.4.28) 102011 — Cr(lloll + Y 11V, 00, 0l172)

j=1

< T |V000' 122 + ColIV |22 + Tl 0y 020|122 + | FlI20) + Col[ 0] 22
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Démonstration
On applique a (3.3.2) 'opérateur différentiel d,,, (i = 1,2) et on écrit le systéme obtenu

sous la forme
—nA(0y,v) + V(RO,,(To")) = M\0,,V(V - v) — RVO,,(pV) — 90,0 €5+ Oy, F,
V- (Opv) = 0.,V - v,

axiv|x3:0 = 07 8xiv3|x3:h = 8x38:civj|a:3:h =0, .] =1,2.

En considérons ce systeme comme probleme de Stokes, de maniere analogue a la démons-

tration du lemme 3.4.5 on obtient

(3.4.29) 102012 + R2(|V 0, (T0")]|72

< Ca(IFllip + V1172 + 102,V - vll7n) + C @19 7.

Par ailleur, on montre facilement 'inégalité suivante
2
(38430) 110,V - vlEn) < Ca( ol + 100007 - vliEa + D 102,02,V - vl )
j=1
appliquons a présent l'opérateur 9., (i = 1,2) aux deux membres de (3.4.16), on obtient

22 + Vo'l 22

2
102,05,V - ]2 gcﬂ<z IV, 0,0
(3.4.31) o

_2 ~
o+ Tollns 0,032 + 1F 13 ) + C@) 932,
Si on substitue (3.4.29) et (3.4.30) dans (3.4.28), et en utilisant I'inégalité suivante

= 1 =2 / /
IVO,,(To")||7: = Ca(To|IVor0'|172 = [IV0'[|72),

on obtient (3.4.27).
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Lemme 3.4.9. Soient v')V' 0’ v et 0 comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a
_ —2 ——2 _ —2
(3.4.32) (F+1)C5, TollAall7: — C&Ty vl < (R —1)Cx, TollAd'|72

GVl + ol I VoliFn) + Cs (1013 + IF 130,
ot CETo) est la constante donnée dans (3.4.15)

Démonstration
On applique l'opérateur laplacien a I'équation (3.3.3) et on y substitue 'expression de
V - Av obtenue de I"équation (3.2.2), on multiplie ensuite I’équation trouvé par Ao, en

intégrant sur 2 on obtient

4
/Q(k(AO — Ad')Ac + %TﬁAa’Aa)dw = Z ,

q=1
ou
1 _ _
L =———= /(2R5VT Vo' + REU/AT + gﬁ&ma’)Aadx,
n+AJa

1
ILy=——— [ p(RA(pY) — V - F)Aod
> n+AQp<R(’))V )Acdz,

I3 =— /Q(A(v -Vp)+ (V-0)Ap+2(Vp) - V(V -v))Acdz,

Iy =— /Q(AV - (ov))Acdz.

De maniere analogue a a démonstration des lemmes 3.4.4 et 3.4.7, on a
/(k:(Aa — Acd')Ao + iTﬁAa'Ao)dx
QO n+ A

k4o k—6 k— &
=2 2 2

D’autre part, il n’est pas difficile d’établir I'inégalité suivante

4
y <
q=1

1Aa]7: — 1A0"|IZ + 1A — Ad’|[Z.

__4-3y __2—v
HIAG |2 + CaCu, (T 0l + T3 V|12

NS

+ CallvlllIVoli + CE UG + [ FlFn)-
Donc, de maniere analogue a la démonstration des lemme 3.4.4 et 3.4.7, on déduit (3.4.31).

Lemme 3.4.10. Soient v',V',0’,v et 0 comme dans le lemme 3.4.2. Alors on a

2
=2
(3.4.33) ol = Co (D 10nvl3 + M3 ) < Toll VoI5

i=1
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2
—2 ~
+OTo (18013 + 301V 00" |3:) + CHIV ' I3 + [IF 1) + Coll 9l
=1

Démonstration
On applique le théoréeme 2.2.7 sur le probleme de Stokes (3.4.19)-(3.4.20) pour déduire

I'inégalité
(3.4.34)  |ll3s + IV(T)[7n < CallV |72 + IV - 0l 32 + |1 Fll3n) + C @972
Par ailleur il est facile d’établir ces estimations

= —2
IV(To") [z = Ca(TollVe'llp = [Va'llZ2),

2
IV - 0l < 105V - ollfn + Y 11050

i=1

[ + ol

2
102, - vl < Co(ToI VO3 + 3 00,0

i=1

[ + IVo'l[72 + HFH?p) +C )19l

2
102, V0" 72 < A0 |172 + Y 128,017,
i=1

ou la troisieme inégalité est une conséquence immédiate de (3.4.16). En adjoignant ces

inégalité a (3.4.34), on obtient (3.4.33).

3.5 Application du théoreme du point fixe de Schau-
der

Ces estimations établies, nous allons pouvoir a présent démontrer ’existence d’un sous
ensemble B compact et convexe vérifiant les conditions (ii) et (iii) du paragraphe 3.3.1,
le théoreme 3.1.1 s’en suivra immédiatement, I'existence du sous ensemble B est donnée

par le lemme suivant

Lemme 3.5.1. Si T est assez grand et si ||e||gs est assez petit, alors il existe une
constante positive a et une norme || - ||s2 équivalente a le norme || - ||g2) telles que,

5t on pose

(35.1)  B={(v¥.0) € Hy(Q) x H;(Q) x H(Q); [vl3s + [0l 72 + llo]l3= < a’},
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alors
(3.5.2) ®(B) C B,

1.e., ® est une contraction.

Démonstration
On considere 9 nombres positives Ay, k& = 1,...,9 a déterminer. En multipliant les deux
membres des inégalités (3.4.5), (3.4.12), (3.4.14), (3.4.18), (3.4.21), (3.4.25), (3.4.27),
(3.4.31), (3.4.32), obtenues dans les lemmes 3.4.2-3.4.10, par Aj,...,Ag respectivement,

en posant Ag = 1 et en les adjoignant, on obtient

2 2
(35.3) [lolfs + Y 10w 0ll(=Ch + A7) + Y V0,050

i=1 ij=1

n
2, ( ~CIA; — ClAg + Ag,ﬁ)

F|ol|22 (= CY — C4T *Ag — 2C%A; — 2C4T 5 *Ag — 4CLA5 + Ay)

2
+) |Vo,v
=1

Ui 2 Ui
2 (= i = Cig + Mgk ) + ol (= C4T5 " As + M )

2
— _ =2
A3+ 1)C{r, Tohs + 3 192000l + 1)Clr, Tols
i=1

2
s + 04,0113 (R + 1) Clg, Tos

(To)

S0 000

i,7=1

2 aNE!
1) o

1

2 T\% |12
L2 D L

2
/ 2 / ’ — / 2 / ’ 52
< Vo'l (=To) + | A0’ ||22(Co + As(R — 1)Cig, )T + Z IV0a,0'||72(Co — A7) T

, kA4

b3 10000 (Coe + (7~ )Cp, )T +ZH( DYoo, 0.0 kas

=1 ,j=1

Vo' ||22(C) + Chg + 2C0A7 + 2C4Ag + 4CLAs + ChAs — Ay(To — 1))

1020032 (C5A1 + A (7 = 1)Cl ) To + Z H( ) o0 ks

2
kA, + Y,
L2

= TN
Hlo' (2040 = OTG DA + | (2) o'
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avec

©

(3.5.4) E=) Al + ColIFIE + Celldlle + Cillolus Vo],

k=1

d5: s d2:d6:d7:2, d1:d3:d4:d8:d9:1.

W

En comparant les coefficients par lesquels les normes figurant dans le premier et dans le
second membre de I'inégalité (3.5.3) sont multipliées, on voit que, si T est assez grand, il
est possible de choisir Ay,...,Ag de telle sorte que les deux conditions suivantes (A) et (B)
soient vérifiées:

(4)

—Cl+ Ay >0, —@m—qm+m%>q

—C) — CUTy As — 20407 — 2C4Ty *Ag — 4CLA5 + Ay > 0
—CLA4 — C:/))Ag + AQ% > 0, 05782/\3 + Al% > 0,

(B) le second membre de (3.5.3) est majoré par

2

2 Nt
> (20,00

2
(L= 8) || Ad'l|Z +v2 ) 1102,85,0" 72 + vy
i=1

L2
ij=1
/|12 : T % / 2 T % / 2
ﬂﬂ@ﬁ“p+%ZHK%>@p<m+%M%)aLJ,
ou ¢ est une constante positive et
V= (Ii + 1)CETO)T0A87 Vo = (l€ + 1)CETO)T0A67 V3 = kAE),
vy = (E + 1)CETO)T§A3’ Vs = k}AQ, Vg = k?Al

On voit immédiatement qu'un tel choix des A;(j = 1,...,8) est possible, en effet, pour

les contraintes citées dans (A) et (B), si Ay avec k = j + 1,...,8 sont donnés, comme on
le constate facilement, on peut choisir un A; assez grand de telle sorte que les inégalités
contenant seulement A; et Ay, avec k = j+1,...,8 soient vérifiées,i.e., on peut donc procéder
le choix de A; en partant de Ag et puis en choisissant successivement A; pour j = 7,6,...,1.

Donc, en posant

2

2 2N
Z H(%) O, 0r10 L2

ij=1

2
(3.5.5) HUH%z = 1/1HAUH%2 + 19 Z Hal‘gainH%? + 3
=1
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2 T\ 3
+ul|(5) "
L2 P

2

Y

2 T 1
+-14)|0p,0 |22 + s Z H <%> 0,0
i=1

L2
on obtient
(3.5.6) [vll3s + ol < (1= d)]o"[[3e + .
La norme introduite dans (3.5.5) est équivalente a la norme || - [[g2(q). Or, compte tenu

du comportemement bien connu des termes non-linéaires de F'(v,,0) et de ¥ pour
V]l + 191172 + llo |72 — 0,

alors, de 'expression de ¥ et de F' et du lemme (3.4.1), on déduit de (3.5.6) que, si ||¢|| g2
est assez petit, il existe une constante positive a telle que, si on définit B comme dans
(3.5.1), alors (3.5.2) est vérifié, Ce qui termine la démonstration.

Il reste maintenant pour conclure, a démontrer la continuité de 'opérateur ® dans I’en-
semble B muni de la topologie induite de H?(Q2) x H'(Q) x H*(Q).

Lemme 3.5.2. Il existe un constante Cp telle que, quels que si (vfu,ﬂh],afl]) et (’UEQ], EZ}’UE])

sont deux élement de B, alors
(3.5.7) vy — vig a2 + 19 — gl ar + [lop) — ol m

< Cy(|lvpy = vigllaz + 197 — Vigllar + llopy — iy lla)

ol

(v Y5a,071)) = @(vfi],ﬁfi],afﬂ), 1 =1,2.
Il est bien clair d’aprés ce lemme que 'opérateur ® est continu.
Démonstration
Soient (v(y),0}y},07;)) €t (vy,V}y:07y) deux élements de B, alors on a d’aprés (3.5.1)
(358)  elylls 9 s oy s o v 9 e Mol <0 (= 1.2)
Posons
/! / ! / / ! / /
Vi=uy =, O =0y—9y S=oy—opy,

Vi=vp—vp, O©=Up—7Vg, S5=op—op,
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Comme 9, vy et oy (i = 1,2) sont définies par les équations (3.3.1)-(3.3.3), alors pour
0,V,S, 5ona

(3.5.9) —KAO = G(Ufl]aﬁ/[uﬂfu) - G(Ufz]v /[2}70E2])7

(3.5.10) AV —\V(V V) = —RV(ST +70) — g5’ ¢

+F(”f1]7 il}ao-fl]) - F(Ufz]ﬂ%maafz]%

(3.5.11) kS + V - (Sv[l]) =kS" - V- (O’[Q}V) -V (ﬁV),

ou G(.,.,.) et F'(.,.,.) sont les fonctions données dans (3.2.14) et (3.2.15) respectivement. En
estimant la norme dans H () du second membre de (3.5.9), de expression de G(.,.,.)

et de la théorie classique des équations elliptiques on déduit

1©1l < CUV a2 + 10l 2 + 1571 )

2 2
x (1 + 3 (efyllae + 10 L + oty ) + D (loggllae + 19l + IIUEZ-}IIHI)Q)

=1 =1

ou C' est une constante positive. Donc, en vertu de (3.5.8), on a
(3.5.12) 1O < Can(IV' [z + 1Ol + 15|20,

ou C’a,l est une constante.
De maniere analogue, en estimant la norme dans L*(€) du second membre de (3.5.10) et

en utilisant le théoreme 2.3.1 et (3.5.12), on obtient
(3.5.13) IVilz2 < Caa(IIV |2 + 1102 + 15| 10)

ou C, 2 est une constante.
Quand a I"équation (3.5.11), en multiplie scalairement par S et puis en lui applique I'opé-

rateur V et la multiplie en suite par VS. En utilisant les relations suivantes:

3
1 9 9’°s 9s, 1 5
/Q(U~VS)Sd£L’— —§/Q(V-U)S dx, /Qi;:lviaxia% a—xidx— _§/Q(V'U)HVSH dx,

on en déduit facilement, grace a (3.5.8) et (3.5.13)

(3.5.14) 1511 < Cas(IV iz + 16 + 15[ 1),
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avec C, 3 est une constane positive.

En adjoignant les inégalités (3.5.12)-(3.5.14) on obtient (3.5.7).

On peut a présent conclure la démonstration du théoreme 3.1.1.

Démonstration du théoréeme 3.1.1

Il est évident en vertu de la remarque 3.3.1 que 'ensemble B défini dans (3.5.1) est convexe
et compacte dans 'espace H?(Q) x H'(Q2) x H'(Q2), l'opérateur ® est continue d’aprés
le lemme 3.5.2 sur B et y est une contraction (3.5.2) on déduit donc du théoreme de

Schauder qu’il existe un élément (v*,V*,0*) appartenant a B tel que
O(v* 0% ,0%) = (v 0% ,07).

Donc d’aprés le remarque 3.2.1 le probleme (3.1.1)-(3.1.3), (3.1.5)-(3.1.7) admet une so-

lution, ce qui termine la démonstration.



Résumé

Le theme central du mémoire est I’étude d’un systeme d’équations d’un fluide visqueux
compressible et calorifere modélisant la convection avec la condition aux limites sur la tem-
pérature proche de la distribution hydrostatique. On démontre I’existence d’une solution
stationnaire pour ce systeme dans un voisinage proche de 1’état hydrostatique. La dé-
monstration se fait par 'application du théoreme du point fixe de Schauder, dans des
espaces de Sobolev adéquats, sur un opérateur construit a base des équations linéarisées.
Pour cela, il est crucial d’obtenir des estimations pour le vecteur vitesse et la densité de
I’équation de la quantité de mouvement linéarisée et 1’équation linéarisée de conservation

de masse.

mots-clés

Solution stationaire, théoreme du point fixe de Schauder, équations de Navier-Stokes...

Abstract

The main topic of the thesis is the study of a system of governing equations for a
viscous, compressible and heat-conducting fluid modeling the convection with the boun-
dary condition on the temperature close to the hydrostatic distribution. This study is
performed in the chapter 3, where we prove the existence of a stationary solution of this
equation system in the neighborhood of the hydrostatic state, by using Schauder’s fixed
point theorem in a suitable Sobolev spaces. For this result it is crucial to obtain estimates
of the velocity and a density from a combination of the linearized equation for the quantity

of motion and the linearized equation for the conservation mass.

key-words

Navier-Stokes equations, Schauder fixed point theorem, stationary solution...
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