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INTRODUCTION GENERALE

Les problemes d’estimation fonctionnelle concernent essentiellement les modeles sta-
tistiques non-paramétriques. En effet, un tel modele, d’apres sa définition méme, ne peut
étre indexé que par un parametre évoluant dans un espace vectoriel topologique a une
infinité de dimensions, c¢’est-a-dire un espace fonctionnel.

Un exemple classique de modele non-paramétrique pour une variable aléatoire réelle
est obtenu en postulant que la loi de probabilité de cette variable est absolument conti-
nue et possede une densité uniformément continue. On peut choisir cette densité comme
parametre fondamental du modele et I'on voit aisément que ’ensemble de ses valeurs est
une partie convexe de ’espace vectoriel constitué par les fonctions réelles uniformément
continues et intégrables sur R

La statistique non-paramétrique a connu un développement considérable depuis une
cinquantaine d’années. Ce qui a donc impliqué une intense activité dans le domaine de la
recherche sur I'estimation fonctionnelle, en se fixant pour objectif quelque themes princi-

paux, en particulier :

1. Méthode de construction des estimateurs.
2. Propriétés statistiques des estimateurs (convergence et vitesse de convergence).
3. Etude de l'optimalité des estimateurs.

4. Estimation adaptive.

Un probleme spécial a plus retenu 'attention des chercheurs, il s’agit de 'estimation
de la densité de probabilité et ses applications. Le nombre de publications qui lui furent
consacrées est impressionnant, il doit s’élever a des milliers et ce flot ne semble guere tari.

Parmi les livres de référence sur ce sujet, on peut citer entre autres : Le livre de Silver-
man ([85],1986) qui a été cité plus de deux milles fois, Bosq et Lecoutre ([10], 1987),
Scott ([79],1992), Simonoff([86],1996), Wand et Jones([99], 1995) et celui de Tsyba-
kov ([94],2004).

L’estimation de la densité de probabilité a investi plusieurs domaines d’application,

notamment :
— L’archéologie : Baxter, Beardah et Westwood ([4],2000).
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— Les banques : Tortosa et Ausina ([93],2002).

— La météologie : Ferreyra and al. ([36],2001).

— L’économie : Dinardo, Fortin et Lemieux ([28],1996).

— La génétique : Segal et Wiemels ([83],2002).

— L’hydrologie : Kim et Heo ([59],2002).

— La physiologie : Paulsen et Heggelund ([71],1996).

— Le traitement d’'image : Aurélie bugeau et Patrick perez ([15],2007).

Le premier objectif de ce mémoire est d’introduire I'estimateur a noyau de la densité
de probabilité multidimensionnelle et d’étudier ses propriétés statistiques. Le deuxieme
objectif est de faire le point sur les différentes procédures de sélection de la matrice de
lissage H. Le dernier objectif de ce travail est d’appliquer et comparer les différentes

méthodes de sélection de la matrice de lissage sur plusieurs distributions connues.

Pour cela nous avons structuré notre travail en quatre parties principales. Le premier
chapitre est une introduction générale a ’estimation fonctionnelle dans le cas multidimen-
sionnel, dans lequel nous avons fixé le cadre général et présenté les notions et les concepts
élémentaires de cette théorie. En particulier, nous nous sommes intéressé a l’estimation
de la densité de probabilité multivariée par la classe d’estimateurs a noyau généralisé qui
regroupe la plupart des estimateurs usuels connus dans la littérature (I’histogramme, es-
timateur par des séries orthogonales, estimateur a noyau de convolution...). Le deuxiéme
chapitre est consacré a I’estimation de la densité de probabilité multivariée par la méthode
du noyau de convolution ou tout simplement méthode du noyau, qui est un cas particulier
tres important de la méthode du noyau généralisé. La méthode d’estimation a noyau est
la plus populaire parmi les différentes méthodes d’estimation de la densité de probabilité,
car elle présente de bonne propriétés statistiques et elle est simple a interpréter et a im-
plémenter. Les différentes méthodes de sélection de la matrice de lissage pour 'estimateur
a noyau sont exposées dans le troisieme chapitre.

Enfin, dans le quatrieme et dernier chapitre , nous présentons les résultats des simulations
conduites a partir de plusieurs densités cibles connues, afin de :

— Comparer les différents algorithmes de sélection de la matrice de lissage;

— Etudier la performance de ces algorithmes;

— Etudier I'influence de la taille de I'échantillon sur ces différents algorithmes.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale et quelques propositions d’axes de

recherche sur ce probleme d’estimation de la densité de probabilité multidimensionnelle.



(énéralités sur 'estimation fonctionnelle

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de fixer le cadre général de la théorie de I'estimation
fonctionnelle ou non-paramétrique, d’introduire les notions et les concepts élémentaires
de cette théorie et de présenter ainsi quelques résultats classiques connus dans la littérature

sur ce sujet.

1.2 Cadre général de ’estimation fonctionnelle

Pour fixer le cadre général de I'estimation fonctionnelle, reprenons la présentation de
Bosq et Lecoutre ([10],1987) :

Considérons un modele statistique (F; A; P), ou E est I'espace des observations, A une
tribu sur £ et P une famille de mesures de probabilités sur (E; A). On écrit généralement

la famille P sous la forme :
P = { Py , VESNG) } .

Le probléeme posé est celui de I'estimation du parametre g (Py), ou :

— g est une fonction définie sur P et & valeurs dans un espace .

— Py est une loi inconnue dans P.

— © est un espace vectoriel de dimension infinie, autrement dit un espace fonctionnel.
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1.3 Modele non-paramétrique

Bosq et Lecoutre ([10],1987) ont admis qu'il n’y a pas de définition précise d’'un
modéle non-paramétrique car la frontiere entre paramétrique et non-paramétrique est
assez floue. Cependant, pour fixer les idées, nous adoptons dans notre travail la définition

suivante, définition implicitement admise dans une grande partie de la littérature :

Définition 1.3.1. Le modéle d’estimation du paramétre g (Py) est dit non-paramétrique
lorsque les hypothéses sur (E; A; P)  ne permettent pas d’écrire g (Py)  en fonction
d’un nombre fini de parametres réels.

Remarque 1.3.1.

1. Compte tenu de la nature de l'espace © et de la définition ci-dessus (1.3.1),
nous allons parler dans la suite indifféeremment d’estimation fonctionnelle ou
d’estimation non-paramétrique.

2. Généralement, on considére le modéle statistique
(B A P) = ([R5 "5 (1)er,) -

ou :

— B3 est la tribu borélienne de R,

— Py est une famille de probabilité sur R<,

— 1 € Py est une loi de probabilité sur R? et u™ est la probabilité produit sur [E)?d]n,
et on pose : X = (Xy;..5X,) ,o0ules: X;; 1 < i < n ; sont des variables
aléatoires a valeurs dans R muni de sa tribu borélienne 3. On suppose en outre que
les: X; 3 1 < @ < n ;sont indépendantes et de méme loi de probabilité u € Fy.
Autrement dit : Xi;...; X, ; est un échantillon de taille n et de loi u .

Définition 1.3.2. Un estimateur g, (Py) est une fonction de l’échantillon. Autrement
dit :
gn =1L (Xl; e Xn) )

pour une certaine fonction L : [%d]" — R .

Remarque 1.3.2.

Selon la définition (1.3.2), un estimateur n’est rien d’autre qu’une statistique. La seule
différence est que cette statistique sert spécifiquement a obtenir de ['information sur le
parametre inconnu g (Py) .

1.4 Exemples de modeles non-paramétriques

Nous allons maintenant donner quelques exemples de modeles non-parametriques, les
plus connus dans la littérature.
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Fonction de répartition

C’est la fonction définie par :
d

)

Fﬂ(xl;...;:cd)—u{ (—o0; xl]},
1
ot : (z1;...;24) € NL

Le parametre g est l'application de I'ensemble P = {u"; p € By} dans Dy (?Rd)
définie par :

pt— Fy,

avec : Dy, (?Rd) est 'espace des fonctions réelles sur R, bornées, continues par morceaux

et n’admettant que des discontinuités de premiere espece.

Fonction caractéristique

Pour tout entier 7 tel que : 1 < ¢ < n ; on définit la fonction caractéristique de la
variable aléatoire X; par :
f(t) = Eu[e(jd;xp)}-
Ou :
j est le nombre complexe imaginaire vérifiant j2 = —1.
t=(ty;..;tq) € R4
Xi= (X}, X4).

< .;. > est le produit scalaire usuel sur 9.

Le parametre g est l'application de l’ensemble P = {u"; p € Fy} dans C (%d)
définie par :
P
avec (Y (%d) est I’espace des fonctions réelles ou complexes définies sur 3¢ continues

et bornées.

Parametres de régression

Posons X; = (X}; X2);1 <i < n; ol X} prend ses valeurs dans R% et X? prend ses
valeurs dans R% avec dy + dy = d.
Soit pour tout i; (1 <i<mn); {,u

[T € %dl} une famille de versions spécifiées des
lois de X? sachant que X! = z.

x
2
Xi

Toute fonction r de la forme z +—— r <u§(2> est un parametre de régression.
7
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Le plus important est la fonction de régression ( ou espérance conditionnelle ), notée :

my (v) = E [y (X7) /X; = 2]

Ou # (.) est une fonction mesurable & valeurs dans R,

Fonction quantile

Pour d = 1, la fonction quantile est définie par :

F'l(p)=inf{teR:F,(t)>p}, 0<p<l

m

F ! est un parametre & valeurs dans l'espace des fonctions réelles définies sur ] 0 ;1 |,

non décroissantes et continues a gauche.

La densité de probabilité et ses dérivées

Si la loi de probabilité i est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
A de R? ( on dit aussi que P, est dominée par \ ), alors d’apres le théoréme de Radon-
Nikodym, il existe une application mesurable f, de R? dans R, intégrable-Lebesgue,

telle que pour toute partie mesurable B de R¢ :

n(B) = [ f(a)de

fu, unique & une équivalence prés (pour I'égalité A-presque partout sur R?), est appelée
densité de la variable aléatoire X; pour tout i (1 <i <mn).

Enfin, si f, est différentiable, on définit de nouveaux parametres fonctionnels : les
dérivées partielles de la densité.

Fonction du hasard

En combinant les exemples précédents, on peut construire de nouveaux parametres,
les parametres composés, notamment la fonction du hasard définie en tout point = de R,

par :

avec F, (z) < L.

Dans le cas d = 1 et lorsque la variable X représente une durée de vie, la fonction A

correspond a une probabilité instantanée de déces a 'instant x.

10
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1.5 Estimation fonctionnelle par la méthode du
noyau généralisé

Dans ce paragraphe, nous allons présenter et étudier une classe particuliere d’estima-
teurs, introduite pour la premiere fois par A. Foéldes et P. Révész ([38], 1974) puis
indépendamment par J. Bleuez et D. Bosq ([5], 1976), appelés estimateurs a noyau gé-
néralisé. Cette classe contient de nombreux estimateurs usuels ( L’histogramme, méthode
du noyau de convolution, méthode par projection orthogonale...). Il s’agit d’estimateurs

de la forme :

1 n
G (1) = — K, (Xi;t) tc€E, N*, 1.1
3= X Ko (Xit) teBone (11)

Ou : (E; A; u) est un espace mesuré o-fini, (K,,r € I) est une famille de fonctions numé-
riques définies sur £ x E ( on dit aussi que (K,) est une famille du noyaux généralisés
sur E ), I désignant une partie non-bornée de R, et (r,) une suite qui tend vers l'infini
dans I.

1.5.1 Existence de ’estimateur a noyau généralisé

Soit (E; A;p) un espace mesuré ou p est une mesure o-finie. Soit Py I'ensemble des
probabilités sur (EF; A) qui admettent, par rapport a p, une densité de carrée u-intégrable.
On note par ¢% (1) espace des fonctions de k¢ puissance u-intégrable (1 < k < +00) et
par L* (u) I'espace quotient de ¢ (i) par la relation d’égalité p-presque partout.

On définie une application ¢ de Py dans L? (u) par la formule :

dp
sﬁ(p)—@ ; p € Ry, (1.2)

Enfin on se donne P C P, et une application ¥ de ¢ (P) dans L? (u).
Dans toute cette partie on supposera que L? (i) est séparable et que les opérateurs de

L? (1) sont munis de leur relation d’ordre usuelle.

Définition 1.5.1. Soit T' un estimateur d’ordre n de Vop. Il sera dit sans biais (pour la
version T*) si T* est une version réguliere de T telle que :

1. Ype P, T*(.,...,.;t) € £ (p®™) pour p presque tous t.
2.¥pe P, [T (x1,...,xn;.) dp®™ (21, ..., x,) est une version réguliére de Yoy (p).

Remarque 1.5.1.

Rappelons que T*, version de T, est dite réguliere si T* (., ..., .;.) est A" -mesurable.
Nous supposerons que les estimateurs considérés possedent une telle version.

11
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Lemme 1.5.1. Si T est un estimateur d’ordre n dont la norme est de carrée p®"-
intégrable, pour tout p € P, alors T est sans biais au sens de la définition précédente
(1.5.1) si et seulement si il l'est au sens usuel de l'intégrable de bochner.

Démonstration

Une démonstration compléete de ce lemme a été donnée par D. Bosq dans ([8]; 1977a)

(voir Lemme 2).

Proposition 1.5.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que Wop posséde un
estimateur sans biais d’ordre 1 est que U soit un opérateur intégral dont le noyau K soit
tel que K (z,.) € ? (u) pour tout x € E.

Démonstration

C’est une conséquence directe de la définition précédente (1.5.1). ( voir J. Bleuez et
D. Bosq dans ([6], 1978)).

Proposition 1.5.2. Si la tribu des événements symétriques est compléte pour P et si
K (.,.) € > (p® p) pour tout p € P, alors, pour tout entier n > 1, la formule :

1 n
T (z1,...,xpt) = - ZK(mi,t); (T1, ..., n;t) € E™FE
i=1

définit une version réquliere de ['unique estimateur sans biais d’opérateur de covariance
minimum pour Yop.

Démonstration

La proposition se déduit aisément de la version hilbertienne du théoreme de
Lehmann-Scheffé, voir D. Bosq dans ([7];1976) (Proposition 5).

1.5.2 Application a ’estimation de la fonction de répartition

Soit a = (al, ...,ad) un élément de R, Sur (%d,ﬂ%d, )\) (A : mesure de Lebesgue sur

R4 ) considérons le noyau K défini par :

K (l‘, CL) = ](7oo,a1]><...><(foo,ad] (I) )

ott I est la fonction indicatrice et z = (2!, ..., 2%) € R4

12
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On a:

%dK(x,a)f(x)dx:F(a);

ou F' désigne la fonction de répartition associée a f.

Les deux propositions (1.5.1) et (1.5.2) montrent alors que la fonction de répartition
empirique :

F,(a)= %ZK(mi,a);

1 d

pour x; = (xi, ,.’Ez) € N9, est sans biais et d’opérateur de covariance minimum

comme estimateur de la fonction de répartition dans la famille F,.

1.5.3 Application a estimation de la densité de probabilité

On commence par remarquer que, d’apres la proposition (1.5.1), 'existence d’un esti-
mateur sans biais d’ordre 1 de la densité signifie que la restriction de Iidentité de L? (1) &
¢ (P) est un opérateur intégral, or ceci n’est pas toujours vérifié. En général, la restriction
de l'identité de L? (1) & ¢ (P) est limite d’une suite d’opérateurs intégraux.

Dans la suite, on supposera que les densités de o (P) sont définies par une version
privilégiée et 1'on notera D le sous-ensemble de ¢2 (1) formé par les versions considérées.
D’autre part, V' désignera l'espace vectoriel engendré par D. On a la définition suivante :
Définition 1.5.2. Un estimateur d’ordre n a valeurs dans (? (u) sera toujours défini par
une application numérique A" -mesurable et un estimateur T, de la densité sera dit sans
biais st :

Ep [T (X1, Xust)l = f,(1);  peP LEE

\ . S s dp \ ;. ) s . \
ot f, est la version privilégiée de 3 etot E, désigne l’espérance prise par rapport a p.

Enfin on dira que 7,, estimateur d’ordre n de la densité, vérifie la condition (1.3) si
T (., 29, ....,xp;t) €V pour tout (xg,...,x,,t) € E". (1.3)

Maintenant on va introduire les résultats élémentaires suivants dus a J. Bleuez et D.
Bosq ([6]; 1978) :

Proposition 1.5.3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un estimateur
sans biais de la densité , d’ordre 1 et localement p2intégrable, est que p soit une mesure
discrete.

13
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Proposition 1.5.4. Soit un entier n > 1. Si P est convexe et si o n’est pas discréte, il
n’existe aucun estimateur d’ordre n de la densité qui soit sans biais et de norme de carré
intégrable.

Théoreme 1.5.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un estimateur
des densités de D, d’ordre 1, sans biais et vérifiant la condition (1.3), est que V', muni du
produit scalaire usuel de (? (1), soit un espace préhilbertien séparé a noyau reproduisant
mesurable.

Corollaire 1.5.1. Si D est convezxe, si Ip € V (I est la fonction indicatrice ) et si V.
est un espace préhilbertien séparé a noyau reproduisant mesurable de noyau K, alors la
formule :

1 n
T, (Xq,...,X;t)=— K (X;,t); tekE;
(o Xoi) = - 3K (Xi0
définie l'unique estimateur sans biais symétrique vérifiant la condition (1.3) et tel que :
T(.,..,;t) €l (p®") pour tout pe P et tout t€E.

Enfin, on va conclure ce paragraphe par un résultat plus général donné par Terrell
et Scott ([91], 1992) :

Théoreme 1.5.2. Tout estimateur de la densité de probabilité multivariée f, qui est une
fonctionnelle de la fonction de répartition empirique F,, continue et Gateaux différentiable,
peut étre écrit sous la forme :

R 1 <& .
l)=— K T, ta Fn )
)= X Kot By
ot K est la dérivée de Gateaux de f suivant les variation de x;.

Ce théoreme repris par plusieurs auteurs est devenu un résultat fondamental pour
I'estimation de la densité de probabilité multivariée, il introduit un certain ordre dans
ce domaine et généralise tous les résultats obtenus jusqu’a présent. Une démonstration
complete de ce théoreme a été donnée par Terrell et Scott ([91], 1992) et par Scott
([79], 1992).

Rappel :

Soit f une fonction définie sur un ensemble S de R? & valeurs dans R (on dit que f

est un champ scalaire), o un point intérieur de S et y un point arbitraire dans R?. Pour
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un scalaire h € R tel que h # 0 mais suffisamment petit pour garantir que (xo + hy) € S,
formons le quotient :

f(xo+ hy) — f(xo)
- .

Le numérateur de ce quotient nous dit comment varie la fonction lorsque nous bougeons
de xg & (xg + hy).

(1.4)

Définition 1.5.3. La dérivée de f en x¢ par rapport a y, notée f'(xo;y), est définie par
I’égalité
f(zo + hy) — f(xo)

h Y

lorsque la limite définie dans le membre de droite de [’égalité ci-dessus existe.

f(zo;y) = limy,—o

Définition 1.5.4. Siy est un vecteur unitaire (c’est a dire ||y|| = 1), la dérivée f'(xo;y)
est appelée dérivée directionnelle de f en xqg suivant la direction y. En particulier, si
y = ex (le k-iéme vecteur unitaire des coordonnées), la dérivée directionnelle f'(zo;ey)
est appelée la dérivée partielle de [ par rapport a ey et également notée Dy f(xq). Ainsi,
nous avons

Dy.f(x0) = f'(20; ).

La fonction f est dite Gateaux-dérivable en xy si et seulement si f est dérivable en
xo suivant toutes les directions y, et que lapplication y — f'(xo;y) est linéaire. Cette
derniére application linéaire est alors appelée dérivée de Gateaux de [ en xg.

Cas particulier :

e Estimation de la densité par la méthode du noyau de convolution

En posant dans (1.1) :

K, (X;t)=Ky(t—X;), pour te R

ou :
Ky(t) = [H|"? K (H?t),
TTL = |}I|71/2 Y

— K (.) : est une fonction numérique a d variables, appelée noyau,

— H : est une matrice d’ordre d, symétrique et définie positive, appelée matrice des
parametres de lissage ou matrice des fenétres.

Sous cette forme 'estimateur de f apparait comme la densité obtenue en régularisant

la mesure empirique p, = +>." 0, ( d, est la mesure de dirac au point a ) par

convolution avec |H |_1/ ’K (H —Y 2.). Ceci suggere de définir une classe d’estimateurs
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en choisissant une famille convenable de fonctions K que nous appellerons ( noyaux de
convolution ) ou plus simplement ( noyaux ), en anglais ( Kernels ). Ces estimateurs

ferons 'objet d'une étude détaillée dans le prochain chapitre.
¢ Estimation de la densité par projection

Il est souvent possible d’approcher un parametre fonctionnel f par un parametre de
dimension finie. Si ce nouveau parametre est facile a estimer, on obtient un estimateur
de f. Le cas le plus simple est celui ou f prend ses valeurs dans un espace de Hilbert,
on peut alors I'approcher par sa projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie convenablement choisi.

Ainsi, la densité est estimable par projection.

Supposons que L? (i) est de dimension infinie et séparable. On considére un sous-
espace vectoriel H, de L?(u), de dimension d, finie et on désigne par 7, le projecteur
orthogonal de H,,. Pour estimer f, on se propose de construire un estimateur sans biais de
7, f. En choisissant d’une fagon homogene les représentants des éléments de H,,, on peut
le considérer comme un espace vectoriel de fonctions. Soit alors K, le noyau reproduisant
de H, et posons dans (1.1) :

K., = Ka,,

on aura ainsi, un estimateur f, de la densité a valeurs dans H,,, sans biais et symétrique

par rapport aux observations :

Fo(X1, o Xt t) = fut) = % S K, (X0 1),

Nous dirons que f,, est 'estimateur de la densité par projection sur le sous-espace H,,.

Définition 1.5.5. soit maintenant hq, ..., hy, une base orthonormale de H,, comme :

n

K, (z,t) = Zn:hi(:c)hi(t), (z,t) € E X E,

alors f, s’écrit sous la forme :

dn
falt) = awhi(t), te€E, (1.5)

=1

ou a;y, est un estimateur symétrique sans biais du coefficient de Fourier :

0 = /fhidu; i=1...d,
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et :

1 n
7j=1

Remarque 1.5.2. L’expression (1.5) explique pourquoi f, est souvent désigné comme
l’estimateur de la densité par la méthode des fonctions orthogonales.

C’est Cencov ([18], 1962) puis Tiago de oliveira ([92], 1963) qui ont introduit la
méthode des fonctions orthogonales pour estimer la densité. Pour plus de détails sur ce
sujet, on poura consulter Tarter et Lock ([89], 1993) et Saadi et Adjabi ([74], 2009).

e Estimation de la densité par I’histogramme

Supposons maintenant que (£, A) est un espace métrique séparable avec A sa tribu
borélienne et \ une mesure o-finie, diffuse et ayant une valeur finie pour toute boule bor-
née. Nous désignons par F' I'ensemble des densités uniformément continues sur (E, A, \).
On se propose d’estimer f, élément de F', a partir d'un échantillon (X, ..., X,,) de loi p et

de densité f. Pour cela, nous avons besoin de I'hypothese de régularité suivante, il existe

une suite :
Pn = {qu;qe Nn}a Nn - N,
de partition équilibrées de E en boréliens. Pour estimer le parametre f = Z—‘; en un point
x de 7, il est naturel de choisir f,(x) = % ol p, est la mesure empirique, ce qui
Tng

conduit a la définition suivante :

Définition 1.5.6. L’estimateur f,, associé a la partition P, appelé histogramme des fré-
quence est défini par :

fn(x):— IL’E?an,(]ENn,

ot v, (B) représente le nombre de points de [’échantillon qui appartiennent au borélien
B.

La fonction f, est P,-simple, i.e. constante sur chacun des éléments de la partition P,

et n’est donc pas en général un estimateur strict de f. Elle vérifie évidemment :

/fnd/\ = 1.

Pour assurer la convergence uniforme de f, vers f, il est nécessaire que les partitions

deviennent de plus en plus fines, condition que nous supposons réalisée.
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e Cas particulier £ = R¢ :

On construit une suite de partitions de R? en pavés rectangulaires :

Tng = (@1 = Dhay rhn[x... X [(qa — Db, qahnl, q = (g1, ..., qa) € Z%
ou h, est un nombre réel positif dépendant de n. L’histogramme s’écrit alors :

Un(Tng)
nhd

fn(x) = ;X € Tpg, qEZd'
L’histogramme associé a une partition (qu, q€E”Z ) de R? correspond au choix dans
(1.1) de :

K, (x,y) =Y I (2) I, (y); z,y€R%

q€Z

avec 1, = 1/h,. On pourra se référer a Scott ([79], 1992), pour plus de détails.

1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des généralités sur 'estimation fonctionnelle,
et nous avons abordé les différentes méthodes d’estimation de la densité de probabilité
dans le cas multivarié. Dans le chapitre suivant, nous allons introduire l’estimateur le
plus populaire pour estimer la densité de probabilité, a savoir I'estimateur a noyau de
convolution dans le cas multivarié et nous donnerons les principales propriétés de cet

estimateur.
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Estimation de la densité de probabilité
multivariée par la méthode du noyau

2.1 Introduction

Pour estimer la densité de probabilité multivariée, nous allons nous intéresser dans ce
chapitre a une certaine classe d’estimateurs appelés : estimateurs a noyau de convolution
ou tout simplement estimateurs a noyau (Multivariate kernel density estimator). C’est
un cas particulier tres important de la famille d’estimateurs a noyau généralisé introduite
dans le premier chapitre .

L’estimation de la densité de probabilité par la méthode du noyau est devenue aujourd’hui,
treés répandue, elle est la plus utilisée par rapport aux autres méthodes (I’histogramme,
méthode des séries orthogonales, estimateurs spline,...), car 'estimateur a noyau possede
de bonnes propriétés, il est simple a interpréter et a implémenter. L’idée consiste a évaluer
la densité f au point x € R? (d € N*), en comptant le nombre d’observations tombées
dans un certain voisinage de x dans R?. Les principes de base de cette théorie ont été
introduits par Fix et Hodges ([37], 1951) et Akaike ([3], 1954).

Ainsi, dans le cas univariée, si on dispose d’un n-échantillon X1, ..., X,,, issu d'une va-
riable aléatoire unidimensionnelle X admettant f comme densité de probabilité, alors

Pestimateur & noyau f, () de la densité f au point = € R fixé est de la forme suivante :

Fulz) = n—lhéK (x _hXj> (2.1)

ou :
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— h est un parametre fonction de n, appelé parametre de lissage.
— K est une fonction définie sur R appelé noyau (Kernel). Généralement, K est une
densité de probabilité.

Le premier estimateur univarié de cette forme, avec : K = U_1,y (loi uniforme sur [—-1, 1])
a été proposé par Fix et Hodges ([37], 1951). La forme générale (2.1) a été étudiée par
Rosenblatt ([72],1956) et Parzen ([70],1962).
Dans le cas multivarié, les premiers travaux remontent a Maniya ([63],1961) et Na-
daraya ([68],1964), qui ont proposé des estimateurs a noyau pour la fonction densité
bi-dimensionnelle (bivariée).
Dans son article publié en 1966, Théophilos cacoullos ([16],1966) a repris I'idée de Na-
daraya ([68], 1964) et a proposé une extension d-dimensionnelle (d > 2) de I'estimateur
a noyau avec un seul parametre de lissage h. Dans ce cas, h est un scalaire strictement
positif. Epanechnikov ([33],1969) a traité le cas ou h est un vecteur de parametres de
lissage, c’est & dire : h = (hy, ..., hg)T avec h; > 0 pour i =1, ..., d.
Deheuvels ([26],1977b) est le premier & avoir introduit la forme générale de I'estimateur
a noyau. L’estimateur dépend non pas d'un vecteur mais d’'une matrice H de parametres
de lissage, symétrique et définie positive. Singh ([87],1976) a développé ces idées pour
estimer les dérivées partielles de la densité multivariée. Enfin, Wand et Jones (][99],1995)

ont présenté une monographie détaillée sur ce sujet.

2.2 Estimateur a noyau

Soit X = (Xi,...,X4) un vecteur aléatoire d-dimensionnel, de fonction densité d-
variée f(x1,...,24) . Soit XU . X XM un n-échantillon aléatoire issu de X,
c’est-a-dire : X = (Xl(z), ...,XC(;)) L, i=1,..,n.

Définition 2.2.1. Dans sa forme générale, ['estimateur a noyau de la densité de proba-
bilité d-dimensionnelle f s’écrit :

fle; Hy =n"t Xn: Ky(z — X)), (2.2)
i=1
avec . B
Kpy(r) = |H[? K(H= ), (2.3)
ot

— H est une matrice carrée d’ordre d, symétrique et définie positive, appelée matrice
des parametres de lissage ou matrice des fenétres ( bandwidth matriz).

— K(.) appelée fonction noyau d-dimensionnelle, est une application de R¢ dans R,
bornée et vérifiant [, K(z)dx = 1.
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2.3 Construction du noyau multidimensionnel

Il y a deux fagons pour construire le noyau d-dimensionnel K a partir d’'un noyau

univarié et symétrique w.
Définition 2.3.1. On appelle noyau produit (product Kernel), le noyau KP? défini par :

d

KP(x) = H w(z;). (2.4)

i=1

Définition 2.3.2. On appelle noyau sphérique (spherically or radially symmetric Kernel),
le noyau K* défini par : )
K*(2) = Cpa w{(z"2)2}, (2.5)

avec

col = / w{(27z)}Vde. (2.6)

Exemple 2.3.1. Pour le noyau Gaussien :

—_
|
2
]

Le noyau sphérique est défini par :

K*(&) = Cua wf(a)}} = 8D

[ w{(aTa) yda
Nous remarquons que dans les deux cas, on a :
Kiule = XO) = |H[ " K{H % - X))
1 ‘ ,
= (2n)7% |H|? exp{~5 (e - XO)TH (@ - XD)}.
Cest-a-dire Ky (x — X @) est la densité de la loi normale multidimensionnelle N'(X@, H)
de moyenne X® et de matrice variance-covariance H.

Le noyau normal multidimensionnel est le seul noyau dont la version produit coincide avec

la version sphérique.
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Noyaux usuels

Les noyaux les plus utilisés dans l'estimation de la densité de probabilité sont donnés
dans le tableau suivant :

Noyau w(u)
Rectangulaire %I —1,1)(w)
Triangulaire (1 — Jul) ;-1 1 (u)
Gaussien \/szwe—;, uweR
Epanechnikov ﬁg(l_ “52)][ Vg (U u)
Biweight B —u®)H_1y(w)
Triweight 21— )Py (u)
Cosine = cos(TH) I 11]( )
Gamma wy (1) = (;) e T oo (1)
Beta %[lﬂ,l[( )

TABLE 2.1 — Noyaux usuels

Remarque 2.3.1. Pour [’estimation de la densité de probabilité multivariée, le noyau
gaussien standard est le plus populaire lorsque le support de la densité est . Dans ce cas,
Uestimateur possede de bonnes propriétés asymptotiques ( voir Silverman ([85],1986),
Scott ([79],1992) et Wand et Jones ([99],1995)). Cependant, cet estimateur n’est pas
adapté, lorsque certaine variables sont bornées. Un probléeme de biais se pose aux bornes, ce
qui entraine la divergence de [’estimateur. Le probleme de biais aux bornes a été largement
étudié dans le cas univarié (voir par ezemple Schuster ([78],1985), Miiller ([67],1991)
et Cheng et al. ([20],1997)). Ce probléme devient plus sévére dans le cas multivarié, car
il s’ajoute au probleme de dimension du support. Une premiére solution a ce probleme dans
le cas multivarié a été donnée par Bouzermani et Rombouts ([11],2007). Ils proposent
d’utiliser ['estimateur :

n

d
Frs o) = % SOTT & X)),

i=1 [=1

ot (hy, ..., hq)T est le vecteur des paramétres de lissage et K' est un noyau pour la variable
x;. Ces deux auteurs ont étudié deux cas de variables a support bornée :

1. Dans le cas ot le support de la variable est non-négative, On utilise K' comme étant
['un des trois noyaux suivants :
e Le noyau K (local linear kernel) :

as(x,h) —ay(x, h)y

Kp(ht)(z) = ao(z, h)ay(z, h) — a?(z, h)

K(y),
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ou Yy = %, K est un noyau symétrique univarié a support compact [-1,1] et

z/h
aj(x,h) = / t' K (y)dy.

-1

e Le noyau gamma K¢ :

th exp{—1t 1z
Kg(h,t = " (=, 2 +1). 2.7
ol t)(o) = Sy = Ty + 1) 27)
e Le noyau gamma Ky¢g :
Kya(h,t)(z) = h =T(= 2.8
ou
7 st x> 2h
ple) =9 | ., .
1(3)°+1 sixzel0,2h).

2. Si la variable est a support compact ( pour simplifier nous considérons le support
[0,1] ), on utilise le noyau Beta :

K(h,t)(z) = B (%+1; 21?) (2.9)

ou bien le noyau Beta modifié :
Blp(x) ; 52)  size[0,2h)

Kyp(ht)(z) = B(£; %) si x € [2h, 1 — 2h)
B(%; p(1—1x)) size[l—2h,1]

B(a, b) est la fonction densité de la loi Beta de paramétres o et 3, h est le paramétre
de lissage et

p(x) = 2% + 2.5 — \/4h4 +6h2 +2.25 — 22 — %

2.4 Choix de la paramétrisation

Soit F' I'ensemble des matrices carrées d’ordre d, symétriques et définies positives. En
général, la matrice H € F' possede %d(d + 1) éléments indépendants et qui, méme pour
des dimensions modérées de I’espace, reste un nombre assez important de parametres de
lissage a choisir. Cependant, des simplifications peuvent étre obtenues en imposant des
restrictions a la matrice H € F. Ce qui va nous conduire a considérer les différents cas

suivants :
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e 1" cas :

Le plus simple est de prendre H € S, tel que :
S={H e F/H=h*I,h>0}.

C’est a dire, on choisit le méme parametre de lissage h pour chaque axe de coordonnées
dans 'espace. On vient de définir estimateur de Cacoullos ([16],1966) :

~ ] 1 n T —XY) l'd_XC(;) T d
fn(ﬂf, h) = W;K ( A g eeny h , T = (.I‘l, ...,Q?d) € R

e 2°"¢ cas :
On peut aussi considérer H € D, tel que :

D={HeF | H=diag(hj,...h3) ; h; >0 (i =1,d) }.

C’est a dire, on définit un parametre de lissage différent pour chaque axe de coordonnées.

Nous venons ainsi de définir I'estimateur d’Epanechnikov ([14],1969) :

hq

d n () (4)

A 1 — X Ty — X

f(‘ru hla "'7h'd) = nil(l | hl)il : :K ( 1 h : L] a ! > y T = (‘rlv "'7xd)T S §Rd‘
=1 i=1 1

e 3¢ cas :
Il y a des situations ot on est amené a lisser dans des directions différentes a celles définies

par les axes des coordonnées. Dans ce cas, on prend H € A telque: A=F — D.

Remarque 2.4.1.
— Il est clair que : S C D C F et AC F.
— Pour illustrer ces idées, situons nous dans le contezte bivarié (d =2) :

La figure 2.1 représente les contours-plots pour le noyau gaussien bivarié avec dif-
férentes paramétrisations, on a respectivement de gauche a droite :

- (a) :HeS
-(b):HeD-S
~(c):He A

Nous remarquons, tout d’abord, que dans chaque cas les contours du noyau sont
elliptiques. Cependant, lorsque H € S, ces ellipses deviennent des cercles et pour
H e D— S, ces ellipses sont telles que les directions de leurs axes correspondent a
celles prises par les axes des coordonnées. Par contre, dans le cas ou H € A, des
ellipses a orientations arbitraires ont été obtenues.

1l y’a un grand intérét pratique a comparer la performance de [’estimateur suivant
les différents types de paramétrisation. E’m’demment, il y’aurait une perte d’efficacité
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FIGURE 2.1 — Les contours-plots du noyau gaussien

lorsqu’on impose des restrictions sur la forme de la matrice H. Cette perte d’effi-
cacité se traduit par une erreur d’estimation qui dépend de la forme particuliere de
la densité et de son orientation par rapport auzx axes des coordonnées. Pour bien
comprendre ceci, considérons deux densités f1 et fa dont les contours-plots sont
données par la figure (2.2) suivante :

FI1GURE 2.2 — Contours-plots des densités f; et fs.

La premiere f est la densité de la loi normale bivariée non corrélée N(0, 0, }1, 1,0)
et la seconde fy est celle de la loi normale bivariée corrélée N(0,0,1,1, 1%).

En utilisant le noyau Gaussien bivarié, il est clair que la meilleure paramétrisation
pour estimateur dans le premier cas est H € D — S (car les contours sont
elliptiques et ils sont orientés suivant les axes des coordonnées). Pour le deuzieme
cas, la paramétrisation appropriée est H € A (car Uorientation des ellipses est

arbitraire).

Une approche plus pratique pour construire la matrice de lissage H a élé proposée
par Wand et Jones ([99],1995). Cet idée due a Fukunaga([40],1972) (voir aussi
Silverman([85],1986)) consiste au début a réaliser une transformation linéaire de
données afin d’avoir une matrice variance-covariance de l'échantillon unitaire (En
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anglais, on dit “sphering the data”). Puis, on applique ['estimateur de Cacoullos
([16],1966) auz données ainsi obtenues (“sphered data”) et en faisant une trans-
formation inverse (“backtranforming”), on obtient 'estimateur de la densité pour
l’échantillon original (“the original data”). La matrice de lissage H s’écrit alors,
sous la forme :

H = h*S,
ou S est la matrice variance-covariance de [’échantillon.
Wand et Jones ([97],1993) ont montré que dans le cas bivarié, cette méthode est
la plus appropriée si la densité f a estimer est celle d’une loi normale N(M,Y).
Mais en général, elle est mal indiquée et elle peut méme étre nuisible pour les
densités non-normales. Ceci est du au fait que les éléments de la matrice variance-
covariance ne peuvent pas, en général, exprimer les courbures de la densité f et
son orientation par rapport auxr axes des coordonnées.

— Deux autres méthodes ont été considérées par Wand et Jones ([97],1993) dans le
cas biwarié. La premiere consiste a prendre :

H =19,
avec S' = diag S.

La deuxieme méthode consiste a utiliser le coefficient de corrélation pour déterminer
la rotation par rapport aux axes des coordonnées. La matrice de lissage s’écrit alors :

hi p12hiha
H = 1
(p12h1h2 h% ’

ot : hy >0, hg >0, et p1g = (ssﬁ est le coefficient de corrélation.

11021
Ces trois méthodes de paramétrisation, dites hybrides, ne sont pas en général ap-
Propriées.

2.5 Qualité et performance de I’estimateur

La qualité de I'estimateur a noyau, défini par la formule (2.2), dépend de sa proximité
de la densité cible. On mesure cette proximité par le MISE ('erreur quadratique moyenne
intégrée) ou le AMISE (le MISE asymptotique).

Commencons tout d’abord, par l'introduction du théoreme suivant qui est une version

multivariée du théoreme de Taylor :

Théoréme 2.5.1. Soit g une fonction d-dimensionnelle et {a, = (af,...,a?)T,n € N}
une suite de vecteurs de dimension d ot chaque composante o (i = 1,d) tend vers 0
lorsque n tend vers linfini.

Soit Dy(x) le vecteur des dérivées partielles d’ordre 1 de g et x,(z) la matrice Hessienne

de g, c’est a dire la matice carrée d’ordre d o l’élément (i, j) est égal a :

82
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Alors, si chaque élément de x,(z) est continu dans un voisinage de x, on a :

1
9+ an) = 9(2) + 0T D, () + 507X, (2)an + ofalan).

C’est le développement de Taylor a l'ordre 2 pour la fonction g au point z.
e Pour ce qui va suivre, nous aurons besoin de faire les hypotheses supplémentaires sui-
vantes sur f, H et K :

1. Chaque élément de la matrice Hessienne de f, qu’on notera y ¢(x), est borné, continu

et de carré-intégrable pour tout x € R%.
2. H = H(n) est une suite de matrices de lissage ou chaque élément tend vers zéro
1
_n YH|? =0.

—

quand n — oo et lim

3. K est le noyau d-varié, vérifiant :

/K(z)dz =1, /ZK(z)dz =0, /zzTK(z)dz = pa(K) x I,

out po(K) = [ 22K (z)dz est fini, indépendant de 1.
Notons que la condition (3) est satisfaite par tous les noyaux sphériques symétriques et

les noyaux produits construits a partir d’'un noyau symétrique univarié a variance finie.

Nous aurons besoin aussi des définitions et résultas suivants :

Définition 2.5.1. soit A une matrice carrée. La trace de A, notée tr(A), est la somme
des éléments diagonaux de A et on a

tr(AB) = tr(BA), (2.10)
pour toute matrice carrée B de méme ordre que A.

Définition 2.5.2. (Henderson et Searle ([53/,1979)

Soit A une matrice carrée d’ordre d . Le vecteur de A (the vector of A), noté par vecA,
est le (d? x 1) vecteur obtenu en mettant les colonnes de A l'une sous l'autre dans l'ordre,
de gauche a droite. Le demi-vecteur de A (the vector-half of A), noté par vechA, est le
(3d(d+1) x 1) vecteur obtenu de vecA par Uélimination des éléments de A situés au-dessus
de la diagonale.

w i 1
Exemple 2.5.1. Si A = (7 3), alors vecA = 4 et wvechA = 7
3

3

Il est clair que si A est symétrique, alors vechA est composé des éléments distincts

de A, est donc vecA est composé des éléments de vechA avec quelques répétitions.
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Lemme 2.5.1. (Magnus et Neudecker([62], 1988), p.49)
Il existe une unique (d* x 3d(d+1)) matrice Dq composée de zéros et de 1 telle que, pour
toute (d x d) matrice symétrique A, on a :

DgvechA = vecA. (2.11)

Dy est appelée matrice de duplication d’ordre d (the duplication matriz of order d).

Exemple 2.5.2. La matrice de duplication d’ordre 2, est donnée par : Dy =

oS O O
O = = O
_ o O O

e Un résultat utile et valable pour toutes les matrices carrées A d’ordre d, est donné

par la formule :
DYvecA = vech(A + AT — dgA), (2.12)

ou dgA estla méme que la matrice A, mais avec tous les éléments non-diagonaux égaux
a zéro.

e Un autre résultat important est :
tr(ATB) = (vec” A)(vecB). (2.13)

e Enfin, pour des changements linéaires de variables quand on integre sur ¢, on a le

résultat :
[ stayts =11 [ gwi. (2.14)

ou A représente une matrice carrée d’ordre d inversible.

2.5.1 [Espérance, biais et variance de ’estimateur

Espérance mathématique de 1’estimateur

e L’espérance mathématique de f (x; H) est :
BfeiH) = [ Kulo—y)f)dy
= [ K @) )y

En posant : z = H_%(x —vy), cestadire: y=x— H%z, et et en utilisant la formule

des changements linéaires de variables (2.14), on obtient :

flz: H) /K x—H%z)dz.
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Le développement de Taylor a l'ordre 2 pour la fonction f (théoreme 2.5.1) nous donne :

Bf(wiH) = [ K(){f(0) — (HE2)Dyla) + 5 (HE2) s (0)(HE2) bz + oftr(H)

= f(x) —/ZTHéDf(x)K(Z)dZ—I—%/ZTHéXf(JI)HéZK(Z)dZ-f—O{tT(H)}

= f(x) + %tr{Héxf(x)H; /zzTK(z)dz} + oftr(H)}.
Donc 1
Ef(w; H) = f(z) + g pa(K)tr{Hx(2)} + o{tr(H)}.

Biais de ’estimateur

Le biais de ’estimateur est :

biais{f(z; H)} = Ef(x;H)— f(x)
= S {0} + oftr ()}

Variance de 'estimateur

La variance de f(z; H) est donnée par :

Varf(z; H) = nil‘/ar(KH(I —y))
= 0 E{Ky(z — )}2 {EKy(z —y)}’]
= 0 Ko =2y~ { [ Ko=) f)an))

— | / K(H @ =) )y — { [ [HI K =) f0)dy)

Posons : z = H’%(x —vy), cestadire:y=1x— Hzz et dapres le formule (2.14) sur les

changements linéaires de variables, on aura :
Varf(z; H) = n~Y[|H| /K(Z)Qf(x — H2z)dz — {/ K(2)f(z — H2z)dz}?).
Le développement de Taylor a l'ordre 1 pour la fonction f (théoreme 2.5.1), nous donne :

Var f(w H) = 0™t [H[™3 ROK) f (@) + oln™ [H|73).
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2.5.2 Erreur quadratique moyenne intégrée asymptotique

Comme dans le cas univarié, nous pouvons également obtenir une approximation
asymptotique simple de I'erreur quadratique moyenne intégrée MISFE pour 'estimateur
a noyau de la densité multivariée.

Ainsi, D’apres les hypotheses (1), (2) et (3) sur f, H et K, on aura :

AMISE{f(;H)} =n~" |H| % R(K) + iuz(m? / tr2{ Hy;(z)}dz, (2.15)

Le deuxiéme terme peut étre développé en utilisant les relation (2.10), (2.11) et (2.13)

comme suite :
/trQ(HXf(x))dx = /(vecTH){Uecxf(x)}{vecTXf(x)}(vecH)dx

= /(vechTH)Dg{vech(x)}{(vecTXf(x)}Dd(vechH)dx
= (vech” H)W4(vechH)

ou, d’apres (2.12), Uy est la matrice carrée d’ordre {3d(d + 1)} définie par :

Wi— [ vech{2xs(a) ~ dyxy (o)} x vechT (2xs(z) = dg (o)},

Ainsi, on obtient :

AMISE{f(;H)} =n"'|H| ' R(K) + ;l,ug(K)Q(vechTH)\If4(vechH).

A premiere vue la matrice U4 semble vraiment compliquée. Cependant, une formule simple

pour les éléments de ¥, peut étre obtenue en faisant une intégration par partie.

Pour une fonction d-dimensionnelle g et un vecteur R = (71, ..., r4) d’entiers non négatifs,

nous utiliserons la notation :
OBl

(R) -z
g9 (x) 89571"1,..,83:2‘19(@’

en supposant, bien sur, que cette dérivée existe. On note par |R| la somme des éléments
s 1 _d
de R, c’est-a-dire : |R| =) _._, 1i.

Nous pouvons montrer que :

/ S ) fE ()i = (—1)1F / R () f (), (2.16)

Si [(R+ R')| est pair et 0 sinon.

Il découle de ceci que chaque élément de W, peut étre écrit sous la forme :

Y = / SB (@) f () de,

ou |R| est pair.
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Exemple 2.5.3. Considérons le cas ou d = 2. D’aprés la formule (2.15), On a :

Yao 231 oo
Uy = | 2131 don 203
oo 213 Yoa

Remarque 2.5.1. Contrairement au cas univarié, les expressions explicites de la matrice
de lissage H optimale qui minimise le AMISE, ne sont pas disponibles en général et cette
quantité peut seulement étre obtenue numériquement (voir Wand ([96] ,1992a)).

Des formules tres simples pour le AMISE sont possibles dans le cas ou H € S et H € D.
Ainsi, nous pouvons montrer que Si :

H = diag(h?, ..., h?),
alors

AMISE {f(.; H)} =0 'RE) (T hy) " + }lm(K)z(hf, BT (B2, . h2),

j=1

ou : Wp estla matrice carrée d’ordre d ayant l’élément (i, j) égale a Ve, 12¢;, avec e; est
le vecteur d-dimensionnel ayant 1 pour la i composante et 0 sinon.

Et si : H = h%I, on obtient :
) |
AMISE {f(.; H)} =0T hR(K) + $h (K ) /{V2f(x)}2da:,

. d 2
ot V*f(x) = Zi=1(aa_xg (2))-
Pour ce cas, la matrice de lissage optimale qui minimise le AMISE a une formule explicite
donnée par :

. B { dR(K) }w
AIEE T g (K2 [{V2f () P2de

Le minimum de AMISE correspondant est alors :

. - d+4

PR | [ asttn] b

Notons que d’apres cette derniere formule, la vitesse de convergence de
inf~0 AMISE{ f (.,h)} est de 'ordre de n_ﬁ, un taux qui devient plus lent a mesure que
la dimension de 'espace augmente. Cette lenteur dans la convergence, due essentiellement
au probleme de la dimension de I'espace, peut séverement compromettre 'implémentation
pratique des estimateurs a noyau de la densité et rendre ainsi leur utilisation inappropriée
dans des dimensions plus élevées. Cependant, cette méthode reste un outil tres pratique
pour l'analyse de données dans des dimensions modérées de l'espace (voir : Scott et
Wand ([81],1991 ) et Scott ([79],1992).
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Pour qu'une meilleure compréhension de I'exécution pratique de la méthode d’estimation
a noyau soit obtenue, nous allons évaluer le AMISE pour des formes particulieres de
densités multivariées. Il est utile de pouvoir faire ceci pour une large classe de densités. La
comparaison entre les différentes formes de paramétrisation qui sera présentée ultérieure-
ment nécessite de tels calculs. Le probleme principal dans le calcul de AMISE, ¢’est qu’il
implique I’évaluation d’intégrales multiples qui sont, pour beaucoup de densités, difficiles
a obtenir. Ainsi, dans la pratique, on fait appel a une large classe de densités pour les-
quelles les intégrales ¥z ont une forme simple a calculer. La famille de densités mélange

de lois normales multivariées satisfait cette condition.

Rappelons que la densité de la loi normale d-variée N(0,Y) est donnée par :
_d -1 1 o
Oy(z) = (2m) 2 |22 ea:p(—éx Y r).

Définition 2.5.3. Une variable aléatoire d-dimensionnel absolument continu X suit une
loi mélange gaussiene multivariée, si sa fonction densité s’écrit sous la forme :

Fla) =" wy éy,(x — ),

oth w = (wy,...,wy)" avec w; >0 (I =1,k) et Zle wy =1, uy (I =1,k) est un vecteur
de dimension d et 3; (I = 1,k) est la matrice variance-covariance, c’est a dire une matrice
carrée d’ordre d, symétrique et définie positive.

Théoreme 2.5.2. (Wand et Jones ([99/,1995))
Pour deuz distributions normales multivariées N(u,>) et N(p/, %), on a :

[ st = (o = ) = B — 1)
Démonstration
On a:
s (2 — p)Psr (2 — 1) = Crvsr (0 — 1) P13 (T — 1),
ol
pr=YE4HE) T+ B(E A+ )
Ce qui donne le résultat.

Théoréme 2.5.3. (Wand et Jones ([99],1995))
Si K est le noyau gaussien d-varié ®; et f est la densité mélange gaussienne d-variée ,
alors :

MISE(H) =n" (4m)"% |H| % + w {(1 — n"H)Qy — 20, + Q0

ot €, est la matrice carrée d’ordre k ayant l’élément (1,1") égal a :

(I)aHJrElJrEl/ = (,ul - Ml')-
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Démonstration

On a:
MISE{f(; }—/Var{fx H) }d:c+/{Ef:c H) — f(2)}2dz

Var{f(z; H)} = n [E®y(x — X)? — {EDy(z — X)}?.

D’apres le Théoreme (2.5.2) et la symétrie de ®p, on obtient :

/ECDH(x—X)de = //cDH x—y)*dxf(y)dy

_ / 1(2)?dz = Doy (0) = (2m) % [2H[ .

De plus,

Eby(z—X) = Zwl/(I)H(y—:E)(I)zl(y—m)dy

k

= Y w®pis,(y — ).

=1

Par conséquent,

/{E@H(x — X)2d33’} = Z Zwlwl/ /(I)HJer (l’ — ,ul)q)HJrgl, (1‘ — ,ul/)dw

=1 =1
ko k

= E E wiwp Popys, 4w, (u — pr)-
=1 =1

En suivant le méme raisonnement pour le deuxieme terme et en introduisant la notation
4, On obtient le résultat.

Théoréeme 2.5.4. (Wand et Jones([97/,1993))
Pour chaque deux distributions normales multivariées N(u,¥) et N(p/, %), on a :

¢ R R (R+R/
(1= /(I)E“‘ (@ = )57 (@ — e = BEE (1),

ou R = (ry,...,rq) et R = (r},...,7)) sont deuz vecteurs dont les composantes sont des
entiers non-négatifs.

Démonstration

Posons, pour deux fonctions réelles d-variées f et g :

(f * 9)(a /f

I\D’A.
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et
FTy(t) m)E / flx)e ™ da.

Ainsi, en utilisant les résultats élémentaires sur la transformée de Fourier pour les fonctions
multivariables (voir Rudin([26], 1973)) et en notant ¢® = (c}', ..., ) pour un vecteur

complexe d-dimensionnel ¢, on obtient :

FLaw o) = FlagonOF Ty (1)
= ()T b () (1) B ]2
_ (Z-t)RJrR'efitT(MJru’)(QW) 2CI)(Z+Z’ ( ) ‘E + 3 ‘ 3

= (2m)7:FT, B (= =)
D’ou, d’apres le théoreme d’inversion de Fourier :
R R R+R/
O (. — )+ @G (= ) () = D) (2 — p— p).
En remplacant 1 par —p et en posant x = 0, on obtient le résultat.

Théoréme 2.5.5. (Wand et Jones([97],1993))
St K est le noyau Gaussien bivarié ®; et f est la densité mélange Gaussienne bivariée,
alors :

11
AMISE(H) = (dmn)" [H|"2 + 2w {Auo)ht + 40 ki + 280 (h1h; + 2h1,)
"—4 A(Lg)h%hlg + A(0’4)h§}w,

h?  hyg
his D3
ayant Uélément (1,1') égal a : @ 2)+2’)(W — ).

avec H = ( ) ; hi,he > 0; |hia| < hihy et Ag est la matrice carrée d’ordre k

Démonstration

C’est le résultat immédiat du Théoreme (2.5.4) et de I'introduction de la notation Ag.

Théoréme 2.5.6. (Wand ([96],1992a)
Pour chaque deuz distributions normales multivarirées N(u, %) et N(u/',3'), on a :

Xas (@) = sz — p)(E7 @ — p)(z — )" = 1)=7"

Démonstration

Elle découle directement de la définition de la matrice Hessienne.

Lemme 2.5.2. (Seber([82],1977)

cov(XTAX, (X —¢)"B(X —¢)) = 2tr[ASB{X 4+ 2(u — o)™},

ot
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— X est la variable aléatoire d’une loi normale multivariée N(ju, ).
— A et B deux matrices carrées d’ordre d symétriques et constantes.
— ¢ est un vecteur constant d-dimensionnel.

Théoreme 2.5.7. (Wand([96],1992a)
Si f est la densité mélange gaussienne d-variée, alors :
AMISE{f(;H)} = n"'R(K)|H|"7 + i,ug(K)%uT@w,
avec © est la matrice carrée d’ordre k ayant l’élément (1,1') égal a :
®sym,) (= ) {2tr(HAw HBy) + tr*(HCy) };

et ou

All’ = (2[ + Zl/)_l ;

By = Ap{I — 2(w — ) (pu — )" A 3
Cw = A {T — (g — pu) (o — pr)" A}

Démonstration
D’apres la formule (2.15) de AMISE et en utilisant le Théoreme (2.5.7), on obtient

/t’f’Q(HXf(fC)) = Y ) ww®s, s, (i — ) x ErIHE{(y — ) (y — )" S = 1]
X tr[HS {(y — ) (y — pu) "2 — 1a}] (2.17)

ou :
Y est une variable aléatoire de loi
N(,LLZ}/, El(Zl + 21/)7121/)
et
Mzﬁl/ = Zl’(El + Zl/)_llu,l + Zl(Zl + El’)_llil“
Comme E(UV) = cov(U,V)+ E(U)E(V) pour deux variables aléatoires U et V', alors
I’expression ci-dessus peut s’écrire :
cov{(y — )" S HE (Y — ), (y — ) TS HE S (y — )}
+tr(HS E{(y — )y — )35 — 1))
xtr(HS [E{(y — pu)(y — ) "} 2 " = 1)),

Sachant que : gy, — = S(3; + Xp) " (pr — ).
Le lemme (2.5.1) nous permet d’écrire le terme de covariance sous la forme :

2tr[H (S + Sp) " H (S 4 Sv) ™ Ly — 2(m — pr) (i — pur) " (50 + S0 .
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En utilisant le fait que :

E{(y— )y — m)"} =SS+ S0) 7 S0+ (g — ) (g — u)”,

nous pouvons montrer que chaque facteur dans le second terme est égal a :
—tr[H (2 + Z0) " L — (= o) (o — )T (50 + ) 71}

Combinons ces deux derniers résultats, remplagons les dans (2.17) et en utilisant les
définitions de Ay, By et Cy on obtient le résultat.

2.6 Noyau Optimal

Comme nous l'avons déja vu, 'estimateur a noyau multivarié dépend de deux para-
metres : le noyau K et la matrice H des parametres de lissage.
Dans cette section, nous allons étudier I'influence de la forme du noyau sur la qualité de
I’estimateur f (., H). Ceci revient a faire une comparaison qui va nous permettre de choisir
le noyau optimal pour la construction d'un estimateur efficace d'une densité f donnée.
En pratique, on choisit le noyau optimal Ky qui minimise le AMISE{ f (., H)}. Cette
tache n’est pas facile car la formule de AMISFE dépend non seulement de K, mais aussi
de la matrice H.
L’idée développée par Wand et Jones ([99],1995) consiste a réécrire la formule de
AMISE comme le produit de deux facteurs indépendants : I'un s’écrit en fonction de
K seulement et I'autre en fonction du H seulement.

Considérons, pour un noyau K donné, la famille Nk tel que :
Ng ={Ks5;6 >0} et Ks(.)=K(./9)/d.

Rappelons que :
AMISE{f(,H)} =n ' |H| 2 R(K) + %MQ(K)Q(vechTH)\Iu(vechH).
Pour séparer les deux parametres, on doit choisir § de telle sorte que :
R(K;) = pa(K5)*.
Ceci est satisfait pour d égale a :
by = {R(K) oK} 755,
On obtient :

AMISE{f(.,H)} = Cy(Ks,){n" \Hlfé + }l(vechTH)\Iu(vechH)},
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ol Cy(K) = {R(K)* iz K )} 3.
En effet,
Cd(K50) - R<K50> - :U'2<K50)2'

Notons que Cy(K) est invariant dans Nk, c’est a dire que : Cy(Kj,) = Cy(Ks,) pour tout
(51, 09 > 0.

Définition 2.6.1. On appelle noyau canonique pour la famille Nk, le noyau K¢ = Kj,
qui permet de séparer K et H dans la formule de AMISE.

Exemple 2.6.1. Pour d=1, soit K = ® le noyau gaussien standard. Alors le noyau
canonique pour la classe {®s,6 > 0} est :

SIS

P(x) = et C1(P) = (4m)75.

(47r)_110 (l‘)

Si fe(z;h) =n~ ' SO0 B¢ (x — X;) est Uestimateur & noyau de f, alors :

AMISE{F(:h)} = (4m) F{(nh) ™ + H*R(F")).

L’efficacité du noyau sphérique K® par rapport au noyau produit K? se mesure par

I’expression :

(d+4)

Eqp = {Ca(K")/Ca(KT)} 7

[NJisH

= {R(K*)pa(K*)2 }J{R(K?) s (K?)? ).

Ainsi, si cette quantité est inférieure a 1 alors le noyau sphérique K* est plus efficace que
le noyau produit K? et si elle est supérieure a 1 alors c’est le noyau produit K? qui est
efficace par rapport au noyau sphérique K*.

Le tableau (2.2) donne les valeurs de Ej, pour certains noyaux. Pour le noyau
gaussien, la version produit coincide avec la version sphérique. Dans les autres cas, nous
remarquons qu’il y’a une légere supériorité pour la version sphérique et celle-ci augmente

lorsque la dimension de I’espace augmente.

Noyau d=2 | d=3 | d=4
Uniforme 0.955 | 0.888 | 0.811
Epanechnicov | 0.982 | 0.953 | 0.916
Biweight 0.983 | 0.953 | 0.915
Triweight 0.984 | 0.956 | 0.919
Gaussien 1 1 1

TABLE 2.2 — E, pour différents noyaux et différentes valeurs de d.
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Pour minimiser le AMISFE par rapport au noyau K, il suffit de minimiser la quantité
Ca(k).
Ainsi, pour le noyau produit K?, la quantité a minimiser est :

Ca(K?) = {R(w)*ua(w)’} 555,
Le noyau optimal dans ce cas est le noyau produit d’Epanechnikov ([33],1969) :

d
3
Ko = KI(2) = () T[]0 = 2)1eg<.

i=1

Pour le noyau sphérique, le noyau d’Epanechnikov sphérique est le noyau optimal :
s 1 -1 T
Ky = K](x) = 5V (d+2)(1 — 2" 2)1r,<ny,

olt vy = (2m)%/ {dI'(4)} est le volume de la sphere unité d-dimensionnelle (pour plus de
détails, voir Miiller([66],1988), pp. 82-83).

L’efficacité relative d’'un noyau multivarié K se mesure alors par :

d
Er(K) = {Ca(K) /CaKp)} 5.
En pratique, on choisit le noyau K en fonction de la facilité des calculs plutot que de

I'efficacité relative.

2.7 Paramétrisation optimale

En général, on choisit la matrice de lissage H dans I’ensemble F' des matrices symé-
triques et définies positives. Cependant, des restrictions peuvent étre imposés a la matrice
H en la définissant comme un élément d’une classe particuliere M C F. Ce qui entraine
une perte d’efficacité. On calcule cette perte d’efficacité par le critere asymptotique d’ef-
ficacité relative ARE (Asymptotic Relative Efficiency criterion).

Ainsi, pour une classe particuliere M de matrices de lissage, le ARE de M comparé a la

classe générale F' est définie par :

d+4

ARE{(F : M) = {infuep AMISE(f(., H))/infuemy AMISE(f(., H))} T .

A

Pour chaque classe M € F, on a infygey AMISE(f(.,H)) = o(nﬁ).

Exemple 2.7.1. Pour d =2, si [ est la densité bivariée N(u,X) de coefficient de corré-
lation p et si K est le noyau Gaussien bivariée, alors :

inf AMISE(H) = {83} DR
T

HeF
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et
‘ 3 -1 (2+p%) 1 _
Jnf, AMISE(H) = {g } 27 [ o]% xn 70,

ARE(F : D) = {ianeFAMISE(H)/ianeDAMISE(H)}% ={2(1-p%)/(2+ p2)}%.

SIS

Remarque 2.7.1. L’interprétation de la quantité ARE(F : M) est que, pour une taille
n de [’échantillon, l’erreur minimum en utilisant n observation avec H € M est la méme
en utilisant un nombre d’observations égal a ARE(F : M) x n avec H € F.

2.8 Conclusion

Ce deuxieme chapitre est consacré a l'introduction de I'estimateur a noyau dans la cas
multidimensionnel. Ainsi, nous avons présenté sa forme et étudié ses propriétés statistiques
(Espérance, Biais, Variance et Erreur quadratique moyenne intégrée). Nous nous sommes
intéressé tout particulierement a la construction du noyau multidimensionnel a partir d'un
noyau unidimensionnel et nous avons abordé les différents types de la paramétrisation.

Des résultats élémentaires trouvés dans la littérature sont aussi exposés.
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3.1 Introduction

La qualité de 'estimateur a noyau de la densité de probabilité dépend crucialement
du choix du parametre de lissage. Dans le cas univarié, ceci revient a choisir un para-
metre scalaire h strictement positif qui controle le degré de lissage. Par contre dans le
cas multivarié, le parametre de lissage est une matrice symétrique et définie positive H.
Cette matrice controle, en méme temps, le degré et la direction de lissage (Iorientation
par rapport aux axes des coordonnées). Ce qui rend son choix plus difficile.

Jusqu’ici la majeure partie de l'effort de recherche a été déployée pour le choix auto-
matique du parametre de lissage optimal dans le cas univarié. Ainsi, un grand nombre
de travaux existent dans la littérature sur ce sujet. Pour une synthese générale, on peut
consulter M. C. Jones et al.([58],1996).

Cependant, dans le cas multivarié, on trouve dans la littérature un nombre limité de tra-
vaux sur le choix optimal de la matrice de lissage H . Sain et al. ([76],1994) ont proposé
une généralisation des méthodes cross validation et bootstrap pour le choix de la matrice
H. Mais ces auteurs ont limité leur attention aux estimateurs a noyau produit. Wand
et Jones ([98],1994) ont développé les méthodes plug-in (ré-injection). Ces deux auteurs
ont montré qu’il est, en général, impossible d’avoir une expression explicite pour le choix
de la matrice H en utilisant I’algorithme plug-in. Ce qui les a amenés a concentrer leurs
travaux sur les matrices diagonales dans le cas bivarié. Dans ce contexte, ils ont réussi
a développer des expressions plug-in explicites. Duong et Hazelton dans ([30],2003),
([31],2005a) et ([32],2005b) ont généralisé les résultats de Sain et al. ([76],1994) et ceux
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obtenus par Wand et Jones ([98],1994). L’approche bayésienne pour le cas multivarié a
été considérée par Xibin Zhang et al.([100],2006).

La décision d’un choix optimal pour le parametre de lissage suppose la spécification d'un
critere d’erreur qui puisse étre optimisé. Bien sur, I'optimalité n’est pas un concept ab-
solu : elle est intimement liée aux choix du critere, qui peut faire intervenir a la fois la
densité inconnue f et Uestimateur f(., H) (donc H et le noyau K).

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probleme de sélection de la matrice de lis-
sage optimale H. Ainsi, deux classes de méthodes seront introduites. Il s’agit des méthodes

plug-in (ré-injection) et des méthodes cross-validation.

3.2 Les méthodes plug-in ( ré-injection)

Les méthodes plug-in sont tres répandues et tres utilisées dans I'estimation de la densité
de probabilité univariée, car elles présentent de bonnes propriétés théoriques et pratiques.
Ce sont en outre des méthodes qui convergent tres rapidement. Dans le cas multivariée,
peu d’attention a été donnée a ces méthodes. Nous allons présenter ici 1'algorithme de
Wand et Jones ([98],1994) et celui de Duong et Hazelton ([30],2003).

3.2.1 DMatrice de lissage optimale

Afin de mesurer la qualité de ’estimateur f (x, H), nous utiliserons I'erreur quadratique

moyenne intégré (MISE) définie par :
MISEf(.,H) = E{ISEf(.,H)}
= B [l ) fa)de
Notre but est de choisir la matrice de lissage qui minimise le MISFE, c’est a dire :
Hyrse = argmingep MISEf(., H),

ou F' est 'ensemble des matrices carrées d’ordre d symétrique et définies positives. Wand

et Jones ([99],1995) ont montré que sous certaines conditions, on a :

MISEf(.,H) = AMISEf(., H) + o(n™" |H|"* + tr*H), (3.1)

ou

AMISEf(, H) =n"'|H|"? R(K) + %,ug(K)Q(vechTH)\Il4(vechH). (3.2)
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U4 est une matrice carrée d’ordre d(d + 1) définie par :

Wi= [ vech{2is(e) ~ dgxs(a)}  veeh! (2xs() ~ doxy (o)},

Ces deux dernieres formules donnent une approximation maniable de MISE par le
AMISE. Par conséquent, il est plus pratique de faire une analyse asymptotique. C’est-

a~dire, on cherche a estimer :
Hivise = argminHeFAM[SEf(., H),

au lieu de
HMISE == argminHeFMISEf(., H)

Rappelons que les éléments de la matrice W, s’écrivent sous la forme :

¥ = / fO@) (@),

avec al |
) (1) =
F@) = g o)

r = (ry,...,rq) est un vecteur d’ordre d, dont les éléments sont des entiers non-négatifs et
Ir| = 25:1 r;. Ce qui veut dire que le AMISE est une fonctionnelle de la densité inconnue
f, a travers les éléments de 4. Par conséquent, nous aurons besoin d’estimateurs pilotes
pour les fonctionnelles 1, que nous pouvons ré-injecter afin d’avoir un estimateur AMISE
de AM IS FE que nous pouvons numériquement minimiser pour obtenir la matrice de lissage
optimale plug-in H,,. Notons que la démarche est plus faciles si H est diagonale (voir

Wand et Jones ([98],1994)).

3.2.2 Estimation fonctionnelle pilote

Posons :

ou X est une variable aléatoire d-dimensionnelle de densité f. Alors I'estimateur naturel

de 1), est la moyenne empirique de f(X), cest & dire
U(G) = 7Y XD, 6
i=1

= 2 Y KXY - X0) (3.3)

i=1 j=1
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ou G est la matrice de lissage pilote différente de la matrice de lissage initiale H. Par

définition, la matrice pilote G est symétrique et définie positive.

En suivant le méme raisonnement développé dans le chapitre 2, On peut montrer que :

Biaist (@) = n KL 0)+ (k) [ GO e +otn 61

+ |JvechG]|). (3.4)
et
Vard, (G) = 2n % / K (x)%dx + 4n7' / FO@) f(x)de — 2] + o(n 2 |G| 72
Rd Rd
X HvechGiMH +nt). (3.5)

Ces deux expressions ont été données par Wand et Jones ([99],1995). De nouveau, on
rencontre le probleme du choix d’une paramétrisation pour @/Z):(G), déja discuté pour
f(.,H ) dans le deuxiéme chapitre. Rappelons qu'une paramétrisation de la forme :
h?I, h > 0, a été considérée trés restrictive pour f (., H). Cependant Wand et Jones
([98],1994), Duong et Hazelton ([30],2003) ont adopté cette paramétrisation pour
@//J:(G) et ceci pour avoir des formules maniables ( faciles a manipuler ). Ainsi, nous
posons : G = ¢?I, g > 0. Maintenant, ceci semble contredire les arguments avancés dans
le deuxieme chapitre sur le choix de la paramétrisation, alors que ce n’est pas le cas.
Car, en premier lieu, la matrice de lissage pilote G n’a pas besoin d’étre spécifier au
méme degré que la matrice de lissage initiale H. En second lieu, on peut éviter les effets
de cette paramétrisation restrictive en faisant des pré-transformations appropriées pour
les données et qu’on va developer plus tard. En troisieme lieu, la paramétrisation de G

n’affecte pas la vitesse de convergence de E(G)

AMSE- Matrice pilote de lissage

Soit G = ¢*I, g > 0. Et soit |r| = j, alors le biais devient :

Biaisy,(g) = n"tg K (0) + g pa (K Z@M?ez +o(n~lg T+ g%, (3.6)

et la variance :

Vam/b:(g) =27 2g WYy R(KM) + o(n~2g~4%), (3.7)
En supposons que K est de carré-integrable, ¢ = ¢, — 0 quand n — oo et

n~tg=4% — 0 quand n — oo, on obtient :

AMSE,(g) = 20729~ R(K®) + [n~' g7 K)(0) + guz me
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Nous allons chercher :

9r,AMSE = argming>0AMSE@:(g).
Notons que la formule de AMSE a été donnée par Wand et Jones ([98],1994). Pour la

plupart des noyaux, y compris le noyau gaussien, si tous les éléments de r sont pairs alors
K™(0) et 1,49, sont de signes opposés, pour tous i = 1, ...,d. Dans ce cas, g, ayse prend

la valeur de g qui annule le terme de Biais :

—2K™(0)
pa(K) (3 ¥riae)n

Si I'un au moins des éléments de r est impair alors K (0) = 0 et le minimum de AMSE

sz (3.9)

9r, AMSE = [

est atteint pour g égale a :

2¢9(2 |r| + d)R(K") - (3.10)
MQ(K)Z(Zgzl ¢T+2€i)2n2 ‘ |

Les expressions ¢, anmse dépend de fonctionnelles d’ordre supérieure 9,o,. Ces fonction-

9r, AMSE = [

nelles sont des éléments de Wg. Nous pouvons estimer chaque élément de Wg, c’est a dire
chaque fonctionnelle 1), 9., avec |r| = 4, en utilisant un autre estimateur a noyau, mais
on trouvera que sa matrice de lissage optimale dépend des éléments de Wg. On retombe
sur le méme probleme, ce qui nous amene a estimer Wg par la méthode de noyau, puis
Wip, Uio, ... On est amené ainsi a faire des estimations a noyau sans fin. Il faut donc trouver
un autre moyen pour estimer Wq. L’idée est de fixer le nombre maximum m d’estimation
a noyau a faire et on estime ainsi successivement Wg, Wy, ..., Wy o,,. Puis on estime les

éléments de W44, par une approximation normale de référence, a savoir :
G = (=125 (0), (3.11)

pour |r| =4+ 2m.

Notons que ®x(x) est la densité normal multivariée de moyenne nulle et de matrice
variance-covarianc Y, évaluée en x. S est la matrice variance-covariance de I’échantillon.
Cette méthode due & Wand et Jones ([98], 1994) suggere de choisir une matrice de lis-
sage pilote G différente pour chaque élément de W,. Ceci n’est pas un probleme pour la
matrice de lissage H diagonale. Cependant, ceci peut causer un sérieux probleme si H
n’est pas diagonale. En effet, dans ce cas, on peut avoir une matrice {1\14 qui n’est pas
définie positive. Injecter une telle matrice dans la formule de AMISE f (., H) produit un
estimateur AMISE f (., H) qui a un minimum global non-finie (puisque il décroit stric-
tement dans certaines directions). Comme on peut avoir une matrice U, définie positive
mais presque singuliere, ce qui entraine des instabilités numériques lorsqu’on cherche a
minimiser le AMISFE (voir Duong et Hazelton, ([30],2003).
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Ainsi, utiliser un estimateur différent pour chaque élément de la matrice ¥4 ne donne pas
nécessairement un estimateur approprié \174 pour la matrice W,. Ce qui nous amene a cher-
cher un nouveau estimateur pilote qui ne souffre pas de ces inconvénients, c¢’est a dire nous
allons essayer d’estimer la matrice ¥, dans son intégralité plutot que d’estimer chaque élé-
ment tout seul. Duong et Hazelton ([30],2003) ont montré que 1'utilisation d’une seule
matrice pilote de lissage G pour toutes les fonctionnelles ¥, nous amene nécessairement

a une matrice W, définie positive.

Lemme 3.2.1. (Duong et Hazelton, (/30],2003))
Si une seule matrice pilote de lissage G et le noyau Gaussien sont utilisés pour estimer
tous les éléments de Wy, alors WUy est définie positive.

Démonstration

Si on remplace f(., @) dans la formule de 1, |r| = 4, on obtient :

» FO(x, %G)f(x, %G)dx = n? ZZ/ )®1G(x — X,)dz

i=1 j=1

S an (X, - X))

i=1 j=1

~

Ceci implique que (1\14 est obtenue en remplagant f par f(., %G) dans ¥,. Par définition la
matrice U, est définie positive pour toute densité f. Et comme f (., %G) est une densité,

alors (1\14 est définie positive.

SAMSE- Matrice pilote de lissage

Pour avoir une matrice W, définie positive Duong et Hazelton ([30],2003) ont défini
un nouveau critére d’erreur noté SAMSE (somme asymptotique des erreurs quadratiques
moyennes).

Pour un ordre de dérivation j, on définit le SAMSE par :

SAMSE;(G) = > AMSEY,(G).
rifr|=j

Pour les mémes arguments développés précédemment, nous adopterons pour G la forme :
g*I, g > 0. Duong et Hazelton ([30],2003) ont proposé ainsi de minimiser le SAMSE
afin de trouver :

gj,SAMSE = argming>OSAMSEj (g)
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On a:
SAMSE;(G) = Y AMSEY,(G)
rirl=j
= > 2% IRE) + Y g TIET(0) + g pa(K ZerrQel 2
rirl=j rirl=j

= 202G I A g THA T g A 1g4A3.
ou Ay, Ay, As et As sont indépendants de n et définies par :

Ay = > R(ED)

rifr|=j
A= ) KU(0)
rilr|=j
d
A = () S KOO brine)
rir|=j =1

d
Az = M2(K)2 Z (Z¢r+2i)2

rir|=5 =1
On a Ay, A; et Az sont positifs par construction. A, est négatif car K (0) et 1,49, sont
de signes opposés si r est pair et si r est impair, K (")(O) =0.
L’expression de SAMSE;(G) peut étre simplifier. En effet, le premier terme est un
o(n=2g=%~4) et le deuxieme est un o(n~2+¢-2-24). Ce qui signifie que le second terme do-
mine toujours le premier. Si on enléve le premier terme ( qui est la variance asymptotique),

on obtient : )
SAMSE] (G) = n_29_2j_2dA1 + n_lg_j_d+2A2 + 194143. (312)

Ainsi, on a uniquement considéré la contribution du biais au carré. En dérivant par rapport

a g, on trouve :
%SAMSE (G) = —(2j+2d)n2g7 521 A — (j+d—2)n" g7 Ay + gPAs
= ¢°[=(27 +2d)n g F A = (j+d = 2)nT g I Ay + Ay).
Si on annule cette expression
—(27 +2d)n 2g F A — (j4+d—2)n g TP Ay + Ay = 0,
c’est-a-dire :

—(2j +2d)[n~ g P A = [0l (G +d = 2) Ay + A3 =0,
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qui est une équation de deuxieme degré en [n~1g=9=¢"2]. Sa résolution donne :

(47 + 4d) A,

((—j—d+2)A2+\/(—j_d+2)2A%+(8j+8d)AlA3)n]m. (3.13)

9j,SAMSE = [

On définit ainsi la SAM S E-matrice pilote de lissage d’ordre j (|r| = j). Cette méthode
pour estimer W, utilise la méme matrice pilote de lissage G = ¢; samsr! pour tout élé-
ments de ¥,. Donc d’apres le lemme (3.2.1), U, est définie positive. L’autre principal
avantage de la méthode SAMSE est qu’elle est plus économique que la méthode AMSFE
lorsqu’on compare le nombre de parametres (pilotes et initiaux) de lissage a calculer pour

chaque méthode. Ainsi, on a :

Avec la méthode AMSE :

— Si H est diagonale (H € D), on calcule : > 7", me(z 4 1)( )(4,,) parametres pilotes
plus d parametres initiaux de lissage.

— Si H est complete (H € F), on calcule : v, 4+ i me (2i.d= 1)(?i+1)(?+1) parametres
pilotes plus ;d(d + 1) parametres initiaux de lissage.
Avec :

vg=0,v1 =1, v =3 et pour m >4, on a:
m—3 min(i,d—1)

Z Z J+1

Ces formules ont été données par Wand et Jones ([98], 1994).

Avec la méthode SAMSE :

— Si H est compléte (H € F), on calcule seulement m parameétres pilotes plus d(d+1)
parametres initiaux de lissage.
Pour plus d’illustration, un calcul a été effectué pour m =2 et d = 1,2, ...,6. Les

résultats sont données par le tableau suivant :

d=1|d=2|d=3 | d=4 | d=5| d=6

La méthode AMSE | He D | 3 9 19 34 95 33
HeF | 3 16 o0 | 130 | 296 | 610

La méthode SAMSE | He F | 3 ) 3 12 17 23

TABLE 3.1 — Nombre de parametres pilotes et initiaux de lissage a calculer.

47



Choix de la matrice de lissage Chapitre3

3.2.3 Transformation initiale de données (Pre-scaling et pre-
sphering)

Dans les paragraphes précédents nous avons adopté pour chaque estimateur a noyau

des parametres pilotes de lissage, une paramétrisation G tel que :
G = g¢°I.

Cette paramétrisation est beaucoup plus restrictive. Afin d’éviter les effets de cette restric-
tion, nous devons transformer les données X, X, ..., X,, avant chaque estimation pilote
de lissage. La plus courante est la transformation pre-scaling, qui consiste a transformer
les données pour obtenir une variance égale a 1 dans chaque direction des coordonnées.

Soit X* la version transformée par pre-scaling (scaled version) de X, i.e. X* = SB%X

avec : Sp = dgS et S est la matrice variance-covariance de 1’échantillon. Ceci signifie :
X* = (571X, 951 Xo, ..., 571 Xy),

o S? (i =1,...,d) est la 7" variance marginale de I’échantillon.

Soit S}, la variance de l'échantillon pour les données ainsi transformées (scaled data),

alors :
1 S12 S14
S1S2 T 5152
1
. e g et _ ghgenh
J— E — —_ J—
Sp =varX* = Sp*varXS,* = Sp%SS,° =
Siq  Sad 1
S1Sg S2Sq U

Une autre transformation qu’on peut appliquer pour les données avant chaque estimation
pilote est la transformation sphérique (pre-sphering). Dans ce cas, nous transformons les
données pour avoir une matrice variance-covariance égale a la matrice identité. La version
sphérique de X est X* = § ~2X. Et la matrice variance-covariance des données sphériques
(pre-sphered data) est :
— = N > NV 1ol
S* =varX* = 5"2(varX)S 2 =5255"2 =1.

Une fois que nous avons pre-transformé les données, on peut trouver la matrice de lissage
H* pour les données transformées. Ainsi, pour obtenir la matrice de lissage H pour les

données originaux, on utilise le deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.2. Si H est la matrice de lissage pour les données originaux et H* est la
matrice de lissage pour les données sphériques, alors :

H = S>H*S3.
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Démonstration
fra ) = n ') Ky(a® = X;)
=1
n 1
= 2 B K(H (o - X))
=1

= o H RS K(SPHT ) @ - X))
=1

Rappel
Si A et B sont deux matrices symétriques et définies positives alors :

(B2AB?) = B1A3. (3.14)
En utilisant (3.14), on obtient :

~

fria 1) =7t S)

1 1

S2H*S?

C’est-a-dire :

1 A
[ 1Y) = |S]? f(z, H).
Par conséquent :

H=S:H"S?,

Lemme 3.2.3. Si H est la matrice de lissage pour les données originauz et H* est la
matrice de lissage pour les données pré-scalées (pre-scaled data), alors :

1 1
H =S H"S}.
Démonstration

I1 suffit de remplacer dans la démonstration de lemme (3.2.2) la matrice S par Sp. On

aura ainsi :

~

fr(a*, H") = |Sp]

N[

fla, H).
D’ou :
1 1
H=SpH"S}.
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3.2.4 Taux relatif de convergence des méthodes plug-in

Les méthodes plug-in nous donnent des estimateurs pour les fonctionnelles ), et donc
un estimateur @4 de ¥,. En remplacant W, par son estimateur (1\14 dans la formule de
AMISEf(.,H), on obtient un estimateur de celui-ci, i.e : A@Ef(., H) qui peut étre
minimisé pour obtenir un estimateur de H sy/75E, notée H.

La performance de H peut étre évaluée par son taux de convergence relatif.

Définition 3.2.1. On dit qu’un estimateur H converge vers Hapnrsg avec un taux relatif
égal an™ (a>0) si

Uech(H - HAM]SE) == Op(Jd/TL_a)UEChHAM[SE,
ot : Jy est la matrice carrée d’ordre d' = 3d(d+ 1) et dont les éléments sont égauz a 1.

Définition 3.2.2. Soit {A,}nen et { By }nen deuz suites de matrices telles que, pour tout
n €N, A, et B, sont de mémes dimensions. On dit que :

1. A, = O,(By,) si [An]ij = Op([Bylij) pour tout élément [A,];; de A, et [B,);; de B,,.
2. A, = 0y(By) si[An)i; = 0p([Bylij) pour tout élément [A,);; de A, et [By,);; de B,,.
Définition 3.2.3. Soit {A, }nen €t {Bn}nen deux suites de variables aléatoires réelles.

1. On dit que A,, = 0,(B,,) si pour tout & > 0,

lim P(|A,/B,| > &) =0

2. On dit que A, = O,(B,,) si pour tout & > 0 il existe A et M tel que :
P(|A,/B,| > \) < & pour toutn > M

Lemme 3.2.4. (Duong et Hazelton([51],2005a))
Supposons que :
— (Ay) tout les éléments de x¢(x) sont bornés, continus et carré-intégrables.

~ (Ay) tout les éléments de H tendent vers zéro et n™! |H|7% — 0 quand n — oc.
(Ag) K est un noyau sphemque

Soit H = argmmHepAMISE( ) Uestimateur de H. On définit son erreur quadra-
tique moyenne par :

MSE(UecthI) = E[vech(f[ — HAMISE)vechT(}AI — Hamrse))

alors
MSE(vechH) = [Iy + o(Jy)|AMSE(vechH),
ot R R R R
AMSE(vechH) = AVar(vechH) + [ABiais(vechH)|[ABiais(vechH)]"
et

ABiais(vechH) = [D45AMISE(H aprsp)] " E[Dy(AMISE — AMISE)(Hanise)]
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AVar(vechl) = [D}AMISE(Haysp)]"'Var[Dy(AMISE — AMISE)(Harsp)]
x[DEAMISE(Hanse)] ™

Dy est Uopérateur différentiel par rapport a vechH et D% est l'opérateur Hessien corres-
pondant.

e Ce lemme est connu dans la littérature sous le nom du lemme de AMSE.

e Notons que si

MSE(vechPAI) = O(Jgn ?B)(vechH anrrsg ) (vech” Hanrrse),

alors H a un taux de convergence égal a n=%.

e Le lemme (3.2.4) nous permet donc de calculer le taux de convergence de H vers
—_—

H sn1sE en connaissant I'espérance et la matrice variance-covariance de Dy (AMISE —

AMISE)(Hanise)- Rappelons que :
— 1 1 ~
AMISE(H) =n"'R(K) |H| % + Zug(K)z(vechTH)\Iu(vechH)

d’ou :
— 1 -~
(AMISE — AMISE)(H) = Zug(K)Q(vechTH)(\Iq — Uy)(vechH)[1 + 0,(1)].
On obtient ainsi
E|Dy(AMISE — AMISE)(H)) = %MQ(K)Q[Id/ + 0(J)|(EVy — U, (vechH)

et
Var[Dy(AMISE — AMISE)(H)| = im(m‘*[[d, + o(J)|Var[W,(vechH)]

Cecl nous conduit au résultat suivant :

Théoréme 3.2.1. (Duong et Hazelton ([31],2005a)
Supposons que les conditions (Ay), (A2)et (A3) du lemme (3.2.4) sont satisfaites et que
K est carré-intégrable.

Supposons aussi que si |r| =4, on a : K1(0) =1 si tous les éléments de r sont paires et
K®(0) =0 sinon.

St I/-jAMSE et ﬁSAMSE sont respectivement les matrices de lissage obtenues par la méthode

AMSE et la méthode SAMSE, alors :
— (i) Le taux relatif de convergence de HAMSE vers Hayrsp est n™ d+12
— (i1) Le tauz relatif de convergence de HSAMSE vers Hayrse est n™ s,
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Remarque 3.2.1.

1. Les conditions supplémentaires sur K sont satisfaites par la plupart des noyaux
usuelles y compris le noyau gaussien.

2. Les propriétés asymptotiques de I;TAMSE sont meilleures que celles de fISAMSE.
Néanmoins, la différence dans le tauz de convergence n’est pas important. Par consé-
quent, la comparaison entre les taux de convergence ne nous permet pas de préférer
une méthode par rapport a une autre.

3. Wand et Jones ([98],1994) ont montré que le taux relatif de convergence pour la
min(8,d+4)

méthode AMSE-plug-in, si H est diagonale, est n~  2d4+12

3.2.5 Algorithmes de sélection des méthodes plug-in

Nous allons présenter deux algorithmes de sélection plug-in, il s’agit de I'algorithme m-
étapes AM S E-matrice (diagonale ou complete) de lissage de Wand et Jones ([98],1994)
et I'algorithme m-étapes SAM S E-matrice complete de lissage de Duong et Hazelton
([30],2003).

Algorithme de sélection m-étapes AMSE-matrice de lissage

1. Fixer m (le nombre d’étapes a faire).

2. Pour J,,4. = 2m + 4, donner 'approximation normale de référence {/;\7{\” R avec
|7| = Jimaz- Puis injecter celle-ci dans la formule de ¢, anse, 7| = Jmaz — 2.
3. Pour J = Jnae—2, Jaz—4,..,6:
— a) Calculer les estimateurs a noyau pour les fonctionnelles 1,., |r| = J, en utilisant
I'estimateur plug-in de g, amse, 1] = J
— b) Remplacez les estimateurs o, dans les équation (3.9) et (3.10) pour avoir des
estimateurs plug-in de g, apsg, |7| = J — 2
4. Utiliser g, amsE, || = 4 pour obtenir I'estimateur a noyau @4 . Injecter cet estima-
teur dans ’équation (3.2) pour avoir AﬁI\SE(H).

5. Pour avoir la matrice de lissage plug-in H AMSE -

— a) Si la matrice de lissage est diagonale et d = 2 alors on utilise :

_ Ui R(K) ,

hi amise = | 1 1 J5.
p2 ()2 4o (Yiotos + Pa2)n

hoamvise = | VoK) ]%.

12 (F)20 0 (3008 + o)

— b) sinon on minimise numériquement AMISE (H).
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Algorithme de sélection m-étapes SAMSE-matrice de lissage

1. Fixer m (le nombre d’étapes a faire).

2. Pour Jyee = 2m + 4, donner Iapproximation normale de référence ¥ % avec

|7| = Jimae- Puis injecter celle-ci dans la formule de g, 2 sanmsE-

3. Pour J = Jpue—2, Jae—4,..,6:
— a) Calculer les estimateurs & noyau pour les fonctionnelles 1),., d’ordre J = |r|, en
utilisant I’estimateur plug-in de g;samse
— b) Remplacez les estimateurs 7@ dans I’équation (3.13) pour avoir un estimateur
plug-in de gj_2 samsE-
4. Utiliser g4 samse pour obtenir I'estimateur a noyau @4 . Injecter cet estimateur dans
I'équation (3.2) pour avoir A@E(H}
5. Minimiser numériquement AmE(H ) Pour avoir la matrice de lissage SAMSE-
plug-in i SAMSE-
Remarque 3.2.2. Avant d’executer ces algorithmes, une pré-transformation des données
doit étre effectuée avant chaque estimation a noyau pilote. On obtient ainsi une matrice de
lissage plug-in H* pour les données pré-transformées. La matrice des données originauz

sera :
1 = 1 . ’
SzH*S2 siles données sont pre-sphered

= 11
{ SHH*S}  siles données sont pre-scaled.

3.3 Méthodes Cross validation (validation croisée)

Les méthodes de sélection Cross validation sont la principale alternative aux méthodes
de sélection Plug-in. Ces méthodes ont été largement utilisées dans l'estimation de la
densité de probabilité univariée. Dans ce contexte, ces méthodes comme les méthodes
Plug-in d’ailleurs ont connu un développement considérable et leurs performances ont été
largement étudiées. Cependant, leur utilisation est tres limitée pour l'estimation de la
densité de probabilité multivariée.

Il existe trois principales méthodes cross validation : validation croisée non-biaisée (UCV),
validation croisée biaisée (BCV) et validation croisée lissé (SCV). Dans cette section, nous
allons introduire les versions multivariées de ces trois méthodes. Pour le calcul de leurs
taux relatifs de convergence, nous adopterons la méme stratégie suivie dans la section
précédente pour les méthodes Plug-in. Ainsi, les définitions (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) et le
lemme (3.2.4) de AMSE données dans la section précédente restent valables et seront

utilisées ici.
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3.3.1 Validation croisée non-biaisée (UCV)

Présentation de la méthode

La version multivariée du critere de la méthode UCV est une simple généralisation de

sa version univariée proposée par Rudemo ([73],1982) et Bowman ([12],1984) :
vevin = [ e e = 2 3 L (s
Rd
ou :

n

foi (@ H) = (n—1)"" Z Ky(r — X;).
=Ty

Notre but est de choisir la matrice de lissage qui minimise UCV (H), c’est a dire :

Hycy = argminger UCV(H).

Remarque 3.3.1. La méthode UCV propose de minimiser une quantité proche de
ISE(H). En effet, on a :

1) = [ (@)= fa ) do
= fla; HY? de — 2 f(x) fle;H) do + f(x)?
d Rd

~ R(j() —2/f H) dz + R(f(x)).

Comme R(f(x)) est indépendant de H, ce terme peut étre ignoré. Il reste alors a estimer
Jya f(x) f(x; H) dz. Notons que :

Son estimateur naturel est :

Pour garantir l'indépendance des variables, on utilise ’estimateur Jackknife suivant :

n

foi(zyH) = (n—1)7" Z Ky(z — X;).

On estime [y f(x) fla: H) dx par :
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En remplacant dans la formule de ISE(H), on obtient le critére UCV (H) a minimiser.
Ce critere peut étre développé pour avoir :

UCV(H) = *222 (Ky+ Ky)(Xi — X;) — 2n7 Y n — Z ZKHX X;)

i=1 j=1 i=1 j=1;57#i

= n'R(K)[H[ 7 + n"ln—1)" Z Z (Ky * Ky — 2K5)(X; — X;)(3.15)

=1 j=Lj#i

Pour le noyau gaussien, cette derniére expression se simplifie beaucoup plus. En effet, on
. J— JAny .
a: ¢u* Qg = Qam, d'ou :

UCV(H) =n"(47)"% |H| "2 +n " (n — 1)~ Z Z (¢omr — 20m)(X; — X;).

=1 j=1;j%#i

Des recherches ont été entreprises par Sain et al. ([76],1994) sur la version multivariée de
la méthode de selection UCV , mais leur intérét s’est porté uniquement sur le noyau produit
qui est équivalent a utiliser une paramétrisation diagonale avec un noyau sphérique K°.
Ces auteurs ont calculé la vitesse de convergence relative pour la méthode UC'V dans le cas
ot la paramétrisation est diagonale. Duong et Hazelton ([32],2005b) ont généralisé ces
résultats pour une matrice de lissage H symétrique et définie positive quelconque (H € F).

Taux relatif de convergence de la méthode UCV

En suivant le méme procédé développé dans la section précédente, on peut calculer le

taux de convergence relatif de Hycoy vers Hayrse-

Lemme 3.3.1. Supposons que les conditions (Al) , (A2) et (Al) dulemme de AMSE
(3.2.4) sont satisfaites et supposons aussi que le noyau K est normal, alors :

ABiais(vechHycy) = O(Jd’n_ﬁﬁﬂ?ChHAMISE-
AVar(vechHycy) = O(Jd»n*#‘l)(UechHAMISE)(UeChTHAMISE)-

En combinant le lemme (3.2.4) de AMSE et le lemme (3.3.1) précédent, on obtient le

théoreme suivant qui donne le taux relatif de convergence de la méthode de selection UC'V.

Théoréme 3.3.1. Sous les conditions du Lemme(3.3.1), le taux relatif de convergence
~ min(d,4)
de Hycoy vers Hprsg est n™ 2448

Ce taux de convergence est calculé pour une matrice de lissage quelconque H € F. Le

taux de convergence reste le méme pour H € D ou H € A.
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3.3.2 Validation croisée biaisée (BCV)

Présentation de la méthode

L’approche basée sur la méthode de sélection validation croisée biaisée (BCV), consiste

2 minimiser un estimateur de AMISE :
" 11
AMISEf(; H) =n‘R(K)|H| % + JHa2(K ) (vech” H) Wi (vechH).

Comme pour la méthode de sélection Plug-in, on a besoin d’estimer ¥,. La méthode Plug-
in utilise une matrice de lissage pilote G qui est indépendante de la matrice de lissage H.
Pour la méthode BCV, on pose G = H et on utilise des estimateurs un peu différents.
Comme le AMISE est un estimateur biaisé de MISFE, I'estimateur BC'V est aussi un
estimateur biaisé de MISE (bien qu'il soit asymptotiquement non-biaisé). Ceci donne a la
méthode BC'V son nom : le biais est introduit pour réduire la variance.

Il existe deux versions pour la méthode BCV et ceci selon 'estimateur utilisé pour ,,
|r| = 4. On peut consulter Sain et al. ([76],1994) et Jones et Kappenman ([56],1992)

sue ce sujet. Ainsi, on peut utiliser I'estimateur :

Ge(H)=n2 0 Y (K« Ki)(Xi = X)),
i=1 j=liji
comme on peut considérer ’estimateur :

n

U(H) =07 Y (X H) =07 (n— 1) Z Z K (Xi = X;).

=1 i=1 j=1;j7#1¢
Les estimateurs W, et W, sont obtenus en remplacant dans Uy, les fonctionnelles 1, par

les estimateurs &T et 1/;,« respectivement.
La fonction BCV1 est la version de la BC'V avec W, :

BCVI(H) = n'R(K) |H|"* + ;L,ug(Kf(vechTH)\i/4(vechH). (3.16)
La fonction BC'V2 est la version de la BC'V avec @4 :
BCV2(H) = n~'R(K) |H| "% + %L,uz(K)z(vechTH)\iu(vechH). (3.17)
La méthode de sélection BC'V propose de trouver la matrice H pov qui minimise la fonc-
tion BC'V appropriée. C’est a dire :
Hyovy = argminger BOV1(H) et Hyove = argminger BOV2(H).
Sain et al.([76],1994) ont effectué des recherches sur la méthode de sélection BC'V dans

le cas d'une paramétrisation diagonale. Ils ont ainsi calculé le taux relatif de convergence
de la BC'V diagonale. La généralisation de cette méthode pour une matrice de lissage

symétrique et définie positive quelconque (H € F'), a été donnée par Duong et Hazelton
([32],2005D).
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Taux relatif de convergence de la méthode BCV

Les deux estimateurs 1, et v, sont relativement similaires. Si on utilise le noyau
Gaussien on obtient qbg) * O = (—1)"”‘92552,. Par conséquent, la seule différence est que ¥,
utilise 2H et 1, utilise H. Cette différence n’affecte pas le taux relatif de convergence,
comme il n’affecte pas I'ordre de biais et de la variance asymptotique. Ainsi, on a seulement
besoin de calculer le taux de BC'V2.

Lemme 3.3.2. Supposons que les conditions (Al), (A2) et (A3) de lemme (3.2.4) de
AMSE sont satisfaites. Alors :

ABiais(vechHpey) = O(Jdvff%+4 JvechH AnrsE-

et
AVCLT‘(U(?C]’L]:.’BC\/) = O(Jd»nfﬁ ) (vechHAMISE) (U@ChTHAM]SE>.

En combinant le lemme (3.2.4) de AMSE et le lemme (3.3.2) précédent, on obtient
la théoreme suivant qui donne le taux relatif de convergence de la méthode de sélection

BCV. C’est a dire le taux relatif de convergence de Hpev vers Hayrse.

Théoreme 3.3.2. Sous les conditions du lemme(3.5.2), le tauz relatif de convergence de
A min(d,4)
Hpcov vers Haprsp est n™  2d+8

Ce taux de convergence est identique a celui de la méthode de sélection UC'V. Sain et
al. ([76],1994) ont donné un taux de convergence relatif pour la méthode BC'V diagonale

__d , .
égal a n~24+8  ce résultat est incorrect pour d > 4.

3.3.3 Validation croisée lissée (SCV)

Présentation de la méthode

La méthode de sélection SCV (Smoothed cross validation) peut étre considérée comme
une combinaison de la méthode UCV et de la méthode BCV. Cette méthode permet de
lisser le critere UC'V'. La version multivariée du critere SC'V est une simple généralisation
de sa version univariée donnée par Hall, Marron et Park([45],1992). Elle s’écrit sous la

forme :

1 n n
SCV(H) =n"'R(K) [H| 2402 > Y " (Ky*Kp+Lo*Le—2K g+ Lo+ Lo+ LexLa) (Xi— X)),
i=1 j=1
ol Lg est le noyau pilote avec la matrice de lissage pilote G. le premier terme est 1'es-
timateur de la variance asymptotique intégrée et le deuxieme terme est 'estimateur de
I'intégral du biais au carré. La méthode de sélection SC'V propose de trouver la matrice
Hgcy qui minimise le critere S CV(H).
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Notons que pour G = O (matrice nulle), on obtient SCV(H) = UCV (H). Ly est la fonc-
tion delta de Dirac.

Si K = L = ¢ alors le critere SC'V a une forme plus simple :

SCV(H) =n""|H|"2 (47)"% +n > > ) (barsac — 20m426 + d2c)(Xi — X;). (3.18)

i=1 j=1
Matrice de lissage pilote optimale

Nous avons déja soulevé ce probleme pour les méthodes Plug-in : comment choisir la
matrice pilote de lissage optimale ?

e Sain et al. ([76],1994) considerent la matrice pilote égale a la matrice de lissage finale.
e Jones et Al.([57],1991), dans le cas univarié, proposent de prendre le parametre pilote
qui minimise erreur quadratique moyenne relative RM SFE (relative mean squared error).

Pour un paramétre univarié h, on a
RMSE(h) = E[(h — hanrse)/hanrss)*.

e Duong et Hazelton ([32],2005b) par contre, proposent de minimiser le AM SE. Notons
que minimiser le AMSFE est équivalent a minimiser le RMSFE car le dénominateur de

RMSFE ne dépend pas de parametre de lissage.

Une généralisation de la version univariée de MSE(h) = E(h — hanse)? est :
trM SE(vechH; G) = Elvech” (H — Hanrse)vech(H — Hapise)].

Cette formule exacte de MSE est difficile a calculer. Duong et Hazelton([32],2005b)

proposent de travailler avec le AMSE. Si on pose G = ¢?I, alors on cherche :
Jgo = argmmg>0tr{AMSE(vechﬁsw; 9)}

Pour calculer gy on aura besoin des résultats intermédiaires suivants dus a Duong et
Hazelton ([32],2005b). Pour cela, on définit I'extension d’ordre supérieur de AMISE, le
AMISE’ défini par :

AMISE = AMISE(H) +% / br(Hx ()t (PG )
Rd

On notera AWE’ I’estimateur de AMISE'.

Lemme 3.3.3. Supposons que les conditions (Al), (A2) et (A3) de lemme de AMSE
(3.2.4) sont satisfaites. Soit H = argminpgerAMISE', alors :

MSE(vechH) = [Iy + o(Jg)|AMSE' (vechH).
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Ou lextension d’ordre supérieur asymptotique de MSE s’écrit :
AMSE'(vechH) = AVar'(vechH) + [ABiais' (vechH)|[ABiais' (vech H))7
avec :
ABiais (vechH) = [D4 AMISE(Hanrsg)] " E[Dy(AMISE — AMISE')(Hayrsp)]
et
AVar' (vechH) = [DLAMISE(Hanise) Var[Dy(AMISE' — AMISE)(Harss)]
x[DLAMISE(Hanse)] "

Lemme 3.3.4. Supposons que les conditions de lemme (3.3.3) de AMSE' sont satisfaites
et supposons aussi :

— (S1) f admet des dérivées partielles jusqu’a l'ordre huit, bornées et continues,

~ (82) chaque élément de s = [, x3(x) f(x)dx est finie,

— (83) la suite des paramétres pilotes de lissage g = g, vérifie g72H — 0 quand

n — oo.

- (S3) K et L sont des noyauzr gaussiens,
alors

ABiais’(vechI:ISCV; g) = n_d%‘ngCqun_ﬁn_lg_d_lem—I—O(Jd/ (g*+n 19O (vechH anrrsE).
ot
C,, = %nWi‘UDdTvec(ﬁﬁHAMISE)
et
C, = §(4ﬂ)_%nﬁ 2D vecH nrrse + (trHanrse)DEvecly).
Lemme 3.3.5. Supposons que les conditions de lemme (3.3.3) de AMSE' sont satisfaites
et sous les conditions de lemme (3.3.4), on a :

AVar’(vechﬁgcv; g) = O(Jd/(n’Zg’d*8 + nil))(vechHAMISE)('UechTHAMISE).

Les trois lemmes (3.3.3 ), ( 3.3.4), (3.3.5 ) nous conduisent au théoreme suivant :

Théoréme 3.3.3. Sous les conditions du lemme (5.3.4) et (5.3.5), le paramétre pilote
qui minimise la trace de AMSE'(vechHscov; g) pour d > 1 est :

@
oo — 2(d+4)C1,C,,
[—(d+2)CL.Cy, + Ciyln
ol :
C#o = (d + 2)2(0520#1)2 + S(d + 4)<0310u1)(0320u2),
1 2
Cul = §angveC(96HAM[SE),
et

1 _2
Cu, = §(4W)’gn<di4> 2D vecH anrrse + (trH anrse) DY vecly).
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Taux relatif de convergence de la méthode SCV

Le taux relatif de convergence de la méthode de sélection SC'V est une conséquence
immédiate de théoreme (3.3.3) et de lemme (3.3.3) de AMSE'. Notons que si

trMSE(UechI:I) =0(n 2 ||vechHAMISE||2),

alors H a un taux relatif de convergence vers Hapr5e €gal a n™?.

Théoréme 3.3.4. Sous les conditions de lemme (3. 3’4) et (3.3.5), pour d > 1 le taux
relatif de convergence de Hscv vers Hayrgr estn <d+6>

3.3.4 Algorithmes de sélection des méthodes cross validation

Nous allons présenter les algorithmes des trois méthodes UCV, BC'V et SC'V donnés
par Duong et Hazelton([32],2005b). La méthode de sélection SCV est beaucoup plus
complexe que les méthodes UCV et BC'V. En effet, la SC'V a besoin d’estimer une matrice
pilote de lissage en utilisant la méthode Plug-in. Elle exige aussi des pré-transformations

de données.

Algorithme pour la méthode de sélection UCV

1.Minimiser numériquement 1'équation (3.15) de UCV (H).

Algorithme pour la méthode de sélection BCV

1.Minimiser numériquement
(a) L’équation (3.16) de BCV1(H), ou
(b) L’équation (3.17) de BCV2(H).

Algorithme de sélection m-étape de la méthode SCV

1. Fixer m (le nombre d’étapes a faire).

2. Pour Jyee = 2m + 4, donner I'approximation normale de référence ¢N% avec
|7| = Jiaz. Puis injecter celle-ci dans la formule de g, -2 samsEe-
3. Pour J = Jpue—2, Jnae—4,..,6:
— (a) Calculer les estimateurs a noyau pour les fonctionnelles 1),, d’ordre J = |r|,
en utilisant 'estimateur plug-in de g;sanmse

— b) Remplacer les estimateurs @/AJT dans I’équation (3.13) pour obtenir des estima-
teurs plug-in de g;_2 samsE-

4. Utiliser g6 sapmse pour avoir I'estimateur a noyau g de 0.
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5. Utiliser g4 samse pour obtenir/l’e\stimateur a noyau @4 . Injecter cet estimateur dans
I'équation (3.2) pour avoir AMISE(H).

6. Minimiser numériquement AMISE (H) pour avoir la matrice de lissage SAMSE-
plug-in Hsanse.

7. Utiliser Hsanrse et O pour obtenir I'estimateur gy de théoréme (3.3.3).

8. Remplacer gy dans 1'équation (3.18) pour obtenir la formule de SCV (H).

9. Minimiser numériquement SCV (H).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les différentes méthodes pour le choix de la matrice
de lissage optimale H qui intervient dans I’estimation de la densité de probabilité dans le
cas multidimensionnel. Dans le chapitre suivant, on va comparer sur des densités cibles a
plusieurs modes, ces différentes méthodes de sélection de la matrice de lissage optimale
H.

61



Simulation et résultats numeériques

4.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre le travail de simulation effectué pour étayer les
différents aspects théoriques abordés dans les chapitres précédents. Cet étude portera
essentiellement sur :

e La comparaison des différents algorithmes de sélection de la matrice de lissage ;
e [’étude de la performance de ces algorithmes ;

e [’étude de I'influence de la taille de ’échantillon sur ces différents algorithmes.

4.2 Plan de simulation

Pour notre plan de simulation, nous allons restreindre notre étude au cas bivarié, et les
résultats obtenus se généralisent facilement aux cas multivariés. Nous nous contenterons
de faire des simulations et d’observer le comportement asymptotique de 'estimateur a
noyau. Nous utiliserons pour les simulations des échantillons de lois connues de tailles de
plus en plus grandes (100,...,1000) et nous réaliserons 40 répétitions d’expérience pour
chaque type de densité et pour chaque taille d’échantillon.

Afin d’illustrer les performances des méthodes de sélection présentées dans le troisieme
chapitre, nous utiliserons des densité cibles connues. C’est -a-dire des densités dont le
MISE a une forme explicite facile a calculer (closed forme), ceci va nous permettre de

faire des comparaisons entre les valeurs réelles de H et de MISFE et les valeurs obtenues
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par simulation. Les densités suivant une loi mélange gaussienne vérifient cette condition
Nous avons choisi des densités présentant différents aspects :

e La densité (A) : Loi gaussienne bivariée :
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e Laloi (E) : Loi mélange gaussienne :

100
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e La densité (F) : Loi gaussienne bivariée :

B

Les contours-plots des densités A, B, C, D, E et F sont donnés par la figure (4.1)
suivante :

63



Simulation et résultats numériques Chapitre 4

FI1GURE 4.1 — Contours-plots des densités A, B, C, D, E et F'.

Notons que :

— Les contours-plots de la densité A sont orientés suivant les axes des coordonnées.
Par contre les contours-plots de F' ont une orientation différente de celle définie par
les axes des coordonnées. Ces deux densités sont unimodales.

— Les densités B, C' et D sont bimodales. Les densités C' et D ont des modes séparés.

— La densité E est trimodale.

Dans la programmation des méthodes de sélection de la matrice de lissage H, nous
avons choisi comme noyau, le noyau gaussien, afin d’avoir une forme du M ISFE explicite

et facile & calculer.

Nous allons suivre les étapes suivantes pour la simulation :
e Simuler un échantillon de taille n pour la densité cible choisie.
e Calculer le Hyrsg qui minimise le MISE.
e Calculer la matrice de lissage optimale H,, en utilisant les différentes méthodes de

sélection :
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— L’algorithme de sélection plug-in (AMSE) a 2 étapes, noté F1 pour les données
pre-scaling et F2 pour les données pre-sphéring .
— L’algorithme de sélection plug-in (SAMSE) a 2 étapes, noté S1 pour les données
pre-scaling et S2 pour les données pre-sphéring.
— L’algorithme de sélection UCV, noté U.
— Les deux algoritmes de sélection BCV1 et BCV2, noté Bl et B2 respectivement.
— L’algorithme de sélection SCV, noté SC1 pour les données pré-scaling- et SC2 pour
les données pré-sphéring.
e Construire 'estimateur par la méthode du noyau a partir des observations.
e Calculer le MISE(Hysk) et le MISE(H,p).

e Calculer le critere de comparaison (Crit) pour les différentes méthodes utilisées. Le

MISE(Hy1sE)

critere utilisé (Crit) est lefficacité moyenne de 'estimateur de H définie par : MISE(H)
op

Les simulations et les graphiques ont été réalisés a ’aide du logiciel R (package ks).
Nous avons utilisé la version 2.8.0 pour la programmation. R est un systeme d’analyse
statistique et graphique crée par Ross IThaka et Robert Gentlelman. Il est a la fois un
langage et un logiciel qui comporte de nombreuses fonctions pour les analyses statistiques

et les graphiques.

4.3 Résultats de la simulation

Les résultats de la simulation sont données sous forme de tableaux. Les tableaux :
(4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8), donnent les valeurs de Hprrsp et Hop
pour les différentes densités cibles, avec les différentes méthodes de sélection utilisées, pour
une taille n de Iéchantillon. Et les tableaux : (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14),
(4.15), (4.16), donnent les valeurs de MISE(Hpsg) , de MISE(H,y) ainsi que la valeur
du critere de comparaison pour chaque densité cible, avec les différentes méthodes de
sélection, pour un échantillon n donnée.

Pour les résultats, on a considéré la médiane des 40 simulations réalisées.

4.4 Performance des estimateurs

La lecture des résultats obtenus dans les tableaux (4.1),...,(4.16), indique que :

4.4.1 Pour les deux lois (A) et (F) (unimodales)

La lecture des tableaux, nous permet d’affirmer que :
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Les méthodes de sélection plug-in et validation croisée fournissent une matrice des
parametres de lissage tres proche de Hy rsg. Les résultats indiquent que toutes les
méthodes de sélection estiment correctement la matrice des parametres de lissage
H.

La taille de I'échantillon n influe sur les valeurs de MISE, Hanrse, Hopr. On
constate que 'augmentation de n entraine la décroissance de MISE(Hysg) et
de MISE(H ).

La taille de I’échantillon n influe aussi sur la valeur de C'rit. L’efficacité moyenne de
I'estimateur augmente lorsque la taille de ’échantillon n augmente.

Les plus grandes valeurs de l'efficacité moyenne sont obtenues pour les méthodes
plug-in en générale, et particulierement avec les données pré-scaled, ou par exemple
pour n = 1000 la valeur de Crit est 0.94 pour AMSFE plug-in et 0.96 pour SAMSFE
plug-in.

Les autres méthodes (validation croisée) se sont également révélées performantes
dans ce cas. Les résultats obtenus sont proches des résultats obtenues par les mé-

thodes plug-in.

4.4.2 Pour les loi (B), (C), (D) et (E) (multimodales)

L’analyse des résultats, indique que :

4.5

La matrice de lissage optimale H,,, estimée par les différentes méthodes de sélection
se rapproche de H)j rsg lorsque la taille de 1’échantillon n augmente.

La taille de I’échantillon influe aussi sur les valeurs de MISFE et de Hy;rsg, 'aug-
mentation de n entraine la décroissance de MISE(Hyse) et de MISE(Hp).

Le critere d’efficacité moyenne C'rit s’améliore lorsque n augmente.

Les résultats du critere d’efficacité moyenne obtenus pour les densités multimodales
(B), (C), (D) et (F) indiquent que les performances des méthodes s’amoindrissent
en présence de cibles plus complexes. Les meilleurs résultats sont obtenus par les
méthodes plug-in. Pour la densité (B), les résultats obtenus par les méthodes cross-
validation sont proches de ceux obtenus par les méthodes plug-in. Pour les autres
densités, les méthodes cross-validation sont moins performantes que les méthodes

plug-in.

Conclusion

Notre travail de simulation aborde un probleme crucial, bien connu dans I’estimation

a noyau de la densité multivariée. Il s’agit du probléeme de choix de la matrice de lissage

optimale pour 'estimateur. Les résultats obtenus dans le contexte bivarié confirment ceux
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déja obtenus dans la cas unidimensionnel et se généralisent facilement aux cas multidi-
mensionnels. En effet :

— La performance de la méthode de sélection de la matrice de lissage varie en fonction
de la densité a estimer.

— Les résultats montrent qu’il n’existe pas de méthode de sélection de la matrice de
lissage qui soit meilleure que toutes les autres.

— La matrice de lissage optimale H,,; obtenue par les méthodes de sélection plug-in ou
validation croisée n’est pas toujours adaptée lorsque on est en présence de densités
cibles complexes (multimodales par exemple).

— Les méthodes plug-in imposent des restrictions sur la densité a estimer f (f par
exemple doit étre suffisamment lisse et réguliere) souvent difficiles a vérifier.

— L’utilisation d’un nombre d’observations de plus en plus important, ne garantit pas

une bonne estimation.
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f HMISE F1 F2
A 0.063 0 0.049 —0.015 0.050  —0.003
0 0.252 —0.015 0.150 —-0.003 0.127
B 0201 O 0.196 —0.001 0.241 -0.010
0 0.135 —0.001  0.072 —-0.010 0.117
C 0.021 0 0.091 —0.001 0.091 0.033
0 0335 —0.001 0.287 0.033 0.025
D 0.136 0.071 0.101 0.021 0.164 —0.109
0.071 0.136 0.021 0.112 —0.109  0.07
E 0.140 0.073 0.198 0.047 0.205 0.051
0.073 0.185 0.047 0.185 0.051 0.140
F 0.252 0.227 0.241 0.106 0.200 0.150
0.227 0.252 0.106 0.240 0.150 0.160

TABLE 4.1 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes AMSE-plug-in pour
un échantillon de taille n=100.

f HM[SE S1 S2
A 0.063 0O 0.029 0.011 0.041 —0,018
0 0.252 0.011 0.183 —-0.018  0.142
B 0201 O 0.206 0.017 0.290 -0,010
0 0.135 0.017 0.065 —0.010 0.114
C 0.021 0 0.106  —0.003 0.110 0,006
0 0335 —0.003 0.172 0.006 0.180
D 0.136 0.071 0.124 0.017 0.138 —0,051
0.071 0.136 0.017 0.115 —0.051  0.141
E 0.140 0.073 0.186 0.042 0.198 0,071
0.073 0.185 0.042 0.152 0.071 0.133
F 0.252 0.227 0.150 0.103 0.127 0,126
0.227 0.252 0.103 0.141 0.126 0.160

TABLE 4.2 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes SAMSE-plug-in pour
un échantillon de taille n=100.

68



Simulation et résultats numériques Chapitre 4

f HMISE F1 F2
A 0.026 O 0.027 —0.001 0.026  —0.002
0 0.108 —0.001  0.088 —0.002 0.084
B 0.073 0 0.070 0.000 0.070 0.002
0 0.108 0.000 0.042 0.002 0.042
C 0.010 O 0.020 —0.000 0.021 0.002
0 0.140 —0.000 0.144 0.002 0.140
D 0.056 0.030 0.060 0.027 0.050  —0.030
0.030 0.056 0.027 0.063 —0.030  0.053
E 0.053 0.027 0.054 0.025 0.060 0.024
0.027 0.072 0.025 0.077 0.025 0.078
F 0.011 0.099 0.020 0.092 0.009 0.081
0.099 0.011 0.092 0.019 0.081 0.010

TABLE 4.3 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes AMSE-plug-in pour
un échantillon de taille n=1000.

f HM[SE S1 S2
A 0.026 O 0.027 —0.001 0.024 —0,001
0 0.108 —0.001  0.090 —0.001  0.010
B 0.073 0 0.089 0.002 0.095 0,004
0 0.108 0.002 0.042 0.004 0.042
C 0.010 O 0.026 0.000 0.026 0,003
0 0.140 0.000 0.077 0.003 0.080
D 0.056 0.030 0.050 0.017 0.050 —0,004
0.030 0.056 0.017 0.053 —0.004 0.044
E 0.053 0.027 0.056 0.013 0.061 0,024
0.027 0.072 0.013 0.055 0.024 0.072
F 0.011 0.099 0.022 0.096 0.001 0,100
0.099 0.011 0.096 0.023 0.100 0.001

TABLE 4.4 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes SAMSE-plug-in pour
un échantillon de taille n=1000.
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Hyrse U B1 B2
0.063 0 0.104 —0.051 0.031 —0,010 0.060 0,007
0  0.252 —0.051 0.667 —0.010  0.220 0.007 0.0216
B 0201 O 0.352 0.164 0.287 0.023 0.310 0.011
0. 0.135 0.0164 0.171 0.023 0.101 0.011 0.102
C 0.021 0 0.010  —0.004 0.020 —0,003 0.0.480 0,017
0 0.335 —0.004 0.302 —0.003  0.054 0.017 0.225
D 0.136 0.071 0.170 0.106 0.075 0,023 0.276 0,128
0.071 0.136 0.106 0.197 0.023 0.0501 0.128 0.250
E 0.140 0.073 0.372 0.007 0.006 0,009 0.287 0,133
0.073 0.185 0.007 0.201 0.009 0.273 0.133 0.261
F 0.252 0.227 0.187 0.191 0.192 0,179 0.223 0,195
0.227 0.252 0.191 0.271 0.179 0.170 0.195 0.211

TABLE 4.5 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes UCV, BCV1 et BCV2
pour un échantillon de taille n=100.

f HMISE SC1 SC2
A 0.063 0 0.0.066 —0.002 0.064 —0,003
0 0.252 —0.002  0.350 —0.003  0.347
B 0.201 0 0.199 —0.001 0.330 —0.028
0. 0.135 —0.001 0.140 —0.028 0.121
C 0.021 0 0.142 0.073 0.151 —0,003
0 0.335 0.073 0.142 —0.003 0.401
D 0.136 0.071 0.200 0.070 0.229 —0,007
0.071 0.136 0.070 0.200 —0.007  0.177
E 0.140 0.073 0.273 0.090 0.370 0,210
0.073 0.185 0.090 0.235 0.210 0.300
F 0.252 0.227 0.120 0.067 0.356 0,320
0.227 0.252 0.067 0.113 0.320 0.350

TABLE 4.6 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes SC1 et SC2 pour un
échantillon de taille n=100.
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f Hyrrse U Bl B2
A 0.026 0 0.035 —0.003 0.027 0,001 0.026 0,002
0 0.108 —0.003 0.102 —0.001 0.096 0.002 0.093
B 0073 0 0.075 0.002 0.130 0.001 0.144 0.001
0. 0.108 0.002 0.051 0.001 0.035 0.001 0.0043
C 0.010 0 0.011  —0.010 0.011  —0,001 0.024 0,000
0 0.140 —0.010 0.144 —0.001  0.042 0.000 0.023
D 0.056 0.030 0.051 0.030 0.031 0,016 0.161 0,016
0.030 0.056 0.030 0.056 0.016 0.033 0.016 0.162
E 0.053 0.027 0.032 0.030 0.041 0,031 0.023 0,060
0.027 0.072 0.030 0.104 0.031 0.134 0.060 0.014
F 0.011 0.099 0.136 0.141 0.100 0,094 0.104 0,095
0.099 0.011 0.141 0.152 0.094 0.102 0.095 0.111

TABLE 4.7 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes UCV, BCV1 et BCV2
pour un échantillon de taille n=1000.

A 0.026 0O 0.029 0.001 0.029 0,000
0 0.108 0.001 0.127 0.000 0.127
B 0.073 0 0.121 —-0.011 0.113 0.002
0. 0.108 —0.011  0.062 0.028 0.067
C 0.010 O 0.035 0.000 0.033 —0,000
0 0.140 0.000 0.122 —0.000 0.141
D 0.056 0.030 0.100 0.031 0.102 0,010
0.030 0.056 0.031 0.101 0.010 0.101
E 0.053 0.027 0.104 0.036 0.102 0,033
0.027  0.72 0.036 0.101 0.033 0.083
F 0.011 0.099 0.106 0.100 0.124 0,114
0.099 0.011 0.100 0.105 0.114 0.115

TABLE 4.8 — Résultats des simulations effectuées avec les méthodes SC1 et SC2 pour un
échantillon de taille n=1000.

A | 0.096 0.104 | 0.92 | 0.106 | 0.91
B | 0.008 0.014 | 0.58 | 0.015 | 0.52
C | 0.06 0.17 | 0.35]0.19 |0.32
D | 0.013 0.028 | 0.46 | 0.031 | 0.42
E | 0.014 0.035 | 0.42 | 0.036 | 0.39
F | 0.087 0.097 | 0.90 | 0.098 | 0.89

TABLE 4.9 — Le MISE(Hopt) pour les méthodes AMSE plug-in pour un échantillon n=100.
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TABLE 4.10 — Le

n=1000.

A | 0.071 0.0755 | 0.94 | 0.0736 | 0.93
B | 0.0034 0.0055 | 0.62 | 0.0058 | 0.59
C | 0.042 0.072 | 0.58 | 0.076 | 0.55
D | 0.011 0.0166 | 0.66 | 0.0204 | 0.54
E | 0.009 0.013 | 0.68 | 0.015 | 0.61
F | 0.066 0.0717 | 0.92 | 0.0725 | 0.91

f M]SE(HM[SE) S1 Crit S2 Crit
A | 0.096 0.107 | 0.90 | 0.107 | 0.90
B | 0.008 0.0133 | 0.60 | 0.0126 | 0.63
C | 0.06 0.18 0.33 | 0.19 0.32
D | 0.013 0.024 | 0.54 | 0.027 | 0.48
E | 0.014 0.032 | 0.44 ] 0.034 | 041
F | 0.087 0.099 | 0.88 | 0.101 | 0.86

MISE(H,y) pour les méthodes AMSE plug-in pour un échantillon

TABLE 4.11 — Le MISE(H,y) pour les méthodes SAMSE plug-in pour un échantillon

n=100.

f MISE(HM[SE) S1 Crit S2 Crit
A | 0.071 0.0739 | 0.96 | 0.0771 | 0.92
B | 0.0034 0.0046 | 0.74 | 0.0048 | 0.71
C | 0.0042 0.0763 | 0.55 | 0.0750 | 0.56
D | 0.011 0.0189 | 0.58 | 0.0200 | 0.55
E | 0.009 0.0145 | 0.62 | 0.0155 | 0.58
F | 0.066 0.0709 | 0.93 | 0.0725 | 0.91

TABLE 4.12 — Le MISE(H,y) pour les méthodes SAMSE plug-in pour un

n=1000.

échantillon

f M]SE(HM[SE) U Crit B1 Crit B2 Crit
A | 0.096 0.110 | 0.87 [ 0.108 | 0.89 || 0.105 | 0.91
B | 0.008 0.014 | 0.58 | 0.013 | 0.60 || 0.014 | 0.59
C | 0.060 0.182 | 0.33 ] 0.194 | 0.31 || 0.200 | 0.30
D | 0.013 0.0216 | 0.60 | 0.0220 | 0.59 || 0.0220 | 0.59
E | 0.014 0.042 | 0.33 | 0.035 | 0.40 || 0.037 | 0.38
F | 0.087 0.101 | 0.86 | 0.099 | 0.88 || 0.099 | 0.88

TABLE 4.13 — Le MISE(H,,) pour les méthodes UCV, BCV1 et BCV2 pour un échan-
tillon n=100.
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A | 0.071 0.0788 | 0.90 | 0.0788 | 0.90 | 0.0763 | 0.93
B | 0.0034 0.0056 | 0.61 | 0.0056 | 0.61 | 0.0057 | 0.60
C | 0.042 0.113 | 0.37|0.116 | 0.36 | 0.127 | 0.33
D | 0.011 0.0172 | 0.64 | 0.0177 | 0.62 | 0.0180 | 0.61
E | 0.009 0.0264 | 0.34 | 0.0209 | 0.43 | 0.0214 | 0.42
F | 0.066 0.0742 | 0.89 | 0.0733 | 0.90 | 0.0725 | 0.91

TABLE 4.14 — Le MISE(H,,) pour les méthodes UCV, BCV1 et BCV2 pour un échan-
tillon n=1000.

f MISE(HM[SE) SC1 Crit SC2 Crit
A | 0.096 0.109 | 0.88 | 0.109 | 0.88
B | 0.008 0.0123 | 0.65 | 0.0127 | 0.63
C | 0.06 0.15 0.41 | 0.12 0.49
D | 0.013 0.031 | 0.42 | 0.030 | 0.43
E | 0.014 0.033 | 0.43 | 0.036 | 0.39
F | 0.087 0.099 |0.88 |0.102 | 0.85

TABLE 4.15 — Le MISE(H,,) pour les méthodes SC1 et SC2 pour un échantillon n=100.

A | 0.071 0.0797 | 0.89 | 0.0788 | 0.90
B | 0.0034 0.005 | 0.68 | 0.0053 | 0.64
C | 0.042 0.089 | 0.47 | 0.082 | 0.51
D | 0.011 0.025 |0.44 | 0.025 |0.44
E | 0.009 0.0188 | 0.48 | 0.0214 | 0.42
F | 0.066 0.0733 | 0.90 | 0.0759 | 0.87

TABLE 4.16 — Le M ISE(H,,) pour les méthodes SC1 et SC2 pour un échantillon n=1000.
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Ce mémoire est une introduction a I'estimation fonctionnelle dans le cas multidimen-
sionnel, nous nous sommes intéressé tout particulierement a I’estimation non-paramétrique
de la densité de probabilité multivariée. Dans une premiere étape, nous avons fixé le cadre
général de l'estimation fonctionnelle. Ceci est fait a travers la présentation d’un certain
nombre de résultats classiques bien connus des spécialistes. Dans la deuxieme partie, nous
avons introduit I'estimateur a noyau de la densité de probabilité multidimensionnelle, cet
estimateur est fonction de deux parametres : une fonction multidimensionnelle K appelée
noyau multidimensionnel et une matrice H symétrique définie positive appelée matrice des
parametres de lissage. La matrice H controle le degré de lissage et ’orientation par rapport
aux axes des coordonnées des contours de la densité cible a estimer. Ainsi, la construction
du noyau multidimensionnel K a partir d'un noyau unidimensionnel symétrique k et les
différentes formes de la paramétrisation ont été étudiées. Quand au troisieme chapitre, il
a ¢été consacré au probleme du choix de la matrice de lissage optimale. Dans ce chapitre,
nous avons exposé les différentes méthodes de sélection de la matrice de lissage H : les
méthode plug-in (ré-injection) qui repose sur I'estimation de la matrice inconnue Wy, et
l'autre classe de méthodes dite validation croisée (cross-validation). Enfin, afin de tester
Iefficacité des différentes méthodes de sélection de la matrice de lissage, nous avons si-
mulé des densités de probabilité tests bivariées présentant différents aspects. Nous avons
estimé la matrice de lissage H,, par les différentes méthodes de sélection, calculer le
H sk, construit 'estimateur de la densité de probabilité par la méthode du noyau et
comparé efficacité des différentes méthodes de sélection en calculant le critere d’efficacité
moyenne. Les résultats numériques obtenus indiquent que : les différentes méthodes plug-
in et les différentes méthodes de validation croisée donnent de tres bons résultats pour
des densités simples (unimodales). Cependant, les performances des méthodes s’amoin-
drissent en présence de cibles plus complexes (multimodales). La simulation montre aussi
qu’il n’existe pas de méthode de sélection de la matrice de lissage meilleure que toutes les
autres.

Le travail effectué dans le cadre de ce mémoire nous a permis de dégager plusieurs pers-

pectives de recherches tres intéressantes. En effet :
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1. Ce travail pourrait donner lieu a des prolongements sur le choix de la matrice de
lissage optimale qui reste d’actualité :
o Il serait intéressant dans un travail futur d’effectuer des simulations sur d’autres
formes de densités cibles et dans des dimensions plus élevées de I'espace.
e Il est intéressant aussi de développer d’autres résultats sur ’estimation pilote.
Nous avons vue que Wand et Jones ([98],1994), ainsi que Duong et Hazelton
dans ([30],2003) et ([32],2005b)ont adopté pour la matrice pilote de lissage G une
paramétrisation de la forme : G = gl; ; g > 0. Cette paramétrisation est beaucoup
plus restrictive et afin d’éviter les effets de cette restriction, ces auteurs ont proposé
de faire des pré-transformations de données avant chaque estimation pilote. Chacén
et Duong ([19], 2010) ont montré que ces pré-transformations de données ne sont
pas adaptés pour toutes les formes de densités. Ainsi, 1'idéal est de développer une
méthode avec une paramétrisation pilote complete sans restriction, i.e : prendre G

comme une matrice symétrique définie positive quelconque.

2. Appliquer d’autres méthodes comme : I'estimation par projections orthogonales et
I’estimateur spline, et explorer d’autres approches récentes comme 'approche bayé-

sienne et 'estimateur a base d’ondellettes.

3. Essayer de développer d’autres résultats théoriques et pratiques en utilisant d’autres

criteres.
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