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z force thermodynamique associée a 1’écrouissage isotrope.
« Ordre d’une singularité.

p Masse volumique du matériau.

Q Domaine étudié.

Q. Domaine élémentaire.
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€ Erreur estimée globale.
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0S Section du RVE.
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e Indice d’effectivité.
r Pourtour de 1’élément.
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Introduction

Les dommages dans les structures sont simulés a ’aide de la théorie de
la mécanique de 'endommagement. La méthode la plus utilisée pour la si-
mulation en mécanique des structures est la méthode des éléments finis. Elle
est sujette & 'apparition de plusieurs erreurs dont ’erreur de discrétisation
est la plus importante. Cette derniére peut étre quantifiée en utilisant des
estimateurs d’erreur. A cet effet, un indicateur d’erreur basé sur le lissage
des champs de contraintes et de variables d’endommagement sera implanté
dans le code de calcul CAST3M. Par la suite, cet indicateur sera utilisé pour
I'étude des structures bidimensionnelles.

Dans le souci de tenir compte de I'erreur de discrétisations et de calcul
de I'endommagement de maniére suffisante, nous proposons de construire
cet indicateur basé sur la combinaison de deux termes. Le premier utilise
la technique de recouvrement (ou de lissage) par groupes (ou Patch) d’élé-
ments. 11 s’agit de la technique connue sous le nom de la méthode SPR. (Super
convergent Patch Recovry method) due a Zienkiewicz et Zhu (1992). Le se-
cond tient compte de erreur obtenue au niveau de la différence entre la
variable d’endommagement de référence (obtenue également par lissage) et
celle obtenue numériquement par résolution éléments finis.

Par la suite, des études de validation sur des cas tests seront effectuées.
Les résultats obtenus feront 'objet d’une discussion suivie d’'une conclusion.

Ce mémoire s’articule en cing chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons un bref rappel de la mécanique
continue de 'endommagement qui & travers une variable D décrit I’évolution
de la dégradation du matériau en utilisant des lois constitutives tirées par
dérivation a partir d’un potentiel thermodynamique choisi.

Pour étre physiquement acceptable, ces lois doivent s’inscrire dans le cadre
de la thermodynamique des processus irréversibles dont également un bref
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rappel est présenté.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons adopté une démarche qui consiste
a présenter des modéles de comportement endommageable au fur et & me-
sure que l'attention est tirée sur les phénoménes physiques et les problémes
numériques accompagnant les essais d’endommagement (phénoméne de lo-
calisation des déformations, dépendance au maillage, effet unilatéral).

Le modéle de Mazars est largement utilisé dans la littérature. Il reste en-
core une base de développement pour d’autres modéles. Le modéle RICRAG
lequel nous utiliserons dans non simulations, est récent et trés performant.
Ces deux modéles sont détaillés dans le chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, nous évoquons le principe de la méthode des
éléments finis qui nous permettra de discrétiser le probléme. Des erreurs de
discrétisation apparaissent dans la solution éléments finis, dont une estima-
tion pour les quantifier est nécessaire. Une technique d’adaptation permet
d’améliorer la solution éléments finis. Les types d’estimateurs et les diffé-
rentes techniques d’adaptation sont mis en revue.

Dans le quatriéme chapitre, nous développons la mise au point de I'indi-
cateur d’erreur obtenu en utilisant la théorie de recouvrement de Zienkiewicz
et Zhu et le lissage des champs solution éléments finis.

Dans le cinquiéme chapitre, I'indicateur d’erreur mis au point est testé.
Une étude de convergence et une étude d’adaptation de maillage sont effec-
tuées. A cet effet, des tests sur poutre SENB (Single Edge Notched Beam),
sur poutre DENB (Double Edge Notched Beam), et sur essai brésilien sont
utilisés.



Chapitre 1

Thermodynamique des processus
irréversibles et mécanique de
I’endommagement : un bref
rappel

1.1 Introduction

Le phénomeéne d’endommagement a été défini par Chaboche (Lemaitre
and Chaboche, 2004) comme étant des discontinuités surfaciques pour les
microfissures ou volumiques pour les cavités.

D’aprés Clavel (Clavel and Bompard, 2009), il résulte le plus souvent, de
la combinaison de pics de chargements, d’effets de localisation et de défauts
de microstructure.

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, la mécanique d’en-
dommagement continu CDM a pour but d’analyser les dommages des pro-
cessus de rupture, a I’échelle mésoscopique et macroscopique.

A T’échelle microscopique, d’aprés Murakami (Murakami, 2012), ’'endom-
magement se distingue dans les microcavités, microfissures ou de la décohé-
sion dans la microstructure du matériau, 'ouverture d’une fissure est alors
le résultat de la croissance et coalescence des cavités microscopiques.

Il est & noter que les notions de plasticité et d’endommagement n’ont
pas la méme signification physique. Les paramétres élastiques (raideur et
coefficient de poisson) ne subissent aucune dégradation en plasticité ou ir-
réversibilité de I’évolution et non linéarité du matériau sont les principales
caractéristiques. En endommagement, l'irréversibilité est due a la dégrada-
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tion du matériau ou perte de rigidité s’établit progressivement et permet de
quantifier le phénoméne.

Jaques Besson, Georges Cailletaud, Jean louis Chaboche, Samuel Forest,
Marc bletry , dans I'ouvrage (Besson et al., 2010) font la différence en terme
d’irréversibilité de déformation qu’ils considérent jouer un grand role en
plasticité mais leur irréversibilité a I’échelle macroscopique n’est pas totale
contrairement a 'endommagement qu’on peut supposer comme une dété-
rioration définitive et les déformations irréversibles négligeables (figure 1.1

).

Vi) £

Hm

a. material with plastic strain b. damageahle material

FiGURE 1.1 — Déformation irréversible en plasticité et en endommagement
quasi-fragile d’aprés Jaques Besson et al (2010)

Suivant les cas de sollicitations 1'un ou l'autre apparait principalement
dans le matériau : 'endommagement en traction avec diminution de rai-
deur, plasticité en compression avec croissance des déformations plastiques
(Reymonard and Pijaudier-Cabot, 2005).

Pour que les lois constitutives soient physiquement valables, elles doivent

respecter la condition d’admissibilité tirée du premier et deuxiéme principes
de la thermodynamique.

10
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1.2 Thermodynamique des processus irréver-
sibles

1.2.1 Premier principe

Il stipule que dans tout processus, 1’énergie totale du systéme est conser-
vée si aucun travail n’est accompli et aucune chaleur n’est transférée de 1'ex-

térieur au systéme. L'existence de cette énergie totale est postulé comme suit
(Asaro and Lubarda, 2006) :

d
&Etot =P +0 (1.1)

Cette énergie totale est constituée d'une énergie cinétique K et d’une
énergie interne E; définies comme suit :

1
K= —/pﬁUdV (1.2)
2 Ja

Q
Ou :

e; étant la densité volumique d’énergie par unité de masse appelée énergie
interne spécifique.

p masse volumique du matériau
P, la puissance des forces externes
v la vitesse d’un point M sur la surface du systéme

P, est la puissance des forces internes :

B:/a:édv
Q

est la chaleur recue par le systéme, elle est donnée par Uexpression :
Q gue p N ; p p

Q:/rdV—/ gnds (1.4)
Q )
11
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Qu’on peut réécrire en vertu du théoréme de la divergence :
Q= / rdV — / divgd(2 (1.5)
Q Q

r : densité volumique de production interne de chaleur a distance

: vecteur flux de chaleur par conduction

2y

7 : normale extérieur a Jf)

En remplacant les équations (1.2), (1.3), (1.5) dans 'équation (1.1), on
obtient la forme du premier principe de la thermodynamique dans I’hypothése
des petites déformations :

pé; =0 : € +r—divg (1.6)

Appelée équation de I’énergie.

1.2.2 Deuxiéme principe

La formulation du deuxiéme principe de la thermodynamique repose sur
deux autres variables, a savoir le champ scalaire de température T et la me-
sure du désordre microstructural du systéme S appelée entropie et définie par
(Murakami, 2012) :

S:/pst (1.7)
Q
Ou :

s : la densité volumique d’entropie par unité de masse appelée densité
d’entropie spécifique.

On postule que le taux de production d’entropie est toujours supérieur
ou égal au taux de chaleur regue divisé par la température T (Murakami,
2012) :
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q.n
—d - 1.
2 _/ Vo /m s (1.8)

Qu’on peut réécrire en vertu du théoréme de la divergence :

ds . q T
— +div: — = > 1.
pgp tdiv T_O (1.9)

1.2.3 Condition d’admissibilité thermodynamique

A partir de 'expression du premier principe on a :

r=pé —o:€+divg (1.10)

représentant la densité de production de chaleur.

En substituant I'expression de r dans I'expression du deuxiéme principe
de la thermodynamique et en tenant compte de 'identité

di ((T) divg ¢.gradT
iv(=) = —
“r'Tr T?
On obtient :
d 7 1
pd—j + div% — T(,oeZ o:é+divg) >0 (1.11)
d dT
p(TSE ey to:6— 22" >0 (1.12)

dt

C’est la condition d’admissibilité thermodynamique.
En introduisant I’énergie libre spécifique ( énergie libre d’'Helmholtz ) :

p=e—Ts (1.13)
La condition (1.12) prend la forme d’une inégalité (Murakami, 2012) :

d@/)

_gradT
e+ dt -

QT_

13
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Appelée inégalité de Clausius - Duhem - Truesdell.

Elle se simplifie dans le cas de déformation isotherme (7' constante) a
I'inégalité :

d
a;é—pd—fzo (1.15)

Le premier membre de 'inégalité représente la dissipation volumique dont
une dissipation intrinséque ( ou mécanique ) volumique o : € — p(% + s9L)
et une autre dissipation thermique volumique —Jg%w

L’inégalité de Clausius - Duhem - Truesdell peut s’énoncer alors :

La dissipation est non négative.

1.2.4 Meéthode de I’état local

On définit un certain nombre de variables thermodynamiques appelées
variables d’états que l'on choisit suivant les phénoménes physiques mis en
jeu.

On peut classer les variables d’états en :

- Variables observables, représentant les phénomeénes réversibles ou I’état
est défini uniquement a chaque instant, comme exemple nous citons la tem-
pérature T, la déformation totale €

- Variables internes, représentant les phénoménes dissipatifs en prenant
en compte également I'histoire passée, comme exemple nous citons la défor-
mation élastique €., la déformation plastique €,

La méthode de I'état local postule que les variables d’états définissent
a elles seules, sans leurs dérivées temporelles, 1’état thermodynamique d’un
milieu matériel en un point et a un instant donné (Lemaitre and Chaboche,
2004) . Ce qui implique qu’il y’a succession d’états d’équilibre a chaque évolu-
tion du systéme. Ainsi & chaque instant de ’évolution, I'inégalité de Clausius
- Duhem - Truesdell doit étre satisfaite pour que le processus soit thermody-
namiquement admissible.

Les variables d’état ne permettant pas de décrire directement les lois

d’états, on postule alors I'existence d’un potentiel thermodynamique duquel
dérivent ces lois d’état.
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Soit le potentiel énergie libre spécifique :
¢(€a €e, €p7 Ta ‘/;ﬂ)

dépendant des variables d’état observables €,T et des variables internes
€e, Ep ainsi que d’autres variables cachées V}, utilisées pour les phénoménes
tels que ’écrouissage, la rupture, 'endommagement...etc

En thermo-élasticité, on peut écrire le potentiel thermodynamique (Lemaitre
and Chaboche, 2004)

(e —ep, T, Vi).

Dérivant le potentiel et le remplacant dans 'inégalité de Clausius - Duhem
- Truesdell, on tire les lois d’état en thermo-élasticité :

_ 0 o
T Poe. Mo ~ p@sp (1.16)
O
S = 97 (1.17)
Et par analogie :
oY
Ap = p=— 1.1
k pGVk (1.18)

Ou :
o Tenseur des contraintes
S I'entropie

A, Variables associées a V},

On remarque que pour les variables d’état €, T, €, €p, Vi, on peut associer
les variables o, S, Ay, Ao, ... , A, appelées variables associées.

Le potentiel thermodynamique 1) ne permettant pas la description de

I’évolution des variables internes au cours des processus dissipatifs, on pos-
tule alors I'existence d’un potentiel de dissipation :

Sp(é;m Vka %)

Ou :
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Ep, Vi, % sont appelées variables flux.
En fonction des variables flux, 'expression de la dissipation positive c.a.d
I'inégalité de clausius - Duhem - truesdell prend la forme :
. .
o, — AV — 97 >0 (1.19)

En posant g = gradT et en prenant en compte les lois d’état déja établies.

Les variables o, Ay, g dans cette inégalité sont appelées variables forces

ou duales.
Compte tenu de la propriété de la normalité, les lois complémentaires
s’expriment :
d¢
= — 1.20
o= o (1.20)
0
Ay = - 22 (1.21)
oVy,
. Dy
§=—77 (1.22)
(%)

Grace a la transformée de Legendre-Fenchel, un potentiel dual de ¢ est

obtenu (Lemaitre and Chaboche, 2004).
soit : SO*(O'a Akaﬁ)

Avec :
g)] (1.23)

) - @(épv Vka T

Nl

p*(0, A, §) = Sup[(o€, — AVi — §

Les potentiels ¢, o* représentent une énergie dissipée sous forme de cha-

leur.
On peut réécrire les lois complémentaires en fonction du potentiel dual

* .

p*
16
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) op*

&= 55 (1.24)

Vi=31 (1.25)
qg 0p*

1 _ 1.2
T~ 07 (1.26)

Les tableaux suivants résument les variables utilisées dans le cadre ther-
modynamique :

variables d’état variables associées
observables | internes
€ o
T S
Ee o
€p -0
Vi Ay

TABLE 1.1 — Variables thermodynamiques d’aprés Lemaitre et Chaboche
(2004)

Variables flux | Variables duales
Ep o
~V; Ap
—% g= gr?%dT

TABLE 1.2 — Variables de dissipation d’aprés Lemaitre et Chaboche (2004)

1.3 Théorie d’endommagement

L’état d’endommagement du matériau a été quantifié en utilisant le concept
de Kachanov (Kachanov, 1986) et développé par Lemaitre et Chaboche (Lemaitre
and Chaboche, 2004).

L’évolution du phénoméne d’endommagement est quantifiée par le biais
d’une variable scalaire D entre un état exempt de fissures et cavités a I’échelle
microscopique et un état d’amorcage d’une fissure macroscopique. Lemaitre

17
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et Chaboche estiment 1'ordre de grandeur de la fissure macroscopique a une
valeur comprise entre 0.1 mm et 1 mm pour les métaux et polyméres, 1 cm
pour le bois et 10 cm pour le béton. (Lemaitre and Chaboche, 2004)

La variable D prend des valeurs réelles variant entre 0 a I’état vierge et 1 &
I’état de rupture. Elle représente physiquement, la part des microvides ou des
micofissures dans un élément de volume représentatif RVE ( representative
volume element ).

Le volume représentatif est de l’ordre de 0.001mm? pour les métaux et
céramiques et de 105mm? pour les bétons. (Lemaitre and Desmorat, 2005)

Généralement, la variable d’endommagement D est définie par la densité
surfacique des microvides et microfissures de la section du volume représen-
tatif RVE de surface 0.5 représenté par sa normale 7 (figure 1.2) :

8Sp

Di = — 1.2
5= oL (1.27

Ou :

0Sp est laire totale de la trace des défauts dans le plan contenant la
section 05 considérée.

6Sp = 85 — S avec 65 aire résistante effective.

FIGURE 1.2 — Représentation physique de I'endommagement d’aprés
J.Lemaitre et R.Desmorat (2005)

Mathématiquement, en faisant tendre 05 vers 0, la variable D est la den-

sité surfacique des discontinuités de la matiére dans le plan normal a 7.
(Lemaitre and Chaboche, 2004)

Si la valeur de D est identique quelque soit la direction du plan de section
choisie, alors 'endommagement est dit isotrope. Dans ce cas, on écrit :
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Dz =D

Pour tenir compte de I'endommagement dans la loi de comportement
d’un matériau dont I’élément de volume représentatif RVE de section saine
(non endommagée) 65 soumise & une force de compression F, on introduit la
contrainte moyenne réellement appliquée appelée contrainte effective o :

0 a (1.28)
oc=—— .
05 —0Sp
La contrainte usuelle étant o = %
On a alors :
o
o = 1.29
7T1-D (1.29)

Lemaitre a proposé le principe d’équivalence en déformation ou il postule :

Tout comportement a la déformation d’un matériau endommagé est tra-
duit par les lois de comportement du matériau vierge dans lesquelles on
remplace la contrainte usuelle par la contrainte effective. (Lemaitre and
Chaboche, 2004)

Cordebois.J.P et F.Sidoroff (Cordebois and Sidoroff, 1979) ont proposé le
principe d’équivalence en énergie élastique énoncant que ’énergie élastique
d’un matériau non endommagé soumis & une contrainte effective o et une
déformation effective €, est la méme que celle du matériau soumis a une
contrainte usuelle o et une déformation usuelle €, c.a.d.

| |
5:0-€ = 506 (1.30)

Dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, la variable
D est considérée comme une variable d’état, d’otl ’'on considére un potentiel
thermodynamique v dépendant de D et de toutes les autres variables d’état
(€. déformation élastique, T la température , V}, autres variables ) :

¢:w(€eaTaD7Vk)
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Le potentiel thermodynamique choisi permet d’exprimer la loi de com-
portement du matériau

o
T 9
et la variable associée & 'endommagement notée Y :
o
Y =—p—
PoD

-Y est appelée taux de restitution d’énergie élastique. C’est I'énergie de
déformation élastique dans I’état non endommagé.

La loi d’évolution de la variable d’endommagement dérive d’un pseudo-
potentiel de dissipation ¢. Celui-ci permet de calculer D en fonction de Y
(Lemaitre and Desmorat, 2005) :

39

D==A%

(1.31)

A est le multiplicateur d’endommagement.

Pour plus de détails sur la formulation thermodynamique consulter (Lemaitre
and Chaboche, 2004) et la thermodynamique de 'endommagement (Lemaitre
and Desmorat, 2005)

1.4 Types d’endommagement

L’endommagement peut étre classé en :
— endommagement ductile observé dans le cuivre
— endommagement fragile dans les bétons, roches, céramiques, maté-
riaux composés ... etc
— endommagement de fluage
— endommagement de fatigue
- a cycle bas avec N < 10*
- & cycle trés bas avec N < 10?
- a cycle haut avec Np > 10°
- & cycle trés haut avec Ny > 10107
— endommagement fluage- fatigue
— endommagement d’'impact (spall damage)
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Avec :

Ng nombre de cycles causant la rupture d’un matériau soumis a un charge-
ment cyclique.

Tous ces types d’endommagement sont le résultat de déformation élastique,
ou élasto- plastique et 'endommagement est appelé endommagement élas-
tique ou endommagement élasto-plastique, il peut etre aussi visqueux ou
visqueux - plastique quand il dépend du temps. (Murakami, 2012)

Ces types d’endommagement conduisent & une rupture brutale ou différée
suivant des modes assez bien définis :

En cas de rupture brutale, on a un endommagement par cavitation, cli-
vage, ou fragilisation par les métaux liquides (Hg, Ca, Ga, etc ). En cas
de rupture différée, on a un des endommagements par fragilisation, par im-
puretés, par hydrogéne, par irradiation, fluage & haute température, fatigue,
oxydation-corrosion, corrosion sous contrainte, fatigue- corrosion . ’endommagement
peut étre mixte (c.a.d. volumique et surfacique comme le fluage du béton et
la fatigue -fluage). Le tableau TABLE 1.3 résume ces différents modes d’en-
dommagement. Tous ces endommagements entrainent la formation de fissures
macroscopiques.

Pour plus de détails le lecteur peut consulter 'ouvrage (Francois et al.,
2009) et également (Clavel and Bompard, 2009)

1.5 Mesures de 'endommagement

La densité surfacique des microdéfauts est mesurée indirectement par les
quantités physiques qui subissent des changements au cours de I’évolution
de I'endommagement et permettent a travers le couplage entre I’endomma-
gement et I'élasticité (ou plasticité) d’évaluer la variable D. On peut citer le
changement de densité, résistivité, vitesse des ondes ultrasoniques, limites de
fatigue, comportement mécanique. (Chaboche, 1987)

Quant a la mesure directe, elle est faite par micrographie et nécessite des
laboratoires bien équipés.
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température

type de rupture | endommagement | endommagement | endommagement
volumique mixte surfacique
brutale cavitation ou cli- fragilisation par
vage les métaux li-
quides (Hg, Cd,
)
fragilisation par oxydation corro-
impureté ou par sion ou corrosion
hydrogene sous contrainte
fatigue - corro-
sion
Différée Fluage a haute | Fatigue fluage fatigue

Fluage du béton

Fragilisation par
irradiation

TABLE 1.3 — Différents modes d’endommagement d’aprés Francois et al.,

(2009)

1.5.1 Mesure par changement d’élasticité isotrope

Dans le cas d’endommagement isotrope, la loi d’¢lasticité uniaxiale en
tension couplée a 'endommagement s’écrit en appliquant le principe d’équi-
valence en déformation :

ou :

E : module de young du matériau sain

(1.32)

(1.33)

E : module de young du matériau endommagé (mesuré en rupture ductile)

A partir des équations (1.32) et (1.33), la variable d’endommagement est
exprimée en perte de rigidité :

22
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1.5.2 Mesure par changement d’élasticité isotrope par
ondes ultrasoniques

la variable d’endommagement est donnée par :

po1-° (1.35)

Avec :
v : vitesse de 'onde avant endommagement
v : vitesse de 'onde aprés endommagement

Autres méthodes (par changement d’élasticité anisotrope, changement
de dureté, changement de champ élastique) peuvent étre consultées dans
I'ouvrage (Lemaitre and Desmorat, 2005)

1.6 Couplage élasticité-endommagement

La raideur d’un matériau est affectée par le phénoméne d’endommage-
ment. Ainsi, 'état d’endommagement des structures influence la solution des
problémes s’exprimant en termes de contraintes et déformations. Pour cela,
on calcule les contraintes, déformations et endommagement en faisant un cou-
plage entre I'élasticité et I'endommagement dans les problémes d’évolution
de ’endommagement. Selon Lemaitre et Chaboche (Lemaitre and Chaboche,
2004), on aboutit aux lois de comportement couplées en utilisant la notion
de contrainte effective et le principe d’équivalence en déformations (présentés
précédemment dans la section 1.3).

Cas de I'élasticité isotrope et endommagement isotrope :

On assossie a la loi d’endommagement choisie la loi d’élasticité du maté-
riau endommagé obtenu aprés substitution de la contrainte effective :

e=A:65 (1.36)

l+v o v Trace(o)
*""F 1-D E 1-D

I (1.37)
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A : Tenseur de souplesse (ou de compliance).
I : Tenseur identité

A noter que 'application de 'hypothése d’isotropie est justifiée pour les
matériaux meétalliques, et un peu moins pour le béton. L’application de
I’anisotropie est nécessaire pour les composites et les bois (Lemaitre and
Chaboche, 2004).

1.7 Conclusion

La mécanique de 'endommagement continu permet I’évaluation de la dé-
gradation irréversible des propriétés d’un matériau sous l'effet de différentes
sollicitations. L’évolution de cette dégradation est décrite par une variable
scalaire D dans le cas isotrope. La variable D peut étre représentée par un
tenseur dans le cas anisotrope. Un bref rappel de la théorie de de 'endom-
magement a été présenté.

La thermodynamique des processus irréversibles, pour sa part, constitue
un cadre indispensable dans lequel les lois d’état (équations 1.16, 1.17, 1.18)
peuvent étre tirées a partir d’un potentiel thermodynamique bien choisi et
I'inégalité de Clausius - Duhem - Truesdell d’admissibilité thermodynamique
(équation 1.14) doit étre vérifiée pour que le modéle d’endommagement soit
physiquement acceptable.
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Chapitre 2

Les modeéles de comportement
endommageable

2.1 Introduction

L’évolution de I'endommagement d’'un matériau se déroule d’'une maniére
non linéaire d’un état vierge sans endommagement et celui o une fissure
commence a apparaitre, et suit une loi qui dépend de la classe de ce matériau.
Ainsi, on distingue deux types de lois d’évolution :

- lois d’endommagement pour matériaux quasi fragiles

- lois d’endommagement pour matériaux ductiles

Nous présentons dans ce chapitre quelques modéles de comportement en-
dommageable dont le choix se fera suivant les applications auxquelles ils sont
destinés, et le type de chargement appliqué. Nous présentons d’abords les
modeéles en approche locale tel celui de Mazars. Nous abordons ensuite le
phénomeéne de localisation et la nécessité de modéles régularisés. A cet effet
le modéle de Bazant et Pijaudier-Cabot propose une approche non locale du
modéle de Mazars. Une attention également est donnée a I'effet unilatéral que
d’autres modéles tiennent en compte, le modéle RICRAG sera en particulier
présenté.

Les lois d’évolution servent a construire les modéles. Citons comme exemple :

- La loi de Marigo (Marigo, 1981)

D =g(Y) (2.1)
D =< % >%0 (2.2)
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Ot < . > est défini tel que <z >=x si x > 0 et < x >= 0 sinon

- La loi de Dantec et Ladvez (Ladveze and Dantec, 1992) pour les maté-

riaux composites
D =g(Y)

D =< \/37;—0\/1/_1) > (2.3)

- La loi de Laborderie pour le béton (Laborderie, 1991)
D =g(Y)

1
D=1- (2.4)
Y -Y] s
1+ < S—()D >S50

- La loi de Mazars pour le béton (mazars, 1984)

D = D(c.,) (2.5)

(1 — A,’)Edo

Eeq

Di =1- - Az exp(—Bi(eeq - Gdo)) (26)

avec :
D; la variable d’endommagement en traction (i=1) ou en compression
(i=2).
€e¢q la déformation équivalente.
So, so parameétres dépendants du matériau et de la température.

YD, €40 seuils d’endommagement en traction

A;, B; paramétres d’endommagement.

2.2 Approche locale - modéle de Mazars

Plusieurs modéles ( Marigo, Laborderie, Mazars, ... ) ont été utilisés
en approche locale. Nous présentons le modéle de Mazars (mazars, 1984)
élaboré dans le cadre de la mécanique de I'endommagement. Le modéle de
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Mazars s’appuie sur une seule variable interne scalaire D définie comme une
combinaison de deux variables Dy, D.. Ces derniéres correspondent respecti-
vement a 'endommagement en traction et en compression, afin de distinguer
entre les deux modes d’endommagement. Le modéle est appliqué dans 1'hy-
pothése d’'un matériau isotrope. Donc, I'anisotropie caractérisant le matériau
n’est pas prise en compte. Notons que le modéle de Mazars ne prend pas en
compte également effet unilatéral ( phénoméne de refermeture des fissures ),
les éventuelles déformations plastiques, et les effets visqueux. (Hamon, 2013)
La contrainte est donnée par la relation suivante :

o= (1-D)Ee, (2.7)
avec :
E' la matrice de Hooke.
D la variable d’endommagement.
. la déformation élastique.
D est la variable d’endommagement.

Mazars a introduit la notion de déformation équivalente notée ., qui
sert de guide pour I’évolution de 'endommagement et qui permet d’établir
une équivalence entre 1’état triaxial et I’état uniaxial. Dans ’expression de la
déformation équivalente ¢, , le modele ne prend en compte que les déforma-
tions d’extension, vu qu’elles sont prépondérantes au cours de la fissuration
du béton. A partir des valeurs propres positives du tenseur des déformations,
la déformation équivalente indiquant ’état de tension dans le matériau, est
définie par :

Eeg = V< E>{<E>] (2.8)

ou dans le repére principal du tenseur de déformations :

Eoq =V <E1 >4 2+ <ey > 24 <z >,2 (2.9)

sachant que la partie positive <> est définie de telle sorte que si €; est
la déformation principale dans la direction i :

o s gi,sig; > 0;
g >,=
T 0,si¢; <0;
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€¢q définit la fonction de charge f telle que :

f=¢cq—K(D)=0 (2.10)

avec
K(D) =¢cgsiD =0

€40 la déformation seuil d’endommagement.

Lorsque la déformation équivalente atteint cette valeur, I'endommage-
ment s’active.

La variable D est donnée par la relation :

D =a/D,+a’D, (2.11)

[ est un coefficient qui a été introduit ultérieurement pour améliorer le
comportement en cisaillement. Usuellement sa valeur est fixée & 1.06. Les
coefficients a; et «, réalisent un lien entre I’endommagement et 'état de
traction ou de compression. Lorsque la traction est activée a; = 1 alors que
a. = 0 et inversement en compression (figure 2.1).

o
r'y 1+

f
IMPa)-errireen ERT 1] [ —

Ep - Ep

- L.g(l D) " Eo(1-Do)

— » 5
Lo1o? .
2.0.10°

Compression pure

Traction pure

FIGURE 2.1 — Modéle de mazars, comportement en traction pure et compres-
sion pure

Les lois d’évolution des endommagements D; et D, s’expriment a partir
de la déformation équivalente e, :

(1 — At)ng

Eeq

_Dt =1- - At exp(—Bt(aeq - €d0)> (212)
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(1 — Ac)5d0

Eeq

D.=1- — Acexp(—Be(eq — €a0)) (2.13)

avec A;, A., By, et B., des paramétres matériaux a identifier.

Ces parameétres permettent de moduler la forme de la courbe contrainte-
déformation. Ils sont obtenus a 'aide d’essais de traction et d’un essai de
compression.(Mazars and Hamon, 2012)

Une variable 7 est introduite dans le modéle de Mazars pour tenir compte
de la sous -estimation de la résistance du béton en bi-compression.

La correction de la valeur de la déformation équivalente est faite lorsqu’au
moins une contrainte principale est négative :

Eeq(COTTIgE) = YE(q (2.14)
Avec
N/ <oi>2 . . . , .
<———,si au moins une contrainte effective est négative;
v = > i<oi>

1, sinon

La contrainte effective principale < ; >_ est définie tel que :

~ 5-17815-’L§07
<0; >_= .~
0,s10;, >0;:

L’introduction d’une variable interne Y a pour but d’améliorer le com-
portement en cisaillement (Hamon, 2013) :

Y = Max(gq0, Maz(eeq(corrige))) (2.15)

2.3 Approche non locale

2.3.1 Phénoméne de localisation

La déformation et ’endommagement se localise dans une bande étroite
juste avant la rupture du matériau. c’est le phénoméne de localisation qui
selon M.Clavel (Clavel and Bompard, 2009) est directement li¢ au caractére
adoucissant des lois de comportement employées. Physiquement, 1’hétérogé-
néité de la micro-structure du béton induit des interactions & distance entre
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les fissures formées.(Askes, 2000)

Dans les modéles locaux ou I’état de contrainte en un point matériel
est décrit uniquement par les caractéristiques au point, la rupture est pré-
dite sans dissipation d’énergie impliquant une localisation dans un volume
nul, ceci a été démontré par Z.P.Bazant (Bazant, 1988) en 1988. Ce fait est
physiquement inacceptable car I’énergie dissipée est I'une des mesures de la
ductilité. Donc, 'environnement du point matériel ou 'on définit I’état de
contrainte, doit étre pris en considération. Cela constitue I'idée de base a une
approche non locale de I’endommagement.

Mathématiquement, la localisation rend le probléme a résoudre mal posé
car I’adoucissement cause une perte d’ellipticité des équations différentielles
qui décrivent le processus de déformations .(Peerlings et al., 1996)

Numériquement, la localisation induit une dépendance de la solution au
maillage inacceptable.

Dans le cas d’un matériau non visqueux, la loi de comportement peut
s’écrire :

c=1L:¢ (2.16)
Ou :
L est 'opérateur tangent
[analyse mécanique de la localisation, détaillée dans I'ouvrage (Clavel

and Bompard, 2009), conduit & établir la condition d’existence d’une bande
de localisation :

det(riLii) =0 (2.17)
Ou :
77 est le vecteur normal & la bande de localisation
Afin de de tester la possibilité de I'apparition d’une bande localisée, il

convient de rechercher le vecteur 7 minimisant det(7L). On obtient alors
un indicateur de localisation :
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I; = min det(iLi) (2.18)

i, || 7] =1

On pourra considérer qu’il y’a localisation dés que I; < 0 et amorcage
d’une bande dés que 'indicateur devient nul. (Clavel and Bompard, 2009)

2.3.2 Dépendance au maillage

Jirasek (Jirasek, 2002) a montré la dépendance des résultats numériques
selon les lois locales de 'endommagement. Plus le nombre d’éléments finis

est important, plus la réponse d’adoucissement post-pic devient fragile (figure
2.2) et (figure 2.3).

number of elemants

u

F1GURE 2.2 — Courbe charge-déplacement du béton en traction direct d’apreés
Jirasek (2002)

Une autre simulation sur I'incapacité de reproduire correctement le phéno-
méne de localisation des déformations a été démontré par (Kuhl and Ramm,
1999) en analysant une barre de 10 cm de long et 1 cm de hauteur sous
un chargement de tension. Le résultat est illustré dans la figure 2.4, otu les
déformations tendent & se localiser dans des zones étroites gouvernées par le
choix de la discrétisation.
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" element size 5 mm —— -
167 mm -------
0.556 mm

2
o

load [N]
h“J
o
o

0 0.1 02 03 04 05

displacement [mm]

F1GURE 2.3 — Courbe charge-déplacement du béton en flexion d’apreés Jirasek
(2002)

. £ ["-'rml-l

0.0000
0.0125
= 0L.0250
T 00375
- (L0500
E 0.0625
0,0750
0.0875
0.1000

10 elements | . : —‘

20 elements | |

| S | | - —
Ii:ilH | I:H' ‘W l

40 elements
FIGURE 2.4 — Distributions des déformations d’aprés Kuhl et al (1999)

el 3 & L |
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Des graphes chargement- déplacement pour une discrétisation avec 10,
20, 40 éléments ont été tracés dans la figure 2.5 ol également la fragilité de
I’échantillon croit avec le raffinement du maillage, ce qui est physiquement
incorrect.

o [N/mm?]

2.0

1.0 1

0.5

0.0

1.5 1

10 el.

20 el.
40 el.

000 004 008 0.2u[mm]

FIGURE 2.5 — Courbes charge-déplacement d’aprés Kuhl et al (1999)

La localisation de la déformation entraine plusieurs inconvénients pour la
simulation numérique selon des lois locales en se basant sur les principes de
la mécanique des milieux continus :

Perte de Dellipticité dans ’équation représentative, cette derniére de-
vient hyperbolique et ne peut pas étre résolue par les conditions d’ap-
pui disponibles.

Non convergence du résultat numérique et dépendance de celui-ci au
maillage en ¢léments finis; la bande de localisation de la déformation
tend vers une épaisseur nulle quand le maillage devient de plus en plus
fin.

Phénoméne "snap-back", 1’énergie dissipée en cours d’endommage-
ment, du béton est nulle ou négative, ce qui n’est pas acceptable sur
le plan physique. Les essais en laboratoire ont montré que la bande
de la localisation de la déformation est finie et n’est donc pas nulle,
comme cela est pourtant obtenu lors de calculs avec les lois locales.La
largeur de cette bande dépend de la longueur caractéristique de la
zone d’évolution de la rupture.
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Afin de tenir compte de la localisation de la déformation, des techniques
de régularisation doivent étre introduites dans les modéles locaux d’endom-
magement. La régularisation consistant a rendre le modéle d’endommage-
ment plus proche de la réalité physique. Numériquement, elle rétablit I'in-
dépendance vis-a-vis de la discrétisation. Nous rappelons que cette indépen-
dance fait défaut dans les modéles locaux.

2.3.3 Meéthodes de régularisation

Les techniques utilisées pour régulariser les modeéles en approche locale
introduisent une information spatiale sous forme d’une longueur interne ca-
ractéristique du matériau. Différentes méthodes ont été utilisées, citons la mé-
thode développée par Pijaudier-Cabot et al en 1987, (Bazant and Pijaudier-
Cabot, 1987) et celle de Peerlings et al en 1996 (Peerlings et al., 1996).

Ces méthodes tiennent compte de la localisation de la déformation ainsi
que des interactions entre les points matériels.

Les techniques les plus répandues dans la littérature sont :
- la technique non locale
- la technique du gradient

Afin de régulariser le modéle de Mazars local, Z.P. Bazant (Bazant, 1984),
G. Pijaudier-Cabot (Bazant and Pijaudier-Cabot, 1987), Mazars (Mazars
and Pijaudier-Cabot, 1989) ont introduit la technique non locale qui tient
en compte I’environnement du point matériel, et cela en évaluant les valeurs
moyennes des variables internes représentant 1’état des points matériels avoi-
sinant le point considéré.

Bazant Z et Jirasek M (Bazant and Jirasek, 2002) classe les modéles non
locaux en :

— modele non local integral :
La loi constitutive en un point prend en compte une moyenne pondérée
d’une des variables d’état dans un voisinage du point d’intérét.

— modéle non local de type gradient :
il prend en compte le voisinage du point et enrichit la relation consti-
tutive locale avec le gradient de certaines variables d’ état.

Les deux modéles font appel & une longueur caractéristique.

Les modéles de type gradient a leur tour peuvent étre classés en :
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— modéles a gradients explicite :

— modéles a gradient implicite :

Dans les modéles a gradients explicites, on introduit directement des
termes de type gradient dans les lois constitutives pour générer un champ de

déformation régularisées.

A partir d’un développement en série de Taylor proposé par Bazant et al
(Bazant et al., 1984) :

Oe 1 0%

De Borst (DeBorst, 2002), aprés quelques transformations, propose une
formule pour les déformations régularisées :

E=c+cVie (2.20)

Avec :

€ : la variable non locale des déformations.

¢ : la variable locale des déformations.

Dans les modeéles a gradients implicites, I'introduction des termes en gra-
dients est faite implicitement en résolvant I’équation différentielle de helm-

holtz obtenue a partir du développement en série de Taylor (éq 2.19) :

E—cVie=¢ ,surQ (2.21)

En ajoutant des conditions aux limites de type Neumann :

0e

o 0 , sur 02 (2.22)
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O :

¢ : la variable non locale

€ : la variable locale

n la normale & la frontiére 02 du domaine €2

¢ paramétre caractérisant le milieu, représentant le carré de la longueur

caractéristique L, :

c= L2

c

La relation entre la longueur caractéristique L. du modéle a gradient et
celle du modéle non local intégral [. a été donnée par Jason (Jason, 2004)
d’aprés un test en flexion trois points :

D’aprés un test en traction effectué par Dufour et al,(Dufour et al., 2008)
la relation est :

La simulation faite par Kuhl et Ramm (Kuhl and Ramm, 1999) en utili-
sant cette fois ci une approche non locale, souligne I'indépendance vis-a-vis
du choix de la discrétisation (figure 2.6).

et également les courbes charge-déplacement (figure 2.7) ou la fragilité de
I’échantillon reste presque constante.
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10 elements
| I — 1

i 20 clements
|

€ [u-'rl.ml
0.0000

— 0.0500
b 0.0625

0.0750
0.0875

0.1000

FIGURE 2.6 — Distribution non locale des déformations d’aprés Kuhl et al

(1999)

o [N/mm?]

2.0

1.5

1.0
0.5

0.0

10 el. |

20 el.
40 el.

0.000 0.05

0.15 u[mm]

F1GURE 2.7 — Courbes chargement déplacement en modéle a gradient d’apres
Kuhl et al (1999)
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2.3.4 Modéle non locale de Mazars

Bazant et Pijaudier-Cabot (Bazant and Pijaudier-Cabot, 1987) ont pro-
posé une approche non locale du modéle de Mazars via 'introduction du
concept de la moyenne pondérée de la déformation équivalente locale. Cette
derniére devient non locale selon la relation suivante :

S = (1X) /Q DX = §)ewg(S)dS (2.23)
Vi(X) = /Qw(X—S) (2.24)

ou {2 Volume de la structure X la position du volume infinitésimal dQ2 V. -
Volume représentatif au point x (supposé fixe et isotrope) Y(x-s) - Fonction
poids homogéne et isotrope c.a.d. elle ne dépend que de la distance p =
| X — S|, qui peut étre une distribution Gaussienne (G. Pijaudier-Cabot and
Pulikowski, 1991) :

w(x - 8) = exp( XS (2.25)

Dans Bazant et Pijaudier-Cabot (1987) elle est définie :

Y(p) = mer&p(%&) (2.26)

l. : Longueur interne qui est un paramétre prenant en compte 'effet de
non localité en déterminant le volume du voisinage sur lequel on opére la
moyenne.

Le modéle de Bazant et Pijaudier-Cabot, a reconstruit le modéle de
Mazars en approche non locale et a permis I'indépendance vis-a-vis du choix
du maillage.

2.3.5 Inconvénients de la méthode non locale

les modéles non locaux originaux, méme s’ils apportent une solution
au probléme de dépendance au maillage, présentent certains inconvénients
(Suresh, 2013) :

— Le mauvais enclenchement de 'endommagement en pointe d’entaille.
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— Une mauvaise représentation des interactions nonlocales dans la zone

de fissuration.

— Traitement inadéquat des interactions au voisinage des bords.

— Croissance illimité de I’endommagement.

On signale aussi que d’aprés Rossi (Rossi, 1998), le choix de la longueur
caractéristique n’est pas suffisamment justifié d’'un point de vue de la phy-
sique et apparait plutot comme un artifice numeérique pour s’affranchir d’une
certaine sensibilité au maillage. Et que d’aprés Plananas et al (Plananas
et al., 2003), Papproche non locale est trés sensible au choix de la fonction
de pondération.

On peut citer aussi I'effet d’échelle (diminution de la résistance apparente
d’une structure avec 'augmentation de sa taille) qui pose encore probléme .

Certaines études récentes (Giry et al., 2011) ont montré qu’on doit chan-
ger la valeur de la longueur caractéristique d’un modéle au cours du char-
gement afin d’améliorer la description de 1’évolution de la description des
interactions non locales.

Ainsi, une modification a été apporté en 2012 par (Giry et al., 2011) dans
le but de faire varier la longueur caractéristique, en introduisant un facteur
fonction de I’état de contraintes.

La longueur caractéristique [, est définie par :

lc = p0~lco (227)

ou :
l., une longueur caractéristique liée au matériau

po un facteur dépendant de I’état de contraintes

2.4 Effet unilatéral

Une restauration de la raideur d’un matériau est observée lors de la re-
fermeture de fissures, phénomeéne se développant sous chargements cycliques
au cours de la compression. Terrien.M (Terrien, 1980) et Ramtani (Ramtani,
1990) ont déja étudié ce phénoméne expérimentalement.
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2.4.1 Modéle de Laborderie

Le modéle de Mazars, ne prenant pas en compte l'effet unilatéral, labor-
derie en 91 (Laborderie, 1991) a introduit une fonction f(o) qui controle la
fermeture des fissures et permet ainsi une bonne représentation du compor-
tement cyclique.

L’ouverture des microfissures au cours de I'évolution de I'endommage-
ment, génére des déformations anélastiques . a cet effet, la déformation to-
tale € est décomposé en des déformations élastiques ¢ et en des déformations
anélastiques permanentes ¢ , exprimée comme suit :

= ET10—>57§) i E?10—>15 j 5o~ (o)1) (2.28)
1Dy D
I — h][(a> + h[ (229)

Une décomposition également du tenseur des contraintes principales en
partie positive < o >, et en partie négative < o >_ a été envisagé.

L’utilisation de deux variables d’endommagement D,, D. du modéle de
Mazars a été retenue.

Avec :

D, : variable d’endommagement en traction D, : variable d’endommage-
ment en compression

La fonction f utilisée est définie comme suit :

0, six €] — o0, —0y];
fx) =< z(1+ ﬁ), sixz €| —op,0]; (2.30)
x, six € 1]0,00[;

ou :

oy : un parameétre du modéle représentant la contrainte de refermeture
des fissures.
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Un developpement dans le cadre de la thermodynamique des processus
irreversible a permis a Laborderie (Laborderie, 1991) d’écrire les variables
internes sous la forme :

(2.31)

avec :
A; |, B; : paramétres du marériau

Yo; : seuil d’élasticité

L’implémentation du modéle de Laborderie présente de grandes difficultés
en 2D et en 3D. le modéle RICRAG (Richard et al., 2010) a permis récemment
I'implémentation en 2D et en 3D mais la prise en charge de l'effet unilatéral
est partielle. un modéle plus récent de Richard, B et al (2013) (Richard and
Ragueneau, 2013) promet de corriger ce défaut.

2.4.2 Modele RICRAG

Ce modéle récemment développé par Benjamin Richard, Frederic Ragueneau,
Christian Cremona, Lucas Adelaide, (Richard et al., 2010) basé sur I’hypo-
thése d’isotropie, se contente d’utiliser une seule variable qui peut étre calcu-
lée sous chargements monotones ou cycliques, et méme en comportement de
traction-compression . d’ailleurs, C. Laborderie (Laborderie, 1991) a souli-
gné que le fait d’utiliser deux variables d’endommagement dans le modéle de
Mazars pour prendre en compte la dysmétrie du comportement en traction
et en compression est en désaccord avec les principes de la thermodynamique.

Sous chargements cycliques, I'effet unilatéral et 'influence du glissement
sont pris en compte dans les équations constitutives par décomposition de
I’énergie de déformation en deux parties :

- Partie hydrostatique qui traite les effets unilatéraux.

- Partie déviatorique qui traite les frottements dus au glissement entre les
surfaces fissurées.
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Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversible et en
utilisant un couplage élasticité - endommagement, le potentiel thermodyna-
mique a été choisi par (Richard et al., 2010) comme suit :

o) = %{g((l — D) < g >2 — < —epp >2)
+2(1 — D)peliel; (2.32)
+2Du(a§-‘lj — 8;})(8% —€5)
+yagjou b+ H(2)
ou :
k, = coefficient de compressibilité et module de cisaillement
€i; « tenseur de déformation total de second ordre
5?] : tenseur de déformation déviatorique total de second ordre
D : variable d’endommagement
< Aj; >4 désigne la partie positive du tenseur < A;; >

Pour que le modéle soit thermodynamiquement admissible, il faut respec-
ter I'inégalité de Clausius - Duhem - Truesdell :

i€ — pib >0 (2.33)

u_l. . 1. .
o''=_Tr(o)s o7=0-Tr(c)d
. ] |

WA

—t e ol 1/||I
N -
] 1

FIGURE 2.8 — Décomposition en parties hydrostatique et déviatorique d’aprés
B.Richard et al (2010)
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ou :
o;; est le tenseur de contrainte de cauchy de second ordre

En remplagant I’équation ( 2.32 ) dans 'équation ( 2.33 ), on obtient la
condition d’admissibilité thermodynamique :

o | . oY . oY . oy .. o
T e T T .. —D —_ > 2.34
(1 = b )50~ Pl i ¥ oy Y pP T 5.0 =0 (23

Les équations d’état dérive du potentiel thermodynamique donné par
I'équation ( 2.32) :

opp 1K
ij = =-—((1—=D) <epp >4 — < =€k >4)0;5

+2(1 — D), + 2Du(ef; — €F)

- _ Opy .
ij
opy 1 K 9 d d
oD ~ 213 (< e )+ 2nee (2.37)

~2u(el - 5)(eh — <5}

Xia = B, = 1% (2.38)
_Opy _ dH(z)
=2 =—1 (2.39)
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ou :
0;; : tenseur de contrainte de cauchy
iy

: tenseur de contrainte de second ordre due au frottement
Y : taux de restitution d’énergie
X;j : force thermodynamique associée a I’écrouissage cinématique

z . force thermodynamique associée a I’écrouissage isotrope

L’évolution de la variable d’endommagement et la variable d’écrouissage
isotrope est donnée par :

o
Yoy (2.40)
) .afd .
=Ng— = — 2.41
z )\daz /\d ( )
ou :
fa=Y = (Yo +2) (2.42)

fa étant une surface seuil introduite pour désactiver I'endommagement
au cours du déchargement : si f; est négative 'endommagement n’est pas
activé, si f; est positive 'endommagement est activé.

1 .

Yair = 58% ijkﬁ%r (2.44)
1 . .

Yina = §€§?dEz‘jkz€Zfd (2.45)
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Eiji : tenseur de Hooke de 4™¢ ordre

[ : paramétre pour piloter la dissymétrie de la surface seuil entre la ten-
sion et la compression

5?}” : tenseur de tension direct

gmd

i7"+ tenseur de tension induit

obtenu par les formules :

5?}r =< é&j >4 H(< €ij >+< 0y >+>

H étant la fonction d’Heavside

Y : variable d’énergie pilotant 'endommagement

Y}, : le seuil initial

Pour tenir compte du comportement en tension - compression, Y est
décomposé en deux mécanisme :

- Un mécanisme de tension direct V4"

- Un mécanisme de tension induit par la compression Y "4

Ag : multiplicateur de Lagrange

La fonction de consolidation a été choisie par B.Richard et al (Richard

et al., 2010) pour pouvoir respecter la dissymétrie entre les réponses en ten-
sion et en compression et garder une seule variable d’endommagement :

dH(z) = -1 (H(< €ij >+<0ij >4) 1 - H(<&y >4 <0y >+)) (2.46)
dz a 1+ 2 Adz’r Aind .
ou :

Agir - terme de fragilité en tension du matériau
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Aing : terme de fragilité en compression du matériau

Pour gérer le mécanisme de glissement, les lois d’écoulement ont pour
expression (Richard et al., 2010) :

5 . 8¢Tr
T\ — 2.4
] a ao.zrj ( 7)
: O
Q5 = —/\ﬂ—.aXij (248)

ou :

2
étant le potentiel de dissipation

Ur = \/3(5@ — Xij) (03 — Xig) + 5 X35 X3

A : multiplicateur de Lagrange

d;; : la partie déviatorique du tenseur de contrainte de cauchy

a=ap(l —H(< ey >4<0i; >1))

y=1—H(<ey>1< 05 >4))

aop , Yo : paramétres matériau en compression cyclique

Les paramétres a, v sont introduit pour séparer les effets de frottement
en traction et en compression qui ne donnent pas ensemble des résultats ac-
ceptables. (Richard et al., 2010)

Le modéle s’appuie sur une régularisation en approche non locale par

utilisation d’une longueur caractéristique et en remplagant le taux d’énergie
d’endommagement local Y par Y,; en non local :

_ fQ(x) w(z — s)Y(s)ds
Jow iz — s)ds

Y () (2.49)
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x désignant le point de Gauss
w la fonction poids

Q(x) désignant un domaine autour de x determiné par la longueur carac-
téristique [,

La variable interne d’endommagement en non local est exprimée alors
par :

— 1
D=1--

H(Agir H(<eij> 4 <0i5> 1)+ (Aimag(1—H (<gi5 >4 <0i5> 1)) (Y i —Y0)

D’aprés les figures 2.9 et 2.10, on remarque une bonne concordance entre
les résultats numériques obtenus par Richard.B, et al (Richard et al., 2010)
et les résultats expérimentaux obtenus en traction et en compression par
Terrien (Terrien, 1980) et Ramtani (Ramtani, 1990).

B et TP P

Stress o, (Pa)

r
i
1
i
I

A

wal--—
[
n

Strain e,

FIGURE 2.9 — Comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux
en tension d’aprés B.Richard et al (2010)

Récemment en 2013, Richard, B. et Ragueneau, F (Richard and Ragueneau,
2013) apportérent une amélioration au modéle RICRAG en proposant un
nouveau modéle qui traite les problémes déja posés, a savoir 1’éffet unilatéral
pris partiellement en compte et I’absence d’effet d’hystérétique en traction.

En s’inspirant du modéle de Laborderie I'effet unilatéral est pris totale-
ment en charge par l'introduction d’une variable de fermeture des fissures n

47



CHAPITRE 2. LES MODELES DE COMPORTEMENT ENDOMMAGEABLE

7 1

)
1 o
= g Py
o #
= A — e i - -
= A ]
/{’ B A s
e s
P - - Py
LAY S
AN

Stress o, (Pa)

———-Exparimental data
Mumerical resulis

FI1GURE 2.10 — Comparaison entre les résultats numériques et expérimentaux
en compression cyclique d’aprés B.Richard et al (2010)

variant entre 0 quand les fissures sont fermées et 1 quand les fissures sont
ouvertes ; elle est définie ainsi :

1, SiO'kk>0;
n=<1- ‘(’7—’“;“, siop <o, <0; (2.50)
0, SiO'kk<0'f;

La variable est une fonction du tenseur de contrainte de Cauchy exprimée
par :

n=1-=2% (2.51)

Ou :

oy : la contrainte de fermeture des fissures, paramétre caractérisant le
matériau.
2.5 Conclusion

Le modéle de Mazars largement évoqué dans la littérature a été remodelé,
amélioré par plusieurs auteurs, pour tenir compte des différents phénoménes
accompagnant I’endommagement et les difficultés numériques engendrées lors
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de la simulation (modélisation des déformations, dépendance au maillage,
effet unilatéral, .. .).

Ainsi le modéle de Mazars en approche locale, le modéle Laborderie, et le
modéle RICRAG ont été présentés et 'attention est attirée sur les différents
problémes s’y rattachant.

Par ailleurs notre choix a été porté sur le modéle récent dit RICRAG qui
prend en charge la majorité des phénomeénes présentés.
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Chapitre 3

La méthode des éléments finis,
estimation d’erreur et adaptation
de maillages

3.1 Principe de la méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis consiste a subdiviser un domaine continu
en sous domaines (éléments finis), les éléments en question peuvent étre des
éléments unidimensionnels, bidimensionnels, tridimensionnels ou axisymé-
triques suivant leurs géométries. On obtient ainsi un domaine discret dont
on définit pour chacun de ses éléments une approximation de la solution :

{a(M)} => {a;}.[2:(M)],  VM(x,y,z) € D. (3.1)

[®;(M)] : fonctions définies a priori par exemple des fonctions polyno-
miales ou trigonométriques

{a;} : coefficients inconnus

L’approximation {@ (M)} définit alors une approximation du vecteur {u(M)}
aux nceuds de I'élément en utilisant les fonctions [®;(M)]. Une telle formu-
lation d’éléments finis est appelée formulation déplacement quand le vecteur
{u(M)} représente un champ déplacement. D’autres formulations sont obte-
nues en choisissant une approximation portant sur un champ de contraintes (
formulation en contraintes) ou sur les deux champs déplacements et contraintes
(formulation hybride ou mixte ).
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3.2 Méthode des éléments finis en élasticité
linéaire

Afin de décrire la méthode en élasticité linéaire, on considére un solide
occupant un domaine €2 soumis a une densité de forces volumiques {f;}. Un
champ de déplacement {U} = {U;} est imposé sur une partie de son bord
0:1Q. Egalement une densité surfacique d’efforts {F,;} est imposé sur une
autre partie du bord 0,€2. On définit 'interpolation discrétisant le champ des
déplacements ainsi :

{Un} = [N]{u} (3.2)

Avec :

{Un} le champ des déplacements éléments finis, [N] la matrice des fonctions
de forme, {u} vecteur des déplacements nodaux.

Les équations de compatibilité sont tirées a partir des déformations {e,} :

{eny = [L]{Un} (3.3)
= [L].IN]{u} (3.4)
= [B]{u} (3.5)

Avec : [L] I'opérateur différentiel.
On appelle [B] = [L].[N] la matrice des déformations. La loi de Hooke permet
d’exprimer les équations constitutives du matériau :

{on} = [H]{en} 3
= [H].[B]{u} (3.7)
= [T].{u} 3
Avec : [H] la matrice de Hooke.

On appelle [T'] = [H].[B] la matrice des tensions.
L’énergie de déformation interne est donnée par 'expression :

[—

Eo({U)) = *. /Q (on}T {en} 492 (3.9)
./Q([H].[B].{u})T.[B].{u}.dQ (3.10)
) /Q ([BI”.[H].[B]).d{u} (3.11)

- %.{U}T.[K].{u} (3.12)

N~ N~ N~
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On appelle [K] = [ ([BT].[H].|B]).dS2 la matrice de raideur globale

Le potentiel des forces éxtérieures est :

PulUi)) = =[O0~ [ (Wi)AFRas  313)
_ —{u}T.[/Q[N}T.{fU}.dQJr/ INJT{Fy}.dS] (3.14)

0282

= —{u}'{F} (3.15)

On appelle {F} = [[N]"{f,}.dQ + IGQQ[N]T.{Fd}.dS
Le vecteur des forces généralisées ( ou nodales)

Calculons I’énergie potentielle totale :

E,({Uh}) = 5 {u}" [K] {u} — {u}"{F} (3.16)
En minimisant 1’énergie potentielle totale :
OE,({U})
ou} 0 (3.17)
[K]{u} —{F}=0 (3.18)

En imposant des conditions aux limites, on obtient la solution éléments
finis apres résolution du systéme linéaire :

[K]{u} = {F} (3.19)
Ce systéme représente les équations d’équilibre discrétisées. La solution
élément finis consiste a présent a trouver les déplacements nodaux {u} au
lieu du champ déplacement {u(M)}. Il suffit d’utiliser des méthodes directes
comme celle de Crout ou itératives comme celle de Gauss-Seidel pour résoudre
le systéme linéaire.
Ainsi, nous avons remplacé un systéme continu par un systéme discrétisé
équivalent et des équations aux dérivées partielles généralement sans solution
analytique en systéme d’équations algébriques qu’on peut résoudre.
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3.3 Estimation d’erreurs

La méthode des éléments finis est sujette a I’apparition de plusieurs er-
reurs dues soit au modéle utilisé, soit au calcul numérique comme les er-
reurs d’arrondi ou d’intégrations numériques ou encore a la discrétisation.
Dans cette thése, on s’intérresse aux erreurs de discrétisation en élasticité
et celles dues au phénoméne d’endommagement. Le résultat des simulations
par éléments finis est beaucoup influencé par la discrétisation. Une atten-
tion particuliére doit étre donnée a ’estimation des erreurs de discrétisation
pour pouvoir utiliser telles simulations. On distingue deux types d’estimation
d’erreur, I'une & priori avant les calculs éléments finis et I’autre a postériori
apreés calculs éléments finis. Nous traiterons des estimations & postériori vu
que celles & priori n’ont une valeur que qualitative. On estime l'erreur globa-
lement, et on note l'estimation :

e~ |len|la (3.20)

Avec : ||en||q 'évaluation de Uerreur sous forme de norme energétique :

lealle = [ / (en)T H ™ (en)pd) (3.21)

On peut aussi estimer 'erreur localement sur chaque élément et on note
I'estimation :

€. = |lenlla, (3.22)

Avec : €, le volume de I’'élément e

lenl

o = / (en) T HL (e, (3.23)

Qe

(en)o étant 'erreur ponctuelle du champ des contraintes.

(eh)o = Oezact — Oh (324)

3.4 Types d’estimateurs

3.4.1 Estimateur basé sur I’analyse duale

Un estimateur basé sur ’analyse duale a été proposé par Fraeijs de Veubeke
en 1965 (Veubeke, 1965) :

En utilisant deux modéles différents, I'un cinématiquement admissible et
I’autre statiquement admissible, on obtient une borne supérieure et une borne
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inférieure pour 'énergie de déformation exacte.

L’énergie de déformation exacte est approchée par la moyenne arithmétique
des énergies qu’on calcule pour les deux modéles a partir de la méme discré-
tisation.

Le fait d’utiliser deux modéles différents sur le méme maillage rend la
méthode plus couteuse.

3.4.2 Estimateur fondé sur la notion d’erreurs en rela-
tion de comportement

L’erreur en relation de comportement basée sur les travaux de Ladveze
en 1975 (Ladveze, 1975) est définie a partir de deux champs construits au-
paravant :

- un champ de déplacement cinématiquement admissible @
- un champ de contraintes statiquement admissible &

Le couple admissible (u, ) est construit a partir de la solution éléments
finis approchée ({U}, o) non admissible. Selon la formulation utilisée pour
les éléments, uniquement 'une des composantes du couple ({Uy}, {on}) est
admissible. pour la formulation en déplacement, le champ {U,} est cinéma-
tiquement admissible mais le champ {0}, } n’est pas statiquement admissible.

Il constitue soit une solution exacte s’il vérifie la relation de comporte-

ment :
o= H.e(ﬁ) (3.25)

Ou bien
6—He(u)=0 (3.26)

Soit une solution approchée si :
o # H.e(u) (3.27)

Ou bien
6—He(u)#0 (3.28)

On peut définir la quantité non nulle e = ¢ — H.e(4) comme erreur en
relation de comportement.
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Cette erreur nous permet d’apprécier la qualité de la solution éléments
finis, elle est mesurée par la norme en énergie :

e = |6 — He(d)|a (3.29)
appelée erreur absolue globale

On peut associer & cette erreur, une erreur relative globale :

|6 — He(d)|lo
€= — — 3.30
|6+ H.e(u)|q ( )

La contribution locale de chaque élément est :

o= He(w)
7 o+ He(a)

Qe

(3.31)

Qe
de telle sorte que :

— Zez (3.32)
Q

Signalons que des techniques de construction de champs admissibles ont
été développées par certains auteurs comme Ladeveze, Pelle, et (Gastine
(Gastine et al., 1992).

La qualité de 'estimateur d’erreur peut étre mesurée par 'indice d’effec-
tivité défini par :

€

o (3.33)

~lenlle

Lorsque © > 1 l'estimateur est dit garanti. L’erreur estimée ¢ est alors
une borne stricte de I'erreur vraie. Les erreurs de discrétisation éléments finis
sont toujours majorées par 'erreur en relation de comportement (O est tou-
jours supérieur ou égale & 1), ce qui constitue un atout majeur. Cependant,
I'inconvénient de I'utilisation des estimateurs fondé sur la notion d’erreurs en
relation de comportement reste leur cotit et la difficulté de leur implémenta-
tion.

25



CHAPITRE 3. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS, ESTIMATION
D’ERREUR ET ADAPTATION DE MAILLAGES

3.4.3 Estimateur basé sur les défauts d’équilibre en so-
lution

Localement, les équations d’équilibre pour un modéle cinématiquement
admissible ne sont pas vérifiées, car le champ de contraintes n’est pas stati-
quement admissible. Ce qui est traduit dans chaque élément par un résidu
Th .

ryp = divoy, + fg (334)

On remarque aussi qu’a I'interface entre deux éléments, apparait des dis-

continuités du champ de contraintes. Ce qui est traduit pour une face entre

deux éléments Fy, Fo, appartenant a 0,2 (mentionné dans la section 3.2) par
un résidu ¢, :

tn = 0OpNEp;, — Fd (335)

et pour une face n’appartenant pas a 0S2 par :

tn = Ohy-NE, — Ohy-NE, (336)

Ces résidus 7y, t,, sont les défauts d’équilibre dont on se sert pour estimer
I'erreur de discrétisation par la norme énergétique de 'erreur :

HehHé:Z/ rh.eh.dQe—/tn.eh.dF (337)
IPERAYs r

Avec :
en = (Uezaet — Up) non nulle sur 0,2

ep étant I'erreur ponctuelle du champ des déplacements.
I' le pourtour de I’élément E de domaine ()..

Plusieurs estimateurs basés sur les résidus d’équilibre ont été développé
par des auteurs, citons Babuska (Babuska and Rheinbolt, 1978), Kelly (Kelly,
1984), Ainsworth (Ainsworth and Oden, 1992), (Ainsworth and Oden, 1993),
(Ainsworth and Oden, 1997)

Il existe deux types d’estimateurs bases sur les défauts d’équilibre en
solution :

Les estimateurs explicites qui se basent directement sur I’équation des
résidus éq 3.34 et les estimateurs implicites qui se basent quant a eux, sur la
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résolution de certains problémes définis localement.
Estimateurs explicites :

Ils sont basés sur le résidu obtenu & partir de I’équation de la norme éner-
gétique de l'erreur sur les défauts d’équilibre en solution :

R = ZE er T‘h.€h.dE - fl" tn.eh.df

A partir de ces estimateurs, l'erreur vraie a été majorée par Babuska et
Rheinboldt (Babuska and Rheinboldt, 1979) sous la forme :

1
lealla = C. [Z Wil +Zh%.utnu2} (3.39)
E F
Ou :

C : une constante a déterminer, généralement choisie selon Gerasimov et
al (Gerasimov et al., 2012), égale a 1

hg : taille caractéristique de E
hr : taille caractéristique de I'
I' étant le pourtour de ’élément E.
|74]|? : norme des résidus intérieurs

lta|l? : norme des résidus de frontiere

1
B
Lexpression [E Ry ||rull* + E h%||tn||2] représente 1’erreur estimée
E B
Estimateurs implicites :

Ils sont basés sur l'utilisation de I'équation de la norme énergétique de
Perreur sur les défauts d’équilibre en solution éq 3.37 en approche locale au
niveau d’un élément ou d’un patch d’éléments.

Babuska et Rheinboldt (Babuska and Rheinbolt, 1978) ont introduits des
estimateurs par patch d’éléments, tandis que Demkowicz (Demkowicz et al.,
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1984), (Demkowicz et al., 1985), des estimateurs par élément.

Avec ce genre d’estimateurs, I'erreur vraie est évaluée d’une facon plus
précise que les estimateurs explicites mais malheureusement leur coit est
beaucoup plus grand.

3.4.4 Estimateur basé sur ’extrapolation de Richardson

Cet estimateur est basé sur la détermination d’une loi de convergence em-
pirique de I'erreur globale en utilisant la procédure de Richardson qui consiste
a effectuer au moins trois analyses éléments finis puis calculer 'énergie de
déformation de chaque solution éléments finis :

1
By = S U (339
On obtient 'estimation de 'erreur de discrétisation :

e=FE—E, (3.40)

E étant 'énergie de déformation asymptotique de référence déduite de la

résolution d’un systéme d’équation. On retrouve tel estimateur dans (Babuska
and Szabo, 1982)

Cette méthode est réputé pour sa précision mais le fait d’utiliser trois
maillages éléments finis, la rend trés cotteuse.

3.4.5 Estimateur basé sur le lissage de champ de contraintes
Version 271 :

En s’appuyant sur la constatation qu’ont fait Hinton et Campbell en 1975
(Hinton and Campbell, 1974) que la solution éléments finis oscillait autour
de la solution exacte et qu’en certain points appelés points de supercon-
vergence les deux solutions coincidaient, 'approximation de la contrainte
exacte est obtenue en construisant un champ de contrainte lissé de degré
supérieur.(Zienkiewicz and Zhu, 1987)

Le champ lissé o}, est construit en minimisant au sens des moindres car-
rés la distance entre le champ continu gj et le champ éléments finis o, en
remplacant le champ exact ge,q par un champ lissé g , on définit alors un
indicateur global :
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0 = /QTr[(cfh — o). K7'.(6, — 01,)].d2 (3.41)
et un estimateur local pour les éléments E de € :
0? = / Tr((cy — on). K~ (6, — op)].dE (3.42)
E
Le champ lissé gj, est obtenu par résolution du systéme linéaire :

M.o, =b (3.43)

Avec :
op, les valeurs nodales déterminées par la minimisation de :

%/(5h—0h).Kl.(dh—0h).dQ (344)
Q
M:/NT.N.dQ (3.45)
Q
b:/NT.ah.dQ (3.46)
Q

N la matrice des fonctions de base tel que :

G = N.oy, (3.47)

La méthode ZZ1 est couteuse, la résolution du systéme linéaire (éq 3.43)
doit se faire sur chacune des composantes du tenseur de contrainte.

Version ZZ2 ou méthode SPR ( super convergence patch recovery ) :

La version ZZ1 étant trés couteuse, Zienkiewicz et Zhu en 1992 (Zienkiewicz
and Zhu, 1992) ont adopté la technique locale de recouvrement qui consiste
a évaluer le champ lissé g, a partir d’'un ensemble d’éléments finis appelés
PATCHS et en utilisant la notion de superconvergence des points d’intégra-
tions.

Un patch est ’ensemble des éléments connectés a un noeud.
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Pour chaque patch, on définit une approximation :

th = P.as (348)

Ot : P les termes polynomiaux appropriés a, les coefficients inconnus des
mondémes correspondants

on obtient le coefficients a, par la résolution du systéme linéaire :

Aas =10 (3.49)
Avec :

N
A= Z P (s, y:).P(23, yi) (3.50)

i=1

N
b= Z P (x5, yi).0n (i, 95) (3.51)

i=1

N étant le nombre total des points d’intégration des éléments du patch
(x;, ;) les coordonnées des points d’intégration

L’implémentation de ces méthodes dans les codes de calcul éléments finis
est simple, ce qui leurs confére une large utilisation.

L’erreur vraie ne pouvant étre majorée, ces estimateurs ne constituent
que des indicateurs d’erreur, trés utile pour les processus d’adaptation de
maillage.

3.4.6 Estimateurs d’erreur locale

Les ingénieurs concepteurs dans les bureaux d’études s’intéressent géné-
ralement & déterminer des grandeurs localisées sur des zones spécifiques de
la structure, d’ou l'intérét de développer des estimateurs d’erreur locale vu
que ceux de l'erreur globale restent limités par leur caractére global vis-a-vis
de la structure.

Dans ce cadre, des estimateurs d’erreur en pollution ont été introduits
par Babuska et al, (Babuska et al., 1994), Huerta et Diez (Huerta and Diez,
2000), et des estimateurs en quantité d’intérét ont été développés par Becker
et Rannacher (Becker and Rannacher, 1996). Josselin Delmas quant a lui a
développé un indicateur d’erreur en quantité d’intérét dans le cadre d’adap-
tation de maillage (Delmas, 2008).
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Estimateurs d’erreurs en pollution

L’erreur définie sur une zone d’intérét locale est constituée de I’erreur due
a la discrétisation de la zone elle-méme et d’une erreur due a la discrétisation
du reste de la structure appelée erreur de pollution.

La mise en évidence de cette erreur de pollution a bien été illustrée par les
graphes de la figure 3.1 obtenus d’aprés ’étude de la convergence de I'erreur
en norme d’énergie par Josselin Delmas (Delmas, 2008). L’étude a été faite
sur la structure représentée sur la figure 3.2

10——————————— - :

Erreur relative en %
—
O_l

| —&— Err. L. / Raf. G.
| —6— Err. L./ Raf. L.
—— Err. G. / Raf. G.

10° S Em.G./Raf L. |
1 1/2 1/4 1/8 1/16
Taille des mailles

FIGURE 3.1 — Mise en évidence de l'erreur de pollution d’aprés J. Delmas
(2008)

Différentes méthodes ont été utilisées pour estimer 'erreur de pollution
notamment par Babuska et al 1995 (Babuska et al., 1995) et Huerta et Diez
(Huerta and Diez, 2000), mais on peut s’en passer en employant les estima-
teurs en quantité d’intérét.
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P L
Zone d'intérét O
O\
> O
A atj

FIGURE 3.2 — Géométrie de la structure utilisée par J. Delmas (2008)

RRERY

Estimateurs en quantité d’intérét

Une quantité d’intérét est une quantité physique définie sur une zone
d’intérét d’une structure, elle peut étre une moyenne de déplacement ou une
moyenne de contrainte par exemple, elle est caractérisée par une fonction-
nelle :

Pour zone locale d’intérét d’un domaine £

1
Qu) = m/wuxdﬁ (3.52)

Ou :
Q(u) la moyenne d’une composante de déplacement sur w

|w| 1a mesure de la zone d’intérét

1
Qu) = m/wam.dﬁ (3.53)
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Ou :
Q(u) la moyenne d’une composante du tenseur de contrainte sur w

L’erreur en quantité d’intérét est donnée par :

€? = Q(u) — Qu") (3.54)

3.5 Adaptation de maillage

3.5.1 Introduction

Afin de minimiser les erreurs dues & la discrétisation au moindre cofit
possible, des techniques de calculs et controle de ces erreurs ont été mise au
point. Ces techniques s’appellent adaptation de maillage. elles suivent des
procédures qui consiste a évaluer les erreurs de discrétisation comimises sur
un maillage relativement grossier, puis a effectuer une nouvelle évaluation a
partir des résultats de la précédente évaluation. Cette procédure est répétée
jusqu’a obtenir une discrétisation optimale dont I'erreur est inférieure & une
erreur prescrite. A chaque étape, une carte de tailles ou de degré d’inter-
polation sur laquelle s’appuie la nouvelle discrétisation doit étre déterminée.
Dans ce contexte, Cugnon (Cugnon, 2000) a dressé le schéma de la Procédure
de controle de I'erreur représentée sur la figure 3.3

3.5.2 Techniques d’adaptation de maillage

Il existe plusieurs techniques qui sont basé soit sur la taille des éléments,
soit sur le degré d’interpolation dans les éléments, ou une relocalisation des
neceuds.

Méthode -h

Elle existe sous deux formes :
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Structure mécanique ——— ——— ——— — > élé Finis

———————

Solution

Définition d’une
Hiscrétisati
optimale

Analyse .
€léments finis
Analyse des
résultats
Estimation
d’erreur

FIGURE 3.3 — Procédure de controle de Perreur d’apés F.Cugnon (2000)

a- méthode h-raffinement déraffinement elle consiste a subdiviser ou &
regrouper les éléments du maillage initial.(Babuska and Szabo, 1982)

FIGURE 3.4 — Principe de la méthode h raffinement - déraffinement

b- méthode de remaillage global en utilisant une carte de tailles définie
a partir des estimation d’erreurs d’un maillage initial, on crée un nouveau
maillage plus précis.

Méthode -P

Elle consiste a augmenter le degré d’interpolation dans les éléments sans
apporter aucun changement au maillage initial. Elle existe sous deux formes :
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FIGURE 3.5 — Principe de la méthode h globale

-Méthode P uniforme : On augmente le degré d’interpolation de tous les
éléments du maillage.

-Méthode p adaptative : On augmente le degré d’interpolation unique-
ment dans certaines zones du maillage initial.

FIGURE 3.6 — Principe de la méthode -P

Méthode -hp

Babuska 1986 (Babuska, 1986) et Zienkiewicz et al 1989 (Zienkiewicz
et al., 1989), ont combinés la méthode -h et la méthode -p pour avoir une
méthode nouvelle qui tient compte a la fois des changements de maillage et
des changements d’interpolation.

Méthode -R

Elle consiste a relocaliser les nocuds d’un maillage sans changer leur
nombre et sans changer de connectivité, de telle fagon & minimiser les er-
reurs de discrétisation.
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FIGURE 3.7 — Principe de la méthode -R

3.6 Détermination d’une carte de tailles

La détermination est faite globalement en estimant 'erreur globale, et
localement en utilisant une carte des contributions a I'erreur de chaque élé-
ment du maillage. Elle est faite dans le but d’atteindre une précision donnée
pour lerreur de discrétisation fixée & I'avance par l'utilisateur. Le maillage
obtenu est considéré alors un maillage optimal dont la taille des éléments
hp est déterminée en calculant sur chaque élément E du maillage initial, un
coefficient de modification de tailles rg :

hg

r (3.55)

L)
Ou :
hg : La taille de I’élément E, & modifier.

hi la taille de I’élément E, a4 determiner.

En recalculant rg en fonction de taux de convergence q de 'erreur :

e = O(h?)

On obtient pour une dimension n du probléme, dans le cas d’une solution
suffisamment réguliére :

1

q
€

1
2 2n 2.q
2.g4+n 2.g+n
S N DI

(3.56)

g =

Ou :

er : la contribution de I'élément E.

66



CHAPITRE 3. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS, ESTIMATION
D’ERREUR ET ADAPTATION DE MAILLAGES

€o : 'erreur prescrite.

Dans le cas ou la solution présente des singularités ou des zones a forts
gradients de contraintes, on utilise un taux de convergence Pg par ¢élément
tel que :

€Egp — C(hPE)

Les coefficients Pg ont été définis par Rougeot (Pelle and Rougeot, 1989)
ainsi :

Si I’élément E est connecté & une singularité d’ordre «
PE =

Pour autres éléments
Pp="P

P étant le degré d’interpolation utilisé.

En introduisant un multiplicateur de Lagrange A, les coefficients de mo-
dification de tailles sont calculés cette fois ci en présence de singularité par :

n Zmﬁ
= | — 3.57
e {Q.A.qE.EQE} (8:57)

Le multiplicateur de Lagrange A est obtenu par résolution de I’équation :

ZE:HZZ-QE

par la méthode de Newton (Becheur, 2008)

2q9p
:| 2.9p+n

2n
.engM} —e=0 (3.58)

Coorevits (Coorevits, ), dans le cadre des travaux du laboratoire de méca-
nique et CAO de Saint Quentin, a mis au point une procédure de détection des
singularités qui consiste a comparer, pour chaque nceud i, 'erreur moyenne
locale des éléments connectés au noeud i & U'erreur moyenne sur ’ensemble
de la structure, ainsi un nceud est considéré singulier si :

m > B.M (3.59)
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m’ Ierreur locale moyenne des éléments connectés au noeud i
M Derreur moyenne sur ’ensemble de la structure

Avec :

. 2
mz — ZEconnecti E
ZEconnecti AI@S(E)

_ 2
M — ZEEst'r‘ucture ‘E
ZEEstructu're MeS(E)

[ un coefficient fixé ainsi :

Pour les éléments finis linéaires :

£ =2, en dimension 2
£ =3, en dimension 3

Pour les éléments finis quadratiques :

£ =2, en dimension 2
£ =2, en dimension 3

Mes(E) : est la surface en 2D ou bien le volume en 3D de ’élément E.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le principe de la méthode des élé-
ments finis laquelle permet de discrétiser un systéme continu et d’obtenir un
systéme d’équations algébrique qu’on peut résoudre numériquement.

Pour quantifier et controler les erreurs de discrétisation engendrées par la
solution éléments finis, nous avons passé en revue les types d’estimateurs et
les différentes techniques d’adaptation de maillage.
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Chapitre 4

Mise au point d’un indicateur
d’erreur en milieu élastique
endommageable

4.1 Introduction

Nous proposons de construire un nouvel indicateur d’erreur pour les mi-
lieux élastiques endommageables. Pour tenir compte du couplage élasticité-
endommagement nécessaire pour tels milieux, cet indicateur est basé sur
la combinaison des erreurs de discrétisation et celles de I’endommagement.
Des techniques de lissage dont la technique de lissage par patchs d’éléments
connue sous le nom de méthode SPR (super convergent patch recovry ) ou
méthode de recouvrement due a Zienkiewicz et Zhu (Zienkiewicz and Zhu,
1992), seront utilisées pour construire cet indicateur. Le choix est porté sur
cette méthode pour sa facilité d’implémentation dans un code de calcul par
éléments finis.

Dans la présente étude nous traiterons uniquement des structures bidi-
mensionnelles subissant des dommages sous chargements monotones.

4.2 Probléme de référence

Il consiste & réécrire la méme formulation en élasticité classique en uti-
lisant le principe d’équivalence en déformation qui stipule que tout com-
portement a la déformation d’un matériau endommagé est traduit par les
lois de comportement du matériau vierge dans lesquelles on remplace la
contrainte usuelle par la contrainte effective comme énoncé dans (Lemaitre
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and Chaboche, 2004).

On soumet un solide occupant un domaine €2 soumis a un champ de vo-
lume f4, & un champ de déplacement imposée U = U, sur une partie de son
bord 0,2 et également a une densité surfacique d’efforts F,; sur une autre
partie du bord 052

Il s’agit de trouver le couple (u, o) tels que :

u vérifie les conditions cinématiques :

U= ug sur 012 (4.1)

o satisfait les équations d’équilibre :

divo[u(D)] + fa=0 dans 2 (4.2)

(u, o) vérifie la loi de comportement, :

olu(D)] = Hu(D)].€[u(D)] (4.3)

4.3 Définition de ’erreur

Soit le couple (u, o) solution exact du probléme de référence .

Soit le couple (up, op,) solution éléments finis en déplacement du probléme
de référence tels que le champ uy, vérifie (4.1) et :

VYV, de type éléments finis

— / Trle(un)’ . K.€(V,)]dQ, + / faVidQ, + / FVidS =0  (4.4)
Qe Qe 0!

2Qe
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Le champ de contrainte est calculé par la loi de comportement :

on[u(D)] = Hup(D)].en[un(D)] (4.5)

On rappelle que dans la méthode éléments finis formulée en déplacements,
le champ approché o, ne vérifie pas les équations d’équilibre (4.2)

On définit l'erreur exacte associée a chaque triplet solution éléments finis
(up, on, Dy) la quantité :

e= {HU —onllg + /Q(D - Dh,)QdQ] % (4.6)

Avec :

2

o — oplle = [/Q(a — o) H o — ah)cm] (4.7)

La relation vérifie les deux propriétés suivantes :

1- Pour chaque triplet (uy, oy, Dy) solution éléments finis, la quantité e
est nulle si (up, o, Dy) est la solution exacte du probléme de référence.

2- Pour chaque triplet (up, oy, Dy) solution éléments finis, 'erreur est po-
sitive ou nulle.

4.4 Mise au point de I'indicateur d’erreur

Puisqu’on ne connait pas, généralement la solution exacte, on I’approche
alors par la construction, a partir de la solution éléments finis, d’'un champ
de contraintes lissé de degré supérieur et d'un champ variable endommage-
ment lissé de degré supérieur. On utilise pour cela, la propriété de super-
convergence : La solution éléments finis oscille autour de la solution exacte
et en certains points appelés points de superconvergence les deux solutions
coincident (Hinton and Campbell, 1974), ainsi que les techniques de lissage
dont la plus connue est celle du recouvrement SPR (Super Convergent Patch
Recovry) proposé par zienkiewicz (Zienkiewicz and Zhu, 1987), (Zienkiewicz
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and Zhu, 1992)
On peut donc remplacer le premier terme de l'expression (4.6) par :

57 — onllé, (4.8)

Avec :

2

|5, — onlle = Uﬂ(fh — o) H (G — 04)dS (4.9)

et remplacer le deuxiéme terme par :

/(Bh — Dy,)%dS (4.10)

Ainsi & partir de Pexpression (4.6), on peut définir un indicateur d’erreur :

Q
Ou :

oy, et 15h les champs lissés de contraintes et variables d’endommagement
respectivement.

L’erreur e s’annule si et seulement si (o5, D) est la solution exacte du
probléme de référence.

Généralement, 'estimation de 'erreur est faite en utilisant une expres-
sion donnant ’erreur relative € permettant d’évaluer la qualité globale de la
solution éléments finis.

On définit notre indicateur d’erreur en terme d’erreur relative ainsi :

F o2 Dy, — D,)2dQ
= [Wh—ounllh | Jo(Dn = Dn) (4.12)
|G + onll§, fQ(Dh+Dh)2dQ
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Avec :

ol

G — onlla = Uﬂ(cfh — o)t . H (6, — ah)dQ} (4.13)

N

|63 + onlla = VQ(@ +op)T . H (6, + ah)dQ} (4.14)

€ : erreur globale

On définit également 'erreur élémentaire ep qui exprime la contribution
locale d’un élément E du maillage associé a €2, a ’erreur globale € par :

- [l (D1~ wdﬂr (4.15)

€Ep — = =
16k + onllE  [o(Dy + Dy)*dE
Tels que :

e = Ze% (4.16)
B

L’indicateur d’erreur est implémenté suivant le diagramme schématique
représenté sur la figure 4.1. A cet effet, une procédure de calcul d’erreur ap-
pelée (CALLER) a été crée. Le programme utilise la procédure CALLER
pour obtenir 'erreur globale. Celle-ci est alors comparée & l’erreur pres-
crite par I'utilisateur. L'implémentation de I'indicateur d’erreur est faite dans
CAST3M. Ce dernier est un logiciel de calcul pour la mécanique des struc-
tures et des fluides. Il utilise la méthode des éléments finis. Il intégre un sol-
veur, une interface graphique pour l'affichage des résultats, et un mailleur.
Plusieurs modeéles sont implantés dans le code, ainsi on peut choisir le mo-
déle adéquat & notre probléme. Le langage de programmation employé est le
GIBIANE. Sa syntaxe peut prendre I'une des formes suivantes :
DIRECTIVES OPERANDES.

Exemple : TRACE MAILLAGE

RESULTATS = OPERATEUR OPERANDES.

Exemple : LIGNE = DROITE P1 P2

Le premier exemple utilise la directive TRACE pour visualiser un maillage
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qui est donné en opérande. Le deuxiéme exemple construit I'objet LIGNE
reliant entre deux points P1 et P2, DROITE est alors 'opérateur qui s’ap-
plique sur les opérandes P1 et P2. Les différentes directives et opérateurs
sont répertoriés dans le site de CAST3M (ww-cast3m.cea.fr/).

Données du probleme, choix du modéle
d'endommagement, erreur ERPGO
prescrite par 'utilisateur

|

| maillage initil |
I-.
$

| analyse éléments finis I

|

petermination de champ de contrainte o,

Et champ endommagement Dy

|

Lissage de champ de contrainte & Remazillage

Et champ endommagement D,

:

Calcul des normes

!

Caloul des termes [1-':‘,,- Dy, [Eﬁn+ Dyl

I Calcul de I'erreur globale ERRG I

i

Détermination de la carte des tailles 3

prescrire pour le mailleur

ERRG £ ERPGD 2

Oui

FIGURE 4.1 — Organigramme schématique du programme
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4.5 Conclusion

Un indicateur d’erreur basé sur la combinaison des erreurs de discréti-
sation et celles de 'endommagement a été¢ construit. En tenant compte du
couplage élasticité - endommagement, l'indicateur peut étre appliqué aux
milieux élastiques endommageables soumis a des chargements monotones.
Grace a la méthode de recouvrement due & Zienkiewicz et Zhu (Zienkiewicz
and Zhu, 1992), l'indicateur d’erreur a été facilement implémenté dans le
code CAST3M pour les cas bidimensionnels. L’implémentation a été faite
de maniére a permettre un processus adaptatif afin de diminuer I'erreur de
discrétisation.
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Chapitre 5

Essals numériques, validation sur
des cas tests, et discussion des
résultats

5.1 Introduction

Les problémes liés a 'endommagement, dans le cadre de la mécanique
des milieux continus, présentent des non linéarités matérielles dues a I’adou-
cissement. Ils sont résolus en adoptant des modéles qui & moindre coiit de
calcul, arrivent a surmonter les difficultés numériques de la non convergence
des résultats.

Notre choix a été porté sur I'utilisation du modéle récent RICRAG im-
planté dans CAST3M, qui semble assez robuste comparativement a celui de
Mazars le plus courant.

En effet, I'une des difficultés rencontrées avec le modéle de Mazars consiste
en la necessité d’'un nombre important de sous pas de chargement pour ob-
tenir la convergence.

Quant au modéle RICRAG largement détaillé dans le chapitre 2 (page 41),
nous avons évoqué dans le méme chapitre le phénoméne de localisation et la
dépendance au maillage s’y rapportant, a travers les essais effectués par (Kuhl
and Ramm, 1999) qui démontrent bien la nécessite d’une régularisation. A
cet effet, nous adoptons une démarche en non locale, prise en charge par le
modéle RICRAG en introduisant le concept de la moyenne pondérée du taux
de restitution d’énergie d’endommagement :

_ _ fQ(x) w(z — s)Y (s)ds

You(z) Toy 00z = 9)ds (5.1)
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Expression qui doit remplacer celle en locale.

Dans les simulations effectuées, on s’est limité au chargements quasi - sta-
tique, en adoptant I’hypothése des petites déformations pour des structures
bidimensionnelles.

Nous avons défini les conditions aux limites sous forme de chargement
imposé.

Par ailleurs, avant toute adaptation de maillage, il faut connaitre les pro-
priétés de convergence en h - raffinement de I'indicateur d’erreur mis au point.
Pour cela, on procéde a une étude de convergence. Avec un maillage trés ré-
gulier d’éléments quadrilatéraux Qua4, et en variant le nombre d’éléments
en raffinant le maillage. L’évolution de I’erreur relative globale est tracée en
fonction de la taille des éléments (ou de leur nombre) du maillage.

Une fois les propriétés de convergence sont connues, nous procédons a
I'implantation de 'indicateur d’erreur mis au point. Le logiciel CAST3M dé-
veloppé au commissariat de ’énergie atomique CEA en France sera utilisé
a cette fin. Nous allons également, utiliser une technique d’adaptation de
maillage dans le but de diminuer les cotits de calculs. Elle consiste & minimi-
ser les erreurs de discrétisation pour le minimum d’éléments possibles.

L’indicateur d’erreur mis au point a été testé en utilisant trois essais nu-
meériques :

- Essai sur poutre SENB (single edged notched beam) (figure 5.1). Ce
test a été expérimentalement réalisé par A.Carpinteri et al (Carpinteri et al.,
1993), et par E. Schlangen (Schlangen, 1993). J. Bobinski et al (Bobinski and
Tejchman, 2005) I'ont utilisé pour modéliser le comportement du béton en
non local.

- Essai sur poutre DENB (double edged notched beam) (figure 5.2). Pour
I'étude de 'endommagement et la propagation de fissure dans le béton, le
test DENB a été utilisé numériquement par Geers et al (Geers et al., 2000).

- Essai brésilien (figure 5.3).

Dans le cadre d’estimation d’erreur et d’adaptation de maillage, le test
SENB a été utilisé par A.Huerta (Huerta et al., 2002) ainsi que A.Rodriguez
(Rodriguez-Ferran and Huerta, 2000). Quant au test brésilien, il a été uti-
lisé par A.Rodriguez-Ferran, A .Huerta (Rodriguez-Ferran and Huerta, 2000).
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La géométrie de la poutre telle que représentée dans la figure 5.1 est
la méme que celle représentée par A.Huerta (Huerta et al., 2002) et A.

Rodriguez (Rodriguez-Ferran and Huerta, 2000).

Fi=10F/1 @
|
,-I-‘» 400 | F=Fm
m|
wicline= 100 Jﬁ
=
d o
| a
I 400 _f“"
| |
[

FIGURE 5.1 — Test de référence SENB d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A.
Huerta (2000)
La géométrie de la poutre telle que représentée dans la figure 5.2 est la

méme que celle représentée par M.G.D Geers et al, (Geers et al., 2000). La
poutre est d’une épaisseur de 37.5 mm et les plateaux de chargement de 20

mm de largeur.

6
]_OPJ Lp
11 Al ‘ 11 PL.
I l /6

150 mm

&
d=

8d/3 = 400 mm

FIGURE 5.2 — Test de référence DENB d’aprés Geers et al (2000)
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[’essai brésilien est un test trés répandu qui est utilisé dans les labora-
toires pour déterminer la résistance a la traction du béton.
La géométrie de la poutre telle que représentée dans la figure 5.3 est la
méme que celle représenté par A. Rodriguez et A.Huerta (Rodriguez-Ferran
and Huerta, 2000). Les valeurs du rayon de la poutre R et la largeur de la
plaque de chargement B ont été fixés : R = 40 mm, B = 10 mm.

FIGURE 5.3 — Test brésilien d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)

Les paramétres du matériau utilisés dans nos tests sont définis dans le

tableau (Table 5.1).

E (Pa)

v

AD'L'T

Alnd

Y0

Qo

F't

280 x 107®

0.2

1.0 x 1072

1.0 x 1074

7.0 x 107

7.0 x 107

3.6 x 107

TABLE 5.1 — Paramétres du matériau

Ou : E module de Young, v Coefficient de Poisson, Ap;. Fragilité en
traction, A;,q Fragilité en compression, vy et ag Modules d’écrouissage, Ft
Résistance en traction.
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5.2 Etude de convergence

En adoptant des maillages réguliers ot la taille des éléments est constante,
on estime lerreur relative. Les maillages successifs sont obtenus a partir du
maillage initial en divisant successivement le coté de chaque élément par un
entier ( 1, 2, 3, etc). Quelques exemples de maillages utilisés sont donnés
sur les figures (figure 5.4, figure 5.5, figure 5.6) pour le test SENB, (figure
5.7, figure 5.8, figure 5.9) pour le test DENB, et (figure 5.10, figure 5.11,
figure 5.12) pour le test brésilien. Notons que pour les maillages utilisés en
test brésilien, notre choix des TRI3 est motivé par la forme circulaire de
I'éprouvette qui s’adapte mieux aux éléments triangulaires qu’aux éléments
quadrangulaires.

FIGURE 5.4 — Maillage initial, 1676 éléments, 1785 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE SENB

FIGURE 5.5 — Troisiéme maillage, 15084 éléments, 15409 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE SENB

Les simulations sur les poutres utilisées dans nos essais, nous ont permis
d’obtenir les courbes de ’évolution de Ierreur relative globale en fonction du
nombre d’éléments. Les courbes sont représentées sur les figures (5.13, 5.14,
5.15). Nous remarquons une allure décroissante des ces courbes. En effet,
I'erreur relative globale (ERRG) est en nette diminution avec le raffinement
de maillage.
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FIGURE 5.6 — Sixiéme maillage, 60336 éléments, 60985 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE SENB

FIGURE 5.7 — Maillage initial, 9560 éléments, 9801 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE DENB

FIGURE 5.8 — Deuxiéme maillage, 38240 éléments, 38721 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE DENB
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FIGURE 5.9 — Troisiéme maillage, 86040 éléments, 86761 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE DENB

FIGURE 5.10 — Maillage initial, 404 éléments, 229 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE ESSAT BRESILIEN
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FIGURE 5.11 — Troisiéme maillage, 4276 éléments, 2217 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE ESSAT BRESILIEN
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FIGURE 5.12 — Cinquiéme maillage, 11916 éléments, 6089 nceuds. TEST DE
CONVERGENCE ESSAI BRESILIEN
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Pour le test SENB, avec un maillage dense de 82124 éléments, 'erreur
relative globale (ERRG) a atteint les 5.58 % quand a Perreur de maillage
(ERRMLG) 3.99 % et celle de "'endommagement (ERRENDO) 3.9 %. L’erreur
relative globale (ERRG) ne decend guére en dessous du seuil des 5 % (figure
5.13).

ERRG

(=]
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ERM L

ERRREURS RELATIVES
=]
[
Ln

ERENDO

(=]
[
L

MNOPMBRE ELEMENTS

FIGURE 5.13 — Evolution de 'erreur relative globale en fonction du nombre
d’éléments TEST SENB

Pour le test DENB, avec un maillage dense de 150000 éléments, 1'er-
reur relative globale (ERRG) n’a atteint que les 9.03 % quand a Perreur de
maillage (ERRMLG) 2.58 % et celle de 'endommagement (ERRENDO) 8.65
%. L’erreur de maillage (ERRMLG) est comprise entre 5 % et 2.58 %, mais
celle de 'endommagement est assez grande et contribue d’'une fagon signifi-
cative a l'erreur globale. La courbe de I'erreur de I’endommagement et celle
de l'erreur globale sont quasiment confondues sur la figure 5.14

Pour l'essai brésilien, avec un maillage dense de 11916 éléments, 1'er-
reur relative globale (ERRG) n’a atteint que les 4.65 % quand & l'erreur
de maillage (ERRMLG) 4.64 % et celle de 'endommagement (ERRENDO)
0.21 %. L’erreur relative globale (ERRG) atteint le seuil des 5 % et celle
de 'endommagement est assez petite, sa contribution dans I'erreur globale
est presque négligeable. La courbe de I’erreur de maillage et celle de I'erreur
globale sont quasiment confondues sur la figure 5.15
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FIGURE 5.14 — Evolution de 'erreur relative globale en fonction du nombre
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FIGURE 5.15 — Evolution de 'erreur relative globale en fonction du nombre
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Une autre forme de courbe de convergence établie en fonction des tailles
des éléments est representée sur les figures (figure 5.16, figure 5.17, figure
5.18).

L’allure de la courbe de convergence peut étre approchée mathématiquement
au sens de la méthode des moindres carrés par une courbe d’équation c.h?
avec les paramétres ¢, p donnés ci-apreés :

Pour la courbe de convergence de ’erreur relative globale :
¢ = 0.1994, p = 0.6922 (test SENB)

¢ = 0.5440, p = 0.6433 (test DENB)

¢ = 0.2442, p = 0.6248 (test brésilien)

Pour la courbe de convergence de ’erreur de maillage :
¢ = 0.1058, p = 0.5175 (test SENB)

¢ = 0.1136, p = 0.5353 (test DENB)

¢ = 0.2357, p = 0.6102 (test brésilien)

Pour la courbe de convergence de I'erreur d’endommagement :
¢ = 0.1697, p = 0.7986 (test SENB)

¢ = 0.5335, p = 0.6512 (test DENB)

¢ = 0.1313, p = 1.5515 (test brésilien)

Le paramétre le plus important est 'exposant p. Plus p tend vers zéro,

plus il devient nécessaire de raffiner d’avantage le maillage, en particulier au
voisinage des fonds d’entaille ( des zones a forts gradients).
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COURBES DE CONVERGENCE
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5.3 Etude d’adaptation de maillage

La convergence de 'indicateur étant établie, nous procédons maintenant
a une estimation de l'erreur globale avec adaptation de maillage. Pour le
choix des éléments a utiliser, Hinton et Owen rapportérent dans leur ouvrage
(Owen and Hinton, 1980) que les éléments quadrangulaires et les éléments
quadratiques a 8 nceuds et 9 noeuds sont performants, constat fait aprés plu-
sieurs tests dans les domaines linéaires et non linéaires. K.Y Lee et al, (Kyu-
Yeul Lee and Kim, 2003) affirmérent qu’en général, la qualité des maillages a
éléments quadrangulaires est meilleure et converge plus rapidement qu’avec
des éléments triangulaires.

Nous nous sommes forcés a produire un maillage grossier constitué uni-
quement d’éléments QUA4, beaucoup préférables aux TRI3, mais aprés adap-
tation, le nouveau maillage obtenu par le mailleur GIBI de CAST3M trans-
forme certains éléments en TRI3. CAST3M ne prenant pas en charge le
traitement des maillages mixtes composés d’éléments de type TRI3 en asso-
ciation avec des QUA4, une programmation manuelle beaucoup plus longue
est alors nécessaire. A.Huerta, pour sa part (Huerta et al., 2002), a utilisé un
mailleur structuré qui génére uniquement des quadrilatéraux (Sarrate and
Huerta, 2000).

Les résultats obtenus du test SENB sont représentés sur figure 5.19, figure
5.20, figure 5.21, figure 5.22; et figure 5.23

TLLECE =5 tte BEEL= 103€ Tascenz000

T

F1GURE 5.19 — SENB maillage initial, 1036 éléments

Un maillage initial composé de 1036 éléments, uniquement de type QUAA4,
est utilisé pour simuler 'endommagement d’une poutre SENB. La Distribution
de Pendommagement est représentée sur la figure (figure 5.20).
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[’indicateur d’erreur mis au point a permis de dresser une carte des contri-
butions & lerreur représentée sur la figure (figure 5.21).

Afin de procéder a une adaptation de maillage pour diminuer I'erreur
globale estimée & 17.44 %, une carte des tailles & prescrire pour le mailleur a
été représentée sur la figure (figure 5.22).

En utilisant les cartes de tailles a prescrire pour le mailleur, obtenues au
cours du processus d’adaptation, le mailleur génére des nouveaux maillages
adaptés. Un maillage optimal constitué de 3903 éléments est obtenu au cours
du quatriéme remaillage (figure 5.23).

Les figures (figure 5.24, figure 5.25, figure 5.26, figure 5.27) illustrent les
résultats aprés adaptation de maillage.
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F1GURE 5.20 — SENB Distribution de 'endommagement
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FIGURE 5.22 — SENB Carte des tailles a prescrire pour le mailleur

92




CHAPITRE 5. ESSAIS NUMERIQUES, VALIDATION SUR DES CAS TESTS,
ET DISCUSSION DES RESULTATS

Ay
SRR
o ‘§§

¥

S
el
e

e
Bl

i R
Rt L

HATLIAGE WEEL= 3903 = - Vo1

FIGURE 5.23 — SENB Nouveau maillage adapté, 864 éléments

D
>=5.T8E=-01
< 1.E1E+00

3.03E-D2
7.38E=-02
0.18
0.28
0.39
0.4%

FIGURE 5.24 — SENB Distribution de 'endommagement aprés adaptation

1 ' ! (SR SN S
L I R I B L L
%

ils o CN W R R R 0 B RF DY s 0D

(== == = =T = = =

93



CHAPITRE 5. ESSAIS NUMERIQUES, VALIDATION SUR DES CAS TESTS,
ET DISCUSSION DES RESULTATS

BRAFF
8.15E-0€
-10E-02
.08E-02
. 98E-D2
.BSE-032
. TSE-D2
£SE-02
. 39E-D02
.4SE-02
.38E-D2
2SE-02
-19E-D2
.0SE-02
.BEE-D2
SEE-03
.85E-D2
.8SE-03
.85E-03
.8SE-03
B5E-D2
.B5E-03
-84E=-03
.43E-04

L

[ LI T R T R R S S Y

FiGURE 5.25 — SENB Carte des contributions a l'erreur aprés adaptation,
erreur globale 8.14 %

RAPP
> B.15E-0€
< Z.10E-02

2.08E-02
1.99E-02|
1.88E-02

1.79E-02
1.€8E-03
1.S9E-02
1.48E-02
1.39E-02
1.38E-03
1.19E-02
1.08E-03
l o.s6E-02
8.2€E-03
7.8SE-03
€.835E-03
5.85E-03

4.85E-03|
2.85E-03]
2.85E-03]
1.84E-03)

8.43E-04

FIGURE 5.26 — SENB Carte des contributions a 'erreur aprés adaptation au
niveau de I'entaille
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Les résultats obtenus du test DENB sont représentés sur les figures (fi-
gure 5.28, figure 5.29, figure 5.30, figure 5.31, figure 5.32).

FIGURE 5.28 — DENB maillage initial, 688 ¢léments

Un maillage initial composé de 688 éléments, uniquement de type QUAA4,
est utilisé pour simuler 'endommagement d’une poutre DENB. La Distribution
de 'endommagement est représentée sur la figure 5.29
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F1GURE 5.29 — DENB Distribution de I'endommagement
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[’indicateur d’erreur mis au point a permis de dresser une carte des contri-
butions & lerreur (figure 5.30)
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FIGURE 5.30 - DENB Carte des contributions a l’erreur, erreur globale 15.45
%

Afin de procéder a une adaptation de maillage pour diminuer Ierreur
globale estimée & 15.45 %, une carte des tailles a prescrire pour le mailleur a
été représentée sur la figure 5.31

Un maillage optimal constitué de 2591 éléments est obtenu au cours du
troisiéme remaillage (figure 5.32).

Les figures (figure 5.33, figure 5.34, figure 5.35) illustrent les résultats
aprés adaptation de maillage.

97



CHAPITRE 5. ESSAIS NUMERIQUES, VALIDATION SUR DES CAS TESTS,
ET DISCUSSION DES RESULTATS

CATA
> E.14E-04
< 3.15E-02
2.13E-02
2.58E-D2
£.B83E-D2
2.€3E-D2
2.54E-D2
2.39E-02
| 2.24E-02
2.10E-D2
1.595E-02
1.80E-D2
1.€€EE-D2
1.51E-D2
1.3€E-D2
1.21E-02
1.07TE-D2
9.20E-03
7.73E-03
——— €.26E-D3
4§.78E-D03
3.31E-D3
1.B84E-03

TINTEY TEY TRIILEY TN EFRT T BT

FiGURE 5.31 — DENB Carte des tailles a prescrire pour le mailleur
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FIGURE 5.32 — DENB Nouveau maillage adapté, 2591 éléments
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FIGURE 5.34 — DENB Carte des contributions a 'erreur aprés adaptation,
erreur globale 7.64 %
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FIGURE 5.35 — DENB Carte des tailles & prescrire pour le mailleur aprés
adaptation
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Les résultats obtenus de 1’essai brésilien sont représentés sur les figures
(figure 5.36, figure 5.37, figure 5.38, figure 5.39, figure 5.40).

FIGURE 5.36 — Test brésilien, maillage initial, 95 éléments

Un maillage initial composé de 95 éléments, de type QUA4, est utilisé
pour simuler I'endommagement d’une poutre en test brésilien. La Distribution
de 'endommagement, est représentée sur la figure 5.37

L’indicateur d’erreur mis au point a permis de dresser une carte des contri-
butions & lerreur (figure 5.38)

Afin de procéder a une adaptation de maillage pour diminuer Ierreur
globale estimée a 8.23 %, une carte des tailles a prescrire pour le mailleur a
été représentée sur la figure 5.39

Un maillage optimal constitué de 340 éléments est obtenu au cours du
sixiéme remaillage (figure 5.40).

Les figures 5.41, 5.42, 5.43 illustrent les résultats aprés adaptation de
maillage
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F1GURE 5.39 — Test brésilien, Carte des tailles & prescrire pour le mailleur

FIGURE 5.40 — Test brésilien, Nouveau maillage adapté, 340 éléments
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FIGURE 5.41 — Test brésilien, Distribution de I’endommagement aprés adap-
tation
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FIGURE 5.42 — Test brésilien, Carte des contributions a I'erreur aprés adap-
tation, erreur globale 5.13 %
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CAIR
> 2.13E-04
< B.13E-03
B.0EE-03
7.63E-03
T.31E-03
€.93E-03
€.5€E-03
€.18E-03
5.80E-03
5.43E-02
5.05E-03
4.€TE-03
4_.30E-03
3.92E=-03
3.54E-03
2.17E-03
2.73E-03
2_41E-03
2.04E-03
1.66E-03
1.28E-03
9.04E-04
5.28E-04

FIGURE 5.43 — Test brésilien, Carte des tailles a prescrire pour le mailleur
aprés adaptation
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5.4  Discussion des résultats

On remarque pour le test SENB que la forme de la zone endommagée
est en arc (figure 5.24), ce qui correspond avec I'expérimental (figure 5.44)
(Schlangen, 1993) et 1'essai numérique réalisé par A. Rodriguez-Ferran, A.
Huerta (Rodriguez-Ferran and Huerta, 2000) (figure 5.47, figure 5.50, figure
5.53). L’erreur est assez grande dans la zone endommagée et prés du plateau
et appui centraux (figure 5.25).

Pour le maillage initial l'erreur globale est assez grande (figure 5.21),
il faudrait une procédure d’adaptation pour avoir un maillage optimal qui
diminue l'erreur jusqu’a une erreur prescrite par l'utilisateur. - Pour une
erreur prescrite de 5 %, nous avons obtenu un maillage optimal (figure 5.23)
qui donne une erreur globale de 8.14 % (figure 5.25) au quatriéme remaillage
3903 éléments, 'erreur globale initiale étant de 17.4 % pour un maillage
constitué de 1036 éléments (figure 5.21).

Nous remarquons que 'erreur se concentre au bord de la zone endomma-
gée et au coin inférieur de Pentaille ou le maillage doit étre trés raffiné (figure
5.26). ceci a été constaté par A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (Rodriguez-
Ferran and Huerta, 2000) (figure 5.48, figure 5.51, figure 5.54)

FIGURE 5.44 — Forme de la fissure en test SENB d’aprés E.Schlangen (1993)

Pour le test DENB, la forme de distribution de 'endommagement en arc
(figure 5.33), au coin de I’entaille supérieure est détectée, ce qui correspond
avec lexpérimental (figure 5.45) (Schlangen, 1993), mais malheureusement
I'initiation de la zone endommagée au coin de ’entaille inferieure n’a pu étre
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détectée. le maillage optimal (figure 5.32) donne une erreur globale de 7.64 %
(figure 5.34) au troisiéme remaillage 2591 éléments, Perreur globale initiale
étant de 15.45 % (figure 5.30) pour un maillage constitué de 688 éléments.

)
hil

[==— ]

1

FIGURE 5.45 — Forme de la fissure en test DENB d’aprés Schlangen (1993)

Pour le test brésilien, on remarque sur la figure 5.37 une initiation de ’en-

dommagement a partir du milieu pour se propager au bord, ce qui correspond
a I'expérimental (Rodriguez-Ferran and Huerta, 2000). Les zones ou I'erreur
est trés grande sont détectées (figure 5.38). le maillage optimal (figure 5.40)
donne une erreur globale de 5.13 % (figure 5.42) trés proche du seuil des 5
% au sixiéme remaillage avec 340 éléments, I'erreur globale initiale étant de
8.23 % (figure 5.38) pour un maillage constitué de 95 éléments.
Notons que des discontinuités de champs d’endommagement peuvent appa-
raitre entre certains éléments quadrangulaires et éléments triangulaires. Ceci
est di au fait que le calcul sur les éléments triangulaires ne s’effectue qu’avec
un seul point de Gauss. Effectivement, nous remarquons que la distribution
du champ endommagement n’est plus la méme sur un élément triangulaire
remarquable au niveau de la zone endommagée (figure 5.37). En contrepar-
tie, un tel phénoméne n’est pas observable sur les figures (figure 5.20, figure
5.29) ou le maillage est constitué uniquement d’éléments quadrangulaires.

Les figures ci-aprés représentent les résultats de I'adaptation de maillage

sur la poutre SENB (figure 5.1) obtenus par A.Rodriguez et A.Huerta (Rodriguez-
Ferran and Huerta, 2000), fixant un seuil pour erreur de 2 %.
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T
i
1 'Ill\\

FIGURE 5.46 — SENB Maillage initial, 659 éléments d’aprés A. Rodriguez-
Ferran, A. Huerta (2000)
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FIGURE 5.47 — SENB Distribution de ’endommagement aprés adaptation
d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)

Relative error: 4.41%
0.1
FiGURE 5.48 — SENB Carte des contributions a l'erreur aprés adaptation
d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)
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T

FIGURE 5.49 — SENB Maillage 3185 éléments d’aprés A. Rodriguez-Ferran,
A. Huerta (2000)
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FIGURE 5.50 — SENB Distribution de I'’endommagement aprés une itération
d’adaptation d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)

Relative error: 2.55%

0.02

FI1GURE 5.51 — SENB Carte des contributions a ’erreur aprés une itération
d’adaptation d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)
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FIGURE 5.52 — SENB Maillage 3924 éléments d’aprés A. Rodriguez-Ferran,
A. Huerta (2000)
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FIGURE 5.53 — SENB Distribution de 'endommagement apres deux itéra-
tions d’adaptation d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)

Relative error: 1.62%

0.02

FI1GURE 5.54 — SENB Carte des contributions a I'erreur aprés deux itérations
d’adaptation d’aprés A. Rodriguez-Ferran, A. Huerta (2000)
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Notons enfin que 'adaptation nous permet d’atteindre une erreur pres-
crite & moindre coiit en utilisant moins d’éléments qu’avec un maillage ré-
gulier. Ci-dessous une comparaison entre les résultats tirés des courbes de
convergence et ceux aprés adaptation, pour une erreur globale donnée (Table
5.2), (Table 5.3), et (Table 5.4) .

Adaptation | Courbes de convergence
Nombre d’éléments 3903 15084
Erreur globale % 8.14 9.14

TABLE 5.2 — comparaison des résultats du test SENB

Adaptation | Courbes de convergence
Nombre d’éléments 2591 152960
Erreur globale % 7.64 9.03

TABLE 5.3 — comparaison des résultats du test DENB

Adaptation | Courbes de convergence
Nombre d’éléments 340 7632
Erreur globale % 5.13 5.18

TABLE 5.4 — comparaison des résultats du test brésilien

5.5 Conclusion

Les résultats des tests SENB, DENB, et essai brésilien semblent confirmer
de maniére assez satisfaisante les résultats expérimentaux présentés dans
la littérature. L’indicateur a permis de quantifier I'erreur et a présenté la
capacité d’étre utilisé au cours d’un processus d’adaptation, les résultats
montrant bien que ’erreur est nettement diminuée par rapport a celle obtenue
a partir d’'un maillage initial grossier. A cet effet des courbes de convergence
ont été tracées pour chaque test.
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Apres les tests numériques et I’analyse des résultats obtenus, nous concluons
qu’un indicateur d’erreur basé sur la notion de lissage et la méthode de re-
couvrement de Zienkiewicz a été mis au point.

L’étude de convergence, d’apres les courbes obtenues, montre que l'indi-
cateur construit prend en compte 'erreur d’endommagement et de maillage
d’une facon trés satisfaisante mais globalement atteint difficilement I'erreur
prescrite, en s’approchant tout de méme d’elle.

Les courbes de convergence montrent une nette diminution de I'erreur, ce
qui montre une bonne disposition a un processus d’adaptation de maillage.

Toutefois, signalons qu’en utilisant des maillages mixtes composés d’élé-
ments de type TRI3 en association avec des QUA4, des discontinuités des
champs endommagement peuvent étre créées. Par contre, 'usage de maillages
composés d’éléments QUA4 seuls, s’avére plus performant.

Malgré la présence de singularités qui apparaissent aux coins d’entailles
des éprouvettes SENB et DENB, I'indicateur arrive & détecter les zones a
fort gradients et les prend en compte au cours du processus d’adaptation.

Il y a lieu de signaler également que le présent indicateur mis au point
surestime légérement 'erreur par rapport a celui de A.Huerta (Huerta et al.,

2002).

En perspective, les résultats de I'indicateur mis au point peuvent étre
améliorés par :

L’utilisation d’un mailleur structuré engendrant uniquement des éléments
quadrangulaires.

L’utilisation d’éléments quadratique plus riche QUAS, QUA9 au voisi-

112



CONCLUSION GENERALE

nage des zones singuliéres (méthode d’adaptation de maillages hp).
La prise en compte de 'erreur de contact avec frottement.

L’extension du présent indicateur mis au point vers le cas tridimension-
nel.
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Résumé

La méthode des éléments finis est trés souvent utilisée en mécanique des structures. Sous diverses
conditions de chargement, ces derniéres subissent des dommages dont I'étude de la prévision, de
la distribution ainsi que de I'évolution peut &tre menée par la théorie de la mécanique de
I'endommagement. Celle-ci est implantée dans de nombreux codes de calcul en éléments finis. Ce
qui permet de résoudre numériquement le probleme. Toutefois, pour tout utilisateur de cette
méthode, I'aspect le plus important est de pouvoir quantifier I'erreur de discrétisation liée a ce
type d'approximation. A cet effet, un indicateur d'erreur basé sur le lissage des champs de
contraintes et de variables d'endommagement a été implanté dans le code de calcul CAST3M et
des études de validation sur des cas tests ont été effectuées. Les résultats en bidimensionnel sont
assez satisfaisant. Les propriétés de convergence de I'erreur ont été bien vérifiées. L'indicateur a
été utilisé avec succes au cours de processus d'adaptation de maillage.

Mots clés:  MEF - endommagement - erreur - posteriori — lissage - contraintes — couplage —
élasticité - endommagement.

Abstract

The finite element method is often utilized in structural mechanics. Under various loading
conditions, the structures undergo some to several damages where the study of forecasting,
distribution and evolution may be assessed through the damage mechanics theory. It is also,
implemented in many finite element codes, what makes it possible to solve the problem
numerically. However, for any user of this method, the most important aspect is to quantify the
errors of discretization related to this type of approximation. For this purpose, an error indicator
based on the smoothing of stress fields and damage variable, has been implemented in the
calculation code CAST3M and validation studies on test cases were performed. The results in bi-
dimensional are quite satisfactory. The error convergence properties have been well verified. The
indicator has been used successfully in mesh adaptation process.

Keywords: FEM - damage - posteriori - error - smoothing - stress - coupling - elasticity - damage.



