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Introduction générale

La théorie des systemes dynamiques est une branche des mathématiques qui étudie les

caractéristiques d'un systeme dynamique. Cette recherche active se développe a la frontiere
de la topologie, de I'analyse, de la géométrie et de la théorie de la mesure.
Les systemes dynamiques se sont développés et spécialisés au cours du X1.X°€ siecle. Ils
concernaient en premier lieu 'itération des applications continues et la théorie de la stabilité
qui traite la stabilité des solutions d’équations différentielles et des trajectoires des systemes
dynamiques sous des petites perturbations.

Nicolai Chetaev [44] a énoncé en 1934 un important critere d’instabilité de origine,

généralisant un autre critere obtenu par Lyapunov en 1892. Le théoreme de Chetaev a été
lui-méme généralisé par plusieurs auteurs, dont José Luis Massera [9] en 1956 et James
A. Yorke [1] en 1968. Une contribution importante est celle faite par Evgenii Alekseevich
Barbashin et N. Nikolai Krasvosskii [5] en 1952, et indépendamment par Joseph P. LaSalle
[11] en 1960, appelée < Principe d’invariance de Krasovskii-LaSalle ». Ce Principe a été
tout d’abord obtenu pour les systéemes autonomes, sa généralisation au cas des systemes
non autonomes a été réalisée par Jack K. Hale et Joseph P. LaSalle [44] en 1967.
Les travaux traitant de cette thématique sont relativement récents, et en ce qui concerne
I’étude de la stabilisation des systemes par les différentes commandes, on peut citer les
travaux présentés dans [3],[7],[12],[13],[15],[16],[19],[31],[38],[39] et [43].

Le travail présenté dans ce mémoire concerne I'étude de la stabilité et de la stabilisation

des systemes linéaires et non linéaires décrits sous la forme suivante :

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € R”
est le vecteur de sortie. Les fonctions f, h: R™ x R™ x R — R" sont des fonctions lipschit-

ziennes par rapport a x, continues par rapport a u et continues par morceaux par rapport a t.
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L’objectif principal est la détermination de loi de commande qui stabilise par retour
d’état (Feedback) le systeme. L’étude de la stabilisation des systeémes linéaires conduit a
utiliser les deux types de commande suivants :

- Le premier type de commande est appelé la commande linéaire quadratique (LQ) qui est
basée sur 'utilisation de la minimisation de la fonction de cott et ’équation de Ricatti.

- Le deuxieme type de commande est appelé la commande proportionnelle, intégrale et
dérivée (PID) par placement des poles, et elle est basée sur l'utilisation des polynomes
caractéristiques d’une matrice et la théorie de placement des poles.

L’étude de la stabilisation des systemes non linéaires est basée sur la linéarisation de ces
derniers, donnant un systeme linéaire cité ci-dessus.

Le présent mémoire est structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre rappelle les éléments essentiels de la résolution d’un systeme d’équations
différentielles et la stabilité.

Le second chapitre contient deux sections :

- La premiere section concerne I’étude de la stabilité des systemes linéaires controlés par
une commande, et la stabilisation des ces systemes par les deux types de commande LQ et
PID par placement des poles.

- La seconde section concerne la linéarisation des systemes non linéaires controles par une
commande au sens des moindres carrées.

Le troisieme chapitre présente la stabilisation d'un pendule inversé commandé par un moteur

a courant continu par les deux types de commande LQ et PID par placement des poles.




Chapitre 1

Equations différentielles et stabilité

1.1 Introduction

Supposons qu’'une fonction y = f(z) exprime un phénomene du point de vue quantitatif.
En examinant ce phénomene, il est souvent impossible d’établir directement le caractere de
la dépendance entre x et y, mais 'on peut établir une dépendance entre les quantités z,y
et les dérivées de y par rapport a = : ¢/, v", ..., y® . sous forme d’équation différentielle.

Si on demande de déduire de la relation entre x,y et les différentes dérivées, la relation
directe entre y et z, c’est-a-dire de trouver y = f(x), c’est ce qu'on appelle alors intégrer
une équation différentielle.

Soit I’équation différentielle suivante :

dr .

o = 3(t) = f(t,2(?)), (1.1)
out €R, z(t) = (z1(t),...,z,(t))T €R", n>1,et f:Ix D — R™ une fonction continue
sur un ouvert / x D de R x R™.

Pour tout (¢,2(t)) C I x D, on notera

ft,x(t) = (it z(1), ..., fult, 2(1)))",

oul chaque fonction f;, i = 1,n, est continue de I x D dans R.

1.2 Existence de solutions

1.2.1 Définitions et notations

Définition 1.1 Une solution de (1.1) est un couple (I,z(t)), ou I est un intervalle de R

et z(t) = (z1(t),...,2,(t))" est une fonction dérivable sur I et & valeurs dans R" telle que
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(t,x(t)) € I x D et

#i(t) = fit, (1)), Vt € I, Vi =T,n.

Définition 1.2 Soit (o, x9) € I x D. Résoudre le probleme de Cauchy :

{fwzf@mm,

1.2
l’(to) = Xy, ( )

consiste a déterminer un couple (I,z(t)), ou I est un intervalle de R contenant ty et z(t)

une fonction de classe C' de I dans R" telle que (¢,x(t)) € I x D et
#(t) = f(t,2(1)). Vi € 1, a(to) = zo.

En intégrant I’équation différentielle ordinaire du probléme de Cauchy (1.2) entre ¢ et

t et en tenant compte de la condition x(ty) = o, on obtient

x(t) = xo —|—/f(s,x(s))ds, (1.3)

ou il faut comprendre :

T

/tf(s,x(s))ds: /tfl(s,:p(s))ds,--- ,/tfn(s,:p(s))ds : (1.4)

1.2.2 Existence et Unicité de solution

Théoréme 1.1 (Ascoli-Peano) [35]
Soit (to,zo) € I x D et soient a > 0 et b > 0 tels que le cylindre

C=A{(t,z) : [t—to| <a,| z—x]<b},
soit inclus dans I x D. Si on note
M | o) || et in (a, 2
= max T et o = min —
(t,x)eC ’ M)’

alors il existe une unique solution maximale z(¢) au probleme de Cauchy (1.2) sur

Iintervalle [ty — o, to + @], avec z(ty) = xo.
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1.3 Equations différentielles linéaires

1.3.1 Rappels d’algebre linéaire, exponentielle de matrice

On notera £L(C™) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n et I, la matrice identité
de L(C").
Pour A € £(C"), on note
Py(X) = det(AL, — A),

le polynome caractéristique de A. Ses racines distinctes, Az, & = 1, p, sont les valeurs propres
de A, ou p < n.

Comme C est algébriquement clos, le polynome caractéristique se factorise sous la forme :

p
HAAk,

ay, ¢tant 'ordre de multiplicité algébrique de Ax, avec a; + ...+ a, = n.

Le polynome minimal de A, noté

p
=[O =)™, I < a,
k=1
est le plus petit polynome annulateur de A.
Les sous-espaces propres caractéristiques

F, = ker(\l, — A)"* = ker(\, I, — A)%,

forment une somme directe de C" :

C'=FR®---®F, et dimF, =ay, k=1,p.
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Théoréme 1.2 (réduction de Jordan) [35]
Soit A € L(C™) une matrice dont le polynome caractéristique P4(\) est scindé sur C. Alors

A est semblable a la matrice

Ji(\y) 0 0
0 Ja (A
. (%) |
' 0
0 0 Jp(Ap)
ou
1vo0 Si j=1+1,
Je(Me) = (Jij)ijetar = § M St 1 =], k=1,p.

0 Sinon.

Si on pose Z,, = Jp(Ap) — Ml , alors

{1vo Si j=i+1,

0 Sinon.

Donc
s 1vO0 Si j=1i+s,
Zak = (Zij)z Jj=1,a - .

0 Sinon.

De plus
g { 75 = Zya Si s < ay,
ay,

Oay Si s> ag.
D’apres le théoreme de réduction de Jordan, il existe une matrice inversible T telle que

J =T7tAT. On en déduit que

A =Tdiag(Jy(\y), .., J,(A\)T 71,

et = Tdiag(et* ) etTrOoypL,
On remarque
o0 45178 0 g
eth(/\k) — et()‘kﬂakJrZak) — et)‘k Z —t Zak e et/\k Z ¢ Z‘S?ak’
s! s!
s=0 s=0
donc
akfl t‘s
I, (A tA
€ W) = et Z ;Z&ak? k= 17p
s=0 '
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1.3.2 Equation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants

Soient ag, ay, ..., a,_1,n nombres complexes. Considérons ’équation différentielle ordi-

naire linéaire d’ordre n :

v () + anay™ D) + -+ ang(t) + agy(t) = 0. (1.5)

Cette équation peut se mettre sous forme d’équation différentielle matricielle d’ordre 1

o(t) = Axz(t),
ou
y(t) 0 1 0 0
y(t) 0 :
x(t) = : et A= : Do 0
y"=2(t) 0o 0 ... 0 1
y(n—l) (t> —Gyp —G@1 ... —QGp-2 —0Ap-1

Lemme 1.1 Le polynome caractéristique de la matrice A est :
PA()\) ="+ an—l)\n_l + - al)\ + ag-

La matrice A est alors la matrice compagnon de son polynome caractéristique.

Théoréme 1.3 [35] Soient Ay,...,A\,, 1 < p < n, les valeurs propres distinctes de la
matrice A, chaque \; ayant pour ordre de multiplicité géométrique le nombre dy.

Alors les fonctions t'e!, avec k = 1,p, et | = 0,d; — 1, sont n solutions linéairement

indépendantes de 1’équation (1.5). La solution générale est

P dk—l

y(t) =D > Crat'e™,

k=1 [=0

ot Cy; =constante, pour tout k = 1,p, et [ = 0,d;, — 1.

1.4 Stabilité des solutions d’équations différentielles

On considere I’équation différentielle suivante :

{ #(t) = f(t, (1)),
z(0) = xy,

10
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ou f: I x D — R" est une application continue.

Définition 1.3 Un point x, € D est un point d’équilibre, ou un point singulier du systeme
(1.6) si: f(t,ze) =0, Vt € I.

Définition 1.4 On considere le systeme (1.6), et V : I x D — R", une fonction vectorielle
ayant des dérivées partielles sur I x D. On définit la dérivée totale V pour le systeme (1.6)

par :

: oV —~ oV
i=1 "t

1.4.1 Stabilité et instabilité

Définition 1.5
— Le point z, du systeme (1.6) est dit stable si :

Ve>0,30 >0, || zog—z. [|[< 0= z(t) —x ||<e, VE>0.
— Le point z, du systeme (1.6) est dit attractif si :
30 >0, || xo— e ||< = tlim x(t) = ..

— Le point x. est dit asymptotiquement stable si z, est stable et attractif.

— Le point x, du systeme (1.6) est dit exponentiellement stable si :
30 >0,3K > 0,30 >0, [|zg— e [|[< 0 =| 2(t) -z [|< K || wo — ze || e, ¥t > 0.

On considere maintenant le systeme linéaire suivant :
(1.7)

ou A € My, (R) possede des valeurs propres distinctes Ay, ..., Ay, p < n.
Lemme 1.2 Si Re()\) < 0, Yk = 1,p, alors pour toute fonction x(t), solution du systeme

(1.7), il existe deux constantes positives p et o telles que
() [|< pe™".

Démonstration La solution z(t) s’écrit

11



Chapitre 1 Les équations différentielles et stabilité

ol hy(t) est une fonction polynomiale vectorielle.

On a Re\, <0, Vk =1, p, alors Jo > 0 tel que Re\, < —o <0, k= 1,p. Donc
P p
Fa) 1< 37 ) I e 1< 37| hult) ||| e |
k=1 P

Si on multiple les deux membres de 1’égalité par e, on aura

p
L a(t) 1< Y () ] SFXF ] (Redy + o) < 0.
k=1

P p
On a lim 37 || hy(t) ||| €74+ |= 0, alors Ip > 0 tel que 35 || ha(t) ||| e N+ [< p.
—00 1.1 k=1

Ceci implique que €7 || z(t) ||< p, et donc
Fa(t) < pe™".00

Théoréeme 1.4 Soit le systeme (1.7), ot A € M, x, (R) possede des valeurs propres
distinctes Aq,..., Ay, p < n. Alors
1. Le point x, = 0 est un point d’équilibre stable si :

Re\, <0, Vi =1,p,
Rehp, =0=a, =1.

2. Le point z, = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable si :

Re\, < 0, Yk =T, p.

3. Le point ., = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable si :

Rel, < 0, Vk =T, p.

Démonstration

1. On considere les deux ensembles suivantes
= {)\k, Re), <0, 1 <k Sp},

EQI{)\k, Re)\k :O, 1< kgp}

On a donc
z(t) = e
— Z et Py () (cos(tImAy,) + isin(tImAy)) + Z vk (cos(tImAy) + isin(tImAyg)),
AL €LY ALEE2

12
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ou degPy(t) < ay, pour Ay € Ej, et v, =constante, pour A\, € Fj .
Puisque Re\, < 0, VA, € Ey, on a donc

lim e P (t) = 0, VA € By et | cos(tImA) +isin(tIm)) |= 1, V), € Es.

t—o00

Alors dM > 0 vérifiant
| z(t) [< M,

donc le point z, = 0 est stable.

2. On suppose que Re), < 0, Vk = 1, p. La solution de ce systéme s’écrit
P
2(t) = hi(t)e™,
k=1

ou hy(t) est une fonction polynomiale vectorielle, donc lim z(t) = 0.

t—o00

3. La solution x(t) du systeme (1.7) s’écrit

z(t) = Z i (t)xl.

D’apres lemme 1.2, il existe pp > 0 et 0 > 0 tels que || z;(t) ||< pie™".
On pose p = max{p1,...,pn}, alors || z;(t) ||< pe?". Donc

EON SO Er

< S et |
1=1

= np |l zo o 7.0

1.4.2 Théoreme de Lyapounov

Théoréme 1.5 Soit . un point d’équilibre du systeme différentiel (1.6). Supposons qu’il

existe un voisinage V., de z. et une fonction de Lyapounov
ViV, — R

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
1. V est définie positive,
2. la dérivée totale V pour (1.6) est négative.

Alors z. est stable.

Si —V est définie positive dans V.., alors x, est asymptotiquement stable.

13
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1.4.3 Stabilité de Barbashin

Théoréme 1.6 Soient z, un point d’équilibre de (1.6), et V : R™ — R™, une fonction de

classe C", vérifiant
1. V est définie positive,
2. la dérivée totale V pour (1.6) est définie négative,
3. 2 = 00 = V() |- .

Alors . est globalement asymptotiquement stable.

1.4.4 Instabilité de Chetaev

Théoréme 1.7 Soit le systeme (1.6), admettant lorigine pour équilibre. S’il existe un
voisinage V et une fonction
V.V —-R,
continue ayant des dérivées partielles, telle que :
1. Ve > 0,3z € B(0,e) : V(t,z9) <0, Vt >0,
2. V est minorée sur un sous-domaine D' de D = {y € V, V(t,y) < 0,Vt > 0},
3. la dérivée totale V pour le systeme (1.6) est définie négative sur D'

Alors l'origine est instable.

Exemple 1.1 On considere le systeme différentiel

&y = —x1 — e 'y,

{ To = X1 — To.
Pour déterminer la stabilité du point d’équilibre 0, on pose
V(t,z) =27 + (1+e )3
Cette fonction est définie positive, car elle domine la fonction définie positive
V(z) = 23 + 23,
indépendante de t. De plus, la dérivée totale de V' pour ce systeme est
V(t,x) = =2(z% — zym0 + 22(1 + 27 %)),
ce qui implique que
Vit,z) < —2(z%— a2y + 22),
< —(xy — x9)* — 23 — 3.

On en déduit alors que V est définie négative, et que 0 est asymptotiquement stable.

14



Chapitre 2

Stabilité et stabilisation des systemes

dynamiques commandés

2.1 Introduction

Un systeme, aggrégation d’éléments interconnectés, est constitué naturellement ou arti-
ficiellement afin d’accomplir une tache prédéfinie. Son état est affecté par une ou plusieurs
variables, les entrées du systeme. Le résultat de I'action des entrées est la réponse du systeme
qui peut étre caractérisée par le comportement d'une ou plusieurs variables de sortie.

Le systeme est généralement représenté schématiquement par un schéma fonctionnel
consistant en un rectangle auquel les signaux d’entrée représentés par des fleches entrantes
sont appliqués. L’action des entrées produit de maniere causale des effets mesurés par les

signaux de sortie représentés par des fleches sortantes.

°(t ‘
ﬁ, Svsteme y_(l;)

Figure 2.1 Schéma fonctionnel.

Les entrées affectant un systeme peuvent étre de nature différente. Les unes ont pour
but d’exercer des actions entrainant le fonctionnement souhaité du systeme, ce sont les
commandes. Les autres entrées troublent le fonctionnement désiré et sont définies comme

des perturbations.

15
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o(t)

A\
ﬂ Svsteme yﬁ(t)

Figure 2.2 Commandes u(t) et perturbations v(t).

Chaque élément constitutif de ’ensemble systeme peut étre caractérisé par un nombre
fini de variables et I'interdépendance des variables caractérisant chaque élément peut étre
exprimée sous la forme d’une loi mathématique. Ainsi la relation entre les entrées et les sor-
ties du systeme est 1’expression des lois de la physique associées au systeme. L’ensemble des
lois mathématiques régissant la causalité entre les entrées et les sorties du systeme constitue
le modele mathématique du systeme. La modélisation, étape préliminaire de 'analyse d’un
systeme quelconque, indépendamment de sa nature physique, de sa composition et de son

degré de complexité comporte donc les étapes suivantes :

1. identification des variables pertinentes pour la caractérisation de chaque élément consti-

tuant le systeme,
2. caractérisation des relations entre ces variables,

3. représentation mathématique des intéractions entre les éléments a travers la représentation

mathématique des intéractions entre les variables,

4. formation d’un systeme de relations entre les variables caractérisant le systéeme comme

un tout,

5. formation d’un systeme de relations entre les variables d’entrée et les variables de

sortie.

2.1.1 Théorie de la commande

Le processus préliminaire de modélisation achevé, les performances, au sens large, d’un
systeme peuvent étre analysées et des méthodes de correction via ’action d’un systeme de
commande peuvent étre proposées si une commande active est nécessaire et possible. La
commande passive doit ainsi étre distinguée de la commande active qui fait 'objet essentiel
de ce chapitre pour stabiliser un systeme dynamique.

La commande passive : Le principe de la commande passive consiste a modifier struc-
turellement le systeme a commander afin qu’il réalise au mieux les fonctions souhaitées.
Connue également sous la dénomination de commande structurelle, cette technique s’ap-

plique principalement dans les domaines du controle des vibrations (acoustique, mécanique)
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affectant les structures mécaniques et dans le domaine du controle des écoulements lami-
naires et turbulents.

La commande active : A la différence de la commande passive, la commande active sup-
pose 'emploi d’un dispositif spécifique appelé systeme de commande afin de modifier le
comportement dynamique du systeme étudié. Le but d'un systeme de commande est donc
d’exercer des actions entrainant une amélioration du comportement du systeme et de ses
performances.

Quelle que soit la nature du systeme a commander, il est toujours possible de classer
les différentes structures de commande en deux grandes familles. Ce sont les structures
de commande en boucle ouverte et les structures de commande a contre-réaction appelées
également structures de commande en boucle fermée.

La commande en boucle ouverte : La commande en boucle ouverte d'un systeme
consiste a introduire, a l'entrée de ce systeme, le signal e(f) permettant d’obtenir a sa

sortie, le signal y(t) correspondant a la réponse voulue.

e(t) Loi de u(t ] 1
— Actionneur . uie), Systeme —" «

/ commande / /

Entrée de consigne Signal de commande Sortie réelle

Figure 2.3 Commande en boucle ouverte.

La commande en boucle fermée : Toutefois, si le systeme a commander n’est pas par-
faitement connu ou si des perturbations 'affectent, les signaux de sortie ne seront pas ceux
souhaités. L’introduction d’un retour d’information sur les sorties mesurées s’avere alors
nécessaire. Le principe de commande en boucle fermée est illustré sur la figure suivante et

définit la structure de commande a contre-réaction (feedback en anglais).

Signal de réference

cft) u(t)

g
BREY® s senil 5 y(t
)—~®;—(rz cfn?;n{:en de f—-.4cn’onneur =~ Systeme Y ( )

Signal {'ervewr Signal de commande

Sortie mesurée

Capteur

Figure 2.4 Commande en boucle fermée.
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Cette structure de commande permet ainsi d’améliorer les performances dynamiques du
systeme commandé (rapidité, rejet de perturbation, meilleur suivi de consignes, moindre
sensibilité aux variations paramétriques du modele, stabilisation de systemes instables en

boucle ouverte).

2.2 Le modele interne - la représentation d’état

La théorie moderne de la commande des systemes repose en grande partie sur le concept
d’état d’un systeme et sur le modele associé, la représentation d’état. Le concept d’état a été
introduit de maniere systématique par R.E. Kalman et par les ingénieurs travaillant sur les
premieres applications spatiales (Apollo, Polaris) aux débuts des années 1960. 11 était déja
largement utilisé dans d’autres disciplines scientifiques telles que la Mécanique (formulation
hamiltonienne) ou la Thermodynamique (travaux de H. Poincaré).

L’¢état d'un systeme est caractérisé par un ensemble de variables dynamiques appelées
variables d’état non uniques et qui résument completement la configuration courante du
systeme.

Définition 2.1 (Représentation d’état)
Tout systeme dynamique peut étre représenté par ses équations d’état définies par un en-
semble d’équations différentielles du premier ordre appelées équations dynamiques et un

ensemble d’équations algébriques appelées équations de sortie ou de mesure :

{ i(t) = f(x(t),ult), ),
y(t) = h(z(t),u(t), ),

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € R" est le

(2.1)

vecteur de sortie. Les fonctions f,h : R™ x R™ x R — R” sont des fonctions lipschitziennes

par rapport a x, continues par rapport a u et continues par morceaux par rapport a t.

Les équations d’état caractérisent completement le comportement dynamique du systeme.
Dans le cas ou le systeme est linéaire, on peut représenter ce systeme sous la forme

matricielle suivante :

{ #(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (2.2)

y(t) = C)x(t) + D(t)u(t),
o A(t) € M xn (R) est la matrice dynamique, B(t) € M,,xm (R) est la matrice de com-
mande ou d’entrée, C(t) € M,, (R) est la matrice de sortie et D(t) € M, (R) est la
matrice de transmission directe.

Si A, B,C et D sont constantes, le systeme est dit Linéaire Temps-Invariant (LTT).

18



Chapitre 2 Stabilité et stabilisation des systémes dynamiques commandés

Définition 2.2 (ordre-systéme propre)
La dimension du vecteur d’état est 'ordre n du modele. Si la matrice de transmission directe

D =0, alors le modele est dit strictement propre, sinon il est dit propre.

2.3 Les modeles externes (entrées-sorties)

2.3.1 La matrice de transfert

On considere le systeme suivant :
(2.3)

Définition 2.3 Soit f une fonction du temps ¢. La transformée de Laplace de f est la

fonction F' de la variable complexe p, définie par :

Fo) = [ riege e

Du fait de la linéarité de 'opérateur de Laplace, il est possible de I'appliquer aux équations

ci- dessus et on obtient :

{ X(p) = (pI — A)"Y(BU(p) + o),

(2.4)
Y(p) = C(pI — A)"Y(BU(p) + x0) + DU(p).

Pour des conditions initiales nulles, o = 0, on obtient la relation entrées-sorties :
Y(p) = (C(pI — A)~'B+ D)U(p) = G(p)U(p).
La matrice G(p) € M,«m (C) est appelée matrice de transfert liant 'entrée U(p) a la sortie

Y(p).

2.3.2 Les systemes SISO (Single Input Single Output)

La fonction transfert
Soit un systeme LTI mono-entrée (u(t)) et mono-sortie (y(t)). Il peut alors étre décrit

par I'équation différentielle a coefficients constants

any ™ (1) + -+ ary V(1) + agy(t) = bpu™ (1) 4+ - - + byuD(t) + bou(t).
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Si les conditions initiales sur le signal d’entrée et de sortie sont nulles :
u(0) = 0(0) = - - = u™Y(0) = 0,

y(0) = 9(0) = --- =y (0) =0,

et si la transformée de Laplace est appliquée aux signaux d’entrée et de sortie, on obtient

la fonction de transfert du systeme SISO

Y(p) bup™+---+bip+bo
G(p) = = :
Ulp) anp™+---+a1p+ ag

Les racines qui annulent le dénominateur (U(p)) sont appelés les poles de la fonction de

transfert.

2.4 Stabilité des systemes LTI (Linéaires Temps-Invariant)

2.4.1 Stabilité BIBO (Bounded Input Bounded Output)

Définition 2.4 (Stabilité Bounded Input Bounded Output)
Un systeme au repos (conditions initiales nulles) est stable au sens BIBO si et seulement si
pour toute entrée u(t) bornée, la sortie y(t) est bornée.

La stabilité BIBO est un type de stabilité n’utilisant que I'information contenue dans les

signaux d’entrée et de sortie, et définie uniquement pour les systemes au repos.

2.4.2 Critere algébrique de ROUTH

Principe

Le critere algébrique de Routh ne permet pas de définir une telle notion de marge
de sécurité, mais il autorise le diagnostic de stabilité pour des systemes d’ordre élevé et
possédant de surcroit un ou plusieurs parametres :
Soit G(p) la fonction de transfert en boucle fermée et soit U(p) le dénominateur de G(p),

qui est un polynome de degré n :
U(p) = anp" + an1p" ™" +anop" > + -+ a1p + ap.

On applique le critere de Routh en plagant la suite de coefficients a; , sur deux lignes,

dans l'ordre décroissant des indices, alternativement sur une ligne puis I'autre. On effectue
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ensuite un calcul pour créer une ligne supplémentaire, selon I’algorithme présenté sur le

schéma ci-dessous :

G Ap—2 Ap—g - as ay

Ap—1 Ap—3 Ap—5 - 5] )

Gn—10p—2—Andn—3 An—10n—4—anln—5 . . An—10a1—Aanag O
an—1 an—1 an—1

On dispose alors d'un tableau a trois lignes, la troisieme ligne possédant moins de termes

que les précédentes. On complete alors celle-ci, a droite, par des zéros :

Qp ap—2 Qpn—yg -+ a3 41
p—1 Ap—3 Qp-5 -+ QA2 Ao
TYm Ym—-1 Tm-2 - 0 0

On recommence le méme calcul sur les deux dernieres lignes pour créer une quatrieme ligne :

Qp Ap—2 Ap—g - as ay
Ap—1 Ap—3 Qp—5 - a2 Qo
Ym Ym—1 Ym—2 -+ Y% 0
Yman—-3—an—1Ym—1 YmOn—5—An—1Ym—2
TYm Ym

On itere le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus que des 0 sur la derniere ligne.
Le nombre des poles a partie réelle positive, de la fonction de transfert G(p), est alors égal
au nombre de changements de signe dans la premiere colonne.

En conséquence, le systeme est stable en boucle fermée si tous les coefficients de la
premiere colonne sont de méme signe.

Exemple 2.1 Soit
K

Gp) = ———=
p(p*+p+3)
la fonction de transfert d’un systeme placé dans une boucle de régulation a retour unitaire.

La fonction de transfert en boucle fermée Ggr est donné par :

Gp) K

GBF

T 1+Gh)  p@P+p+3)+ K
Le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée est :
Up)=p*+p*+3p+ K.

Appliquons le critere de Routh en construisant le tableau suivant :

1 3
1 K
3—K 0
K 0
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Pour que le systeme soit stable, il faut qu’il n’y ait aucun changement de signe dans la

premiere colonne. Le systeme est donc stable si 0 < K < 3.

2.4.3 Critere de stabilité

On considere le systeme commandé suivant

Ax(t) + Bu(t),

2.5
x(0) = o, (2:5)

—
-
=
Il

ou A € M, ., (R) est la matrice dynamique possédant des valeurs propres distinctes A,

k=1,p, B € Myxm (R) est la matrice de commande et u(t) la commande qui vérifie
|u(t) |< L, t €0, 00[.
Lemme 2.1 Pour tout € positif, on a

” €At HS e(m}ngex\kJrs)t.

Démonstration On a
et = Tdiag(et* ) etTeGoyp=1,

donc

Fe® | < 1T | max || e[ 771 |
k

akfl
t® _
< T fmax || e ) Zsak T
s=0 '
ap—1
max Re\,t t° .
< ITIEIN ST
s=0 '
Puisque pour tout ¢ positif, on a
%l 1
I > S Tl
lim =0 =0,
t—00 eét
ceci implique que
|| eAt ||§ e(m}nge)xk-l-E)t.I:I

Théoréme 2.1 La solution z(t) du systeme (2.5) est stable si toutes les valeurs propres de

A sont a partie réelle strictement négative.
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Démonstration La solution z(t) du systeme (2.5) est donnée par
t
z(t) = eMay + /e(t_s)ABu(s)ds.
0

On va borner maintenant la norme de z(t) :

t
Fe@) I < el ol +/ eI B Il u(s) | ds
0

t
S e(m]?XRe/\kJrE)t H 2o H +\/€(m]?xRe/\k+€)(tS) H B |H U(S) ‘ ds

0
t
< I Gy B L[
0
( ReAptelt 1 6_(m’?X ReXp+e)t
max ReA,+e -
S ¢’ k onH‘i‘”BHL maXRe)\k+€
k
( Rex ) e(m’?X ReA+e)t 1
max Re\p+¢)t -
< e T o |+ BIIL

max Re), +¢
On a Re\; <0, k=1, p, donc il existe un ¢ positif qui vérifie
max Rel, +¢ <0,

—||B|IL L.
alors IM = ——IBIL__ - ¢ vérifiant
m}ngex\kJrs

|z(t)] < M,

donc le systeme (2.5) est stable.[d

2.4.4 Relation entre la stabilité BIBO et la stabilité interne

Pour les modeles LTI, il est possible sous les hypotheses de réalisation d’état minimal
d’établir un lien entre stabilité BIBO et stabilité asymptotique. Pour une réalisation d’état
minimal, la stabilité BIBO est équivalente a la stabilité asymptotique.

Théoreme 2.2 Pour un modele dynamique LTI commandable et observable décrit par sa

fonction de transfert ou sa réalisation d’état minimal

G(p) = (é i) ,

les propositions suivantes sont équivalentes :
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1. Le systeme est BIBO-stable.
2. Zéro est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme autonome.
3. Tous les poles de la fonction de transfert G(p) sont a partie réelle strictement négative.

4. Toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative.

2.5 Stabilisation des systemes linéaires par retour d’état

On considere le systeme linéaire suivant :

{ i(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t),

ot A € My (R) est la matrice caractéristique du systeéme en boucle ouverte,

B € Mxm (R) est la matrice de commande, C' € M., (R) est la matrice de sortie,
x(t) € R™ est le vecteur des variables d’état, u(t) et y(t) sont des signaux d’entrée et de
sortie respectivement.

On désire asservir le systeme a une valeur y,.(t) tout en imposant les dynamiques du régime
transitoire et en maintenant une erreur petite ou nulle en régime permanent. Modifier le
régime transitoire de ce systeme, c’est modifier les poles de la matrice dynamique A.

La loi de commande s’écrit comme suit :
u(t) = —Kux(t) +v(t),

ou K € R™ ™ est une matrice appelée gain du retour d’état et v(¢) est une nouvelle entrée
pour le systeme en boucle fermée (éventuellement ce dernier signal peut représenter la
consigne). C’est une commande en boucle fermée car elle dépend des signaux internes du
systeme méme si elle ne prend pas en compte directement la sortie du systeme y(t) comme

le montre la figure suivante :

vit) ul(t) Ar(t) 4 4 ylt)
'/_\ ; z(t) ',‘“‘" Bu(t)
y(t) Crx(t) >

K -

Figure 2.5 Schéma dune boucle de régulation.
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Le systeme en boucle fermée s’écrit donc :

{ i(t) = (A — BK)z(t) + Bo(t),
y(t) = Cx(t).

Remarque 2.1 Nous pouvons modifier tous les poles du systeme si et seulement si le
systeme est commandable, c¢’est-a-dire si et seulement si la paire (A, B) vérifie le critere de

commandabilité :

rang C =rang [B AB ... A" 'B] =n.

2.5.1 Calcul du gain de retour d’état K dans le cas SISO

On utilise le changement de repere
r = FPex,

A, =P7'AP., B,=P'B, C,=CP, et K.= KP,,

ou P, est la matrice de passage donnée par :

01
P. = Q1.A avec a(lxn)=el.Cc"
QA
oll e, est un vecteur unitaire donné par : e,(1 xn) = (0 0 --- 1)7.

La loi de commande par retour d’état s’écrit donc sous forme :
u(t) = —Kx(t) + v(t) = —K.z.(t) + v(t),

ou K, = KP. = (ka,...,ke) est un vecteur de gain du retour d’état dans la base comman-
dable.

Dans la base commandable, les matrices A, et B, s’écrivent comme suit :

0 1 0 ... 0 0
0 0 1 0
A.= , Be= ;
0 0 0 1 0
—ag —ay —Qp_1 1
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ou les coefficients a;,7 = 0,n — 1, sont les coefficients du polynome caractéristique associé
Pa(A) = det(AL, — A) = A" + a1 X"+ + ag.

La matrice dynamique du systeme bouclé par le retour d’état s’écrit alors :

0 1 0 ... 0
0 0 1 . 0
A.— B.K. =
0 0 0 ... 1
—ag — kean —a; —kea ... ... —Qp_1 — ken

La matrice A, — B.K, est sous forme commandable et on peut alors aisément calculer le

polynome caractéristique du systeme en boucle fermée
Pa_p.,(A) = det(AL, — Ao + B.K.) = A" 4 (ap1 + ken)N"F + -+ (ag + ke1).

Or, nous voulons placer les poles de la boucle fermée en p, . . ., p,,. Le polynome caractéristique
désiré Py, de la boucle fermée est donc déterminé d’une facon unique par le choix des poles

désirés et nous avons donc la relation suivante :
()\ _pl)(/\ — pg) e (/\ — pn) = Pdes()\) = )\n —f- Un_l)\n_l —I— e —I— Uy = PAC_BCKC(A).

Nous en tirons donc le valeur du gain K. permettant d’obtenir le polynome désiré et donc

de placer les poles en py,...,p, :
.
kcl = —ap + U,
keo = —a1 + u,
L ken = —ap_1 + Up_1.

Le gain du correcteur K dans la base initiale s’écrit alors :
-1
K:(UO—CI,O un,l—an,l)-Pc .

Exemple 2.2 Soit le systeme linéaire défini par :
( i (t 2 —1 t 2
a1 (1) _ 1(t) I ult),

\
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On désire placer les poles du systeme en —3 et —4. Le polynome caractéristique désiré s’écrit

donc

Pies(A\) = (A +3)(A+4) = N>+ 7A + 12.

La premiere étape est de vérifier que le systeme est commandable. La matrice de comman-
dablité s’écrit
2 3

C=[B AB]z(l i

) , avec rang C = 2.

On calcule alors A — BK et le polynome caractéristique associé P4 _pk :

2 -1 2
1 5 1
B 2—2ky —1— 2k
1—k 5—k |
On obtient donc le polynome caractéristique

Pi_pr(N) = N+ (=7 — 2ky — ko)A + 11 — 10k; — ko.

En boucle fermée, ce polynome caractéristique admet comme racine —3 et —4. On obtient

alors la valeur de K :

K=(2 1)
2.5.2 Critere du gain de retour d’état K dans le cas SISO

On considere que le systeme commandé suivant :

{ i(t) = Az(t) + Bu(t),

2.6
x(0) = xo, (2:6)

est instable, ot A € M,,, (R) est la matrice dynamique possedant des valeurs propres
distinctes A\, k = 1,p, B € M,%m (R) est la matrice de commande et u(t) la commande qui
vérifie

| u(t) [ L, t €000
Théoreme 2.3 Pour tout £ > 0, la condition suffisante pour la stabilité est de choisir K

telle que

m]?XRe”yk < —(m]?X Relp +¢), k=1,p,

oll 7, k =1, p, sont des valeurs propres distinctes de la matrice BK.

Démonstration
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Si on utilise la commande par retour d’état u(t) = Kx(t), le systeme (2.6) s’écrit sous la

forme

{ i(t) = (A+ BK)z(t), (2.7)

x(0) = xo,

La solution de ce systeme est donnée par
:L'(t) — €t(A+BK)ZL'0,

et pour tout € positif, la borne supérieure de z(t) est

Fa@) | < [l e PR0 ]| |l
< e I ePEE N o |l
< e(m]?xRekk-i—el)te(m]?xRe'yk-i-eg)t || 2 ||, \V/61,€2 <0

(max Re\+e+max Revyy )t
e k k ’

IN

| 2o ||, € = &1 + €2
Alors lim || z(t) [|= 0, si
t——+00
max Re), + ¢+ max Revy, <0,

ce qui implique que

max Rey;, < —(mkax Re), +¢).0

2.6 Stabilisation des systemes linéaires par la com-

mande linéaire quadratique (LQ)

Soit le systeme linéaire suivant :

ou A € M., (R) est la matrice caractéristique du systéme en boucle ouverte,
B € Mxm (R) est la matrice de commande, C' € M,.«,, (R) est la matrice de sortie, u(t)
et y(t) sont des signaux d’entrée et de sortie respectivement, z(t) € R™ est le vecteur des

variables d’état et z est 1’état initial a I'instant initial £ = 0.
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2.6.1 La commande LQ a horizon infini

On définit la commande optimale & horizon infini ., (t) comme la commande qui mini-

mise le critere quadratique :

t1

J == lim / (2" ()Qz(t) + u" () Ru(t)) dt |,

0

ol Q = QT > 0 est une matrice de pondération qui donne un poids différent & chaque
composante du vecteur d’état dans le critere, R = R > 0 est une matrice de pondération
de la commande qui affecte un poids différent a chaque composante du vecteur de commande.
Résolution d’un probleme de commande LQ

Le Hamiltonien s’écrit :

H(z(t),u(t), \(t),t) = %(:}CT(t)Qx(t) +ul () Ru(t)) + AT (1) (Ax(t) + Bu(t)),

ou A(t) est un vecteur adjoint tel que —\ est composé des dérivées partielles de H par
rapport a la variable d’état.

Le Hamiltonien est minimal pour :
Vo H (2(t), u(t), \(t),t) = Ru(t) + BTA(t) = 0.
La commande optimale est alors donnée par :
Uopt(t) = —R'BTA().

Les équations de Hamilton-Pontriaguine s’écrivent alors :

{ i(t) = I — Ay(t) — BR™BTA(L), 28)
At) = =2 = —Qu(t) — ATA(t).
La solution du systeme est fournie par le théoreme suivant :
Théoréme 2.4 [6]
La solution optimale du probleme (2.8) est donnée par :
Uppt(t) = —R'BTPyx(t). (2.9)

ou Py est I'unique solution symétrique semi-définie positive de I’équation de Riccati :

PyA+ ATPy— PR BR'BTPy+ Q = 0.
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2.6.2 Choix des matrices de pondération

La synthese des matrices de gain du controleur optimal repose directement sur les ma-
trices de pondération ) et R. On peut trouver la regle de Bryson qui suggere de choisir
des matrices de pondération diagonales, dont les coefficients diagonaux sont égaux au carré
de l'inverse de I’écart maximum souhaité sur la variable correspondante. Bryson indique
également que cette regle ne fournit que des valeurs initiales, que I'on peut ensuite améliorer

par simulation successives. La regle de Bryson donne :

Q =diag(q1,q2,...,q,) et R=diag(ri,ra,...,Tn),

1 ]2 1 ?
qi:[ } i=1n et rj:[ } ,7=1m.
sup(u;)

ou

Théoréme 2.5 [6]

Le systeme

est quadratiquement stabilisable par retour d’état
Ugps (t) = =R BT Pya(t),
§'il existe une matrice Py = P{ > 0 solution de I’équation de Riccati suivante :

PyA+ ATPy— PR BR'BTPy+ Q = 0.

2.7 Stabilisation des systemes linéaires par retour d’état
proportionnel, intégral et dérivé (PID) par place-
ment des poles

La relation entre la sortie x(t) et le signal u(t) par retour d’état est :
u(t) = Kx(t).

Si on ajoute 'action ID, on obtient alors une commande PID :
t
u(t) = Koo(t) + K, / 2(r)dr + Ko
0

dzx(t)
dt -’
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ou K, K;, Kg € R™" sont les matrices de gain concues pour imposer le polynome ca-
ractéristique désiré en boucle fermée.

»(r)
Svsteme
L+ %] x(f)
q 1)
+
T, ﬂ“
[ | a
1k | dt

Figure 2.6 Schéma de commande par retour d’état PID.

Soit le modele d’état du systeme linéaire suivant :

Le comportement dynamique du systéeme est fixé par le polynome caractéristique Pa(\)
Pa(N) = det(AL, — A) = @, A" + ap 1 A"+ - -+ ag,

et le modele d’état du systeme en boucle fermée est dans ce cas donné par

x(t) = Azx(t) + B (pr(t) + K; t

[ x(r)dr + Kddfl—gt)) ,
y(t) = Cx(1),

et le polynome caractéristique Ppr(\) en boucle fermée donné par :

K;
Ppr(\) = det (/\I[n ~A-B (Kp+ = —|—Kd./\>) .
Soit Pyes(A) le polynome caractéristique désiré :

Piaes(N\) = ug + A + ..+ up A"+ g A

Pour déterminer les coefficients de la matrice de retour d’état on considere que le systeme
est commandable.
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2.7.1 Transformation du modele sous la forme canonique com-

mandable

Dans la base commandable (voir la page 25) les matrices A. et B, s’écrivent :

0 1 0 ... 0 0
0 0 1 0
A= . B.=
0 0 0 1 0
—ayg —Q1 ... ... —Cp_q 1

La loi de commande obtenue dans la nouvelle base s’écrit :
t

u(t) = KpPexe(t) + K Pe / zo(T)dT + K,4P,
0

dz.(t)
dt

Le modele d’état du systeme en boucle fermée dans la nouvelle base est donné par :

t
Zo(t) = Acx.(t) + B, (KpPCxc(t) + K;P, bf z.(1)dT + K4P, dﬁ;f)) .

y(t) = Clzc(t).
SOlt Kpc = KpPC = (Kpcl e Kpcn)a Kic = Kch = (Kicl . chn) et

Ky = K4P. = (Kge, - - - Ky, ). Le polynome caractéristique Pgr(\) en boucle fermée dans

(2.10)

ce cas est donné par :
Kic

PBF()\) = det (/\I[n — Ac — Bc (Kpc + T + ch . /\)) .

Les matrices B. K., B.K;. et B.K . sont respectivement données par :

0 0 0 ... 0

0 0 0 . 0
B.K,. = ,

0 0 0 0

Kpe,  Kpe, Kpe,

0 0 0 0

0 0 0 0
BKie=| &+ 1 i o

0 0 0 0

Kiey Kiey oo oo Kie,
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0 0 0 0
0 0 0 0
B.Kge =
0 0 0O ... 0
Koy, Kooy oo ... Kge,
Donc la matrice \lI,, — A. — B. (KpC + K)fc + Ky, - )\) a la forme suivante :

A -1 0

0 A 0

0 0 A —1

a0 — Kpey — 90 — Koy - A a1 — Kpey — 252 — Kgey A oo Aban1 — Kpe, — v — Ky - A

Le polynome caractéristique correspondant est donné par :
PBFO‘) = _Kiq + (aO - qu - Ki@))‘ + (al - KpCz - Kit:3 - qu))‘z Tt

+(an—2 - Kpcnfl - Kicn - chn72)An71 + (an—l - Kpcn - chnfl))\n + (1 - chn)/\nJrl’

En égalisant I’équation ci-dessus au polynome caractéristique désiré, on obtient les relations

suivantes :

Uy = _Kiq)
Uy = ao — Kpcl - Ki027

U = ap — KpCQ - Ki(:3 - KdCl?

Up—2 = Qp—-3 — Kpcn,Q - Kicn,1 - chnfga

Up—1 = Qp—2 — Kpcn_l - Kicn - chn_27
Up = QAp—1 — Kpcn - Kan—l’

un+1 = 1 — chn.

2.7.2 Algorithme de calcul par retour d’état PID par placement

des poles

Etape 1 : Calculer le polynome caractéristique du systeme d’origine.

Etape 2 : Calculer la matrice P. permettant d’obtenir la forme canonique commandable.
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Etape 3 : Spécifier les n + 1 poles a imposer a la boucle fermée ( réelles ou complexes)
conjugués deux a deux ( ce qui garantit un polynéme caractéristique a coefficients réels ) a
partie réelle strictement négative (ce qui garantit la stabilité)).

Etape 4 : Calculer les coefficients du polynome caractéristique désiré.

Etape 5 : Calculer les matrices de gain K, K; et K.

2.8 Stabilisation des systemes non linéaires

Comme les méthodes d’étude de la stabilisation des systemes non linéaires sont com-
pliquées, on se base alors sur l'utilisation de la linéarisation au sens des Moindres Carrés
[41]. Ceci va approximer le systeme donné en un systeme linéaire. Ce dernier peut étre sta-
bilisé par les deux types de commande (LQ et PID par placement des podles ) par retour
d’état.

Considérons un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires de la forme

{ i(t) = f(a(t),ult), ),

2.11
z(0) = xo, ( )

ou z(t) € R est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € R” est
le vecteur de sortie. La fonction f : R™ x R™ x R — R" est une fonction lipschitzienne
par rapport a x, continue par rapport a u et continue par morceaux par rapport a t. En
I'absence la commande (u(t) = 0) le systeme est au point d’équilibre.

Nous avons les hypotheses suivantes :
H1) Vt € I, £(0,0,¢) =0,
H2) f est continue, lipchitzienne, de constante de Lipchitz L,
H3) Le spectre o(D f(x(t),u(t),t)) est contenu dans 'ensemble {z : Rez < 0} pour tous
x # 0, dans un voisinage de 0, ot D f(x(t), u(t),t) existe.

On va trouver une équation différentielle ordinaire linéaire de la forme

i(t) = Ax(t) + Bu(t
(1) = Au(t) + Bulo) o)
x(0) = o,
approchant 1’équation non linéaire (2.11) telle que la fonctionnelle
+oo
G(AB) = [ I alt), u(t).t) ~ As(t) ~ Bu(t) . (2.13)
0
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soit minimale. La minimisation de la fonctionnelle G(A, B) est obtenue en calculant la
différentielle par rapport a A et B. Cette minimisation nous permet de calculer les matrices

optimales Aet é, telles que
+oo
DG(A)-a=2 [ < Ax(t) + Bu(t) — f(x(t),u(t),t), ax > dt,
0

+o0
DG(B)- =2 [ < Axz(t)+ Bu(t) — f(x(t),u(t),t), Bu > dt,
0
pour toutes les matrices av et 3, en particulier pour les matrices telles que

{ Ay, = 1304ij = O,SZ(Z,j) 7£ <l7m>7
Bim = 1; Bij = 0, 5i(i, j) # (I, m).

Si on pose
( “+00
La(z) = [ @(t)2"(t)dt,
0
+o0

Lp(u) = [ u(t)u”(t)dt,

+o0

P (u,x) = Ofu(t)xT(t)dt,
(1) = J;foox(t)uT(t)dt,

Uy (a,u) = +Ofoof(x(t)w(t), a7 (t)dt,

Vnle,w) = [ Falt)ule). 0" ()

\

On obtient [41]
{ A= (Va(z,u) — BO(u,2))(Ta(z)) ", (2.1
B = (Up(z,u) — A®g(u,z))(Tz(u)) L.
Les matrices A et B sont définies et uniques a condition que les fonctions I's(x) et I'p(u)

soient inversibles.

2.8.1 Algorithme de calcul

On va utiliser le calcul précédent de maniere itérative. On suppose que les matrices
successives A; et B; sont de type stable, leur spectre est contenu dans {z : Rez < 0}. Les
matrices initiales Ay et By sont respectivement les matrices jacobienne de f en xy ou D f(x)
existe, et en ug ou D f(u) existe, xy étant la condition initiale et ug représente la commande

a l'instant ¢t = 0.
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AO = Df(l'o),
By = D f(uo).
Etape 2 : Calcul de A; et By a partir de la solution de I’équation

{ y(t) = Aoy(t) + Bov(t),

y(0) = zo,

Etape 1 : Calcul de {

(2.15)

en minimisant la fonctionnelle
—+oco
GAB) = [ If(y(t).0(0).1) = Ay(t) - Bo®)|d,
0

ou Ay et By sont déterminées de maniere unique par le systeme d’équations (2.14), = est
remplacé par y et v(t) étant la commande a l'instant ¢.

On voit ainsi que mises a part les matrices initiales, les matrices déterminées par la procédure
ne sont pas les matrices jacobiennes de f en un point donné. Par la suite, il est nécessaire
que les conditions du début de cette étude soient satisfaites a chaque pas. Si nous supposons
que cela est vrai, alors la procédure marche comme suit

Etape 3 : Pour calculer A; a partir de A;_; et B; a partir de B;_;, on doit d’abord résoudre

le systeme suivant

2.16
y(0) = xo. ( )

La minimisation de la fonctionnelle

{ y(t) = Ajy(t) + Bj_1v(t),

G4, B) = [ 15(0s(0):5(0).0) — Auy(t) = Buy(o)|ae

conduit a
{ Aj = (Wa,(yj,v5) = B;j®a, (v, 4:))(Ta, (7)) 7
Bj = (Vs,(y;,v;) — Aj®p, (v, ;) (Us, (v7)) 7"
Si les suites (A;, B;) convergent, alors (A, B) représentent la dérivation optimale de f(y(t), v(t), t)

au point (xg, up).

2.9 Conclusion

Les méthodes utilisées dans les systemes linéaires sont tres puissantes en raison des outils
disponibles (algebre linéaire, équations différentielles et systemes différentiels linéaires, etc.).

Malgré tout, se cantonner aux systemes linéaires présente plusieurs limitations :
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— Aucun systeme physique n’est completement linéaire. Les méthodes linéaires ne sont
donc appliquables que dans un domaine de fonctionnement restreint.
— Certains systemes sont impossibles a modéliser, méme localement, sous forme de
systeme linéaire.
— Certains phénomenes ne peuvent pas étre décrits par des modeles et méthodes linéaires.
Les méthodes d’étude de la stabilisation des systemes non linéaires sont basées sur 1'uti-
lisation de la linéarisation au sens des moindres carrées ou la linéarisation dynamique. Elles

peuvent conduire a des résultats plus ou moins satisfaisants du point de vue pratique.
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Application : Stabilisation du pendule
inversé commandé par un moteur

électrique a courant continu.

3.1 Introduction

Un pendule inversé est un pendule simple monté sur un chariot. Le mouvement du cha-
riot doit maintenir le pendule dans sa position d’équilibre instable (masse dirigée vers le
haut).

Le but de la commande du pendule inversé est de maintenir en équilibre vertical une tige
en aluminium a l'extrémité de laquelle est montée une masse de forme cylindrique.

Cette tige est fixée par une articulation pivotante sur un chariot qui peut se déplacer en
glissant le long dun rail de guidage horizontal.

Le mouvement de rotation d’un moteur électrique est transformé en mouvement de trans-
lation du chariot par 'intermédiaire d’une poulie et d’une courroie crantée.

Le déplacement du chariot dans un sens ou dans l'autre assure par réaction 1’équilibre ver-

tical du bras du pendule [38].
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Capteur de position
Pendule \
S ) cene
Chariot / f Lfh—x &
Poulie \/ Switcher | .
/Courroie

/ crantée

Figure 3.1 Synoptique de la maquette du pendule inversé.

3.2 DModélisation de ’ensemble chariot-pendule

L’ensemble du chariot-pendule possede deux degrés de liberté dont les coordonnés généralisées
sont respectivement x pour le déplacement horizontal du chariot et # pour la rotation du

pendule.

Figure 3.2 Schéma de I’ensemble chariot et pendule inversé.
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Les parametres de I'ensemble pendule-chariot sont :

Parametre Terme Unité
Masse du chariot M=23 Kg
Coefficient de frottement des roues du chariot | b=5 x 107° N -s/m
Position du chariot x(t) m

Coefficient de frottement de rotation du pendule | p =5 x 1073 | N - m - s/rad

Masse du pendule m = 0.2 Kg
Demi longueur du pendule [=0.3 m
Angle de rotation du pendule 0(t) rad
Force exercée sur le chariot F(t) N

Intensité de la pesanteur g =9.81 m/ s

Les équations du mouvement du pendule sont déterminées par le formalisme d’Euler-
Lagrange qui est basé sur le principe de la conservation de 1’énergie mécanique.

Le Lagrangien est défini comme suit :
L=E,—E,, (3.1)

ou E, est I'énergie cinétique du systeme et £, I'énergie potentielle.

3.2.1 Energie cinétique du systéeme en mouvement

L’énergie cinétique du chariot est donnée par :

1
E. = 5]\/[552. (3.2)
L’énergie cinétique du pendule est donnée par :
E Lo + L2 (3.3)
em — MU o ; .
2 ¢ 2

ou v, est la vitesse de centre de gravité du pendule, 0 la vitesse angulaire du pendule et J

le moment d’inertie. La position du centre gravité du pendule est donnée par :
- -
re = (x +1sinf) i +lcosb j. (3.4)

La vitesse du centre de gravité du pendule est donc :

_dr,
Cdt

Si on remplace les équations (3.4) et (3.5) dans I’équation (3.3), on obtient :

= (i + 16 cos 9)7 — 1fsin 97. (3.5)

Ve

1 : 1.
E.. = 5m(;i:2 + 216 cos O + 126%) + éje? (3.6)
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Finalement 1’énergie cinétique totale de I’ensemble chariot-pendule est donnée par :

1 1 . . 1 .
E,=E. + E.n = QM:tQ + §m(¢2 + 22160 cos 0 + 1260%) + §J02. (3.7)

3.2.2 Energie potentielle du systeme

Puisque le chariot est en mouvement sur un rail horizontal, alors le seul élément possédant
une énergie potentielle est le pendule.

L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est donnée par :
E, = mglcosb. (3.8)

Si on remplace les équations (3.7) et (3.8) dans I’équation (3.1), on obtient :
1

1 . 1
L= §M:t2 + §m(:ic2 + 2210 cos 0 + 120%) + §J02 —mgl cosf. (3.9)

On utilise maintenant 1’équation générale d’Euler-Lagrange suivante :
d (0L oL 0D
— | — ——+—.f:Fj, (3.10)
dt \og; ) 98
ou §; désigne les deux degrés de liberté & = z(t) et & = 0(t), Dy désigne I'énergie dissipée
par frottement, F' la force généralisée et L représente le Lagrangien.

On définit donc I'équation de Lagrange pour le pendule inversé comme suit :

-Sij=1,ona:
% (%) - g—j = F — bi. (3.12)

Ceci implique que :
% <M9'c+m9'c+mlécos€> —0=F —bi. (3.13)

Donc la premiere équation de Lagrange est

(M + m)i +mlf cos§ — mlf*sin@ = F — bi. (3.14)

-Sij=2ona:
% (%) _ g_g _ i, (3.15)

Ceci implique que :
% <ml9’c cos 0 +mi*0 + J9> — (—mlifsin 6 + mglsin 0) = —pf. (3.16)
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Donc la deuxieme équation de Lagrange est
(mi? + J)0 + mli cos 6 — mlif sin 6 4+ mlif sin @ — mglsin 6 = —pf. (3.17)
Le modele mathématique de I'ensemble chariot-pendule est donné par :

hi + bi: + mlf cos @ — ml@?sinf = F,
mlicosQ+Né+p9—mglsin9 =0,

ouh=M+met N=ml*+J.

3.3 Modélisation du moteur électrique a courant continu

a aimant permanent commandé par 1’induit

Comme le moteur utilisé pour entrainer le chariot est un moteur a courant continu et a

aimant permanent, le flux inducteur est constant (¢(t) = o).

i,(1)

Jm
7.0 .//,‘\'\ L) . \ — e
\,__,/ N7 7
R.L,

Figure 3.3 Schéma électrique et mécanique de I'induit.

Les parametres du moteur sont :

Parametre Terme Unité
Résistance de 'induit R,=25 Q
Inductance de I'induit L,=25x10"* H
La tension d’alimentation de 'induit du moteur | —2.5 < V. < 2.5 |4
Intensité du courant iq (%) A
Constante électrique du moteur K, =5x 1072 N/A
Constante mécanique K, =5x1072 Nm
Force contre électromotrice (Fcem) I(t)
Moment d’inertie Jm=14x107% | Kg-m?
Couple résistant C.(t)
Couple moteur Chn(t)
Coefficient de frottement visqueux fm =1075 Kg-m?/s
Vitesse angulaire de ’arbre de moteur Qm rad/s
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Les équations régissant le fonctionnement du moteur a courant continu et a aimant perma-
nent sont :
Les équations électriques :

— Equation de l'induit :

+E(t). (3.18)

Equation de la Fcem :
E(t) = K@OQm(t) = Ky, (319)

ou K est une constante générale liée a la machine tournante (MKSA).

— Equation mécanique :

Colt) = T, dQ&’;(” 4 Co(t) + (). (3.20)
— Equation du couple :
Cin(t) = Kpig(t). (3.21)

3.3.1 Modele d’état du moteur

Si on considere que la vitesse angulaire de I'arbre de moteur comme sortie et (C,.(t) =
0), alors en remplacant ’équation (3.21) dans I’équation (3.20) et I’équation (3.19) dans
’équation (3.18), on obtient :

( A —fm  Km
dt(t) _ % fj_" Q. (1) N 0 V(t)
di;gt) —LKb 7LRCL ia (t) LL c )
N a (3.22)
y = ( 10 ) o .
\ ia

3.4 Modélisation du systeme global : moteur-chariot-

pendule

3.4.1 Relation entre la force mécanique et la tension

Si on néglige la dynamique du moteur , on a :

Ve = Ralq + Ky, (3.23)
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Et comme x = r®, ou ® est la position d'un point quelconque située sur le périmetre de la

poulie et r = 0.0027m le rayon de la poulie, on obtient :

dd
& =1 =1y (3.24)

Ceci implique que :

Q= = (3.25)

En remplagant 1’équation (3.25) dans I’équation (3.23), on obtient 1'expression du courant

de l'induit 7, qui s’écrit :

Ve Ky .
I, =—=— . 3.26
R, TR, (3.26)
Le couple produit a ’arbre du moteur crée une force qui est donnée par
Cn  Knl,
F=""= . (3.27)
r r
En remplagant I’équation (3.26) dans I’équation (3.27), on obtient :
K, K, Ky |
F==2Vy, - ’ (3.28)

x.
C
rR, 2R,

3.4.2 Modele d’état de ’ensemble moteur-chariot-pendule

Le modele mathématique de 1’ensemble chariot-pendule est donné par :

hi + bi: +mlf cos § — mlf?sin 0 = F.
mli cos @ + NO + pf — mglsinf = 0.

Ceci implique que :

F 4+ mlf?sinf — bi mlcosf

| h F+mlé?sinf — bi

mglsin® — pd N . ml cos 6 mglsin — pd
i = , 0= . (3.29)
hN — m?[? cos? 0 hN — m?[? cos? 0

Si on pose z comme vecteur d’état du nouveau systeme tel que :

Z:<Zl 2y 23 z4>T=<x z 0 9>T, (3.30)
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alors on aura :

( .
21 = Z9.
s —bN . m212g . mlp cos z3 mlN sin z3 2
22 = ANZm212 cos? 23 22 hN—m2I12 cos? z3 COS 23 81N 23 + hN—m2I2 cos? z3 Z4 + hN—m2(2 cos? z3 74"
4 N K1/ N KmK, ,
hN—m?Z2l2 cos? z3 Rqr ' € hN—m212 cos? z3 Rgqr2 72
Z"3 = Z4.
. mgl P mlb cos z3 m313g cos? z3 sin 23 o m?1%pcos? z3
24 = N SIn z3 NZ4 + hN—mZ212 cos? z3 Z2 + hN—m?Z2l2 cos? z3 N(hN—m?2I? cos? 23)24'
_ m?212 cos z3 sin 23 22 o ml cos 23 Km Vv + ml cos z3 KmeZ
hN—mZ212 cos? z3 ~4 hN—mZ2l2 cos? z3 Rar ' € AN—mZ212 cos? z3 Rgr2 ~2:
N = x2.
= Z3.
L Y2 3

(3.31)

3.5 Linéarisation du modele autour du point d’équilibre

instable (0§ = 0)

Le modele du pendule inversé est trop complexe et non linéaire, et comme 1’objectif de
la commande dans le systeme du pendule inversé est d’asservir la position z du chariot et
I’angle € a zéro, alors une linéarisation autour de cet état a été établie.

Le développement en série de Taylor a ’ordre 1 au voisinage de 6§ = 0 des fonctions cos 6

et sin @ est donnés par :

cosf ~ 1,
sinf ~ 6.

On considere que tous les termes d’ordre supérieur sont nuls :
0% ~ 0. (3.32)

En remplacant I'équation (3.28) dans le systeme (3.31), on trouve le systeme d’équation

linéaire du systeme moteur-chariot-pendule suivant :

;

21 = Z29.
s —bN NEmKy __m?i%g
Z2 = (thmQZQ (thleZ)Raﬂ) 22 T EN—m2E*3
mlp N Km

TNz A T e e Ve
23 = Z4.
L mlb mlKn Ky mgl m313¢g (333)
2=\ pn—m2E T N Ra? ) 2 T\ N T Nan—maey ) %8

272
(e m=l=p o ml Km
<N T NNy ) P4 T RNl Ry Ve
= 2.
L Yo = Z3.
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Le modele linéaire (3.33) peut étre écrit sous la forme suivante :
{ £(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = C=(1),

ou

0 1 0 0
0 —bN . NKn Ky . m?l%g mlp
A= hN—mZ2[2 (hRN—m?2I12)Ry1? hN—mZ2[? hN—m?Z2i?
- )
0 0 0 1
0 mlb + mIKm Ky mgl + m33g P m212p
hN—m?212 (hN—mZ212)R,1? N N(hN—m?21?) N N(hN—mZ2i2)
0
__ N Kn 100 0
22
B = hN—m?l? Ror et C = ; u = ‘/c
0 0010
ml K

" AN—mZ2I2 Ryr
Si on utilise les parametres réels dans le modele du pendule inversé linéarisé au voisinage

de 6y = 0, on obtient I’exemple numérique suivant :
{ (t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = C=(1),

ou

0o 1 0 0
| 0 05786 05339 0.004 |
0 0 0 1
0 1.2443 22.2449 —0.1890
0
0.3124 (1 0 0 0)
— C = et u(t) = V..
0 0010
—0.6719

Les valeurs propres de la matrice A sont données par
Spec (A) ={0,—-0.5483, —4.8291, 4.6093}.

Celles-ci montrent que le systeme est instable. Cela justifie 'utilisation d’'une commande
permettant la stabilisation du pendule. On va utiliser la commande optimale linéaire qua-
dratique (LQ) et la commande par retour d’état proportionnel, intégral et dérivé (PID) par

placement des poles pour stabiliser le systeme.
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3.6 Stabilisation du pendule inversé par la commande
LQ

3.6.1 Choix des matrices de pondération

Nous utilisons la regle de Bryson pour trouver les matrices de pondération @) et R, en

choissant les matrices suivantes :

025 0 0 0

0 1 0 0
Q= , et R =0.16.
0 0 0.1014 0

0 0 0 1

3.6.2 Gains du régulateur

L’utilisation de l'algorithme LQR (Linear-Quadratic-Regulator) pour la recherche des
gains optimums est d'une grande efficacité. La matrice de gain K qui minimise la fonction

de cotit J est donnée par :
K=(-12500 —6.6573 —85.7402 —18.1005 ).
Les poles de la boucle fermée sont :
Spec (A — BK) = {—5.6559, —3.9326, —0.7957, —0.4655}.
La commande de systeme est donnée par

u(t) = ( —1.2500 —6.6573 —85.7402 —18.1005 >z(t).
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3.6.3 Résultat de simulation
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Figure 3.4 Résultat de simulation de stabilisation du pendule inversé linéarisé avec le
régulateur d’état LQ, [x,at,@,@] =10.2,0,0.2,0].
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La figure 3.4 montre que le systeme du pendule inversé linéaire se stabilise quelle que

soit la perturbation. Si la perturbation égale 0, le systeme est stable au bout de 9.41 sec et

le déplacement du chariot ne dépasse pas 0.66 m. Si la perturbation égale 0.05, le systeme

est stable au bout de 12.5 sec et le déplacement du chariot ne dépasse pas 4.2 m, et si

la perturbation égale 0.1, le systeme est stable au bout de 13.33 sec et le déplacement du

chariot ne dépasse pas 9 m.
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3.7 Stabilisation du pendule inversé par la commande

PID par placement des poles

Dans cette application, la matrice de commandabilité est donnée par :

0 0.3124  —0.1838  0.4674
0.3124  —0.1838  0.4674  —0.6145
C=[B AB A*B A’B]= ,
0 —0.6719 05157 —15.2725

—0.6719 0.5157 —15.2725 14.9399

donc detC = 19.6091. Cela signifie que tous les états du systemes sont commandables,
alors les matrices A et B peuvent étre mises sous la forme commandable. La matrice de

transformation P, est donnée par :

(0 0 0 1)'0‘1 —0.1517 —0.0013 —0.0707 —0.0006
(0 00 1)-6*1-/1 0  —0.1517 —0.0126 —0.0705
P.= = P. =
: 0 0.0000 —1.4883  0.0000
(o 0 0 1).(;—1.An—1 0 —0.0000 0.0001 —1.4883

Les matrices A. et B, sont données par :

0 1.0000 —0.0000 0

0 —0.0000 1.0000 0

0 —0.0000 —0.0000 1.0000
0 12.2066 22.1411 —0.7676

= o O O

Les poles a imposer au systeme en boucle fermée sont choisis tels que :
M =1L A=-2)N=-3 )\ =—-4 ) =—10.
Le polynome caractéristique du systeme en boucle fermée est dans ce cas donné par :
Pies(N) = A7 4 20" + 125)% + 278)\% + 304\ + 240.

L’¢tape 5 de l'algorithme permet de calculer dans la nouvelle base les matrices de gain

proportionnel, intégral et dérivée K., K;. et Kg. :
Ky = ( 0 —12.2066 —22.1411 0.7676 ) ,

Ko = ( 940 —304 —278 —125 )
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ch:<0

0 —20 0).

Donc la commande du sytsteme est donnée par

¢
u(t) = Kpz(t) + K; / z(T)dT + Ky et
0

ou

dz(t)

K, = KpCPJ1 = < 0 1.8519 33.1074 —-0.2814 ) )

K, =K;.P ' = ( 36.4156 46.4332 434.5419 207.6287 ) )

K=Ky P ' = < 0 —0.0002 29.7663 —0.0001 ) .

3.7.1 Résultats de simulation

I

Position de chariot (m)
o P
o oLk 00N O
>
(
|
\
\
\&

20 25 30 35 40 45 50

Position de pendule (rad)

20 25 30 35 40 45 50

La perturbation

0 5 10 15

20 25 30 35 40 45 50
Time (s)

Figure 3.5 Résultat de simulation de stabilisation du pendule inversé linéarisé avec le

régulateur d’état PID par placement des poles, [z, &, 6, 60] = [0.2,0,0.2,0].

La figure 3.5 représente le résultat de simulation de la commande par retour d’état

proportionnel, intégral et dérivé, appliqueé pour la stabilisation de pendule inversé linéarisé

autour de § = 0 avec les conditions initiales [z, &, 6, 6] = [0.2,0,0.2,0]. Cette figure montre

que le systeme du pendule inversé linéaire se stabilise quelle que soit la perturbation. Si
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la perturbation égale 0, le systeme est stable au bout de 14.44 sec et le déplacement du
chariot ne dépasse pas 0.9 m. Si la perturbation égale 0.05, le systeme est stable au bout
de 14.75 sec et le déplacement du chariot ne dépasse pas 1.6 m, et si la perturbation égale
0.1, le systeme est stable au bout de 14.6 sec et le déplacement du chariot ne dépasse pas

2.6 m.

3.8 Conclusion :

La commande LQ stabilise le systeme et elle permet en outre de minimiser 1’énergie
(Fonction de cout), donc cette commande est optimale.

La commande PID par placement des poles stabilise le systeme sans une prise en compte
de I'aspect énergétique.

Le choix des coefficients K, K, et Ky est tres important pour la commande, car ces

coefficients sont déterminants pour la rapidité, la précision et la stabilité.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilisation des systemes dynamiques par re-
tour d’état avec la commande linéaire quadratique (LQ) et la commande proportionnelle,
intégrale et dérivée (PID) par placement des poles.

Avant de procéder a la stabilisation des systemes dynamiques, on a d’abord fait une
synthese sur la stabilité des systemes dynamiques en se basant sur la méthode de Lyapounov
et sur le critere de Routh.

La commande LQ stabilise les systemes linéaires par retour d’état. Cette commande LQ
est calculée au moyen de 1’équation de Hamilton, et ce, en introduisant la regle de Bryson
qui choisit les matrices de pondération et en calculant la solution de 1’équation de Riccati
pour déterminer la commande LQ).

La commande PID par placement des poles stabilise les systemes linéaires par retour
d’état. Le choix des coefficients K, K; et K, influe sur les caractéristiques de réponse du
systeme.

Dans le cas des systemes non linéaires, nous avons appliqué la linéarisation qui a permis
d’obtenir un modele linéaire. Par conséquent, la stabilisation d'un systeme non linéaire
revient a stabiliser un autre systeme linéaire qui lui est proche.

On oriente actuellement nos recherches autour de trois axes :

- Les criteres de stabilité pour les systemes dynamiques commandés non stationnaires.

- Les commandes qui stabilisent par retour d’état les systemes dynamiques commandés non
stationnaires.

- Le développement d’outils formels et des algorithmes pour la linéarisation des systemes

dynamiques commandés non stationnaires au sens des moindres carrées.
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Résumeé

Apres un rappel sur la stabilité des systemes dynamiques linéaires et non linéaires, on étudie
dans ce mémoire deux types de commande pour stabiliser les systémes dynamiques linéaires
et non linéaires par retour d'état.

Pour stabiliser un systéme linéaire, on utilise la commande optimale qui minimise la
fonction de co(t (minimisation de I'énergie), ou une autre commande PID par placement des
pbles. Cette derniere améliore le dépassement du systeme et le temps de réponse, mais elle
ignore le colt énergétique qui peut causer un deficit a I'actionnaire.

Pour stabiliser un systéme non linéaire, on utilise la linéarisation autour du point d'équilibre
qui nous donne un systéme linéaire et auquel nous appliquons les méthodes précédentes.

Mots Clés : Systemes dynamiques linéaires et non linéaires, Stabilité, Commande, Retour
d'état, Stabilisation.

Abstract

After a bref retrieval on the stability of linear and nonlinear dynamical systems, we study in
this thesis two types of control to stabilize both linear and nonlinear dynamical systems.

To stabilize a linear system, we use the optimal control by state feedback which minimizes
the cost function (minimization of the energy), or another PID control by pole placement. The
latter improves response time specifications, but it ignores the energetic cost, causing to the
actuators to break down.

To stabilize a nonlinear system, the linearization around the equilibrium point gives us a
linear system for which we use previous control methods.

Keywords : Linear and nonlinear dynamical systems, Stability, control, State Feedback,
Stabilization.
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