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0.1 Introduction

On s’intéresse d’une facon générale dans cette thése a 1’étude de secteurs
elliptiques pour les systéemes différentiels du plan et a leur persistance dans
les discrétisés obtenus par la méthode d’Euler.

Considérons le champ de vecteurs

{90 = fl(x,y; (1)

Yy = gl(xvy

ou () =d/dt et fi et g, sont des fonctions analytiques de R? dans R.

On suppose que le systéme (1) admet 'origine comme point stationnaire
isolé.

Le systéme (1) peut s’écrire au voisinage de 1'origine sous la forme

{ T = ax+by+ Px,y) 2)

j = cw+dy+Qz,y)

ol a, b, c et d sont des réels et P et () sont des fonctions analytiques dont le
développement de Taylor au voisinage de 'origine commence par des termes
de degré total supérieur ou égal a deux.

Notons M = Z b ) la matrice de la partie linéaire du systéme (2).

d
On suppose que la matrice M posséde deux valeurs propres réelles A\; et As.

Lorsque A; et Ay sont non nulles, I'origine est dit hyperbolique. Le portrait de
phase est alors décrit qualitativement par le théoréme de Hartman-Grobman
[2, 3, 36, 38|.

Dans le cas ou seul A; est nul, 'origine est dite semi-hyperbolique. C’est un
noeud, un col ou un neeud-col (cf. [43], p 241, [50]).

Le cas étudié dans ce mémoire est celui ou \; = Ay = 0. Le point singulier
(0,0) est dit non élémentaire [23, 49| ; c’est ce type de singularité auquel on
s'intéresse dans ce travail. Il existe deux situations possibles. La premiére est
celle ou la matrice M est nulle; le point singulier (0,0) est dit linéairement
nul |23]. Dans ce cas, le comportement des solutions au voisinage de 'origine
est trés complexe; par exemple, si P et () commencent avec des termes de
degrés m, le voisinage de l'origine est partagé en 2(m + 1) régions de trois
types différents : parabolique, hyperbolique et elliptique [50], cf. Fig. 1 pour
une description du portrait de phase.
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FIGURE 1 — Les trois régions, hyperbolique, parabolique et elliptique, au
voisinage d’un point linéairement nul.

La deuxiéme situation est celle o1 la matrice M n’est pas nulle et peut donc

01
0 O).Danscecas, le

point singulier (0, 0) est dit nilpotent. A titre d’exemple, on peut citer dans ce
cas le point de Bogdanov-Takens qui est le croisement de trois bifurcations :
neeud-col, Andronov-Hopf et homocline, en p; = ps = 0 dans le systéme [53]

se ramener par une transformation linéaire a M’ = (

T o=y
Y = 1+ por + 2+ ay.

ol p1 et o sont des parameétres réels.

C’est cette deuxiéme situation qui est 'objet principal de la thése.

On s’intéressera dans ce mémoire aux secteurs elliptiques qu’on définira plus
bas. Plus précisément, on s’intéressera a 1’étude de secteurs elliptiques pour
les systémes différentiels du plan et on étudiera la question de la persistence
de ces secteurs dans les systémes discrétisés obtenus par la méthode d’Euler.
La réponse est « oui » pour les systémes analytiques ; cela est précisé a la fin
de cette introduction. Dans le cas ou M = 0, la situation générale semble
inextricable. Nous n’avons exploré ce cas qu’a travers un exemple.

Bréve description de la littérature existante :

Les travaux de W. J. Beyn [5], B. Fiedler et J. Scheurle [30] ainsi que Y. K.
Zou |55] traitent le cas d’orbites homoclines non dégénérées d’un systéme au-
tonome. Ces auteurs donnent une estimation de l'erreur d’ordre O(h?) entre
la solution homocline du systéme différentiel et celle du discrétisé associé par
la méthode d’ordre d & un pas h. De plus, la longueur (k) de I'intervalle du
parameétre sur lequel I'orbite homocline persiste, vérifie I(h) < C'exp(—n/h)
ou C' et n sont des constantes positives.

Dans [7], W. J. Beyn montre que le portrait de phase d'un systéme dy-
namique au voisinage d’un point singulier hyperbolique est, sous certaines
conditions fortes, correctement reproduit dans un intervalle de temps arbi-
trairement grand, par des méthodes numériques a un et plusieurs pas. Par
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ailleurs, une trajectoire du systéme différentiel peut étre approchée par une
trajectoire discréte appropriée et vice versa, & un bon ordre de convergence,
dans un intervalle de temps arbitrairement grand. En particulier les variétés
stables et instables du systéme discrétisé convergent vers les variétés stables
et instables du systéme continu.

Dans [8], il a été montré que les méthodes a un pas appliquées a des systémes
dynamiques ayant une orbite périodique hyperbolique exhibent, pour un pas
de discrétisation suffisamment petit, une courbe fermée invariante conver-
geant vers 'orbite périodique et héritant de la stabilité de celle-ci.

Etant donné un systéme différentiel autonome avec un point singulier en (0,0)
non nécessairement hyperbolique et présentant une variété centrale instable
W W. J. Beyn et J. Lorenz prouvent dans [6] que, dans un petit voisi-
nage de l'origine, le systéme discret associé par la méthode & un pas posséde
sous certaines conditions, une variété invariante prés de W, Dans [54], Y.
K. Zou étudie I'existence de variétés invariantes pour un type spécial de sys-
témes non autonomes survenant dans 1’étude des méthodes de discrétisation.
Les résultats sont appliqués aprés discrétisation aux orbites homoclines des
noeud-cols.

Dans [10], W. J. Beyn développe une méthode numérique pour le calcul de
branches homoclines au voisinage d’un point de Bogdanov-Takens. Dans [11],
une méthode numérique a été développée pour calculer les orbites homoclines
transverses.

Dans [12], W. J. Beyn et M. Stiefenhofer développent une approche construc-
tive dans le but de prouver l'existence d’orbites homoclines dans des sys-
témes singuliérement perturbés de dimension n a deux échelles de temps.
Dans [13], W. J. Beyn prouve que la discrétisation par la méthode de Runge-
Kutta appliquée aux systéemes du gradient singuliérement perturbés produit
une dynamique discréte qui préserve, en terme de convergence, les proprié-
tés géométriques et le comportement a long terme des solutions du systéme
continu.

Dans [19], E. J. Doedel met en place une méthode numérique pour le calcul
d’orbites hétéroclines connectant deux cols dans le plan.

Dans [25], T. Eirola examine les conditions qui font que la solution du sys-
téeme différentiel soit proche de la solution du systéme discrétisé associé sur
un intervalle de temps infini. Une étude similaire a été faite dans [35] pour les
systémes structurellement stables ne possédant pas de solution périodique.
Par ailleurs, M. Feckan montre dans [27] que, dans le cas hyperbolique, la
variété stable locale du systéme discret tend vers celle du systéme différentiel



correspondant quand le pas de discrétisation tend vers zéro (voir aussi [28] et
[34]). B. M. Garay donne dans [33] une extension de ce résultat aux systémes
différentiels non autonomes. Une approximation du développement de Taylor
de cette variété a été donnée dans [26]. Dans [29] M. Feckan montre que, dans
le cas hyperbolique, les applications définissant le champ de vecteurs et le
discrétisé associé par la méthode & un pas sont uniformément topologique-
ment équivalentes.

Des résultats de stabilité structurelle de flots par rapport a des méthodes
numériques ont été établis dans [44]-[47].

Le probléme de calcul numérique d’orbites homoclines, hétéroclines et pério-
diques et celui d’approximation de portraits de phases ont été étudiés dans
[6]-[14], [19]-[21], [30]-[32], [54] et [55].

Forme canonique de (2) :

Le cas ou la matrice M est non nulle et posséde deux valeurs propres
nulles est une situation trés dégénérée. C’est pour cette raison que partir de
la forme normale est une chose incontournable.

Dans le cas ou le point singulier est nilpotent, le systéme (2) se raméne par
un changement de variables linéaire a

T = y+f2<$7y)
{ y = gg(x,y) (3)

ol fy et go sont analytiques au voisinage de 'origine et de valuation totale
au moins deux.

Le changement de variables X = z, Y = y + fa(x,y), transforme le
systéme (3) en un systéme de la forme

X =Y
{ Y = Gy(X,Y). )

En reprenant les notations habituelles x et y et en isolant les termes de degré
0 et 1 en y, on ramene le systéme (4) a la forme [1]

{“ﬁ" - v 5)
g = az’ (1+k(x)+baPy(1+g(x)+v°f (z,9)

ou f, g et k sont des fonctions analytiques, telles que k£(0) = ¢g(0) = f (0,0) =
0. Par ailleurs, a et b sont des paramétres réels et r et p sont des paramétres
entiers, vérifiant » > 0, p > 1 et a # 0.
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Le systéme (5) admet un secteur elliptique [1, 50| lorsque r = 2m+1, m > 1,
a<0,b#£0,p>1, pimpair et

~ oubien p=met A =0+ 4(m+ 1)a > 0,

— ou bien p < m.

Le systéeme (5) est appelé une forme canonique de la famille des sys-
téemes différentiels du plan dont la matrice Jacobienne associée en (0,0) est
nilpotente non nulle. Dans |24, 50] la forme (5) est appelée forme normale.
Cependant, 'expression « forme normale » est largement utilisée dans la lit-
térature dans un sens différent de celui qui est exposé ici. C’est pourquoi
dans cette thése nous dirons que le systéme (5) est une forme canonique. On
trouve le mot « canonique » dans [1].

Rappelons briévement que la mise sous forme normale du systéme (1) consiste
a écrire (1) sous la forme la plus simple possible ; une forme normale d’ordre
r — 1 d’un systéme différentiel du plan dont le second membre est de classe
C" (dans la pratique on prend r > 4) [53] est une équation de R? de la forme

W =MW + E(W)+ ...+ F._y(W) + o(|W]").

Elle est obtenue a partir du systéme (1) par une suite de changements de
coordonnées analytiques, ou Fi(W) € Gi,2 < k < r, 'ensemble G étant
I’espace suplémentaire de

LP(Hy) = { LB (h(W)) = —(Dhy(W)MW — Mhy(W)); hi(W) € Hy.},

ou l'espace Hj, est 'espace des polyndmes homogénes a valeurs vectorielles
(une des bases de Hj, est constituée des éléments formés par le produit de
tous les polynomes homogénes de degré k avec chaque élément de la base de
R?).

On s’intéresse en grande partie dans cette these a la famille des systémes
différentiels donnés par (5) dans le casoup=met A =0*+4(p+1)a >0
et a son discrétisé obtenu par la méthode d’Euler

{ Tptl = Tp + hyn

Yn1 = Yo+ h(aziP (L +k (20)) + b2by, (14 g (20)) + Yo f (2, yn))( |
6

ot h > 0 est le pas de discrétisation.

Le but de ce travail est d’étudier le comportement asymptotique d’objets

associés au systéme (6) lorsque h tend vers zéro, tels que les solutions ho-

moclines et les secteurs elliptiques. Nous avons choisi d’utiliser le formalisme
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de l'analyse non standard dans la version IST (idéalisation, standardisation
et transfert) d’E. Nelson. Les outils de I'analyse non standard utilisés seront
essentiellement le principe de permanence ("Fehrele") et les outils plus spé-
cifiques des systémes dynamiques tels que le lemme de I'ombre courte et le
lemme de stroboscopie (cf. chapitre 1). Le parameétre h sera ainsi supposé,
dans tout le travail, infiniment petit.

Par ailleurs, pour explorer le comportement des solutions au voisinage de
la singularité, on utilisera des éclatements déduits a partir du polygone de
Newton.

Structure de la thése :
Dans le premier chapitre on ne considére que le cas p=m =1

{9? - v )
§ = az® (L4 k(@) +bay (149 (2) + 9*F (2,9)

On commencera d’abord par le paradigme

T o=y
{ y = ax®+ by (8)
de la famille (7). On se place dans la situation générique ol on suppose que
A = b? 4+ 8a > 0. On montre l'existence d’un secteur elliptique dans le sys-
téme (8) et aussi sa préservation dans le systéme discret associé par Euler.
On utilise ensuite les propriétés des solutions du systéme (8) pour montrer
que ce résultat reste vrai dans le systéme (7) quand A > 0 et dans le systéme
discret obtenu par la méthode d’Euler.
A partir d’'un systéme général de la forme (1), plusieurs études sont pos-
sibles :
- On peut ramener ce systéme a une forme canonique (5) par un difféomor-
phisme, puis discrétiser par la méthode d’Euler pour aboutir a la forme (6).
- On peut aussi discrétiser directement (1), puis ramener le systéme discret
obtenu & une forme canonique adaptée aux systémes discrets.
Ces deux opérations ne commutent pas nécessairement mais nous verrons
que le discrétisé de (1) peut se ramener a une forme trés voisine de (6) : au
terme hy?f(z,y) s’ajoute un terme h?G(z,y) (cf. éq. (1.34)).

Dans le deuxiéme chapitre on généralise le résultat principal du chapitre
1, pour une famille plus générale de systémes différentiels. Il s’agit du systéme
(5) dans le cas p=m et A =b*+4(p+ 1)a > 0.
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Dans le troisiéme chapitre on montre la préservation du secteur elliptique
dans le discrétisé obtenu par la méthode d’Euler du systéme différentiel (5)
dans le casp=m et A =0*+4(p+ 1)a = 0.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse au systéme différentiel (2) dans le cas
ol la matrice M est nulle; plus précisément, on étudie le systéme

T = :L’Q _ y2 9
{ y = 2exy 9)
ol € est un parameétre réel strictement positif. Le début du chapitre 4 explique
le lien entre le systéme (9) et l'itération du classique polynéme complexe
2% + c¢. On montre qu’en dehors des solutions issues de I'axe (o), toutes les
orbites du systéme (9) sont homoclines. On montre que cette propriété reste
vraie dans la partie limitée du plan pour le discrétisé de (9) obtenu par la
méthode d’Euler.

Finalement, on donne en annexe un petit rappel sur 'analyse non stan-
dard ainsi qu'un algorithme permettant 1'utilisation du polygone de Newton
dans les éclatements.

Ce que ne contient pas cette thése :

Rappelons que la forme canonique est donnée dans (5) et que m est
donné par r = 2m + 1. Les cas étudiés dans la these sont les cas parmi les
plus génériques m =p=1,A>0et m=p>2, A > 0.

Le cas m > p a été aussi étudié de pres. On a montré que le secteur elliptique
persiste aprés discrétisation par la méthode d’Euler. Cette situation n’est pas
rédigée ici.

De méme aussi pour le cas p =m et A =0 : on a montré que le résultat de
préservation du secteur elliptique dans le discrétisé associé par la méthode
d’Euler, reste vrai pour les systémes différentiels difféeomorphes aux systémes
sous forme canonique. Ce cas n’est pas rédigé ici. En fait, on a préféré regarder
d’autres situations comme ce qui se passe quand M = 0, plutot que de rédiger
ces cas, dont les idées principales des démonstrations sont déja données au
chapitre 1.

Dans le cas ou la matrice M est nulle, la situation est trop dégéné-
rée pour qu’'une preuve englobant tous les cas soit envisageable. On s’est
ainsi contenté de 1'étude d’un exemple présentant deux secteurs elliptiques.
D’autres exemples de systemes différentiels du méme genre ainsi que des sys-
témes présentant trois, voire quatre secteurs elliptiques, ont été construits,
et quelques généralisations ont été établies mais ne sont pas cités dans cette
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these. L’inexistence d’une forme normale dans ce cas justifie le fait qu’il n’y
a pas ici de preuve sur les systéemes différentiels difféeomorphes aux systémes
ayant une matrice M nulle.

On attire 'attention du lecteur sur le fait que le chapitre 2 généralise le
chapitre 1. Signalons que les grandes idées du travail ont été exposées d'une
fagon détaillée dans le chapitre 1.

Tout ce travail a été réalisé dans le cas des systémes différentiels suffi-
samment réguliers, voire analytiques. Dans le but de rechercher des contre-
exemples pour lesquels il n’y a pas de préservation du secteur elliptique aprés
discrétisation, plusieurs exemples de systémes ont été testés, mais aucun ne
présente une perte du secteur elliptique. Par contre dans le cas de I'existence
d’une unique solution homocline, on a montré sur ’équation de Duffing que
bien que la solution homocline présentant un changement de concavité, ne se
préserve pas apres discrétisation. Ce travail non plus n’est pas présenté ici.

L’utilisation des éclatements nous a permis de désingulariser les singula-
rités dégénérées et de procéder ensuite a des recollements. L’utilisation de
I’analyse non standard nous a dispensé d’étudier une famille de systémes dé-
pendant du pas de discrétisation h qui tend vers zéro. On a donc fixé ce pas,
supposé infiniment petit.

10



Chapitre 1

Secteur elliptique dans le systéme
différentiel générique et dans son
discrétisé

Dans ce chapitre on s’intéresse a ’étude de 'existence d’un secteur ellip-
tique pour le systéme (5)

=y
{ g = ax" (1+k(x)) +baPy (1+g(x)) +v*f (z,)

et de sa persistence dans le discrétisé associé par Euler

{ TInt+1 = T + hyn
Yns1 = Yo+ h(az], (1+k(z,)) + 028y, (1 + g (20)) + ¥ f (20, 9n)) ,

danslecasp=m=1(r=2m+1) et A =b>+8a > 0, ot h > 0 est le pas
de discrétisation, supposé infiniment petit.
Sans perte de généralité, grace au changement de variables

(@,y) = (—z,—y)
on supposera dans toute la suite que b > 0.

Pour voir de prés ce qui se passe localement dans ce cas, c’est-a-dire dans le
systéme (7)

b=y
{ g = ar’(1+k(2) +bey (1+g(2) +vf (2,9)

11



et dans son discrétisé

{ Tpt1 = Tn + hyn
Uni1 = Ynth (axi (1 +k (xn)) + 0TnYn (1 +9 (xn)) + y’r21,f (xm yﬂ)) )

(1.1)

on se focalise sur I’étude du comportement global du paradigme (8)

=y
v = ax®+ by

et de son discrétisé

Ynt1 = Yn + N (ax% + b$nyn)

Dans la premiére section de ce chapitre, on décrit d’abord le comporte-
ment global des solutions de (8) ; ensuite on montre que dans la partie limitée
du plan toutes les solutions du systéme (1.2) issues de la partie limitée du
secteur elliptique de (8) sont homoclines.

Dans la deuxiéme section on s’intéresse au comportement des solution du
systéme (7), en montrant l'existence d’un secteur elliptique qu’on décrit lo-
calement.

Dans la troisiéme section, on donne la forme générale du systéme obtenu par
discrétisation de la famille des systémes différentiels planaires difféomorphes
au systeme (7).

Dans la derniére section, en représentant les deux systémes discrets (celui
obtenu par discrétisation d’Euler de (7) et celui obtenu par discrétisation de
la famille des systemes différentiels planaires difféomorphes & (7)) par un seul
systéme, on montre que la propriété d’existence de solutions homoclines est
préservée.

On commence le chapitre en donnant la définition d’un secteur ellip-
tique qui nécessite de donner la définition d’une solution homocline pour les
systémes continus. On donne au passage la définition d’une solution homo-
cline pour les systémes discrets. On définira aussi une nouvelle notion : la
S-inversibilité.

Définition 1.0.1 [1] Soit le systéme différentiel de R?

{“f’ = @) (1.3)

y = g(z,y)

12



ou f et g sont des fonctions de R? suffisamment réguliéres. Supposons que
'origine est un point singulier isolé de (1.3). Soit rg > 0 un réel suffisamment
petit pour que le cercle C' de centre (0,0) et de rayon rg, ne contienne que
(0,0) comme point singulier.

Supposons qu'il existe deux solutions 7, et v, du systéme (1.3) tendant vers
'origine ; notons ~; et 75 les orbites respectives correspondantes. Supposons
par exemple que c’est quand ¢ tend vers tT pour v; et ¢ tend vers ¢t~ pour
Y2, ou t1, t7 € RU{+o0}, avec JtT, ¢t [ est l'intervalle maximal d’existence
de 7 et de 5. On suppose que ] et 75 ne sont pas entierement dans le
disque D(0,70). Soient M; et M les points d’intersection de ~f et de 73
respectivement, avec le cercle C tels qu’en tenant compte du sens de parcours
des orbites, M; est le dernier point d’intersection de v avec le cercle C' et
M, est le premier point d’intersection de 74 avec C' (Fig. 1.1).

Soit o la courbe fermée formée par les deux parties OM; et O My respectives
des deux orbites 77 et 75, par 'origine et par l'arc de cercle M; M,. La région
ouverte R, bordée par o est appelée secteur.

FIGURE 1.1 — Un secteur.

Définition 1.0.2 [16, 42] Une solution (z(t),y(t)) du systéme (1.3) est dite
homocline a lorigine si (x(t),y(t)) est définie sur R tout entier et tend vers
(0,0) quand ¢ tend vers +00 et quand ¢ tend vers —oo.

Définition 1.0.3 [1| Un secteur elliptique est un secteur ne contenant que
des orbites ou des portions d’orbites homoclines emboitées (Fig. 1.2).

Remarque 1.0.1 Dans la définition 1.0.3, les orbites du bord d’un secteur
elliptique ne sont pas forcément homoclines.
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FIGURE 1.2 — Secteur elliptique

Il convient de définir la notion d’orbite homocline pour le systéme discret

T+l = Tn+ hf(wm yn)
1.4
{ Ynt1 = Yn T hg(xm yn) ( )

méme lorsque "application

Fiy 2 (z,y) — (2 + hf(z,y),y + hg(z,y))
n’est pas inversible. Cela nous conduit a définir la notion de S-inversiblité :

Définition 1.0.4 L’application F}, (ou le systéme (1.4)) est dite S-inversible
si tout point limité du plan a un unique prédécesseur limité.

Pour les fonctions f et g standard, cette notion coincide avec I'inversibilité
usuelle.

Définition 1.0.5 [41] Si le systéme discret (1.4) est S-inversible et si une
solution (%, Yn)nez de (1.4) tend vers (0,0) quand n tend vers +o00 et quand
n tend vers —oo, alors cette solution est dite homocline a I’origine.

Définition 1.0.6 Soit U un ouvert du disque D(0, ), et simplement connexe.
On dit que U est un secteur elliptique pour le systéme discret (1.4) si toute
solution partant de U est homocline.

Concernant le paradigme (8) et son discrétisé (1.2), nous montrons dans ce
chapitre le résultat suivant :

Théoréme 1.0.1 Dans la partie limitée du plan, pour tout secteur elliptique

S du systeme (8), il existe un secteur elliptique du systéeme (1.2) dont [’ombre
est S.

14



1.1 Orbites homoclines du paradigme (8) et de
son discrétisé : preuve du théoréme 1.0.1

1.1.1 Orbites homoclines dans le systéme (8)

Considérons le systeme différentiel (8). Notons p(x) = —(a/b)z?. La
courbe y = ¢(x) est une partie de l'isocline y = 0 (Fig. 1.3). Désignons
par Ry, Ry, R3 et Ry les régions du plans définies par :

Ri={(z,y) eR?; >0,0<y<p(x)}
Ry ={(z,y) € R*; x>0,y <0}
Ry ={(z,y) e R?; <0,y <0}
Ry={(z,y) e R*; 2<0,0<y< o)}

FIGURE 1.3 — Portrait de phases du systéme (8).

La recherche d’une solution du systéme (8) de la forme y = az? aboutit
a I'équation
2a% = a + ba. (1.5)

Les solutions de (1.5) sont a; = (b— \/X) /4 et ag = (b+ \/X) /4 avec

A = b? + 8a.
On peut remarquer au passage que —3 < ay. Ainsi, les paraboles y = ayx
et y = apx? sont des solutions du systéme (8).

On montrera 'existence d’'un secteur elliptique dans le systéme (8) : on
montre que toutes les solutions du systéme (1.2) issues d’en dessous de la
parabole y = a;22, sont homoclines. La proposition qui suit décrit ainsi le
portrait de phase du systéme (8). La symétrie nous permet de ne considérer
que les solutions de (8) issues de points d’abscisses positives.

2
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Proposition 1.1.1 Soient (zo,y0) un point du plan tel que o > 0, v =
(x(t),y(t)) la solution du systéeme (8) issue de ce point, t € |tT,t7[ son in-
tervalle mazimal d’existence et v* l’orbite correspondant a cette solution. On
a:

1) Siyo < cuzl, alors la trajectoire v* est homocline : on a t~ = —o0,
tt = +oo et
li t) =1l t) = li t)=li t)=0.
limz(t) = lima(t) = limy(t) = limy(?)
2) Si aqxd < yo < anxd, alors t— = —oo, t+ < 400 et
li t)=li t)=0
Jomalt) = fimu(®)
et
limz(t) = limy(t) = +oo.
t—tt t—tt
De plus,
y()
ooz ()2
et t)
A
—heon(f)? Y

3) Si cxd < yo, alors la trajectoire v* coupe 'aze (oy) en un point d’ordonnée
positive. De plus, on a —oco <t~ <0 < tT < +o0 et

limz(t) = limy(t) = +o0 et limx(t) = —oo.

t—tt t—tt t—t—

Preuve de 1) :
Considérons 1’éclatement

rT=u
y = u?v
dr = udt

Dans 'annexe B, on décrit en utilisant le polygone de Newton, la procédure
permettant de trouver les éclatements adaptés.
Le systéme (8) devient

v = a+bv—20°

{ W= (1.6)
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ou (') désigne d/dr. Voir la figure 1.4 pour un portrait de phase de ce systéme.

FIGURE 1.4 — Portrait de phases du systéme (1.6), pour a = —1 et b = 3.

Le systéme (1.6) admet deux points singuliers : un col (0, ap) et un noeud
répulsif (0, aq).
Les droites v = a3 et v = ay sont invariantes pour le systéme (1.6) et
correspondent dans le plan (z,y) aux courbes y = ayz? et y = ayx?, respec-
tivement.
Montrons que toute solution de (1.6) partant de la bande délimitée par 'axe
(ou) et la droite v = ay coupe forcément la droite v = 0. En effet, soit v; une
trajectoire de (1.6) issue d’un point (ug,vp) tel que ug > 0 et 0 < vy < oy,
définie sur le demi-intervalle maximal [0, .y |-
Supposons que y; ne coupe pas 'axe (ou). On a

YVt €10, tmax[, 0 < v (t) < vp.
Puisque la courbe d’équation

y=a+ br —22°
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est le graphe d’une fonction croissante sur l'intervalle | — oo, a4, on a

v < a+ buy — 205,

Notons Vo = a + bvg — 2v2. On a Vi < 0 et
v (t) < Vot + vp. (1.7)

On aurait
Vt € [0, tumax[, v () < wvou (t),

c’est-a-dire
Vit € [0, tmax[, w(t) < ugexp(vot).

Si la solution v; restait dans la région

{(u,v)ERQ; 0<v<a2},

par le théoréme de sortie de compacts [37], ceci entraine que tya, = +00.
L’inégalité (1.7) donnerait alors v (tmay) < 0 en contradiction avec I’hypo-
these.

Il en résulte que la trajectoire y de (8) issue de (xg, yo) coupe 'axe (ox). Elle
atteint un point (x1, ;) de Ra.

Supposons maintenant que v reste dans la région Ry. Pour tout ¢ > 0,

x(t) — x4 :/Oty(s)ds

Comme dans Ry on a y (s) < y;, V0 < s < ¢, il s’ensuit que

¢
z(t) < +/ y1ds = x1 + yit (1.8)
0

Puisque 3; < 0, il existe ¢; limité positif tel que z (¢1) soit négatif. Ceci
contredit le fait que v ne quitte pas la région R,. Autrement dit, la trajectoire
~ atteint un point de R3. Ainsi, par symétrie, elle atteint en un temps 5 la
région Ry, puis le sens du champ de vecteurs fait que = atteint un point
(x(t3),y(t3)) de la région

{(x,y) eR?; y> p(z), v < O}
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Comme la courbe

y = o2’

est une solution du systéme (8), la région
{(aj,y) cR?*; p(r)<y<az? z<0, y> O}

est invariante sous le systéme (8). De plus, dans cette région, la composante
y est décroissante. Il s’ensuit que la partie

7" =A{®),y(t) € v,t > ts}
de la trajectoire 7 est contenue dans le compact défini par
{(z,9) e R*; p(x) <y <aa®, <0, y<y(ts)}

Comme les composantes x et y sont monotones dans ce compact, il s’ensuit
que la solution 7 tend vers l'unique point singulier (0,0) du systéme (8)
quand ¢ tend vers +oo.

Par symétrie par rapport a l'axe (oy), la solution v tend aussi vers (0,0)
quand ¢ tend vers —oo, en restant dans la région

{(z,y) € R?*; 2 >0, p(x) <y < oqu}.

Preuve de 2) :
Considérons 'éclatement

T = zw
y =2’
dn = zdt.

Ce changement de variables décrit le demi-plan y > 0. Le systéme (8) s’écrit

alors sous la forme
a , b

w o= 1—-w'— —w?
. 22 (1.9)
2 = §w3z +Hwz.

Le portrait de phases du systéme (1.9) est représenté sur la figure 1.5.
Les solutions de (1.9) sont symétriques par rapport aux axes (ow) et (0z) ;
il suffit donc de restreindre 1'étude du champ de vecteurs (1.9) au quadrant
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FIGURE 1.5 — Portrait de phases du systéme (1.9) pour a = —1 et b = 3.

{(w,2) € R?; w < 0,2 > 0}. Le systeme (1.9) posséde quatre points singu-
liers : deux cols A; = (wy,0) et Ay = (wy,0) et deux neeuds Az = (ws,0)
instable et Ay = (w4, 0) stable, ou

1/2 1/2
wy = - a. , Wy = — Y )

2a 2a

1/2 1/2
(—b—ﬁ) / <—b—ﬁ> /
wy = | ————— et wy =—| ———
2a 2a

La parabole y = ayx?

droites

correspond dans le plan (w, z) & la réunion des deux

w = w; et w = wy

2

et la parabole y = ay2” a celle des droites

w = w3 et w = 1wy
Soit (wp, 2p) un point du plan tel que wy < wy < wsy et (w(7), 2(7)) la solution

du systéme (1.9) issue de ce point, parcourue dans le sens négatif du temps
et définie dans un intervalle maximal |7,,:,,, 0].

On a .
2(1) = 2o exp(/o (gw?’(s) + gw(s)>d8>.
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Le théoréme de sortie de compacts appliqué a la solution (w(7), z(7)) dans
la région
B={(w,2) €ER*; 2>0,w, <w < wy}

entraine que z(7) tend vers 4+o00. Puisque dans la région B,

a b
§w3(5) + iw(s) < 0, Vs €]Tmin, 0]
a o b ) .. )

et W (s) + §w(s) est borné pour tout s dans |7, 0[, ceci implique que
Toin = —00. Il en résulte que la composante w tend vers w, quand 7 tend vers
—00. On montre de méme que w tend vers wy quand 7 tend vers +oo. Ceci
signifie que la solution v issue de (zg, yo) tel que zo < 0 et ay22 < yo < apa?,
tend vers la parabole y = asz? quand ¢ tend vers —oo et vers la parabole
y = a12? quand ¢ tend vers +o0.

Preuve de 3) :

L’axe (ow) est invariant dans le systéme (1.9). On montre que, pour une
solution (w(7), z(7)) issue d’un point (wy, z9) tel que wy < w(0) <0, 29 # 0
il existe un temps t; > 0 tel que 0 < w(t;) < wy (Fig. 1.5). Ceci signifie que,
si yo > oz, alors la solution « issue de (g, o) coupe l'axe (oy).

Lorsque 0 > w(0) > wy et zg # 0, on a

V1 <0, we <w(T) <0

et
lim w (1) # 0.
De plus,
lim z(7) = +o0.
Ceci signifie que
tlizn z(t) = —tlizn y (t) = —o0.

De méme par symétrie,

lim z (t) = lim y () = +co. m

t—-+o00 t—-+o0
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1.1.2 Orbites homoclines dans le systéme discret

A partir de maintenant, on fera appel a des outils et une terminologie de
I’analyse non standard. En fait, on utilisera essentiellement dans toute la suite
les trois résultats importants présentés ci-aprés : le principe de permanence,
le lemme de I'ombre courte et le lemme de stroboscopie.

Pour plus de détails et une bréve introduction & ’analyse non standard, voir
I’annexe A.

Le principe de permanence existe sous plusieurs formes. Voici la version
dite "de Fehrele" :

Principe de permanence. [17| Aucun halo ne peut étre une galaxie.

Le lemme de 'ombre courte permet de comparer les solutions de deux
équations différentielles infiniment proches, sur des intervalles de temps limi-
tés :

Lemme 1.1.2 (Lemme de l'ombre courte) [17] Considérons les deux équa-
tions différentielles suivantes :

T = Fy(z); x(0) = ¢y € Up, (1.10)

et
T =F(x);2z(0)=ceU. (1.11)

Soit Uy un owvert standard de R™, soit Fy : Uy — R" standard et continue
et soit ¢y standard. Supposons que le probleme de Cauchy (1.10) admet une
solution unique x(t) et soit J = [0,w| tel que 0 < w < 400, son intervalle
positif maximal de définition. Soit U un ouvert de R™ contenant tous les
éléments presque standard de Uy. Soit F': U — R™ continue telle que F(z) ~
Fy(x) pour tout x presque standard dans Uy. Alors, lorsque ¢ ~ ¢, toute
solution x(t) du probleme de Cauchy (1.11) est définie pour tout t presque
standard de J et satisfait x(t) ~ xo(t).

Le lemme de stroboscopie [51] permet de comparer une solution d’une équa-
tion différentielle et celle de I’équation obtenue par discrétisation :

Lemme 1.1.3 (Lemme de stroboscopie) Soit T' un réel standard strictement
positif, h ~ 0 positif fizé et soit N la partie entiere de T/h ( Nh < T <
(N+1)h).
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Soient U un ouvert standard de R* et F une fonction standard et continue
de U dans R2.

Soit {X,;;n =0,..., N+ 1} une suite de U telle que pour tout n € {0, ..., N},
X, est presque standard et

X1 = X, + hF(X,)

Alors la fonction standard X : [0,T) — U, définie pour tout t standard par
X(t) =°X,, oun est tel quenh <t < (n+1)h, est une solution de l’équation
différentielle X = F(X) de condition initiale X (0) = °X,, et vérifie que
X, ~ X(nh) pour tout n € {0,..., N}.

Revenons au paradigme (8) et a son discrétisé (1.2). L'idée essentielle de la
démonstration du théoréme 1.0.1 est d’utiliser le fait que les courbes y = a?,
avec a3 v 3 (o, constituent des barriéres supérieures du champ de vecteurs
(8) et de montrer que cela reste vrai pour les itérés du systéme (1.2).

Dans la preuve du théoréme 1.0.1, on fait appel a une série de lemmes qu’on

énoncera et démontrera ci-apres.

On a les lemmes suivants :

Lemme 1.1.4 Soit (xg,y0) un point limité de la région Ry, avec xq appré-
ciable.

1) La solution (2, yn),cy du systeme (1.2) issue de (xo,yo) atteint un point
limité (xq,y,) de la région Ry pour un certain ¢ € N.

2) Le successeur (Tgi1,Yqr1) de (xq,Yy,) vérifie que x441 < 0.

Preuve

1) Soit 7, la solution de (8) issue du point (z(0),y(0)) = (o, yo). On sait
qu’en un temps standard ¢ (on peut prendre ¢t = t5 + 1 ol ¢5 est donné dans
la preuve de la proposition 1.1.1), la solution 7; aura atteint un point de la
région Ry.
Le point 1) est une conséquence du lemme 1.1.3, en prenant X = (x,vy),
T =t et F=(f,q) avec

fl (56, y) =Yy

et
g1 (z,y) = az® + bxy.
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La preuve de 2) découle de ’équation
Tgr1 = Tq + hy,.
Puisque z, < 0 et y, < ayz7, on a
Tgr1 < Ty + hozlazg = 24(1 4+ hayzy) <0. m
Notons F}, 'application de R? dans R? définie pour tout n € N par

Fy, (xna yn) = (anrla ynJrl) .

Lemme 1.1.5 Soit (z9,y0) un point limité de la région Ry et (2, n),cy la
solution du systéme (1.2) issue de ce point. Alors, il existe ny dans N* tel

que Yn, > @ (Tn,)-

Preuve

Supposons que la solution (2, ),y D€ quitte pas la région Ry.
Les suites (2,),cy €t (Yn),ey sont croissantes dans Ry. La suite (yy,),,o est
majorée (par ¢ (xg)). Elle converge vers une limite [y > yo. De plus, la suite
(%n),en €St majorée (par zéro), donc convergente vers une limite ;.
Par continuité de F},, la limite L = (Iy,ls) vérifie F,(L) = L. D’ou L = (0, 0).
Ceci est en contradiction avec lo > yq.
Le sens de parcours des itérés (zn, Yn),cy Permet de conclure. m

Lemme 1.1.6
Aucune solution (x,,y,)
de la région

nen du systeme (1.2) issue d’un point limité (xo,yo)

R7:{(3Ual/)€R2;$<0,<p(m)<y<a1x2}

ne quitte celle-ci.

Preuve :

On a

Yn+1 — 0411'721_‘_1 = Un + h (axi + bxnyn) — 0 (xn + hyn>2 )
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c’est-a-dire

i = 1% = (10 = ) + (b= 200) 30 (4 =52 ) WP

Comme

a
= —«
b—26¥1 !

il s’ensuit que

Yni1 — ala:iH = (yp — alxi)(l + h(b—2ay) wn) — aph?y?.
On sait d’apres le lemme 1.1.5 que, si (xg,yo) est un point de Ry, alors la
solution (2, ¥n),cy atteint un point limité de la région R;. Or dans Ry,

la suite (yn), oy €st décroissante; ainsi, la suite (z,,),oy reste limitée. I en
résulte par récurrence que

2
Ynt1 — 1y <0

deés que
Yo — a1 xh < 0.

D’autre part, on a
Yot + 001 = Yo+ by (g + 502 ) + Tad
Or 7,41 = x, + hy,. Comme y,, < ay22, on aura
Tpi1 < 2p(1+ haya?).

Ceci signifie, puisque z,, < 0, que x,.1 < 0. Ainsi, puisque z, < T,y <
0,a <0etb>0, on obtient

a a a a
Yn+1 T Exi-&-l > (yn + in> + hbx,, (yn + gxi) = <yn + gxi> (1 + hbw,) .
Ainsi, par récurrence

a
Yns1 + gwiﬂ >0
deés que
a
Yo + Ew% >0.m
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On regarde maintenant en remontant le temps, I'existence des itérés inverses
pour le systéme discret (1.2).

Lemme 1.1.7 Le systéme (1.2) est S-inversible.

Autrement dit, tout point limité du plan, admet un unique prédécesseur
limité par le systéme (1.2).

Preuve :
Soit (u,v) un point limité du plan. Cherchons (z,y) limité tel que

Fh<$7y) = (U,U). (112)
On a
xr=u— hy.
Ceci implique que
v=y+h(a(u—hy)’+blu—hy)y). (1.13)

L’équation (1.13), de degré trois en y, a entre une et trois solutions réelles.
Nous montrons ci-dessous qu’elle admet une unique solution limitée y. La
solution (z,y) de (1.12) correspondante est telle que (x,y) ~ (u,v). Par
conséquent les autres solutions de 1'équation (1.13) sont réelles avec |y| infi-
niment grand ou sont complexes. Posons

g(z,y) = az® + by
On va montrer qu’il existe un unique y € Jv — 1, v + 1] tel que
v=y+hg(u—hy,y)
Pour (u,v) fixé, notons
G(y) =v—y—hg(u—hy,y)
Comme g(u — h(v+1),v) est limité, on a

Gw+1)=—-1—hg(u—h(v+1),y) <O0.
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De méme,

Gv—1)=1—hg(u—h(v—1),y) > 0.
On a aussi pour tout y limité positif,

, 9 9
G’ (y) =—1—h(—ha—g(u—hy,y)Jra—z(u—hy,y)) <0.

Comme G est continue, I’équation
G(z)=0 (1.14)

admet une unique solution limitée y appartenant a Jv — 1,v + 1[. Or si une
solution de I'équation (1.14), donc de I’équation (1.13) est limitée, elle sera
forcément infiniment proche de v. Ainsi, (1.13) admet une unique solution
limitée. m

Grace au lemme 1.1.7, on définit la suite (z_,,y_,) comme étant la solu-
tion du systéme

Top =Top-1+ hyfnfl
Yn =Y-n1+h (ax?ln_l + bx_n_ly_n_l)

vérifiant (x_1,y-1) ~ (20, Yo) et tant que (r_,,y_,) est limité, on a
(.I,n,l, yfnfl) = (fIJ,y“ yfn) .
Lemme 1.1.8 Soient oy 5 o 5 g et (w9, 40) un point limité du plan tel que

g > 0 et 0 < yo < axd. Alors la solution (x_p,y_,) du systeme (1.2)
issue de (xo,yo) ne quitte pas la région du plan

nENx
{(z,y) eR*; 2>0,0<y<az’}.

Preuve :

On a

Yo — axg =y_1 —ax’® | + h(b—2a)r_1y_, + haz®, — ah®y? .

Comme yo — a3 < 0, on aura

y_1 —ax® |+ h(b—20)r_1y_y + har® |, — ah®y?, < 0. (1.15)
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Le discriminent A du polynéme de degré deux en y_; défini dans (1.15) est
strictement positif. L’inégalité (1.15) entraine

Y1 <youy_, >y

ou
1+ h(b—2a)z_ + VA
Y = >0
2ch?
et
7 1+ h(b—2a)z_y — VA ~o

2ach?

Le réel y est infiniment grand et on vérifie facilement que, puisque o < a <K
g, on a g < ax?. Il en résulte que y_; < ax?,. De méme par récurrence, on
montre que y_, < Osz_n, pour tout n > 1. m

Lemme 1.1.9 La suite des prédécesseurs (x_p,y_n) d’un point limité
(x0,%0) de la région Ry vérifie :

1)

neN

FJEeN, yp>p(xy),

2)

VneN n>k=y_,>¢(x_,).

Preuve de 1) :
Pour montrer la premiére propriété, supposons que la solution (z_,, y_)
ne quitte pas la région

neN

Ri={(z,y) eR*;2>0,0<y<¢(z)}.

La preuve est similaire a celle du lemme 1.1.5 : dans cette région la suite
(#_p)nen est décroissante et (y_p), oy est croissante. La suite (y_p), oy est
majorée (par ¢ (xg)). Elle converge vers une limite [ > yy. De plus, la suite
(#_p), ey est minorée (par zéro), donc convergente.

Une simple vérification donne que la limite de la suite (2_y, y_),cy st (0,0).
Ceci est en contradiction avec [ > yg > 0.
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Preuve de 2) :
Pour montrer la deuxiéme propriété, supposons que

JgeN, g>ktelquey_, <p(r_y).
D’aprés le lemme 1.1.4, on a
Vne N tel que —n>—q,y_p, <p(r_p).

En particulier, y_; < ¢ (z_g) (—k > —q). Ceci est absurde. =
On peut maintenant faire la démonstration du théoréme 1.0.1.

Preuve du théoréme 1.0.1 :

Soit (zg,¥o) un point limité de Ry. D’aprés le lemme 1.1.4, la solution
(%0, Yn)pen de (1.2) issue de (xg,yo) atteint un point de Ry, puis un point
(g, yx), k > 0, tel que 1, < 0 et o (zx) < yp < s d’apres le lemme 1.1.5
ci-dessus, pour ne plus jamais quitter la région

Rs = {(z,y) €eR*; 2 <0, p(v) <y < ayz?}

d’aprés le lemme 1.1.6. Dans la région R, la suite (i), oy est décroissante et
minorée et la suite (1), .y est croissante et majorée. Ainsi la suite (2, Yn )nen
est convergente. Sa limite est 'unique point stationnaire (0,0) de (1.2).
D’apreés le lemme 1.1.7 ci-dessus, le systéme (1.2) admet une suite (x_,,, y_,,)
de prédécesseurs, issue du point (zg, yo).

Concernant la partie directe (2, ¥y ),,cy de la solution, d’aprés le lemme 1.1.9,
la partie des prédécesseurs (z_,,Y—n),cy atteint un point (z_,,y—,), p > 0,
de la région

neN

{(z.y) eR*;2>0,y>p(z)}
et reste d’aprés le lemme 1.1.8, dans la région
{(x,y) eR?: 2 >0, 0<y<ozx2}
ol ap o .
De méme, en utilisant les propriétés de monotonie des deux suites (z_,)nen

et (Y—n),en» On obtient que la suite (x_p,,y_p), oy converge vers (0,0) quand
n tend vers —oo. m
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1.2 Etude qualitative du comportement du sys-
téme (7)

On s’intéresse dans cette section au comportement des solutions du sys-
teme différentiel du plan (7)

=y
{ g = ax®(1+k(x) +bry (1+g(2) +y*f (2,9)

ou k, g et f sont des fonctions analytiques, telles que k(0) = ¢(0) = 0.
Les paramétres réels a et b sont supposés vérifier a < 0, b > 0 (on a vu
précédemment que, par un changement de variables linéaire, on peut supposer
que b est strictement positif) et A = b* + 8a > 0.

Une transformation affine

(x,y) — (x,V—ay)

acompagnée du changement de temps 7 = y/—at et du changement

b b
—
vV—a
permet de supposer que a = —1. On écrit ainsi en réutilisant les lettres f, ¢
et k, le systéme (7) sous la forme
{ T ) (1.16)
gy = —?(1+k@)+bry(1+g () +y*f(zy)

L’origine est un point singulier dégénéré dans le systéme (1.16). Pour étudier
le comportement des solutions de (1.16) au voisinage de ce point, on effectue
une série d’éclatements directionnels quasi-homogénes de degré (a, ) qu'on
déterminera : I’éclatement dans la direction des x

(x,y) — (ixo‘,xﬁy)
et I’éclatement dans la direction des y
(2,y) — (a9, £y°)
On choisit les poids dans ces éclatements a ’aide du polygone de Newton.

On a la proposition suivante :
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Proposition 1.2.1 Le systéme (1.16) posséde un secteur elliptique. Le com-
portement des solutions de (1.16) au voisinage de l'origine est similaire a
celui dans le systéeme (8) quand a = —1.

Preuve :
On procéde par une série d’éclatements :
Les indices minimaux correspondants aux monomes x'T'y/ de @ et 2'y7*! de
ysont : (—1,1), (1,0) et (3,—1).
Le polygone de Newton P associé au systéme (1.16) est I'enveloppe convexe

{(r,s) eR;r+2s>1etr>—1}

illustrée sur la figure 1.6.

FIGURE 1.6 — Polygone de Newton associé au systéme (1.16).

Le premier coté v, du polygone de Newton P a pour équation z + 2y = 1.
Ainsi, on choisit (1,2) comme étant la puissance des éclatements qu’on effec-
tuera sur (1.16).

On aura besoin d’un éclatement suivant la direction des x et deux suivant
celle des y.

Eclatement quasi-homogéne suivant la direction des z :
En appliquant I’éclatement quasi homogéne dans la direction des x suivant :

r=u
y = u’v (1.17)
dT = udt,

on aboutit au systéme

u o= wv
{ v = —1+4+bv— (p+1)v? — h(u) + bvg(u) + uv*f (u, u®v). (1.18)
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Le systéme (1.18) posséde deux points singuliers : un nceud répulsif A; =
(0,1) et un col Ay = (0, an) (Fig. 1.7), ou

b=V
4

651

et

A5

Lo
f

FIGURE 1.7 — Portrait de phases du systéme (1.18) au voisinage de A; et A,,

avec f(x,y) = g(x) = k(z) =x et b= 3.

L’axe (ov) est invariant sous le systéme (1.18). La continuité des solutions
par rapport aux conditions initiales donne l'existence d’'un § > 0 tel que pour
tout ug dans U'intervalle | -4, d], la solution y(u(t),v(t)) issue de (ug,0) tend
vers A; quand 7 tend vers —oo et passe dans le demi-plan inférieur quand 7
tend vers +o0.

Dans le plan (x,y), la solution ~y(xz(t),y(t)) correspondante coupe 'axe (oz).
Elle passe, lorsque le temps est décroissant, du quadrant du plan {(z,y) €
R?; 2 < 0,y > 0} au quadrant {(z,y) € R*; z < 0,y < 0}.

De méme, lorsque le temps est croissant, cette solution passe du quadrant du
plan {(z,y) € R*; z > 0,y > 0} au quadrant {(z,y) € R*; z > 0,y < 0}.
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Elle tend vers (0,0) dans la partie du plan {(z,y) € R*; z < 0} quand
t — 400 et dans la partie {(z,y) € R?; 2 > 0} quand t — —oc.

Les autres solutions de (1.18) ne coupent pas forcément I'axe (ou).

On peut remarquer que l'axe (0y) excepté l'origine, n’est pas représenté par
le changement de variables (1.17). D’ou la nécessité d'un éclatement quasi-
homogene suivant la direction des .

Eclatement quasi-homogéne suivant la direction des y positifs :
L’éclatement (x,y) — (u,v)

T =uv
y =02 (1.19)
dr = vdt

transforme le systéme (1.16) en

{ W= 1L+ h(w) = (L g(w) = B fw,o?) o

o= (1 h(uv)) + B (1 + g(uv)) + 5 f (uv, v?)

Le systéme (1.20) posséde quatres points singuliers (Fig. 1.8) : deux nceuds
By = (uy,0) stable et By = (u2,0) instable et deux cols By = (us,0) et
B4 = (U4,0) s ou

1/2 1/2
(b—\/X>/ (b—\/X)/
uy = 9 , U = — 9 3

1/2 1/2
Uy = et uy = — .

2 2

Certaines solutions de (1.20) tendent vers By, By, B3 et By quand 7 tend

vers co. Les solutions de (1.16) correspondantes tendent lorsque y > 0, vers
(0,0), dans le sens croissant du temps quand x < 0, et dans le sens décroissant
du temps quand x > 0.
Les séparatrices ayant aux voisinages de B, By, B3 et B, pour tangentes
U= Uy, U= Uz, U= Uz OU U = uy, correspondent, dans le plan (z,y), aux
solutions du systéme (1.16) dont les tangentes au voisinage de (0,0) sont
données par

Y= —57 (1.21)



i /
FIGURE 1.8 — Portrait de phases du systéme (1.20) au voisinage de By, Ba,
Bs et By, avec f(z,y) = g(z) = k(x) =z et b= 3.

et ]
2
= — 1.22
y= gt (1.22)

On peut remarquer que u—lz = ay et 1714 = .

L’axe (ou) est invariant sous le systéme (1.20). Par continuité des solutions
par rapport aux conditions initiales, des solutions de (1.20) qui passent au
voisinage de B; et de Bj suffisamment proches des droites u = uy et u = us,
avec des conditions initiales (ug,vo) telles que us < wy < uy longent l'axe
(ou), puis coupent 'axe (ov) en des points d’ordonnées proches de zéro.
Dans le plan (x,y), ceci signifie que les solutions correspondantes passent au
voisinage de l'origine prés des courbes (1.21) et (1.22), puis coupent 'axe
(oy) au voisinage de l'origine.

Une solution de (1.20) dont la composante v tend vers 'infini correspond
dans le plan (z,y), a une solution dont la composante y tend vers +oo.

Les solutions tendant vers Bz et B, ont une des deux composantes © ou v qui
tend vers l'infini. Si v tend vers 'infini, ces solutions ne sont pas homoclines.

L’éclatement (1.19) est restreint au demi-plan y > 0. Pour y < 0, on
effectue sur le systéme (1.16) léclatement suivant la direction des y négatifs
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Eclatement quasi-homogéne suivant la direction des y négatifs :
L’éclatement suivant

T =uv
y = —v? (1.23)
dr = vdt

transforme le systéme (1.16) en
W= —1— (14 h(u )—%(1+g(uv)) 5 f (uw, —v?)
{0 2 b B £ oty .

Le systéme (1.24) ne posséde aucun point singulier et I’axe (ou) est invariant
sous ce systéme.

Le champ sur I’axe (ou) est horizontal.

Par continuité des solutions de (1.24) par rapport aux conditions initiales, il
existe des solutions issues de points suffisamment proches de I'axe (ou), qui
coupent ’axe (ov) en des points d’ordonnées suffisamment proches de zéro.
On en déduit que, dans le demi-plan inférieur, aucune solution du systéme
(1.16) ne tend vers (0,0).

En assemblant les trois éclatements (1.17), (1.19) et (1.23) appliqués au sys-
téme (1.16), on déduit que ce dernier posséde un secteur elliptique qui loca-
lement est similaire & celui du systéme (8). m

1.3 Discrétisation de la famille de systémes dif-
férentiels du plan, difféomorphes au sys-
téme (1.16)

Dans le but d’étudier la persistence d’un secteur elliptique dans le discré-
tisé associé par Euler & un systéme différentiel analytique

{ W= fi(u,v) (1.25)

v = gl(u7v>7

difféeomorphe au systéme (1.16), on construit dans cette section un systéme
discret diffeomorphe au discrétisé de (1.25) et ayant, a un terme pres, la
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méme forme que le discrétisé

Tnt1 = Ty + hyn
Ynt1 = Yn + h( — ) (14 k() + bznyn (14 g(zn)) + 2 f (2, yn))
(1.26)
de (1.16).

Considérons donc le systéme différentiel (1.25) ou f; et g; sont des fonc-
tions analytiques et standard de R? dans R. Supposons que l'origine des
coordonnées est un point singulier isolé du systéme (1.25).

Supposons aussi que (1.25) est diffecomorphe par I'application

¢ = (p1,92) : (2,y) = (u,v) = (p1(2,9), pa(z,y))

au systeme (1.16).
Le systéme (1.25) peut s’écrire sous la forme

{ W = au+bv+ Pu,v) (1.27)

v = cu+dv+Qu,v)

ol a, b, c et d sont des réels et P et () sont des fonctions analytiques dont
le développement de Taylor au voisinage de l'origine commencent par des
termes de degré total supérieurs ou égal a deux en x et y.

On sait que, si le systéme (1.27) admet un secteur elliptique alors la matrice

(£4)

posséde deux valeurs propres nulles [43]. Dans le cas ou cette matrice est non
nulle, on aura
a=—d
a?+bc=0
|a] + 1b] + |e| # 0.
Le cas le plus générique se présente quand a # 0, b # 0 et ¢ # 0. Dans ce
cas, le changement de variables

{

Kl
Il
[t

U — av (1.28)

<
Il
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permet d’écrire le systéme (1.27) sous la forme

= §+ P(z,7)
{. iy (1.29)

oll P et () sont des polynémes de degré supérieur ou égal & deux en Z et .
De méme, le changement de variables

{ = (1.30)

y= y+P(z,7)

L K

permet d’écrire le systéme (1.29) sous la forme (1.16).
Finalement, le changement de variables

¢Z(U,U)'—> (a:,y) :¢(U7U)

défini par

{ e (1.31)

y= cu—av+ P(v,cu— av)

transforme le systéme (1.27) en (1.16).

Le jacobien de ¢ au point (0,0) est égal & (—c)# 0. Par concéquent, dans
un certain voisinage de (0,0), I'application 1 est bijective. Ainsi, il suffit de
poser ¢ = 1~ On écrit

ng(fL‘,y) = f<$7y>
{%(ft,y)z x (1.32)

otl f est une fonction analytique telle que £(0,0) =0. On a
P1(@nt15 Yns1) = @1(@n, Yn) = If1 (01(Tns Yn), 02(Tns Yn))

et
902<xn+17 yn-i-l) - @2(xm yn) = hgl (901 (xn» yn)a @2(17717 yﬂ)) .

On aura

0 0
(onsr = 20) ot ons )+ (s = ) 0 () HROE) = Bfy (1 1), 220, 00)
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ou

(yn—H - yn>2 82(;01
2 oy?

($n+1 - l’n)z 32801
2 Ox?

R(h) - (xmyﬂ) +

82
(it = ) (s = 9n) oo (s )+

o (||(xn+1;yn+1) - (xmyn)Hg)

On aura aussi

0 0 _
(Tpi1 — ) %(xn,yn)ﬂynﬂ — Yn) ai;(wn,yn)+R(h) = hag1 (01(Tns Yn), ©2(Tns Yn))

ou
= o ($n+1 - $n)2 82902 (yn+1 - yn>2 82902
82
(oner = 20) (s = ) 552 (s ) +
0 (“(1%-&-1’ yn+1) - (mna yn)||3)
Notons
o iy o o iy
Lorsque d,, # 0, on obtient
h /0
tanr = @t g (o )i (10, 90), 22( 1)) —
0
aiyl(wmyn)gl (©1(Tn, Yn), <p2(xn,yn))) +
Ryi(h)
dy,
et
h (0ps
Ynt1 = Yn — a(%(xm yn)fl ((101(17717 yn)v @2<$n, yn)) -
0 Ry(h
%(I‘m yn)gl (Spl(xm yn)y ©2 (wm yn)) > + ili )
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ou
(Y1 — Yn)” 0%
2 oy?

62g01 8(102
(Fnit = 0) (s = 30) g5 () 5 s n) =

2 92
Tni1 — Ty) 07
fa(h) = (( i ) 89521

(xnv yn) + (xm yn) +

(yn-i-l - yn)2 82(702
2 dy?

<(xn+1 — 2,)° 0%y

2 Ox? (Zn, Yn) +

(@n, yn) +
32802 i1

(.Z'n—i—l - xn) (yn—i-l - yn)ax—ay<xn; yn)) a_y(xn, yn) +

% (H(xm-la yn—H) - (xnv yn)||3)

et

(Y1 — yn)” %01
2 Jy?

82901 8902

axay>%(x”’ n)

(yn+1 - yn)2 82902
([L’n, yn) + 2 ay2

0? 0
(ont = ) (s = ) G50 () ) S s n) +

Ry(h) = ((xnﬂ — 2,,)? 91

5 52 (T Yn) +

(0, yn) +

(xn-i-l - xn) (yn—i-l - yn)

<(1:n+1 — 2,)° 0%y

2 02 (s ) +

0 (H(xm—l,ym—l) - (xnvyn)Hs)

D’autre part

8 1 . a 1 .
i a_i(x,y)+y a_f/(x,y) = u = fi(u,v) = fi(pr(z,y), pa2(z,y))

et

. .0 .
. %(fﬁ,y)w ai;u,w = 0 =01 () = g1 (p1(z,y), p2(2,y))

Notons

_ o1, 02y e 0
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Il s’ensuit pour d # 0 que

i = %(%(zs,y)ﬁ (sol(fv,y)wz(x,y))—%(%y)gl (%(%y),soz(x,y)))
=Y

De méme

i = =5 (B h ) b - S (o). el

= —2’(L+ k() + bay(1+ g()) + y* f(z,y)
En discrétisant (1.25) par Euler, on obtient le systéme

{ Up 1 = Up + hfl(un’ Un) (1.33)

Unt1 = U + hg1(Un, vn)

Il résulte de ce qui précéde que le difféeomorphisme ¢ transforme le systéme
(1.33) en

Tpt1 = Tp + hyn
Ynt1 = Yn + h( — 23 (1+ k() + bapyn(1 + 9(20)) + Y2 f (20, yn)) + DG (T, Yn)

(1.34)
ol
_ 1 (xn—l-l - xn)Q 82()01 (yn—i-l - yn)2 82901
Glamyn) = 5 (T g )+ ST ) +
%1\ 0o
($n+1 - l'n) (yn+1 - yn)ax—ay> %(l’n, yn) +

% (H(*Tn+1>yn+1> - ($n7yn>”3)

On vérifie que G s’écrit pour tout (z,y) € R? sous la forme
G(r,y) = 2yGi(z,y) + y*Ga(z,y)

ou G et Gy sont des fonctions analytiques dans R2.
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1.4 Secteur elliptique dans le discrétisé du sys-
téme (1.16) et dans le systéme discret (1.34)
associé par difféomorphisme a (1.16)

On étudie dans cette partie la préservation du secteur elliptique pour le
systéme discret (1.26)

Tp+l = Ty + hyn
bt = v+ (= T+ k() + braga 1+ 9(@a) + 92 f (20,00 )

associé par Euler au systéme différentiel (1.16). On étudie aussi I'existence
d’un secteur elliptique dans le systéme discret (1.33) en passant par le systéme
(1.34).

On sait d’aprés la proposition 1.2.1 que le systéme (1.16) posséde un
secteur elliptique. On montrera que cette propriété est préservée dans le sys-
téme (1.26) et que de plus, le secteur elliptique de (1.16) et celui de (1.26)
ont méme ombre.

De méme pour le systéme (1.33) : le systéme (1.16) posséde un secteur el-
liptique. Par conséquent, le systéme (1.25) admet aussi un secteur elliptique.
On va montrer en passant par le systéme (1.34) obtenu par difféomorphisme
a partir de (1.16), que le systéme (1.33) admet un secteur elliptique ayant la
méme ombre que celle du systéme (1.25).

On énnonce d’abord le lemme suivant concernant l’isocline zéro du systéme

(1.16) :

Lemme 1.4.1 [] existe une courbe dont le développement de Taylor au voi-
sinage de x = 0 est donné par

y= (@) = 37 +ola?),

sur laquelle la composante § du champ de vecteurs (1.16) s’annule.

On a le théoréme suivant, décrivant le secteur elliptique des systémes
(1.26) et (1.33) a travers celui de (1.16) et de (1.25) respectivement.

Théoréme 1.4.2 Dans la partie limitée du plan :

Pour tout secteur elliptique Sy du systéeme (1.16), il existe un secteur ellip-
tique du systéme (1.26) dont l’'ombre est S;.

Pour tout secteur elliptique Sy du systéeme (1.25), il existe un secteur ellip-
tique du systéme (1.33) dont l’'ombre est Ss.
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Idée de la preuve du théoréeme 1.4.2 :
Tout d’abord, pour alléger les écritures, on rassemble les deux systemes
(1.34) et (1.26) dans le systéme

Tpy1 = Ty + hyn
Yot = o+ h( = 230+ k(@) + braga(L 4+ 9(@0) + F(an, )
(1.35)
ou F(z,y) = v*f(z,y) + hG(z,y). Remarquons que quand G = 0, le systéme
(1.35) est le systeme (1.26).

Soit (g, yo) un point limité du plan appréciablement dans le secteur el-
liptique du systéme (1.16). Plusieurs cas sont possibles, mais un seul est
présenté ici : xp > 0 et 0 < yo < ¥(xg), les autres cas sont similaires.

Notons (z(t), y(t)) la solution du systéme (1.16) issue du point (x¢, yo) et
(Zn, Yn)nen la solution du systéme (1.35) issue du méme point.

Lorsque nh est limité, on a par application du lemme de stroboscopie que

(Tn, Yn) = (Z(nh),y(nh)) (1.36)
Considérons les deux ensembles suivants :
H ={neN; (zn,y) =~ (z(nh),y(nh))}

et
G = {n € N; nh limité}

L’ensemble H est un halo, 'ensemble G est une galaxie (voir annexe A) et
GCH.

Par permanence, G C H. Ainsi, il existe N dans N pour lequel Nh est
infiniment grand et pour tout n < N, approximation (1.36) reste vraie. On
aura

(Z(Nh),5(Nh)) = (0,0)

Soit ¢ = —Z(INh) et posons

f(moc wa

Yn = €2Y),
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En posant he = h, le systéme (1.35) devient

Xn+1 = Xn + BYn
Yoo =Y, + E( C X314 k(eX) 4 bXYa(1 + g(eX,) + F (X, Yn)>
(1.38)

ou
h
F(X,)Y)=¢eY?f(eX,e%) + 5—4G(5X, e%Y).

On prendra dans toute la suite €* infiniment grand devant h. Ceci est possible
par un choix convenable de N.

Le changement de variables

r= X
{ y= 2y (1.39)

ot € ~ 0 et le changement de temps 7 = et transforment le systéme (1.16)
en

X'= v
{Y/= X1+ k(X)) + DXV (1 4+ g( X)) + eV f(eX,2y) (140

ou (') = d/dr. En utilisant le lemme de 'ombre courte, on montre que les
solutions du systéme (1.40) issues de points limités (X, Yp) ont pour ombres
pour un temps limité, des solutions du systéme

T =
{ y = Zi:1:3+bgcy (1.41)

qui est le systéme (8) pour a = —1.

Ainsi, pour montrer le théoréme 1.4.2, on utilisera les propriétés des solutions
du systéme (8).

On sait que les courbes d’équations y = o122 et y = apx? sont des solutions
du systéme (1.41). L’idée essentielle de la démonstration est d’utiliser le fait
que pour ap 3 a 3 i, les courbes y = az? constituent des barriéres su-
périeures pour le champ de vecteurs (1.16). Nous montrons grace a ceci que
c’est aussi le cas pour les itérés du systéme (1.26).

Preuve du théoréme 1.4.2 :
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D’une fagon analogue que dans la preuve du lemme 1.1.4, on montre que
la solution (xy,,yn),cy atteint un point de la région

{(z,y) eR*; 2 <0,0 <y <¢(2)}
que tant que y, < ez, on a z,1; < 0 et que cette solution atteint pour

ap a3 ay, un point (z4,%,) infiniment proche de I'origine, de la région

S={(z,y) €ER*; 2 <0,0<y< azr?},

De plus, on a d’aprés le lemme 1.4.3 ci-dessous que

Vn>q,xn<0,0<yn<axi.

Dans la région S, la suite (2, Yy ),cy €St convergente. Sa limite est le point
stationnaire (0,0) de (1.35).

De méme en utilisant les lemmes 1.4.4 et 1.4.5 ci-aprés, on montre que la
suite (2_n,Y—n),ey qui est bien définie d’aprés le lemme 1.4.4, converge vers
(0,0) quand n tend vers +oco. m

Enfin, donnons les lemmes 1.4.3, 1.4.4 et 1.4.5 et leurs preuves :

Lemme 1.4.3 Soit ap 3 o 5 aq. Aucune solution (X, Y,)

(1.38) issue d’un point limité (Xo,Yo) de la région

nen du systeme

{(z,y) €R?; 2 <0, 0 <y < az?},

ne quitte celle-ci.
Preuve :
On a
Yo —aXy, = (Y,—aX?)+h(b-2a)X,Y, — hX) — ah®Y} —
hX2k(eX,) + bhX,Y,g(eX,) + heY2f(eX,,eY,) +
g—jG(eXn, £%Y,)
c’est a dire

Yo —aX2, = (Y, —aX?) (1 +h(b— 20+ bg(eXn))Xn) n

B( —2a% +ba — 1 +bag(eX,) — k<6Xn>)XS —aR?Y? 4
_ 72

th'nzf(anv €2Yn) + _4G(€Xn, €2Yn).
€
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Lorsque

G(x,y) = 2yGi(z,y),
on aura
Vi = aX2, = (Ya—aX2) (1+h( - 20+ bg(eX,))X, ) +
71( —2a% +ba — 1 +bag(eX,) — k(eXn)>Xf{ +
anYnGl(an, e2Y,) + heY? f(eX,, €%Y,) — ah®Y 2.

On peut écrire
_ h
Yo —aXe, = (Y,—aX}) (1 +h (b — 20+ bg(eX,) + —G1(e X, 52Yn)) Xn) +
€

- h

h <—2a2 +ba — 1+ bag(eX,) — k(eX,) + a—G1(e X, €2Yn)> X3+
€

heY?f(eX,,e%Y,) — ah®Y?2.

Posons

h
B =—2a*+ba —1+bag(eX,) — k(eX,) + agGl(an, eYy,).

On a 8 2 0. Montrons que lorsque Y, < aX?et X, <0,o0na
BX3 + Y2 f(eX,,e%,) <0. (1.42)

En effet, si f(£X,,&?Y,)) <0, la propriété (1.42) est vérifice.
Supposons alors que f(eX,,&?Y,,)) > 0 et procédons par I'absurde. Pour cela,
supposons que

BXE+eY?f(eX,,%Y,) >0

On aura, soit

_AY3
oo [ oBxa
- ef(eX,,e?Y,)
ou bien
_AYVY3
Y, > X

ef(eX,,e%Y,)
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Comme Y,, > 0, en posant w = —3/ef (¢X,,,£?Y,,) , on aura

Y, > VwX3?

D’autre part, puisque w est infiniment grand, lorsque X, est limité on a
VwX3 > aX? cest-a-dire Y,, > aX?2. Ceci est en contradiction avec I’hypo-

thése. Ainsi

BX2+eV2f(eX,,eY,) <0

D'oit Y41 — aX2,, < 0.

Lorsque

on aura

2
Yo —aX,

c’est-a-dire,

2 _
Yn+1 - aXn+1 -

Ainsi

2 _
Yojn—aX,,, =

G(LL', y) = y2G2(x, y)7

= (Y, —aX?) (1 Y R(b— 20+ bg(an))Xn> +
E( — 20 +ba — 1+ bag(eX,,) — k(sX,))Xﬁ +
R*Y2Gy(eX,,€%Y,) + heY? f(e X, €%Y,) — ah?Y,?

(Y, — aX?) (1 FR(b— 20+ bg(eX)) X + B2V, Go(e X0, 52Yn)) +
71( —2a* + ba — 1+ bag(eX,,) — k:(eXn)>X2 +
ah®Y, X2Go(eX,,,€%Y,) + heY2f(e X, €%Y,) — ah?Y)?

(Yo — aX]) x

(176 = 20+ bg(eX,)) X + B2V, Ga(eX,, £2Y,) + ah2X2Go(e X, £2Y,) ) +
*h?X2G (e X, €%Y) + B( —20% + ba — 1+ bag(eX,,) — k;(aXn))Xf’L +
heY?f(eX,,%Y,) — ah?Y?
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Il s’ensuit que

Y1 — ozXfL+1 = (Yn — aXfL) X
(1 F (b= 20+ bg(e X)) Xow + B2V Gr (X, €2Y,0) + ah2X2C( X, 52Yn)) +
h(—2a* 4+ ba — 1+ bag(eX,) — k(eX,) + a°hX,Go(e X, €°Y5)) X
+heY? f(eX,,e%Y,) — ah?Y)?

Notons

§=—2a” +ba — 1 +bag(eX,) — k(eX,) + ®hX,Ga(eX,,€Y,)
On a § 0 et de méme que pour (1.42) on aura

X2 +eY?f(eX,,eY,) <0

D'ou, Y41 — aX?2,, < 0.

Le méme raisonnement que ci-dessus reste valable lorsque G = zyG, + y>Go.
C’est aussi le cas lorsque G; = Gy = 0 (lorsque G; = G5 = 0 on obtient le
systéme (1.26)). m

Lemme 1.4.4 Tout point limité du plan, admet un unique prédécesseur li-
mité par le systéme (1.35).

Preuve
Notons Fj, I'application de R? dans R? définie par

Fh (xnayn) - (xn+17 yn+1) ,V’I”L eN

ol (Zp, Yn)nen est la solution du systéme (1.35).
On veut montrer que pour tout point limité (u, v) du plan, il existe un unique
point limité (z,y) tel que

Fu(x,y) = (u,v) (1.43)

Cela revient a montrer qu'il existe un unique (z,y) ~ (u,v) tel que (1.43)
soit vérifiée. Posons

I(z,y) = —2(1 + k() + bay(1 + g(x)) + F(z,y)
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On a
x=u— hy,

c’est-a-dire
v=1y+ hi(u— hy,y) (1.44)

Il suffit donc de montrer qu'’il existe un unique y €Jv — 1,v + 1| vérifiant
(1.44). Pour cela notons pour (u,v) limité fixé,

L(y) =v—y—hi(u—hy,y).
Comme [(u — h(v + 1),v) est limité, on a
Lv+1)=—-1—=hllu—h(v+1),y) <0

De méme,

Liv—1)=1—=hl(u—hv—-1),y)>0

On a aussi pour tout y limité,

ol ol
L'(y)=—-1—h{—-h—(u—~h —(u—nh <0
() ( 5y (4~ hysy) + dy (u y,y))
Comme L est continue, 1’équation
L(z)=0
admet une solution limitée y unique appartenant a J[v — 1,0+ 1[. =

Soient (_pn,Y—n),cn, la suite des prédécesseurs du systeme (1.35) défi-
nie comme dans la preuve du lemme 1.4.4 et (X_,,Y_,) la suite des
prédécesseurs du systéme (1.38) correspondante.

nENx*

Lemme 1.4.5 Soient a € R tel que o 5 a 5 oy et (Xo, Yy) un point limité
du plan tel que 0 < Yy < aX? et Xy > 0. La solution (X ns Yop) pens du
systeme (1.38) issue de (Xo, Yy), ne quitte pas la région du plan définie par

{(z,y) €eR?; x>0, 0<y<az?}
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Preuve :

On a
Yo—aX? = (Y., —aX?2) (1 +R(b—2a+ bg(sX_l))X_1> +
E( —2a® +ba— 1+ bag(eX 1) — k;(gX,l))Xil —ah?Y?, +

2

. h
h5Y31f(5X—1: 52Y—1) + EG(EX—M €2Y—1)-

Si
G(z,y) = y°Gi(z,y)

alors
Yo—aX; = (Y1 —aX?) (1 + h(b—2a+ bg(gX,l))X,1> +

h(—2a® +ba — 1 +bag(eX 1) — k(eX_1))X?, —ah®Y? +
BEY_Qlf(é‘X,h 82Y71) -+ BQY_QlGl (EXfl, EQY,I)

Ainsi
Yo—aX; = (Yo1—aX?)) <1 +h(b—2a+0bg(eX_ 1)) X_ 1+
R2Y G (e X, 22Y,) + ah? X2, Gy (e X, 52Yn)) n
B( —2a® +ba—1+bag(eX 1) — k(eX_ 1)+
agGl (£X,,22Y,) + a27LQX,1G1(5Xn,52Yn)>X§1 -
ah®Y? + heY? f(eX_1,e%Y ).

Si
G(x,y) = zyGa(z,y)

on aura

Yo—aX; = (Yo —aX?)) (1 + h(b—2a+ bg(sX,l))X,l) +
B( —2a® +ba— 1+ bag(eX_y) — k(5X,1)>X§1 —ah?Y?, +
heY? f(eX_1,e%Y ) + gx_ly_lGQ(gx_l, e2Y_)
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Ainsi
_ h
Yo—aXg = (Yo —aX?) (1 +h <b —2a +bg(eX_ 1) + gG2(5Xn,52Yn)) Xl) +

- h

h (—2@2 +ba —1+bag(eX_1) — k(eX_1) + a—G5 (eX,, 52Yn)) X3, —
€

CL;LQY_Ql + ZLEY_ZL]C((?X,l, 82}/,1)

Soient

h _
o = —2a2+ba—1+bag(5X,1)—k(5X,1)+agG1 (6Xn,52Yn)+a2h2X,1G1 (an,52Yn)
et
h
B=—2a"+ba—1+bag(eX_ 1) — k(eX_1) + GEGQ (5Xn, 52Yn) .

On a
BX3, 4+ (ef(eX_1,e%Y ) —ah)Y? = BX3, +
alef(eX_1,e%Y 1) —ah) XY ;.
C’est-a-dire
BX3, + (Ef(EX_l, 2Y ) — aﬁ) Y2 = <€f(5X_1, %Y ) — aﬁ) (Yo, —aX?))Y 1 +
a(gf(aX_l, %Y ) — aﬁ) X2, (Y_l +

p
alef(eX_1,e2Y_ 1) — ah) X_1>'

Sief(eX_1,e2Y_1) —ah >0, o0na

_ h
0> Yo—aXg > (Yo —aX?y) <1+h(b—2a+bg(sX_1+gG2 (€Xn,€2Yn)))X_1>
Sief(eX_1,e2Y_ 1) —ah <0, o0na

3 -
alef(eX_1,e2Y ) — ah) Xortads, = (

15
a(ef(eX_1,e2Y_1) — ah) + aXl) X4
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Comme 3~ 0 alors 8/a(ef(eX_1,62Y 1) — ah) est infiniment grand et

g >
=X_1+aXZ, <0
a(ef(eX_1,2Y_1) —ah) i

Ainsi
BX° +(ef(eX1,°Y 1) —ah)Y? > (ef (eX_1,e°Y_1)—ah)(Y_1—aX?)) (Yo, + aX?)).
On montre de méme que
aX? H(ef(eX_1,e2Y_ 1) —ah)Y? > (ef(eX_1,e%Y_1)—ah)(Y_1—aX?)) (Yo, + aX?))
D’ou

(Y_1 — aX?) (1 +h (b —2a+bg(eX_y) + EGQ (eX,, 52Yn)> X 1+

€f EX_1,82Y_1 — CLB Y_1 -+ CLX% < YE] — CLX2 <0
1 0

Il en résulte que Y_; < aX?,.
La méme preuve que ci-dessus reste valable lorsque G' = zyG,y + 3y?Gy et
lorsque G =0. m
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Chapitre 2

Secteur elliptique dans le systéme
différentiel sous forme canonique
pour p=met A >0

On a montré dans le premier chapitre que, pour p = 1 (r = 2p + 1 et
A=0?+4(p+ 1)a > 0), le systéeme (5)

T =y
{ g = ax" (1+k(2))+bxPy(1+g(x) +v*f (z,y)
et son discrétisé

Y = yn+h(az), (1+k(zn) + b2y (14 g (zn)) + Yo f (%0, Yn))

admettent des secteurs elliptiques d’ombres égales.

Dans ce chapitre on généralise ce résultat a la famille des systémes différen-
tiels (5) dans le cas ot p = m > 3. Pour cela, on suivra le méme plan que
dans le premier chapitre. On écrira le systéme (5) dans ce cas, sous la forme

r =Y
(52t k@) ooy g@) + sy @D

oua<0etb>D0.
Nous commencons d’abord par regarder la forme particuliére la plus
simple

T =y
{g = ar®*t! + bty (2:2)

52



qui nous permettra d’avoir une idée sur le comportement des solutions de
(2.1) et de son discrétiseé.

On étudie le comportement global des solutions du systéme (2.2) lorsque
A = b+ 4(p+ 1)a > 0; on montrera en particulier que (2.2) posséde un
secteur elliptique balayant toute la zone limitée de la partie du plan

{(x,y) eR?; y < —%m”“}

ot y = (—a/b)zPt! est une isocline du champ de vecteurs (2.2). On notera
dans la suite ¢ (x) = (—a/b)zP.

Par ailleurs, on montre qu’apreés discrétisation par Euler du systéme (2.2), le
systéme obtenu

Yni1 = Yn + h (ax?PT + baPy,) (2:3)

admet aussi un secteur elliptique qui est de plus, infiniment proche au sens
de la distance de Hausdorf, de celui du systéme (2.2).

{ Tn41 = Tn + hyn

2.1 Orbites homoclines dans le systéme (2.2)

Comme pour le systéme (8), les courbes y = a2Pt! et y = apzP™ ou
ap = (b — \/X) [2(p+1) et ay = <b+ \/X) /2(p + 1), sont des solutions du
systéme (2.2).

Soit v = (z(t),y(t)) la solution du systéme (2.2) issue d'un point du plan
(20, yo). Par symeétrie, on suppose que xy > 0.

La proposition qui suit est une généralisation sur le paramétre p, de la pro-
position 1.1.1.

Proposition 2.1.1 1) Siy, < aleH, alors orbite correspondante a vy est
homocline.
2) Si canah™ <y < bt alors
lim z(t) = lim y(¢) =0
t——o0 t——o0
et
lim z(t) = lim y(t) = 400

t——+oo t—-+oo
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De plus,

oylt)
tl}rfnoogj(t)lﬂrl !
et
yt) _
t—-oo z(£)PH z

3) Si ozzx‘gﬂ < Yo, alors la trajectoire vy coupe la droite x = 0 en un point
d’ordonnée positive. De plus,

lim z(t) = tliin y(t) = — lim z(t) = +o0.

t—-+oo t——o0

Preuve de 1) :

Pour montrer les trois propriétés, on utilisera le méme raisonnement que
dans la preuve de la proposition 1.1.1.
Considérons le changement de variables

r=1u
dr = uPdt.

Le systéme (2.2) devient

u = wv
{ v = a+bv—(p+1)0? (2.4)

ou (") désigne d/dr. Le portrait de phases de ce systéme est similaire a celui
présenté sur la figure 1.4.
Les points (0, aq) et (0, ) sont les seuls singularités du systéme (2.4); elles
sont respectivement un col et un neceud instable.
Les droites v = ay et v = a3 correspondent dans le plan (z,y) aux courbes
y = a1t et y = apaP™t, respectivement. On montre que toute solution
v (u(t),v(t)) de (2.4) issue d'un point (ug,vg) du plan tel que 0 < vy <
et ug > 0, coupe forcément la droite v = 0.
En effet, on peut exhiber un compact K dans la région du plan délimitée
par l'axe (ou) et la droite v = a1, sur lequel le champ de vecteurs (2.4) est
comme illustré sur la figure 2.1. De plus K contient une partie de la solution
71 et ne contenant aucun point stationnaire du systéme (2.4).

Le théoréme de sortie de compact assure que la solution 7; quitte le
compact K, en coupant I'axe (ou). Ainsi, la solution v du systéme (2.2),
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FIGURE 2.1 — Le compact K.

correspondante & v; dans le plan (z,y), issue du point (zg, o) tel que 0 <

Yo < ayxl ™, coupe Paxe (ox). Par conséquent, elle atteint un point (zy, ;)

tel que 1 > 0 et y; < 0.
De méme, on montre que la trajectoire v atteint un point du quadrant

{(z,y) eR?*; x < 0,y < 0}.
Ainsi, par symétrie, elle atteint un point de la région
{(z,y) eR*; 2 < 0,0 <y < pu(2)},

puis un point (x (t1) ,y (t1)) de larégion {(z,y) € R*; y > ¢i(z), x <0, y > 0}.
Tenant compte du fait que les courbes

y = ;2P et y = gzt

sont des solutions du systéme (2.2), et du sens du champ de vecteurs (2.2),
il apparait que la solution 7 tend vers I'unique point singulier (0,0) de (2.2)
quand ¢ tend vers +o00 et aussi quand ¢ tend vers —oo par symétrie.

Preuve de 2) :
L’éclatement

T = zw
y ="
dr = 2Pdt
transforme (2.2) en le systéme
w o= 1— L2 _ 2+t
2 2
(2.5)
/ a_ optl
2= ——wPT 2+ wPz
p+1 p
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ayant deux cols A; = (wy,0) et Ay = (w2,0) et deux noeuds A3 = (w3, 0)
répulsif et Ay = (wy, 0) attractif, ou

1/(p+1) 1/(p+1)
—b A —b—VA
Wy, = —Wy = <;_—a\/_> et W3 = —Wy = (—\/_>

2a

La parabole y = apzP™! correspond dans le plan (w, 2) a la réunion des deux
droites w = w; et w = wy et la parabole y = azP* a la réunion des deux
droites w = w3 et w = w;y.

Le portrait de phase de (2.5) est similaire & celui de la figure 1.5. Le méme
raisonnement que dans la preuve de la proposition 1.1.1 permet de déduire
que la solution ~ issue de (zq,yo) tel que ayzh™ < yo < apa’™, tend vers la
parabole y = aszP*! quand t tend vers —oo et vers y = apx? quand t tend
vers +00.

Preuve de 3) :

Toute solution issue de la partie {(u,v) € R?;uy < u < u;} du plan
(u,v), coupe I'axe (ov). Autrement dit, si anah™ < o, alors la solution ~
issue de (g, yo) coupe l'axe (0y).

Lorsque us < ug < 0, on a

lim v (1) = 400 et lim wu(7) # 0.

T——00 T——00

Ceci signifie que les deux composantes z(t) et y(¢) de la solution v tendent
vers l'infini quand ¢ tend vers —oco. m

2.2 Orbites homoclines dans le systéme discret
(2.3)

Nous étudions dans cette section le systéme discret (2.3), associé par Euler
au systéme (2.2).
Le théoréme 2.2.1 suivant permet de localiser la partie limitée du secteur
elliptique dans le systéme (2.3).

Théoréme 2.2.1 Dans la partie limitée du plan, pour tout secteur ellip-
tique S du systéeme (2.2), il existe un secteur elliptique du systéme (2.3) dont
l’ombre est S.
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Les courbes y = azP*!, avec o S @ % g, constituent des barriéres supé-
rieures du champ de vecteurs (2.2), chose qu’en utilisera pour prouver le théo-
réme 2.2.1; mais avant ¢a, notons Ry = {(z,y) € R?; 7 >0,0 <y < ¢;(7)}
et Ry = {(z,y) €R?; 2<0,0<y < pi(z)}

Les lemmes suivants sont nécessaires pour montrer le théoréme 2.2.1 :

Lemme 2.2.2 1) La solution (T, Yn),cy atteint un point limité (xq,y,) de
la région Rs.
2) Le successeur (Tgi1, Ygr1) de (x4,Y,) VvéTifie que xqpq < 0.

Lemme 2.2.3 Supposons que la solution (z,,yn), oy est issue de R,. Alors,
il existe ng dans N* tel que yn, > @1 (Tn,)-

Lemme 2.2.4 Tout point limité du plan, admet un prédécesseur limité par
le systeme (2.3).

D’aprés le lemme 2.2.4, on définit la suite (2_p,y_n), oy comme étant la
solution du systéme

2p+1

{ T op =2 pn 1+ h'y—n—l
Y =Y-n-1+ h ((ll’_n_l + bxli—zl_ly—n—l)

issue du point limité (o, yo) vérifiant (x_1,y_1) ~ (2o, yo) et tant que (z_,,y_,)
est limité, on a

($—n—17 y—n—l) = (ﬁ—na y—”) .

Lemme 2.2.5 Soit (19, 10) un point limité de R,. La suite des prédécesseurs
(T, Y—n)pen 18sue de (zo,y0) atteint un point de la région

{(z,y) €eR;y > i (2)}

et ne quitte plus cette derniére.

Les lemmes 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.5 ont une preuve similaire a celle des
lemmes 1.1.4, 1.1.5, 1.1.7 et 1.1.9 respctivement.

Lemme 2.2.6 1) Soit (xo,y0) un point limité du plan tel que o < 0 et
yo < ayzb™. Alors, la solution (x,, Yn)pen du systeme (2.3) issue de ce point
vérifie que pour tout n dans N*, on a xz,, <0 et y, < ajaP!.

2) Aucune solution (x,, yn), ey du systeme (2.3) issue d’un point limité (xo, yo)
de la région {(x,y) € R*; y > ¢y (z), v < 0}, ne quitte cette région.
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Preuve de 1) :

On a
Yni1 — 122 =y, + b (az? T 4 baly,) — o (v, + hya)H
C’est a dire,
p+1
Yni1 — 120 =y, + haa® ™ 4 hbaly, — alz CF  hFab =y

On écrit

Yn+1 — all‘ﬁﬁ = (yn - oqxﬁ“) + hax® ™ + hbaPy, —

a <C;+1$ﬁhyn + C'ppr_lhzyZ + ...+ C’f,’illhpﬂ p+1>

Autrement dit,

Ynt1 — alzf:rll = (yn - Ozlfl,’z_H) +

a
h(b—azCyyy) 2h (yn + ml’ﬁ“) -
p

o (C2, 0l 22 + 4 Ol WP ) — ol

Or
a
—_— = —Q
b - QQCI}+1
D’ou
Ynt+1 — 0411751111 = (Un— Ofﬂp“)(l + h(b — 04101+1)xp)

041(Op+1xp iy 4+ CF pr1Tn7yy) +

1
Cgil hp+1 p+1

D’autre part, on a

02
Czﬂxp*th + o+ O APy = h3C3+1y72Lg;P*2 (thH Tn +yn) +
p+1

4

C
h5C5+1ynxp*4 (thH T, + yn) 4+ .+
p+1

C
hpC +1yn (hgtil T+ yn> .
p
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On a aussi puisque x,, < 0,

1
Pt < — P, Vp > 3.

Ceci signifie que dés qu’on a y,, < a2t on obtient

p—1

C
Yn < _hcp,;_l T, VPZ 3

p+1

) . 1 N
Il en résulte par récurrence que y,.1 — alxﬁil < 0, dés que y,, — apaP™ < 0.

Preuve de 2) :
On a a a u
Ynt1 + 5331:;11 = Yn + hbzh (yn + Eﬁ“) + Ewﬁill
Puisque x,, < 2,41 <0, a <0,b>0et (p+ 1) est pair, on obtient

Yni1 + %wifl > <yn + %ﬁ“) + hba? (yn + %dﬁ“) (2.6)

Le terme de droite de I'inégalité (2.6) s’écrit

a
(o + Sat) (1 + hba)
On déduit par récurrence que ¥, 1 —@1 (l"ﬁill) > 0, dés que y, —p1 (z2T) > 0.

On a le dernier lemme :

Lemme 2.2.7 Soient oy 5 o 5 g et (wg,y0) un point limité du plan tel que
20 >0 et 0 <yo < axb™. Alors, la solution (z_,,y_p,) du systéme (2.3)
issue de (xq,yo) vérifie

neNx

VneN, z_,>0et0<y_, <az’l

Preuve :
On a
p+1
1 2p+1 1—k
0>yo—azh™ =y 1 +har™ + hba” 1y | — aZCﬁHxﬁ T
k=0

59



D’autre part,

yo —axh™ >y + har®T 4+ hba” y_, — ezt —a(p+ 1) hat y_y —

p+1

2 2 p+1—k
ah®y” 120 IR
Ainsi,

yo — axh™ >y + harT 4 hba” y_y — az”V —a(p+ 1) hat y_y —
p+l
—k
afhy®, )y o

k=2

ol [ est un nombre réel vérifiant C]’; 1 < B pour tout k tel que 2 < k < p+1.
Il s’ensuit que

1 — p
<1+ (bh (p+1) ah) )y L — a4+ haa®T — aBh? (1—90_1) y*, <0.

— T,

(2.7)
Le discriminent A du polynéme de second degré en y_; dans (2.7) est stric-
tement positif. I1 admet lorsque x_; # 1 deux solutions

- + (bh — (p+ )ah)x1+\/
Y1 = 1—2P 0
200h?—L

1—z_1

et

(14 (h—(p+1)ah)a”)) — VA

Y1 = S <1 = 1) >0

La racine y_; est infiniment grande. Ainsi, 'inégalité (2.7) est vérifiée si et
seulement si y_; < y_1. On a,

= p+1
y_1 < ax’|.

En effet, par un simple développement limité, on obtient

Jo1 = az”t' — hax®™ — h (o) + hx%pfrl) (—(p+1)az”, +ba?y) +0(h)
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Or

—az’ — (o) + hx2_p1+1) (b, — (p+1)az’)) = ((p+1)a®—ba—a) P
ah (p+ 1) 2*7 + bha®
Comme (p+ 1) @® — ba — a < 0, du fait que a; < a < o, il en résulte que
Pt (az” | + hx%pfrl) (—(p+1)az” +ba”;) <0
Ceci signifie que 7_; < az’*!
lorsque z_; =1. m

. 11 est facile de vérifier que ceci reste vrai

Preuve du théoréme 2.2.1 :

Soit (g, 1) un point limité de Ry, avec xy appréciable et soit (z,,y,)
la solution du systéme (2.3) issue de ce point.
D’aprés le lemme 2.2.2, la solution (z,,yy),y atteint un point de R, puis
atteint d’apres le lemme 2.2.3, un point de la région

neN

S = {(z,y) € R?; y><p1(x),x<0,y<a1x”+1}

et y reste d’aprés le lemme 2.2.6. Dans la région S, la suite (yn),oy est
décroissante et minorée et la suite (z,,), . est croissante et majorée. Ainsi la
suite (2n, Yn),cy €St convergente. Sa limite est (0, 0).

En utilisant les lemmes 2.2.4, 2.2.5 et 2.2.7 ci-dessus, il vient que la suite
(Z_p, Y=n) ey converge vers (0,0) quand n tend vers —oo. m

Remarque 2.2.1 Les preuves des deux lemmes 2.2.4 et 2.2.5 sont similaires
a celles des deux lemmes 1.1.7 et 1.1.9 : pour le lemme 2.2.4, il suffit de
remplacer dans le lemme 1.1.7, la fonction g par axP*t + baPy.

2.3 Etude qualitative du comportement du sys-
téme (2.1)

On étudie dans cette section le comportement des solutions du systéme
différentiel du plan (2.1)

o=y
{ g = ax® (14 k(x)) +baPy (14 g (2)) + v*f (z,y)
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On rappelle que les fonctions f, g et k sont analytiques telles que k(0) =
g(0) = 0. Les paramétres réels a, b et p sont supposés tels que a < 0, b # 0,
p impair strictement supérieur & 1 et A = b +4(p+ 1)a > 0. Le cas p = 1
a été étudié au premier chapitre. On s’intéressera en particulier & I’existence
d’un secteur elliptique dans le systéme (2.1) et a sa localisation.

L’origine est un point singulier dégénéré du systéme (2.1). La transformation
affine (x,y) — (z,v/—ay), le changement de temps 7 = y/—at et le change-
ment b — b/y/—a permettent de supposer que a = —1. Le systéme (2.1)
s’écrira

T =y
{ g = =2 (1+h(2)+baPy(1+g(@) +y°f (2,9) 29

En faisant le changement de variables y — —y et le changement de temps
t — —t, on ne perd pas de généralité si on suppose que b > 0.

Proposition 2.3.1 Le systéeme (2.8) posseéde un secteur elliptique.

Preuve :

Comme au chapitre 1, on proceéde par une série d’éclatements :
Le coté v, du polygone de Newton associé au systéme (2.8), a pour équation
x+(p+1)y = p. Le couple (1, p+ 1) sera choisi comme étant la puissance des
éclatements quasi-homogeénes suivant la direction des z et suivant la direction
des y, qu’on appliquera sur (2.8).

L’éclatement quasi homogéne suivant la direction des x

r=u
y = uPtlo (2.9)
dr = uPdt

transforme (2.8) en

u = wv (2.10)
Vo= —1+4+bv—(p+1)v*—h(u) + bvg(u) + w? f (u, uP o) '

Les points singuliers de (2.10) sont : un col A = (0, 1) et un neceud instable
B = (O, OZQ).

Les solutions du systéme (2.10) ont le méme comportement que celles du
systéme (1.18). On peut se référer a la figure 1.7 pour un portrait de phase
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du systéme (2.10). On peut aussi se référer a la preuve de la proposition
1.2.1 pour une interprétation du comportement des solutions du systeme
(2.10) dans le plan (z,y).

On en déduit ainsi que dans le plan (z,y), les solutions de (2.8) issues de
points (g, yo) suffisamment proches de l'origine tels que zo < 0, coupent
'axe (ox). Elles passent, dans le sens décroissant du temps, du quadrant

{(z,y) eR*; 2 <0,y > 0}

au quadrant
{(z,y) e R*; x <0,y < 0}

Elles tendent vers (0,0) suivant le sens croissant du temps dans le quadrant
{(x,y) € R*; x < 0, y > 0}. Le méme comportement se produit, en inversant
le temps, dans la partie {(z,y) € R*; x > 0, y > 0}.

Les autres solutions de (2.8) ne coupent pas forcément 'axe (ox).

L’éclatement quasi-homogeéne suivant la direction des y

T =uv
y = vPtl (2.11)
dr = vPdt

transforme le systéme (2.8) en

p+1 p+1

u?Ptly uPv v?
Vo= =t (1 hw)) + PR (L + g(uv) + i f (u, 0Pt

{ uo= 14 (1 + h(uv) — 2 (14 gluv)) — A f (uv, 0Pt (2.12)

p+1

Le systéme (2.12) a deux nceuds By = (uy,0) et By = (ug, 0) respectivement
stable et instable et deux cols Bz = (u3,0) et By = (uy4,0), ou

1/(p+1

2

1/(p+1

et

2

Le portrait de phases du systéme (2.12) est similaire & celui sur la figure 1.8
du systéme (1.20).
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Certaines solutions de (2.12) tendent vers les singularités By, By, B3 et By
quand 7 tend vers 4o00. On retrouve ainsi I'interprétation ci-dessus, dans le
cas de l'éclatement (2.9); c’est-a-dire que les solutions de (2.8) correspon-
dantes tendent de part et d’autre vers I'origine.

Les courbes y = a;2? et y = asz? (solutions du paradigme) correspondent
dans le plan (u,v) par I'éclatement (2.11) aux droites u = uy, u = ug, u = us
et u = uy.

Par continuité par rapport aux conditions initiales et du fait que I’axe (ou) est
invariant sous le systéme (2.12), les solutions de (2.12) issues de points d’'un
certain voisinage de By et de Bs, suffisamment proches des droites u = ug
et u = uy, longent 'axe (ou) et coupent I’axe (ov) en des points d’ordonnées
proches de zéro.

Dans le plan (x,y), ces solutions coupent 1’axe (oy) au voisinage de 1'origine,
en passant prés des courbes y = o122 et y = apa?.

Le sens du champ de vecteurs (2.12) fait que les solutions tendant vers les
points singuliers By, By, B3 ou By ne coupent pas 'axe (ov).

Une solution de (2.12) ayant la composante v tendant vers U'infini est une
solution ayant dans le plan (z,y) la composante y qui tend vers +o0.

Les solutions du systéme (2.12) tendant vers B; et By ont une des deux com-
posantes u ou v qui tend vers I'infini. Dans le cas ot v tend vers l'infini, ces
solutions ne sont pas homoclines.

Comme au chapitre 1, puisque I’éclatement (2.11) ne permet pas d’étudier
le systéme (2.8) dans le demi-plan inférieur, on considére ’éclatement

T =uv
y = —oPT! (2.13)
dr = vPdt
Le systéme (2.8) devient
w2p+2 wPT1 uv
W= =1 S b)) = B (L glun)) + g2 f(ww, —or)
f = (L h(w)) + (L + g(w)) = S f (w, —oP ).

(2.14)
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Ce systéme ne posséde aucun point singulier et 'axe (ou) est invariant.
Lorsque v = 0, le systéme (2.14) devient

! Lu2p+2 — Lulﬂ“l

- _1-
N p+1 p+1 (2.15)
vo= 0.

Par continuité des solutions de (2.14) par rapport aux conditions initiales,
pour ug limité, il existe n > 0 tel que pour tout vy dans | — 1, 5[, la solution
de (2.14) issue de (ug,vy) coupe l'axe (ov) en des points d’ordonnées trés
proches de zéro. Ceci signifie que dans le demi-plan inférieur, aucune solution
du systéme (2.8) ne tend vers (0,0).

On déduit d’aprés ce qui préceéde que le systéme (2.8) posséde un secteur
elliptique qui localement, est similaire & celui de (8). m

2.4 Secteur elliptique dans le discrétisé du sys-
téme (2.8) et dans le discrétisé associé par
difféomorphisme au systéme (2.8)

Comme au chapitre 1, on construit de la méme maniére un difféomor-
phisme x = (x1, x2) de la forme

xi(z,y) = flz,y)
{Xz(w,y) ! (2.16)

otl f est une fonction analytique dans R?, telle que f(0,0) = 0. Pour des fonc-
tions analytiques f et g telles que f(0,0) = ¢(0,0) = 0, le diffécomorphisme
X a pour réle de transformer le systéme

Upt1 = Uy + Nf (Up, vp)
2.1
{ Vpt1 = Up + hg(Un, vn) (2.17)

discrétisé de

v = g

= f(u,v)
. 2.18
{ ( (218)
en le systéme discret

Tp+1 = Tp + hyn
= 2.19
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ou

G(z,y) = =™ (1 + k(w)) + ba" 'y (1 + g(2)) + y* f (2, y) + hG (2, y)

On vérifie que G s’écrit pour tout (z,y) de R? sous la forme

G({E, y) = $pyG1 ($7 y) + yQGQ(x> y)

ou G et Gy sont des fonctions analytiques de R? dans R.

On étudie dans cette section la préservation des solutions homoclines dans
le systéme discret

Tpy1 = Tp + hyn
Y1 = g+ (= L4 k() + by (14 g(n) + 2 F (20, 90))
(2.20)
associé par Euler au systéme différentiel (2.8), ou h est le pas de discrétisa-
tion. On étudie aussi cette préservation dans le systéme (2.19) obtenu par
difféeomorphisme & partir de (2.18).
On montre la préservation du secteur elliptique dans (2.20) et dans (2.19).

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme 1.4.2 ap > 1 :

Théoréme 2.4.1 Dans la partie limitée du plan :

Pour tout secteur elliptique Sy du systéme (2.8), il existe un secteur elliptique
du systéeme (2.20) dont l’ombre est Sj.

Pour tout secteur elliptique Sy du systeme (2.18), il existe un secteur ellip-
tique du systéeme (2.17) dont l’ombre est Ss.

Dans le but d’alléger la rédaction, nous ne considérons que le systéme (2.19).
Le systéme (2.20) s’obtient & partir de (2.19) en posant G = 0. Tous les
résultats qui seront prouvés dans la suite de cette section, restent valables
pour le systéme (2.20), dés qu’on remplace la fonction G par zero.

Avant de donner la preuve du théoréeme 2.4.1, on énonce le lemme suivant
explicitant une isocline verticale du systéme (2.8), dont la preuve est basée
sur un calcul de developpements limités.

Lemme 2.4.2 La composante § du champ de vecteurs (2.8) s’annule, au

voisinage de x = 0, sur une courbe vérifiant
1

y=1(z) = Expﬂ + o(zPt1h).
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Preuve du théoréme 2.4.1 :

Soit (9, yo) un point limité du plan dans le secteur elliptique du systéme
(2.8), appréciablement distant de son bord. Pour fixer les idées, supposons
que zo > 0 et 0 < yo < ¥(xp).

Désignons par (Z(t),y(t)) la solution du systéme (2.8) issue du point (xg, yo)
et (Zn, Yn)nen la solution du systéme (2.19) issue du méme point.

Le lemme de stroboscopie suivi du lemme de permanence, appliqués aux
solutions (Z(t), 5(t)) et (x,, Yn)nen, montrent qu'’il existe un entier naturel N
pour lequel Nh est infiniment grand et tel que

(Z(Nh),y(Nh)) =~ (0,0).

Le changement de variables

T, =X,
ot ¢ = —Z(Nh) et le changement he? = h permettent d’écrire (2.19) sous la
forme B

Xn+1 = Xn + hYn
7 2.22
ol
G(X,Y) = —X2p+1(1 + k(X)) + bXpHY(l +g(eX)) + €Y2f(<€X, €p+1y) "
h
oot G(eX,e"Y)

3P+1

On choisira dans toute la suite ¢ infiniment grand devant h.

On montre que la solution (zy,y,), .y atteint un point limité (z,,,ym) du
plan tel que x,, < 0 et 0 < y,, < ¥(x,,).

Si de plus (4, y,) est un point limité de la solution (zy,, Yn), ey tel que x4 <0
et y, < alel’“, alors son successeur (z,+1,Y,+1) vérifie que 41 < 0.

La solution (zy,¥n),cy atteint pour « fixé tel que a; T o % @, un point
infiniment proche de l'origine, de la région

{(z,y) €eR?; 2 < 0,9(z) <y < azP™}
et y reste, d’apres le lemme 2.4.3 ci-dessous.
Dans cette région, la suite (z,, yn)neN est convergente vers le point station-

naire (0,0) de (2.20).
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Le méme raisonnement que ci-dessus, mais cette fois-ci en utilisant le lemme
2.4.4 (voir plus loin), permet de montrer que la suite (_,,y—_n), oy dont on
montrera I'existence comme au chapitre 1, converge vers (0,0) quand n tend
vers —oo. |

Ci-apres les lemmes 2.4.3 et 2.4.4 utilisés dans la preuve du théoréme
2.4.1 et leurs preuves :

Lemme 2.4.3 Soit oy 3 o 5 ao. Aucune solution (X, Y,) du systéme

)
(2.22) issue d’un point limité (Xo,Yo) de la région

neN

[(X,Y)eR?; X <0,0<Y <aXxr*}

ne quitte celle-ci.

Preuve :
En utilisant le fait que

G(x,y) = 2"yGi (2, y) + y*Ga(a,y)
ol G et Gy sont des fonctions analytiques dans R?, on aura

Yoo —aXP = Y, — h(1+ k(eX,)) X3 + hb(1 + g(£X,)) XY, +

p+1
heY f(eXn,€%Y,) — @) CF  XPPFRPY Y 4
k=0

BQ
= (Xg;yncl (£X, 71Y,) + eY2Go (e X, 5”“Yn))
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En factorisant certains termes, on obtient

Vi = aXPil = (Yo —aX2™) (14 h(b(1+ g(eXa)) — a(p+1)) X7) +

B( —1+ab—a®(p+1)+abg(eX,) - k(*an))XipH +

_ _ C?
heY 2 f(eXn, 1Y) = BaCy YIXE2 (X + Ve ) —
hCpia

_ ct
hPaCs, Yixe (p—;an + Yn) — ..
hCpia
_ cr! _
—RPaC?, YPIX, | =2 X, 4+ Y, | — aRPTlyPH
: hCyia
BQ
= (XﬁYnGl (£Xn, 71Y,) + eY2Go(e X, 5p+1Yn)>

Il s’ensuit que

Y1 —aXPh = (Y, —aX?t) (1 +h(b(1+g(eX,) —alp+1))XE +

h? h?

eY?2Gy(e X, PTY,) + a XPH Gy (e X, ePTY)

gp—1
h +1
2 XEGh (X, Yn)) n

B( —1+ab—a?(p+1)+abg(eX,) — k(eX,) +

h .
= Gi(eXo sp+lyn))Xgp+1 N AR o
&

_ _ C?
heY2f(eXn, eP1Y,) — Rl V2X2? (;lé';;an + Yn) _
p+1
75 5 vdyp—d
RaC?,, YixX? <hC”5 X, + Yn) -
p+1
; i [ Cra
WPaCh Yy Ko (32X + Yo
p+1
p—1
On sait déja que Y, < —hccpjfl, puisque Y, < aX?**1 1l reste a étudier le
p+1
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signe de

(-1 +ab—a?(p+1) +abg(eX,) — k(=X,) + S%Gl (eXn, 5”+1Yn)> X2l
eY?2f(eX,,e"Y,)
Posons
B=—-1+ab—a?(p+1)+abg(cX,) — k(eX,) + %Gl(aXn, ePty,)
Comme a1 3 a 5 az, on a
Iy=—1+ab—a*(p+1) 0.
Donc # > 0. On montre ainsi, comme dans le cas o1 p = 1, que
B+eY?2f(eX,,e"Y,) <0
Il en résulte que V41 —aX?2,; <0. m

Le systeme (2.19) est S-inversible. Soit donc maintenant (2_,, y—n), o, 12
suite des prédécesseurs du systéme (2.19) issue de (9, yo) et soit (X_p,, Y_p,), o
la suite des prédécesseurs du systéme (2.22) correspondante. On a le lemme

suivant :

Lemme 2.4.4 Soient o € R tel que oy 5 a0 5 g et (Xo, Yy) un point limité
du plan tel que 0 < Yy < ozXé’+1 et Xo > 0. La solution (X_,,Y_), o, du
systeme (2.22) issue de (Xo,Y0), ne quitte pas la région du plan définie par

{(X,)Y)eR?*; X >0,0<Y <aXP}

Preuve :
On a
Yy —aXPt <0
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D’autre part,

Yo —aXPt = Yo, — hXPT — hXPTR(eX ) + hba” Y, +

bhg(eX )Y 1 XP |+ heY? f(eX 4,ePTY ) —
p+1

QY CFLXPTERE YR
k=0

BQ

E—Z_p <X€1Y71G1 <€X71, Eerlyfl) +

€Y31G2(€X_1, Ep+1Y_1))

On obtient aprés factorisation,

_ h
0 > (1 +h (b (14+g(Xy)—(p+1)a+ 5—pG1(€X1,57’“Y1)) X’jl) Y., —
L (1=X" - h?
(OéCh2 (1_—)(_1) - h(‘ff(SXfl, 5p+1Y71> - @G2(5X717 €p+1Y1>) Y_21 -
h(l+k(EeX_y) X2 —axPt!
ol ¢ est un nombre réel vérifiant C]f 1 < cpour tout ktel que 2 <k <p+1.
OnaceGi(eX_1,eP™Y 1) = O(e); ceci signifie que eG (e X _1,eP™Y_ ) > —1.

D’autre part, si

h
5f(€X_1,€p+1Y_1) + FGQ(SX_1,€p+1Y_1) > 0,

alors

cp

0 > <1+B(b(1+g(5X1))—(p+1)04—£) X€1>Y,l—

L, (1—-XP -
el <ﬁ) Y2 = h(1+ k(X)) X2 — aX?T! (2.23)

Si maintenant
h
Ef(EX_l, €p+ly_1> + 51’_*1G2(€X_1’ €p+ly_1) < 0,

on aura

h
Ef(8X71,€p+1Y71) + FG2(6X71,5p+1Y,1) > —2.
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Alinsi,

O:><1+BG“*V@X4»_@+UQ_530)@JK4—

7 72 1— Xgl 2 2p+1
<2h Fach? [ ) VY2 — R+ k(X)) X2 -
1 X,
aX?i! (2.24)

Pour le deuxiéme cas, le discriminent A du polynéme de second degré en Y

(1 +h (b(l +g(eX 1) —(p+1)a— 8}%) Xﬂ) Y., —

_ L, (1—-XP -
(2h + OfﬂhQ (1_—)(_1)> Yfl — h(l + k(EX_l))X%ﬁH — O[Xg—"l_l

est strictement positif. Ce dernier admet deux racines

(148 (b1 +gEX 1) = (p+1a— ) X2, ) + VA

o 2008 (=53

>0

et

) (147 (b1 +gEX 1)~ (p+1)a— L) X2,) - VA
o 2 (715 + a3h? (i:§51>>

—1

>0

La racine Y_; est infiniment grande. Ainsi, 'inégalité (2.24) est vérifiée si et
seulement si _
Yo <Y,

On montre comme au lemme 2.2.7 par un simple calcul (développement li-
mité) que -
Y—l < OéXfJfl

lorsque (p+1)a?+ba+1 50 (cest a dire ap S a3 @1).

Le cas de I'inégalité (2.23) se traite d’'une maniére analogue.
Il en résulte que Y_; < aX?,. =
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Chapitre 3

Secteur elliptique dans le systéme
différentiel sous forme canonique
(5) et dans son discrétisé, pour
p=met A=0

On considére dans tout ce chapitre pour r = 2p + 1, la forme canonique

(5)

=y
{ g = ax (14 k() + 0Py (14 g (2)) + v*f (z,y)

avec A =b*+4(p+ 1)a = 0.

Comme au chapitre 1, on suppose par un changement de variables linéaire
que b > 0.

Dans un premier temps on ne considére dans la famille (5) que le cas f =
k=g = 0. On aura donc a étudier le systéme

T =y
{ y = ax®t! + baPy (3.1)

On décrit dans ce chapitre d'une facon précise, le comportement des solutions
de (3.1) et on montre la persistence de solutions homoclines, plus précisément
la persistence du secteur elliptique pour le discrétisé

Ynil = Yn + D (cwcff”rl + bxPy,) '
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associé par Euler au systéme (3.1), ou A infiniment petit strictement positif,
est le pas de discrétisation.

3.1 Comportement des solutions du systéme (3.1)

Considérons le systeme différentiel (3.1) et notons @(x) = (—a/b)zF™, ou
y = @(x) est une partie de l'isocline §y = 0 (Fig. 3.1).
Notons aussi les régions
Ry={(v,y) eR?*; 2>0,0<y <)}, By={(v,y) e R?; x>0,y <0},
Ry={(z,y) eR?; 2<0,y<0}et R, ={(x,y) eR?*; 2<0,0<y <@}

On va montrer dans la proposition qui suit que le systéme (3.1) posséde
un secteur hyperbolique et un autre elliptique et que la courbe d’équation
y = axP*! solution du systeme (3.1) ou a = b/ (2(p + 1)), sépare les deux
secteurs.

Puisque le champ de vecteurs (3.1) est symétrique par rapport a 'axe (oy), on
ne s’intéressera qu’au demi-plan z > 0. Soient alors xy > 0 et v = (z(t), y(t))
la solution du systéme (3.1) issue du point (zo, yo).

Y

FIGURE 3.1 — Portrait de phases du systéme (3.1), pour a = —2, b = 4 et
p=1.

Proposition 3.1.1 On a :
1) Siyo < axP*t, alors lorbite correspondante & vy est homocline.
2) Si axP™ <y, alors lorbite correspondante & vy coupe la droite x = 0 en
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un point d’ordonnée positive. De plus,

li =1l = — i =
A= p 0 == i ot) = oo
Preuve de 1) :
Le méme éclatement qu’au chapitre 1
r=1u
dr = uPdt

permet de transformer (3.1) au systéme

u = uv
{ v = a+bv—(p+1)0? (3.3)

ou (") désigne d/dr. Le systéme (3.3) posséde une unique singularité A =
0, @) de nature noeud-col [50, 38| (Fig. 3.2).

\ T !

FIGURE 3.2 — Portrait de phases du systéme (3.3), pour a = —2, b = 4 et
p=1.

La courbe d’équation y = azP™! correspond dans le plan (u, v) a la droite
v = Q.
Toute solution de (3.3) issue entre les deux droites v = @ et v = 0, coupe
I'axe (ou). En effet, soit v, (u (7),v (7)) une solution de (3.3) issue de (ug, vo)
tel que 0 < vy < @. On suppose par symétrie que ug > 0. On a

Vi >0, v(t) <
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et
v (t) < (a+bvo — (p+ 1)vg)t + vo,

puisque la fonction donnée par a+bv — (p+ 1)v? est croissante sur I'intervalle
| —o0,al]. Si
Vit € [0, tmax], 0 < v(t) < @

on aurait
Vit € [0, tmax|, w(t) < ugexp(vot)

Ainsi, v (tmax) < 0 du fait que ty. = 400 d’aprés le théoréme de sortie de
tout compact. Par conséquent la solution v coupe la droite y = 0. Elle atteint
un point (x1,;) de Rj.
On montre comme au chapitre 1 que la trajectoire v atteint un point de Rj.
Alinsi, par symétrie, elle atteint la région R)j, puis un point (z(t1),y(t1)) de
la région

{(z,y) eR*; y>¢@(z), s <0,y>0}

et enfin tend vers l'unique point singulier (0,0) du systéme (3.1) quand ¢
tend vers +oo. Par symétrie par rapport a I'axe (oy), la solution v tend vers
(0,0) quand ¢ tend vers —oo.

Preuve de 2) :
Apres application de I’éclatement

T =uv
dr = vPdt,
le systéme (3.1) devient
o= 11— Lu2p+2 _ Lup-i-l
o o= L iy uPv.
p+1 p+1

Le systéme (3.4) posséde deux points singuliers (Fig. 3.3) : A; = (uq,0) et
Ay = (u3,0), ot uy = (=b/(2a))"PY et uy = (b/(2a))"P*V: ils sont tous
les deux des noeud-cols |50, 38].
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v

Uy U

FIGURE 3.3 — Portrait de phases du systéme (3.4), pour a = —2, b = 4 et
p=1.

La parabole y = axP™ correspond dans le plan (u,v) a la réunion des deux
droites u = uy et u = us.

Toute solution issue de la région {(u,v) € R?*; uy < u < uy} du plan (u,v)
coupe l'axe (ov) (I'axe (ou) est invariant pour le systéme (3.4)). Ceci signifie
que si (29, 1) est un point du plan tel que azht < yo, alors la solution ~
issue de ce point coupe 'axe (0y).

Lorsque 0 > ug > us, on a
V1 <0, u(r) <0,

lim w(7) #0et lim v(7) = 4o0.

Autrement dit,
lim z (t) = — lim y (t) = —c0. m
t——o00 t——o0

Dans ce qui suit, on s’intéressera a l’existence d’un secteur elliptique dans le
discrétisé (3.2) du systéme (3.1).

Pour plus de clarté et pour faire ressortir les techniques de calculs utilisées
pour montrer que le secteur elliptique est préservé dans le cas du systéme
discret associé a (3.1), on va se concentrer dans le systéme discret (3.2) sur
le cas ot p = 1. Le cas p > 1 sera traité par la suite.
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3.2 Orbites homoclines dans le systéme discret
(3.2), pour p=1

Lorsque p = 1, le systéme (3.1) devient

{i" — Y (3.5)

v az® + by

En tenant compte du fait que A = 0, le changement de variables linéaire

permet de supposer que a = —2 et b = 4. Ainsi, le systéme (3.5) s’écrit

T =y
{ y = —22° + day (3.6)

Dans ce cas on a @(z) = (1/2) 2%, @ = 1 et la parabole d’équation y = 2 est
une solution de (3.6).
Nous considérons dans cette partie le systéme

{ e (3.7)

Yn+l = Yn T h (_2‘%% + 4$nyn>

associé par Euler au systéme (3.6). Le paramétre h est le pas de discrétisa-
tion; il est supposé strictement positif et infiniment petit.

Le théoréme 3.2.1 suivant montre que dans une certaine partie limitée du
plan les solutions homoclines du systéme (3.5) sont préservées aprés discré-
tisation par Euler.

Théoréme 3.2.1 Dans la partie limitée du plan, pour tout secteur ellip-
tique S du systéeme (3.6), il existe un secteur elliptique du systéme (3.7) dont
l’ombre est S.

La difficulté dans le cas ou A = 0 apparait, contrairement au cas o A > 0,
dans le fait que la pente de la courbe d’équation y = az?, a > 0, dans le
premier quadrant du plan, est plus grande que celle du champ de vecteurs
(3.6) au point (x,az?). Par cocéquent, cette courbe ne peut pas servir de
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barriére supérieure pour les itérés inverses de (3.7).

Le principe de la démonstration est de piéger, si possible, une plus grande
zone possible des itérés inverses de (3.7). Par aileur, on construira une courbe
infiniment proche de la solution y = ax?, qui sera la barriére recherchée.

Dans la preuve du théoréme 3.2.1, on utilisera une série de lemmes qu’on
énoncera et démontrera ci-apreés.

Preuve du théoréme 3.2.1 :

Soit (9, yo) un point limité de R}, tel que x, soit appréciable. On a le
lemme suivant, dont la preuve est similaire a celles des lemmes 1.1.4 et 1.1.5,
respectivement :

Lemme 3.2.2 1) La solution (2, yn),cy otteint un point limité (xq,1,) de
la région R).

2) Le point (xg41,Ygr1) est tel que x,41 < 0.

3) 1l existe ny dans N* tel que y,, > ¢(xp,).

La solution (2, ¥n), <y atteint un point de R, puis de la région
R = {(z,y) € R?; 2 <0, ¢(x,,) < y < z?} d’apreés le lemme 3.2.2 et ne la
quitte pas d’apres le lemme 3.2.3 suivant qu’on démontrera un peu plus bas :

Lemme 3.2.3
Toute solution (T, yn),cy du systeme (8.7) issue d’un point limité (xo, o)
de la région Ry reste dans celle ci.

Dans la région Rf, la suite (yy,), .y est décroissante et minorée et la suite
(Tn),en €St croissante et majorée. Ainsi la suite (2, yn), oy €St convergente.
Sa limite est (0,0).

Grace au lemme 3.2.4 suivant dont la preuve est analogue a celle du lemme
1.1.7, on définit la suite (x_p,y_p),cy comme étant la solution du systeme

Top =Top-1 1 hyfnfl
Yn =Y-n-1 +h (_2-’1/‘3_71_1 + 4$,n,1y,n,1)

vérifiant
(1.—1’ y—l) x~ (:L.Oa yO) .

De plus, tant que (z_,,y_,) est limité,

(I’,n,h y*'fl*l) =~ <‘/L'*TL7 y*ﬂ) .
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Lemme 3.2.4 Tout point limité du plan admet un prédécesseur limité par le
systeme (3.7).

Comme il a été dit précédemment et contrairement au chapitre 1, les courbes
d’équations y = ax? ot @ > 0, ne peuvent pas constituer des barriéres
supérieures des itérés inverses du systéme (3.7), dans le premier quadrant du
plan. Cependant, on a le lemme suivant qu’on prouvera plus bas :

Lemme 3.2.5 Soit (xg,yo) un point limité de la région du plan
Rg = {(%3/) eER*; x>0, 0<y<x2—2hx3}

Alors, la solution (x_,,y_p,) du systeme (3.7) issue de (x9,y0) ne quitte

pas Ry.

nENx

Supposons maintenant que 0 < (g, o) est telle que yo < x5 — 2hx}.
D’aprés le méme lemme 3.2.5 et le lemme 3.2.6 ci-dessous, qu’on montre
d’une fagon analogue que le lemme 1.1.9, et aussi du fait que la suite (z_,),, oy
est décroissante dans le premier quadrant du plan, la solution (z_,,y—n),cy
définie dans le lemme 3.2.4, ne quitte pas la partie du plan délimitée par la
parabole y = (1/2)z? et par la courbe y = 2% — 2ha?.
Lemme 3.2.6 La suite des prédécesseurs (x_,,y_n) d’un point limité
(x0,%0) de la région R vérifie :

1)

neN

1
dke N*, Y > §x2,k
2)

L,

VnEN*,n>k:>y_n>§x_n

En utilisant les propriétés de monotonie des deux suites (r_y), .y €t (Y—n) ey
ainsi que le lemme 3.2.6, on déduit que la solution (z_,,y_,) tend vers
(0,0) quand n tend vers —oo. ®

neN

On montre dans ce qui suit, les lemmes 3.2.3 et 3.2.5 utilisés dans la
preuve du théoréme 3.2.1 :

Preuve du lemme 3.2.3 :
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On va montrer le lemme 3.2.3 en deux étapes :

Premiére étape : On a
Yni1 — Tpyy = Yn + h (=220 + 4z0y,) — (2, + hayn)? .
C’est-a-dire
Ynt1 = Loy = (Y = 27) + 2han (yo — 27) — WPy;
Il s’ensuit que
Yn+1 — $i+1 = (yn — 23,) (1 + 2hz,) — WPy

On sait d’aprés le lemme 3.2.2 que si (zg,y0) est un point de R}, alors la
solution (,,, Yn ),y atteint un point limité de la région Rf et ne la quitte pas
d’apres le lemme 3.2.3. Or dans Rf, la suite (y,),,oy est décroissante ; ainsi,

la suite (z,,),cy reste limitée. Il en résulte par récurrence que

2
Yn+1 — T <0

dés que
Yo — 96(2) <0
Deuxiéme étape : On a
1 1 1
Yot 595%“ = Yo+ dhn (yn - 5xi) B §xi+1

Comme x,, < x,.1 < 0, on obtient

1 1 1 1
Yni1 — ixiﬂ > <yn — 5%%) + 4hx,, <yn — Exi) = (yn — 5xi> (1+ 4hz,)
On conclut par récurrence que

L,
Yn+1 — 51’”“ >0,

quand yo — (1/2)z% > 0. m
Preuve du lemme 3.2.5 :
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On cherche d’abord l'existence d’une courbe continue d’équation y = f(x)
dont la pente aux points (x, f(x)) pour tout = > 0, est inférieure a celle du
champ de vecteurs (3.6).

Il s’agit en fait de trouver des solutions f(z) éventuelles de 'inégalité

f(x)f'(z) — 4o f(x) + 22° < 0. (3.8)

Le principe est de trouver si possible, une courbe la plus proche possible de
la courbe y = ax? qui vérifie (3.8). Soit alors

flz) =2+ pa’

ol [ est un nombre réel infiniment petit, strictement négatif. On vérifie que
la courbe d’équation y = f(x) vérifie bien I'inégalité (3.8).

Montrons maintenant que la courbe y = 22 + $2® pour un S bien choisi,
constitue une barriére supérieure pour les itérés inverses du systéme (3.7).

On a

yo — x5 — Py = yo—a°, — B’ —2ha’, —2ha_yy — WPy, —
38ha? y 1 — 38R%w_1y*, — BR3y3, + dha_ 1y

Comume
yo—x3+ﬂx3<0,
—ﬂh3y?il >0
et
4dhx_1y-1 >0,
on aura

(1—2hx_y —3Bhx*))y_1 — (3BR*z_1 +h*)y* |, — 2%, — (2h+B)z*, <0 (3.9)
Notons A le discriminant du polynéme de degré deux en y_; du premier
terme de l'inégalité (3.9). Il est clair que A est strictement positif. Ainsi,

'inégalité (3.9) entraine que

Y1 < Yo 0UY_1 > Yq
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ou
- 1 —=h(2+36z_1)x_1 + VA
Y1 = 5 >0
2(3B$_1 + 1)h

et

_ 1 -h(2+3Br)r_ — VA 0

g = 2(361_1 + 1)h?
Le réel y_; est infiniment grand. D’autre part, on vérifie par des calculs que
lorsque 3 = —2h,ona y_; < 2%, + 2. Il en résulte que y_; < 2%, + B3 ,.
[ |

3.3 Secteur elliptique dans le discrétisé du sys-
téme (3.1) lorsque p > 1

Comme a la section précédente, on montre via le théoréme suivant que les
solutions homoclines du systéme (3.1) sont préservées dans le systéme (3.2).

Théoréme 3.3.1 Dans la partie limitée du plan, pour tout secteur elliptique
S du systeme (3.1), il existe un secteur elliptique du systéeme (3.2) ayant pour
ombre le secteur S.

Pour montrer le théoréme 3.3.1 on cherchera une courbe qui constitue une
barriére supérieure pour les itérés inverses du systéme (3.2). On répétera le
méme raisonnement que dans le théoréme 3.2.1.

Preuve du théoréme 3.3.1 :

Les lemmes 3.3.2 et 3.3.3 suivants permettent de montrer que la solution
(T3, Yn) ey du systéme (3.2) issue du point limité (xg,0) de R, atteint un
point de R}, puis un point de la région

S={(z,y) eR*; 2 <0, p(z) <y < az"},
pour ne plus jamais la quitter.

Lemme 3.3.2 Soit (2, yn)
de Ry. On a :

nen la solution du systeme (3.2) issue de (o, o)
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1) La solution (Zy, yn),cy atteint un point limité de la région définie par

{(z,y) eR*; 2 <0,0<y < p(x)}
2) Si (xq,yq) est un point limité de la solution (T, Yn),cn tel que x4 < 0 et
Yg < axl, alors son successeur (Tqi1,Ygs1) VETifie q4q < 0.

Dans la région S, la suite (y,),oy est décroissante et minorée et la suite
(xn)neN est croissante et majorée; la suite (z,, yn)neN est convergente vers
I'unique limite (0, 0).

On définit la suite (2_p,y_n), oy issue du point (xo,yo) & travers le lemme
suivant :

Lemme 3.3.3 Tout point limité du plan, admet un prédécesseur limité par
le systéme (3.2).

D’apreés le lemme 3.3.5 ci-dessous et du fait que la suite (x_,),, oy est décrois-
sante dans le premier quadrant du plan, la solution (z_,,y—y),cy bien définie
d’aprés le lemme 3.3.3 ci-dessus, ne quitte pas la partie du plan

{(x7y) € R2; x>0 0<y< axPt!t + ahx2p+1}
En utilisant les propriétés de monotonie des deux suites (7_p),,cy €t (Y—n),en

on déduit que la solution (x_,,y_,),  tend vers (0,0) quand n tend vers
—00.

neN

On omet ici la preuve des lemmes 3.3.2 et 3.3.3 du fait qu’ils se démontrent
de la méme maniére que les lemmes 1.1.4 et 1.1.7. Ci-aprés les lemmes 3.3.4
et 3.3.5 et leurs preuves :

Lemme 3.3.4 Toute solution (Tn,Yn),cn du systéme (8.2) issue d’un point
limité (xq,yo) de la région

{(z,y) eR?*; 2 < 0,p(z) <y < az”*'}

reste dans celle ci.

Preuve :
On a
p+l
Y1 — aztt =y, + aha? T 4 hbaly, — @ZC’Z’fﬂxﬁH_khkyﬁ
k=0
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En mettant y, — az?™ en facteur, on obtient

Yoir = ax) ) = (yo = aaht) (L+h(b = a(p+1))ah) +
h(a—ab+a® (p+1)) Pt —anrtiy?t! —
3 3 2 p—2 CZ%-l‘l
h*aCy, y,oh hC3 In T Yn | =

P+1

5
thﬂ
cry
hPaC? oi1Yn Y p; Tn+Yn |-
! hCpia
Puisque
cry
arPtl < — 2 o yp >3
hCpia
et comme y, < azP™! il s’ensuit que
p 1
Yn < — Ty, VP 2 3.
e

Or, \=0?+4a(p+1) =0; ainsi a —ab — a*(p+ 1) = 0. Il en résulte que
Ynt1 — O_‘mf:tll < 0.

De méme, on a

Ltnst = Yo + aha® 4 hbaly, + SaltL.

yn+1 + b

b
Comme 0 < x, < T,41 < 0, on aura

Ynt1 + %an > (yn + bxf;fl)u + hba?).

D’ou a
Ynt1 T+ E@ﬂﬁnﬂ >0

tant que yo + $x4 P50, m

Soit (Z_p, Y—n),en. 1 suite des prédécesseurs du systéme (3.2) issue d’un
point limité (xg,yp). On a le lemme suivant :
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Lemme 3.3.5 Soit (xg,yo) un point limité du plan tel que

2p+1

0 <yo < azh™ + ahatP*' et zy > 0

La solution (x_p,Y—n),cn, du systeme (3.2) issue de (o, yo), ne quitte pas la

TEGLON
{(z,y) € R?; 0 <y < az™ + aha®™, 2 > 0}

Preuve :
Le principe est le méme que dans la preuve du lemme 3.2.5. On vérifie que
pour un réel € infiniment petit et strictement négatif, la pente de la courbe

y = g(x) := arPtt 4 ex?t!
est pour tout x > 0, inférieure & celle du champ de vecteur (3.1) pris aux
points (z, g(x)).
Montrons maintenant que la courbe d’équation

y = azPtl 4 extl

constitue pour un € bien choisi, une barriére supérieure pour les itérés du
systéme (3.2). Pour cela, supposons que

1 2p+1
yo < axh 4+ eaght
On a
+1 2p+1
Yo —axy —exy = y |+ aha”{ 4 bhat iy, —
k p+1 p+l-k
Cpr1 2y

2p+1
2p+1—k k 2p+1—k
E 2p+1h T 1Y .
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Ainsi

yo — azhtt —ex?tt = (1 + bha”, — aha? | — eha™, D) y-1 +

1 1 2p+1
(ahxp+ —axP — et —

pHl—k ptl—k
E : +195—1h Y

2p1

ko ok p2ptlok, 2ptlk
sg Cop®i B2 Ty

Puisque
Yo < awﬁ“ + €x2p+1,
2p—1
k k 2p+1—k 2p+1—k
_5202p+1$—1h—p1 v >0

k=0

et
Vk € {0,1,...,p— 1}, W5 MR <2y

on obtient

0 > (1+0bha?, —aha®, —eha™)y_, +

(aha® ! — az?t — ea™) —
11—z
h’a — ) 2. 3.10
ac(1=22) o8 (3.10)

ol ¢ est un nombre réel vérifiant C* i1 < ¢ pour tout k tel que 0 <k <p—2.
Le discriminent A du polynéme de second degré en y_; dans (3.10) est stric-
tement positif. Celui-ci admet deux racines

14 bha? | — aha’ | — cha® + VA

Y1 = —P >0
2h2ac (1 lﬂfl)
1—z_1
et
_ 14 bha?, — aha? | — eha® — VA -0
e 2h2ac (1 ;1)
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La racine y_; est infiniment grande. Ainsi, I'inégalité (3.10) est vérifiée si et
seulement si

AN]]

Y1 < Y_1

On vérifie que losque € = ah, on a
- _ prl 2p+1
y_1 < ozx’f{ + ahx_pﬁ'

. _ 2p+1
Il en résulte que y_; < az’" +ex. m

3.4 Etude du comportement du systéme (5) avec
p=1

On s’intéresse dans cette section pour p = 1, au comportement des solu-
tions du systéme différentiel (5)

T =y
{ g = az® (1+k(x)) +baPy (1+ g (x) +y*f (z,y)

ou k, f et g sont des fonctions analytiques, telles que k(0) = g(0) = 0 et
A=0?+8a=0.

L’origine est un point singulier dégénéré du systéme (5).

Dans le cas ot p = 1, le systéme (5) se raméne par un changement de variables
linéaire au systéme

S ) (3.11)
y = —22°(1+h(z))+doy(1+9(2)) +y°f (2,9)
Dans ce cas, @ = 1. On a la proposition suivante :

Proposition 3.4.1 Le systéeme (3.11) posséde un secteur elliptique.

Preuve :
On procéde sur le systéme (3.11) comme précédemment, par une série
d’éclatements quasi-homogéne suivant les deux directions z et y :

r=u
y = u*v (3.12)
dr = udt
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puis

T =uv
y = v? (3.13)
dr = vdt

et enfin
T =uv
y=—0v? (3.14)
dr = vdt

On peut voir dans la premiére section de ce chapitre la nécessité et 'utilité
de chacun de ces trois éclatements.

L’éclatement (3.12) appliqué a (3.11) donne le systéme

wo= (3.15)
Vo= =24 4v — 20 — h(u) + 4vg(u) + wo* f (u, u?v) '

Le systéme (3.15) posséde un unique point singulier A = (0,1) qui est un
noeud-col [50, 38] (Fig. 3.4).

\ M |

FIGURE 3.4 — Portrait de phases du systéme (3.15) au voisinage de A, avec
f(@,y) = g(x) = k(z) = .

Le méme raisonnement que dans le chapitre 1, méne & montrer que
dans le plan (x,y), certaines solutions coupent I'axe (ox) : ces solutions
passent, lorsque le temps est décroissant, du quadrant du plan {(z,y) €
R%*:; x < 0,y > 0} au quadrant {(z,y) € R*; x < 0,y < 0} et lorsque le
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temps est croissant, elle passent de la région {(z,y) € R*; x > 0,y > 0} a
{(z,y) € R?; z > 0,y < 0}. tendent vers (0,0) quand ¢t — +o0o dans le sens
croissant du temps dans le demi-plan {(z,y) € R?; z < 0} et quand ¢ — —o0
dans la partie {(z,y) € R?; z > 0}.

Passons maintenant a 1’éclatement (3.13). Cet éclatement transforme le sys-
téme (3.11) en

{ v = 1+ u*(l+ h(w)) — 2u*(1 + g(uv)) — 2 f(uwv, v?)

v = —uPu(1+ h(uv)) + 2uv(l + g(uww)) + %f(uy’ v?) (3.16)

Le systéme (3.16) posseéde deux points singuliers (Fig. 3.5) : deux nceud-cols
Ar = (=1,0) et Ay = (1,0) [50, 38].

Certaines solutions de (3.16) tendent vers A; et Ay quand 7 tend vers +oo.
Les solutions de (3.11) correspondantes tendent lorsque y > 0, vers (0,0),
dans le demi-plan {(z,y) € R?; x < 0} quand ¢t — +o00 et dans l'autre partie
du plan quand t — —o0.

1——-’:{;\
-ﬁ\.z-‘

-

5

FIGURE 3.5 — Portrait de phases du systéme (3.15) au voisinage de A; et de
Ao, avee f(z,y) = g(z) = k() = z.

Les solutions de (3.16) séparant le mouvement, ayant aux voisinages de
Ay et As pour tangentes u = —1 ou u = 1, correspondent dans le plan (z,vy),
aux solutions du systéme (3.11) dont les tangentes au voisinage de (0, 0) sont
la parabole d’équation y = 2.
On montre comme dans le chapitre 1 que dans le plan (z,y), au voisinage

de l'origine, certaines solutions passent suffisamment proches de la courbe
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y = x?, puis coupent I'axe (oy).
Une solution de (3.16) dont la composante v tend vers l'infini, correspond
dans le plan (z,y), a une solution dont la composante y tend vers +oo.

Les solutions tendant vers A; et A, ont une des deux composantes u ou v qui
tend vers l'infini. Si v tend vers l'infini, ces solutions ne sont pas homoclines.

Nous terminons ’étude par I’éclatement (3.14) suivant la direction des y
donnant le demi-plan inférieur. Cet éclatement transforme le systéme (3.11)
en

{ v = —1—u'(1+ h(uw)) —2u*(1 + g(uww)) + % f(uv, —v?)

v o= u3v(1 + h(uv)) + 2uv(1 + g(uv>) _ % (uv’ —1)2) (3.17)

L’utilité de I'éclatement (3.14) est de regarder ce qui se passe de plus prés
dans le demi-plan inférieur, chose qui n’est pas donnée par I’éclatement (3.13).
Le systéme (3.17) ne posséde aucun point singulier et I’axe (ou) est invariant
dans ce systéme.

Sur I'axe (ou), la composante v du systéme (3.17) est nulle.

Par continuité des solutions de (3.17) par rapport aux conditions initiales, il
existe un voisinage de 1'axe (ou) dans lequel toutes les solutions issues prés
de cet axe, coupent I’axe (ov) en des points proches de l'origine.

On en déduit que dans le demi-plan inférieur, aucune solution du systéme
(3.11) ne tend vers (0,0).

'existence d’un secteur elliptique dans le systéme (3.11) découle de I'interpré-
tation des trois éclatements (3.12), (3.13) et (3.14) qui lui ont été appliqués.
[

3.5 Secteur elliptique dans le discrétisé du sys-
téme (5) lorsque p =1

On sait d’aprés la proposition 3.4.1 que le systéme (3.11) posséde un
secteur elliptique. On étudie dans cette partie la préservation des solutions
homoclines dans le systéme discret

Tpt+l = Tn + hyn
s = vt (= 28304 k() 4 (1 9()) + 02 ()
(3.18)
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associé par Euler au systéme différentiel (3.11), out h est le pas de discrétisa-
tion, supposé infiniment petit dans toute la suite.

Le théoréme suivant montre que dans la zone limitée du plan située a
I'intérieur du secteur elliptique du systéme (3.11), appréciablement distant
de son bord, les solutions homoclines sont préservées apres discrétisation par
Euler.

Théoréme 3.5.1 Dans la partie limitée du plan, pour tout secteur elliptique
S1 du systéme (3.11), il existe un secteur elliptique du systeme (3.18) dont
ombre est S.

Soit (xo, o) un point limité du plan appréciablement dans le secteur ellip-
tique du systéme (3.11). Pour fixer les idées, considérons le cas o > 0 et
0 < yo < ¥(x0), ot y = Pp(z) := 32° + o(2?) est Visocline nulle du systéme
(3.18). On étudie les autres cas d'une maniére analogue.

Notons (z(t),y(t)) la solution du systéme (3.11) issue du point (zg,yo) et
(T, Yn)nen la solution du systéme (3.18) issue du méme point.

La preuve du théoréme 3.5.1 se base essentiellement sur les propriétés quali-
tatives des solutions du systéme (3.6).

Preuve du théoréme 3.5.1 :
Par stroboscopie puis par permanence, on peut exhiber un N dans N pour
lequel Nh est infiniment grand et

(Z(Nh),y(Nh)) ~ (0,0).

Posons alors ¢ = —Z(Nh), he = h et

{ T, =X,

Le systéme (3.18) devient

Xn+1 =X, + BYn
{ Yor1 =Y, + h( = 2X3(1 + k(eX,)) + 4X,Y, (1 + g(eX,,)) + eY,2 f (X, €2Y))
(3.20)
Le lemme 3.5.2 suivant montre que la solution (2, yn),cy atteint un point
de la région

{(z,y) eR*; 2<0,0<y<(x)}
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Lemme 3.5.2 1) Il existe p dans N* pour lequel z, < 0 et 0 < y, < ¥(z,).
2) Le successeur (Ty1, Yg+1) d'un point limité (x4, y,) de la solution (z,, yy,)
tel que xg <0 et y, < xg, vérifie que xq4q1 < 0.

neN

La solution (p, Y ),cy atteint un point (z,, ;) infiniment proche de l'origine,
tel que
xT<Oet0<yr<xf+ﬂxf

pour un bon choix du réel § > 0 infiniment petit (le choix de ce [ sera donné
dans la preuve du lemme 3.5.3), ne quitte pas la bande

R={(z,y) €R*; 2<0,0<y<a®+ pz°},

d’aprés le lemme 3.5.3 suivant, dont la preuve est donnée plus bas.

Lemme 3.5.3 Toute solution (X, Y,)
limité (xq,yo) de la région définie par

nen du systeme (3.18) issue d’un point

{(x,y)GRQ;:B<O,O<y<:l:2—|—ﬁ:r3}

ou [ est inifiniment petit strictement positif, bien choisi, reste dans celle-ci.

Gréce a la monotonie des suites (2,)nen €t (Yn)nen dans la partie R du plan,
la suite (2, Yn),cy est convergente. Sa limite est (0,0) de (3.18).

Le lemme 3.5.4 suivant met en évidence une suite de prédécesseurs, partie de
la solution du systéme (3.18) issue du point (xg, yo).

Lemme 3.5.4 Tout point limité du plan, admet un unique prédécesseur li-
mité par le systéme (3.18).

Soient donc (z_,,y ) la suite des prédécesseurs du systéme (3.18).

nENx
En s’appuyant sur le lemme 3.5.5 ci-aprés et en procédant de méme que
pour la partie directe (x,,yn),cy, de la solution, on montre que la suite
(2, Y—n) ey converge vers (0,0) quand n tend vers —oo. m

Lemme 3.5.5 Soit (xq,yo) un point limité de la région du plan

S={(z,y) eR?*; ©>0,0<y<z’+ (h+e)z*}

Alors, la solution (_,,y_,) du systéme (3.18) issue de (xq,yo), ne quitte

pas S.

neENx*
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La preuve de la premiére propriété du lemme 3.5.2 découle directement du
lemme 1.1.3, en remplagant X,, par (z,,y,) pour tout n € {0, ..., N}, T par ¢

et F' par (fi,q1) avec fi(z,y) =y et g1 (v,y) = =22, (1 +k(2,)) +4z,y, (1 +
9(x0)) + Y2 f(Tn, yn), o T est I'instant standard auquel la solution de (3.11)
issue de (o, yo) atteint la partie R4 du plan.

Par contre la deuxiéme propriété du lemme 3.5.2 est évidente, du moment
qu’on a
Tgr1 < Tq + hal = (1 + hay) < 0.

La preuve du lemme 3.5.4 est similaire a celle du lemme (1.1.7).
Ci-apreés les preuves des lemmes 3.5.3 et 3.5.5 :
Preuve du lemme 3.5.3 :

Pour = < 0, la courbe d’équation y = 2%+ 32> o1 3 est strictement positif
et infiniment petit, est une barriére supérieure pour le champ de vecteurs
(3.6). On montre que pour un choix convenable de 3, elle est aussi une barriére
supérieure pour les itérés du systéme discret (3.18).

En effet, Soit (X,,Y,) un point tel que X, < 0 et Y, < Xg + ﬁXg de la
solution (X,,,Y;), oy de (3.20). On a
Yy — X2, = BXE, = Y, — X2+ 4h(1+ g(eX,))X,Y, — 2hX,Y, -
2h(1 + k(eX,)) X, — WY} + heY) f(eX,,€%Y,)

—B(X, + hY,)*

On raisonne par I'absurde. Supposons donc que Y, 11 — X2, — X2, > 0.
On distingue deux cas suivant le signe de f(cX,,e%Y,) :
Dans le cas ou f(¢X,,£?Y,) <0, on aura

Vpor —aX2y = 053, < (1440, (1+g(2X,)) — 25X, — 300X3 )Y, -
(h? +381°X,)Y, — 2h(1 + k(eX,)) X3 —
2 3
Xp B BXP

Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire quand f (X, £?Y,) > 0, on sait que f(eX,,£?Y,) =
O (¢) < 1. On aura

Vior —aX2y — 6X3, < (1445, (14 9 (2X,) — 20X, — 3h6X2)Y, -
(h? + 38X, — he)Y,? — 2h(1 + k(X)) X} —
2 3
Xp — ﬁXp
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On se contente de ne traiter que le premier cas ; le dexiéme cas se traite d’'une
fagon analogue. Puisque Y11 —aX?2 ; — 3X3,, > 0, on aura

0 < (1 +4hX, (1 +g(eX,)) — 20X, — 355?{5)3@ +
(—h* = 36R°X,)Y,) — 2h (1 + k(X,)) X} — X} — 3X; (3.21)

Le discriminent A du polynéme en Y, dans le deuxiéme terme de 'inégalité
(3.21) est strictement positif. Ainsi, ce polynéme admet deux racines réelles

1+ 4hX, (14 g (X,)) — 2hX, — 3RBX2 + VA

= 2 (72 + 302X,
et
s 1+ 4hX, (1 +g (eXp) — 2hX, — 3hBX2 — VA
8 2 (h? + 33h2 X)) '
Pour que I'inégalité (3.21) soit vérifiée, il faut que

Y, <Y, <Y,
On montre que pour un bon choix de 3 (par exemple 3 = /), on a 17;, >
X2 + X3, Ceci contredit le fait que Y, — X? — X} < 0. m

Preuve du lemme 3.5.5 :
On a

Yo — X2 - X% = (1 42Xy + 4hX_1g (X 1) — 3hﬁxi1)y_1 -
(h* +3BR*X_1) Y2 — 2h(1 + k(eX_1)) X3, —
X2, — BX?, — BhPY? 4+ heY? f(eX _4,8°Y )
Si f(eX_1,e%Y_1)>0,0na
Yo- X3 - BXS = (142hX 1 +4hX 19 (eX 1) — 3hBX2, )Y, —
(h? + 3BR2X_1)Y2, — 20 (1 + k(e X_)) X3, —
X2, - BX2,
Si f(eX_1,e?Y 1) <0,ona f(eX 1,62V 1) =0(e) > —1let
Yo — X2 - BX3 > (1 2R+ 4RX g (eX_y) — 3BBX31>Y_1 -
(h* +3B8R*X 1) Y2 — 2k (1 + k(eX_ 1)) X3, —
X2, — BX3, — heY?,
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Puisque Yy—XZ— (X est supposé négatif, on aura dans la deuxiéme situation

0 > (1 +2hX_y +4hX g (X 1) — 355}(31)1/_1 - (3.22)
(R* +3Bh°X_1 + he)Y? — 2h (1 + k(e X_1)) X2, —

Le polynoéme de deuxiéme degré en Y ; défini dans (3.22) admet deux racines
réelles

_ L ARX (L9 (eX 1)) = 20X — 3RAX2, + VA

/
Y= 2 (72 + 3002 X1 + 1) .

et

>0

v _LF 4hX 1 (1+g (eX1)) — QBX_{— 3h6X2, — VA
- 2 (h2 + 3Bh2X_ + he)
L’inégalité (3.22) est vérifice lorsque
Y i< Y—//l ouY_ ;> Y—/l
Comme Y’ est infiniment grand, on aura Y_; < Y”,. On montre que pour

Le cas f(eX_1,6%Y 1) > 0 se traite d'une facon similaire. m
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Chapitre 4

Solutions homoclines dans un
systéme différentiel quadratique a
partie linéaire nulle et dans son
discrétisé

On s’intéresse dans ce chapitre au systéme différentiel correspondant a
l'itération du polynéme complexe 22 4 c¢. On montre que ce systéme admet
un secteur elliptique qui se préserve dans le systéme discret obtenu par la
méthode d’Euler.

L’équation quadratique discréte de C a un paramétre z,,1 = 22 + ¢ avec
n € Net c € C, s’écrit dans R? sous la forme

Xn+1=X72L—Yn2+a’ <41)
Yn-i—l =2X,Y, + v .
oz, =X, +iY, et c=a +1b.
Considérons le systéme différentiel
v V2 V2 /
X =X Y- X+a (4.2)
Y =c(2XY -Y +V)

ol ¢ est un paramétre réel strictement positif.
Le systéme (4.1) est une discrétisation de (4.2) par la méthode d’Euler de
pas 1 pour ¢ = 1. En posant x = X —1/2 et y =Y, le systéme (4.2) devient

T = 22—y’ +a
{y = c(2zy+0) (4.3)
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ona=da —1/4etb=1"0".

Quand b = 0, 'axe (oz) est invariant et le champ de vecteurs (4.3) est
symétrique par rapport aux axes de coordonnées. Ainsi, quand b = 0, I’étude
du systéme ( 4.3) se réduit au demi-plan y > 0. Pour a = b = 0, 'origine est
I'unique point singulier. Il est nonhyperbolique car les deux valeurs propres
de la matrice de la partie linéaire de (4.3) sont nulles. Excepté celles qui
sont issues de l'axe (ox), on établit ci-dessous que dans ce cas toutes les
trajectoires sont homoclines & 'origine.

On montre aussi que les solutions homoclines du systéme

T = $2_y2
{ y = 2exy (44)

se préservent aprés discrétisation par Euler quand le pas de discrétisation est
infiniment petit.

4.1 Orbites homoclines dans le systéme (4.4)

Dans cette section, on montre ’existence de solutions homoclines pour le
systémes (4.4). On a la proposition suivante :

Proposition 4.1.1 Les orbites du systéme (4.4) issues de points (xq,Yyo)
avec yo # 0, sont homoclines.

Preuve :
Lorsque x # 0 et y # 0, le systéme (4.4) se réduit a I’équation de Bernoulli
d 1 [2?
2t = = (x_ - y) (4.5)
dy e \y

dont la solution générale est donnée par

2
2 —1
22+ 2% log|y| — coy? =0 sie =

1
? —cye + 0 sie##

(4.6)

N —NO | —

oll ¢; et ¢y sont des constantes réelles.

Aprés analyse du systéme (4.6), il apparait que les trajectoires tendent vers
I’'origine a gauche quand ¢ — +oco et proviennet de celui-ci a droite quand
t — —oo (Fig. 4.1). =
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FIGURE 4.1 — Orbites homoclines du systéme (4.4).

4.2 Orbites homoclines dans le systéme discret
associé a (4.4)

La discrétisation par la méthode d’Euler a un pas h > 0 du systéme (4.4)
donne

Yn+1 = Yn + 2hex, Yy, '
Dans cette section, on s’intéresse a l’existence de solutions homoclines dans
le systéme (4.7). Pour simplifier les écritures, on suppose que € = 1.
Supposons dans toute la suite que le point (z, yo) est limité, avec yo > 0.
Pour montrer le résultat essentiel de ce chapitre, on va d’abord établir une

succession de lemmes :

Lemme 4.2.1 Le demi-plan (y > 0) et l'aze (ox) sont invariants dans le
systeme (4.7).

Preuve :
Soit (2, Yn),en 1a solution du systeme (4.7) issue d’un point (x¢, yo). Par
récurrence, on a pour g > 0,

Ynt1 = Yn (1 + 2ehz,) >0

et yni1 = 0 lorsque yo = 0. Ainsi, la solution (2, ¥yn),cy ne quitte pas le
demi-plan y > 0 et aucune solution issue de 'axe (ox) ne quitte celui-ci. =
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Lemme 4.2.2 L’ensemble S; = {(x,y) € R?, 0 <y < —x} est invariant dans
le systeme (4.7).

Preuve :
Soit (2, Yn),ey 1a solution du systéme (4.7) issue du point (xg, yo) tel que
Yo < —xo. On obtient par récurrence pour 5 > 0 que

Tnp1 = Tp(1+ hay) — yi
et par conséquent,
Yni1 + Tpi1 = (Yn +xn) (L+ h(x, —yn)) + 2ehz,y, < 0.m
Lemme 4.2.3 Soit (xo,y0) un point du premier quadrant du plan vérifiant

xo %0 et yo £ 0. La solution (T, Yn),cy du systeme (4.7) issue de ce point
atteint la partie limitée du quadrant y > 0 et x < 0.

Pour la démonstration de ce lemme, il suffit d’appliquer le lemme de
stroboscopie 1.1.3.

Remarque. Dans le lemme 4.2.3, si (x0, 39) est dans le halo de (0, 0), il suffit
d’introduire le changement de variables

Tp
Uy = —
O
U, = —
«

avec « infiniment petit strictement positif. Ceci donne le systéme

_ 2 2
Upt1 = Up + ah (u; — v7)
Upt1 = Un + 2achu,vy,

qui est sous la forme du systéme (4.7).

Lemme 4.2.4 La solution (Tp, Yn),cn du systeme (4.7), issue du point (xo, o),
avec Yo > —xo et xg < 0, entre dans la région Sy et ne la quitte plus.

Preuve :
Les suites (:L“n)nEN et (yn)neN sont décroissantes dans la région Sy =
{(z,y) e R?; y > —x > 0}. Supposons que la solution (z,, yn),cy D€ quitte
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pas cette zone. En utilisant le lemme 4.2.1, il s’ensuit que les suites (x,,)
et (Yn),en Sont minorées, donc convergentes. D’autre part,

neN
lim (2, 9a) ers = (0,0)
Ceci, contredit le fait que (), est décroissante. m

Lemme 4.2.5 Tout point limité (zo,yo) avec yo > 0 admet un unique pré-
décesseur dans le systeme (4.7).

Preuve :
Notons F}, 'application de R? dans R? definie par

Fh (x7w yn) = (xn+1,yn+1) Jvn € N.

On montre que pour tout point limité (z,t), il existe un unique point limité
(u,v) tel que

Fh(“? U) = (Zu t) (48)
On a
t
V=
1+ 2chu
Alinsi,
‘ 2
— hlow?—- | —o
e (- () )
Notons,

g(U’?U) =u® -’

On va montrer qu'’il existe un unique u € ]z — 1,z + 1] tel que

=u+h !
TR T 2k
On note pour (z,t) fixé,
G (u) +h !
u) =u U, —— | —z
I\" 13 2000
On a
G(z+1)>0
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et

On a aussi pour u limité

G (u) >0
L’application G étant continue, il s’ensuit que I'équation
G(u)=0
admet une unique solution limitée u dans U'intervalle |z — 1,z 4+ 1. =

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 4.2.6 Les orbites du systéme (4.7) issues du demi-plan supérieur
sont homoclines.

Preuve :

Soient (zo,y0) tel que yo > zo > 0 et (T, Yn), oy la solution du systeme
(4.7) issues du point (xg,yo) ; les autres situations concernant la position du
point (zg,yo) se traitent de la méme maniére. En utilisant le lemme 4.2.1,
la solution (2, Yn),cy De quitte pas le demi-plan y > 0. D’aprés les lemmes
4.2.3 et 4.2.4, cette solution atteint le quadrant {(z,y) € R? = <0, y > 0},
puis la région S; et y reste d’aprés le lemme 4.2.2. Dans I'ensemble S, la
suite (Yn), ey st décroissante et minorée et la suite (x,,),,oy est croissante et
majorée. Ainsi, la solution (2, yy),cy converge vers (0,0).

On peut montrer de méme que ensemble {(z,y) € R* 0 < y < x} est inva-
riant pour la suite (z_,,Y_n),cy; cette suite est bien définie par le lemme

4.2.5. En utilisant les mémes arguments sur 'ensemble {(zg, o) € R? ¢ > 0,7 > 0},
on montre que cette suite de prédécesseurs tend vers (0,0) quand n — +o00.

[
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Annexe A

Rappels d’analyse non standard

A.1 L’axiomatique IST

La théorie IST (Internal Set Theory) est une extension des mathéma-
tiques classiques. Elle est due a E. Nelson [48|. Le point de départ en est
I'axiomatique classique de la théorie des ensembles ZFC (Zermelo- Fraenkel
et 'axiome du choix). Un nouveau prédicat "st" a été ajouté et manipulé
a 'aide de trois nouveaux axiomes ajoutés a ZFC : Transfert, Idéalisation
et Standardisation [4, 17, 40, 52| présentés ci-dessous. Tous les théorémes
de ZFC restent vrais dans IST. Ce qui est nouveau dans IST c’est un ajout
et non un changement. Une formule de IST est dite interne si elle ne fait
pas intervenir le nouveau prédicat "st". Dans le cas contraire, elle est dite
externe. Les notations suivantes sont adoptées :

(V*'x) pour (Va,z standard)
(v/™iz) pour (Va,x fini)

(vetFinig) pour (V¥'x, fini)
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A.1.1 Principe de Transfert

Pour toute formule interne F(x, vy, ...,v,) sans autres variables libres que
x,v,... et v, on a :

Vi, ., Y, (VS%, F(z vy, ...,v,) = Vo, F(z, vy, ..., vn)>

Le principe de transfert dit que si la formule interne F'(z, vy, ..., v,) est vraie
pour tout standard z, elle reste vraie pour tous les x, pourvu que les autres
variables soient standard. Par contraposée, s’il existe un x pour lequel la
formule F' n’est pas vraie, il en existera un standard pour lequel F' n’est
pas vérifiée. En particulier, si un tel = est unique, il sera nécessairement
standard.

Il découle du fait que tout objet spécifique des mathématiques classiques
comme 0, 1, 2, 7, ..., la fonction sin et In, etc. est standard, parce qu’il est
défini de maniére unique.

A.1.2 Idéalisation

Pour toute formule interne B(z,y) ou z et y sont des variables libres, on
vz 3, Yy € Z, B(x,y) & Jx, V'y, B(z,y)

Ce principe dit que la relation interne B(z,y) est vérifiée pour tout standard
y si et seulement si, elle est vérifiée dans tout ensemble fini standard. Parmi
les conséquences importantes de cet axiome, I’existence d'un ensemble fini A
contenant tous les objets standard et ’existence de nombres plus grands que
tous les entiers standard, appelés infiniment grands.

Un nombre réel x est dit :

infinitésimal (ou infiniment petit) si |z| < a pour tout réel a strictement
positif standard,

limité (non infiniment grand) si |z| < a pour un certain nombre standard a,
appréciable s’il est limité et non infinitésimal.

Nous notons x ~ 0 pour z infiniment petit, x >~y pour z —y ~0et x >y
(respectivement x < y) pour x > y (respectivement z < y) et  —y » 0.
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A.1.3 Standardisation

Pour toute formule F(z), interne ou externe, on a :
VIX, Y V2 (2 €Y & 2 € X et F(2))

Le principe de standardisation assure que pour tout ensemble standard X,
il existe un sous-ensemble standard Y dont les éléments standard sont ceux
qui vérifient F. L’ensemble Y est unique; il est dit standardisé de E = {z €
X, F(z)} et est noté °E.
Il assure aussi ’existence, pour tout réel limité x, d’un réel standard appelé
partie standard de x noté °x et vérifiant x ~ °x.

La théorie IST est une extension conservative de ZFC : tout théoréme
interne de IST est un théoréme de ZFC. Certains théorémes prouvés dans
IST sont externes et peuvent étre reformulés de maniére a les rendre internes.

A.2 Halos et galaxies

Définition A.2.1 Un sous-ensemble H de R est appelé halo s’il est ex-
terne et s’il existe une suite interne (Ay)gen de parties de R telle que H =

N
keN, st(k)

Définition A.2.2 Un sous-ensemble G de R est appelé galaxie s’il est ex-
terne et s'il existe une suite interne (Ay)gen de parties de R telle que G =

U
keN, st(k)

Exemples
1) L’ensemble {z € R/z ~ 0} est un halo.
2) L’ensemble des réels appréciables est une galaxie.
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Annexe B

Les éclatements et le polygone de
Newton

Considérons le systéeme différentiel polynomial

{ T = Pla,y) (B.1)

y = Qz,y)
ot P(z,y) = > ayz'y’ et Q(z,y) = > bjz'y’.
i+j>1 it+j>1

Supposons que l'origine est un point singulier isolé non élémentaire du sys-
téme (B.1). Pour étudier le comportement des solutions de (B.1) au voi-
sinage de ce point, on effectue une série d’éclatements directionnels quasi-
homogenes. On rappelle quun éclatement quasi-homogene de degrés («, ()
est un changement de variables ayant une des formes suivantes :

— Suivant la direction des x :

(2,y) — (2°,27y)

et
<‘T’.7y> E— (—xa’iﬂﬂy) .
— Suivant la direction des y :
(2,9) — (zy°,9°)
et

(z,y) — (zy*, —y").
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On choisit les poids dans ces éclatements a ’aide du polygone de Newton.

M. Pelletier [49] a présenté un algorithme & base d’éclatements quasi-homogénes
permettant la désingularisation des champs de vecteurs au voisinage des sin-
gularités non élémentaires. On peut voir aussi [15, 23, 39).

Rappelons d’abord ce qu’est un polygone de Newton. Posons

S={(i—1,j).ay #0}U{(i,j —1),b; # 0} C Z°.
Le polygone de Newton associé a (B.1) est I’enveloppe convexe de I’ensemble

N= U {(,sez” v >rs>s}
(r,s)eS
Notons 7; les cotés du polygone de Newton associé a (B.1), énumérés de
la gauche vers la droite : s’il existe un coté v, qui est situé complétement
dans le demi-plan {r < 0}, alors on commence la numérotation des cotés du
polygone par 7, sinon on commencera par 7.

Supposons que 7y; a pour équation ar + s = d, avec a et 3 premiers entre
eux.

On décrit ici 'algorithme permettant de choisir convenablement les poids «
et 0 en utilisant le polygone de Newton :

Notons
P(z,y) =Y Pi(x,y)
j>d
et
Q(l', y) = ZQJ('T7 y)v
j=>d
ou ‘
Pyi(r®z,r%y) = r Pz, y)
et

Qj (ra'ra Tﬁy) = Tj+ﬂQj(x7 y)

Ici on décrit seulement 1’éclatement suivant la direction des z. L’éclatement
suivant la direction des y est similaire.
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Aprés division par 2¢/a, le systéme (B.1) devient

= Y 2P (1,7)

. idjé_d(aQ(; (1,9) — B5Ps (1,7) ) (B.2)

5>d

<
I

ot T = 2% et § = 2%y. On détermine les singularités sur I'axe (oy) :
1) Si
an (17 g) - ngd (17 g) 7_é 0

les points (0, 7o) vérifiant 1'équation

aQq(1,9) — ByPa(1,9) =0

sont des singularités de (B.2). Soit
A B
(&)

la matrice associée au linéarisé¢ de (B.2

et

La matrice N posséde ainsi deux valeurs propres Ay = A et Ay = D.
Si la singularité (0, 7o) est hyperbolique ou semi-hyperbolique, le comporte-
ment au voisinage du point singulier est connu.
Si la singularité (0, 7o) est non élémentaire, on translate le point singulier
(0,70) & l'origine et on refait sur (B.2) le méme procédé que ci-dessus, sui-
vant les directions de z et de .

2) Si

an (Lg) - ngd (Lg) =0

Je systéme (B.2) posséde une ligne de singularités et dans ce cas A\; =
Pd (1,]]0) et )\2 =0.

Si Ay # 0, alors la singularité est semi-hyperbolique.

Si A1 = 0, alors la singularité est non élémentaire. Dans ce cas, un autre
éclatement est nécessaire.
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Remarque B.0.1 Cet algorithme aboutit toujours a une désingularisation

[49].
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