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Introduction générale

L’évolution technologique de ces dernières années a induit de nouvelles classes de

systèmes très sophistiqués et doués de compétences multiples comme : les systèmes de

production, les systèmes de transport, les systèmes informatiques, etc. Ces systèmes

ont une dynamique régie par différents phénomènes dont la synchronisation, le pa-

rallélisme, la concurrence et le partage de ressources, etc [21, 117]. La diversité de ces

phénomènes rend l’étude de ces systèmes plus difficile. Ainsi, depuis de nombreuses

années, l’analyse de ces systèmes a suscité l’intérêt des chercheurs. L’objectif principal

de ces derniers était de construire des systèmes corrects, fiables, répondant aux exi-

gences initialement tracées et d’éviter des pertes importantes ou encore quelquefois la

survenue de catastrophes. L’analyse d’un système revêt deux aspects :

• L’aspect qualitatif qui consiste à rechercher les propriétés du système considéré,

comme : l’existence d’une situation de blocage, l’accessibilité à un certain état,

l’existence de conflits, etc.

• L’aspect quantitatif, où sont calculées les valeurs d’un ensemble d’indices de per-

formance, qui rendent compte des performances du système [111]. Nous pou-

vons citer, par exemple : le temps de réponse moyen à une requête, le nombre

moyen d’utilisateurs connectés à un site Internet, le débit moyen des transac-

tions dans un système bancaire, le taux de perte des messages dans un réseau de

communication, etc.

Dans cette thèse, il sera question d’étude de systèmes à événements discrets. En effet, la

modélisation et l’évaluation de performance de ces systèmes reste une préoccupation

principale des différentes communautés scientifiques. Historiquement, les recherches

en modélisation et en évaluation de performance de ces systèmes ont toujours été deux

9



Introduction générale 10

sujets très liés. Bien que, dans la pratique, nous pouvons clairement identifier une as-

sociation de méthodes d’évaluation de performance à certains formalismes de modéli-

sation. A ce jour, il n’existe pas de cadre théorique ou une méthodologie standard pour

permettre une résolution exhaustive des différents problèmes posés par ces systèmes.

En effet, il n’existe aucune réponse toute faite pour choisir le modèle le mieux adapté.

Plusieurs modèles formels sont développés : les modèles formels de bas niveau tels

que les processus stochastiques et plus particulièrement les chaînes de Markov et les

modèles formels de haut niveau comme : les systèmes de files d’attente et réseaux de

files d’attente (Queueing Networks, ”QN”), les algèbres de processus stochastiques,

les réseaux de Petri stochastiques (Stochastic Petri Nets, ”SPN”), etc. Une description

et une comparaison des différents outils de modélisation utilisés pour l’évaluation de

performance des systèmes à événements discrets est présentée dans [46, 36, 164].

Les origines du formalisme des files d’attente datent du début du XXème siècle

et principalement des travaux de deux mathématiciens : le mathématicien danois A.

K. Erlang avec ses travaux sur les réseaux téléphoniques et le mathématicien russe A.

A. Markov avec la création des modèles markoviens. Les modèles de files d’attente

classiques présentent certaines limitations pour modéliser les systèmes réels, pour cela

des systèmes spécifiques ont été introduits comme : les systèmes de files d’attente avec

rappels, avec priorités, avec impatience, avec arrivées par groupes, avec arrivées néga-

tives, etc.

Ainsi, par exemple le modèle de file d’attente classique et le modèle d’Erlang avec perte

étaient inadéquats pour expliquer les comportements stochastiques des systèmes télé-

phoniques, dans lesquels les abonnés répètent leurs appels dès la réception du signal

occupé. Pour modéliser ces systèmes téléphoniques, le modèle des files d’attente avec

rappels (systèmes avec appels répétés) a vu le jour [113, 166, 57].

Dans un système réel, un client a besoin de recevoir plusieurs traitements consécutifs

et de différentes natures avant de le quitter. Pour modéliser ce type de situations, il faut

relier plusieurs files d’attente entre elles d’où la notion des QN . La grande percée dans

le domaine des QN est venue avec la découverte en 1957, par J. R. Jackson [100], d’une

classe appelée QN à forme produit. Les différentes stations d’un QN peuvent avoir
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des capacités limitées. Lorsqu’une file est pleine, aucun client ne peut y entrer. Cela in-

troduit des blocages dans les autres stations en amont et éventuellement des pertes de

clients à l’entrée du QN si celui-ci est ouvert. Cependant, la prise en compte du phéno-

mène de blocage a engendré beaucoup de problèmes théoriques. Cette classe appelée

QN à capacités limitées [77, 143] est utilisée pour représenter des systèmes réels tels

que les systèmes informatiques, les systèmes de communication, les systèmes de pro-

duction, etc.

Un autre outil de modélisation de haut niveau est les réseaux de Petri (Petri Nets,

”PN”). Cet outil constitue un important modèle graphique et mathématique qui per-

met de modéliser finement divers phénomènes, notamment : la synchronisation, le

parallélisme, le partage de ressources ou encore des situations de conflits et de décrire

les relations existantes entre des conditions et des événements [62, 133]. Historique-

ment, le concept de PN a été développé pour la première fois par le mathématicien

allemand C. A. Petri dans sa thèse de doctorat intitulée "Kommunikation mit Auto-

maten" au début des années soixante [148]. La théorie des PN est devenue aujour-

d’hui une branche importante de l’informatique. En janvier 2012, la base de données

des publications sur les PN " The Petri Nets Bibliography 1" contient plus de 8500

entrées. Les nombreux résultats théoriques accumulés par l’étude des PN , en font au-

jourd’hui un outil puissant de description et d’analyse dans de nombreux domaines

d’application. Ainsi, la littérature sur les PN est riche et comprend de nombreux ré-

sultats théoriques et pratiques. Cependant, les PN ne modélisent les problèmes que

qualitativement, d’où l’apparition durant ces dernières années des extensions des PN

qui intègrent à la fois des éléments qualitatifs et des éléments quantitatifs. Ces exten-

sions ont permis de lier les PN aux techniques d’évaluation de performance. Parmi

les extensions les plus connues, on peut citer : les SPN , les PN temporisés et tempo-

rels (A-temporels, P -temporels, T -temporels), les SPN colorés, les SPN fluide [92], les

SPN temporisés, etc. Ces extensions sont définies par des hypothèses supplémentaires

sur la structure ou la sémantique d’exécution des PN . Les SPN , par exemple, sont des

PN dans lesquels une variable aléatoire est associée à chaque transition. Cette variable

spécifie la durée qui sépare l’instant de sensibilisation de la transition et l’instant de tir



Introduction générale 12

de cette transition.

L’analyse exacte des performances d’un SPN est basée sur le calcul de sa distribu-

tion stationnaire. Cette dernière permet l’obtention des différentes mesures de perfor-

mance de ce SPN . Le calcul de cette distribution est quasi-impossible si le système a un

espace d’états de taille conséquente, voire infinie. Cependant, des efforts sont réalisés

par la communauté des chercheurs sur les SPN pour l’obtention de solutions exactes

des distributions stationnaires de certains modèles vérifiant des conditions restrictives.

Parmi ces travaux, on peut citer ceux relatifs aux SPN non bornés [76, 88, 108] et ceux

relatifs aux SPN à forme produit [124, 25]. Une façon de contourner la difficulté du

calcul de cette distribution consiste à chercher des solutions approximatives. L’appli-

cation d’une méthode d’approximation pour le calcul des probabilités stationnaires

(ou toutes autres caractéristiques) induit des erreurs dont les estimations sont néces-

saires. Dans la littérature, il existent plusieurs méthodes d’approximation, la méthode

de stabilité forte "méthode des opérateurs de la théorie de stabilité" est l’une d’elles.

Cette dernière méthode a été élaborée au début des année 1980 par D. Aïssani et N. V.

Kartashov [5]. Elle est applicable à tous les modèles stochastiques de recherche opéra-

tionnelle pouvant être régis par une chaîne de Markov. Elle permet à la fois de réaliser

une analyse qualitative et une analyse quantitative de certains systèmes complexes.

Elle a été principalement appliquée aux systèmes d’attente (files d’attente [40] et QN

[118]), aux modèles de risques [34], aux modèles de gestion des stocks [150], etc.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la modélisation, l’évaluation de performance et

la stabilité forte des SPN associés aux systèmes d’attente. Particulièrement, ce travail

propose d’enrichir la modélisation et l’analyse des performances des systèmes d’at-

tente à l’aide des deux outils GSPN (Generalized Stochastic Petri Nets) et MRSPN

(Markov Regenerative Stochastic Petri Nets). Cette thèse résume trois apports essen-

tiels de notre travail :

• Le premier apport réside dans l’extension des travaux [78, 139] ayant défini une

approche d’analyse des performances des files d’attente à l’aides des GSPN ,

pour être exploitable dans le contexte des QN à capacités limitées.

• Le second apport consiste à développer une méthode générique d’analyse des
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performances des systèmes d’attente avec rappels et source finie à l’aide des

MRSPN . Cette méthode part de la modélisation des composants de ces systèmes

pour aboutir au calcul de leurs indices de performance.

• Le troisième apport est d’élargir le champs d’applicabilité de la méthode de sta-

bilité forte aux SPN associés aux systèmes d’attente.

C’est dans ce contexte que se situent les contributions de notre travail dont le but prin-

cipal est la proposition de modèles pour des systèmes et réseaux de files d’attente,

basés sur les formalismes GSPN et MRSPN . Ces formalismes permettent d’une part

d’exprimer, sans restriction, les contraintes de nos systèmes, telles que : la synchro-

nisation, le blocage, l’aspect stochastique, etc. D’autres part, ils nous offrent un cadre

unique pour effectuer, à la fois, des analyses qualitatives et des analyses quantitatives.

Ainsi, ces formalismes nous ont permis de générer automatiquement les graphes des

états des systèmes qu’on a modélisé et nous ont offert un riche moyen pour le calcul

des indices de performance.

Cette thèse s’articulera autour de sept chapitres :

• Le premier chapitre donne des rappels sur les systèmes d’attente. En effet, nous

exposerons les principaux résultats obtenus pour les deux systèmes M/M/1 et

M/G/1, puis ceux obtenus pour les systèmes avec rappels, et enfin ceux obtenus

pour les QN à capacités limitées.

• Le deuxième chapitre est consacré à des rappels de définitions sur les PN , leurs

règles de fonctionnement, leurs propriétés qualitatives ainsi que leurs différentes

extensions.

• Dans le troisième chapitre sont données les définitions des différents forma-

lismes des SPN . Nous nous sommes intéressés particulièrement à la modélisa-

tion et à l’analyse des performances à l’aide de ces deux formalismes : GSPN et

MRSPN .

• Dans le quatrième chapitre, nous présentons les définitions et les notions essen-

tielles concernant la théorie de stabilité forte.

• Le cinquième chapitre propose une analyse d’un QN ouvert à deux stations en

tandem avec blocage [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+1]. Cette analyse est basée sur
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le formalisme GSPN . L’approche qu’on a proposée a donné une représentation

graphique détaillée et a permis de générer la CTMC sous-jacente. Des résultats

numériques exacts pour ce QN sont obtenus en utilisant la génération et la so-

lution numérique de la CTMC associée au GSPN à l’aide d’un algorithme que

nous avons construit sous Matlab.

• Dans le sixième chapitre est établie la modélisation et l’analyse des performances

des deux systèmes d’attente M/G/1//N avec rappels et M/G/1//N avec rappels

et recherche orbitale. En effet, nous utilisons l’approche introduite par H. Choi

basée sur la théorie des processus semi-régénératifs (Markov régénérative pro-

cess, ”MRP”). Nous avons mis en évidence les deux chaînes de Markov induites

(Embedded Markov Chain, "EMC") associées. Les indices de performance des

deux MRSPN proposés pour ces deux systèmes avec rappels sont calculés par

un algorithme que nous avons élaboré sous Matlab.

• Dans le septième chapitre, nous établissons la stabilité forte du modèle IMRSPN

(Infinite Markov Regenerative Stochastic Petri Nets) associé au système M/G/1

après perturbation de la durée de franchissement de la transition qui modélise

le service. Nous montrons que sous certaines hypothèses les caractéristiques cor-

respondantes au modèle IMRSPN associé au système M/G/1 peuvent être ap-

proximées par celles du modèle IGSPN associé au système M/M/1. Ainsi, un

algorithme est établi. Ce dernier, permet de vérifier les conditions de stabilité et

d’estimer l’erreur induite par l’approximation réalisée.

Cette thèse se termine par une conclusion générale, une présentation des perspec-

tives à court et à long terme et enfin une bibliographie.



Chapitre 1

Files et réseaux de files d’attente

1.1 Introduction

Les systèmes d’attente (files d’attente et QN ) ont une très grande importance car

ils servent à modéliser des systèmes physiques ; ils permettent d’évaluer leurs perfor-

mances et mieux comprendre leur comportement [71, 61]. Les systèmes d’attente ont

été largement utilisés pour l’évaluation de performance des systèmes à événements

discrets tels que : les systèmes informatiques, les réseaux de communication, les sys-

tèmes de production, etc. Dans ce chapitre, nous allons présenter le formalisme des

files et réseaux de files d’attente. En effet, en premier lieu, nous allons présenter les élé-

ments essentiels de quelques systèmes classiques de files d’attente dont l’étude nous

sera nécessaire pour la compréhension des prochains chapitres. En second lieu, nous

donnerons quelques principaux résultats des files d’attente avec rappels sur lesquels

se basent une partie de notre travail, puis, quelques sections seront dédiées aux QN

et plus particulièrement aux QN à forme produit. Enfin, ce chapitre sera clôturé par la

présentation des QN à capacités limitées.

15
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1.2 Systèmes de files d’attente

Les origines de la théorie des file d’attente remontent à 1909 à l’époque où l’in-

génieur électricien danois A. K. Erlang [71] a posé les bases de ses recherches sur la

gestion des réseaux téléphoniques de Copenhague. Ses recherches ont par la suite été

intégrées à la recherche opérationnelle mais les publications sur la théorie des files

d’attente ont adapté un langage de plus en plus mathématique, ce qui a freiné son uti-

lisation. Toutefois, la situation a changé quand les gens ont commencé à appliquer la

théorie des files d’attente à l’évaluation de performance. Les files d’attente se rencontre

en permanence dans la vie courante : à un guichet, dans un atelier de fabrication, dans

une central téléphonique, etc.

Le modèle d’un système d’attente classique peut être tout simplement résumé comme

suit : " les clients arrivent à un endroit et réclament un certain service". Les instants

d’arrivées et les durées de service sont généralement des quantités aléatoires. Si le ser-

veur est libre, le client qui arrive se dirige immédiatement vers le service, sinon il prend

sa place dans une file d’attente (voir la FIGURE 1.1).

FIGURE 1.1: File d’attente classique.

Pour la classification des systèmes de file d’attente, on fait recours à une notation

symbolique "notation de Kendall [106]" comprenant six symboles rangés dans l’ordre :

A/B/S/N/K/D,

où :
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• A : indique la distribution des temps des inters-arrivées ;

• B : dénote la distribution des temps de service ;

• S : est le nombre de serveurs ;

• N : est la capacité du système ;

• K : est la taille de la population ;

• D : est la discipline de service (FIFO, LIFO, · · · ).

Les symboles les plus utilisés pour A et B sont : M (loi sans mémoire), G (loi générale),

D (loi constante), Ek (loi Erlang à k étages), Hk (loi hyper-exponentielle d’ordre k), etc.

1.3 Quelques systèmes de files d’attente classiques

Dans cette section, nous allons nous limiter à la présentation des principaux résul-

tats des deux systèmes classiques M/M/1 et M/G/1 dont on aura besoin dans la suite

de ce manuscrit.

1.3.1 Système M/M/1

Une file d’attente M/M/1 est un système formé d’une file à capacité infinie et d’un

serveur unique. Les clients arrivent dans le système selon un processus de Poisson de

taux λ (i.e. le temps d’inter-arrivées est une variable aléatoire de distribution exponen-

tielle de paramètre λ). Le temps de service est distribué selon une loi exponentielle de

paramètre μ du fonction de répartition ”F (x) = 1 − e−μx, x ≥ 0”. La CTMC associé à

la file d’attente M/M/1 est donné dans la FIGURE 1.2 suivante.

FIGURE 1.2: CTMC du système M/M/1.
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Le générateur infinitésimal Q = [qij] associé à cette CTMC est donné par :

qij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−λ, si i = 0, j = 0;

μ, si i ≥ 1, j = i− 1 ;

−(λ+ μ), si i ≥ 1, i = j ;

λ, si i ≥ 0, j = i+ 1 ;

0, sinon.

La distribution stationnaire du système M/M/1 existe si ρ =
λ

μ
< 1. Par la résolution

du système d’équations linéaires : πQ = 0 et π1I = 1, on obtient :

πj = (1− ρ)ρj, j ≥ 0.

1.3.2 Système M/G/1

Dans le système M/G/1, la durée des inter-arrivées est une variable aléatoire sui-

vant une loi exponentielle de paramètre λ et les durées de service des clients sont des

variables aléatoires réelles indépendantes de même loi de probabilité de fonction de

répartition H et de moyenne 1/μ. Plusieurs méthodes ont été proposées pour étudier

un tel système (méthode des étapes d’Erlang, méthode de l’EMC, méthode des va-

riables supplémentaires, méthode des événements fictifs, méthode d’approximation,

simulation, etc.) [109].

� EMC du système M/G/1

Nous introduisons le processus stochastique {X(t), t ≥ 0} qui représente le nombre de

client dans le système M/G/1 à l’instant t. Le processus M/G/1 n’est pas markovien.

Pour le rendre markovien, nous utiliserons la méthode de l’EMC. Soit le processus à

temps discret Xn = X(tn) où tn est l’instant où le nième client a terminé son service

et quitte le système. Soient les An des variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées telles que An est le nombre de clients arrivants pendant le nième ser-

vice avec la distribution :

P (An = k) = ak =

∞∫
0

e−λt(λt)k

k!
dH(t).
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L’équation fondamentale de l’EMC est donné par :

Xn+1 =

⎧⎨
⎩

Xn + An+1 − 1, si Xn ≥ 1 ;

An+1, si Xn = 0.

La variable Xn+1 ne dépend que de Xn et de An+1 et non des valeurs de Xn−1, Xn−2, ..., X0.

La variable {Xn, n ≥ 0} ainsi définie est une EMC du processus {X(t), t ≥ 0}. Les pro-

babilités de transition Pij = P
{
Xn+1 = j/Xn = i

}
de l’EMC {Xn, n ≥ 0}, sont données

par :

Pij =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

aj, si j ≥ 0, i = 0 ;

aj−i+1, si 1 ≤ i ≤ j + 1 ;

0, sinon.

Puisqu’on peut passer de chaque état à n’importe quel autre état, il s’agit par consé-

quent d’une EMC irréductible dont on peut montrer la convergence vers une distri-

bution limite si la condition ρ =
λ

μ
< 1 est vérifiée.

Supposant que ρ < 1 et soit ν la distribution stationnaire de l’EMC {Xn, n ≥ 0}, il

ne sera généralement pas possible de calculer ν analytiquement mais nous pouvons

calculer la fonction génératrice correspondante, ν(z) :

ν(z) = h̃(λ− λz)
(1− ρ)(z − 1)

z − h̃(λ− λz)
; (1.1)

où, h̃ est la transformée de Laplace-Stieltjes de la densité de probabilité du temps de

service, et z ∈ C tel que |z| < 1. La formule (1.1) est connue sous le nom de la formule

de Pollaczek-Khinchine.

Les modèles de files d’attente classiques présentent certaines limitations pour modéli-

ser les systèmes réels, pour cela des systèmes spécifiques ont été introduits comme : les

systèmes de files d’attente avec rappels, avec priorités, avec impatience, avec rappels

et recherche orbitale, avec arrivées par groupes, avec arrivées négatives, etc. Puisque

dans cette thèse il sera question d’étudier les systèmes avec rappels, nous présenterons

alors ces systèmes dans la section suivante.
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1.4 Systèmes de files d’attente avec rappels

Les systèmes de files d’attente avec rappels apparaissent dans beaucoup de do-

maines tels que : les réseaux téléphoniques, les réseaux informatiques et les télécom-

munications. Ces systèmes sont caractérisés par le fait que les clients qui trouvent tous

les serveurs occupés ou non disponibles à leurs arrivées, doivent quitter immédiate-

ment l’espace de service et rappeler ultérieurement. Entre deux rappels successifs le

client est dit en orbite. Parmi les premières contributions sérieuses sur les modèles

d’attente avec rappels, on trouve celles de : L. Kosten [113], R. I. Wilikinson [166], J.

W. Cohen [57], A. Eldin [70] et O. Hashida & K. Kawashima [87]. Ces chercheurs ont

découvert que le modèle de file d’attente classique et le modèle d’Erlang avec perte,

étaient inadéquats pour expliquer les comportements stochastiques des systèmes télé-

phoniques dans lesquels les abonnés répètent leurs appels dès la réception du signal

occupé. C’est ainsi, que le modèle des files d’attente avec rappels, qui occupe une si-

tuation intermédiaire entre le modèle d’Erlang et le modèle de file d’attente classique,

a vu le jour. Les progrès récents sont résumés dans les articles de synthèse de : V. G.

Kulkarni et H. M. Liang [116], J. G. C. Templeton [163] et dans les monographies de

G. I. Falin et J. G. C. Templeton [74], J. R. Artalejo et A. Gòmez-Corral [18] et dans les

travaux bibliographiques de J. R. Artalejo [14, 15].

La difficulté majeure dans l’étude de ces systèmes est qu’on ne peut pas observer l’or-

bite et en particulier on n’arrive pas à faire la distinction entre un appel primaire (arri-

vée d’un client de l’extérieur) et un appel secondaire (arrivée d’un client de l’orbite). De

plus, le processus des arrivées dépend à la fois des lois régissant les rappels ainsi que

de la loi des arrivées primaires, ce qui prive le processus des arrivées de la propriété de

l’indépendance. La principale caractéristique de ces systèmes est l’hétérogénéité spa-

tiale (absence d’homogénéité) causée par les transitions associées aux appels répétés.

C’est la raison pour laquelle il est très difficile, si ce n’est impossible, de déduire des for-

mules analytiques exactes pour les probabilités stationnaires et les caractéristiques de

performance. Ainsi les chercheurs se sont concentrés principalement sur le développe-

ment des algorithmes numériques, des méthodes d’approximation et de la simulation
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[19, 14, 35, 82, 123, 159, 43]. En fait, les résultats analytiques détaillés existent pour

certaines files d’attente avec rappels particulières, avec des hypothèses contraignantes

sur certains paramètres, tels que : la taille de la population, le nombre de serveurs, la

fiabilité des serveurs, l’homogénéité des clients, l’homogénéité des serveurs, etc.

La discipline d’accès au serveur à partir de l’orbite est gouvernée par une loi quel-

conque. Dans le cas d’une loi exponentielle, les temps d’inter-rappels peuvent être mo-

délisés par différentes disciplines selon le type d’applications :

• Politique de rappel constant (constant retrial policy) : les intervalles entre deux

rappels consécutifs sont indépendants et régies par une loi exponentielle avec un

taux α. Cette politique est introduite par G. Fayolle [75] .

• Politique de rappel classique (classical retrial policy) [72, 172] : les intervalles

entre les rappels successives sont distribués exponentiellement avec un taux iγ (

i est le nombre de clients dans l’orbite).

• Politique de rappel linéaire (linear retrial policy) [17] : J. R. Artalejo et A. Gòmez-

Corral combinent les deux politiques précédentes en définissant la politique de

rappel linéaire. Ils supposent que les délais entre des rappels successives sont

distribués exponentiellement avec un taux σi = α(1 − δ0i) + iγ, où, δ0i est la

fonction de Kronecker.

La plupart des travaux considèrent des modèles avec source (population) infinie

de clients et un flux des arrivées primaires poissonnien. Cependant, dans beaucoup

de situations pratiques, il est important de prendre en compte le fait que le taux de

génération des nouveaux appels primaires décroît quand le nombre de clients dans

le système croît. Ceci peut se faire en considérant des modèles ayant une source finie

de clients, ou bien des modèles à entrée quasi-aléatoire (quasi-random input models).

Dans une telle description, la probabilité d’une nouvelle arrivée durant tout intervalle

(t, t + dt) est donnée par λ(N − i − j)dt + 0(dt) quand dt → 0, si le client est libre

à l’instant t, et zéro si le client est en orbite ou en cours de service à l’instant t, et ce

indépendamment du comportement de tous les autres clients.

Les files d’attente classiques avec une population finie ont été étudiées en détail par

H. Takagi [162]. Pour la première fois, les systèmes d’attente M/M/s//N avec rappels
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a été traité par Y. N. Kornyshev [112]. Depuis ce premier article, d’autres chercheurs

se sont intéressés au domaine vu son importance, voir : [13, 161, 101, 73]. Les modèles

avec rappels et source finie apparaissent dans la modélisation et l’analyse des perfor-

mances des systèmes à disque-mémoire magnétique, des réseaux mobiles cellulaires et

des réseaux LAN (Local Area Network) avec le protocole CSMA/CD (Carrier Sense

Multiple Access/Collision Detect) [101, 121].

1.4.1 Système M/G/1//N avec rappels

On considère un système d’attente semi-markovien à source finie N (avec 2 ≤ N <

+∞). Les clients (appels primaires) arrivent suivant un processus quasi-aléatoire de

taux λ. Le service des clients est assuré par un seul serveur. La durée de service est une

loi générale de fonction du répartition H(x) à transformée de Laplace-Stieltjes h̃(x). A

l’arrivée d’un client, si le serveur est occupé, le client entre en orbite. Sinon, le client

sera pris en charge par le serveur. Les clients en orbite répètent leurs appels jusqu’à

ce que le serveur soit libre et ceci avec un taux de rappel γ qui dépend du nombre

de clients en orbite (politique de rappel classique). Ce système est schématisé dans la

FIGURE 1.3 suivante.

FIGURE 1.3: Système M/G/1//N avec rappels classiques.

Le système M/G/1//N avec rappels a été étudié par plusieurs auteurs. A. G. de Kok

[63], à l’aide de la théorie des processus régénératifs, a obtenu un schéma récursif pour
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calculer les distributions stationnaires. H. Ohmura et Y. Takahashi [138] ont obtenu des

formules de récurrence pour calculer la distribution stationnaire de l’état du serveur

et de la longueur de l’orbite à l’aide de la méthode des variables supplémentaires et

des transformations discrètes. La distribution de nombre d’appels répétés d’un client

a été étudiée par V. I. Dragieva [65]. Une approche d’entropie "maximum entropy ap-

proach" pour le système M/G/1//N avec rappels peut être trouvée dans J. R. Artalejo

et A. Gómez-Corral [16]. D’autres variantes du modèle M/G/1//N avec rappels ont

été traitées. En effet, H. Li et T. Yang ont considéré le système M/G/1//N avec rappels

et vacances, ils ont construit un algorithme pour calculer la distribution stationnaire

de l’état du serveur et de la longueur de l’orbite [121]. Le papier de W. Jinting et al

concerne l’analyse du système M/G/1//N avec rappels dans lequel le serveur est sujet

à des pannes et des réparations [102].

1.4.2 Système M/G/1//N avec rappels et recherche orbitale

Dans les systèmes avec rappels, il arrive que le serveur est suivie par un temps

d’inactivité en raison de l’ignorance de son état. Nous sommes intéressés aux systèmes

d’attente à source finie avec rappels qui réduit le temps d’inactivité du serveur, on

introduisant le mécanisme de "recherche orbitale". La recherche orbitale consiste à la

recherche de clients immédiatement après la fin de service. On parle alors de systèmes

avec rappels et recherche orbitale.

On considère le système non-markovien à source finie et recherche orbitale. A la fin

de service d’un client, le serveur recherche un client dans l’orbit avec une probabilité

p "il sera occupé", sinon le serveur reste libre avec une probabilité (1 − p), jusqu’à ce

qu’ un appel primaire où secondaire arrive. On suppose que le temps de recherche des

clients est négligeable. Les intervalles de temps inter-rappels suivent une distribution

exponentielle de taux iγ. La durée de service est de loi générale de distribution H(x),

de transformée de Laplace-Stieltjes h̃(x), (voir la FIGURE 1.4).

La recherche des clients après chaque fin de service a était premièrement introduit

par M. F. Neuts et M. F. Ramalhoto [137]. Les travaux qui prennent en considération

le phénomène de recherche orbitale sont assez limités et dans la plupart des cas les
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FIGURE 1.4: Système M/G/1//N avec rappels est recherche orbitale.

auteurs supposent que la source est infinie [19, 48, 67]. En ce qui concerne les mo-

dèles avec rappels, source finie et recherche orbitale, les travaux sont plus rares. Le

modèle markovien M/M/1//N avec rappels et recherche orbitale à été étudié récem-

ment par P. Wüchner [168]. A cause de la propriété d’absence de mémoire des distri-

butions exponentielles des variables aléatoires de ce modèle, le processus
(
C(t), N(t)

)
,

où C(t) représente l’état du serveur à l’instant t et N(t) est le nombre de clients en or-

bite à l’instant t, est une CTMC à espace d’états finie. Les distributions stationnaires

et les caractéristiques de ce modèle sont obtenues numériquement à l’aide de l’outil

MOSEL-2 (Modeling, Specification and Evaluation of Language, version2). En parti-

culier, dans [170], les auteurs discutent sur le temps de réponse moyen maximal qui

apparaît dans le système M/M/s//N avec rappels et recherche orbitale. Pour des ré-

sultats relatifs au modèle M/M/s//N avec rappels et recherche orbitale voir les deux

articles [48, 169]. Dernièrement, P. Wüchner et al se sont intéressés à l’analyse des mo-

dèles non-markoviens avec une source finie et recherche orbitale [171]. Les résultats

sont obtenus par l’approximation de la distribution de temps de service de loi géné-

rale par une distribution de type-phase. Cette approximation est faite pour transformer

le processus sous-jacent en une chaîne de Markov. Cependant, cette approximation au

niveau de la fonction de distribution laisse beaucoup de questions sur l’exactitude des

indices de performance obtenus.
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Dans les deux sections précédentes, nous avons introduit les notations et les caracté-

ristiques d’une file d’attente. Toutefois, la majorité des systèmes réels sont assez com-

plexes pour qu’ils soient modélisés par une seule file d’attente, d’où la notion de QN .

1.5 Réseaux de files d’attente

Un QN est un ensemble de files d’attente interconnectées. Le séjour d’un client

dans un QN consiste à parcourir une partie ou l’ensemble de toutes ces files d’attente.

Le besoin des QN est apparu dans les années 70 pour étudier les performances des

systèmes informatiques et télématiques. La définition d’un QN requiert d’une part la

définition de toutes les files qui le constituent et d’autre part la définition du routage

entre ses files. En effet, lorsqu’un client arrive dans le QN où termine son service à

une station i, il faut préciser où ce client va se rendre : soit à une autre station j, soit

à l’extérieur [45]. Plusieurs types de routage existent : Routage probabiliste, Routage

dynamique et Routage cyclique.

Les QN sont classés en deux catégories principales QN mono-classes et QN multi-

classes. Dans le cas de QN mono-classes, on fait également la distinction entre : QN

ouverts et QN fermés.

• Dans un QN ouvert, les clients arrivent de l’extérieur, circulent à travers les

noeuds et quittent le QN .

• Dans un QN fermé, il y a un nombre fixe de clients circulant à travers les noeuds

sans qu’il n’y ait ni des arrivées ni des départs de clients du QN .

Dans le cas de QN multi-classes, il faut préciser pour chaque classe de clients s’il s’agit

d’une classe ouverte ou d’une classe fermée. Si toutes les classes de clients sont des

classes ouvertes, on parlera de QN purement ouverts et si toutes les classes de clients

sont des classes fermées, on parlera de QN purement fermés. Un QN parcouru à la fois

par des classes ouvertes et des classes fermées sera qualifié de QN mixte.

Peu de QN ont une solution simple. Ceci provient de la difficulté d’étudier les proprié-

tés des flux, à l’intérieur du QN . Les mieux étudiés sont les QN à forme produit.
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1.5.1 Réseaux de files d’attente à forme produit

Il existe une classe spécifique de QN , ayant une structure spéciale permettant d’ob-

tenir la solution sans générer l’espace d’états sous-jacent. Cette classe est connue sous

le nom de QN à forme produit (QN séparable). Un QN à forme produit est un QN

dont la distribution stationnaire est le produit des distributions stationnaires des files

d’attente en isolation. Cette classe contient plusieurs types, nous citons :

� Réseaux mono-classe à forme produit

� Réseaux de Jackson

J. R. Jackson [100] a trouvé une solution à forme produit pour une classe des QN , appe-

lée QN de Jackson. Il s’agit du premier développement significatif dans la théorie des

QN à forme produit. Un QN de Jackson est un ensemble de M stations comportent :

• Une seule classe de clients ;

• Des processus d’arrivées externes des clients dans le système poissonniens ;

• Un seul serveur à chaque station ;

• Un temps de service exponentiel à chaque station ;

• Une capacité de stockage illimitée à toutes les stations ;

• Une discipline de service FIFO pour toutes les files ;

• Des routages probabilistes.

La condition de stabilité (érgodicité géométrique) est liée aux taux d’arrivée λ des

clients dans le QN , aux taux de service μi et au cheminement des clients. Pour cela,

le taux d’arrivée des clients à la station i est λi = eiλ. Les taux de visites ei sont les

solutions du système d’équations (équations du trafic) suivant :

ei = r0i +
M∑
j=1

ejrji, i = 1, 2, · · · ,M.

Ainsi, la condition de stabilité du QN de Jackson est : λi < μi, i = 1,M .

La solution de ce système d’équations est donnée par le théorème de J. R. Jackson

suivant :

Théorème 1 Sous la condition de stabilité λi < μi, i = 1,M , la probabilité stationnaire du
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QN de Jackson possède la forme produit suivante :

π(n) =
M∏
i=1

πi(ni) =
M∏
i=1

(1− ρi)ρ
ni

i ;

où, ρi =
λi

μi

et πi(ni) est la probabilité stationnaire d’une file M/M/1.

Le théorème de J. R. Jackson a été étendu au cas de stations multi-serveurs. Si on consi-

dère si le nombre de serveurs de la station i. Chacun de ces serveurs est exponentiel

et de même taux μi. La condition d’érgodicité géométrique du QN dans ce cas est

λi < siμi, i = 1,M . Sous cette condition, le QN est équivalent à un ensemble de files

M/M/s et sa probabilité stationnaire π(n) =
M∏
i=1

πi(ni), où πi(ni) est la probabilité sta-

tionnaire d’une file M/M/s. Pareillement, une autre extension au cas de stations à taux

de service dépendant de l’état μi(ni) a été apportée aux QN de Jackson.

� Réseaux de Gordon Newell

W. J. Gordon et F. Newell ont montré que les QN fermés (QN de Gordon Newell) pos-

sèdent une distribution stationnaire [83]. Ils ont fait les mêmes prétentions que dans les

QN ouverts, sauf que aucun client ne peut entrer ou quitter le système. Cette restric-

tion signifie que le nombre de clients K présents dans le système est toujours constant,

K =
M∑
i=1

ni (contrainte de population), ou ni est le nombre de clients dans la file d’at-

tente i. Le nombre d’états possibles est fini et il est égal au coefficient binomial suivant

CM−1
M+k−1. Dans ces QN , l’érgodicité géométrique est vérifiée et ce suite à la contrainte de

population. Les équations d’états se déduisent plus simplement que dans le cas ouvert

et la probabilité stationnaire est donnée par le théorème de W. J. Gordon et F. Newell

suivant :

Théorème 2 [83]

La probabilité stationnaire d’un QN de Gordon Newell est sous la forme produit suivante :

π(n) =
1

G(M,K)

M∏
i=1

fi(ni);

où, fi(ni) = (
ei
μi

)ni et ei =
M∑
j=1

ejrji est le taux de visite de la station i.

G(M,K) =
∑

E(M,K)

M∏
i=1

fi(ni), avec E(M,K) =
{
n = (n1, n2, ..., ni, ..., nM)/

M∑
i=1

ni = K
}

, est

la constante de normalisation.
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Comme dans le cas ouvert, le théorème de W. J. Gordon et F. Newell a été étendu au

cas de stations multi-serveurs.

� Réseaux à forme produit classiques

Les principaux QN à forme produit classiques sont ceux décrit dans F. Baskett et al [31],

F. P. Kelly [105], K. M. Chandy et al [50], ils peuvent être ouverts, fermés ou mixtes. Au

début des années soixante-dix, F. Baskett, K. M. Chandy, R. Muntz et F. Palacios ont

introduit les QN portant leurs nom BCMP et qui gardent la solution à forme produit

à l’état d’équilibre en introduisant différentes classes de clients et de nouvelles disci-

plines de service.

Malgré le nombre important de solutions pour les QN à forme produit, la plupart des

systèmes en pratique ne peuvent pas être modélisés par des QN à forme produit. C’est

pourquoi, de nombreuses méthodes approximatives d’évaluation de performance des

QN non à forme produit ont été développées, telles que : la méthode de diffusion, la

méthodes de décomposition-agrégation, les méthodes itératives, la méthode d’isola-

tion, les méthodes de décomposition, etc.

1.5.2 Réseaux de files d’attente à capacités limitées

Les différentes stations du QN peuvent avoir des capacités limitées. Ce type de

QN est appelé QN à capacités limitées (QN avec blocage) [27]. Les QN à capacités

limitées sont très utilisés pour représenter des systèmes informatiques, les systèmes de

communication et les systèmes de production. Par exemple, l’aspect capacité limitée

est important pour les systèmes de production où la taille des stocks est un paramètre

essentiel à prendre en compte. Dans la littérature il y a deux principales configurations

des QN ouverts à capacités limitées : configuration en tandem, configuration en arbre

( Merge et Split).

Lorsqu’une file est pleine, plus aucun client ne peut y entrer. Cela introduit des

blocages dans les autres stations en amont et éventuellement des pertes de clients à

l’entré du système si celui-ci est ouvert. Le mécanisme de blocage a un grand impact

sur les mesures de performance des QN , ignorant ce mécanisme peut conduire à des

erreurs significatives. Ainsi, il est important de prendre en compte le mécanisme de
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blocage, lorsque nous analysons les QN à capacités limitées. Plusieurs mécanismes de

blocage sont considérés dans la littérature. Ces différents mécanismes surviennent lors

de différentes études de systèmes réels. Les plus couramment utilisés sont les suivants :

• Blocage avant service (Blocking Before Service, ”BBS”) [77] : dans un blocage

avant service (ou blocage de type réseau de communication), un client voulant

commencer son service à une station donnée doit tout d’abord s’assurer qu’il y

a une place libre dans la station de destination. Si c’est le cas, son service com-

mence. Dans le cas contraire, le serveur de la station est bloqué et le client doit

attendre la libération d’une place en aval avant de commencer son service.

• Blocage après service (Blocking After Service, ”BAS”) [143] : dans un mécanisme

de blocage après service (ou blocage de type système de production), un client

commence son service dès l’instant où le serveur est disponible. Ce n’est qu’à

la fin de son service qu’un blocage peut survenir. Si la station de destination est

pleine, le client reste au niveau du serveur qui se trouve alors bloqué, jusqu’à ce

qu’une place se libère en aval (dans la station suivante).

• Blocage répétitif (Repetitive Service Blocking, ”RSB”) [47] : dans un blocage ré-

pétitif, le client qui trouve la station suivante pleine recommence son service en

entier, jusqu’à ce qu’il puisse entrer dans la station suivante.

D’autres mécanismes de blocage sont considérés dans la littérature (voir à titre d’exemple

[91, 145]). Des comparaisons entre ces mécanismes de blocage peuvent être consultées

dans [141]. Des synthèses détaillées sur l’étude de tels systèmes ont été données dans

H. G. Perros [144], Y. Dallery et B. Gershwin [61], S. Balsamo et al [28, 30] et R. On-

vural [140]. Les QN à capacités limitées sont difficiles à étudier. Le blocage engendre

des interdépendances entre les stations. Des solutions exacts à forme produit étaient

obtenues uniquement pour les QN fermés avec blocage et des topologies spécifiques

[7, 8]. Les méthodes présentées dans la littérature pour l’analyse des QN à capacités

limitées sont : les méthodes d’approximation [60, 165], les méthodes numériques et la

simulation. Certain méthodes d’approximation sont basés sur la notion de décomposi-

tion. Cette notion stipule que le QN va se décomposé en sous-QN et chaque sous-QN

sera analysé séparément [89].
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� Réseaux de files d’attente ouverts en tandem à capacités limitées

L’analyse des QN ouverts en tandem à capacités limitées est difficile. En particulier, les

modèles ne sont généralement pas à forme produit. Il est très difficile, si ce n’est impos-

sible, de déduire des formules analytiques exactes pour les probabilités stationnaires et

les caractéristiques de tels QN . Vu la complexité pour résoudre le système d’équations

de balance par une méthode analytique-exacte, on fait appel à des méthodes approxi-

matives. L’une des approches d’analyse de ces QN est de trouver numériquement les

probabilités stationnaires du processus associé à ces QN . Cependant, la complexité de

cette approche numérique limite son application à de petits QN .

Un QN ouvert en tandem à capacités limitées a été étudié initialement par G. C. Hunt

[93]. L’étude des QN ouverts à capacités limitées a été traité en 1965 par B. Avi-Itzhak

et M. Yadin [22] et en 1993 par H. T. Papadopoulos et M. E. J. Ø’Kelly [142]. Dans leurs

travaux, ils présentent l’analyse de deux files en tandem avec blocage, sans file inter-

médiaire. D’autres publications sur les QN ouverts à deux stations en tandem avec

blocage ont été établies en utilisant différentes techniques d’analyse [27, 9, 110, 135].

Les différentes variantes de QN ouverts en tandem à capacités limitées ont été traitées,

incluent : QN avec feed-back [156], QN avec rappels [68, 107, 23], QN avec priorité

[119, 115], QN multi-servers [114], etc . Il existe une littérature abondante sur l’étude

des QN avec blocage, le lecteur est référé aux travaux [81, 146, 145] et les références

qu’ils contiennent.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé un bref rappel sur les systèmes et réseaux

de files d’attente lié à la thématique de notre travail de recherche. Ainsi, en premier

lieu, nous avons présenté les deux modèles M/M/1 et M/G/1. En second lieu, une

étude détaillée des deux modèles M/G/1//N avec rappels et M/G/1//N avec rappels

et recherche orbitale est réalisée. Par la suite, une partie de ce chapitre est dédiée aux

QN . Particulièrement, un accent est mis sur les QN à capacités limitées. Le chapitre qui

suivra va porter sur l’outil PN .



Chapitre 2

Réseaux de Petri (PN) : Definition et

concepts de base

2.1 Introduction

Les PN sont aujourd’hui largement utilisés pour la modélisation et l’analyse de

systèmes à événements discrets (les systèmes manufacturiers, les systèmes de télé-

communication, les réseaux de transport, etc). Le succès de cette utilisation est dû à

de nombreux facteurs [148], parmi lesquels nous pouvons relever : leur simplicité de

compréhension, leur nature graphique et la possibilité de disposer d’un arsenal de

résultats mathématiques analytiques. Ces facteurs, permettent aux PN de modéliser

le comportement de systèmes à événements discrets et de représenter divers phéno-

mènes qui les caractérisent, à savoir, le parallélisme, la synchronisation, le partage de

ressources, etc. Pour plus d’approfondissement sur les PN , nous orientons le lecteur

à consulter l’ouvrage de H. Alla et R. David [62] et l’article de synthèse de T. Murata

[133].

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les définitions et les concepts de base des

PN . On commencera par la définition des PN et leurs principes d’évolution. On don-

nera, par la suite, certaines propriétés qualitatives des PN et leurs analyses. Enfin,

nous conclurons par quelques extensions des PN .

31
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2.2 Concepts de base

Un PN est un outil graphique et mathématique décrivant les relations entre des

conditions et des événements d’un système étudié.

Définition 1 [Réseau du Petri]

Un PN est un graphe bipartie orienté constitué de places, de transitions et d’arcs qui relient

les transitions aux places et les places aux transitions. Formellement un PN est un 4-uplet,

ℵ =
(
P, T, Pre, Post

)
[133], où :

• P est l’ensemble fini des places
{
p1, p2, ..., pm

}
, avec m = |P | ;

• T est l’ensemble fini des transitions
{
t1, t2, ..., tn

}
, avec n = |T | ;

• Pre :P×T → N est l’application d’incidence avant. Pre(pi, tj) contient la valeur entière

(valuation, poids, multiplicité) associée à l’arc allant de la place pi à la transition tj ;

• Post :P × T → N est l’application d’incidence arrière ; Post(pi, tj) contient la valeur

entière associée à l’arc allant de la transition tj à la place pi.

Définition 2 [Marquage]

Un marquage Ml d’un PN est une application, Ml : P → N, qui associée à chaque place

pi ∈ P du PN Ml(pi) jetons (marques). Le marquage initial, noté M0, donne pour chaque

place le nombre initial de jetons.

Définition 3 [PN marqué]

Le couple
(
ℵ,M0

)
est dit PN marqué.

Graphiquement, les places d’un PN sont représentées par des cercles, les transitions

par des rectangles (ou des traits) et les arcs par des flèches. Les applications d’inci-

dences avant Pre et arrière Post sont représentées par des arcs pondérés et orientés

entre une place et une transition. Les arcs de valuation nulle ne sont pas représentés,

les valuations qui sont égales à 1 sont omises, dans tous les autres cas la valuation est

explicitement indiquée. Le marquage initial est donné par un nombre à l’intérieur de

chaque place ou des points lorsque le nombre est suffisamment petit.

Exemple 1 La FIGURE 2.1 illustre la représentation graphique d’un PN marqué. Ce PN défini

par : P = {p1, p2, p3, p4} i.e. |P | = 4 , T = {t1, t2, t3} i.e. |T | = 3, Post(t1, p2) = 1,
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Post(t1, p3) = 1, Post(t2, p1) = 1, Post(t3, p1) = 1, Post(t3, p4) = 2, Pre(p1, t1) = 2,

Pre(p2, t2) = 1, Pre(p3, t3) = 1, Pre(p4, t2) = 2.

FIGURE 2.1: Représentation graphique d’un PN marqué.

Remarque 1 L’application Pre (resp. Post) peut être représentée par la matrice d’incidence

avant C− (resp. arrière C+). Le marquage Ml peut être représenté par un vecteur non-négatif

de dimension égale au nombre de places de PN . Ce marquage :

Ml =
(
Ml(p1),Ml(p2), . . . ,Ml(pi), . . . ,Ml(p|P |)

)
;

est spécifié par un nombre entier Ml(pi) positif fini ou nul de marques à l’intérieur de chaque

place.

Dans la FIGURE 2.1 de l’exemple précèdent on a :

M0 = (2, 0, 1, 0), C− =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 0

0 1 0

0 0 1

0 2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

et C+ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1

1 0 0

1 0 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Définition 4 [Sensibilisation d’une transition] [62]

Une transition ti est dite sensibilisée (franchissable, tirable, activée, validée) pour un marquage

Ml si et seulement si :

∀ pj ∈ P : Ml(pj) ≥ Pre(pj, ti);

cela sera noté Ml[ti >,
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i.e. ti est sensibilisée pour Ml si chaque place d’entrée pj de ti contient un nombre de

jetons supérieur ou égal au poids Pre(pj, ti) de l’arc (pj, ti).

Définition 5 [Franchissement d’une transition]

Le franchissement d’une transition sensibilisée ti à partir d’un marquage Ml conduit au nou-

veau marquage M
′

l . Le marquage M
′

l est défini par :

∀pj ∈ P,M
′

l (pj) = Ml(pj) + Pre(pj, ti)− Post(ti, pj),

on note Ml[ti > M
′

l ,

i.e. le franchissement d’une transition ti consiste à détruire de chaque place d’entrée de

ti Pre(pj, ti) jetons et à construire Post(ti, pj) jetons dans chaque place de sortie de ti.

Définition 6 [Séquence de franchissement]

Une suite finie de transitions σ = t1t2 · · · tk est franchissable à partir du marquage M1 s’il

existe des marquages M2,M3, · · · ,Mk, tels que : M1[t1 > M2[t2 > M3 > ... > [tk−1 > Mk.

On dit que σ est une séquence de franchissement menant de M1 à Mk. On note M1[σ > Mk.

Une séquence de franchissement σ est décrite sous forme algébrique par un vecteur

appelé vecteur caractéristique, noté σ̄. Ce vecteur est de dimension égal à n(= |T |)

et chaque composante σ̄(ti) donne le nombre d’occurrences de la transition ti dans la

séquence σ.

Dans l’exemple 1 ;

M1[t1 > M3[t3 > M4[t1 > M5 , σ1 = t1t3t1, on écrit : M1[σ1 > M5 et σ̄1 = (2, 0, 1) .

M3[t3 > M4[t1 > M5[t3 > M6[t2 > M4 , σ2 = t3t1t3t2, on écrit : M3[σ2 > M4 et σ̄2 =

(1, 1, 2).

Définition 7 [Marquage accessible][173]

Un marquage Ml est dit accessible (ou atteignable) depuis le marquage initial M0 s’il existe une

séquence de franchissement σ telle que : M0[σ > Ml.

Définition 8 [Ensemble des marquages accessibles]

L’ensemble des marquages accessibles, noté A(M0), est l’ensemble des marquages atteints à
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partir du marquage initial M0 par une séquence de franchissement σ , i.e. :

A(M0) =
{
Ml, ∃ σ telle que : M0[σ > Ml

}
.

La FIGURE 2.2 décrit tous les marquages du PN donné dans la FIGURE 2.1. L’ensemble

des marquages accessibles du ce PN est :

A(M0) =
{
M0,M1,M2,M3,M4,M5,M6

}
.

FIGURE 2.2: Marquages possibles du PN donné dans la figure 2.1.

Dans le cas où A(M0) est fini, on peut le représenté sous la forme d’un graphe

appelé graphe des marquages accessibles.

Définition 9 [Graphe des marquages accessibles]

Le graphe des marquages accessibles (graphe d’accessibilité) noté GM(M0) est un graphe orienté

qui a pour sommets l’ensemble des marquages accessibles A(M0). Un arc relie deux sommets

Mi et Mj si et seulement si il existe une transition tk ∈ T telle que : Mi[tk > Mj . Chaque arc

est étiqueté par le nom de la transition correspondante.

L’arbre des marquages accessibles (resp. graphe des marquages accessibles) du PN du

la FIGURE 2.1 est donné par la FIGURE 2.4.a (resp. la FIGURE 2.4.b).
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FIGURE 2.3: a) Arbre des marquages accessibles du PN donné dans la figure 2.1 ; b)

Graphe des marquages accessibles du PN donné dans la figure 2.1.

Définition 10 [Matrice d’incidence]

La matrice d’incidence d’un PN de m places et n transitions est une matrice de dimension

m× n, ces éléments sont donnés par :

C(pi, tj) = C+(tj, pi)− C−(tj, pi);

i.e. l’élément C(pi, tj) représente le changement dans les jetons de la place pi dû au franchisse-

ment de la transition tj .

Définition 11 [Equation fondamentale][64]

La relation entre le marquage Mi et un marquage Mj atteint depuis Mi par la séquence de

franchissement σ, s’exprime au moyen de l’équation fondamentale des PN :

M t
j = M t

i + Cσ̄,

et elle correspond à : Mi[σ > Mj .

Dans l’exemple 1 précédent on a :
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C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 1

1 −1 0

1 0 −1

0 −2 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, M t
5 = M t

1 + C.σ̄1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3

0

0

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 1

1 −1 0

1 0 −1

0 −2 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

⎛
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2

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

2

1

4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

2.3 Pouvoir de modélisation des PN

L’avantage des PN réside dans leur capacité à modéliser un grand nombre de com-

portements dans les systèmes complexes [44, 117]. Parmi ces comportements, nous

trouvons le parallélisme, la synchronisation, le partage de ressources, conflit, etc.

FIGURE 2.4: Quelques structures modélisées par les PN .
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� Parallélisme

Le parallélisme est défini comme l’évolution simultanée de plusieurs processus dans

un même système. Dans un PN , le parallélisme est déclenché avec une transition ayant

plusieurs places de sortie, comme présenté dans la (FIGURE 2.4, a). Le franchissement de

la transition t1 consiste à construire un jeton dans les deux places p2 et p3, ce qui pro-

duit le déclenchement du processus 1 et du processus 2 en parallèle.

� Synchronisation

Elle permet de synchroniser les opérations de deux processus comme le montre la

(FIGURE 2.4, b). Pour que la transition t1 franchisse, il faut que la place p1 qui corres-

pond au processus 1 et la place p2 qui correspond au processus 2 contiennent chacune

au moins un jeton. Autrement, si par exemple la place p1 ne contient pas de jetons, le

processus 2 est bloqué sur la place p2 ; il attend que le processus 1 réussisse à obtenir

un jeton dans la place p1 au cours de son évolution.

� Partage de ressources

Il s’agit de modéliser le cas de plusieurs processus se partageant une même ressource

dans un même système, en utilisant l’exclusion mutuelle. Dans la (FIGURE 2.4, c), le jeton

dans la place p0 représente une ressource commune entre le processus 1 et le processus

2. Après le franchissement de la transition t1 lors de l’évolution du processus 1, le jeton

de la place p0 est alors consommé. La ressource que constitue ce jeton n’est alors plus

disponible pour l’évolution du processus 2. Lors du franchissement de la transition t5,

un jeton est placé dans la place p0 et la ressource est de nouveau disponible.

� Conflit

Le conflit correspond aux situations où un ensemble de transitions sont validées. La

résolution d’un conflit peut se faire d’une manière déterministe ou d’une manière aléa-

toire. Il existe un conflit structurel et un conflit effectif :

• Conflit structurel : deux transitions t1 et t2 sont en conflit structurel si et seule-

ment si elles ont au moins une place d’entrée en commun, i.e. :

∃ pi tel que, P re(pi, t1).P re(pi, t2) 
= 0.

• Conflit effectif : deux transitions t1 et t2 sont en conflit effectif pour un marquage
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Ml si et seulement si elles sont en conflit structurel et que :

Ml ≥ Pre(., t1) et Ml ≥ Pre(., t2).

Dans la (FIGURE 2.4, d) les deux transitions t1 et t2 sont en conflit effectif.

2.4 Propriétés des PN

Les PN permettent de modéliser des systèmes complexes. En effet, ces derniers

doivent répondre à un certain nombre d’exigences (absence de blocage, préservation

des fonctionnalités, existence d’un fonctionnement en régime permanent, etc). Un grand

nombre de ces exigences peuvent être exprimées à l’aide des propriétés d’un PN . Nous

allons définir un certain nombre de propriétés élémentaires des PN . Ces propriétés

peuvent être classées en deux catégories : propriétés dynamiques et propriétés struc-

turelles [147].

2.4.1 Propriétés dynamiques

Les propriétés dynamiques (bonnes propriétés, propriétés classiques, propriétés usuelles)

dépendent du marquage initial et elles sont liées à l’évolution du PN [126]. Elles per-

mettent d’apporter des réponses aux questions concernant l’accessibilité d’un mar-

quage particulier, la bornitude, la vivacité, etc.

Définition 12 [Place k-bornée]

Une place pi ∈ P est dite k-bornée pour un marquage initial M0 si seulement si :

∀Ml ∈ A(M0),Ml(pi) ≤ k.

Si k=1, on dit que la place est binaire (sauf, sain).

Définition 13 [PN k-borné]

Un PN est dit k-borné (ou borné) pour un marquage initial M0, si et seulement si toutes ses

places sont k-bornées (ou bornées).

Le PN 1-borné est appelé PN binaire (sauf).
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Remarque 2 La caractéristique de bornitude d’un PN traduit la finitude du nombre d’états

du système qu’il décrit. Lorsque le PN n’est pas borné, le nombre des différents états suscep-

tibles d’être atteints est infini.

Définition 14 [Transition vivante]

Une transition ti d’un PN est vivante si pour tout marquage accessible à partir de M0, il existe

une séquence de franchissement σ qui contient ti et telle que : Ml[σ > . , c’est-à-dire :

∀Ml ∈ A(M0), ∃ σ telle que : Ml[σ, ti > .

Définition 15 [PN vivant]

Un PN est vivant si et seulement si toutes ses transitions sont vivantes.

Définition 16 [Absence de blocage]

Un PN est sans blocage si à partir de tout marquage accessible, il existe au moins une transition

franchissable, i.e. :

∀ Ml ∈ A(M0), ∃ ti ∈ T telle que : Ml[ti > .

Définition 17 [Marquage puits]

Un marquage Ml est dit marquage puits (mort) si aucune transition n’est franchissable depuis

ce marquage.

Définition 18 [PN sans blocage]

Un PN est dit sans blocage si tout marquage accessible depuis M0, n’est pas un marquage

puits.

Définition 19 [État d’accueil]

Un PN admet un état d’accueil si seulement si il existe un marquage Ma vérifiant :

∀Ml ∈ A(M0), ∃ σ telle que : Ml[σ > Ma;

le marquage Ma est appelé état d’accueil. Autrement dit, un état d’accueil est un état accessible

quel que soit l’évolution du PN .

Définition 20 [PN réinitialisable]

Un PN est réinitialisable (réversible, propre) pour un marquage initial M0 si M0 est un état

d’accueil. C’est-à-dire :

∀Ml ∈ A(M0), ∃ σ telle que : Ml[σ > M0.
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2.4.2 Propriétés structurelles

Les propriétés structurelles (les invariants) d’un PN sont indépendantes du marquage

initial. Elles découlent directement de sa structure (i.e. elles sont liées à sa topologie)

[108]. Leur but est de bâtir une passerelle entre la structure du PN étudié et son com-

portement.

Définition 21 [P-invariant][124]

Un vecteur Y non nul et non négatif de dimension m tel que Y = (y1, y1, ..., ym)
T ∈ N

m est

appelé un P -invariant (invariant de place) si :

Y T × C = 0.

Un P -invariant est dit positif (resp. semi-positif) si toutes ses composantes sont stric-

tement positives (resp. positives).

Définition 22 [Composante conservative]

Un ensemble de places P
′

⊂ P est une composante conservative si et seulement si ses places

forment un P -invariant. C’est-à-dire, le P -sous-PN généré par le support de Y est une com-

posante conservative.

Proposition 1 [Condition suffisante de bornitude]

Tout PN admettant un P -invariant positif est borné.

Proposition 2 Soit P
′

une composante conservative de Y , alors toutes les places pi telles que

pi ∈ P
′

sont bornées.

Définition 23 [T-invariant] [24]

Un vecteur X non nul et non négatif de dimension n, tel que X=(x1, x1, ..., xn) ∈ N
n est appelé

un T -invariant (invariant de transition) si :

C ×X = 0.

Un T -invariant est dit positif (resp. semi-positif) si toutes ses composantes sont stricte-

ment positives (resp. positives).



2.5 Méthodes d’analyses des PN 42

Définition 24 [Composante répétitive]

Un ensemble de transitions T
′

⊂ T forme une composante répétitive si et seulement si elles

forment un T -invariant. C’est-à-dire, le T -sous-PN généré par le support de X est une com-

posante répétitive.

2.5 Méthodes d’analyses des PN

L’un des principaux avantages des modèles fondés sur les PN est qu’ils permettent

la mise en œuvre des techniques d’analyse utilisables à différents niveaux d’abstrac-

tion. Ces techniques d’analyse permettent de savoir si un système est capable de réa-

liser l’ensemble des fonctions pour lesquelles il a été conçu et ressortir ainsi toutes

les propriétés de ce système. Les méthodes d’analyse peuvent être classées en trois

groupes : l’énumération de tous les marquages accessibles, l’algèbre linéaire et la mé-

thode de réduction.

2.5.1 Analyse par énumération des marquages

Cette méthode repose sur la génération du graphe des marquages accessibles à par-

tir de son marquage initial M0. Elle est très efficace dans la mesure où ce graphe peut

être généré et que le nombre de sommets n’est pas trop important [133, 62]. Deux si-

tuations peuvent alors se presenter :

• Le graphe des marquages accessibles est fini : c’est la situation la plus favorable

car dans ce cas toutes les propriétés du PN peuvent être déduites simplement

par inspection de celui-ci.

• Le graphe des marquages accessibles est infini : dans ce cas, il faut donc avoir

recours au graphe de couverture pour déduire certaines propriétés. Cependant,

le passage au graphe de couverture s’accompagne d’une perte d’informations.

Proposition 3 Un PN est borné si et seulement si A(M0) est fini.

La théorie des graphes offre alors tous les outils nécessaires à l’analyse des autres pro-

priétés. En effet, si le PN est borné alors on a les propositions suivantes :
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Proposition 4 Un PN est réinitialisable si et seulement si son graphe de marquage GM(M0)

est fortement connexe.

Proposition 5 Le PN est dit vivant si et seulement si toutes ses transitions apparaissent au

moins une fois dans chacune des composantes fortement connexes.

Proposition 6 Le PN est avec blocage si et seulement si le graphe des marquages contient un

sommet sans successeur.

2.5.2 Méthode d’algèbre linéaire

L’analyse par l’algèbre linéaire permet d’étudier les propriétés d’un PN (bornitude,

vivacité, ...) indépendamment du marquage initial [124]. Cette méthode se base sur

l’équation fondamentale qui est entièrement déterminée par la matrice d’incidence et

par le vecteur caractéristique. Cette méthode est avérée très fructueuse car elle per-

met de s’affranchir de l’explosion combinatoire du nombre de marquages à laquelle

se heurte la technique d’analyse par énumération des marquages. Cependant, la re-

cherche des invariants engendre des problèmes algorithmique importants tels que

avoir recours à la programmation linéaire en nombre entier.

2.5.3 Analyse par réduction

Lorsque le système à analyser est large, des difficultés peuvent apparaître dans

l’utilisation du graphe des marquages accessibles. On s’aperçoit que la taille du modèle

augmente très rapidement, donnant ainsi lieu à une infinité d’états. Ce phénomène est

connu sous le nom d’explosion combinatoire. Plusieurs auteurs se sont intéressés à ré-

duire le PN à étudié, en définissant une méthode d’analyse qui est basée sur des règles

de réduction applicables aux nœuds (places, transitions) du PN [37].

Il existe, en littérature, trois grandes méthodes de réduction : les méthodes de G. Ber-

thelot, les méthodes hiérarchiques au sens de G. Chehaibar et les méthodes basées sur

la simplification du graphe des marquages accessibles. La simplicité du principe de la

méthode de réduction et son efficacité à réduire le PN analysé ainsi que le graphe des
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marquages accessibles correspondant ont fait d’elle un outil précieux d’analyse. Ce-

pendant, lors de la simplification d’un PN , dans certains cas particuliers, on remarque

que les opérations de reduction ne conservent pas toutes les bonnes propriétés.

2.6 Extensions des PN

Malgré les facilités qu’il offre, le formalisme des PN classique souffre d’un certain

manque de structuration et d’expressivité lorsqu’il s’agit de distinction entre les jetons,

ou l’expression de dimension temporelle, etc. Pour y remédier et ainsi augmenter le ni-

veau d’expressivité, les PN ont connu plusieurs extensions [51], on cite :

� PN étendus

Les PN étendus sont des PN pour lesquels on a pris en compte la possibilité de décrire

ces deux types de comportements, l’arc inhibiteur et la priorité.

� PN à arcs inhibiteurs

Un PN classique ne permet pas de tester si une place contient moins de K jetons. Il

faut donc enrichir le modèle, on ajoute pour cela un nouveau type d’arc, avec une mul-

tiplicité K, allant d’une place vers une transition appelé arc inhibiteur [64]. Dans le cas

K=1, l’arc inhibiteur permet de réaliser le test à zéro. L’ajout de cet arc apporte effec-

tivement une puissance d’expression. Graphiquement, un arc inhibiteur est symbolisé

avec un cercle à son extrémité à la place de la flèche classique (voir la FIGURE 2.5).

FIGURE 2.5: Arc inhibiteur.

Définition 25 [Franchissement d’une transition dans un PN à arcs inhibiteurs]

Soit Ml un marquage d’un PN à arcs inhibiteurs et tj une transition :
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• La transition tj est sensibilisée à partir du marquage Ml si et seulement si :

∀pi ∈ P,Ml(pi) ≥ Pre(pi, tj) et Ml(pi) < Inh(pi, tj).

• Le franchissement de la transition tj à partir du marquage Ml conduit au marquage M
′

l

défini par :

∀pi ∈ P,M
′

l (pi) = Ml(pi)− Pre(pi, tj) + Post(pi, tj).

� PN avec priorité

Dans certains types de systèmes, il est nécessaire de pouvoir représenter des événe-

ments qui seront prioritaires à d’autres. Pour modéliser ce type de contrainte, on uti-

lise dans les PN la notion de priorité. Le principe est d’associer à chaque transition

une priorité qui permettra d’empêcher le franchissement de certains transition et de

privilégier le franchissement d’autres transitions. Si S est l’ensemble des transitions

franchissables lors d’un certain marquage de PN et si la transition avec la plus forte

priorité est tk ∈ S, alors toute transition de S avec une priorité inférieure à celle de la

transition tk ne pourra être franchie.

Définition 26 PN étendu

Un PN étendu est un tuple PNE =
(
ℵ, Inh,>,M0

)
, où :

• ℵ est un PN ;

• Inh : P ×T → N
∗ est l’application d’inhibition qui associée à tout couple (pi, tj) le poids

de l’arc inhibiteur reliant la place pi à la transition tj ;

• > est une relation de priorité entre transitions ;

• M0 est le marquage initial.

� Réseaux de Petri colorés

Les PN colorés sont des PN dans lesquels les jetons portent des couleurs [10]. Une

couleur est une information attachée à un jeton. Cette information permet de distin-

guer des jetons entre eux et peut être de type quelconque.

� Réseaux de Petri temporisés

Les PN temporisés introduisent la notion du temps dans le parcours du PN qui per-

met de décrire un système dynamique dont le fonctionnement dépend du temps [154].

Les temporisations peuvent être associées aux transitions, aux places où aux arcs.
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� Réseaux de Petri stochastiques

Les SPN ont été introduits pour répondre à certains problèmes d’évaluation de per-

formance faisant intervenir des phénomènes aléatoires [129]. Ainsi, les transitions d’un

SPN comportent des temps de franchissements aléatoires.

� Réseaux de Petri continus

Les PN continus ont été introduits pour la modélisation des systèmes dont les flux

sont continus [10]. Ils se composent de places et de transitions continus et leur fonc-

tionnement est lié à la notion de vitesse pouvant être constantes ou variables.

� Réseaux de Petri hybrides

Les PN hybrides qui sont une combinaison de la sémantique des PN continus et les

PN ordinaires [11]. Ils sont adaptés pour la modélisation des systèmes dynamiques

hybrides.

2.7 Conclusion

Les PN constituent un support à la fois graphique et mathématique performant.

Ils sont d’un aide précieuse pour le concepteur dans les différentes phases d’analyse

d’un système. Une immense démarche de recherche et de développement de cet outil

est en cours d’amélioration dans les différents instituts et laboratoires de recherches

du monde. Ainsi, dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à cet outil PN d’une

manière générale en donnant ses définitions, ses propriétés, ses différents formalismes.

Le chapitre suivant sera consacré à l’un des formalismes des PN qui est les SPN .



Chapitre 3

Réseaux de Petri stochastiques (SPN)

3.1 Introduction

L’introduction explicite du temps dans les PN est nécessaire pour modéliser des

systèmes où le temps joue un rôle majeur. L’ajout de la notion de temps dans les PN ,

nous permet d’effectuer une analyse quantitative du système modélisé comme complé-

ment de l’analyse qualitative [117]. Cette question est en fait assez complexe, a reçue

différentes réponses selon les applications visées et a donné lieu à la naissance d’un

des formalismes les plus importants des PN qui est les SPN [55]. Ce dernier forma-

lisme SPN a été introduit par Florin dès 1978 pour répondre à certains problèmes

d’évaluation liés à la sûreté de fonctionnement de systèmes informatiques. Il existe

plusieurs classes de SPN , selon le type de distributions et les politiques associées

aux transitions, on distingue : les SPN à distributions exponentielles (Exponentials

Stochastic Petri Nets, ”Ex-SPN”) [129, 134], les SPN à distributions discrètes (Dis-

cret Deterministic Petri Nets, ”DDPN”) [54], les SPN généralisés (Generalized Sto-

chastic Petri Nets, ”GSPN”) [128], les SPN et déterministes (Deterministic and Sto-

chastic Petri Nets, ”DSPN”) [127], les SPN étendus (Extended Stochastic Petri Nets,

”ESPN”) [69], les SPN à taux de récompense (Stochastic Reward Petri Nets, ”SRN”)

[56], les SPN à distributions de type phase (Phase-type Stochastic Petri Nets, ”PH-

SPN”) [85], les SPN markoviens régénératifs (Markov Regenerative Stochastic Petri

47
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Nets, ”MRSPN”) [53], les SPN concurrentiel généralisés (Concurrent Generalized Pe-

tri Nets, ”CGPN”) [149], etc. Une synthèse permettant de caractériser les processus

stochastiques sous-jacents aux SPN a été présentée dans [55]. Dans ce chapitre, nous

présenterons les concepts de base liés aux SPN , puis nous détaillerons les modèles

que nous avons retenu pour nos études GSPN et MRSPN . Après une présentation

des notions de base des SPN , pour chacun des modèles précédent nous insisterons

sur la résolution du processus stochastique associé et nous donnerons leurs techniques

d’analyse.

3.2 Sémantique stochastique des SPN

Une sémantique stochastique (la politique d’exécution, fonctionnement) des SPN

est définie [125]. Cette politique comprend trois volets : la politique de sélection, la

politique de mémoire et la politique de service.

� Politique de sélection

Pour un marquage donné, plusieurs transitions d’un SPN peuvent être sensibilisées.

On distingue deux types différents de politiques de sélection (de choix) de la transition

à tirer :

• La politique de compétition "modèle concurrentiel, race policy" : elle autorise le

tir de la transition dont la variable aléatoire associée a la valeur la plus petite.

Cette politique n’est pas déterministe dans le choix de la transition à tirer si deux

transitions sensibilisées par le même marquage ont des variables aléatoires qui

ont la même valeur.

• La politique de présélection "preselection policy" : elle permet de définir, de ma-

nière statique, des priorités de tir entre les transitions [55]. On peut définir ces

priorités soit au niveau du PN (poids associés aux transitions), soit au niveau du

graphe d’accessibilité (table de switch). La politique de présélection a plusieurs

inconvénients : elle est statique (pas de variation avec l’évolution du comporte-

ment), lourde à gérer dans le cas des tables de switch et peut souffrir d’erreurs de

spécification.
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� Politique de la mémoire temporelle

La politique de mémoire temporelle spécifie comment le processus de marquage asso-

cié au SPN est conditionné par rapport à son passé (i.e. elle indique ce que devient le

travail déjà réalisé ou bien le temps de tir associé à une transition à chaque changement

d’état). Trois politiques de mémoire temporelle ont été introduites pour caractériser les

durées de sensibilisation en fonction de l’histoire passée de l’évolution du SPN .

• La politique de réinitialisation "resampling" : cette politique ne prend pas en

compte le passé du SPN ; chaque variable aléatoire est réinitialisée après le tir

d’une transition, i.e. il n’y a pas de mémorisation de la durée de sensibilisation,

ou se qui est équivalent il y a une remise à zéro à chaque changement d’état du

SPN .

• La politique de la mémoire de la dernière sensibilisation "enabling memory po-

licy, Preemptive repeat different, PRD" : dans cette politique, seule la dernière

période de sensibilisation (qui débute au dernier instant de sensibilisation de la

transition) est prise en compte, i.e. la durée totale de sensibilisation mémorisée

est remise à zéro à chaque désensibilisation de la transition.

• La politique de la mémoire de toutes les sensibiliserions "age memory policy,

Preemptive Resume, PRS " : dans cette politique, toutes les périodes de sensi-

bilisation de la transition sont prises en compte, i.e. elle consiste à mémoriser

pour chaque transition la durée totale pendant laquelle elle a été sensibilisée, ceci

jusqu’à son tir.

� Politique de service

La politique de service (dépendance de marquage) spécifie combien de clients peuvent

être servis en parallèle par une transition. Elle est définie autour des concepts de degré

de franchissement ”e” de tk en Mi, ce qui donne le nombre de fois que la transition tk

peut être franchie consécutivement à partir de Mi [126]. Alors, elle indique comment

la transition multi-sensibilisées (e-validée) se comporte lorsque son degré de franshis-

sabilité ”e” est supérieur à 1, où :

e = Max
{
n ∈ N tel que : ∀ p ∈ P, n.Pre(p, tk) ≤ Mi(p)

}
.
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Ainsi, pour toute transition tk e-validée par un marquage Mi, il faudrait non pas consi-

dérer une seule variable donnant la date de tir possible de tk, mais ”e” variables pour

chacune des façons de prélever Pre(., tk) jetons dans les places amont de tk.

Les politiques d’exécution des SPN sont importantes à préciser à chaque modèle dé-

veloppé. En plus de leur signification pratique pour la modélisation d’un système réel,

ces politiques ont un impact direct sur la dynamique, l’analyse et la simulation des

SPN .

3.3 Quelques modèles de SPN

Les SPN décrivent plusieurs types de processus stochastiques [55]. La nature de ces

processus stochastiques depend des différentes politiques d’exécution et des distribu-

tions que l’on peut associer aux transitions d’un SPN . En revanche, si des hypothèses

sont faites sur la nature des distributions, il est possible d’évaluer par calcul analy-

tique le processus stochastique associé à un SPN . Plusieurs modèles de SPN ont été

proposées, nous citons :

• DDPN : ce modèle a été proposé par W. M. Zuberek [173], R. R. Razouk et C.

V. Phelps et Phelps [155], M. K. Molloy [130] (distribution géométrique) et M. A.

Holiday et M. K. Vernon [90]. L’etude de ce type de SPN est obtenue générale-

ment par la transformation du processus du DDPN à une chaîne de Markov à

temps discret.

• Ex-SPN : ce modèle considère uniquement des distributions exponentielles. Il

a été suggéré par M. K. Molloy [129] et S. Natkin [134]. L’analyse de ce modèle

passe par l’étude d’une CTMC.

• GSPN : M. A. Marsan et al ont défini le modèle GSPN , dans lequel la durée de

franchissement associée aux transitions est soit distribuée suivant une loi expo-

nentielle, soit nullle [128]. D’autre part, il a été montré que le processus stochas-

tique engendré par le modèle GSPN est aussi une CTMC.

• SRN : G. Ciardo, J. K. Muppala et K. S. Trivedi [56] ont introduit les SRN dans le

but de pouvoir combiner l’évaluation de performance avec la fiabilité et la sûreté

de fonctionnement des systèmes tolérants aux fautes. Le processus stochastique
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engendré par le modèle SRN est un processus markovien à taux de récompense

(i.e. CTMC avec une structure de taux de récompense).

• PH-SPN et Cox-SPN : S. Haddad et al [85] ont introduit des durées de tir à

distributions de type phase où de Cox dans le modèle GSPN . Le processus de

marquage non-markovien original d’un PH-SPN et d’un Cox-SPN est trans-

formé à une CTMC par la méthode d’expansion de la chaîne de Markov.

• ESPN : ce modèle permet de prendre en compte des durées de franchissement

distribuées suivant une loi générale, sous les deux restrictions suivantes : les du-

rées de franchissement de loi générale sont associées uniquement aux transitions

exclusives et/ou compétitives et la politique de compétition et la politique PRD

sont considérées [69]. L’analyse de ce type de modèle passe par l’étude d’un pro-

cessus semi-markovien.

• DSPN : ce modèle considère des durées exponentielles, des durées nulles et des

durées déterministes, avec les restriction dans un marquage au plus une transi-

tion déterministe qui est sensibilisée et la politique de compétition et la politique

PRD sont considérées [127]. Ce modèle est développée et analysée par de nom-

breux auteurs, le processus sous-jacent est un processus semi-régénératif (Mar-

kov Regenerative Process, ”MRP”).

• MRSPN : ce modèle est une généralisation du modèle DSPN , dans lequel les

distributions déterministes sont remplacées par des distributions de loi générale

[53]. Bobbio et al ont introduit la classe Age-MRSPN , dans laquelle une transi-

tion générale peut être lui associée la politique PRS. Une procédure analytique

pour la dérivation du régime transitoire et stationnaire est obtenue [38].

• CGPN : ce modèle est une généralisation du modèle MRSPN , sous les hy-

pothèses suivantes, dans le cas où les transitions à distributions générales sont

toutes sensibilisées au même instant et avec la condition que cette distribution ne

dépend pas du marquage et la politique de compétition et la politique PRD sont

considérées [149]. Il à été montré que le processus stochastique engendré par le

modèle CGPN est un MRP .
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3.4 Réseaux de Petri stochastiques généralisés (GSPN)

Le modèle GSPN est introduit par M. A. Marsan et al [128]. Un GSPN se com-

pose de transitions avec une temporisation nulle dites transitions immédiates et de

transitions avec une temporisation aléatoire distribuée exponentiellement dites transi-

tions exponentielles (transitions EXP ) [52]. La durée de tir nulle modélise des cas où

certaines activités sont urgentes et s’exécutent dès leur occurrence.

Définition 27 Réseaux de Petri stochastiques généralisés

Un GSPN est un cinq-uplets :

GSPN =
(
ℵ, Inh, ω,>,M0

)
,

où :

• ℵ est un PN ;

• Inh est l’application d’inhibition ;

• ω : T → R
+ :

◦ si ti est temporisée, wti(Mj) est la vitesse de tir de ti en Mj , c’est-à-dire le paramètre

de sa loi exponentielle ;

◦ si ti est immédiate wti(Mj) est le poids de ti en Mj .

• >: T → N est l’application de priorité qui assigne à chaque transition un niveau de

priorité (i.e. à chaque transition tomporisée la valeur 0 et à chaque transition immédiate

une valeur ≥ 1) ;

• M0 est le marquage initial.

Les transitions à distributions exponentielles n’ont pas de mémoire temporelle. Il n’est

donc pas nécessaire de préciser la politique de mémoire temporelle pour ce type de

transitions (i.e. les trois politiques de mémoire sont équivalentes). La dépendance de

taux de franchissement λti(Mj) par apport aux marquages a en particulier pour but de

permettre de modéliser diverses politiques de service :

• Serveur unique (single-server, mono-server) : a chaque instant un client est servi

à la fois. Le taux de franchissement d’une transition ti de loi exponentielle est

λti(Mi) = λti . C’est la sémantique par défaut des GSPN .
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• k-serveurs multiples (multiple servers) : au plus k clients peuvent être servi si-

multanément. Le taux de franchissement est λti(Mi) = Min(k, e)λti .

• Infinité de serveurs (infinite servers) : autant de clients que possible, peuvent être

servis en même temps. Le taux de franchissement est λti(Mi) = eλti .

Par conséquent, le taux de franchissement d’une transition exponentielle tk en Mi est

en général donné par Min(j, e)λti , où, j = 1 pour la politique de server unique, j = k

pour k-servers multiples et j=+∞ pour le cas de servers infinis.

� Analyse qualitative et quantitative d’un GSPN

Les méthodes d’analyse des propriétés (vivacité, bornitude, invariants,...) utilisées par

les PN classiques peuvent être appliquées. Cependant, comme les transitions immé-

diates ont une priorité sur les transitions temporisées, le modèle non-temporisé sous-

jacent à un GSPN est un PN avec priorité et non pas un PN classique.

Propriété 1 Le graphe des marquages accessibles d’un GSPN est identique à celui du PN

non temporisé avec priorité correspondant.

Le graphe des marquages d’un GSPN , contient deux types de marquages : des mar-

quages évanescents et des marquages tangibles [32].

Définition 28 [Marquage évanescent (vanishing marking)]

Un marquage Mj est dit évanescent (fugitif, instable, virtuel) si est seulement s’il existe une

transition immédiate franchissable à partir de Mi (i.e. au moins une transition immédiate est

sensibilisée).

Définition 29 [Marquage tangible (tangible marking)]

Un marquage Mi est dit tangible si est seulement s’il n’est pas évanescent (i.e. seules les tran-

sitions temporisées sont sensibilisées).

Les marquages évanescents d’un GSPN correspondent à des états à temps de séjour

nul. Ils ne peuvent donc être pris en compte lors du calcul du vecteur de probabili-

tés stationnaires. Seuls les marquages tangibles intéressent l’analyse, les marquages

évanescents sont alors éliminés [32]. Plusieurs techniques d’élimination existent : pré-

servation des états évanescents (résolution de l’EMC, puis retour aux états tangibles),
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l’élimination des états évanescents directement à partir du graphe des marquages ac-

cessibles et l’élimination des états évanescents par transformation du GSPN en un

SPN .

La politique de sélection de la transition à tirer dans un marquage tangible est la po-

litique de compétition. Si dans un marquage Mi, l’ensemble ψ(Mi) contient une seule

transition immédiate, du fait de son franchissement instantané, cette transition sera

franchie avant toutes les autres transitions temporisées, tandis que dans le cas où l’en-

semble ψ(Mi) contient plusieurs transitions immédiates, alors la transition immédiate

à franchir sera définie en utilisant la politique de présélection [126]. L’expression géné-

rale définissant la probabilité pour que dans un marquage quelconque Mi, une transi-

tion franchissable tj ∈ ψ(Mi) soit tirée est donnée par :

pj(Mi) =
wtj(Mi)∑

tk∈ψ(Mi)

wtk(Mi)
.

Propriété 2 Le graphe des marquages accessibles réduit d’un GSPN est isomorphe à une

CTMC. En particulier, le graphe des marquages accessibles réduit d’un GSPN borné est

isomorphe à une CTMC finie.

Ces résultats sont tout à fait significatifs car ils permettent d’utiliser le pouvoir de mo-

délisation des PN pour décrire la logique d’évolution d’un système complexe tout en

restant compatible avec le calcul markovien. Le temps de séjour dans chaque marquage

tangible Mi est distribué suivant une loi exponentielle de taux qMi
:

qMi
=

∑
tk∈ψ(Mi)

λk(Mi).

Ainsi, le temps moyen de séjour dans le marquage tangible Mi est égal à :

1

qMi

=
1∑

tk∈ψ(Mi )

λk(Mi)
.

Par conséquent, l’analyse quantitative d’un GSPN s’inspire de la technique d’ana-

lyse des CTMC. Cette partie d’analyse consiste à calculer les probabilités stationnaires

et les indices de performance. Cette CTMC est obtenue en appliquant les règles sui-

vantes :



3.4 Réseaux de Petri stochastiques généralisés (GSPN) 55

• L’espace d’états de la CTMC correspond à l’ensemble des marquages accessibles

à partir de M0 (i.e. GM(M0)) du PN .

• Le taux pour passer de l’état Mi à l’état Mj est obtenu en sommant tous les taux

de franchissement des transitions qui permettent de passer de Mi à Mj .

Le générateur infinitésimal Q = [qMiMj
] de cette CTMC qui est une matrice carrée de

dimension (r × r) (r = |GM(M0)|) est obtenue comme suit :

qMiMj
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

∑
tk∈ψMiMj

λk(Mi), si Mi 
= Mj ;

−qMi
, si Mi = Mj ;

où, qMi
=

∑
tk∈ψMiMj

λk ;

ψMiMj
est l’ensemble des transitions sensibilisées par le marquage Mi et dont le fran-

chissement conduit au marquage Mj .

Théorème 3 [129] Un GSPN borné et tel que son graphe des marquages accessibles est for-

tement connexe est ergodique.

Théorème 4 [129] Un GSPN borné est ergodique s’il admet le marquage initial M0 comme

état d’accueil.

La distribution de probabilité des états d’un GSPN en régime stationnaire est repré-

sentée par un vecteur π =
(
πM1

, πM2
, · · · , πMr

)
de dimension r, où r correspond au

nombre de marquages tangibles du GSPN . Si le GSPN est ergodique, π est obtenu en

résolvant le système d’équations linéaires suivant :
⎧⎨
⎩

πQ = 0 ;

π1I = 1 ;
(3.1)

où, 1I est un vecteur colonne de composantes égales à 1.

De nombreuses méthodes de résolution existent pour le système d’équations linéaires

(3.1). Le livre de Stewart constitue un des ouvrages de référence décrivant un pano-

rama de ces méthodes [160]. Trois grandes classes de méthodes sont distinguées :

• Les méthodes directes comme la méthode : de Gauss, de factorisation LU, d’ité-

ration inverse, etc.
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• Les méthodes itératives telles que la méthode : de la puissance itérée, de Gauss

Seidel, de Jacobi, de sur relaxation successives (SOR), etc.

• Les méthodes de projection comme la méthode : d’Arnoldi, Generalized Minimal

Residual method (GMRES), etc.

En effet, la procédure générale pour l’évaluation de performance d’un GSPN est basée

sur les étapes suivantes :

• Construire le graphe des marquages accessibles GM(M0).

• Éliminer les états évanescents, pour générer le graphe des marquages accessibles

réduit.

• Convertir le graphe des marquages accessibles réduit à une CTMC, avec l’espace

d’états Ω.

• Construire le générateur infinitésimal Q = [qMiMj
] associé à cette CTMC.

• Détermination de la distribution stationnaire des probabilités d’états du proces-

sus en résolvant le système d’équations linéaires (3.1).

• Évaluer les indices de performance du GSPN qui caractérisent le système mo-

délisé (le nombre moyen de marques dans certains places, la fréquence moyenne

de franchissement de certains transitions, la probabilité d’un événement, . . .).

3.5 Réseaux de Petri stochastiques markoviens régénéra-

tifs (MRSPN)

Les SPN markoviens permettent un accès direct à l’étude probabiliste du proces-

sus de marquage [54, 59]. Cependant, la restriction de la description temporelle aux

distributions exponentielles limite les domaines d’applications des SPN markoviens

et laisse beaucoup de questions sur l’exactitude des valeurs des performances obtenues

par l’approximation des fonctions de distributions de délais de toutes les activités d’un

système par des distributions exponentielles. Pour remédier à cet handicap, les SPN

non-markoviens ont été introduit. L’idée des SPN non-markoviens est d’autoriser trois

types de transitions :

• Les transitions immédiates, qui sont prioritaires par rapport les autres types de
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transitions.

• Les transitions temporisées à distributions exponentielles appelées transitions

EXP .

• Les transitions temporisées à distributions générales appelées transitions GEN .

Remarque 3 Les transitions immédiates et les transitions EXP n’ont pas de mémoire tempo-

relle. Il n’est donc pas nécessaire de préciser la politique de mémoire temporelle pour ces types

de transitions. Par contre, les transitions GEN ont cette propriété.

Différentes méthodes ont été explorées dans la littérature pour l’étude des SPN non-

markoviens : la méthode de renouvellement [53], la méthode de la variable supplémen-

taire [58], la méthode d’expansion de la chaîne de Markov [59], la simulation [117], etc.

Une classe, appelée MRSPN , est définie par H. Choi et al [53], sous certains restric-

tions sur la structure de SPN non-markoviens (transitions à distributions générales),

une analyse qualitative peut être effectuée. Nous allons présenter les principes de cal-

cul utilisés pour établir des solutions analytiques pour les MRSPN .

Définition 30 Un SPN non-markovien est un MRSPN si :

• Au plus une seule transition GEN est sensibilisée dans chaque marquage ;

• La distribution de la durée de franchissement d’une transition GEN ne dépend pas du

marquage.

Définition 31 [Réseaux de Petri stochastiques markoviens régénératifs]

Un MRSPN est un huit-uplets :

MRSPN =
(
ℵ, Inh, ω,Λ, F, C,>,M0

)
,

où :

• ℵ est un PN ;

• Inh est l’application d’inhibition ;

• ω : T → R
+ est une application qui associée à chaque transition EXP un taux de

franchissement ;

• Λ : T → R
+ est une application qui associée à chaque transition immédiate un poids ;
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• F : T → F, specifie la distribution des transitions GEN , (F la famille des distributions

générales).

• C, les restrictions imposées à la structure d’un SPN non-markovien pour qu’il soit un

MRSPN (définition 30) ;

• >: T → N est l’application de priorité qui assigne à chaque transition un niveau de

priorité (à chaque transition temporisée la valeur 0 et à chaque transition immédiate une

valeur ≥ 1) ;

• M0 est le marquage initial.

Sous les conditions de la définition 30, H. Choi et al ont montré que le processus sto-

chastique sous-jacent à un MRSPN présente des propriétés essentielles et il permet de

faire la jonction entre les SPN et la théorie des MRP .

Théorème 5 [53] Le processus de marquage {M(t), t ≥ 0} d’un MRSPN est un MRP .

Les MRP sont une extension naturelle des processus de Markov, dans le sens où nous

assouplissons l’hypothèse de perte de mémoire du processus pour chaque instant t,

pour ne conserver qu’une hypothèse d’existence d’instants aléatoires, à partir desquels

le processus oublie son passé. Ces instants, appelés points de régénération du proces-

sus.

� Analyse quantitative d’un MRSPN

Une approche analytique pour la dérivation d’expression pour l’état d’équilibre d’un

MRSPN est prouvée [53]. Cette approche est basée sur l’observation que le processus

stochastique sous-jacent
{
M(t), t ≥ 0

}
bénéficie de l’absence de mémoire à certains

instants
(
t0, t1, t2, ...

)
. Ces instants sont désignés comme points de régénération. Une

EMC
{
Yn, n ≥ 0

}
peut être définie en ces points de régénération. Le processus de

marquage d’un MRSPN pendant une période de régénération (i.e. entre deux points

de régénération consécutifs) est une CTMC appelée "CTMC subordonnée" [122].

Les deux quantités décrivent l’évolution du MRSPN sont la matrice K(t) = [Kij(t)] et

la matrice E(t) = [Eij(t)], ou :

• La famille de probabilités Kij(t), est appelée noyau global, est donnée par :

Kij(t) = P
{
Y1 = j, t1 ≤ t/Y0 = i

}
; i, j ∈ Ω;
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où, Ω est l’ensemble des marquages tangibles.

• La famille de probabilités Eij(t), est appelée noyau local, est donnée par :

Eij(t) = P
{
M(t) = j, t1 > t/Y0 = i

}
.

La matrice K(t) décrit le comportement transitoire du processus immédiatement après

le prochain point de régénération tandis que la matrice E(t) décrit le comportement

transitoire entre les deux points de régénération elles mêmes.

Théorème 6 [53] La matrice de probabilité de transition V (t) = [Vij(t)] = P
{
M(t) =

j/M(0) = i
}

d’un MRSPN satisfait l’équation de renouvellement markovienne suivante :

Vij = Eij(t) +
∑
k∈Ω

∫ t

0

dKkj(y)(t− y).

Cette équation peut s’écrire sous forme matricielle, comme suit :

V (t) = E(t) + (K ∗ V )(t); (3.2)

où K ∗ V est le produit de convolution de K et V .

En introduisant les transformées de Laplace-Stieltjes " .̃(s)", nous obtenons :

Ṽ (s) = [I − K̃(s)]−1Ẽ(s). (3.3)

Le comportement transitoire d’un MRSPN peut s’obtenir en intégrant numérique-

ment l’équation (3.2) où par une méthode numérique d’inversion des transformées de

Laplace-Stieltjes de l’équation (3.3). Le calcul explicite du régime transitoire s’avère gé-

néralement pénible, voir impossible, pour la plus part des modèles donnés.

La solution à l’état stationnaire (t → ∞) peut être évaluée par :

V (∞) = lim
t→∞

V (t) = lim
s→∞

Ṽ (s);

toutefois, les probabilités d’état stationnaires peuvent être dérivées directement de

noyau local et de noyau global.

Pour l’analyse stationnaire d’un MRSPN les mesures suivantes sont nécessaires :

αkj = E
{

temps dans le marquage j durant [0, T1)|Y0 = k
}
.
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Les quantities αkj , peuvent être obtenues, par :

αkj =

∫ ∞

0

Ekj(t)dt = lim
s→0

Ẽij(s)

s
. (3.4)

La matrice des probabilités de transition P = [Pij] de l’EMC est définie par :

Pij = P
{
M(1) = j|M(0) = i

}
.

Par passage à la limite, nous obtenons la matrice P , i.e. :

Pij = lim
t→∞

Kij(t) = lim
s→0

K̃ij(s).

La distribution stationnaire v = (vk) de l’EMC, si elle existe, est donnée par la résolu-

tion du système d’équations linéaires :
⎧⎪⎨
⎪⎩
vP = v;

v1I = 1.

(3.5)

Si un MRSPN est ergodique, alors il admet une unique distribution stationnaire donné

par le théorème suivant :

Théorème 7 [53] La distribution stationnaire π = (πj) en régime permanent d’un MRSPN

est donnée par :

πj =
∑
k∈Ω

βk

αkj

μk

, (3.6)

où : μk = E
{
T1|X0 = k

}
=
∑
k∈Ω

αkj et βk =
vkμk∑

r∈Ω

vrμr

.

L’équation (3.6) peut s’écrire sous la forme :

πj =
1

vα1I
vα, (3.7)

ou sous forme matricielle :

π = βC,

où, C est la matrice des facteurs de conversion (ses éléments cij représentent les temps

inconditionnels de séjour entre deux points de régénération, ils sont donnés par : cij =
αij

μi

).

La procédure générale pour l’évaluation de performance d’un MRSPN est basée sur

les étapes suivantes :
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• Construire le graphe des marquages accessibles GM(M0).

• Éliminer les états évanescents, pour générer le graphe des marquages accessibles

réduit.

• Calculer les deux quantités : K(t) et E(t).

• Calculer les matrices : P , α.

• Détermination de la distribution stationnaire des probabilités d’états de l’EMC

en résolvant le système d’équations linéaires (3.5).

• Détermination de la distribution stationnaire des probabilités d’états du proces-

sus par la formule (3.7).

• Évaluer des indices de performance du MRSPN qui caractérisent le système

modélisé à partir de ces distributions stationnaires.

3.6 Indices de performance

En utilisant le vecteur des probabilités stationnaires π=(πMj
) d’un SPN , il est pos-

sible de calculer plusieurs indices de performance [79]. Les formules des principaux

paramètres s’expriment en fonction des éléments de base (places, transitions et mar-

quages). Les principaux paramètres fréquemment recherchés sont :

• Le nombre moyen de marques (npi) dans une place pi est calculé en appliquant

la formule :

npi =
∑

j:Mj∈Ω

Mj(pi)πMj
;

où, Ω est l’ensemble des marquages (tangibles) accessibles.

• La fréquence moyenne de franchissement (λ̄ti) d’une transition ti : on appelle fré-

quence moyenne (débit moyen) de franchissement d’une transition ti, le nombre

moyen de tirs de ti en une unité de temps. Elles est calculée par :

λ̄ti =
∑

Mj∈Ω(ti)

λti(Mj)πMj
;

où : Ω(ti) est l’ensemble des marquages où la transition ti est franchissable ;

λti(Mj) est le taux de franchissement de ti en Mj .
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• Le temps moyen de séjour (Spi) d’une marque dans une place pi à l’état station-

naire, peut être calculée en utilisant la formule de Little :

Spi =
npi∑

ti∈P ◦

λ̄ti

;

tel que : P ◦ l’ensemble des sorties de pi.

On peut élargir ces performances au calcul du temps moyen de séjour d’une

marque dans une partie d’un PN (sous-PN ).

• La probabilité d’un événement γ, (pγ) :

pγ =
∑
Mi∈A

πMi
;

où, A =
{
Mi ∈ Ω : γ(Mi) = true

}
.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un bref état de l’art sur les SPN . Une at-

tention particulière est portée aux deux modèles des SPN ( GSPN et MRSPN ). Un

accent est mis sur la nature des processus associés à ces modèles. De ce chapitre, il nous

paraît important de mettre en exergue les deux points suivants :

• le pouvoir d’expression des SPN ;

• l’intérêt du graphe des marquages accessibles au niveau de son exploitation.

L’exploitation des SPN tire profit du fait que ce formalisme offre de manière unifiée et

complémentaire la possibilité de faire des analyses qualitatives et quantitatives. L’ana-

lyse qualitative permet la vérification des propriétés spécifiques et l’analyse quanti-

tative permet d’obtenir les indices de performance. L’application des deux classes de

modèles des SPN (GSPN et MRSPN ) à l’analyse de systèmes de files d’attente sera

réalisée dans les deux chapitres cinq et six suivants.



Chapitre 4

Méthode de stabilité forte

4.1 Introduction

Lors de l’étude des systèmes concrets, on est souvent amené à remplacer le sys-

tème réel, qui est généralement compliqué, par un système plus simple et pour lequel

il existe des résultats analytiquement exploitables. Le modèle ainsi obtenu représente

une "idéalisation" du système réel, d’où l’apparition du problème de stabilité. L’étude

de stabilité occupe une place remarquable dans la théorie qualitative des systèmes dy-

namiques, ainsi que dans celle des systèmes stochastiques [5]. La stabilité se définit

comme étant la capacité du système à résister aux perturbations. Un système est dit

stable, si écarté de sa position d’équilibre (perturbé), il tend à y revenir. Si le système

idéal est stable, le système réel est comparable au système idéal. Si de plus, la pertur-

bation est petite, le système réel est proche du système idéal. En pratique, seuls les

systèmes stables sont exploitables.

La plupart des modèles stochastiques peuvent être décrits par une chaîne de Markov

d’une manière directe ou sous une certaine forme d’inclusion. On dit que le modèle est

stable si la chaîne de Markov associée est stable. Dans ce chapitre, nous rappellerons

les concepts de base de la méthode de stabilité forte des chaînes de Markov.
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4.2 Stabilité Forte

Cette méthode a été établie dans les années 1980 par D. Aïssani et N. V. Kartashov

[5]. Elle suppose que la perturbation de noyau de transition du processus aléatoire

décrivant le système étudié est petite par rapport à une certaine norme. Cette condi-

tion est beaucoup plus stricte que les conditions habituelles, elle permet d’obtenir de

meilleures approximations pour les distributions stationnaires perturbées. Cette mé-

thode s’applique pour tous les modèles stochastiques de la recherche opérationnelle

pouvant être régis par une chaîne de Markov homogène. Les applications de cette

méthode aux modèles stochastiques ont fait l’objet de plusieurs publications (voir la

FIGURE 4.1) et d’autres travaux, sont en cours de réalisation.

4.3 Préliminaires et notations

Notre attention se focalisera sur la méthode de stabilité forte, qui permet d’étu-

dier l’ergodicité et la stabilité des caractéristiques stationnaires et non stationnaires

des chaînes de Markov après avoir soumis leurs opérateurs de transition à de petites

perturbations. Cette méthode donne la possibilité de clarifier les conditions pour les-

quelles les caractéristiques du système complexe peuvent être approximées par celles

du système simple. Nous présenterons notamment les concepts de l’ergodicité uni-

forme et de la stabilité forte, par rapport à des normes données dans des espaces de

mesures et de noyaux de transitions.

Considérons une chaîne de Markov homogène X à valeurs dans un espace mesurable

(E, ξ), (où, ξ est une σ-algèbre par une partie dénombrable de E), donnée par un noyau

de transition régulier P (x,A), x ∈ E et A ∈ ξ. On suppose que la chaîne de Markov X

admet une unique mesure invariante π.

Notons par mξ (resp. mξ+) l’espace des mesures finies (resp. non négatives) sur ξ et fξ

(resp. fξ+) l’espace des fonctions mesurables bornées (resp. non négatives) sur E. Nous

associons à chaque noyau de transition P , les deux applications linéaires suivantes :

Lp : mξ → mξ et L∗p : fξ → fξ,
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FIGURE 4.1: Travaux effectués sur la stabilité forte au niveau du LaMOS.
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dont les valeurs aux points μ ∈ mξ et f ∈ fξ sont respectivement données par :

μP (A) = LP (μ)(A) =

∫
E

μ(dx)P (x,A), ∀A ∈ ξ;

Pf(x) = L∗P (f)(x) =

∫
E

P (x, dy)f(y), ∀x ∈ E.

Le produit des deus noyaux de transitions P et Q est le noyau :

PQ(x,A) =

∫
E

P (x, dy)Q(y, A),pour x ∈ E,A ∈ ξ.

Le produit d’une mesure μ ∈ mξ et d’une fonction f ∈ fξ, notée μf , est définit par :

μf =

∫
E

μ(dx)f(x).

Également, f ◦ μ désigne le produit direct d’une fonction mesurable f ∈ fξ par une

mesure μ ∈ mξ :

(f ◦ μ)(x,A) = f(x)μ(A), x ∈ E,A ∈ ξ.

On considère, dans l’espace mξ, l’espace de Banach M =
{
μ ∈ mξ : ||μ|| < ∞

}
de

norme ||.|| compatible avec l’ordre structurel dans mξ, c’est-à-dire :

1. ||μ1|| ≤ ||μ1 + μ2|| pour μ1, μ2 ∈ M+ ;

2. ||μ1|| ≤ ||μ1 − μ2|| pour μ1, μ2 ∈ M+ et μ1⊥μ2 ;

3. |μ|(E) ≤ k||μ|| pour μ ∈ M , où : |μ| est la variation de la mesure μ, k est une

constante positive finie et M+ = M∩ (mξ+).

La norme induite sur fξ est donnée par :

||f || = sup
(
|μf |, ||μ|| ≤ 1

)
.

La norme induite sur l’espace B des opérateurs bornés est donnée par :

||P || = sup
(
|μP |, ||μ|| ≤ 1

)
.

Supposons que l’opérateur P : M → M est borné, i.e. :

MP ⊂ M, ||P || ≤ ∞,

où : MP =
{
μ : μ = μ1P, μ1 ∈ M

}
.

Notons par Π = I ◦ π le projecteur stationnaire du noyau P , où I est la fonction identi-

quement égale à 1 et considérons la moyenne de Césaro définie par :

P t = t−1
t−1∑
s=0

P s, t ∈ N∗.
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4.4 Ergodicité uniforme et stabilité forte d’une chaîne de

Markov

A présent, introduisons les notions d’ergodicité uniforme et de stabilité forte ainsi

que les théorèmes fondamentaux.

Définition 32 La chaîne de Markov X est uniformément ergodique par rapport à la norme ||.||

si elle possède une unique mesure invariante π et :

lim
t→∞

||P t − Π|| = 0.

Théorème 8 [104] La chaîne de Markov X est uniformément ergodique par rapport à la norme

||.|| si et seulement si :

||
(
I − P +Π

)−1
|| < ∞,

où : I est l’opérateur identité.

Définition 33 La chaîne de Markov X est dite fortement stable par rapport à la norme ||.|| si

les assertions suivantes sont vérifiées :

• ||P || < ∞ ;

• Chaque noyau de transition Q dans un certain voisinage
{
Q : ||Q−P || < ε

}
, admet une

unique distribution stationnaire ν = ν(Q) telle que ||ν−π|| → 0, lorsque ||Q−P || → 0.

Notons que la deuxième assertion de la définition 33 est équivalente à l’existence d’une

constante c = c(P ), telle que :

||ν − π|| ≤ c||Q− P ||,

pour tout Q dans le voisinage
{
Q : ||Q− P || < ε

}
.

Théorème 9 [104] La chaîne de Markov X est fortement stable par rapport à la norme ||.||, si

et seulement si elle est uniformément ergodique par rapport à la même norme.

Une chaîne de Markov peut être fortement stable (uniformément ergodique) par rap-

port à une norme donnée et ne pas l’être pour une autre (si ces normes ne sont pas

équivalentes).
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Théorème 10 [5] La propriété d’ergodicité uniforme de la chaîne de Markov X par rapport à

la norme ||.|| se conserve pour de petites perturbations du noyau P . Chaque noyau stochastique

Q dans un certain voisinage du noyau de transition P de la chaîne de Markov X , uniformément

ergodique (fortement stable) par rapport à une norme donnée ||.|| (i.e. ||Q−P || < ε), correspond

à une chaîne de Markov uniformément ergodique (par rapport à la même norme).

Définition 34 Une chaîne de Markov (Xn)n≥0 définie sur (E, ξ) et de noyau de transition

P est récurrente au sens de Harris, s’il existe une mesure invariante μ∗σ-positive telle que

μ∗(A) > 0, alors :

Px

[ +∞∑
n=1

1A(Xn) = +∞
]
= 1, ∀x ∈ E,

on dit alors que X ainsi que son noyau de transition sont de Harris.

Propriété 3

• Une chaîne irréductible, discrète et récurrente est une chaîne de Harris.

• Une chaîne de Harris est une chaîne récurrente irréductible.

Théorème 11 [5] Une chaîne de Markov récurrente au sens de Harris est uniformément ergo-

dique par rapport à la norme ||.|| et apériodique si et seulement s’il existe un entier n ≥ 1, une

mesure positive σ ∈ M+ et une fonction mesurable h ∈ fξ+ telles que les conditions suivantes

soient satisfaites :

• πh > 0, σ1I = 1 et σh > 0 ;

• le noyau T = P n − h ◦ σ est non négatif ;

• ||Tm|| ≤ ψ pour un certain entier m ≥ 1, ψ < 1.

L’ergodicité uniforme de la chaîne de Markov X entraîne que la dernière condition est satisfaite

pour tout n, σ et h vérifiant les deux premières conditions.

4.5 v-stabilité forte d’une chaîne de Markov

Définition 35 La chaîne de Markov X est fortement v-stable, si elle est fortement stable par

rapport à une norme ||.||v définie par :

||μ||v =

∫

E

v(x)|μ|(dx), (4.1)
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où : v est une fonction mesurable bornée inférieurement par une constante positive, pas néces-

sairement finie sur E, μ ∈ mξ et |μ| est la variation de la mesure μ.

Dans ce cas, les normes induites par ||.||v dans les espaces fξ et B sont respectivement :

||f ||v = sup
{
|μf |, ||μ||v ≤ 1

}
= sup

x∈E

[
v(x)

]−1
|f(x)|, ∀f ∈ fξ;

||P ||v = sup
{
|μP |, ||μ||v ≤ 1

}
= sup

x∈E

[
v(x)

]−1 ∫
v(y)|P (x, dy)|.

Remarque 4 Pour la classe des normes ||.||v, définies par la formule 4.1, la troisième condition

du théorème 11 est équivalente à la condition suivante :

Tmv(x) ≤ ψv(x), ∀x ∈ E, pour un entier m ≥ 1 et ψ < 1.

Corollaire 1 Pour que la chaîne de Markov X récurrente au sens de Harris soit fortement

v-stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

• il existe une mesure σ ∈ M+ et une fonction mesurable h ∈ fξ+, telles que :

πh > 0, σ1I > 0 et σh > 0 ;

• le noyau T=P − h ◦ σ est non négatif ;

• ∃ ψ < 1 tel que, Tv(x) ≤ ψv(x), ∀x ∈ E.

Ce corollaire n’est qu’une condition suffisante du théorème 11 avec n=m=1 et en tenant

compte de la remarque 4.

4.6 Inégalités de stabilité forte

Dans les conditions du théorème 11, on peut obtenir les estimations quantitatives

de stabilité d’une chaîne de Markov X ayant P comme opérateur de transition et π

comme mesure de probabilité invariante. A cet effet, on présente la déviation de la

distribution stationnaire de la chaîne de Markov X en termes de la fonction mesurables

h, de la fonction test v et de la mesure σ.
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Théorème 12 [104] Soit une chaîne X fortement v-stable et vérifiant les conditions du théo-

rème 11, de noyau de transition P et de mesure invariant π. Alors, pour un noyau stochastique

Q de mesure stationnaire ν appartenant à un certain voisinage de P , on a l’égalité suivante :

ν = π
[
I −ΔR0(I − Π)

]−1
;

ν = π +
∞∑
t=1

π
[
ΔR0(I − Π)

]−1
;

où : Δ = Q− P et R0 =
(
I − T

)−1
.

Conséquence 1 Sous les mêmes conditions du théorème 11, on a :

ν = π + πΔR0

(
I − Π

)
+ ◦

(
||Δ||2v

)
, pour ||Δ||v → 0.

Conséquence 2 Sous les mêmes conditions du théorème 11 et pour Δ vérifiant :

||Δ||v <
1− ψ

c
,

on a l’estimation :

||ν − π||v ≤ ||Δ||vc||π||v
(
1− ψ − c||Δ||v

)−1
,

avec

c = m||P ||m−1v

(
1 + ||1I||v||π||v

)
;

et

||π||v ≤ (σv)(1− ψ)−1(πh)m||P ||m−1v .

Dans le cas où m=1, on a c = 1 + ||1I||v||π||v.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un bref état de l’art sur la méthode de stabi-

lité forte. Comme notre objectif principal est d’élargir pour la première fois le champs

d’applicabilité de cette méthode aux SPN , on a donné les définitions et les théorèmes

fondamentaux nécessaires pour la bonne compréhension des chapitres à venir. En effet,

dans le chapitre sept, nous allons appliquer la méthode de stabilité forte pour établir

la stabilité du IMRSPN associé au système M/G/1.



Chapitre 5

Analyse du réseau

[M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] via

les GSPN

5.1 Introduction

Le formalisme GSPN a été exploité, avec succès, pour étudier différents systèmes

de files d’attente. Dans ce contexte, nous pouvons mentionner le travail de C. I. Oliver

et K. S. Trivedi où, un système M/M/1//k avec vacance a été étudié [139]. N. Gharbi

et M. Ioualalen ont traité l’analyse des files d’attente à sources finies, markoviennes,

multi-serveurs et avec rappels [78, 79]. G. Balbo et al ont montré que les QN multi-

classes BCMP peuvent être représentés par les GSPN ayant une distribution station-

naire à forme produit [25, 29]. M. Gribaudo et M. Sereno ont proposé une approche qui

donne la solution à forme produit pour les QN fermés avec blocage en utilisant les pro-

priétés structurelles des PN [84]. Dans ce chapitre, nous proposerons une analyse d’un

QN ouvert à deux stations en tandem avec blocage [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1].

Ce phénomène de blocage dans ce QN influe sur la disponibilité du serveur, et d’une

façon globale, sur les performances du QN . Le phénomène de blocage lié à la capacité

limitée pose des problèmes de résolution puisqu’il complexifie fortement la chaîne de

71
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Markov du QN et il rend les approches de modélisation classiques difficiles à utiliser

et évoque par conséquent l’adoption d’une approche descriptive de haut-niveau, telle

que celle qu’on a proposée et qui est basée sur les GSPN . Cette approche nous donne

une représentation graphique détaillée et nous permet d’obtenir le générateur infini-

tésimal de la CTMC sous-jacente [94]. En outre, elle exprime les principales caracté-

ristiques du ce QN en fonction du taux des arrivées, du taux de service, de la capacité

des files et des probabilités stationnaires indépendamment du graphe d’accessibilité.

Des résultats numériques exacts pour ce QN sont obtenus en utilisant la génération et

la solution numérique de la CTMC associée au GSPN obtenu.

5.2 [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS

Dans cette section, nous considérons le QN [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec

BBS. Chaque station de ce QN possède une file d’attente à capacité limitée k1, k2 et un

unique serveur. Le processus d’arrivée des clients dans le QN est poissonien de taux

λ. Les temps de service sont supposés exponentiels de taux respectifs μ1 et μ2. Chaque

client reçoit une partie de son service à la première station et puis accède à la seconde

station pour poursuivre son service. Le client qui arrive, rejoint la file d’attente de la

première station si le nombre de clients dans cette première file est strictement infé-

rieure à k1, sinon le client est refusé. A la fin de son service à la première station, le

client tente de rejoindre la file d’attente de la deuxième station. Si la deuxième file est

pleine (contient k2 clients), le client est obligé d’attendre au niveau du premier serveur

jusqu’à ce qu’il entre à la deuxième station, cela signifie que le premier serveur est

bloqué. Après avoir servi dans la deuxième station, le client quitte le système définiti-

vement. Le schéma décrivent le QN [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS est

représenté dans la FIGURE 5.1.

5.2.1 GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS

On peut modéliser le QN précédent à l’aide de GSPN , tel que c’est illustré dans la

FIGURE 5.2 suivante.
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FIGURE 5.1: [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS.

FIGURE 5.2: GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS.

Les marquages du GSPN sont décrits par les vecteurs :

Mi =
(
#p.que1,#p.ser1,#p.que2,#p.ser2

)
,

où : #p.que1, #p.ser1, #p.que2 et #p.ser2 sont respectivement le nombre de jetons dans

les places p.que1, p.ser1, p.que2 et p.ser2. Initialement, les quatre places sont vides (i.e.

les deux files sont vides et les deux serveurs sont libres) . Ainsi, le marquage initial du

GSPN peut être exprimé par le vecteur M0 =
(
0, 0, 0, 0

)
.

• Le tir de la transition EXP t.arri indique l’arrivée d’un client de l’extérieur du

GSPN , ainsi la place p.que1 reçoit un jeton. Lorsque le nombre de jetons dans la

place p.que1 est égale à k1, il n’y a pas d’accès au GSPN ce qui est modélisé par

l’arc inhibiteur, reliant la place p.que1 à la transition t.arri, avec une multiplicité

k1.

• La transition immédiate t.acc1 est sensibilisée lorsque la place p.que1 contient au

moins un jeton, la place p.ser1 est vide et la place p.que2 contient moins de k2

jetons. Le tir instantané de la transition immédiate t.acc1 consiste à détruire un
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jeton dans la place p.que1 et à construire un jeton dans la place p.ser1, cela signifie

que le client a commencé son service et le premier serveur passe de l’état libre à

l’état occupé.

• La transition EXP t.ser1 est sensibilisée lorsque la place p.ser1 contient un jeton.

Le tir de la transition t.ser1 consiste à détruire un jeton dans la place p.ser1 et à

construire un jeton dans la place p.que2, cela signifie que le client a terminé son

service dans la première station et rejoint la file d’attente de la deuxième station.

• La transition immédiate t.acc2 est sensibilisée lorsque la place p.que2 contient au

moins un jeton et la place p.ser2 ne contient pas de jetons. Le tir instantané de la

transition t.acc2 consiste à détruire un jeton dans la place p.que2 et à construire

un jeton dans la place p.ser2, cela signifie que le client a commencé son service et

le deuxième serveur est passé de l’état libre à l’état occupé.

• La transition EXP t.ser2 est sensibilisé lorsque la place p.ser2 contient un jeton.

Le tir de la transition EXP t.ser2 consiste à détruire un jeton dans la place p.ser2,

cela signifie que le client quitte le système définitivement et le serveur passe de

l’état occupé à l’état libre.

• La présence de k2 jetons dans la place p.que2 signifie que le premier serveur est

bloqué. Le tir de la transition t.acc1 est impossible jusqu’à ce que la place p.que2

contient moins de k2 jetons.

Remarque 5 La sémantique de service des trois transitions EXP t.arri, t.ser1 et t.ser2 est

la sémantique à serveur unique.

5.2.2 CTMC du GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1]

avec BBS

Notre but dans cette section est d’obtenir la CTMC du GSPN qui modèlise le QN

[M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS. Vue la complexité de l’analyse de ce

dernier, on va prendre comme exemple [M/M/1/2 → M/M/1/2] avec BBS pour gé-

néraliser par la suite à [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+1] avec BBS. A partir du GSPN

représenté dans la FIGURE 5.2, ( pour k1=k2=1), nous obtenons l’arbre des marquages

accessibles qui décrit tous ses marquages possibles (voir FIGURE 5.3).
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FIGURE 5.3: Arbre des marquages du GSPN associé à [M/M/1/2 → M/M/1/2] avec

BBS.
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Remarque 6 Dans la FIGURE 5.3, les boîtes avec des encadrements continus indiquent les mar-

quages tangibles et les boîtes avec des encadrements discrets indiquent les marquages évanes-

cents.

A partir de cet arbre, nous avons obtenu le diagramme de transition de la CTMC

donnée dans la FIGURE 5.4.

FIGURE 5.4: CTMC du GSPN associé à [M/M/1/2 → M/M/1/2] avec BBS.

Dans la FIGURE 5.4, les deux marquages M6=(0, 0, 1, 1) et M7 =(1, 0, 1, 1) représentent

les marquages de blocage du premier serveur. Le GSPN modèlise [M/M/1/2 → M/M/1/2]

avec BBS est borné et admet M0 comme état d’accueil donc il est ergodique. Par consé-

quent, la distribution stationnaire π existe et elle est unique.

Le générateur infinitésimal Q = [qMiMj
] du GSPN proposé est donné par :

Q =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−λ λ 0 0 0 0 0 0

0 −(λ+ μ1) λ μ1 0 0 0 0

0 0 −μ1 0 μ1 0 0 0

μ2 0 0 −(λ+ μ2) λ 0 0 0

0 μ2 0 0 −(λ+ μ1 + μ2) λ μ1 0

0 0 μ2 0 0 −(μ1 + μ2) 0 μ1

0 0 0 μ2 0 0 −(λ+ μ2) λ

0 0 0 0 μ2 0 0 −μ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

L’ensemble des marquages du GSPN associé à [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+1] avec

BBS est donné par :

Ω =
{{

(0, 0, 0, 0)
}
∪
{
(i, 1, 0, 0), 0 ≤ i ≤ k1

}
∪
{
(i, 0, k2, 1), 0 ≤ i ≤ k1

}
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∪
{
(0, 0, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 1

}
∪
{
(i, 1, j, 1), 0 ≤ i ≤ k1, 0 ≤ j ≤ k2 − 1

}}
.

Le nombre des marquages du GSPN proposé est |Ω| =(k1 + 1)(k2 + 2) + (k2 + 1) et le

nombre des marquages qui représentent le blocage du premier serveur est (k1 + 1).

La CTMC du GSPN associé à [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+1] avec BBS est donnée

dans la FIGURE 5.5.

FIGURE 5.5: CTMC du GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS.
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Le générateur infinitésimal Q = [qM,M∗ ], où M,M∗ ∈ Ω, de la CTMC est donné

par :

qM,M∗ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−λ, si M = (0, 0, 0, 0) et M∗ = (0, 0, 0, 0);

λ, si M = (0, 0, 0, 0) et M∗ = (0, 1, 0, 0);

μ2, si M = (0, 0, 0, 1) et M∗ = (0, 0, 0, 0);

−(λ+ μ1), si M = (i, 1, 0, 0) et M∗ = (i, 1, 0, 0), 0 ≤ i ≤ k1 − 1;

−μ1, si M = (k1, 1, 0, 0) et M∗ = (k1, 1, 0, 0);

λ, si M = (i, 1, 0, 0) et M∗ = (i+ 1, 1, 0, 0), 0 ≤ i ≤ k1 − 1 ;

μ1, si M = (0, 1, 0, 0) et M∗ = (0, 0, 0, 1);

μ1, si M = (i, 1, 0, 0) et M∗ = (i− 1, 1, 0, 1), 0 < i ≤ k1 ;

μ2, si M = (i, 1, 0, 1) et M∗ = (i, 1, 0, 0), 0 ≤ i ≤ k1;

−(λ+ μ2), siM = (0, 0, j, 1) et M∗ = (0, 0, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 1;

λ, si M = (0, 0, j, 1) et M∗ = (0, 1, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 1 ;

μ2, si M = (0, 0, j + 1, 1) et M∗ = (0, 0, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 2 ;

μ1, si M = (0, 1, j, 1) et M∗ = (0, 0, j + 1, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 2;

μ2, si M = (0, 0, k2, 1) et M∗ = (0, 0, k2 − 1, 1);

−(λ+ μ2), si M = (i, 0, k2, 1) et M∗ = (i, 0, k2, 1), 0 ≤ i ≤ k1 − 1;

−μ2, si M = (k1, 0, k2, 1) et M∗ = (k1, 0, k2, 1);

λ, si M = (i, 0, k2, 1) et M∗ = (i+ 1, 0, k2, 1), 0 ≤ i ≤ k1 − 1 ;

μ2, si M = (i, 0, k2, 1) et M∗ = (i− 1, 1, k2 − 1, 1), 1 ≤ i ≤ k1 ;

μ1, si M = (i, 1, k2 − 1, 1) et M∗ = (i, 0, k2, 1), 0 ≤ i ≤ k1 ;

−(λ+ μ1 + μ2), si M = (i, 1, j, 1) et M∗ = (i, 1, j, 1), 0 ≤ i ≤ k1 − 1, 0 ≤ j ≤ k2 − 1;

−(μ1 + μ2), si M = (k1, 1, j, 1) et M∗ = (k1, 1, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2 − 1;

λ, si M = (i, 1, j, 1) et M∗ = (i+ 1, 1, j, 1), 0 ≤ i ≤ k1 − 1, 0 ≤ j ≤ k2 − 1;

μ2, si M = (i, 1, j, 1) et M∗ = (i, 1, j − 1, 1), 0 ≤ i ≤ k1, 1 ≤ j ≤ k2 − 1;

μ1, si M = (i, 1, j, 1) et M∗ = (i− 1, 1, j + 1, 1), 1 ≤ i ≤ k1, 0 ≤ j ≤ k2 − 2;

0, sinon.
(5.1)
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5.2.3 Indices de performance

Ayant le vecteur de probabilités stationnaires π, divers indices de performance

peuvent être calculés :

• Le taux moyen de génération des arrivées (λ̄), du premier serveur (μ̄1) et du

deuxième serveur (μ̄2) :

λ̄ = λ
{
π(0,0,0,0) +

k1−1∑
i=0

[
π(i,1,0,0) + π(i,0,k2,1)

]
+

k2−1∑
j=0

π(0,0,j,1) +

k1−1∑
i=0

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1)

}
; (5.2)

μ̄1 = μ1

{ k1∑
i=0

π(i,1,0,0) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1)

}
; (5.3)

μ̄2 = μ2

{ k2−1∑
j=0

π(0,0,j,1) +

k1∑
i=0

π(i,0,k2,1) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1)

}
. (5.4)

• L’utilisation du premier serveur (Us1) et du deuxième serveur (Us2) :

Us1 =

k1∑
i=0

π(i,1,0,0) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1); (5.5)

Us2 =

k1∑
i=0

π(i,0,k2,1) +

k2−1∑
j=0

π(0,0,j,1) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1). (5.6)

• Le nombre moyen de clients dans la première file d’attente (nq1), la seconde file

d’attente (nq2), la première station (ns1), la deuxième station (ns2) et le QN (ns) :

nq1 =

k1∑
i=1

iπ(i,1,0,0) +

k1∑
i=1

iπ(i,0,k2,1) +

k1∑
i=1

i

k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1); (5.7)

nq2 = k2

k1∑
i=0

π(i,0,k2,1) +

k2−1∑
j=1

jπ(0,0,j,1) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=1

jπ(i,1,j,1); (5.8)

ns1 =

k1∑
i=1

iπ(i,0,k2,1) +

k1∑
i=0

(
i+ 1

)
π(i,1,0,0) +

k1∑
i=0

(
i+ 1

) k2−1∑
j=0

π(i,1,j,1); (5.9)

ns2 =

k2−1∑
j=1

(
j + 1

)
π(0,0,j,1) +

(
k2 + 1

) k1∑
i=0

π(i,0,k2,1) +

k1∑
i=0

k2−1∑
j=0

(
j + 1

)
π(i,1,j,1); (5.10)

ns = ns1 + ns2. (5.11)
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• La probabilité de blocage du premier serveur, (pb) :

pb =

k1∑
i=0

π(i,0,k2,1). (5.12)

◦ La probabilité de perte, (pl) :

pl = π(k1,1,0,0) + π(k1,0,k2,1) +

k2−1∑
j=0

π(k1,1,j,1). (5.13)

• Le temps moyen d’attente dans la première station (ws1), la deuxième station

(ws2) et le QN (ws) :

ωs1 =
nq1

λ̄
; (5.14)

ωs2 =
nq2

λ̄
; (5.15)

ωs =
nq1 + nq2

λ̄
. (5.16)

• Le temps moyen de réponse dans la première station (�s1), la deuxième station

(�s2) et le QN (�s) :

�s1 =
ns1

λ̄
; (5.17)

�s2 =
ns1

λ̄
; (5.18)

�s =
ns

λ̄
. (5.19)

5.3 [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS

Dans ce qui suit, nous présentons le modèle GSPN décrivant le QN constitué d’une

séquence de deux stations de service avec BAS. Les clients arrivent à la première sta-

tion selon un processus de Poisson de taux λ. Le temps de service d’un client dans

la station i est exponentiel de taux μi, i=1,2. La capacité de la première file (resp. la

deuxième file) est k1 (resp. k2). Le client qui arrive, rejoint la première file d’attente

si il y a moins de k1 clients, sinon le client sera rejeté. Un client dont le service dans

la première station est accompli ne peut accéder à la file de la deuxième station si

cette dernière est pleine (contient k2 clients). Le schéma et le modèle GSPN décrivent

[M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS sont respectivement représentés dans les

deux FIGURES 5.6 et 5.7.
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FIGURE 5.6: [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS.

FIGURE 5.7: GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS.

La différence par rapport au GSPN donné dans la FIGURE 5.3 est la présence du sous-

PN qui modélise le mécanisme BAS. Ce sous-PN contient la transition immédiate

t.acc3 et la place p.bloc. La présence d’un jeton dans les deux place p.bloc, p.ser2 et k2

jetons de la place p.que2 signifie que le premier serveur est bloqué. Le tir de la transition

immédiate t.acc2 est impossible tant que la place p.que2 contient k2 jetons.

Les marquages du GSPN qui modèlise le QN [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec

BAS sont décrits par les vecteurs :

Mi =
(
#p.que1,#p.ser1,#p.bloc,#p.que2,#p.ser2

)
.

Le marquage initial du GSPN est M0 = (0, 0, 0, 0, 0) signifie que les deux files d’attente

et les deux serveurs sont vides. Pour ce GSPN , l’ensemble des marquages est donné

par :

Ω =
{{

(0, 0, 0, 0, 0)
}
∪
{
(i, 1, 0, j, 1), 0 ≤ i ≤ k1, 0 ≤ j ≤ k2

}
∪
{
(i, 1, 0, 0, 0), 0 ≤ i ≤ k1

}
∪
{
(0, 0, 0, j, 1), 0 ≤ j ≤ k2

}
∪
{
(i, 0, 1, k2, 1), 0 ≤ i ≤ k1

}}
.

Le nombre des marquages du GSPN est |Ω|=(k1+1)(k2+3)+(k2+2) et le nombre des

marquages décrivent le blocage du premier serveur est (k1 + 1). La CTMC du GSPN
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associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS est donnée dans la FIGURE 5.8.

FIGURE 5.8: CTMC du GSPN associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS.

Remarque 7 Nous constatons que, le GSPN associés à [M/M/1/k1 +1 → M/M/1/k2 +1]

avec BBS et le GSPN associé à [M/M/1/k1 → M/M/1/k2 + 1] avec BAS ont la même

CTMC sous-jacente, donc les deux mécanisme de blocage BBS et BAS sont équivalents pour

ces deux GSPN .

5.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous exploitons l’algorithme Algo-GSPN-QN d’analyse du GSPN

associé à [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS que nous avons programmé

sous Matlab. Cette algorithme est basé sur la construction de générateur infinitésimal

du GSPN qui modélise le QN [M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1] et le calcul de ses

principaux indices de performance (voir l’algorithme 1).

Par ailleurs, une simulation à événements discrets du QN [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+

1] avec BBS est réalisée et permet l’obtention des caractéristiques simulées. Par la

suite, une comparaison des résultats des deux approches GSPN et simulation sera

donnée. Enfin, nous donnons quelques résultats numériques pour illustrer la manière
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Algorithme 1: Algo-GSPN-QN
Debut

étape 1 : Générer le générateur infinitésimal Q en utilisant la formule (5.1).

étape 2 : Calculer les distributions stationnaires en résolvant le système (3.1) par

la méthode de Gauss.

étape 3 : Calculer les indices de performance en utilisant les formules (5.2)-(5.19).

Fin.

dont les caractéristiques du modèle GSPN (temps moyen de réponse, utilisation du

serveur, ...) sont affectés par la variation des paramètres du système (le taux des arri-

vées, la capacité des deux files d’attente,...).

GSPN Simulation

πM0
= 0.4332252 πM0

= 0.4262333

πM1
= 0.2233818 πM1

= 0.2210333

πM2
= 0.1314342 πM2

= 0.1411000

πM3
= 0.1083063 πM3

= 0.1053333

πM4
= 0.0592300 πM4

= 0.0615000

πM5
= 0.0098717 πM5

= 0.0103667

πM6
= 0.0236920 πM6

= 0.0236333

πM7
= 0.0108588 πM7

= 0.0108000

TABLE 5.1: Comparaison des distributions stationnaires du GSPN associé à

[M/M/1/2 → M/M/1/2] avec BBS avec celles de la simulation, "λ = 0.5, μ1 = 1 et

μ2 = 2.

A partir des résultats des deux TABLES 5.1 et 5.2, on constate bien que les résultats

(distributions stationnaires et les caractéristiques du QN [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+

1] avec BBS) obtenus par les deux approches ( GSPN et simulation) sont similaires.

Dans la FIGURES 5.9, nous constatons que le temps de réponse moyen dans la pre-

mière station (�s1), la deuxième station (�s2) et le QN (�s), croient lorsque le taux des

arrivées (λ) augmente.
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Measures GSPN Simulation Measures GSPN Simulation

λ̄ 0.9927368 0.9916333 ωs1 0.5160325 0.5212612

nq1 0.5122844 0.5169000 ωs2 0.9703337 0.9349558

nq2 0.9632860 0.9271333 ωs 1.4863662 1.4562170

ns 2.5344895 2.4869000 �s1 0.9160325 0.9156946

Us1 0.3970947 0.3911333 �s2 1.6370004 1.5921880

Us1 0.6618245 0.6517333 �s 2.5530328 2.5078826

pl 0.0072632 0.0083666 pb 0.0821837 0.0791333

TABLE 5.2: Comparaison de quelques mesures de performance du GSPN associé à

[M/M/1/7 → M/M/1/5] avec BBS avec celles de la simulation, "λ = 1, μ1 = 2.5 et

μ2 = 1.5".

FIGURE 5.9: Temps moyen de réponse de la première station (�s1), de la deuxième

station (�s2) et du QN (�s) en fonction du taux des arrivées (λ), "λ = 1, . . . , 10, μ1 = 5,

μ2 = 4, k1 = 8, k2 = 6".
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FIGURE 5.10: Nombre moyen de clients dans la première file (nq1), dans la deuxième

file (nq2) et dans le QN (ns) en fonction du taux de service du deuxième serveur (μ2), "

μ2 = 1, . . . , 10, λ = 3, μ1 = 3.5, k1 = 8, k2 = 6".

FIGURE 5.11: Temps moyen de réponse de la première station (�s1), de la deuxième

station (�s2) et du QN (�s) en fonction du taux de service du deuxième serveur (μ2),

"μ2 = 1, . . . , 10, λ = 3, μ2 = 3.5, k1 = 8, k2 = 6".
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Dans les deux FIGURES 5.10 et 5.11, nous constatons que le nombre moyen de clients

dans la première file d’attente (nq1), la deuxième file d’attente (nq2), le QN (ns) et le

temps moyen de réponse dans la première station (�s1), la deuxième station (�s2) et le

QN (�s), diminuent lorsque le taux de premier serveur (μ2) augmente. L’augmentation

de taux de serveur (μ2) a un impact lourd sur le temps de réponse moyen.

FIGURE 5.12: Utilisation du premier serveur (Us1) et du deuxième serveur (Us2) en

fonction de la capacité de la deuxième file (k2), "k2 = 1, . . . , 20, λ = 3, μ1 = 3, μ2 = 3.5,

k1 = 8".

Dans la FIGURE 5.12, nous observons que l’utilisation du premier serveur (Us1) aug-

mente avec l’augmentation de la capacité de la deuxième file (k2), tandis que l’utili-

sation du second serveur (Us2) diminue. Il est intéressant de noter que l’utilisation du

serveur de la première station diminue si la capacité (k2) de la seconde station aug-

mente.

Dans la FIGURE 5.13, on observe que la probabilité de blocage du premier serveur

(pb) augmente avec l’augmentation de la capacité de la deuxième file (k2) et le taux de

service du deuxième serveur (μ2). Les petits temps moyen de service dans la première

station, dans la deuxième station et/ou les valeurs décroissantes de la capacité de la

deuxième file (k2) sont la cause des valeurs plus élevées de la probabilité de blocage.

Dans la FIGURE 5.14, nous constatons que la probabilité de perte de la première sta-
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FIGURE 5.13: Probabilité de blocage (pb) en fonction du taux de service du deuxième

serveur (μ2) et de la capacité de la deuxième file (k2).

FIGURE 5.14: Probabilité de perte (pl) en fonction du taux des arrivées (λ) et de la

capacité de la deuxième file (k2).
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tion (pl), augmente avec l’augmentation de la capacité de la première file (k1) et le taux

des arrivées (λ).

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une approche numérique exacte pour la modélisa-

tion et l’analyse du QN en tandem avec blocage "[M/M/1/k1 + 1 → M/M/1/k2 + 1]"

en utilisant le formalisme GSPN . Le GSPN proposé, nous a permis de représenter

facilement l’interaction entre les deux files d’attente de ce QN et de mieux comprendre

le comportement de ce dernier. Pour l’obtention des indices de performance de notre

QN , nous avons établie un algorithme qui nous a permis de générer automatiquement

le générateur infinitésimal et de calculer efficacement ces mesures de performance sans

générer le graphe d’accessibilité et la CTMC sous-jacente. En outre, nous avons étudié

l’effet des paramètres de notre QN sur ses indices de performance.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons à l’analyse des systèmes de files d’at-

tente non-markoviens avec rappels à l’aide des MRSPN .



Chapitre 6

Analyse du système M/G/1//N avec

rappels à l’aide des MRSPN

6.1 Introduction

Au cours de la dernière décennie, une attention considérable a été accordée à l’ana-

lyse des systèmes de files d’attente en utilisant l’outil MRSPN . H. Choi et al ont ef-

fectué l’analyse stationnaire et transitoire des MRSPN , en particulier, ils ont étudié en

détail le système non markovien M/G/1/2/2 [53]. En outre, l’analyse des performances

du système de files d’attente M/G/1//N avec différentes politiques de vacances a été

réalisée par K. Ramanath et P. Lakshmi à l’aide de ce formalisme [153]. Nos travaux via

les MRSPN , nous les avons entamés avec l’étude du système M/G/1//2 avec rappels

[97].

Dans ce chapitre, nous allons généralisé notre étude précédente à la modélisation et

à l’analyse des performances des deux files d’attente complexes M/G/1//N avec rap-

pels et M/G/1//N avec rappels et recherche orbitale. Cette généralisation, nous l’avons

réalisée en utilisant l’approche introduite par H. Choi basée sur la théorie des MRP .

La structure des deux matrices de transition des EMC associées respectivement aux

deux systèmes étudiés sont non homogènes, ce qui est dû aux appels répétés et aux ap-

pels quasi-aléatoires primaires. De plus, ces deux matrices ne sont pas de M/G/1-type

89
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[136]. Le phénomène des rappels, la limitation de la source et l’aspect non-markovien

des deux systèmes étudiés rend leurs structure assez complexe à étudier. En effet,

l’étude analytique est en générale difficile, voire impossible, à réaliser. Pour remédier

à ce problème, nous avons proposé dans ce chapitre une approche d’étude, basée sur

les MRSPN , capable de décrire finement les caractéristiques essentielles de ces deux

systèmes étudiés et permet l’obtention de résultats exacts des indices de performance

[94]. Cette approche proposée est analytique-numérique meilleur qu’une approche ap-

proximative ou une approche par simulation. D’ailleurs, notre approche nous a donné

une représentation graphique détaillée de nos deux systèmes et nous a permis de gé-

nérer les matrices de transition des EMC sous-jacentes et de calculer les indices de

performance. Ces derniers sont calculés par un algorithme élaboré sous Matlab.

6.2 Système M/G/1//N avec rappels classiques

La FIGURE 6.1 montre le modèle MRSPN décrivant la file d’attente M/G/1//N avec

rappels classiques.

FIGURE 6.1: MRSPN associé à M/G/1//N avec rappels classiques (modèle I).

Dans la FIGURE 6.1, le rectangle noir représente la transition GEN , les rectangles blancs

représentent des transitions EXP , les barres noires minces représentent des transitions

immédiates. Les vecteurs

(
#p.sour, #p.chec, #p.serv, #p.orbi

)
,
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décrivent tous les marquages possibles du modèle MRSPN donné, où : #p.sour, #p.chec,

#p.serv et #p.orbi sont respectivement le nombre de jetons dans les places p.sour,

p.chec, p.serv et p.orbi. Le vecteur M I
0 = (N, 0, 0, 0) est son marquage initiale M I

0 si-

gnifie que le système est vide et il y a N clients dans la source.

• La transition temporisée EXP t.arri est sensibilisée lorsque la place p.sour contient

au moins un jeton. Le tir de la transition EXP t.arri consiste à détruire un jeton

dans la place p.sour et à construire un jeton dans la place p.chec (i.e. un appel

primaire est arrivé). La politique de service de la transition EXP t.arri est une

politique à "(#p.sour) serveurs", ceci signifie que le taux de tir de la transition

EXP t.arri est égal à ”(#p.sour)λ”.

• La transition immédiate t.acc1 est sensibilisée lorsque la place p.chec contient un

jeton et la place p.serv ne contient pas de jeton. Le tir de la transition immédiate

t.acc1 consiste à détruire un jeton dans la place p.chec et à construire un jeton

dans la place p.serv (i.e. le client a commencé son service et le serveur est passé

de l’état libre à l’état occupé).

• La transition temporisée GEN t.serv est sensibilisée lorsque la place p.serv contient

un jeton. Le tir de la transition temporisée GEN t.serv consiste à détruire un je-

ton dans la place p.serv et à construire un jeton dans la place p.sour (i.e. le client a

terminé son service et il rejoint la source). Les politiques associées à la transition

GEN t.serv sont : la politique de compétition pour la politique de sélection, la po-

litique de la mémoire de la dernière sensibilisation pour la politique de mémoire

temporelle et serveur unique pour la politique de service [125].

• La transition immédiate t.acc2 est sensibilisée lorsque chacune des deux places

p.chec et p.serv contient un jeton. Le tir instantané de la transition immédiate

t.acc1 consiste à détruire un jeton dans la place p.chec et à construire un jeton

dans la place p.orbi (i.e. le client rejoint l’orbite). La transition immédiate t.acc1 a

la priorité plus élevée que la transition immédiate t.acc2.

• La transition temporisée EXP t.retr est sensibilisée lorsque la place p.orbi contient

au moins un jeton. Le tir de la transition EXP t.retr consiste à détruire un jeton

dans la place p.orbi et à construire un jeton dans la place p.chec. La politique de
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service de la transition EXP t.retr est une politique à "(#p.orbi)-serveurs", ceci

signifie que le taux de tir de la transition EXP t.ret est égal à ”(#p.orbi)γ”.

6.2.1 Analyse du système M/G/1//2 avec rappels classiques

Lorsque la place p.sour contient deux jetons (N=2), l’arbre des marquages acces-

sibles qui décrit tous les états possibles du MRSPN à partir du marquage initial

M I
0 = (2, 0, 0, 0) est donnée dans la FIGURE 6.2.

FIGURE 6.2: Arbre des marquages accessibles du MRSPN associé à M/G/1//2 avec

rappels classiques.

Les boîtes avec des encadrements continus sont des marquages tangibles et les boîtes

avec des encadrements discrets sont des marquages évanescents. Cet arbre contient

trois marquages évanescents et quatre marquages tangibles. En fusionnant les mar-

quages évanescents avec leurs successeurs marquages tangibles, nous obtenons le dia-

gramme de transition du modèle MRSPN associé à M/G/1//2 avec rappels classiques

représenté par la FIGURE 6.3.

Dans cette figure, les arcs continus indiquent les tirs des deux transitions EXP t.arri

et t.serv, les arcs discrets indiquent les tirs de la transition GEN t.serv.

L’espace des états ΩI du MRSPN associé à M/G/1//2 avec rappels classiques est
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FIGURE 6.3: CTMC subordonnée du MRSPN associé à M/G/1//2 avec rappels clas-

siques.

donné par :

ΩI =
{
M I

0 (2, 0, 0, 0),M
I
1 (1, 0, 1, 0),M

I
2 (1, 0, 0, 1),M

I
3 (0, 0, 1, 1)

}
.

Le générateur infinitésimal QI = [qI
MI

i M
I
j

], avec M I
i ,M

I
j ∈ ΩI , i = 0 : 3, j = 0 : 3, de la

CTMC subordonnée à la transition GEN t.serv est donné par :

QI =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0

0 −λ 0 λ

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Le noyau local, EI(t) = [EI
MI

i M
I
j

(t)], est donné par :

EI(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e−2λt 0 0 0

0 e−λt(1−H(t)) 0 (1− e−λt)(1−H(t))

0 0 e−(γ+λ)t 0

0 0 0 1−H(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Le noyau global, KI(t) = [KI
MI

i M
I
j

(t)], est donné par :

KI(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1− e−2λt 0 0∫ t

0 e
−λxdH(x) 0

∫ t

0 [1− e−λx]dH(x) 0

0
γ

γ + λ
[1− e−(γ+λ)t] 0

λ

γ + λ
[1− e−(γ+λ)t]

0 0
∫ t

0 dH(x) 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Nous supposons que le temps de tir de la transition GEN t.serv est de densité h(.)

de loi Hypo-exponentielle à deux phases “Hypo2(μ,
μ

2
)”.
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La matrice de transition, P I = [P I
MI

i M
I
j

], est donnée par :

P I =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

μ2

(2λ+ μ)(λ+ μ)
0

3λμ+ 2λ2

(2λ+ μ)(λ+ μ)
0

0
γ

γ + λ
0

λ

γ + λ

0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Le modèle MRSPN associé à M/G/1//2 avec rappels classiques est borné et admet

M I
0 = (2, 0, 0, 0) comme état d’accueil, donc ce modèle est ergodique. Nous calculons

les probabilités stationnaires de l’EMC en résolvant le système d’équations linéaires

3.5 , on obtient :

vI(2,0,0,0) =
1

2

γμ2

2γλ2 + 3γλμ+ γμ2 + 2λ3 + 3λ2μ
;

vI(1,0,1,0) =
1

2

γ(2λ+ μ)(λ+ μ)

2γλ2 + 3γλμ+ γμ2 + 2λ3 + 3λ2μ
;

vI(1,0,0,1) =
1

2

λ(γ + λ)(3μ+ 2λ)

2γλ2 + 3γλμ+ γμ2 + 2λ3 + 3λ2μ
;

vI(0,0,1,1) =
1

2

λ2(3μ+ 2λ)

2γλ2 + 3γλμ+ γμ2 + 2λ3 + 3λ2μ
.

Les éléments cI
MI

i M
I
j

sont donnés par la matrice de conversion CI :

CI =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0
1

3

3μ2 + 2λμ

(2λ+ μ)(λ+ μ)
0

1

3

6λ2 + 7λμ

(2λ+ μ)(λ+ μ)

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Les probabilités stationnaires du modèle MRSPN associé à M/G/1//2 avec rappels

classiques πI = (πI
(2,0,0,0), π

I
(1,0,1,0), π

I
(1,0,0,1), π

I
(0,0,1,1)) sont données par :

πI
(2,0,0,0) =

γμ3

γμ3 + 12γλ3 + 18γλ2μ+ 6γλμ2 + 22λ3μ+ 6λ2μ2 + 12λ4
;

πI
(1,0,1,0) =

2γμλ(3μ+ 2λ)

γμ3 + 12γλ3 + 18γλ2μ+ 6γλμ2 + 22λ3μ+ 6λ2μ2 + 12λ4
;

πI
(1,0,0,1) =

2λ2μ(3μ+ 2λ)

γμ3 + 12γλ3 + 18γλ2μ+ 6γλμ2 + 22λ3μ+ 6λ2μ2 + 12λ4
;

πI
(0,0,1,1) =

2λ2(6λ2 + 9λμ+ 6γλ+ 7γμ)

γμ3 + 12γλ3 + 18γλ2μ+ 6γλμ2 + 22λ3μ+ 6λ2μ2 + 12λ4
.
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6.2.2 Analyse du système M/G/1//N avec rappels classiques

Dans cette sous section, nous étudierons le système M/G/1//N avec rappels clas-

siques. Pour tous N , nous obtenons le diagramme de transition du MRSPN associé à

M/G/1//N avec rappels classiques (voir FIGURE 6.4).

FIGURE 6.4: CTMC subordonnée du MRSPN associé à M/G/1//N avec rappels clas-

siques.

L’espace d’état ΩI du MRSPN associé à M/G/1//N avec rappels classiques est

donné par :

ΩI =
{
M I

2i = (N − i, 0, 0, i),M I
2i+1 = (N − i− 1, 0, 1, i) : 0 ≤ i ≤ N − 1

}
et | ΩI |= 2N.

Le générateur infinitésimal QI = [qI
MI

i M
I
j

], avec M I
i ,M

I
j ∈ ΩI , de la CTMC subordon-

née à la transition GEN t.serv est donné par :

qI
MI

i M
I
j
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(
2N − i− 1

2
)λ, si 1 ≤ i ≤ 2N − 3, i impair et j = i ;

(
2N − i− 1

2
)λ, si 1 ≤ i ≤ 2N − 3, i impair et j = i+ 2 ;

0, sinon.
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Le noyau local EI(t) = [EI
MI

i M
I
j

(t)] est donné par :

EI
MI

i M
I
j
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e−Nλt, si i et j = 0 ;

C
j−i

2

N− i+1

2

(1− e−λt)
j−i

2 (e−λt)N−
j+1

2

(
1−H(t)

)
,

si 1 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i ≤ j ≤ 2N − 1, j impair ;

e−[
i
2
γ+(N− i

2
)λ]t, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i ;

0, sinon.

Le noyau global KI(t) = [KI
MI

i M
I
j

(t)] est donné par :

KI
MI

i M
I
j
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− e−Nλt, si i = 0 et j = 1 ;

∫ t

0
C

j−i+1

2

N− i+1

2

(1− e−λx)
j−i+1

2 (e−λx)N−
j+2

2 dH(x),

si 1 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i− 1 ≤ j ≤ 2N − 2, j pair ;

i
2
γ

i
2
γ + (N − i

2
)λ

(
1− e−[

i
2
γ+(N− i

2
)λ]t
)
,

si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i− 1 ;

(N − i
2
)λ

i
2
γ + (N − i

2
)λ

(
1− e−[

i
2
γ+(N− i

2
)λ]t
)
,

si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i+ 1 ;

0, sinon.
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La matrice de transition P I = [P I
MI

i M
I
j

] est donnée par :

P I
MI

i M
I
j
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i = 0 et j = 1 ;

∫∞
0

C
j−i+1

2

N− i+1

2

(1− e−λx)
j−i+1

2 (e−λx)N−
j+2

2 dH(x),

si 1 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i− 1 ≤ j ≤ 2N − 2, j pair ;

i
2
γ

i
2
γ + (N − i

2
)λ

, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i− 1 ;

(N − i
2
)λ

i
2
γ + (N − i

2
)λ

, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i+ 1 ;

0, sinon.

(6.1)

La matrice de conversion CI = [cI
MI

i M
I
j

] est donnée par :

cI
MI

i M
I
j
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i = 0 et j = 0 ;

1∫∞
0
(1−H(t))dt

∫∞
0

C
j−i

2

N− i+1

2

(1− e−λt)
j−i

2 (e−λt)N−
j+1

2 (1−H(t))dt,

si 1 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i ≤ j ≤ 2N − 1, j impair ;

1, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2 , i pair et j = i ;

0, sinon.

(6.2)

6.2.3 Indices de performance

Après le calcul des probabilités stationnaires :

πI = (πI
(N,0,0,0), π

I
(N−1,0,1,0), . . . , π

I
(N−i,0,0,i), π

I
(N−i−1,0,1,i), . . . , π

I
(1,0,0,N−1), π

I
(0,0,1,N−1));

diverses caractéristiques de performance du système M/G/1//N avec rappels clas-

siques peuvent être dérivées, telles que :



6.2 Système M/G/1//N avec rappels classiques 98

• Le nombre moyen de clients dans l’orbite (no) :

nI
o =

N−1∑
i=1

i
[
πI
(N−i,0,0,i) + πI

(N−i−1,0,1,i)

]
. (6.3)

• Le nombre moyen de clients dans le service ou dans l’orbite(ns) :

nI
s =

N−1∑
i=1

i
[
πI
(N−i,0,0,i) + πI

(N−i−1,0,1,i)

]
+

N−1∑
i=0

πI
(N−i−1,0,1,i). (6.4)

• Le nombre moyen de sources actives (as) :

aIs = N − nI
s. (6.5)

• Le taux moyen de génération des appels primaires (λ) :

λ
I
= λ

[N−1∑
i=0

(N − i) πI
(N−i,0,0,i) +

N−2∑
i=0

(N − i− 1) πI
(N−i−1,0,1,i)

]
. (6.6)

• Le taux moyen de génération des appels répétés (γ) :

γI = γ
N−1∑
i=1

i
[
πI
(N−i,0,0,i) + πI

(N−i−1,0,1,i)

]
. (6.7)

• La probabilité d’occupation du serveur (Bs) :

BI
s =

N−1∑
i=0

πI
(N−i−1,0,1,i). (6.8)

• La probabilité de blocage des appels primaires (Bp) :

BI
p =

λ
N−2∑
i=0

(
N − i− 1

)
πI
(N−i−1,0,1,i)

λ
I

. (6.9)

• La probabilité de blocage des appels répétés (Br) :

BI
r =

γ
N−1∑
i=1

i πI
(N−i−1,0,1,i)

γI
. (6.10)

• Le temps moyen d’attente (ω), à partir de la loi de Little, est obtenu comme suit :

wI =
nI
o

λ
I
. (6.11)

• Le temps moyen de réponse (�), à partir de la loi de Little, est obtenu comme

suit :

�I =
nI
s

λ
I
. (6.12)
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6.3 Système M/G/1//N avec rappels classiques et recherche

orbitale

La FIGURE 6.5 montre le modèle MRSPN décrivant le système M/G/1//N avec rap-

pels classiques et recherche orbitale. Les vecteurs :

(
#p.sour,#p.chec,#p.serv,#p.orbi,#p.sear

)
;

décrivent touts les marquages possibles du modèle MRSPN associé à M/G/1//N avec

rappels classiques et recherche orbitale. Le vecteur M II
0 = (N, 0, 0, 0, 0) est son mar-

quage initiale.

FIGURE 6.5: MRSPN associé à M/G/1//N avec rappels classiques et recherche orbitale

(modèle II).

A la différence du modèle I de la FIGURE 6.1, ce modèle considère le mécanisme de

recherche orbitale. Donc, nous gardons la même interprétation que celle du modèle

I pour laquelle nous ajoutons les modifications apportées par ce mécanisme. Ainsi,

le sous-PN qui modélise ce mécanisme contient deux transitions immédiates t.acc3,

t.acc4 et une place p.sear.

• Le tir de la transition temporisée GEN t.serv consiste à détruire un jeton dans la

place p.serv et à construire un jeton dans la place p.sear. La présence d’un jeton

dans la place p.sear signifie que le client a terminé son service et il est prêt à

rejoindre la source (i.e la place p.sour).
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• La transition immédiate t.acc3 est sensibilisée lorsque la place p.sear contient un

jeton et la place p.orbi contient au moins un jeton. Le tir instantané de la transi-

tion immédiate t.acc3, avec un poids p, consiste à détruire un jeton dans chacune

des deux places p.sear et p.orbi puis à construire un jeton dans chacune des deux

places p.serv et p.sour. Cela signifie que le serveur recherche un client dans l’or-

bite et le client, qui a terminé son service, rejoint la source.

• La transition immédiate t.acc4 est sensibilisée lorsque la place p.sear contient un

jeton. Le tir instantané de la transition immédiate t.acc4, avec un poids (1 − p),

consiste à détruire un jeton dans la place p.sear et à construire un jeton dans la

place p.sour. Cela signifie que le client rejoint la source et le serveur sera libre.

Nous obtenons le diagramme de transition du MRSPN associé à M/G/1//N avec

rappels classiques et recherche orbitale ( voir la FIGURE 6.6), son espace d’état :

ΩII =
{
M II

2i = (N − i, 0, i, 1, 0), M II
2i+1 = (N − i− 1, 0, 1, i, 0) : 0 ≤ i ≤ N − 1

}
et | ΩII |= 2N.

FIGURE 6.6: CTMC subordonnée du MRSPN associé à M/G/1//N avec rappels clas-

siques et recherche orbitale.

Le noyau global KII(t) = [KII
MII

i MII
j

(t)] du MRSPN associé à M/G/1//N avec rap-
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pels classiques et recherche orbitale est donné par :

KII
MII

i ,MII
j
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− e−Nλt, si i = 0 et j = 1 ;

∫ t

0
e−λ(N−1)xdH(x), si i = 1 et j = 0 ;

∫ t

0
C

j+1

2

N−1(1− e−λx)
j+1

2 (e−λx)
2N−j−3

2 dH(x)p,

si i = 1 et 1 ≤ j ≤ 2N − 3, j impair ;

∫ t

0
C

j

2

N−1(1− e−λx)
j

2 (e−λx)
2N−j−2

2 dH(x)(1− p),

si i = 1, 2 ≤ j ≤ 2N − 2 et j pair ;

i
2
γ

i
2
γ+(N− i

2
)λ
(1− e−[

i
2
γ+(N− i

2
)λ]t),

si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i− 1 ;

(N− i
2
)λ

i
2
γ+(N− i

2
)λ
(1− e−[

i
2
γ+(N− i

2
)λ]t),

si 2 ≤ i ≤ 2N − 2 , i pair et j = i+ 1 ;

∫ t

0
C

j−i+2

2
2N−i−1

2

(1− e−λx)
j−i+2

2 (e−λx)
2N−j−3

2 dH(x)p,

si 3 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i− 2 ≤ j ≤ 2N − 3, j impair ;

∫ t

0
C

j−i+1

2
2N−i−1

2

(1− e−λx)
j−i+1

2 (e−λx)
2N−j−2

2 dH(x)(1− p),

si 3 ≤ i ≤ 2N − 1, i impair et i− 1 ≤ j ≤ 2N − 2, j pair ;

0, sinon.

(6.13)

Le modèle II a le même noyau local que le modèle I et sa matrice de transition P II =

[P II
MII

i MII
j

] est donnée par P II = KII(∞). Les caractéristiques du modèle II peuvent

être obtenues en remplaçant, dans les formules (6.3)-(6.12), le vecteur des distributions

stationnaires πI par πII .

Remarque 8 Les deux modèles I et II peuvent être étendu facilement aux systèmes de files

d’attente avec la politique des rappels constants tout en omettant dans le modèle I (FIGURE 6.1)
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et dans le modèle II (FIGURE 6.5) le symbole # pour la transition temporisée EXP ”t.retr”

et la modification de certains éléments dans le noyau global K(t) et dans le noyau local E(t)

comme suit :

KMiMj
(t) =

γ (1− e−[γ+(N− i
2
)λ]t)

γ + (N − i
2
)λ

, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i− 1;

KMiMj
(t) =

(N − i
2
)λ (1− e−[γ+(N− i

2
)λ]t)

γ + (N − i
2
)λ

, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i+ 1;

EMiMj
(t) = e−[γ+(N− i

2
)λ]t, si 2 ≤ i ≤ 2N − 2, i pair et j = i.

6.4 Résultats numériques

Nous montrons comment les deux modèles MRSPN donnés dans les sections pré-

cédentes peuvent être utilisés pour obtenir les mesures de performance des deux sys-

tèmes M/G/1//N avec rappels classiques (modèle I) et M/G/1//N avec rappels clas-

siques et recherche orbitale (modèle II). Les résultats numériques sont établis en utili-

sant l’algorithme "Algo-MRSPN-M/G/1//N" qu’on a élaboré sous Matlab. Le principe

de cet algorithme est donné comme suit (voir l’algorithme 2) :

Algorithme 2: Algo-MRSPN-M/G/1//N
Debut

étape 1 : Générer les matrices P et α du modèle I (resp. du modèle II) en

utilisant les équations (6.1)-(6.2).

étape 2 : Calculer les distributions stationnaires de l’EMC du modèle I (resp. du

modèle II) en résolvant le système (3.6) par la méthode de Gauss.

étape 3 :Calculer les distributions stationnaires du modèle I (resp. du modèle II)

en utilisant la formule (3.7).

étape 4 : Calculer les indices de performance du modèle I (resp. du modèle II)

en utilisant les formules (6.3)-(6.12).

Fin.

Des résultats graphiques sont représentés pour étudier l’influence du taux des arri-

vées, le taux des rappels et la probabilité de recherche orbitale sur le temps de moyen
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réponse, sur le nombre moyen de clients dans l’orbite et sur l’utilisation du serveur.

Dans la TABLE 6.1, le modèle I proposé pour la file d’attente M/G/1//N avec rappels

classiques est validé par les résultats numériques exacts donnés dans [16] pour les pa-

ramètres “N = 8, λ = 0.5, γ = 7.2, q = 0.35, μ1 = 12, μ2 = 9". On constate que

les indices de performance correspondant au MRSPN associé au système M/G/1//N

avec rappels classiques sont similaires à ceux obtenus dans [16].

i p(N−i,0,0,i) p(N−i−1,0,1,i) πI
(N−i,0,0,i) πI

(N−i−1,0,1,i)

0 0,50585 0,20421 0,5058559 0,2042149

1 0.09927 0.10799 0,0992711 0,1079912

2 0,02249 0,04007 0,0224982 0,0400719

3 0,00463 0,01151 0,0046380 0,0115193

4 0,00079 0,00255 0,0008000 0,0025573

5 0,00010 0,00041 0,0001066 0,0004180

6 0, 96× 10−5 0.00004 0, 97× 10−5 0,0000451

7 0, 44× 10−6 0, 24× 10−5 0, 44× 10−6 0, 24× 10−5

TABLE 6.1: Comparaison des distributions stationnaires du modèle M/H2/1//N avec

rappels classiques données dans [16] avec celles de notre modèle I .

Dans la TABLE 6.2, le modèle II proposé (M/G/1//N avec rappels classiques et re-

cherche orbitale) est validé par les résultats numériques exactes données dans [167]

pour les paramètres “N = 3, λ = 0.1, γ = 0.0025, μ = 1, p = 0.5". Nous constatons que

les indices de performance correspondant au MRSPN associé au système M/G/1//N

avec rappels classiques et recherche orbitale sont similaires à ceux obtenus dans [167].

Dans les trois TABLES 6.3, 6.4 et 6.5, nous présentons les résultats numériques pour

des différents distributions à deux phases
(
Hypo-exponential “Hypo2 : h(x) = μ1μ2

μ1−μ2
(e−μ2x−

e−μ1x)" avec les paramètres “λ = 0.8, N = 7, γ = 5, μ1 = 21, μ2 = 14, p = 0.5", Hyper-

exponential “H2 :h(x) = qμ1e
−μ1x+(1− q)μ2e

−μ2x" avec les paramètres “λ = 2.3, N = 8,

γ = 5.2, q = 0.35, μ1 = 30, μ2 = 25, p = 0.2" et Erlang “E2 :h(x) = 4μ2xe−2μx" avec les

paramètres “λ = 1.5, N = 9, γ = 2.1, μ = 10, p = 0.85"
)

pour les deux modèles I et II .
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Mesures M/M/1/3/3 MRSPN (Modèle II)

nII
o 0.3648981538 0.3648981

nII
s 0.6044528670 0.6044528

aIIs 2.395547133 2.3955472

λ
II

0.2395547133 0.2395547

wII 1.523235126 1.5232351

�II 2.523235126 2.5232351

TABLE 6.2: Comparaison de quelques caractéristiques du système M/M/1//N avec

rappels classiques et recherche orbitale donnés dans [167] avec celle de notre modèle

II .

Mesures Modèle I Modèle II Measures Modèle I Modèle II

no 1.0060990 0.6493675 Bs 0.5212088 0.5522289

ns 1.5273077 1.2015964 Bp 0.4614151 0.4893249

as 5.4726925 5.7984037 Br 0.5984199 0.7331295

λ 4.3781538 4.6387229 w 0.2297998 0.1399884

γ 5.0304947 3.2468374 � 0.3488474 0.2590360

TABLE 6.3: Quelques mesures de performance pour un service Hypo-exponentiel.
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Mesures Modèle I Modèle II Measures Modèle I Modèle II

no 2.0397968 1.6502372 Bs 0.4751854 0.5062435

ns 2.5149822 2.1564808 Bp 0.4205691 0.4509442

as 5.4850178 5.8435192 Br 0.4997894 0.5505898

λ 12.6155405 13.4400940 w 0.1616892 0.1227847

γ 10.6069441 8.5812340 � 0.1993559 0.1604513

TABLE 6.4: Quelques mesures de performance pour un service Hyper-exponentiel.

Mesures Modèle I Modèle II Measures Modèle I Modèle II

no 4.2721696 2.3794110 Bs 0.6166735 0.8635551

ns 4.8888431 3.2429662 Bp 0.5629232 0.8254101

as 4.1111569 5.7570338 Br 0.6130662 0.9063280

λ 6.1667352 8.6355505 w 0.6927766 0.2755367

γ 8.9715557 4.9967632 � 0.7927765 0.3755367

TABLE 6.5: Quelques mesures de performance pour un service Erlang.

Dans ce qui suit, nous allons présenter quelques résultats numériques dans le but

d’illustrer graphiquement l’impact de la variation des différents paramètres des mo-

dèles étudiés sur leurs principales caractéristiques.

Dans la FIGURE 6.7, on voit que le temps moyen de réponse de la file d’attente

M/G/1//N avec rappels classiques possède un maximum. L’emplacement et l’ampli-

tude de ce maximum dépend du taux des rappels γ. Nous constatons que le taux des

arrivées λ a une influence significative sur le temps de réponse moyen lorsque le taux

des rappels γ est faible. En outre, pour des valeurs élevées du taux des rappels, cette

influence est non significative. On constate également que toutes les courbes se rap-

prochent les unes des autres pour les grandes valeurs du taux des arrivées λ.
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FIGURE 6.7: Effet du taux des arrivées sur le temps moyen de réponse du modèle I ;

"N = 4, λ = 0.15, . . . , 10, Hypo2(7; 5)".

FIGURE 6.8: Effet du taux des arrivées sur l’utilisation du serveur du modèle I ; "N = 4,

λ = 10−1, . . . , 20, Hypo2(7; 5), γ = 0.25".
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Dans la FIGURE 6.8, nous remarquons que l’augmentation du taux des arrivées λ

induit une augmentation de l’utilisation du serveur.

FIGURE 6.9: Effet du taux des rappels sur le temps moyen de réponse du modèle I ;

"N = 4, λ = 0.2, Hypo2(7; 5), γ = 10−2, . . . , 2".

Dans la FIGURE 6.9, on observe que le temps moyen de réponse diminue lorsque le

taux des rappels γ augmente. Ce taux des rappels a un effet significatif sur le temps de

réponse moyen quand il est faible.

De la FIGURE 6.10, nous constatons que le nombre moyen de clients dans l’orbite di-

minue avec l’augmentation du taux des rappels γ. Cette diminution devient lente avec

l’intensification des appels répétés.

Finalement, à partir des graphes du modèle I , nous constatons que lorsque le taux

des rappels tend à (+∞) toutes les caractéristiques considérées (le temps moyen de

réponse, le nombre moyen de clients dans l’orbite et l’utilisation du serveur) se rap-

prochent des caractéristiques du système classique M/G/1//N .

Dans la FIGURE 6.11 et la FIGURE 6.12, on remarque que le temps moyen de réponse

de la file d’attente M/G/1//N avec rappels classiques et recherche orbitale possède

un maximum. L’emplacement et l’amplitude de ce maximum dépend du taux des

rappels γ et de la probabilité de recherche orbitale p. Pour des valeurs élevées de la

probabilité de recherche orbitale p ou des valeurs plus faibles du taux des rappels γ,
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FIGURE 6.10: Effet du taux des rappels sur le nombre moyen des clients dans l’orbite ;

"N = 4, λ = 0.2, Hypo2(7; 5), γ = 10−1, . . . , 20".

FIGURE 6.11: Effet du taux des arrivées sur le temps moyen de réponse du modèle II ;

"N = 4, λ = 0.15, . . . , 10, Hypo2(7; 5), γ = 0.1".
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FIGURE 6.12: Effet du taux des arrivées sur le temps moyen de réponse du modèle II ;

"N = 4, λ = 0.15, . . . , 10, Hypo2(7; 5), p = 0.2".

le maximum devient moins dominant. Le taux des arrivées λ a une influence signifi-

cative sur le temps de réponse moyen lorsque le taux des rappels γ est faible et/ou(
p ∈ {0.01, 0.3, 0.5}

)
. En outre, nous avons constaté que toutes les courbes se rap-

prochent les unes des autres pour des grandes valeurs du taux des arrivées λ.

Dans la FIGURE 6.13, on observe que l’augmentation du taux des arrivées λ induit

une augmentation de l’utilisation du serveur. Pour des valeurs élevées de la probabilité

de recherche orbitale p l’utilisation du serveur se rapproche de 1.

De la FIGURE 6.14, nous constatons que le nombre moyen de clients dans l’orbite

diminue avec l’augmentation du taux des rappels γ. Cette diminution n’est pas consi-

dérable pour les valeurs du taux des rappels. Pour des valeurs élevées de γ le com-

portement de système d’attente à source finie avec rappels classiques et recherche or-

bitale tend vers le comportement du système classique M/G/1//N . Enfin, notre étude

confirme que l’utilisation du serveur augmente avec l’augmentation de la probabilité

de recherche orbitale p. Cela signifie que le temps d’inactivité du serveur réduit en

utilisant la politique de recherche orbitale.
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FIGURE 6.13: Effet du taux des arrivées sur l’utilisation du premier serveur du modèle

II ; "N = 4, λ = 0.15, . . . , 10, Hypo2(7; 5), γ = 0.25".

FIGURE 6.14: Effet du taux des rappels sur le nombre moyen de clients dans l’orbite ;

"N = 4, λ = 0.2, Hypo2(7; 5), γ = 10−1, . . . , 20".
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche alternative pour la modélisation et l’analyse des

systèmes de files d’attente semi-markoviennes avec rappels est présentée. En effet, une

analyse qualitative et quantitative du système M/G/1//N avec rappels classiques est

obtenue par le formalisme MRSPN basée sur la théorie des MRP , à titre d’exemple,

nous avons détaillé l’analyse de la file d’attente avec rappels classiques M/Hypo2/1//2.

De plus, nous avons étendu cette étude au MRSPN associé au système M/G/1//N

avec rappels classiques et recherche orbitale. Les caractéristiques des deux systèmes

étudiés sont obtenus et des résultats numériques sont établis par un algorithme élaboré

sous Matlab. Le dernier chapitre qui suivra portera sur l’application, pour la première

fois, de la méthode de stabilité forte à un modèle SPN .



Chapitre 7

Stabilité forte du modèle

IMRSPN-M/G/1

7.1 Introduction

Peu de travaux sont réalisés dans le domaine de l’analyse de stabilité des PN ,

puisque la majorité des travaux qui se font actuellement sur les PN sont plus de type

applicatif que théorique. Néanmoins, il a été démontré qu’il existe une similitude entre

la stabilité des systèmes dynamiques et la bornitude des PN [12]. En effet, la théorie

de la stabilité de Lyaponuv fournie les outils nécessaires pour aborder le problème de

stabilité pour les systèmes à événements discrets modèlisés par les PN temporisés,

dont le modèle mathématique est donné en termes d’équations différentielles [157]. La

condition de bornitude pour obtenir cette stabilité est nécessaire et suffisante dans le

cas de PN continus et elle est une condition nécessaire pour les PN discrets. L’appli-

cation de la méthode de Lyaponuv pour l’étude de la stabilité des PN a été établie. Les

premiers travaux sur la stabilité des systèmes d’attente modélisés par des PN en uti-

lisant l’approche de stabilité de Lyapunov peuvent être trouvé dans [158]. Cependant,

cette méthode de stabilité est qualitative elle ne permet que d’affirmer ou pas la sta-

bilité du modèle étudié sous certaines conditions nécessaires et/ou suffisantes. Alors,

on a pensé à appliquer la méthode de stabilité forte qui est une méthode quantitative,

112



7.2 IGSPN associé à M/M/1 113

comme on l’a déjà signalé, i.e. qui permet en plus d’affirmer la stabilité du modèle,

d’estimer la déviation des distributions stationnaires des deux modèles : perturbé et

réel. Ainsi, dans ce chapitre, nous allons appliquer pour la première fois la méthode de

stabilité forte aux SPN [120, 96]. En effet, comme première tentative, nous avons ap-

proximé les caractéristiques du modèle réel IMRSPN -M/G/1 (i.e. le MRSPN infini

qui modélise le système semi-markovien M/G/1 ) par celles du modèle approximatif

IGSPN -M/M/1 (i.e. le GSPN infini qui modélise le système M/M/1) une fois avoir

établi la stabilité forte du modèle réel après la perturbation du taux de franchissement

de la transition GEN qui modélisent le service [120].

7.2 IGSPN associé à M/M/1

La FIGURE 7.1 montre le modèle IGSPN associé au système M/M/1 (i.e IGSPN -

M/M/1).

FIGURE 7.1: Modèle IGSPN -M/M/1.

Ce IGSPN contient deux places p.que et p.ser qui représentent respectivement la file

d’attente et le serveur. Ce modèle contient trois transitions t.arr, t.acc et t.ser. Les taux

de tir des transitions temporisées EXP t.arr et t.ser sont respectivement λ et μ. Dans

la FIGURE 7.1, les boîtes rectangulaires blanches représentent les transitions EXP et la

barre noire mince représente la transition immédiate.

• Le tir de la transition EXP t.arr indique l’arrivée d’un client dans le système.

Dans ce cas, la place non bornée p.que reçoit un jeton.

• La transition immédiate t.acc est sensibilisée lorsque la place p.que contient au

moins un jeton et p.ser ne contient pas un jeton, ceci est représenté graphique-

ment par l’arc inhibiteur qui relie la place p.ser avec la transition t.acc. Le tir
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instantané de la transition immédiate t.acc consiste à détruire un jeton dans la

place p.que et à construire un jeton dans la place p.ser, cela signifie que le client

commence son service et le serveur se déplace de l’état libre à l’état occupé.

• La transition EXP t.ser est sensibilisée lorsque la place p.ser contient un jeton.

Le tir de la transition EXP t.ser consiste à détruire un jeton dans la place p.ser,

cela signifie que le client quitte le système et le serveur passe de l’état occupé à

l’état libre.

La FIGURE 7.2 montre le graphe d’accessibilité réduit et la CTMC du modèle IGSPN -

M/M/1. M0 = (0, 0) est le marquage initiale du IGSPN -M/M/1 et Ω =
{
M0 =

(0, 0), Mi+1 = (i, 1), i ≥ 0
}

est l’ensemble de ses états.

FIGURE 7.2: a) Graphe des marquages réduit du modèle IGSPN -M/M/1 ; b) CTMC

du modèle IGSPN -M/M/1.

A partir de cette CTMC on construit le générateur infinitésimal Q = [qMiMj
], avec

Mi,Mj ∈ Ω :

qMiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−λ, si i = 0, j = 0;

λ, si i ≥ 0, j = i+ 1 ;

μ, si i ≥ 1, j = i− 1 ;

−(λ+ μ), si i ≥ 0, i = j ;

0, sinon.

Le vecteur de probabilités stationnaires π = (π(0,0), π(0,1), π(1,1), ..., π(i,1), ...) existe lorsque

ρ =
λ

μ
< 1. En résolvant le système d’équations linéaires πQ = 0 avec de la condition
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de normalisation π1I = 1, on obtient :
⎧⎨
⎩

π(0,0) = 1− ρ ;

π(i,1) = (1− ρ)ρi+1, pour i ≥ 0.

7.3 IMRSPN associé à M/G/1

Nous considérons la file d’attente M/G/1. Les clients arrivent selon un processus de

Poisson de taux λ et demandent un temps de service distribué suivant une loi générale

de fonction de répartition H(.). La FIGURE 7.3 montre le modèle IMRSPN associé au

système M/G/1 (i.e IMRSPN -M/G/1).

FIGURE 7.3: Modèle IMRSPN -M/G/1.

La transition GEN t.ser est indiquée par la boîte noire rectangulaire. Les politiques de

la transition GEN t.ser sont : la politique de compétition pour la politique de sélection,

la politique de la mémoire de la dernière sensibilisation pour la politique de mémoire

temporelle et serveur unique pour la politique de service [125].

La FIGURE 7.4 montre le graphe d’accessibilité réduit et la CTMC subordonnée associée

au modèle IMRSPN -M/G/1.

Les instants de régénérations du IMRSPN -M/G/1 correspondent au franchissement

de la transition EXP t.arr dans l’état M0 = (0, 0) et au franchissement de la transition

GEN t.ser dans les états Mi+1 = (i, 1), i ≥ 0.

Le générateur infinitésimal Q = [qMiMj
], avec Mi,Mj ∈ Ω, de la CTMC subordonnée à
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FIGURE 7.4: a) Graphe des marquages réduit du modèle IMRSPN -M/M/1 ; b) CTMC

subordonnée du modèle IMRSPN -M/G/1.

la transition GEN t.ser est donné par :

qMiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−λ, si i = j ;

λ, si i ≥ 0, j = i+ 1 ;

0, sinon.

Le noyau local E(t) = [EMiMj
(t)] est donné par :

EMiMj
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

e−λt, si i = j = 0 ;
(λt)j−i

(j − i)!
e−λt[1−H(t)], si i ≥ 1, j ≥ i ;

0, sinon.

Le noyau global K(t) = [KMiMj
(t)] est donné par :

KMiMj
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1− e−λt, si i = 0, j = 1 ;
∫ t

0

(λx)j−i+1

(j − i+ 1)!
e−λxdH(x), si i ≥ 1, j ≥ i− 1 ;

0, sinon.

A partir du noyau global, nous obtenons la matrice de transition P = [PMiMj
], où :

PMiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i = 0, j = 1 ;
∫∞
0

(λx)j−i+1

(j − i+ 1)!
e−λxdH(x), si i ≥ 1, j ≥ i− 1 ;

0, sinon.
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De la formule (3.4), nous obtenons la matrice α = [αMiMj
], où :

αMiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

λ
, si i = j = 0 ;

∫∞
0

(λt)j−i

(j − i)!
e−λt[1−H(t)]dt, si i ≥ 1, j ≥ i ;

0, sinon.

Lorsque le temps de tir de la transition GEN t.ser est distribué de façon exponentielle

avec la fonction de répartition ”H(x) = 1− e−μx”, aux mêmes instants de régénération

du modèle IMRSPN -M/G/1, nous obtenons le noyau local Ẽ(t), le noyau global K̃(t),

la matrice de transition P̃ = [P̃MiMj
] et la matrice α̃ = [α̃MiMj

] du IGSPN -M/M/1 :

ẼMiMj
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

e−λt, si i = j = 0 ;
(λt)j−i

(j − i)!
e−(λ+μ)t, si i ≥ 1, j ≥ i ;

0, sinon.

K̃MiMj
(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1− e−λt, si i = 0, j = 1 ;
∫ t

0

μ(λx)j−i+1

(j − i+ 1)!
e−(λ+μ)xdx, si i ≥ 1, j ≥ i− 1 ;

0, sinon.

P̃MiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i = 0, j = 1 ;

aj =
μ

λ+ μ
(

λ

λ+ μ
)j−i+1, si i ≥ 1, j ≥ i− 1 ;

0, sinon.

α̃MiMj
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

λ
, si i = j = 0 ;
1

λ+ μ
(

λ

λ+ μ
)j−i, si i ≥ 1, j ≥ i ;

0, sinon.

En résolvant le système d’équations linéaires π̃eP = π̃e et π̃e1I = 1, les probabilités

stationnaires π̃e = (π̃e
(0,0), π̃

e
(0,1), · · · , π̃

e
(1,1), · · · ) de l’EMC associée au IGSPN -M/M/1

sont donnés explicitement par :
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

π̃e
(0,0) =

1− ρ

2− ρ
;

π̃e
(0,1) = (1 + ρ)π̃e

(0,0);

π̃e
(i,1) = ρi+1π̃e

(0,0), pour i ≥ 1.
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et les distributions stationnaires du modèle IGSPN-M/M/1 données par les formules

suivantes : ⎧⎨
⎩

π̃(0,0) = 1− ρ ;

π̃(i,1) = (1− ρ)ρi+1pour i ≥ 0 ;

sont obtenues à partir de la formule 3.7.

7.4 v-stabilité forte du modèle IGSPN-M/M/1

Dans cette section, nous étudions la v-stabilité forte de Yn l’EMC du modèle IGSPN -

M/M/1. L’adaptation du théorème 11 à notre modèle nous permet d’énoncer le théo-

rème suivant :

Théorème 13 [Ikhlef et al]

Supposons que ρ < 1, Yn l’EMC du modèle IGSPN -M/M/1 est fortement v-stable pour une

fonction v(l) = βl, tel que : 1 < β <
1

ρ
.

Preuve 1 Pour prouver la v-stabilité de Yn l’EMC du modèle IGSPN -M/M/1, on choisit la

fonction test v, la fonction mesurable h et la mesure σ, telle que :

v(l) = βl;

h(i) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, si i=0 ;

a1 =
ρ

(1 + ρ)2
, si i=1 ;

a0 =
1

1 + ρ
, si i=2 ;

0, sinon.

σ(j) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, si j= 1 ;

0, sinon.

1. Vérifions la première condition du corollaire 1 :

•σ1I =
∑
j≥0

σ(j) = 1;

• πeh = πe
(0,0) +

∑
j≥1

πe
(j−1,1)h(j) = πe

0,0 + a1π
e
0,1 + a0π

e
1,1 =

(1− ρ)(3ρ+ 1)

(2− ρ)(1 + ρ)
> 0;

•σh =
∑
j≥0

σ(j)h(j) = a1 =
ρ

(1 + ρ)2
> 0.
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2. On vérifie la deuxième condition du corollaire 1, le noyau T est non negative ( T ≥ 0 )

car :

T = P − h ◦ σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, si i = 0 et j = 1 ;

0, si i = 1 et j = 1 ;

0, si i = 2 et j = 1 ;

Pij, sinon.

3. On vérifie la troisième condition du corollaire 1 :

Tv(l) =
∑
l≥0

Tv(l) =
∑
l≥0

βlT.

On distingue trois cas :

cas : (l = 0)

Tv(l) = Tv(0) =
∑
l≥0

βlT = 0.

cas : (l = 1)

Tv(1) =
μ

λ+ μ

1

(1−
λβ

λ+ μ
)

− a1β = v(1)ψ1 si
βλ

λ+ μ
< 1;

où :

ψ1 =
μ

λ+ μ

⎡
⎢⎢⎣ 1

β(1−
βλ

λ+ μ
)

− a
1

⎤
⎥⎥⎦ .

cas : (l = 2)

Tv(l) = β

⎛
⎜⎜⎝ μ

λ+ μ

1

(1−
βλ

λ+ μ
)

− a
0

⎞
⎟⎟⎠ = v(2)ψ2 si

βλ

λ+ μ
< 1;

où :

ψ2 =
μ

λ+ μ

1

β(1−
βλ

λ+ μ
)

−
a0
β
.

cas : (l ≥ 3)

Tv(l) = βl−1 μ

λ+ μ

1

(1−
λβ

λ+ μ
)

= v(l)ψ3 si
βλ

λ+ μ
< 1;
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où :

ψ3 =
μ

λ+ μ

1

β(1−
βλ

λ+ μ
)

.

Pour vérifier la troisième condition du corollaire 1, on choisit :

ψ = max
{
ψ1, ψ2, ψ3

}
= ψ3;

où :

ψ3 =
1

β + βρ− β2ρ
< 1 si β <

1

ρ
.

4. Finalement, on vérifie la quatrième condition du corollaire 1 :

T = P − h ◦ σ ⇒ P = T + h ◦ σ ⇒ ‖P‖v ≤ ‖T‖v + ‖h‖v‖σ‖v.

On a :

‖T‖v = sup
{
ψ1, ψ2, ψ3

}
= ψ3 < 1;

‖h‖v = sup
{
1,

a1
β
,
a0
β2

}
= 1;

‖σ‖v = β <
1

ρ
.

Donc :

‖P‖v < 1 +
1

ρ
< +∞.

7.5 Déviation de la matrice de transition

Nous estimons la déviation des opérateurs de transition P̃ et P des deux modèles

IGSPN -M/M/1 et IMRSPN -M/G/1.

Lemme 1 [40]

Supposons que
∫
x | F −H | (dx) <

w

λ
où w = w(F,H) =

∫
|F −H|(dx) (F et H sont

respectivement les lois des deux distributions des arrivées et de service et w est la mesure de la

proximité). Alors, il existe β > 1 tel que :
1

β

∫
e(λβ−λ)x | F −H | (dx) < w.

Théorème 14 [Ikhlef et al]

Soit β0 = sup
{
β :

1

β

∫
e(λβ−λ)x | F −H | (dx) < w

}
et P̃ (resp. P ) le noyau de transition de



7.6 Inégalités de stabilité 121

l’EMC du modèle IGSPN -M/M/1 (resp. du modèle IMRSPN -M/G/1). Alors, pour tout

β tel que, 1 < β < β0, on a :

‖P̃ − P‖v < w, pour v(l) = βl.

Preuve 2 Nous estimons la norme de déviation entre les matrices de transition ‖Δ‖v = ‖P̃ −

P‖v donnée par :

‖Δ‖v = sup
l≥0

1

βl

∑
l≥0

βj |Δl,j| ;

où :

|Δl,j| =
∣∣∣P̃l,j − Pl,j

∣∣∣ .
On distingue les deux cas suivants :

cas 1 : (l = 0)

On a :

‖P̃ − P‖v = 0.

cas 2 : (l ≥ 1)

On a :

‖P̃ − P‖v = sup
l≥1

{ 1

βl

∑
j=0

βj|
∞∫
0

(λx)j−l+1e−λx

(j − l + 1)!
dF (x)−

∞∫
0

(λx)j−l+1e−λx

(j − l + 1)!
dH(x)|

}
;

=
1

β

∞∫
0

e−λx
∞∑
j=0

(βλx)je−λx

j!
|F −H|(dx);

≤
1

β

∫
e(λβ−λ)x|F −H|(dx).

Sous la condition du lemme 1, on obtient :

‖P̃ − P‖v ≤
1

β

∫
e(λβ−λ)x|F −H|(dx) < w.

7.6 Inégalités de stabilité

Nous estimons la déviation entre les distributions stationnaires π̃e et πe des deux

modèles IGSPN -M/M/1 et IMRSPN -M/G/1.

Théorème 15 [Ikhlef et al]

Soit π̃e (resp. πe) la distribution stationnaire de l’EMC du modèle IGSPN -M/M/1 (resp. du
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IMRSPN -M/G/1). Pour tout 1 < β < β0 et sous la condition :

w <

1−
1

β + βρ− β2ρ

1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

,

on a l’estimateur :

‖π̃e − πe‖v ≤

w(1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
)
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

1−
1

β + βρ− β2ρ
− w(1 +

(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
)

= ESP e.

Preuve 3 D’après la conséquence 2, nous avons :

‖π̃ − π‖v ≤ ‖Δ‖v‖π‖vc
(
1− ψ − c‖Δ‖v

)−1
.

avec :

c = 1 + ‖1I‖v‖π
e‖v = 1 +

(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
;

et :

‖1I‖v = 1;

‖π̃e‖v =
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
;

on a aussi :

‖Δ‖v ≤ w;

sous la condition :

w <
1− ψ

c
=

1−
1

β + βρ− β2ρ

1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

.

et ψ =
1

β + βρ− β2ρ
< 1, l’estimateur précédent est obtenus.

7.7 Mesure de performance de la méthode de stabilité

forte

Dans cette section, nous mesurons la performance de la méthode de stabilité forte

en SPN par l’élaboration d’un algorithme Algo-Stab-IMRSPN dans l’environnement
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Matlab. Cet algorithme basé sur les résultats théoriques donnés dans les sections précé-

dentes. Il donne l’erreur ESP e entre le vecteur des probabilités stationnaires des deux

EMC du IMRSPN -M/G/1 et IGSPN -M/M/1. L’idée principale de cet algorithme est

de calculer les valeurs optimales pour le paramètre β qui minimise la borne ‖π̃e − πe‖v

(voir l’algorithme 3).

Comme exemple illustratif, nous considérons l’approximation du modèle IMRSPN -

M/H2/1 par le modèle IGSPN -M/M/1, et nous choisissons les paramètres, λ = 0.18

et h(x) = H2(1.4, 2, 0.3).

Nous calculons l’erreur commise par l’approximation de IMRSPN -M/H2/1 par IGSPN -

M/M/1. L’algorithme Algo-Stab-IMRSPN, nous donne :

• La variation w des deux distributions F et H est : w = 0.0171499.

• Le domaine de stabilité est : 1 < β < 9.8452883.

• Le domaine de l’approximation est : 1.0412544 ≤ β ≤ 6.5369363.

L’erreur entre les distributions stationnaires des deux EMC associées aux deux mo-

dèles IMRSPN -M/H2/1 et IGSPN -M/M/1 pour des valeurs différentes du para-

mètre β est donnée dans la TABLE 7.1 et la FIGURE 7.5.

Dans la FIGURE 7.5, on constate que le graphe obtenu a un minimum pour β =

1.9312544 et l’erreur minimale est ESP e
min = 0.1674421.

FIGURE 7.5: Évolution de l’erreur ESP e en fonction du paramètre β, pour "λ = 0.18,

H2(1.4, 2, 0.3) ".
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Algorithme 3: Algo-Stab-IMRSPN
Debut

étape 1 : Donner les paramètres d’entrées :

λ : le taux de franchissement de la transition EXP t.arr ;

H(x) : la distribution de la transition GEN t.ser.

étape 2 : Calculer le paramètre μ, le taux de franchissement de la transition GEN t.ser

μ =
1∫

∞

0
xdH(x)

.

étape 3 : Vérifier la condition d’ergodicité géométrique

si (ρ =
λ

μ
≥ 1) alors

"Le model IGSPN -M/M/1 est instable." quitter l’Algo.

sinon

"Le système est stable et le domaine de v-stabilité forte est : 1 < β <
1

ρ
." aller à étape 4

fin

étape 4 : Determiner w la variation de H(x) et F (x) = 1− e−λx : w = w(F,H) =
∫
∞

0
|F −H|(dx).

étape 5 : Vérification des coditions d’approximation du modèle IMRSPN -M/G/1 par le modèle

IGSPN -M/M/1 :

si
∫
∞

0
x|F −H|(dx) ≥

w

λ
alors

"L’approximation ne peut être validée." quitter l’Algo.

sinon

"L’approximation est validée." aller à étape 6

fin

étape 6 : Calculer β0 :β0 = sup
{
β : 1

β

∫
∞

0
e(λβ−λ)x | F −H | (dx) < w

}
.

étape 7 : Determiner le domaine d’approximation βmin ≤ β ≤ βmax :

βmin = min

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
β : 1 < β < ρ et w <

1−
1

β + βρ− β2ρ

1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

;

βmax = max

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
β : 1 < β < ρ et w <

1−
1

β + βρ− β2ρ

1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

.

étape 8 : Calculer l’erreur minimale ESP e
min dans le domaine [βmin;βmax]

ESP e =

w(1 +
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
)
(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)

1−
1

β + βρ− β2ρ
− w(1 +

(1− ρ)(1 + β − ρβ2)

(2− ρ)(1− ρβ)
)

.

Fin.
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β ESP e β ESP e

1.0412544 39.2958260 2.5 0.1830332

1.042 23.4551010 3.5 0.2487331

1.043 15.2405767 4.5 0.3511052

1.045 8.9822741 5.5 0.5037507

1.05 4.4599972 6 0.6106308

1.06 2.2518084 6.2 0.6620240

1.08 1.1611383 6.3 0.6900589

1.09 0.9442658 6.5 0.7516435

1.1 0.8000103 6.53 0.7615918

1.8 0.1687095 6.5369363 0.7639207

TABLE 7.1: Erreur ESP e en fonction du paramètre β, pour "λ = 0.18, H2(1.4, 2, 0.3)".

Dans la TABLE 7.2, nous constatons que les caractéristiques du modèle IMRSPN -M/H2/1

sont très proches des caractéristiques du modèle IGSPN -M/M/1. Ce qui donne une

idée de la précision de l’approximation. En effet, il est possible d’approximer les ca-

ractéristiques du modèle IMRSPN -M/H2/1 par celles correspondantes au modèle

IGSPN -M/M/1.

Measure IGSPN -M/M/1 IMRSPN -M/H2/1

ñe
p.que 0.0060487 0.0062319

ñe
p.ser 0.5328002 0.5267515

ñe
s 0.5388489 0.5329834

ω̃e 0.0336041 0.0346218

�̃e 2.9936051 2.9610188

TABLE 7.2: Quelques mesures de performance des deux modèles étudiés pour "λ =

0.18, H2(1.4, 2, 0.3)".

Nous comparons l’erreur ESP e obtenue par l’algorithme Algo-Stab-IMRSPN avec
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l’erreur ESSe obtenue par la simulation à événements discrets basée sur les deux

étapes suivantes :

• Tout d’abord, nous simulons le vecteurs des probabilités stationnaires π̃e(resp. πe

) de l’EMC du modèle IGSPN -M/M/1 (resp. IMRSPN -M/G/1 ).

• Ensuite, nous calculons l’erreur ESSe =
∑
i≥0

βi|πe − π̃e|.

λ ESP e ESSe

0.08 0.1509237 0.0986356

0.18 0.1674441 0.1436678

0.29 0.1948036 0.1779603

0.4 0.2421508 0.2276776

TABLE 7.3: Comparaison des erreurs ESP e et ESSe, pour "β = 1.9, H2(1.4, 2, 0.3)".

Dans la TABLE 7.3 et la FIGURE 7.6, nous constatons que l’erreur ESSe sur les probabilités

stationnaires obtenues à partir de la simulation est plus petite que celle obtenue via la

méthode de la stabilité forte ESP e.

FIGURE 7.6: Évolution des erreurs ESP e et ESSe en fonction du paramètre β, pour

"λ = 0.18, H2(1.4, 2, 0.3)".
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Maintenant, nous comparons l’erreur obtenue ESP e par l’erreur ESQ donnée dans

le travail [40] où les auteurs approximent le système M/G/1 par le système M/M/1,

comme exemple, ils prennent le modèle M/Cox2/1.

ESP e ESQe [40]

λ = 1.2 , β = 1.3 0.0234327 0.0455404

λ = 0.2 , β = 3 0.0079070 0.0399613

TABLE 7.4: Comparaison des résultats : L’erreur algorithmique (ESP e, ESQ), pour "

Cox2(2.53, 0.0034, 11.385)".

FIGURE 7.7: Évolution de l’erreur ESP e et ESQ en fonction du paramètre β, pour "λ =

0.2, Cox2(2.53, 0.0034, 11.385)".

Dans la TABLE 7.4 et la FIGURE 7.7, nous constatons que l’erreur ESP e obtenue par

notre algorithme est plus petite que l’erreur ESQ donnée dans [40]. L’erreur minimale

ESP e
min = 0.0233999 est atteinte pour β = 1.3228731 et l’erreur minimale ESQmin =

0, 0455393 est atteinte pour β = 1.3053678.

Notez que l’erreur calculée par la méthode de stabilité forte en utilisant la théorie SPN

et l’erreur simulée sont significativement inférieures à celle calculée par la méthode de
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la stabilité en utilisant la théorie des files d’attente. Cela signifie que l’erreur estimée

par la méthode de stabilité forte en utilisant la théorie des files d’attente est en fait le

seuil (borne supérieure) de l’erreur peut être fait lorsque nous remplaçons le système

M/G/1 par le système M/M/1.

7.8 Conclusion

La principale contribution de ce chapitre a été de combiner la théorie de stabilité

forte avec l’outil SPN pour donner une solution complète et précise sur le problème

de la stabilité du modèle IMRSPN -M/G/1. Cette méthode permet d’approximer les

caractéristiques du modèle IMRSPN -M/G/1 par celles du modèle IGSPN -M/M/1.

Le dernier modèle est plus simple et plus exploitable. La borne explicite pour l’erreur

de l’approximation est obtenue. A partir de ces résultats théoriques, nous avons éla-

boré un algorithme sous Matlab permettant de vérifier les conditions d’approximation

et d’évaluer l’erreur induite de cette approximation. Finalement, des exemples numé-

riques et des études de simulation sont présentés pour illustrer l’efficacité de l’algo-

rithme proposé.



Conclusion et perspectives

L’objectif initial de notre travail était relatif à l’élargissement du champs d’applica-

bilité des SPN pour l’évaluation de performance des systèmes d’attente. Ceci nous a

conduit à réaliser les trois travaux suivants :

• La modélisation et l’analyse de performances du QN , [M/M/1/k1+1 → M/M/1/k2+

1] à l’aide des GSPN .

• La modélisation et l’analyse de performances des systèmes d’attentes semi-markoviens

avec rappels et source finie à l’aide des MRSPN .

• L’approximation des caractéristiques du modèle IMRSPN associé à M/G/1 par

celles du modèle IGSPN associé à M/M/1 par la méthode de stabilité forte.

En effet, on a entamé notre travail par l’analyse de performances du QN , [M/M/1/k1+

1 → M/M/1/k2 + 1] avec BBS. Nous avons modélisé ce QN par un GSPN . Cette

modélisation nous a permis : de représenter le phénomène de blocage (représenter

l’interaction entre les deux stations), de générer la CTMC et de calculer les indices

de performance de ce QN . Ainsi, la flexibilité du GSPN nous a permis d’étendre

notre modélisation à un QN avec BAS. Nous avons pu avoir des résultats numé-

riques à l’aide d’un algorithme que nous avons implémenté sous Matlab (voir [98]).

Comme seconde travail, il était question de la modélisation et l’analyse des perfor-

mances des deux systèmes d’attente M/G/1//N avec rappels classiques et M/G/1//N

avec avec rappels classiques et recherche orbitale en utilisant le formalisme MRSPN .

Les MRSPN obtenus nous ont permis : de modéliser aisément les caractéristiques de

ces deux systèmes (rappels, blocage, source finie et l’aspect non markovien), de géné-

rer le noyau local E(t), le noyau global K(t) et la matrice P de l’EMC, et de calculer

les différents indices de performance. Nous avons obtenus les résultats numériques à
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l’aide d’un algorithme élaboré sous Matlab pour ces deux systèmes avec rappels étu-

diés (voir [95, 97]). Après la modélisation de systèmes d’attente via les SPN , on s’est

orienté vers l’approximation de modèles SPN associés aux systèmes d’attente après

avoir établi leurs stabilité. L’approche de stabilité qu’on a adoptée est la stabilité forte.

Ainsi, nous avons approximé les caractéristiques du modèle IMRSPN -M/G/1 par

celles du modèle IGSPN -M/M/1 après une perturbation du taux de franchissement

de la transition GEN qui modélise le service. Nous avons déterminé les conditions

d’application de cette approximation et nous avons obtenu la borne de l’erreur induite

avec un calcul exact des paramètres. Nous avons développé un algorithme, sous Mat-

lab, qui nous a permis d’obtenir des résultats numériques sur les erreurs induites par

l’approximation effectuée (voir [99]).

Perspectives du travail

Différentes perspectives sont envisagées pour les travaux présentés dans cette thèse, à

savoir :

• Étendre l’utilisation des MRSPN à l’analyse des QN non-markoviens à capacités

limitées ;

• L’étude stationnaire et transitoire des MRSPN , Age-MRSPN et CGPN associés

aux systèmes de files d’attente complexes avec rappels et pannes (pannes avec

perte définitive du client, pannes conservatrices, ...) ;

• L’étude de la sensitivité des MRSPN associés aux systèmes d’attente ;

• Appliquer l’approche basée sur les MRSPN pour l’analyse des systèmes de ges-

tion de stocks avec rappels ;

• Établir la stabilité forte des MRSPN non bornés associés aux systèmes d’attente

(files d’attente et QN ) ;

• Comparer l’outil SPN avec d’autres outils de modélisation et d’évaluation de

performance comme les algèbres de processus stochastiques ;

• De plus, nous visons à réaliser des applications à des systèmes réels.
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