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Présentation 

 
Trente ans après son lancement en décembre 1992 [voir compte rendu publié par la revue 

MATAPLI de la SMAI (Société Française de Mathématiques Appliquées et Industrielles), n°35, 

juillet 1993, pp. 71 – 72], le Colloque International MOAD revient sur le devant de la scène. 

Sidi Bel Abbes (2000), Saïda (2003) et Béjaia (2007) avaient pris le relais. Cette cinquième 

édition reprend la formule initiale, fortement liée à la science de l’ingénieur. 

 

Organisation 

 
Le MOAD’2022 est organisé par l’Unité de Recherche LaMOS (Modélisation et 

Optimisation des Systèmes) et le département de Recherche Opérationnelle, Faculté des 

Sciences Exactes, Université de Béjaia en collaboration avec : 

- Le Réseau National Gerafa (Files d’Attente et Applications) 

- Les Comités Nationaux M.F.S.I (Modèles de Fiabilité et Sciences de l’Ingénieur) 

- L’A2T2 (Association Algérienne de Transfert de Technologie) 

 

Problématique 

 
Ce colloque couvre tous les aspects (mathématiques, techniques, économiques, 

opérationnels) des Méthodes et Outils d’Aide à la Décision. Son principal objectif est de 

confronter différentes disciplines s’occupant de la décision, notamment des domaines où 

s’est manifesté ces dernières années un effort d’analyse scientifique et/ou des espérances de 

synthèse théorique (ou de réalisations pratiques et spécialisées) assez important. 

 

Thèmes 

 
Les 136 communications retenues par le Comité de Programme seront présentées en 07 

sessions : 

1. Statistiques non paramétrique 

2. Equations différentielles 

3. Théorie des jeux et applications 

4. Systèmes intelligents 

5. Programmation linéaire et quadratique 

6. Modèles stochastiques et applications 

7. Maintenance et sûreté de fonctionnement 

8. Files d’attente 

9. Finances 

10. Application à l’ingénierie 
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11. Séries chronologiques 

12. Optimisation 

13. Intelligence artificielle et santé 

14. Gestion des stocks 

15. Apprentissage automatique 

16. Méthodologie d’aide à la décision 

17. Contrôle optimal 

18. Distribution à queue et statistiques empirique  
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Préface 

Ce volume regroupe les actes du Colloque International sur les Méthodes et Outils 

d’Aide à la Décision (MOAD) , qui revient à Béjaia du 15  au 17 Novembre 2022, où il avait 

pris naissance en 1992, après avoir voyagé dans d’autres villes d’Algérie : Sidi Bel Abbes 

(2000),  Saïda (2003) et Béjaia (2007). L’objectif assigné à ce retour du MOAD n’est pas de 

« boucler la boucle », mais de permettre une continuité par un passage du flambeau à la 

nouvelle génération de jeunes chercheurs formés à Béjaia et dans les autres universités du 

pays, qui sont restés dans le pays ou qui sont partis ailleurs, mais qui ont maintenu des liens 

scientifiques avec les universités algériennes. Ce colloque a inscrit dans ses objectifs la mise en 

relief des avancées scientifiques fondamentales et appliquées des méthodes d’aide à la 

décision et d’en tracer de nouvelles perspectives. 

Ainsi, cette présente session poursuit les mêmes objectifs que s’était assigné le MOAD 

à sa naissance, à savoir de favoriser la conjonction entre, d’une part, les différentes théories 

fondamentales à la base des méthodes d’aide à la décision et, d’autre part, leurs applications 

dans les différents domaines allant des sciences technologiques, l’organisation industrielle, 

aux réseaux informatiques et de communication, en passant par les sciences des données, la 

biologie, la mécanique, la robotique,…. 

Le programme scientifique de MOAD-2022 contient la présentation de 136 

communications sélectionnées (95 sous forme orale et 41en posters), ainsi que 6 conférences 

plénières qui couvrent des thématiques de recherche d’actualité autour des statistiques (30), 

Optimisation (38), informatique (17), Processus stochastiques (29) et Applications (22). 

Outre les communications acceptées, le programme scientifique de MOAD-2022 

prévoit également six conférences plénières animées par d’éminents chercheurs : 

1. Pr Mokhtar SELLAMI, Directeur en charge de l’innovation et des technologies au 

CNRST (Conseil National de Recherche Scientifique et des Technologies), Alger.  

Analyse sur la recherche scientifique et son impact : La difficile transition SNR – 

SNRI.  
 

2. Pr Boualem DJEHICHE,  KTH Royal Institute of Technology, Stockholm.           Basics 

of mean field theory on networks from a management science perspective. 
 

3. Pr Kamel BARKAOUI,  Beït el-Hikma –Tunis   

Evaluation des performances des systèmes informatiques et des réseaux de 

communications : Rétrospectives et tendances actuelles 
 

4. Pr Meziane AIDER, LaROMaD, Fac. Maths., USTHB, Alger  

Combinatorial optimization and current research trends 
 

5. Pr Moundir LASSASSI, Directeur du Centre de Recherche en Economie Appliquée 

pour le Développement – CREAD, Alger.  

Socio-economic management of Covid-19 in Algeria: which lessons to learn? 
 

6. Dr Mustapha BENAOUICHA, Responsable du Département Recherche et Innovation 

chez SEGULA Technologie France, Nantes.  

Sur quelques problèmes d’aide à la décision dans les domaines naval et de l’énergie  

viii



 

   

L’organisation du colloque MOAD permettra aux chercheurs (jeunes et confirmés) de 

prendre connaissance des derniers développements dans cette discipline, mais également 

favorisera les échanges directs, les confrontations entre les différentes approches et enfin 

définir de nouvelles perspectives de recherche. L’organisation d’une « Table Ronde » et d’une 

session « posters » lors du colloque est une occasion offerte pour les industriels de soumettre 

des problématiques de leurs entreprises, qui pourraient déboucher à des perspectives de 

collaboration entre l’université et le secteur socio-économique. 

 

 

Mohammed Said RADJEF 

Professeur, Directeur de Recherche 

LaMOS, Département de Recherche Opérationnelle 

Faculté des Sciences Exactes 

Université de Béjaia 
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Théorie de Ruine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Randa Brick Chaouche, Sarah Yasmine Sekkak, Atik Touazi and Djamil Aı̈ssani

III OPTIMISATION 120
III.1 A New Local Search Heuristic Based on the Gradient Method For

a Binary Knapsack Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
Chahrazad Adiche

III.2 Quadratic Programming Problems with a Diagonally Dominant
M-matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Katia Hassaini and Mohand Ouamer Bibi

III.3 Cubical Dimension of New Classes of Balanced Binary Trees . . 135
Kamal Kabyl

III.4 A Dynamic Model of the Firm with Time Delay in Investment . . 141
Mourad Azi, Mohand-Ouamer Bibi, Rim Belaidi and Soumia Laib

III.5 Risk-Sensitive Necessary Optimality Condition for a BSDE Driven
by Fractional Brownian Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Tayeb Bouaziz and Adel Chala

III.6 Numerical Techniques for Solving Optimal Control of Pests by
Predators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

Nacima Moussouni, Mohamed Aliane and Louiza Dehbi

III.7 A New Metaheuristic for Optimizing Over the Integer Efficient Set 160
Ali Zaidi and Djamal Chaabane

III.8 Solving the Multi-Objective Spanning Tree Problem Using a Hy-
brid Strategy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

Asma Boumesbah and Mohamed El-Amine Chergui

III.9 Multi-objective Tunicate Swarm Algorithm . . . . . . . . . . . . 173
Amal Derrech, Djaafar Zouache and Boualem Brahmi

III.10 Metagame Model for Urban Traffic Control . . . . . . . . . . . . 179
Hichem Mahiout, Mohammed Said Radjef and Nadir Farhi

III.11 A Case study of Hypotheses and Model Construction: Financial
Strategy, Accounting Quality and Organizational Performance in
Developing Countries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Baizid Touazi

III.12 Mean-Field-Type Games with Hierarchical Structures . . . . . . . 189
Z. Frihi, J. Barreiro-Gomez, S. Choutri and H. Tembine

III.13 Presolving pour un Problème de Minimisation Quadratique Convexe196
Samia Djemai and Mohaned Ouamer Bibi



TABLE DES MATIÈRES xiii
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Résumé

Les universités algériennes et les centres de recherche font l’objet d’une pression crois-
sante pour relever les défis sociétaux. L’objectif recherché n’est plus « l’excellence
scientifique », et la création de nouvelles connaissances, mais de contribuer à réduire
les coûts de la facture alimentaire, à lutter contre les effets du covid-19 et ses consé-
quences, à substituer l’importation des biens et services par des produits locaux et enfin
à atténuer les effets des changements climatiques. En fait cette préoccupation n’est pas
nouvelle, elle est partagée par bien des gouvernants, qui insistent sur un retour sur in-
vestissement en privilégiant la troisième dimension de l’université qui est l’innovation,
à travers l’encouragement à l’entrepreneuriat. Il ne s’agit pas d’un changement de pa-
radigme, mais d’une mutation d’un Système National de Recherche (SNR) hérité de
la période coloniale vers un Système National de Recherche et d’Innovation (SNRI)
centré sur la commercialisation des produits issus de la recherche et la création de ri-
chesses. Le SNRI constitue le flux de technologie et d’information entre les personnes,
les entreprises et les institutions qui est la clé du processus d’innovation au niveau na-
tional. Une définition plus illustrative mentionne le SNI comme « l’ensemble d’insti-
tutions distinctes qui contribuent conjointement et individuellement au développement
et à la diffusion de nouvelles technologies et qui fournissent le cadre dans lequel les
gouvernements élaborent et mettent en œuvre des politiques pour influencer le proces-
sus d’innovation. En tant que tel, il s’agit d’un système d’institutions interconnectées
pour créer, stocker et transférer les connaissances, les compétences et les artefacts qui
définissent les nouvelles technologies ». Une telle évolution SNR-SNRI est parsemée
d’obstacles liés à la faiblesse du potentiel humain et à l’intransigeance de la certifica-
tion. L’impulsion de l’Etat qui a décrété la recherche comme une priorité nationale a
permis au pays de se doter d’énormes infrastructures et de moyens pour permettre une
recherche d’excellence (centres de recherche, laboratoires de recherche, plateformes
technologiques, centres de calcul intensif, plateaux techniques, SNDL, programmes
nationaux de recherche, incubateurs, etc..). S’il y a une visibilité à parfaire au niveau
des publications scientifiques, le développement technologique reste embryonnaire (ni-
veau TRL et Vallée de la mort), et le SNRI peine à voir le jour.
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Dans cette communication nous mettrons en exergue les importants investisse-
ments réalisés dans les infrastructures et les équipements de recherche et nous ten-
terons d’identifier les chainons manquants pour faire du système national de recherche,
un instrument de compétitivité des entreprises et de progrès social. Nous nous interro-
gerons également sur les classements internationaux défavorables à l’Algérie. Enguise
de conclusion, nous illustrerons nos propos par quelques exemples d’efforts consen-
tis par la communauté des chercheurs de l’Université de Bejaia et leur contribution à
l’édification du système national de recherche.
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Basics of Mean Field Theory on Networks from a
Management Science Perspective

Boualem Djehiche ID

KTH Royal Institute of Technology, Stockholm

Abstract :

I will review some basics of mean field theory on networks with a perspective towards
management science. I will show how the mean field approximation can help incorpo-
rate dynamic network information to enhance some investment decisions such as credit
allocation etc.
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Socio-Economic Management of Covid-19 in
Algeria: which Lessons to Learn?

Moundir Lassassi ID

Directeur du Centre de Recherche en Economie Appliquée pour le Développement – CREAD, Alger

Abstract :

The first documented pandemic in the history is that of Athens’ Plague (- 430, - 426 BC).
This pandemic spread over Greece, Libya, Egypt, and Ethiopia causing over 75 000
deaths. The typhus or the typhoid are suspected to be at its origin, but the real disease
that had caused it stays unknown up to now. Other pandemics emerged among the dif-
ferent centuries, however as for the Athene Plague, their specific information, such as
the number of deaths, the origin or the type of the disease, etc, are not always available.
Collecting and analyzing data during a pandemic is essential to understand its impact
on all life’s aspects, and then be able to elaborate plans to better face the forthcoming
pandemics. In this regard, the Research Center in Applied Economics for Development
lunched a series of 9 research projects, executed by multidisciplinary teams to study
the different impacts of the Covid-19 outbreak in Algeria. First, the data was collec-
ted through online surveys during the early stage of the outbreak. The use of different
mathematical techniques to analyze the obtained data gave a first overview on the eva-
luation of the authorities’ policies in several sectors, such as high education, tourism,
and food safety. Moreover, some insights about the Algerians’ perception of the Covid-
19 outbreak and its related danger were given. Then, it is shown that their mobility is
not affected by their danger perception. In this direction, the authorities were advised
to develop more efficient communication strategies to increase the awareness of the
population regarding the relation between mobility and the virus spread. At a steady
state of the health situation, we conducted a household survey among 1500 houses. To
this end, sampling techniques were used to select the households in order to respect
the dispersion of the population according to the territorial programming space and the
stratum of residence. Statistical models combined to operational research techniques
were also used to characterize the population’s use of safety measures on one hand,
and to identify the most efficient communication strategies in the other hand. At the
end of the study, we deduce that to make the messages more impactful the government
must focus on messages that contain real images, or famous people having good credi-
bility, especially to target youth and urban people. Furthermore, the design of posters
must focus mostly on schemes than writing.
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LaROMaD, Fac. Maths., USTHB, BP 32 El Alia, 16111, Alger

Abstract :

Combinatorial optimization is a scientific field at the meeting point of discrete ma-
thematics, applied mathematics, operations research and computer science. Its goal
is to provide mathematical models and methods for finding good quality solutions to
problems defined on discrete structures, whose solution space is subject to combina-
torial explosion. Its applications are innumerable in many areas of everyday life. In
the last decades, this field has undergone tremendous evolutions that have allowed the
development of efficient solution approaches for complex and high dimensional pro-
blems. Traditionally, classical solution methods repeatedly decompose the problem to
be solved into sub-problems of lesser dimensions, until their treatment can be done
efficiently. Paradoxically, current trends are not systematically aligned with this idea,
quite the contrary, especially those related to mathematical programming. In this talk,
we will describe in detail the vast and rich field of mathematical research that is "com-
binatorial optimization", discuss how to classify its problems, and the nuances that this
obscures. We will also point out some general limitations in the solution of most of
these problems, and discuss some current trends in the research of methods for their
solution.
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Sur Quelques Problèmes d’Aide à la Décision
dans les Domaines Naval et de l’Energie

Mustapha Benaouicha ID

Responsable du Département Recherche et Innovation chez SEGULA Technologie France, Nantes.

Résumé

L’aide à la décision est très présente dans les métiers de l’ingénieur. L’objectif est
d’apporter des solutions à divers problèmes rencontrés, afin de favoriser une meilleure
prise de décision. Cependant, le développement d’outils d’aide à la décision spéci-
fiques, nécessite des compétences transverses, des expertises pluridisciplinaires, ainsi
qu’une connaissance des métiers mis en jeu. Dans cette intervention, la dimension de
développement d’outil d’aide à la décision est présentée à travers quelques projets de
recherche et développement réalisés au sein de Segula Technologies, dans les domaines
de la construction navale et de l’énergie (gestion, production ou stockage de l’énergie).
Au-delà du problème mathématique, les problèmes de mise en œuvre sont mis en avant
et discutés.
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Informatiques et ces Réseaux de

Communications: Rétrospectives et Tendances
Actuelles

Kamel Barkaoui ID
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Résumé

Dans cet exposé, on présentera un Panorama des méthodologies et des techniques
permettant de dimensionner une infrastructure informatique et d’anticiper ses perfor-
mances, en passant en revue les méthodes de modélisation et les problématiques de
dimensionnement et de Qualité de Service.(QoS) .
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Estimators of the retrial rate in M/G/1 queues
with linear retrial policy
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2Lamos Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
louiza.berdjoudj@univ-bejaia.dz

Abstract : This work is amining to the analysis of the M/G/1 retrial queue from a statistical
point of view. More specifcally , we are looking in estimating the retrial rate by generalizing
Rodrigo’s work (1998 and 2006) in ergodic cases. Suppose that retrial are distributed ex-
ponential, and the recall policy is linear. The rate estimator retrials and its variance were
obtained. We test numerically the accuracy of the proposed estimators.

Keywords : Retrial queues ; statiscical inference ; Linear retrial policy

1 Introduction
Queueing systems with retrials have been largely used to model many issues telephone

systems, computer networks, local area networks and daily life. A full description of situations
where queuing systems with retrial can be found in the monograph of Falin and Templeton
(1997), monograph of Artalejo (2008) and the survey of Kim and Kim ( 2016). A bibliographic
classification is given in the articles by Artalejo (1999) and Artalejo (2010) as well as the
review by Shekhar et al. (2016).

The analysis of queuing systems from a statistical point of view, first showed in 1957 with
the works of Clarke (1957), who used the classical method of maximum likelihood to estimate
the parameters of a simple system.

The number of publications on the statistical analysis of retrial queue models is very short
compared to the number of publications available in the stochastic analysis literature of these
models. Hoffman and Harris (1986) developed an algorithm to estimate the arrival rate using
actual telephone data. Falin (1995) and Rodrigo et al.(1998) proposed recall rate estimators
for M/M/1 and M/G/1. with classic retrials. Rodrigo and Vazquez (1999) did a statistical ana-
lysis of the model G/G/1 with distribution of general reminders. Rodrigo (2006) proposed rate
estimators recalls for M/G/1 with constant reminders and this in the ergodic and non ergodic
case. In this work, we propose estimators of the retrial rate of the model M/G/1 with linear
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repeated requests, generalizing the works of Rodrigo et al. (1998) and Rodrigo (2006) and
extend their analysis to linear retrial policy in the ergodic case.

We assume a single-server M/G/1 system where primary customers arrive according to
a poisson process with rate λ , if a customer arrives into the system and finds the channel
busy he left the service zone and applies again for service after a random period . We say
that these customers are (in orbit). On the other side, if an arriving customer finds the chan-
nel free he occupies it and leaves the system after his service termination (these customers
are identified as primary calls). A system under this description is called a Retrial Queue.
We consider linear retrial policies, customers arrive from outside according to a rate λ Pois-
son process, These customers are identified as primary customers. If the server is free at
the moment of arrival of a primary customer , this customer gets his service immediately
and leaves the system after the end of his service. On the other hand, if a primary customer
arrives and finds the busy server he then joins the orbit. Each customer in orbit generates
a Poisson process from rate µ of attempts to join the server until it finds the free server for
take service and leave the system. Primary customers and those from of the orbit have the
same distribution of the service time. we will see later that the condition ”natural” stability of
this system is the same as the conventional M/G/1 system (without retrials).

The M/G/1 retrial queues has been studied by using the processus (C(t);N(t)), where
N(t) represents the number of customers in orbit is generally unobservable. Rodrigo2006
use the process (M(t)) representing the total arrivals since the last departure before t with
no distinction between primary and repeated customers, to obtain estimators of the retrial
parameter in both constant and classical case. We prove here for the ergodic case that, by
eliminating from (M(t)) the arrival that is being served at t. We get the best estimators for
linear retrial rate in both observable and unobservable cases and we give asymptotic va-
riances of the estimators for M/G/1 ergodic linear retrial queue.
The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we describe the mathematical
model M/G/1 with linear retrial policy.
The estimate of the linear retrial rate is given in section 3, in both observable and unobser-
vable cases.

2 The mathematical model
We assume an M/G/1 queueing system in which customers arrive according to a

Poisson process with rate λ , any customer who finds the server busy upon arrival leaves
the service area and join a pool of unsatisfied customers. The discipline of accessing the
server from the orbit is controlled by an exponential law with a mixed intensity given by
α(1− δN(t),0) + N(t)µ , where N(t) is number of customers in orbit and δN(t),0 is the
function of Kronecker, the service times are random variables independent of an arbitrary
distribution function law B(x)(x). Also let B∗(s) be the corresponding of Laplace-Stieltjes
transform and moments βk = (−1)kB(k)(0). The system is ergodic if ρ < 1− λ

α+λ with
ρ = λβ1. For detailed analysis of M/G/1 with linear retrial the reader may refer to Artalejo
and Gomez (1997).
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In additional, the input stream of primary arrivals, service times and intervals between suc-
cessive repeat requests are assumed to be jointly independent.

3 Estimation of retrial rate

3.1 Observable case
We consider an ergodic M/G/1 retrial queueing system with exponentiel retrial rate

α(1−δN(t),0)+N(t)µ . We suppose that we can observe the process N(t)∈ (0,T ], and we
can distinguish between primary and secondary arrivals. Let r(T ) be the number of repeated
attempts over the time interval (0,T ]. We can use likelihood theory to get an estimator for
retrial rate. Endeed, under the ergodicity condition ρ < 1− λ

α+λ δ0µ

(α̂ + µ̂)C = r(T )
(∫ T

0
N(t)dt

)−1

+
r(T )

T −T0
, (1)

where T0 is the time the orbit remains empty, is a consistent estimator of the parameter
(α +µ).
An explicit expression of the asymptotic variance Var((α̂ + µ̂)C) is given by the following
formula :

Var((α̂ + µ̂)C) =
µ

E(N)
+

α2B∗(λ )
(λρ +α(ρ−1+B∗(λ )))T

, (2)

Where N is the number of customers in orbit in steady state,

E(N) =
λ 2

1−ρ
(

β1

µ
+

β2

2
),

and

β ∗(λ ) =
∫ ∞

0
e−λ tdB(t).

3.2 Unobservable case
We consider an M/G/ 1 system with linear retrials and global rate of recalls

α(1−δN(t),0)+N(t)µ . When the process {N(t), t≥ 0}, representing the number of custo-
mers in the orbit at t is not observable, the estimate of the retrial rate becomes more difficult.
Consider then the process {M(t), t ≥ 0}, representing the total number of recalls during
current service at the moment t such as

M(t) =
{

M1(t), in the classical case ;
M2(t), in the constant case,

The stochastic analysis of the process (M2(t),N(t),ζ (t)), where the additional variable
ζ (t) representing the elapsed time of the customer being served at time t with ζ (t)= 0 when
M2(t) = 0, has been considered in Rodrigo(2006).
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Suppose that we can observe the process {M(t), t ≥ 0} in (0,T ] and {M(t), t ≥ 0} is

ergodic, our estimator will be based on the integral estimator ξ̂T given by the formula :

ξ̂T =

{ 1
T
∫ T

0 M1(t)dt, in the classical case ;
1
T
∫ T

0 M2(t)dt, in the constant case.

ξ̂T converges almost surely to the stationary average of M1(t) and of M2(t) and we have :

lim
T→∞

ξ̂T =

{
E(M1), in the classical case ;
E(M2), in the constant case,

With
E(M1) = ρ +

(
λ 2 +λ µE(N)

)
β2/2+λ 2µβ3/6,

and

E(M2) =
1−ρ−B∗(λ )

λB∗(λ )
(α−ρ(α +λ ))+

λβ2

2
(α +λ )+ρ.

Thus,

(α̂ + µ̂)M = (Aα +a)ξ̂T − (Bα +b), (3)

with

Aα =
2λB∗(λ )

λ 2β2β ∗(λ )+2(1−ρ)(1−ρ−B∗(λ ))
,

Bα =
λB∗(λ )(4ρ +λ 2β2)−2λρ(1−ρ)

λ 2β2B∗(λ )+2(1−ρ)(1−ρ−β ∗(λ ))
,

a =
12(1−ρ)

3λ 3β 2
2 +2λ 2(1−ρ)β3

,

b =
6λ 2β2 +12ρ(1−ρ)

3λ 3β 2
2 +2λ 2(1−ρ)β3

,

is a consistent estimator for (α̂ + µ̂) and Var(α̂ + µ̂) = (Aα +A)2Var(ξ̂T ).

The explicit formula of the asymptotic variance Var(ξ̂T ) is given by the following formula :

Var(ξ̂T )'
2
T
[(β1+

λ +α
2

β2)V (0)−(λ +α)(E(M)F3(0,0)−F3(1,0))−A−(E(M)−1)F2(1,0)+F2(2,0)],

where
E(M) = E(M1)+E(M2),

V (0) =−E(M)P′0(1)−E(M)F1(0,1)+F1(1,1),
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with P′0(1) =
∞
∑

n=1
P0n and P0n = lim

t→∞
P(M(t) = 0,N(t) = n)

A=
1−ρ−B∗(λ )

λ 2B∗(λ )
(αC+

λα(1−E(M))

B∗(λ )
P00)+

α(1−E(M))

λB∗(λ )
(

1−B∗(λ )
λ

+
dB∗(λ )

dλ
)P00,

with P00 =
α−ρ(α +λ )

α

C =
1

B∗(λ )
(E(M))P00 +λV00 +

λ (1−E(M))

B∗(λ )
dB∗(λ )

dλ
P00),

V00 =
1
α
((λ +α)

(
E(M)F2(0,0)−F2(1,0)

)
− (1+(λ +α)β1)V (0),

and, Fk(m,n) is the factorial moment of order k, for more details see Rodrigo (2006).

4 Conclusion
In this study, we obtained the estimators of the retrial rate in the ergodic M/G/1retrial

queue, allowing for linear retrial policy, in both observable and unobservable cases. Explicit
expressions of asymptotic variances are also obtained.The numerical computation of the
variances of the estimators is the focus of this work.
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Abstract : In this paper, we present the performance analysis of an M/G/1 retrial queue,
batch arrival, unreliable server and with impatient customers and breakdowns by incorpora-
ting the features of two phases of service (essential and optional service). The probabilities
of the system states and performance measures are determined by using the supplemen-
tary variable method and probability generation function.

Keywords : Retrial queue ; Unreliable service ; Optional service ; Supplementary variable.

1 Introduction
The discouragement behavior in many queueing situations is quite common and affects

the performance and quality of the concerned service facility. Several queueing problems
can be noticed in daily routine and commercial scenarios wherein the customers who are
visiting to take the service may be discouraged by noticing the longer queue or after waiting
some time become impatient and depart from the queue without receiving the service. The
impatient case known as reneging arises when the customer in queue loses its tolerance level
and leaves the queue without bothering about the service. The balking situation occurs when
the customer by estimating the longer queue, becomes reluctant from joining the queue. In
the retrial queue, if the customer finds that the server is either busy at service counter or
unable to operate, he may depart from the service area and moves to a virtual place called
orbit and repeats his request for the service after a random length of time.

∗Corresponding Author
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Unreliable M/G/1 retrial queue with impatient customers and two phases of service

In recent years, in the queuing literature, there has been work on queueing systems cha-
racterized by the presence of two types of service. The first says mandatory for all arriving
customers and the second optional for each customer. This paper focuses on the analysis
of single server batch arrival retrial queue subject to active breakdowns (with repair) impa-
tient customers and two phases of service. Some of these aspects have been discussed
separately in the literature of queueing systems [1, 2, 3, 4]. This model arising in many prac-
tical application encountered in various fields, such us in cognitive radio network operation,
manufacturing company and can in hospital emergency services.

This paper is organized as follows. In section 2, we introduce the mathematical descrip-
tion of the model. By using the supplementary variable method and probability generation
function to find out the queue size distribution and some performance measure of this model
are developed in Section 3. In Section 4, some performance indices are derived in terms of
the probabilities at stationary level.

2 Description of the model
In this section, we develop an model M/G/1 retrial queue, batch arrival with impatient

customers, breakdowns and repairs, and two phases of service. The mathematic model is
given as follows :

– Arrival process : The customers arrive in batches according to compound poisson
process with rate λ . Let X be the random variable denoting the batch size, with a
common distribution P[X = n] = gn,n≥ 1 and general function g(z) = ∑n≥1 gnzn.

– Retrial process :When the arriving customers find The server busy or breakdown,
then all arriving customers join the orbit with probability p or leave the system with
probability 1− p. If the primary customer arrives first, the retrial customer may cancel
its attempt for service and either returns to its position in the retrial queue with probabi-
lity q or leave the system with probability 1−q. The inter-retrial time of customers are
independently and identically distributed with a probability distribution function A(s), a
density function LA(s) and nth moments αn.

– The service process : If the server is busy or down, in this case the group of custo-
mers enters in orbit with a probability p, otherwise it leaves the system with a proba-
bility 1− p .The successive customer service times are independent and identically
distributed with distribution function B(x), density bi(x), Laplace-Stieldjes transform
LBi(s) and nth moments defined by β 1

n , i = 1,2.
– Optional service process Two phases of service are considered, the first essential

phase FES which is mandatory for all customers. After completing the FES, the custo-
mer can request the second phase of SOS service , which is optional with probability
b or leave the system with probability 1−b.

– The repair process : The server is subject to active breakdown, at the moment of
service (FES or SOS) after a random time following an exponential law of averages
1
θ1

, 1
θ2

respectively.

The time required for its repair is a random variable with distribution C(x), density c(x),
Laplace-Stieldjes transform LCi(s) and moments of order n are defined by γ i

n, i = 1,2.
– The reserved process : The server does not accept other customer until the custo-

mer in service leave the system. In this case the server is said reserved, we suppose
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it generally distributed with distribution function Di(x), density di(x), Laplace-Stieldjes
transform LDi(s) and moments of order n defined by η i

n, i = 1,2. The reservation du-
rations are independent and identically distributed.
Customer whose service is interrupted decide to stay in front of the server with proba-
bility ri, or to join the service orbit with probability 1− ri (i = 1,2).

We consider the state of the system at time t which is described by the following Markov
process.

{X(t), t ≥ 0}= {(J(t),J∗(t),N(t),ξ0(t),ξ1(t),ξ2(t),ξ2(t),ξ3(t),ξ4(t),ξ5(t),ξ6(t)},

where
• J(t) : denotes the server state at time t,

J(t) =





0, if the server is idle at time t ;
1, if the sever is busy at time t in rendering essential service ;
2, if the sever is busy at time t in rendering optional service ;
3, if the server is down at time t in rendering essential service ;
4, if the server is down at time t in rendering optional service ;
5, if the server is reserved at time t in rendering essential service ;
6, if the server is reserved at time t in rendering optional service ;

• J∗(t) : denotes the customer state at time t,

J∗(t)=
{

1, if the customers in service remain in service position after server failure at time t ;
2, if the customers in service enters a retrial queue orbit after server failure at time t.

• N(t) : denotes the number of customer in the retrial state at time t.
– If J(t) = 0 et N(t)> 0, then ξ0(t) represent the elapsed retrial at time t .
– If J(t) = 1 (J(t) = 2) then ξ1(t) (respectively ξ2(t)) represents the elapsed service

time during the essential service (respectively during the optional service time)at time
t .

– If j(t) = 3 ( j(t) = 4) then ξ3(t) (respectively ξ4(t)) represents the elapsed repair
times during the essential service (respectively during the optional service time)at
time t .

– If j(t) = 5 ( j(t) = 6), then ξ5(t) (respectively ξ6(t)) represents the elapsed reserved
times during the essential service (respectively during the optional service time)at time
t .

The conditional completion rates for customer call back, customer service, repair time and
reservation are respectively :

α(ω) = a(ω)
1−A(ω) , βi(x) =

bi(x)
1−Bi(x)

, γi(y) =
ci(y)

1−Ci(y)
et ηi(τ) = di(τ)

1−Di(τ)
where i = 1,2.

Proposition 2.1. The necessary condition for the system to be stable is :

ρ =

K′(1)
pg′(1) [1−q+(q− pg′(1))LA(λ )+LA(λ )+g′(1)LA(λ )− pg′(1)]+(1−LA(λ ))(1−g′(1))

(1−q+(q− pg′(1))LA)(1+
K′(1)
pg′(1) )+LA(λ )(pg′(1)−K′(1)( 1

pg′(1) +
1
p ))

.

(1)
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With K′(1) defined by the 1st derived from K(x) applied for x = 1 and given by :

Ki(z) = LBi(Gi(pλ (1−g(z)))) i = 1,2,

where

Gi(λ p(1−g(z)))= λ p(1−g(z))+θi−θiLCi(λ p(1−g(z)))[ri+(1−ri)LDi(λ p(1−g(z)))], i= 1,2.

3 Stationary analysis of the system
We study in this section the distribution of the system in steady state. For the process

{X(t),N(t),ξi(t), t ≥ 0}, we define the following probability densities :

P0,0(t) = P(J(t) = 0,N(t) = 0),
P0,n(t,ω)dω = P(J(t) = 0,N(t) = n,ω ≤ ξ0(t)< ω +dω), n≥ 1,
P1,n(t,x)dx = P(J(t) = 1,N(t) = n,x≤ ξ1(t)< x+dx), n≥ 0,
P2,n(t,x)dx = P(J(t) = 2,N(t) = n,x≤ ξ2(t)< x+dx), n≥ 0,
P3,0,n(t,x,y)dxdy = P(J(t) = 3,J∗(t) = 0,N(t) = n,x≤ ξ1(t)< x+dx,y≤ ξ3(t)< y+dy), n≥ 0,
P3,1,n(t,x,y)dxdy = P(J(t) = 3,J∗(t) = 1,N(t) = n,x≤ ξ1(t)< x+dx,y≤ ξ3(t)< y+dy), n≥ 0,
P4,0,n(t,x,y)dxdy = P(J(t) = 4,J∗(t) = 0,N(t) = n,x≤ ξ2(t)< x+dx,y≤ ξ4(t)< y+dy), n≥ 0,
P4,1,n(t,x,y)dxdy = P(J(t) = 4,J∗(t) = 1,N(t) = n,x≤ ξ2(t)< x+dx,y≤ ξ4(t)< y+dy), n≥ 0,
P5,n(t,x,τ)dxdτ = P(J(t) = 5,N(t) = n,x≤ ξ1(t)< x+dx,τ ≤ ξ5(t)< τ +dτ), n≥ 0,
P6,n(t,x,τ)dxdτ = P(J(t) = 6,N(t) = n,x≤ ξ2(t)< x+dx,τ ≤ ξ6(t)< τ +dτ), n≥ 0.

We assume that the stability condition is verified, in this case we can write :

lim
t→∞

P0,0(t) = P0,0, lim
t→∞

P0,n(t,ω) = P(0,n)(ω), lim
t→∞

P1,n(t,x) = P1,n(x), lim
t→∞

P2,n(t,x) = P2,n(x),

lim
t→∞

P3,0,n(t,x,y) = P3,0,n(x,y), lim
t→∞

P3,1,n(t,x,y) = P3,1,n(x,y), lim
t→∞

P4,0,n(t,x,y) = P4,0,n(x,y),

lim
t→∞

P4,1,n(t,x,y) = P4,1,n(x,y), lim
t→∞

P5,n(t,x,τ) = P5,n(x,τ), lim
t→∞

P6,n(t,x,τ) = P6,n(x,τ).

Remarque 3.1. By using the method of supplementary variable technique, The Kolmo-
gorov forward we obtain the system of equation that govern the dynamics of the system
behavior.

Théorème 3.1. Under the stability condition, the FGPs are given below

P0(z,w) =
λ z[z−g(z)K1(z)(1−b+bK2(z))]exp(−λω)(1−A(ω))P(0,0)

D(z)
,

P1(z,x) =
λ [(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G1(pλ (1−g(z))x)(1−B1(x)),
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P2(z,x) =
λbK1(z)[(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G2(pλ (1−g(z))x)(1−B2(x)),

P30(z,x,y) =
r1θ1λ [(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G1(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))y(1−B1(x))(1−C1(y)),

P31(z,x,y) =
(1− r1)θ1λ [(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G1(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))y(1−B1(x))(1−C1(y)),

P40(z,x,y) =
r2θ2λbK1(z)[(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G2(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))y)(1−B2(x))(1−C2(y)),

P41(z,x,y) =
(1− r2)θ2λbK1(z)[(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G2(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))y)(1−B2(x))(1−C2(y)),

P5(z,x,τ) =
(1− r1)θ1λ [(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G1(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))τ)(1−B1(x))(1−D1(τ))LC1(pλ (1−g(z))),

P6(z,x,τ) =
b(1− r2)θ2λK1(z)[(1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z))]P(0,0)

D(z)
× exp(−G2(pλ (1−g(z))x− pλ (1−g(z))τ)(1−B2(x))(1−D2(τ))LC2(pλ (1−g(z))),

where

D(z) = (1−q+qLA(λ ))(1− z)K1(z)g(z)(1−b+bK2(z))− z(z−K1(z)g(z)(1−b+bK2(z))

+K1(z)La(λ )(z−g(z))(1−b+bK2(z)).

4 Performance Measure
In this section, we give the explicit expressions of some performance measures of the

studied system. The results are summarized in the following Corollary, which gives the gene-
rating functions of the number of customers in the system and in orbit respectively
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Corollaire 4.1. The generating function of the number of customers in the orbit is
given by :

Pq(z) =
[

λK1(z)(1−b+bK2(z))
{

N(z)[p(1−g(z))−1]+ p(1−g(z))zg(z)LA(λ )
}

−λ p(1−g(z))z2LA(λ )+λN(z)
]
× P00

D(z)λ p(1−g(z))
.

The generating function of the number of customers in the system is given by :

P(z) =
[

λK1(z)N(z)(1−b+bK2(z))[λ p(1−g(z))−λ z]

+λ pz(1−g(z))
{

z+K1(z)(1−b+bK2(z))g(z)LA(λ )
}]

× P00

D(z)λ p(1−g(z))
.

Where

N(z) = (1−q+qLA(λ ))(1− z)g(z)+LA(λ )(z−g(z)).

5 Conclusion
In this work, we performed a detailed study of the queue model M/G/1 batch arrival

with general law callbacks, repair and impatient customers with two service phases. By using
the supplementary variable method, we obtained explicit and exploitable formulas. We also
calculated some performance measures of the considered model.
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Abstract : This work deals with a M/M/c queueing system in a Markovian environment
with waiting servers, balking and reneging, under both synchronous single and multiple
working vacation policies. When the system is in operative phase j, j = 1,K, customers
are served one by one. Once the system is empty, the servers have to wait a random period
of time before leaving, causing the system to move to vacation phase 0 at which new arrivals
can be served at lower rate. Using the method of the probability generating functions, we
establish the steady state analysis of the system. In addition, a cost model is constructed
to define the optimal values of service rates, simultaneously, to minimize the total expected
cost per unit time via a quadratic fit search method (QFSM).
MSC: 60K25 ; 68M20 ; 90B22

Keywords : Queueing models ; Random environment ; Working vacation policy ; Impatient
customers ; Probability generating function ; Optimisation

1 Introduction
Over the past few decades, vacation queues have been widely studied. Previous re-

search works can be divided into two categories : (i) the case of vacation, see [1, 2, 3] and
(ii) the case of working vacation at which new arrivals may be served at lower rate. This
policy has very important practical application context in system optimal design. In recent
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years, queueing models with balking, reneging, or both due to the unavailability of the ser-
ver (in vacation) have attracted a lot of attention from many researchers. This research area
has attracted much attention from numerous researchers. We cite the most recent theoreti-
cal results. Yue et al. [4] proposed an M/M/1 queueing model with working vacation policy
and customers’ impatience. A discrete-time queueing model with working vacation, balking,
and reneging was investigated in Goswami [5]. In recent years, queueing models with va-
cation/working vacation with customers’s impatience have been well investigated (e.g., [6]).
This work presents an infinite capacity multi-server Markovian queueing system in random
environment subjected to multiple and single working vacation policies with waiting servers,
balking and reneging.

The proposed model has a particular application in banking call center which can be
considered as a queueing system with arriving demands as customers and diverse agents
with workstations as servers. The agents commutate between busy and vacation periods in
groups. Once there are no requests in the queue, the agents wait for a period of time before
they synchronously go for vacation as a group. During this time, the latter can be occupied
with other tasks, if during this period, new enquiries enter the system, they will be served with
lower rate. At the end of the vacation, the agents come back to the normal busy period. During
both periods, an incoming customer who finds all the agents occupied several times may
drop its call (balk). In addition, arrival and service parameters can change randomly during
the system operation for various external reasons. The intensity of the requests treated in the
call center can mainly depend on a season, a day, a time of day, expected moments of the
changes in interest or exchange rates. If a currency’s exchange rate mainly varies over the
course of a day, then the demand rate on a current exchange rate has sharp peaks during
periods adjusted to the scheduled times of possible price changes. Likewise, the service rate
can be below the average one during these peak times due to customers complaints because
of the long waiting time.

2 The model
We consider a M/M/c queueing system. Arrivals join a system according to a Poisson

process with rate λ0 (λ j, j = 1,K) when the servers are in working vacation (regular busy
period). During regular busy period, the service time is exponentially distributed with rate µ j,
j = 1,K.¨ It is worth pointing out that the system can not directly move from one service
phase to another service phase. That is, if the system becomes empty, it first must move to
phase 0. When the system becomes empty, the servers wait a random period of time before
going on vacation, this period follows an exponential distribution with parameter ϖ . Once this
period is ended, the servers take a vacation which is exponentially distributed with rate φ .
Two policies are considered :
Multiple working vacation (MWV) : If the system is empty after the working vacation period,
another working vacation begins. Otherwise, the system jumps from phase 0 to some service

phase j with probability σ j, j = 1,K, where σ j > 0 and
K

∑
j=1

σ j = 1.

Single working vacation (SWV) : At the end of the working vacation, the servers switch to the
busy period and stay idle waiting for a new arrival.
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The Kronecker δ is given as : δ =

{
1, for the single working vacation model,
0, for the multiple working vacation model.

During working vacation period (phase 0), the arrivals are served at a lower service which
follows an exponential distribution with rate µ0, such that µ0 < µ j, j = 1,K. On arrival,
if n ≥ c, the customers may join the queue with probability θ or balk with complementary
probability 1−θ . The customer, during working vacation (WV), activates an impatience timer
T, which is independent and exponentially distributed with parameter ξ . If the customer’s
service has not been completed before the customer’s timer expires, the customer abandons
the system to never return. The inter-arrival times, waiting servers times, service times, and
working vacation periods are mutually independent.
A stochastic process {J(t),X(t)} represents the state of the system at time t as follows :
J(t) denotes the phase in which the system operates at time t, whereas X(t) designates the
number of customers present in the system at that time :

J(t) =
{

j = 1,K, when the servers are in regular busy period ;
0, when the severs are in working vacation period.

The system is said to be in state ( j,n) if it is in phase j, and there are n customers in the
system. Clearly, the process {(J(t),X(t)); t ≥ 0} is a continuous-time Markov process with
state space Ω = {( j,n) : j = 0,K,n = 0,1, ...}.
Accordingly, let π j,n be the steady-state probability of the system in state ( j,n) :

π j,n = lim
t→∞

P{J(t) = j,X(t) = n}, j = 1,K, n = 0,1, ...,( j,n) ∈Ω.

2.1 Steady-state probabilities
Théorème 2.1. [7]. If θλ j < cµ j, j = 1,K, the steady-state probability π j,., j = 1,K,
of the system presented as :

π0,. =
ϖρ0+φ(1−δ )

φ π0,0

π j,. =
σ jφG′0(1)+λ jθ̄Ψ1(1)−µ jΨ2(1)

cµ j−θλ j
,

such that

π0,0 =

(
ϖρ0 +φ(1−δ )

φ
+

K

∑
j=1

σ jN j

)−1

,

where

ρ0 =

[
λ0θ̄K4(1)−φ(1−δ )K1(1)−µ0K6(1)

ϖK1(1)+µ0K7(1)−λ0θ̄K5(1)

]
.

G′0(1) =
(θλ0− cµ0)(ϖρ0 +φ(1−δ ))−φ µ0H2(1)+λ0θ̄φH1(1)

φ(ξ +φ)
π0,0,
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N j =
1

(cµ j−θλ j)(ξ +φ)

{
(ξ +φ)(λ jθ̄M1(1)−µ jM2(1))+φ(λ0θ̄H1(1)−µ0H2(1))

+(ϖρ0 +φ(1−δ ))(θλ0− cµ0)

}
.

With

K1(z) =
1
ξ

∫ z

0
e−

λ0θ
ξ s

(1− s)
φ
ξ −1s

cµ0
ξ ds, K4(z) =

1
ξ

∫ z

0
e−

λ0θ
ξ s

(1− s)
φ
ξ s

cµ0
ξ L1(s)ds,

K5(z) =
1
ξ

∫ z

0
e−

λ0θ
ξ s

(1− s)
φ
ξ s

cµ0
ξ L2(s)ds, K6(z) =

1
ξ

∫ z

0
e−

λ0θ
ξ s

(1− s)
φ
ξ s

cµ0
ξ −1R1(s)ds,

K7(z) =
1
ξ

∫ z

0
e−

λ0θ
ξ s

(1− s)
φ
ξ s

cµ0
ξ −1R2(s)ds,

L1(z) =
c−1

∑
n=0

γnzn, L2(z) =
c−1

∑
n=0

ηnzn,R1(z) =
c−1

∑
n=0

(n− c)γnzn, R2(z) =
c−1

∑
n=0

(n− c)ηnzn,

Ψ1(z) =
c−1

∑
n=0

σ jϑnπ0,0zn, Ψ2(z) =
c−1

∑
n=0

(n− c)σ jϑnπ0,0zn,H1(z) =
c−1

∑
n=0

(γn +ηnρ0)zn,

H2(z) = ∑c−1
n=0(n− c)(γn +ηnρ0)zn,M1(z) = ∑c−1

n=0 ϑnzn, M2(z) = ∑c−1
n=0(n− c)ϑnzn

γn =





1, n=0 ;
λ0 +δφ
µ0 +ξ

, n=1 ;

ωn−1γn−1−
A
n

γn−2, 2≤ n≤ c−1,

, ηn =





0, n=0 ;
−ϖ

µ0 +ξ
, n=1 ;

ωn−1ηn−1−
A
n

ηn−2, 2≤ n≤ c−1,

ωn =
λ0+φ+n(µ0+ξ )
(n+1)(µ0+ξ ) A = λ0

µ0+ξ .,

ϑn =





ρ0, n=0 ;
(λ j +ϖ)ϑ0−δφ

µ j
, n=1 ;

(λ j +(n−1)µ j)ϑn−1−λ jϑn−2−φ(γn−1 +ηn−1ρ0)

nµ j
, 2≤ n < c−1.

3 Cost analysis
We develop an expected cost function per unit time for the suggested queueing model.

The cost elements involved are as :

− Cs : Cost per unit time when the servers are working during regular busy period.

− Cwv : Cost per unit time when the servers are on working vacation period.

− Cid : Cost per unit time when the servers are idle during busy period.

− Cq : Cost per unit time when a customer joins the queue and waits for service.

− CRb : Cost per unit time when a customer balks.
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− Csi : Cost per service per unit time when the servers are in regular busy/working vacation
period.

− Cren : Cost per unit time when a customer reneges.

− Ca : Fixed server purchase cost per unit. mer.

Using the above cost parameters, the total expected cost per unit time of the system, is given
as :

Γ(µ j) =CsPs +CwvPwv +CQE(Q)+CRbBr +CrRren +CidPid + c
K

∑
j=0

µ jCsi + cCa,

where E(Q) is the mean number of customers in the queue, Pwv is the probability that the
servers are on working vacation period, Pid is the probability that the servers are idle during
busy period, Ps is the probability that the servers are serving customers during regular busy
period, Br is the average rate of balking, Rren is the average rate of reneging.

The performance measures for the considered model are given in [7]. Then, the cost
function will be optimized using quadratic fit search method (QFSM)(see [8]). The main aim
is to find the optimal service rates during phase j, µ∗j , j = 0,K, in order to minimize the
expected cost function Γ. The unique optimum xq of the quadratic function agreeing with
Γ(x) at 3-point operation (xl ,xm,xu) (see [9])is given as

xq ∼= 1
2

[
Γ(xl)((xm)2− (xu)2)+Γ(xm)((xu)2− (xl)2)+Γ(xu)((xl)2− (xm)2)

Γ(xl)(xm− xu)+Γ(xm)(xu− xl)+Γ(xu)(xl − xm)

]
.

The cost minimization problem can be given as : minµ j Γ(µ j), j = 0,K.

4 Optimisation analysis
Here, we perform a numerical analysis on the parameter optimisation for the suggested

queueing system, we consider the following parameters : λ0 = 2, λ1 = 4, λ2 = 4; φ = 1.7;
η = 1.4; ξ = 1; K = 2; θ = 0.6; σ1 = 0.4, σ2 = 0.6. The cost elements are taken as
Cs = 100, Cwv = 10, Cid = 10, Cq = 200, CBr = 100, Csi = 2, Cren = 100, Ca = 10.
We display Table 1 to illustrate the optimal service values of µ j, j = 0,1,2, the optimum
expected cost Γ(µ∗j ), as well as to show the convexity of the curves Γ(µ j) for different
values of c.

SWV MWV
c µ∗0 µ∗1 µ∗2 Γ µ∗0 µ∗1 µ∗2 Γ
2 2.2699 6.4950 7.2846 155.246 5.2680 5.6471 6.2494 149.0362
3 0.6169 4.2252 4.5973 165.696 1.9476 4.0132 4.3482 165.6547

TABLE 1 – Optimal values µ∗j and Γ∗, for different values of c, under SWV and MWV policies.
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5 Conclusion
This work treated an infinite-space multi-server queueing model in random environment

with impatient customers (balking and reneging) and waiting servers at which the servers are
subjected to single and multiple working vacation policies. The steady-state probabilities of
the system size for the proposed model are derived using the probability generation functions.
Then, we developed cost model and provided an appropriate optimization via a quadratic
fit search method (QFSM) to get the optimum values of the service rates during the both
vacation and operative phases.
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Abstract : The present work concerns the analysis of the customers’s impatience behavior
for a single server Markovian queueing system under K-variant working vacation policy,
waiting server, Bernoulli feedback, balking, reneging and retention of reneged customers.
We obtain the steady-state solution of the system by using probability generating function
(PGF) technique. Then, the performance measures of the considered queueing system are
derived. Finally, numerical examples are provided in order visualize the analytical results.

Keywords : Queueing models, Variant of a multiple vacation, Balking, Reneging, Retention
of reneged customers, Bernoulli feedback, Discrete-event simulation.

1 Introduction
In queueing theory, working vacation queues have long been the subject of intensive

research due to their important applications in many areas, particularly in the areas of mailing
service, file transfer and network service.

In the literature, extensive analyses have been given on two types of working vacation
policies including, single and multiple working vacations. In single working vacation, after co-
ming back from vacation, if there are some customers in the system, the server immediately
starts the service, otherwise, he remains idle in the system waiting for a new arrival, [6]. In
multiple working vacation, the server resumes several working vacation each time the system
leads to the empty state ,Majid and Manoharan [6].
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The impatience in queueing theory, is a prominent feature. Over last decades, an increa-
sing attention can be seen in working vacation queues with impatient customers. These have
been widely studied due to their large applicability for modeling purpose of call centers, com-
puter and telecommunication systems as well as production and manufacturing system. Yue
et al. [9] dealt with a single server Markovian queue with working vacation and impatient
customers. Laxmi and Rajesh [5] analyzed a variant working vacations queue with custo-
mers’ impatience. Bouchentouf and Yahiaoui [4] obtained the steady-state probabilities of a
queueing model with multiple working vacation, vacation interruption, reneging and Bernoulli
feedback. For some recent papers on working vacation queues with customers impatience,
we cite Sudhesh and Azhagappan [7], Yahiaoui et al. [8], Bouchentouf and Guendouzi [1],
Bouchentouf et al. [2].

Bouchentouf et al.[3] In this work we give the analysis of Markovian impatient customers
in Markovian queue with bernoulli feedback and waiting server under variant working vacation
policy.

We present steady-state probabilities and performance measures of the considered queueing
model.

2 The model
We develop a model for an M/M/1 queue with K-variant working vacation, waiting ser-

ver, Bernoulli feedback and impatient customers.
− The customers arrive at the system according to a Poisson process of rate λ .
− The service time during regular busy period is denoted by the random variable expo-

nentially distributed with parameter µ.
− Once the regular busy period is finished, the server waits a random period before

taking a working vacation, this waiting time is supposed to be exponentially distributed with
parameter η . When the duration of the waiting server expires, the server leaves for working
vacation which follows a exponentially distribution with parameter φ . During this period, the
server provides service at lower rate if any customers arrive. The service times are exponen-
tially distributed with parameter ν , where ν ≤ µ . At the working vacation completion instant,
if some customers are found in the system, the server switches to the regular busy period,
otherwise, he takes a finite number, namely K, of successive working vacations. When the K
consecutive working vacations are complete, the server comes back to regular busy period,
and depending on the arriving of new customers, he stays idle or busy.
− During working vacation period, each new arrival starts up an impatience timer in-

dependently of the other customers in the queue, which is assumed to be exponentially
distributed with parameter ξ . The impatient customers may leave the system with probability
α. This latter, can be retained in the system with probability α ′ = 1−α .
− A customer who on arrival finds at least one customer in the system, either decides to

enter the queue with probability θ or balk with probability θ̄ = 1−θ .
− If after completion of service, a customer is not satisfied with its quality, he can come

back to the system, with some probability β ′, for another service or decide to leave the
system with probability β , where β ′, where β +β ′ = 1.
− The inter-arrival times, waiting server times, working vacation times, service times and

impatience times are independent of each other.
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Suppose that {L(t)≥ 0} denote the number of customers in the system at time t and S(t)
be the status of the server at time t, where

S(t) =





j, when the server is taking the ( j+1)th

working vacation at time t, j = 0,K−1;
K, the server is in busy period at time t.

Then {(S(t),L(t)); t ≥ 0} is a continuous time Markov chain on the state space Ω =
{( j;n) : n≥ 0, j = 0,K}.

Let Pj,n = lim
t→∞

P{S(t) = j,L(t) = n}, n ≥ 0, j = 0,K denote the system state proba-

bilities of the process {(S(t),L(t)), t ≥ 0}.
Consider the probability generating functions (PGFs) as follows :

G j(z) =
∞

∑
n=0

Pj,nzn, 0≤ z≤ 1, (1)

3 Steady-state probabilities.

Théorème 3.1. [3]. If ρ = λθ
β µ < 1, the steady state probabilities of the model are given

by :
G j(1) =C j−1P0,0, 0≤ j ≤ K−1, (2)

GK(1) = HKP0,0, (3)

PK,0 =
A
η

P0,0, Pj,0 =CPj−1,0 =C jP0,0, j = 1, . . . ,K−1,

and
P0,0 = (H +HK)

−1

With

HK =
φ
[
(λθ −βν)C−1 +βν +λ θ̄

]
(1−CK)

(β µ−λθ)(αξ +φ)(1−C)
− (λ θ̄ +β µ)A

(λθ −β µ)η
, (4)

H =
1−CK

(1−C)×C
, (5)

A =−βνK1(1)+λ θ̄K2(1)
K0(1)

, and C =
φ
A
, where

K0(z)=
∫ z

0
exp
(
−λθ t

αξ

)
t

βν
αξ (1−t)

φ
αξ −1dt, K1(z)=

∫ z

0
exp
(
−λθ t

αξ

)
t

βν
αξ −1

(1−t)
φ

αξ dt,

K2(z) =
∫ z

0
exp
(
−λθ t

αξ

)
t

βν
αξ (1− t)

φ
αξ dt.
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4 Cost model
We develop a model for the costs incurred in the suggested queueing model under mul-

tiple vacation policy. The following cost elements are needed :

• C1 - cost per unit time when the server is serving customers during regular busy period,

• C2 - cost per unit time when the server is on working vacation,

• C3 - cost per unit time when the server is idle during regular busy period,

• C4 - cost per unit time when a customer joins the system,

• C5 - cost per unit time when a customer balks,

• C6 - cost per service per unit time,

• C7 - cost per unit time when a customer reneges,

• C8 - cost per unit time when a customer is retained, either during busy or vacation period,

• C9 - cost per unit time when a customer returns to the system as a feedback customer.

The total expected cost per unit time of the system is given as :

Γ=C1Pb+C2Pwv+C3Pid+C4E(Ls)+C5Rb+C7Rren+C8Rret++(µ+ν)(C6+βC9)

Where

• Mean number of customers in system (E(Ls)).

• Mean number of customers in queue (E (Lq)).

• Probability that the server is on vacation (Pwv).

• Probability that the server is busy (Pb).

• Probability that the server is idle during busy period (Pid).

• Mean number of customers served (Sr).

• Average reneging rate (Rren).

• Average retention rate (Rret).

• Average balking rate (Rb).

• Average rate of loss customers (Lr).

Th above performances mesures are given in [3]

5 Cost optimisation
We consider the cost optimization problem under a given cost structure via quadratic fit

search method (QFSM). We draw attention to the optimization of the service rates µ and ν in
order to minimize the cost function Γ. In the previous section, a total expected cost function
has been developed in order to determine an optimum regular service rates (µ∗,ν∗) and
the optimum expected cost Γ(µ∗,ν∗) = Γ∗. Suppose that all system parameters have fixed
values, only controlled parameters are µ and ν . The cost minimization problem can be given
as

min
µ,ν

Γ(µ,ν).
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For computational examples, we take the cost elements as follows : C1 = 3,C2 = 1,C3 =
1,C4 = 3,C5 = 1,C7 = 1,C8 = 1,C6 = 1, and C9 = 1. The expected total cost function is
plotted, using QFSM, in Figures 2 by varying values of K, ξ , φ , and η , respectively.

1. Figures 2 present the minimum values of µ and ν along with Γ(µ∗,ν∗) for K = 11.
The other parameters are chosen as λ = 11, β = 0.8, α = 0.8, ξ = 1, φ = 3, η =
1, θ = 0.6.
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FIGURE 1 – The optimal values µ∗, ν∗, and Γ∗ for K = 11

From Figure 1 we clearly see the convexity of the curve, which show that there exist a certain
values of the service rates µ and ν that minimize the total expected cost function for the
chosen set of model parameters for different values of K, ξ , φ , and η . It is worth being
pointed out that we had to choose the values for the parameters in such a way that the
stability condition θλ < β µ is verified.

6 Conclusion
In this investigation, we analyzed a single server Markovian queueing model with Ber-

noulli feedback, K-variant working vacation policy, balking, reneging and retention of reneged
customers. The probability generating functions for the numbers of customers in the system
are obtained. Then, explicit expressions for useful system performance measures are deri-
ved. Finally, the analytical results are validated using some numerical examples which may
be useful in diverse real-life situations to design the outputs.
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Abstract : In this work, we apply two approximation methods (absolute stability in terms
of the group inverse and we recall the results obtained when we applied the strong stability
method) to study the sensitivity of the inventory control model (R,s, lnQ). Approximation
bounds for the stationary distribution representing the inventory level will be established
after perturbation of the demand in two different ways (the demand rate and the demand
distribution). We also study the effect of this perturbation on some performance measures
of the model.Numerical examples will be established to illustrate the obtained theoretical
results. Finally, we proceed to a comparison of the results obtained via the two methods, in
order to draw the most efficient one.
MSC: 60J05 ; 15A51 ; 60J10 ; 65F35 ; 65F20 ; 12X34 ; 56Y78

Keywords : (R,s, lnQ) Inventory Control ; Strong Stability ; Absolute Stability (Group In-
verse) ; Performances Measures ; Perturbation Bounds

1 Introduction
Stochastic models are mathematical models in which random influences are taken into

account. This consideration of the uncertain behavior of certain stochastic parameters makes
them more realistic. However, their study is very difficult and the analysis of their performance
can only be done in an approximate way (using one of the approximation methods).
The study of the sensitivity of stochastic models is very important, as it gives us a certain
guarantee on the constructed mathematical model which can be seen as a good represen-
tation of the real model and quantify the approximation errors. For example, in the case of
stochastic inventory control models, when constructing these models, the input parameters
(customer demand, replenishment lead times, quantities, etc.) are in most cases unknown
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and estimated from empirical data using statistical methods. Thus, they are subject to poten-
tial collection or computation errors which in turn lead to errors in the output parameters and
also in the performance measures of the studied model (inventory level, mean stock, total
inventory cost, ...) that in reality translate into investment errors leading to loss of money.
There are several works in the literature on the study of the sensitivity of stochastic mo-
dels using different approximation methods based on the theory of perturbation. We can
cite, among others, the strong stability [1, 3, 11, 12, 13, 16, 17] and the absolute stability
[14, 15, 2]. The method of absolute stability in terms of the group inverse was developed by
Meyer and his co-authors in his various papers [5, 6, 8, 9, 10]. This method can be seen as
matrix norms, for qualitative and quantitative estimation of stochastic systems. To know the
evolution of this theory, readers are referred to the following references : [18, 8, 7, 19, 20].
In this work, we analyse the model (R,s, lnQ) via the absolute stability method in terms of
the inverse group. We explore the effect of two types of perturbations (perturbation of the
demand rate, perturbation of the demand distribution) on the performance measures of the
model in question (the stationary distribution representing the inventory level, the mean stock
as well as the total inventory cost). Several numerical examples have been developed to valo-
rise the results obtained. These will be compared to those established via the strong stability
method in [1], in order to derive the best performing method in terms of minimisation of the
approximation error.

2 Model Description
Consider the periodic inventory control model for a non-perishable item managed under

the control policy (R,s, lnQ) with instant replenishment. The manager inspects the inventory
level every R units of time and issues a batch order if the inventory position Xn at date
tn(tn = nR,n ≥ 1) is less than or equal to s, so as to bring the inventory level Xn to a
level higher than the order point s. Therefore, at the beginning of period n+ 1, the order
size is equal to the smallest multiple of Q and differs from one inspection period to another.
Otherwise, it does not issue any orders until the next inspection period. We assume that the
orders arrive immediately and that the initial inventory level X0 is strictly greater than s.
We assume that the random variables ξn, n≥ 1 representing the demand, are independent
and identically distributed, such as : ak = P(ξn = k), where ak represents the probability of
having a demand for k items during the period n and ξn represents the total demand during
the period n, n ≥ 1. The available inventory level Xn+1 at the end of the period (n+ 1) is
given by :

Xn+1 =

{
(Xn−ξn+1)

+ if Xn > s;
(Xn + lnQ−ξn+1)

+ if Xn ≤ s;

where Xn is the inventory level at the end of period n, (A)+ = max(A,0) and ln ∈ N∗ is the
first integer verifying Xn + lnQ > s, such that ln = [ s−Xn

Q ]+1.

It is clear that {Xn,n ≥ 0} is a homogeneous Markov chain with a finite state space E =
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{0,1, . . . ,s,s+1, . . . ,s+Q}, transition kernel given by :

Pi j =





∞

∑
k=i+lnQ

ak I f i≤ s and j = 0;

ai− j+lnQ I f 0 < i≤ s and 0 < j ≤ s;
bi j I f 0 < i≤ s and j > s;
∞

∑
k=i

ak I f i > s and j = 0;

ai− j I f s+1≤ i≤ s+Q and 0 < j ≤ i;
0 I f s+1≤ i≤ s+Q and j > i;

where

bi j =

{
ai− j+lnQ I f 0 < i≤ s , j > s and i− j+ lnQ≥ 0;
0 I f 0 < i≤ s , j > s and i− j+ lnQ < 0;

3 Absolute Stability of the Model (R,s, lnQ) Via the Group
Inverse A]

In this subsection, we apply the absolute stability method using the group inverse A]

(A = I − P) where I is the identity matrix and P represents the transition matrix of the
Markov chain describing the inventory control system of type (R,s, lnQ), in order to study the
sensitivity of this model to perturbations in the demand distribution. The following theorem
gives us the expression for the absolute error on the stationary distributions π and π ′ of
Markov chains Xn and X

′
n respectively, based on the theorem given in [10].

Théorème 3.1.

‖π ′ −π‖ ≤ ‖A]‖|(
∞

∑
k=s+Q

ak−
∞

∑
k=i

a
′
k|+

s+Q−1

∑
k=0
|ak−a

′
k|) (1)

Where
A] = (I−P+ eπT )−1− eπT = Z− eπT (2)

– e = (1,1, ...,1)T is a column vector ;
– (I−P+ eπT )−1 is the inverse of the matrix (I−P+ eπT ).

4 Approximation Bounds for Some Performance Mea-
sures of the Model (R,s, lnQ)

Now, using the results of the theorem (3.1), we can give the expression of the correspon-
ding error on the mean stock stated by the theorem (4.1).

Théorème 4.1.
|X−X ′ | ≤ ‖π ′ −π‖ s+Q

2
. (3)
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Where

X =
s+Q

∑
i=0

iπi; X ′ =
s+Q

∑
i=0

iπ
′
i . (4)

• These results will allow us to evaluate the total inventory cost CT (before and after pertur-
bation of the demand distribution), given by the formula (5).

CT =
s

∑
i=0

πi(C1(i+ lnQ)+C2

∞

∑
k=i+lnQ+1

(k− (i+ lnQ))akC3 +C4× lnQ)

+
s+Q

∑
i=s+1

πi(C1× i+C2

∞

∑
k=i+1

(k− i)ak). (5)

5 Numerical Application
In this section, we test the effect of the perturbation of the demand distribution on some

performance measures of the inventory model (R,s, lnQ). This last one was done in two main
parts, depending on the perturbed parameter : the parameter of the demand distribution and
the demand distribution). The considered costs are : holding cost C1 = 5 (per unit in stock
and per period) ; shortage cost C2 = 10 (per lost sales unit) ; the cost of placing an order
C3 = 10 (per order) ; ordering cost C4 = 5 (per ordered unit). In this paper we only present
the results found when perturbing the law of demand. To do this, we assume that the demand
law follows a binomial distribution with parameters n and p. We perturb the parameter n by
taking n = [λ+ε

p ].

5.1 Part 1 : The model’s input parameters are fixed at : R= 1, s= 5
and Q = 2 (quite small)

Table 1 : Variation of the performance measures via strong stability method
ε n n× p ‖π ′ −π‖ |X−X ′ | CT CT

-2 160 16 0.0861 0.3012 190.0021 170.0061
-1 170 17 0.0144 0.0504 190.0021 180.0028
1 190 19 0.0342 0.1197 190.0021 200.0006
2 200 20 0.0417 0.1458 190.0021 210.0002
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Table 2 : Variation of the performance measures via absolute stability (group invers A])
ε n ‖A]‖ ‖π ′ −π‖ |X−X ′ | CT CT

-2 160 1.0004 0.0035 0.0141 190.0021 170.0061
-1 170 1.0004 6.7613×10−4 0.0027 190.0021 180.0028
1 190 1.0004 0.0015 0.0058 190.0021 200.0006
2 200 1.0004 0.0018 0.0072 190.0021 210.0002

Table 3 : Variation of the performance measures via strong stability method
ε n n× p ‖π ′ −π‖ |X−X ′ | CT CT

-2 160 16 3.93035×10−9 3.83207×10−7 753.2007 924.0500
-1 170 17 3.93032×10−9 3.83201×10−7 753.2007 817.4269
1 190 19 3.930335×10−9 3.83205×10−7 753.2007 913.7226
2 200 20 3.93034×10−9 3.83204×10−7 753.2007 866.6287
Table 4 : Variation of the performance measures via absolute stability (group invers A])
ε n ‖A]‖ ‖π ′ −π‖ |X−X ′ | CT CT

-2 160 1 0.3917 38.3833 753.2007 924.0500
-1 170 1 0.1954 19.1524 753.2007 817.4269
1 190 1 0.1990 19.5007 753.2007 913.7226
2 200 1 0.3797 37.2058 753.2007 866.6287

5.2 Part 2 : The model’s input parameters are fixed at : R = 1,
s = 100 and Q = 95 (quite large)

6 Comparison, Interpretation of Results and Conclu-
sion

The numerical results summarised in the various tables show that the approximation error
is proportional to the perturbation. We also note that when the controllable parameters are
small, the results obtained via the absolute stability method in terms of the group inverse are
better than those obtained via the strong stability method. This encourages us to adapt this
method for expensive items that constitute 20% the company’s inventory levels. However,
when the controllable parameters are sufficiently large, the results obtained using the strong
stability method are better, which shows the efficiency of the latter (as the inventories built
up by companies are in fact quite large). As a perspective for further research, the results
obtained in this work can be used to study the sensitivity of other stochastic models. We can
also consider the study of other inventory control models or / and the perturbation of other
input parameters as well as the applicability of other approximation methods.
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Remarque 6.1. It is important to note that the approximation error is much closer to
0 when the perturbation concerns the demand rate than the demand law (we have also
obtained results when perturbing the demand parameter that are not presented in this
paper) and this in both cases considered (part 1, part 2). This shows that the demand
law is much more influenced by the perturbation of the distribution than the parameter.
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Abstract : In this paper, we define the stochastic integral of an anticipating integrand,
which is a product of instantly independent process and adapted process, with respect to
rosenblatt process based on Ayed and Kuo’s approach. This provides a new concept of
stochastic integration of non-adapted process.

Keywords : Rosenblatt process, Non adapted process , Stochastic integration,Instantly in-
dependent

1 Introduction
Self-similar stochastic processes can be used as mathematical models of various phe-

nomena (hydrology, biophysics, geophysics, telecommunication, turbulence, cognition, and
finance.)
The family of fractional Brownian motions is among the most studied self-similar stochastic
processes because it has many properties like : self similarity, stationarity of increments and
long range dependence, and it is a gaussien process so the calculus for it is easier but In
concrete situations when the gaussianity is not plausible for the model, we use for example
the Rosenblatt process.
The Rosenblatt process is important because it is one of the so-called ”Hermite processes”,
which are limits of normalized sums of long-range dependent random variables. The simplest
Hermite process is the Gaussian fractional Brownian motion. The Rosenblatt process is the
simplest non-Gaussian Hermite process. It has continuous non-differentiable paths and is
self-similar with stationary increments. It is Murray Rosenblatt who first conceived of it.
The rosenblatt process is not a semimartingale, this fact is considered as a limitation for
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applying classical stochastic calculus developed by Itô ; i.e,to give a sense for
∫ t

0 usdXs, the
integrator X must be a semimartingale which is not the case for the Rosenblatt process so we
use the two principal methods to develop a stochastic integration theory : the pathwise type
calculus and the Malliavin calculus/Skorohod integration. The first approach (that includes
essentially the rough paths analysis, (see [6]), and the stochastic calculus via regularization,
(see [7)] can be directly applied to the Rosenblatt process because of its regular paths and
of the nice covariance structure.
The Malliavin calculus and the Skorohod integration are in general connected in a deeper
way to the Gaussian structure of the integrator process see [3].

Other limitation of classical Ito integral is the adaptedness of the integrand to the natural
filtration of integrator i.e,

∫ t
0 usdXs, is well defined if and only if ut is adapted to the filtration

Ft = σ{Xt , t ≥ 0}. Then, the integral is defined like Riemann sums at which the evalua-
tion points are the left endpoints of subintervals. The problem of non-adaptedness of the
integrand has been discussed the first time by Itô [8], where he raised the question how to
define ∫ t

0
B(1)dB(s), 0≤ t ≤ 1 (1)

since B(1) is not Ft−adapted. Itô proposed to enlarge the filtration by letting Gt be the field
generated by Ft and B(1), i.e Gt = σ{Ft ,B(1)}, B(1) is adapted to Gt and Bt is a Gt−
quasimartingale. Therefore, the integral (1) may be defined as a stochastic integral with res-
pect to quasi-martingale.
There have been several extensions in the literature on anticipating stochastic integration.
Let’s cite for instance Hitsuda [9], Skorokhod [10]. For more details on the anticipating inte-
grals and their applications, see Buckdahn [11], Leon and Protter [12], Pardoux and Protter
[13], and the reference therein. Ayed and Kuo [1] proposed a new viewpoint for defining
this kind of integrals by decomposing the anticipating stochastic integrand into a linear com-
bination of the products of instantly independent and adapted stochastic processes. Then,
authors defined a stochastic integral of the product of an adapted process and instantly in-
dependent process as a Riemann sum thanks to the classical definition of stochastic integral
proved in Kuo [14]. Notice that the evaluation points are the left endpoints of subintervals
for the first process and the right endpoints for the second. Motivated by this new approach,
many studies have been developed. Itô formula of anticipating integral proved in Kuo and
Ayed [1], was generalized to different cases in Kuo et al.
Motivated by Ayed and Kuo’s [1] idea of integrand decomposition, we define the stochastic
integral of an anticipating process which is a product of an instantly independent process and
an adapted process with respect to the Rosenblatt process, to be the limit of the correspon-
ding Riemann sum.

This paper is arranged as follows : in Section 2, we present some preliminaries about
the rosenblatt process , pathwise integral with respect to Rosenblatt process and integrand’s
decomposition approach proposed by Kuo and Ayed of anticipating integral. In section 3, we
give our result using the above approach by replacing the standard Brownian motion by the
Rosenblatt process. In the last section we do numerical simulations to validate the results
obtained.
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2 The Rosenblatt process
Définition 2.1. The Rosenblatt process{R(t), t ≥ 0} is H-self-similar process with ( 1

2 <
H < 1), has zero mean and has stationary increments whose covariance function is
equal to :

E
[
R(t1)R(t2)

]
=

σ2

2
(
t2H
1 + t2H

2 −|t1− t2|2H)

2.1 Stochastic representations of the Rosenblatt process
2.1.1 Time representation of the Rosenblatt process

RH(t) = c(H,2)
∫

R2

(∫ t

0
(s− y1)

H
2 −1
+ (s− y2)

H
2 −1
+ ds

)
dB(y1)dB(y2), (2)

with x+ = max(0,x) and (B(y),y ∈ R) is a standard Brownian motion on R.
The constant of normalizing c(H,2) is chosen to ensure that E(RH(1)2) = 1, by

c(H,2) =

(
β (H

2 ,H−1)2

2H(2H−1)

)− 1
2

. (3)

2.2 Properties
– The Rosenblatt process {R(t), t ≥ 0} has an almost sure continuous path version

since
E|R(t1)−R(t2)|2 = |t1− t2|2H

– The Rosenblatt process is not differentiable in mean square since

lim
t→0

E
(

R(t)
t

)2

= lim
t→0

t2H−2 = ∞

– Its increments have long-range dependence, that is

∞

∑
k=0

E[(∆R(0)∆R(k))] = ∞

– Not a semimartingale.
– Zero quadratic variation.
– H−δ -Hölder continuous δ > 0,.

3 Stochastic calculus with respect to the Rosenblatt pro-
cess

3.1 Pathwise calculus : Russo-Vallois regularization
Définition 3.1. 1. Let (Rt)t≥0 and (Yt)t≥0 be continuous processes. We introduce,

for every t we have :
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∫ t

0
f
′
(Y )d+R = ucp− lim

ε−→0+

∫ t

0
Ys

Rs−R(s−ε)+
ε

ds, (4)

2. For every f ∈C2(R), the integrals

∫ t

0
f
′
(R)d−R,

∫ t

0
f
′
(R)d+R,

∫ t

0
f
′
(R)d0R. (5)

exist and they are equal and we have the Ito formula

f (Rt) = f (R0)+
∫ t

0
f
′
(R)d0R. (6)

Next, present Ayed and Kuo’s idea in order to explain anticipating stochastic integral.
From Ayed and Kuo [1], the anticipating integrand B(1) is presented as

B(1) = (B(1)−B(t))+B(t) (7)

Let us consider the following anticipating integrand

B(1)2 = [(B(1)−B(t))]2 +2B(t)[B(1)−B(t)]+B(t)2 (8)

Then, we have to decompose the integrands as B(1)n, eB(1) to get the common property
given in the following definition.

Définition 3.2. (Ayed and Kuo ([1], Definition 2.1 ) A stochastic process g(t) is said to
be instantly independent with respect to a filtration Ft if g(t) and Ft are independent
for each t.

Via the above definition, B(1)−B(t), [B(1)−B(t)]2, , [B(1)−B(t)]n and eB(1)−B(t)

are all instantly independent for 0≤ t ≤ 1..
Exemple 1 : Let Ft be the underlying filtration of Brownian motion B(t), thus g(B(1)−

B(t)) is instantly independent of Ft , t ∈ [0,1] for any real measurable function g(x). Never-
theless, g(B(1)−B(t)) is adapted to Ft ; t ≥ 1

(Ayed and Kuo) If a stochastic process X(t) is both adapted and instantly independent
with respect to a filtration Ft , then X(t) is a deterministic function.

From this Lemma, we conclude that instantly independent processes are independent of
the past and present contrarily to the adapted processes. Thus, we can consider the collec-
tion of instantly independent processes as a counterpart of Ito’s theory. In addition, we can
deduce that many anticipating stochastic processes can be decomposed into sums of the
products of an Ito part and a counterpart.

Further, Itô integral measures the integrand using left endpoint for each subinterval. For
instantly independent part, if we also use the left endpoint to approximate, we lose its im-
portant properties as it has been seen in Example 1. However, if we measure the instantly
independent part using right endpoint, its properties will be conserved. This lead to Ayed and
Kuo’s definition of the new integral.
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Définition 3.3. (Ayed and Kuo [1], Definition 2.2) Let B(t) be a Brownian motion, for
an adapted stochastic process f (t) with respect to the filtration Ft and an instantly
independent stochastic process g(t) with respect to the same filtration, we define the
stochastic integral of f (t)g(t) to be the limit :

∫ T

0
f (t)g(t)dBt = lim

||∆n||→0

n

∑
i=1

f (ti−1)g(ti)(B(ti)−B(ti−1)) (9)

provided that the limit in probability exists, where ∆n = {0 = t0 < t1 < ... < tn = T}
is the partition of interval [0,T ]

Many examples are given in Ayed and Kuo [1].

4 New Anticipating Integral
Based on the concept presented above, we give a definition of stochastic integral of the

product f (t)g(t) as in Definition 3.3 by taking the Rosenblatt process R(t) as integrator.
Formally, we have :

Proposition 4.1. Let R(t) a rosenblatt process and Ft the σ -field generated by R(t), t ≥
0 for an adapted stochastic process f (t) with respect to the filtration Ft and an ins-
tantly independent stochastic process g(t) with respect to the same filtration. We define
the stochastic integral of f (t)g(t) to be the limit :

∫ T

0
f (t)g(t)dRt = lim

||∆n||→0

n

∑
i=1

f (ti−1)g(ti)(R(ti)−R(ti−1)) (10)

provided that the limit in probability exists.

5 Main results
Since the rosenblatt process is not Gaussian, according to the non-central limit theorem

we will approach the rosenblatt process by a limit of fractional brownien motion to use the
properties of the fractional brownien motion, and we discuss the near-martingale property of
our anticipating integral.

we will also do numerical simulations to validate the results obtained concerning the
stochastic integral for non adapted process with resperct to the rosenblatt process.
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Abstract : In this work we are primarily interested in the so-called one-default model. This
model are extensively applied in modeling financial risk and in price valuation of financial
products. In addition, this model is expressed by a stochastic differential equation, this equa-
tion plays an essential role in this work. More exactly, we will demonstrate the continuity of
the trajectories of the solution in a one-dimensional case, based on the criterion of Kolmo-
gorov.
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1 Introduction
At first, we will give a description of the one-default model. Precisely, we define a

filtered probability space (Ω,F= (Ft)t≥0,P), for any continuous increasing process Λ null
at the origin, for any continuous non-negative local martingale N such that 0 < Zt = Nte−Λt

satisfies Zt ≤ 1, t ≥ 0, for any continuous local martingale Y , for any Lipschitz function f
on R null at the origin, there exists a random variable τ such that the family of conditional
expectations Xu

t = Q[τ ≤ u|Ft ], u > 0, t < ∞, verify the following stochastic differential
equation :





dXt = Xt

(
− e−Λt

1−Zt
dNt + f (Xt − (1−Zt))dYt

)
, t ∈ [u,∞)

Xu = x,
(1)
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where the initial condition x can be any Fu-mesurable random variable. In this work, we want
to show that the continuity of the process Xu

t (x) such as :

Xu
t (x) = x+

∫ t

u
Xs

(
− e−Λs

1−Zs

)
dNs +

∫ t

u
Xs f (Xs− (1−Zs))dYs,u≤ s≤ t

is the solution of the equation (1).

The rest of the work is organized as follows : in the next section we present the theorem
of Kolmogorov with the proof and Gronwall’s lemma, and the last section presents the objec-
tive of this work.

2 The Kolmogorov’s theorem and basic lemmas
In this section we will present a version of Kolmogorov’s theorem and some lemmas

that we need in our work.

Théorème 2.1. [6] Let(E,d) be a complete metric space, and let Xt be an E-valued
random variable for all x dyadic rationales in Rn. Suppose that for all t,s, we have
d(Xt ,Xs) is a random variable and that there exist strictly positive constants ε,C,β
such that

E
{

d (Xt ,Xs)
ε}≤C‖t− s‖n+β (2)

Then for almost all ω the function x 7→ Xt can be extended uniquely to a continuous
function from Rn to E.

Preuve. We prove the theorem for the unit cube [0,1]n. Before the statement of the
theorem we establish some notations. Let Θ denote the dyadic rational points of the
unit cube [0,1]n in Rn, and let Θm denote all t ∈ Θ whose coordinates are of the form
k2−m,0 ≤ k ≤ 2m. Two points t and s in Θm are neighbors if sup

i

∣∣t isi∣∣ = 2−m . We use

Chebyshev’s inequality on the inequality hypothesized to get

P
{

d (Xt ,Xs)≥ 2−αm}≤C2αεm2−m(n+β ).

Let
Ωm =

{
ω : ∃ neighbors s, t ∈Θm with d (Xt(ω),Xs(ω))≥ 2−αm} .

Since each t ∈Θm has at most 3n neighbors, and the cardinality of Θm is 2mn, we have

P(Ωm)≤ c2m(αε−β ).

Where the the constant c = 3nC. Take α a sufficiently small so that αε < β . So

P(Ωm)≤ c2−mδ .

We now use the preceding to show that x 7→ Xt is uniformly continuous on Θ and hence
extendable uniquely to a continuous function on [0,1]n. To this end, let t,s ∈Θ be such
that ‖t−s‖≤ 2−k−1. We will show that d (Xt ,Xs)≤ c2−αk for a constant c, and this will
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complete the proof. Without loss of generality assume k≥m0. Then t =
(
t1, . . . , tn

)
and

s =
(
s1, . . . ,sn

)
in Θ with ‖t− s‖ ≤ 2−k−1 have dyadic expansions of the form

t i = ui + ∑
j>k

ai
j2
− j,

si = vi + ∑
j>k

bi
j2
− j.

Where ai
j, bi

j are each 0 or 1 and u,v are points of Θk which are either equal or neigh-
bors.
Next set u0 = u,u1 = u0 + ak+12−k−1,u2 = u1 + ak+22−k−2, · · · . We also make analo-
gous definitions for v0,v1,v2, . . .. Then ui−1 and ui are equal or neighbors in Θk+i each
i, and analogously for vi−1 and vi. Hence

d (Xt(ω),Xu(ω))≤
∞

∑
j=k

2−α j,

d (Xs(ω),Xv(ω))≤
∞

∑
j=k

2−α j.

In addition
d (Xu(ω),Xv(ω))≤ 2−αk.

The result now follows by the triangle inequality.

We consider now the following lemmas, which plays essential role in our work

Lemma 2.1. [2](Gronwall’s lemma) Let (a,b) ∈ R2 with a < b, ϕ and ψ : [a,b] 7→ R
non-negative continuous functions, such that ∃ρ ∈R+, ∀t ∈ [a,b], ϕ(t)≤ ρ+

∫ t
a ϕ(s)ψ(s)ds.

Then
∀t ∈ [a,b],ϕ(t)≤ ρ exp(

∫ t

a
ψ(s)ds).

Lemma 2.2. [7] Let b(t) be a non-negative right-continuous increasing (extended real-
valued) function on R+. Set

T (t) = inf{s : b(s)> t}, t ∈ R+.

Then T (t) is a non-negative right-continuous increasing function on R+, and is called
the right-inverse function of b(t). For t ∈ R+, T (t) < +∞ if and only if t < b(∞) =
lim

t−→∞
b(t). Set

b−(t) = b(t−) = lim
s↑↑t

b(s), t > 0( such that s ↑↑ t means s −→ t,s < t),

T−(t) = T (t−) = lim
s↑↑t

T (s) = inf{s : b(s)≥ t}= sup{s : b(s)< t}, t > 0

b(0−) = b(0),T (0−) = T (0).

Then we have
b− (T−(t))≤ b−(T (t))≤ t, t ∈ R+.

And
b(T (t))≥ b(T−(t))≥ t, t < b(∞).
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3 The Continuity of the solution in one dimensional case
Now we are in a position to give the heart of our work, we need also the theorem

of Kolmogorov presented in the previous section and lemma of Gronwall such that we take
ε = p and β = p−n with p > 0. We have for u≤ s≤ t :

Xu
t (x) = x+

∫ t

u
Xs

(
− e−Λs

1−Zs

)
dNs +

∫ t

u
Xs f (Xs− (1−Zs))dYs.

We begin by introducingthe following stopping time :

τn = inf{t,1−Zt <
1
n
}.

Consequently, we assume the process X̃ instead of X :

dX̃t = X̃t(−
e−Λt

1−Zt∧τn

dNt + f (X̃t − (1−Zt))dYt).

Such that X̃t = Xt and ∀ t ≤ τn , n ∈ N. We indicate Dt = X̃u
t (x)− X̃u

t (y) and we apply
the Itô’s formula to the process |Dt |p, we find :

d |Dt |p = p |Dt |p−1 dDt +
|Dt |p−2

2
p(p−1)

[
(
X̃x

t − X̃y
t
)2
(
− e−Λt

1−Zt∧τn

)2

d < N,N >t +
(
Ut
(
X̃x

t
)
−Ut

(
X̃y

t
))2 d <

Y,Y >t +2
(
X̃x

t − X̃y
t
)(
− e−Λt

1−Zt∧τn

)(
Ut
(
X̃x

t
)
−Ut

(
X̃y

t
))

d < N,Y >t

]
.

By Jacod lemma (see [4], page 128,129), there always exists a process G, such that :
C11dG = d < N,N >,C22dG = d < Y,Y > and C12dG = d < N,Y > with

C =

(
C11 C12
C21 C22

)
.

Being a symmetric nonnegative matrix, and the choice of the latter is arbitrary,
so

d |Dt |p = p |Dt |p−1 dDt +
Dp−2

t

2
p(p−1)

[((
X̃x− X̃y) ,Ut

(
X̃x

t
)
−Ut

(
X̃y

t
))

×
(
− e−Λt

1−Zt∧τn
0

0 1

)
×
(

C11 C12
C21 C22

)
×
(
− e−Λt

1−Zt∧τn
0

0 1

)

×
(

X̃x
t − X̃y

t
Ut
(
X̃x

t
)
−Ut

(
X̃y

t
)
)]

dGt .
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Then

d |Dt |p = p |Dt |p−1 dDt +
Dp−2

t

2
p(p−1)

[
W T

t MWt
]

dGt

|Dt |p = |x− y|p +
[∫ t

u
p |Ds|p−1 dDs +

∫ t

u

p(p−1)
2

Dp−2
s W T

s MWsdGs

]

E [|Dt |p] = |x− y|p +E
[∫ t

u
p |Ds|p−1 dDs

]
+E

[∫ t

u

p(p−1)
2

Dp−2
s W T

s MWsdGs

]

E [|Dt |p]≤ |x− y|p +E
[∫ t

u

p(p−1)
2

Dp−2
s W T

s MWsdGs

]

E [|Dt |p]≤ |x− y|p +E
[∫ t

u

p(p−1)
2

Dp−2
s ms |Ws|2 dGs

]
.

After some calculations, We use the fact that the function f is lipschitz, so we have :

E[|Dt |p]≤ a+bE[
∫ t

u
|Ds|pmsdGs].

We introduce the following stopping time :

T (t) = inf{s,G(s)> t}.

For s, t,α ∈ R+such that s < α :

E[ sup
t≤T (α)

|Dt |p]≤ a+bE

[
sup

t≤T (α)

∫ T (α)

u
|Ds|p msdGs

]
.

We denote
At = sup

t≤T (α)

|Dt | .

So

E
[
Ap

t
]
≤ a+bE

[∫ T (α)

u
Ap

s msds
]
.

Finally, we apply the lemma of Gronwall we find :

E
[
Ap

t
]
≤ aexp

(
b
∫ T (α)

u
msds

)
.

Ultimately, if (
∫ T (α)

u msds) is finite, there exist the constant C which satisfy the condition of

Kolmogorov’s lemma this means that C = exp
(

b
∫ T (α)

u msds
)

.

4 Conclusion
Based on Kolomogorov’s theorem, this work contains a fresh methodological approach

and may thus make a valuable contribution to the theory of stochastic differential equations.
As prospects, we try to study another property of the stochastic differential equations solu-
tions.
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Abstract : A new fixed point method is suggested to estimate volatility in the Black-Scholes
model. By using this fixed point method, we construct an iteration based on Mann’s algo-
rithm.
In this work, we consider a method to find the implied volatility. In an empirical study, we
apply our results to market data from market-prices for a European call options.
MSC: 60H30 ; 68W25 ; 37C25

Keywords : Black-Scholes model ; Implied volatility ; Mann’s algorithm

1 Introduction
The financial econometrics literature mainly focuses on the volatility on a fixed time hori-

zon [3, 4]. Therefore, this work devoted to the estimation of this quantity.

The Black-Scholes model assumes that markets are perfectly liquid and it is possible to
purchase or sell any amount of stock or options or their fractions at any given time.
We assume that the market satisfies the assumptions above. Suppose that we have an Euro-
pean call option. The option price is denoted by C= C(S,t;K,T). Here, S is the value of
the underlying at time t, K is the strike at expiration time T [4]. One of the most efficient al-
gorithms to estimate the implied volatility from the market observed price and the theoretical
Black-Scholes formula is fixed points. The construction of fixed points of nonlinear operators
is an important and active research area. Iterative methods for finding fixed points. An impor-
tant way for finding fixed points is Mann’s algorithm [1].
Most of the approximate iterative methods perform some fixed points to the Black-Scholes
formula and then analytically invert to obtain a formula for the implied volatility.
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2 Computation of the implied volatility
The Black-Scholes model assumes that the volatility is constant across strikes and matu-

rity dates. However as we know, in the world of options, this is a very unrealistic assumption.
Option prices for different maturities change drastically, and option prices for different strikes
also experience significant variations. In this section we consider the numerical problem to
compute the implied volatility. For European options under the Black-Scholes model, cal-
culation of the implied volatility seems to be a straightforward exercise since a closed-form
presentation exists for the price. However, this closed-form allows not an analytical computa-
tion of the implied volatility. Let us recall the Black-Scholes-formula [épey] for the price of an
European call-option.

C(S,t,K,τ,r,σ) := SN (d+(σ))−K e−rτN (d−(σ)), (1)

where

d±(σ) :=
ln(

S

K
)+(r±

σ2

2
)τ

σ
p
τ

and N is the distribution function of the standard normal distribution. Notice that we have
used the remaining time τ as a ”new” variable. In the following we use the identity

d−(σ) = d+(σ)−σ
p
τ.

One of the most efficient algorithms to estimate the implied volatility from the market ob-
served price and the theoretical Black-Scholes formula is the fixed point method. Fixed point
method is used to find the zeros of a real valued function. This means if there is a function
then the root of the function would be such that ƒ () = 0⇔g() = .

If y= ƒ () then let say we have some current approximation n that produces the zero
of the function and we want to better that approximation to n+1 which gives ƒ (n+1) = 0.
One way to obtain convergent iterative schemes for the approximation of fixed points is mainly
due to Mann [1] instead of the proces works as an iterative method, an explicit averaged
iteration of the form which generates a sequence n by the form

n+1 = (1−αn)n+αnƒ (n),n≥ 0,

where αn ∈ (0,1).

3 Algorithm
The above algorithm is an iterative algorithm. Our objective is to find where is the

desired tolerance limit. We start with some initial value and run the iteration till the value
converges.
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We can apply the above to the implied volatility problem. Our objective is therefore to estimate
that makes ƒ (σ) = 0.

ƒ (σ) = C(S,t,K,τ,r,σ). (2)

In the above equation for the function, is the market observed price of the option which is a
constant and is the Black-Scholes theoretical (model) price.

Algorithm 1 Mann’s algorithm

Step 1 : Given an initial value of the fixed point ;

Step 2 : Calculate n+1 = (

n )ƒ (n)+(1−


n )n ;

Step 3 : If |n+1−n| ≤ ε then
– Convergence reached
– Write the fixed point n+1
– Stop

else return to Step 2
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Abstract : In this paper, the authors propose a new ratemaking system that is built using
data and statistics of drivers from the Algerian automobile insurance market in order to
handle the lack of losses predictions. Since the current pricing system is not appropriate
because it does not predict insurance losses, the authors use data of policyholders to mo-
del claims frequency using Generalized Linear Models (GLM) and machine learning based
algorithms : Neural Networks (NN), boosting and stacking algorithms (LightGBM and XG-
Boost).

Keywords : Non-life insurance, auto insurance, GLM, statistical learning, Neural Nets, GBM,
XGBoost, LightGBM.

1 Introduction
Automobile insurance is one of the most important segments of the insurance industry in

any country. Automobile insurance is mandatory for all registered vehicles and covers third-
party liability and physical damage from collisions with other vehicles or objects. To provide
adequate financial coverage, insurers use different techniques for creating premium rates for
individual consumers. For many decades, one of the popular methods for determining pre-
miums for different risk factors are statistical tools like Generalized Linear Models (GLMs).

Renshaw (1994) [8] showed how useful GLMs are in this context, especially because
predictions can be explained easily and be interpretable according to the rating variables.
The primary basis for calculating automobile insurance premiums is the statistical concept
of “frequency and severity” for which GLM regressions are adequate tools. For instance, the
use of Poisson regression has been widely adopted for the estimation of the frequency in
actuarial literature. Garrido (2016) [3] used GLMs to model claims frequency and size.

But what about using data science and artificial intelligence (AI) for insurance ? With the
development of new technologies and AI, the choice whether to use machine learning based
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algorithms to make predictions at the expense of interpretability is more and more tempting
as they often outperform classical statistical models. Wuthrich (2021) [11] gave a wide range
of methods and data analysis techniques for non-life insurance pricing. Noll (2020) [6] and
Ferrario (2020) [2] used the data set included in the R package CASdatasets (Charpentier
(2015) [1]) to compare a wide range of machine learning algorithms and showed their super-
iority on GLMs. Schelldorfer (2019) [9] proposed a new approach for processing categorical
features with models using neural networks. Pesantez-Narvaez (2019) [7] used the popular
XGBoost framework for predicting the existence of accident claims using telematics data.

The problem in the Algerian market resides in the way insurers have built their auto in-
surance pricing. It is very basic and uses only the vehicle’s value in the calculation of the
premium, regardless of any other characteristic of the driver, nor the vehicle. For this reason,
our goal was to elaborate a new ratemaking process based on drivers’ statistics. We there-
fore used GLMs, Neural Networks (NN), boosting and stacking algorithms (LightGBM and
XGBoost) as tools to estimate the claim frequency of policyholders.

2 Data and evaluation metric
The goal of this paper is to use actuarial techniques to model insurance losses of the

portfolio from the largest car insurer in Algeria (Société Nationale d’Assurance). The data set
contains 398 830 insurance policies of the All Risks guarantee. Within the data set, there are
113 961 policies with the claim’s amount greater than zero. To model insurance losses, we
have nine features : driver’s age and his driving license seniority, vehicle’s power, age and
value, the exposure, vehicle’s car brand, region of driving and lastly, the type of the vehicle.
The latter three features are categorical variables, whereas the first six are continuous.

Before building any model, one should always consider an exploratory data analysis.
The goal is to find if there exists any kind of pattern, relation, and anomalies in the data
using some statistical graphs and other visualization techniques. Among these objectives,
extracting important variables from the data set and detect outliers and anomalies were our
main goals. In order to evaluate the performance of the count models, we will use the Poisson
deviance, which is a measure that quantifies variations in the data that are not explained by
the model under consideration. For a given estimator µ̂ of y, the Poisson deviance loss of a

data set with n rows is equal to D = 2∑n
i=1

[
yi log

(
yi
µ̂i

)
− (yi− µ̂i)

]
.

3 Estimation of claims frequency
Generalized linear models

The first tool we will be using to model insurance losses is the GLM which is a genera-
lization of the ordinary linear regression. GLMs are state-of-the-art in automobile insurance
pricing because it tends to be very clear about how a vector of features influence a response
variable. This is important because actuaries often seek to give interpretation to their models.
We refer to the corresponding literature for more details about GLMs in actuarial science.
The first model we will evaluate is the one using only the intercept. It uses the mean of y
on our training set to predict the claims frequency. This model is denoted GLM1. Note that
in-sample refers to the learning set and out-of-sample refers to the test set. The actual claim
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frequency of the Learning/Test sample is respectively : 42.84% / 42.37%.
After that, we build a Poisson GLM model using only relevant features (cited previously)

but ignoring any possible correlations between them. This model is denoted GLM2.

In-Sample
Loss

Out-of-Sample
Loss

Predicted Average
Frequency

Improvement
GLM2 baseline

GLM1 (mean) 97.27 96.58 42.84% /
GLM2 92.79 92.25 42.88% 100%
GLM3 92.37 91.84 42.87% 109.4%
GLM4 92.01 91.57 42.86% 115.7%

TABLE 1 – Performance comparison of various GLM models. Losses are in 10−2

As we can see, the GLM2 model has substantially improved our predictions over the
model GLM1. From now on, we will be using the deviance loss of the GLM2 as our reference
for our upcoming model comparisons.

Next, we build the model GLM3 as demonstrated in Schelldorfer [9]. We will assume a
suitable continuous functional form for some of the continuous variables (like driver’s age,
vehicle’s value, . . .).

AgeDriver 7−→ β jAgeDriver+β j+1 log(AgeDriver)+
m

∑
k=2

β j+k(AgeDriver)
k.

The parameter m is deduced after training several models. It is chosen with the focus on
capturing the polynomial effect of the considered variable without overfitting our training data.
That is one of the reasons why it is important to split the data set before training/testing
models. The last GLM model, on top of the polynomial effects of variables, also considers
possible correlations among features. The latter model is denoted GLM4. From table 1, we
can see that GLM4 is better at predicting in-sample and out-of-sample data.

FIGURE 1 – K-Cross Validation GLM
models. FIGURE 2 – NB2 vs Poisson on theoreti-

cal vs data set distribution of response y.

We now perform a cross validation procedure (Figure 1) to ensure that our models do not
lead to overfitting. When we observe a high variance in evaluation metrics from one block to
another, then our models don’t generalize predictions very well. Figure 1 gives us results of
this procedure and we can conclude that our models do generalize relatively well.
However, the empirical frequency of the response variable y is relatively high and our data
displays over-dispersion. This means that the variance of y is higher than the mean. The vcd
library in R confirms this fact (Figure 2) when we try to compare theoretical distribution (line in
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red) with the distribution of the count variable in our data set (gray histograms). When we build
a Negative binomial model, predictions are the same as the Poisson models but variances
are different and scale with predictions which then can help capture over-dispersion.

Combined Actuarial Neural Network

This part is a reproduction of the deep learning tutorial by Schelldorfer [9]. The focus on
the latter article was not on tuning hyperparameters but rather on embedding layers, because
it seems to provide a better use of categorical variables within neural networks than the clas-
sical dummy transformations.

FIGURE 3 – CANN architecture with
GLM skip connection, Schelldorfer [9].

The goal of the Combined Actuarial Neural Network
is to improve the classical GLM regression models
using neural networks. The idea is to nest the GLM
into a network architecture by injecting it in a com-
monly named skip connection that directly links the
input layer to the output layer, see figure 4. Note that
categorical features in green have been embedded
but not represented as is in figure 4. For the adapta-
tion to our data set, we went through the same me-
thodology and used the same pre-processing pro-
cedure on our features (see Ferrario [2], Noll [6],
Schelldorfer [9] for processing features tutorial).
As for the performance of the CANN model (see
table 2), it seems to outperform the best GLM we
have managed to build which includes a few com-
plex interactions between features. It is also possible to get better results from the CANN
approch if we fine tune hyper parameters, but we will refrain from doing so because we only
gain little improvement after several hours of optimization.

LightGBM

LightGBM (Guolin [4]) is an open-source gradient boosting framework developed by Mi-
crosoft that uses tree based learning algorithms designed to process data faster and provide
better accuracy. LightGBM can be used for regression, classification, ranking and many other
machine learning applications. What we are interested in here is the Poisson regression.
After tuning hyperparameters for a few hours, we managed to outperform the CANN ap-
proach as shown in the following table. Although LightGBM seems to predict out-of-sample
data better than the neural networks (see table 2), the improvement is not that high. We will
not pursue further optimization on hyper parameters because like the CANN model, gains
obtained after tuning parameters are not worth the time considering results of the following
boosting algorithm.

XGBoost

XGBoost (eXtreme Gradient Boosting, Tianqi [10]) is a model well-known for its high
predictive performance. It is an optimized gradient boosting library designed to be highly
efficient, flexible and portable. It also provides a parallel tree boosting that help train models
more efficiently by utilizing all cores of a CPU for example. XGBoost also uses stacking to
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make predictions. Stacking is an ensemble machine learning technique designed to train
multiple models to solve similar problems and then combine them into one that makes more
accurate predictions. However, there is an important downside to using XGBoost which is
limited interpretability to how predictions are made. This is the reason why it’s commonly
characterized as a “black box” model. There still exists some tools that can give some insight
on the features that are most correlated to the response variable y. We can also build SHAP
plots (SHapley Additive exPlanations, Lundberg [5]). The goal of SHAP is to explain the
prediction of an input vector x by computing the contribution of each feature to the prediction.

In-Sample
Loss

Out-of-Sample
Loss

Predicted Average
Frequency

Improvement
GLM2 baseline

GLM1 (mean) 97.27 96.58 42.84% /
GLM2 92.79 92.25 42.88% 100%
GLM4 92.01 91.57 42.86% 115.7%
CANN 91.62 91.35 42.86% 120.8%
LightGBM 90.62 91.25 41.19% 123.2%
XGBoost 89.33 90.81 42.81% 134.1%

TABLE 2 – Performance comparison of all models.

We can see that XGBoost outperforms all previous models on predicting both in-sample and
out-of-sample data set. We can now visualize the most important features in our data set, as
well as some SHAP plots that can show us how features correlate to the response variable y.

FIGURE 4 – Feature importance. FIGURE 5 – SHAP with respect to age of
driver.

FIGURE 6 – K-cross validation all models.

Lastly, we again go through the K-cross va-
lidation procedure (figure 6) to make sure
that all machine learning algorithms we
have built generalize to data we did not use
to train our models. Results are very clear.
The variance of deviance losses between
different folds is not high and we can as-
sume that our models can predict out-of-
sample data relatively well. XGBoost still
shows best results.
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4 Conclusion
Algerian automobile insurance market is suffering from the lack of losses estimations.

The current ratemaking is clearly not suitable. Our goal was to use data of policyholders
to model claims frequency using several statistical tools. We started with a classical GLM
approach which showed good results and easy interpretations of the predictions. We then
used neural networks in combination with results from the GLM model to make even better
predictions but we started losing interpretability on predictions. Following neural networks,
we used boosting algorithms (LightGBM and XGBoost) to model the same response variable
and we found that XGBoost outperforms all models we trained.
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Abstract :
Intelligent traffic lights is an advanced technology that gives road authorities the opportunity
to manage traffic and adjust green phases based on the length of the queue. This intelligent
control strategy aims to control wait times to increase the efficiency of traffic congestion. This
paper presents a new use of non-exhaustive polling systems with two queues modeled by
M/M/1 (Binomial Gated service, Multiple Vacation), in the intelligent control of traffic lights.
The Number of vehicles to pass during a green phase is measured in the system through
the relationship between the size of this group and the mean waiting time. Numerical results
are presented as well as a comparison with M/M/1 (GS, SV) polling system.

Keywords : Polling System ; Queuing System ; Intelligent Traffic, Mean queue length, Mean
sojourn time.

1 Introduction
A polling system consists of a number of queues attended by a single server who visits

the queues in some order, typically incurring some switch-over time while moving from one
queue to the next. Among the traditional service policies (exhaustive, gated, and limited), the
limited service policy is the one to which the binomial-gated policy is most similar in nature. In
comparison to the exhaustive and gated policies both the limited and binomial-gated policies
attempt to limit the amount of resources dedicated to any queue in any service period [5], [6].

Polling systems have a wide range of applications in communication, production, trans-
portation, and maintenance systems. Excellent surveys on polling systems and their appli-
cations are presented in [10], [3] [15]. Boon et al. [4]wrote their thesis on polling models,
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Intelligent traffic light

with some applications for traffic intersections. Mainly, the influence of control policies and
customer behavior on waiting times and queue lengths has been studied. For the traffic
light case, they analyzed the performance of the polling system in Heavy Traffic and Light
Traffic. Over the last four decades, the theory of traffic signals gave a lot of attention to
the estimation of delays and queue lengths that result from the adoption of a signal control
strategy at individual intersections. Fixed-cycle signaled intersection models of queuing sys-
tems focused on calculating the average queue length and the sojourn time in the system
by M/M/1,M/D/1,M/DX/1 and M/G/1, for example,[1],[8], [12]. Note that the models
cited do not describe server deactivation.

Due to the alternating of the signal between green and red, signaled intersection queuing
modeling basically belongs to the class of queuing models with server vacation, introduced by
[7] with the particularity that the server remains inactive for a pretimed duration. Pacheco.A
et al.[9] modeled the signalized intersection regulated by pretimed control in a network of
urban traffic with a deterministic queue M/D/1 with a server vacation. Altman [2] introduces
a process describing the characteristics of both the systems with server vacation and an
individual queue with an exhaustive-service polling system. The study of the regulation of
traffic lights is present in the literature, Wang et al[14] studied the green extension of a two-
phased vehicle-actuated signal at an isolated intersection. The green phase is extended by
a preset time interval. The green phase switches if there is no arrival during this interval,
from the time of a vehicle actuation at an advance detector. Wang et al. [13] presents an
exhaustive service polling model in the intelligent traffic light control. This model adjusts the
time of traffic light according to the arrival rate.

All the queuing models and polling system presented in the literature do not match re-
flect the real system of adaptive controlling in road traffic light intersection, most of the factors
have not been taken into consideration : the deactivation of the server for random period the
non-exhaustive service which is close to reality.

The objective of this paper is to model an intelligent traffic light that allows adjusting the
duration of the green time according to the length of the two queues, taking into account
the deactivation of a server. For modeling, we use a non-exhaustive polling model, which
consists of two queues modeled by M/M/1 Binomial gated and multiple vacation services.

2 The polling model of traffic lights intelligent control
system

2.1 Description of the system
Consider a two-phased vehicle actuated signal at an isolated intersection between two

one-way streets. Let phase1 serves the S1–S3 flow and phase2 serves the S2–S4 flow, as
illustrated in Fig. 1.The specific designs is the signalized intersection led with sensors and
adaptive cameras, in all direction 100m away, collect data (number of vehicles, speeds), and
transmit them to control boxes of traffic lights, in which implemented software can adjust the
green phase intelligently according to the real state of intersection in order to reduce conges-
tion. Each phase should take the maximum value of flow in it that is East west and west east
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use the same phase and the same green time therefor, are considered as one group served
and receive the right-of-way simultaneously. The traffic lights alternate between green and
red, which corresponds to a vacation service policy. The green period is considered a ser-
vice period, and the red period is the vacation period of the server for the processed queue,
respecting the maximum and minimum values of the durations of the traffic lights.

2.2 Modeling an isolated controlled intersection by a polling sys-
tem

In mathematics, we can model an intersection controlled as a polling system consisting
of multiple queues and a single server visiting each of these queues in some order. We refer
to the green period as visit time. Similarly, the red period as intervisit time. In our model,
the duration of yellow is negligible, so we consider a system of polling with zero switch-
over time. The multi-queue polling model system decompose into two queues Qi i = 1.2
modeled by queueing system M/M/1 with non-exhaustive (Binomial Gated service) with
multiple vacation service presented in Fig.2. The server is the light, the stop line is the service
station. Service time for a user is the time taken to pass the stop line during the green
light. Vehicles are served according to FIFO service policy. Let the arrival rat of vehicles and
service rate of the each Qi be λi and µi for i = 1.2. We assume that the service rate of
each queue is the same, µ = µ1 = µ2. The flow ratio of each Qi is ρi = λi/µi i = 1.2.
The server takes an exponential duration vacation R of parameter θ . We use a positive
integer (k = µ ∗Gmax) as upper limit for the number of customers served during a service
period. The number of customers served in a service period is Binomial random variable
with parameterpi, pi ∈]0;1] i = 1.2. At the polling moment each vehicle in the system will
be served during the service period with probability pi i = 1.2 and stay in the queue for the
next service period with probability (1− pi) i = 1.2. We define Qib i = 1.2 as the number
of customers present in the Qi i = 1.2 at the beginning of service period. The number of
customers to be served during the service period, denoted by φi such as φi = min{Qib;k}
i = 1.2. The server, chooses to visit the longest queue, sayQ1, and serves each customers
of φ1 present at its arrival with a probability p1. At the end of the visit period, if the length of the
queue in service (green phase) still exceed the length of the second queue Q2 (red phase),
the controller extends the green period by an interval time of length (Gmax−φ1/µ) , else the
server stops serving Q1 and switches to Q2. When the server returns from a vacation serves
only those customers present at that instant. If no customers are in the system the server
starts an other vacation and keeps taking vacations until it the duration of green phases reach
the maximum.

2.3 Calculate the system’s performance
Related to the work presented by Tian et al. [11], we calculate the system’s performance

by using the stochastic decomposition. In most queueing system with vacation, the statio-
nary queue length or the stationary waiting time can be decomposed into the sum of two
independent random variable, one is the queue length of the classical system and the other

is the delay due to the effect due to the vacation, E[Qi] = E[QM/M/1
i ]+E[QV

i ], with ρi < 1.
- Mean total number of customer in the Qi i = 1.2 .
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FIGURE 1 – A two-phase, intersection.
FIGURE 2 – Tow Queues Polling Sys-
tem Model.

E[Qi] =
(1−ρi)+(1+ piρi)

(1+ρi)
(

piρ2
i

1− piρi
+

λi

θ
+

λi piρi

θ(1− piρi)
)

- Mean waiting time of an arbitrary costumer in the Qi i = 1.2 : E[Wi] =
E[Qi]

λi
i = 1.2.

2.4 Numerical results and comparison with an M/M/1(G,SV ) pol-
ling model

In this part we first present numerical results of M/M/1(BG,MV ) polling system’s per-
formance measures for a set of parameter values, tables 1-2. The results are than compared
with those of M/M/1 gated service and single vacation polling system fig.3. We obtain E[Q]
and E[W] by taking λ = λ1 +λ2 and ρ = ρ1 +ρ2.

Tab1. : Numerical results for θ = 5,µ1 = µ2 = 6; p2 = 0.5,λ1 = 4,λ2 = 5.

φ1 p1 E[Q] E[W]
500 0.002 2.5854 0.2872
50 0.02 2.665 0.2961
20 0.05 5.6352 0.6261
5 0.2 23.7070 2.6341
2 0.5 26.7019 2.9668

The choice of the values of λi and µi i = 1.2 approximates the real traffic situation,
where ρi < 1 i = 1.2 represents the intensity of the traffic of each queue. In Table 1, we
set that the maximum green time to Gmax = 80s, so k=500 V. In other words , p1 have more
than 0.002. We vary the values of p1 according to the number of customers to serve during
a service period of a queue. We see that serving the longest queue for each service period
i.e. set the longer green light time to keep the road open, decreases the average waiting time
of customers in the queue also decreases the queue length of the system.
Tab2. : Numerical results forθ = 5,µ1 = µ2 = 6; p1 = 0.02; p2 = 0.1 we take λ2 = λ1

λ1 = λ2 E[Q1] E[W1] E[Q2] E[W2]
5 1.0261 0.2052 1.1426 0.22852
7 1.4445 0.2063 1.6525 0,2360
10 2.0769 0.20769 2.4625 0.24625
20 4.2161 0.2108 5.6154 0.2807
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For the table 2, we fixe p1 to 0.02 and p2 to 0.1, then we get the mean queue length
and mean waiting time for each queue Qi i = 1.2 with different values of λi i = 1.2. The
numerical results show that for values of ρi around 1, i.e. the case where the traffic is intense,
the model achieves its goal of balancing mean queue length, there is a slight difference
between the performance of the two queues,so the traffic stat stabilizes .

We compare our model performances withe M/M/1 Gated service with single vacation
polling model performances, in which the server takes a single vacation after each service
period. Let E[Qi] denote the mean number of customers in each Qi i = 1.2, and E[Wi] the
mean waiting time of an arbitrary customer in each Qi i = 1.2. The mean expected queue
from the Little law : E[Qi] = E[Wi]λi i = 1.2. Considering the condition stability ρi < 1,

E[Wi] given by : E[Wi] =
piρi

µi(1− piρi)
+

λi

θ 2(θ/(λi +θ)+λi/θ)
+

θ 2 +θλi +λ 2
i

µi(1− piρi)
ρi

FIGURE 3 – E[Q]for the M/M/1 (G, MV) and non-exhaustive M/M/1 (BG, MV)
polling systemλ1 = 4,λ2 = 5,θ = 5,µ1 = µ2 = 7; p2 = 0.5.

Figure 3 shows both for the non-exhaustive service M/M/1 (BG, MV) and M/M/1 (G,
SV) polling models, the values of the mean number of customers in the system E[Q] as a
function of p1. For diffrent values of p1 we can show that E[Q] of M/M/1(BG, MV) model is
smaller than E[Q] M/M/1 (G, SV) polling model with a significant value and keep the system
stable including the mean waiting time of an arbitrary customer in the system. the graph also
shows that the mean queue length decreases with a small value of p1 which corresponds to
serving the maximum customer of the longest queue.

3 Conclusion
In this paper we are presented a new use of non-exhaustive Binomial gated and multiple

vacations service polling system in the intelligent traffic lights control, in order to improve the
road capacity and reduce the delay of vehicles. We find the relationship that the the longer
mean time delay because of the serving the maximum customer of the longest queue. So
the longer mean time delay means should set longer green light time to keep the road open.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 66



Intelligent traffic light

The results shows that our model can relieve the traffic congestion and improve the capacity
of intersections.
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Abstract : We propose two new approximations to the joint quasi-stationary distribution
(QSD) of the number susceptible and infected individuals in the SIR (Susceptible-Infected-
Recovered) stochastic epidemic model and we derive the marginal quasi-stationary
distribution of the infected individuals. These two approximations depend on the basic
reproduction number R0 and give a positive probability of the quasi-stationary distribution
to all the transient states. Numerical comparisons are presented to check the accuracy of
these approximations.

Keywords : SIR epidemic model ; Quasi-stationary distribution ; Basic reproduction number

1 Introduction
Le modèle épidémique stochastique SIR (Susceptible- Infecté-Rétablis), où la popula-

tion totale est fermée et mélangée de manière homogène est divisée en trois classes la
classe des susceptibles notée S (individus exposés mais sains), la classe des infectés notée
I (individus infectés et infectieux) et la classe des éliminés notée R (infectés qui quittent
l’état d’infection par immunisation, décés ou mis en quarantaine). Pour ce modèle, il y a trois
types de paramètres d’intérêt , le taux d’infection λ , le taux de rétablissement µ et le taux
de reproduction de base R0 = λ

µ , qui s’interprète comme étant le nombre moyen d’indi-
vidus à qui un individu infecté transmet la maladie, durant toute sa période d’infection, il
permet de quantifier la virulence d’une maladie infectieuse grave et de prévoir l’évolution de
l’épidémie dans le temps. Nous nous intéresson au modèle SIR modélisé par une chaı̂ne
de Markov bidimensionnelle en temps continu X = {I (t) ,S (t) , t ≥ 0}, avec un espace
d’états S = {(i, j) ∈ N×N; 0 ≤ i ≤ m+ n, 0 ≤ j ≤ min(n,m+n− i)} et l’état initial
{(I (0) ,S (0)) = (m,n)} pour m ≥ 1 et m+ n = N. Il y a seulement trois transitions, les
deux premières transitions sont correspondantes aux deux événements, une infection d’un
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susceptible et guérison d’un infecté et aucun changement d’état associé à la troisième tran-
sition. La matrice de générateur infinitésimal Q, est donné ci-dessous :

q(i, j)(i′, j′) =





λi j, si (i′, j′) = (i+1, j−1) ,
µi, si (i′, j′) = (i−1, j) ,
−q(i, j), si (i′, j′) = (i, j) ,
0, sinon,

où q(i, j) = λi j +µi pour (i, j) ∈ S, et λ0 j = λi0 = µ0 = 0
D’autre part, le modèle SIR-CTMC a un éspace d’état bidimensionnel S où ce dernier peut
être décomposé en l’ensemble d’états absorbants SA et l’ensemble des états transitoires
ST = {(i, j); 1≤ i≤ m+n, 0≤ j ≤min(n,m+n− i)} peut être exprimé en termes de
niveaux S =∪n

j=0l( j), où le jième niveau correspond aux états avec j susceptibles présents,
c’est-à-dire l ( j) = {(i, j) ; 1 ≤ i ≤ m+ n− j} pour 0 ≤ j ≤ n et Le cardinal de l ( j) est
|l ( j)| = m+n− j pour 0 ≤ j ≤ n. Pour une utilisation qui suit, nous donnons en détail la
forme structurée du générateur infinitésimal Q de X :

Q =

(
QST ,ST QST ,SA

0(n+1)×J(m,n) 0(n+1)×(n+1)

)
, (1)

où J (m,n) = 2−1 (n+1)(2m+n) est le cardinal de l’ensemble d’états transitoires ST .
La matrice QST ,ST est définit comme suite :

QST ,ST =




Q00 0 0 . . . 0 0 0
Q10 Q11 0 . . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

...
...

0 0 0 . . . Qn−1,n−2 Qn−1,n−1 0
0 0 0 . . . 0 Qn,n−1 Qnn



,

Les blocs Q( j, j−1) pour 1≤ j ≤ n, correspondent aux transitions dues aux infections, sont
donnés sous la forme suivante

Q( j, j−1) =




0 λ1, j 0 . . . 0 0
0 0 λ2, j . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λm+n− j−1, j 0
0 0 0 . . . 0 λm+n− j, j



.

D’autre part, les blocs Q j j pour 0≤ j≤ n, sont associés aux transitions dues aux récupérations,
sont définis comme suit

Q( j, j) =




−q1, j 0 0 . . . 0 0 0
µ2 −q2, j 0 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . µm+n− j−1 −qm+n− j−1, j 0
0 0 0 . . . 0 µm+n− j −qm+n− j, j



.
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2 La distribution quasi-stationnaire du modèle SIR
Nous définissons maintenant Ψ la distribution quasi-stationnaire du modèle épidémique

SIR-CTMC, notée par Ψ = {Ψ(i,0),Ψ(i,1), . . . ,Ψ(i,n)}, 1≤ i≤ m+n− j. Tels que

Ψ(i, j) = lim
t→∞

P{I (t) = i|S (t) = j, I (t)> 0}, 0≤ j ≤ n, 1≤ i≤ m+n− j.

Comme l’ensemble des états absorbants est donné par SA = {(0, j) ;0≤ j≤ n}, alors nous
avons la probabilité P{S (t) = j, I (t)> 0}= 1−∑n

j=0 P(0, j) (t).
Par conséquent,

Ψ(i, j) = lim
t→∞

P{I (t) = i|S (t) = j, I (t)> 0},

= lim
t→∞

P{(I (t) ,S (t)) = (i, j)}
1−∑n

j=0 P(0, j) (t)
,

enfin nous avons

Ψ(i, j) = lim
t→∞

P(i, j) (t)
1−∑n

j=0 P(0, j) (t)
, 0≤ j ≤ n, 1≤ i≤ m+n− j. (2)

Cette dernière vérifie l’équation non linéaire (3),

QST ,ST Ψ(i, j) =−Ψ(i, j)µ1

n

∑
j=0

Ψ(1, j). (3)

3 Les approximations de la distribution quasi-stationnaire
proposées

Dans cette section nous fournissons nos deux nouvelles approximations qui sont ins-
pirées des techniques développées pour le modèle épidémique SIS utilisés dans [4],

3.1 La première approximation de la distribution quasi-stationnaire
Soit Ψ0 = {Ψ0

(i,0),Ψ
0
(i,1), . . . ,Ψ

0
(i,n)} pour 1≤ i≤m+n− j, la première approximation

de la distribution quasi-stationnaire. Dans ce cas, on a µ1 = 0 et λi j =
λ i j
N pour 0≤ j≤ n et

1≤ i≤m+n− j. Le système d’équations différentielles (3) est simplifié en, Q0
ST ,ST

Ψ0
(i, j) =

0. D’où

Ψ0
(i, j) =

j−1

∏
k=0

(−1) j(Q0
j−k, j−k)

−1Q0
j−k, j−k−1Ψ0

(i,0),

pour 1≤ i≤ m+n− j et 0≤ j ≤ n. (4)

D’après l’équation (1) du système précédant, on obtient :

(Ψ0
(i,0))

t = Ψ0
(1,0)× et

(m+n), (5)
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où e(m+n) est un vecteur colonne de 1 à l’ordre (m+n). Puis à l’aide de la propriété

∑n
j=0 ∑m+n− j

i=1 Ψ0
(i, j) = 1, nous avons :

Ψ0
(1,0)=

(
(m+n)+

n

∑
j=1

{
m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

(−1) j
(

Q0
j−k, j−k

)−1
Q0

j−k, j−k−1

]
× e(m+n)

})−1

.

(6)

Et après des calculs long, on obtient le produit matriciel M( j−k, j−k−1) =
(

Q0
j−k, j−k

)−1
×

Q0
j−k, j−k−1

Ms,s−1 =




0 −λ1,s
q1,s

0 0

0 − µ2λ1,s
q1,sq2,s

−λ2,s
q2,s

0

0 − µ3µ2λ1,s
q1,sq2,sq3,s

− µ3λ2,s
q2,sq3,s

−λ3,s
q3,s

...
...

...
...

0 −∏m+n−s−1
i=2 µiλ1,s

∏m+n−s−1
i=1 qi,s

−∏m+n−s−1
i=3 µiλ2,s

∏m+n−s−1
i=2 qi,s

−∏m+n−s−1
i=4 µiλ3,s

∏m+n−s−1
i=3 qi,s

0 −∏m+n−s
i=2 µiλ1,s

∏m+n−s
i=1 qi,s

−∏m+n−s
i=3 µiλ2,s

∏m+n−s
i=2 qi,s

−∏m+n−s
i=4 µiλ3,s

∏m+n−s
i=3 qi,s

. . . 0 0

. . . 0 0

. . . 0 0
. . .

...
...

. . . −λm+n−s−1,s
qm+n−s−1,s

0

. . . − µm+n−sλm+n−s−1,s
qm+n−s−1,sqm+n−s,s

−λm+n−s,s
qm+n−s,s




.

Ms,s−1 =
sR0

N
×M

′
s,s−1. (7)

En substituant la relation (7) dans les relations (4) et (6), on obtient l’expression explicite
pour la première approximation de la QSD conjointe

Ψ0
(1,0) =

(
(m+n)+

n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j
{

m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

M
′
( j−k, j−k−1)

]
× e(m+n)

})−1

(8)

(
Ψ0

(i,0)

)t
= Ψ0

(1,0)× et
(m+n), 1≤ i≤ m+n, (9)

Ψ0
(i, j) = j!

(
−R0

N

) j j−1

∏
k=0

M
′
( j−k, j−k−1)Ψ

0
(i,0), 1≤ i≤ m+n− j, 1≤ j ≤ n. (10)
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La première approximation de la QSD marginale Ψ0
i pour 1 ≤ i ≤ m+ n− j est donnée

comme suit :

Ψ0
i =

[
n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j j−1

∏
k=0

M
′
( j−k, j−k−1)e(m+n)+ e(m+n)

]

×
(
(m+n)+

n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j
{

m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

M
′
( j−k, j−k−1)

]
× e(m+n)

})−1

. (11)

3.2 La deuxième approximation de la distribution quasi-stationnaire
Soit Ψ1 = {Ψ1

(i,0),Ψ
1
(i,1), . . . ,Ψ

1
(i,n)} pour 1 ≤ i ≤ m+n− j, la deuxième approxima-

tion de la QSD. Pour trouver cette dernière, nous devons résoudre le système d’équations
différentielles (3), mais cet fois ci en remplaçant µi = µi par µi−1 = µ (i−1). Donc,

Q1
ST ,ST

Ψ1
(i, j) = 0. (12)

d’où la formule rcursive ci-dessous

Ψ1
(i, j) =

j−1

∏
k=0

(−1) j (Q1
j−k, j−k

)−1
Q1

j−k, j−k−1Ψ1
(i,0),

pour 1≤ i≤ m+n− j et 1≤ j ≤ n, (13)

D’après l’équation (1) du système précidant,on a :

(Ψ1
(i,0))

t = Ψ1
(1,0)× et

(m+n), (14)

où e(m+n) est un vecteur colonne de 1 à l’ordre (m+n). D’après la propriété ∑n
j=0 ∑m+n− j

i=1 Ψ1
(i, j)=

1, on a

Ψ1
(1,0)=

(
(m+n)+

n

∑
j=1

{
m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

(−1) j (Q1
j−k, j−k

)−1
Q1

j−k, j−k−1

]
× e(m+n)

})−1

.

(15)

et le produit matriceil Pj−k, j−k−1 =
(

Q1
j−k, j−k

)−1
Q1

j−k, j−k−1

Ps,s−1 =
sR0

N
×P

′
s,s−1, (16)

où,

P
′
s,s−1 =−

(
0(m+n−s) P

′′
s,s

)
,

avec
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P
′′
s,s =




N
sR0

0 . . .
N

sR0

(
1+2 sR0

N

) 2(
1+2 sR0

N

) . . .

2!N
sR0

(
1+2 sR0

N

)(
2+3 sR0

N

) 2!2(
1+2 sR0

N

)(
2+3 sR0

N

) . . .

...
...

. . .
N(N−s−2)!

∏N−s−2
i=0

((
1+ sR0

N

)
i+ sR0

N

) 2(N−s−2)!

∏N−s−2
i=1

((
1+ sR0

N

)
i+ sR0

N

) . . .

N(N−s−1)!

∏N−s−1
i=0

((
1+ sR0

N

)
i+ sR0

N

) 2(N−s−1)!

∏N−s−1
i=1

((
1+ sR0

N

)
i+ sR0

N

) . . .

0 0
0 0
0 0
...

...
(N−s−1)(

N−s−2+ sR0(N−s−1)
N

) 0

(N−s−1)2
(

N−s−2+ sR0(N−s−1)
N

)(
N−s−1+ sR0(N−s)

N

) (N−s)(
N−s−1+ sR0(N−s)

N

)




.

En substituant la relation (16) dans les relations (13) et (15), nous avons l’expression expli-
cite de la deuxième approximation pour la QSD conjointe

Ψ1
(1,0) =

(
(m+n)+

n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j
{

m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

P
′
( j−k, j−k−1)

]
× e(m+n)

})−1

(17)

(Ψ1
(i,0))

t = Ψ1
(1,0)× et

(m+n), 1≤ i≤ m+n, (18)

Ψ1
(i, j) = j!

(
−R0

N

) j j−1

∏
k=0

P
′
( j−k, j−k−1)Ψ

1
(i,0), 1≤ i≤ m+n− j, 1≤ j ≤ n. (19)

Alors, la distribution quasi-stationnaire marginale est donnée par :

Ψ1
i =

[
n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j j−1

∏
k=0

P
′
( j−k, j−k−1)e(m+n)+ e(m+n)

]

×
(
(m+n)+

n

∑
j=1

j!
(
−R0

N

) j
{

m+n− j

∑
i=1

[
j−1

∏
k=0

P
′
( j−k, j−k−1)

]
× e(m+n)

})−1

. (20)

4 Simulation numérique
Maintenant, pour valider nos résultats, nous comparons les approximations APPROX 1

et APPROX2 qui sont données par les expressions (11) et (20) avec trois méthodes : la
méthode REM, les probabilités simulées à l’aide de Gilespie qui sont obtenues à partire de
100000 itérations (PSIM) et aussi probabilités simulées par diffusion (PDIF) à partir de 10000
itérations. Et nous avons représenté ces résultats sous forme de graphiques :
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FIGURE 1 – R0 = 0.5 lorsque N = 50, N = 500 et 1000, µ = 0,1, S (0) = N − 1,
R(0) = 0.

.

FIGURE 2 – R0 = 4 lorsque N = 50, N = 500 et 1000, µ = 0,1, S (0)=N−1, R(0)= 0.
.

5 Conclusion
Au cours de ce travail, nous avons présenté une étude analytique et numérique basée sur

la distribution quasi-stationnaire du modèle épidémique SIR, et notre attention s’est focalisé
sur la création d’expressions explicites de cette dernière et de la calculer. Pour atteindre
notre objectif nous avons proposé deux approximations qui nous ont permis de construire les
expressions explicites de la distribution quasi-stationnaire conjointe et marginale . En suite,
une comparaison numérique montre que la deuxième approximation (APPROX2) fournit une
approximation satisfaisante lorsque R0 ≤ 1 et la première approximation (APPROX1) donne
des résultats satisfaisants dans la région R0 > 1.
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Abstract : The spread of Covid-19 behavior worldwide has a nonlocal ways of acting that
resemble power law, fading memory of the Immune system, and crossover. Additionally, the
uncertainty that come from the fact that the governments have no exact date because of the
unknown behavior of some citizens will produce dynamics with noise. All these will model
the spread of Covid-19 dynamic worldwide as fractional stochastic differential equations.
In addition to the presence of the memory that produced a dynamic with fractional type,
fractional stochastic differential equations have been shown that it represent the real-world
behavior in a good way.

Keywords : SIR model ; Fractional Brownian motion ; Stochastic differential equations ; Basic
reproduction number ; Hurst index.

1 Introduction
In this study we will look at a different stochastic perturbation. Instead of a standard

Brownian motion we will use a fractional Brownian motion (fBm) BH with Hurst parameters
H ∈ ( 1

2 ,1). Has a long memory property, which roughly implies that the decay of stochastic
dependence relative to the past is slow, This makes FBM a good choice as a model for long
memory problems in the application.
The study of epidemic dynamics is crucial for understanding both the qualitative and quan-
titative aspects of the spread of infectious diseases. To build mathematical models reflec-
ting the dynamic qualities of infectious illnesses, to study the dynamical behavior, and to
do various simulations, it is based on the special property of population growth, the spread
rules of infectious diseases, and the relevant social elements, etc. The study’s findings may
be used to forecast an infectious disease’s propensity to spread, identify the major compo-
nents that contribute to its spread, and find the best methods for stopping and containing its

*Corresponding Author
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transmission.In contrast to traditional biometrics, dynamical approaches may demonstrate
the infectious disease transmission rules from the illness’s mode of transmission, allowing
individuals to understand some generalized dynamic behavior of the transmission process.
The modeling and original analysis might be made more realistic and trustworthy by com-
bining statistical approaches, computer simulations, and dynamic methods. This would also
improve our understanding of the transmission of infectious illnesses.
Epidemiological models are built around the Susceptible-Infected Recovered (SIR) model,
which was first presented by Kermack and McKendrick [1] in 1927. They add the three com-
partments, S, I, and R, to the original Bernoulli [2] (1760) smallpox epidemiology model. It is
still widely used in practice and has been expanded in a variety of ways, usually by adding
more states, such as the possibility of death, the states associated with medical treatment
[Djogbenou et al. (2020)], the states associated with multiple infectious diseases [Anderson,
May (1991)], or the states associated with vital dynamics, such as exogenous birth and death
processes, temporary immunity [Xu, Li (2018)].
In the widely studied SIR epidemic models (which is a special case of the Kermack and
McKendrick model), the population is split into three epidemiological classes :

— Susceptible People who are susceptible but have not yet contracted the disease yet
are at risk of doing so.

— Infectious Infected people who are contagious and can spread the virus to other
(vulnerable) people while they are contagious. Individuals who are infected remain
contagious for a period of time (randomly or fixed), after which they gradually recover
from the virus.

— Recovered/Removed People who have recovered from or been removed from the
sickness and are no longer disseminating it. Because they are entirely immune and
no longer contagious, recovered persons are unable to get or spread the virus (or
dead).

2 Deterministic Models
The deterministic compartmental model will be the first class of model that we look at.

The term ”deterministic” denotes that the initial conditions, underlying set of equations, and
input parameter values are all that determine the predictions of these models. In this ins-
tance, we use a set of ordinary differential equations to simulate the spread of disease. The
trajectories of these equations depend on variables like the initial infection rate, probability of
infection per sexual act, average duration of a sexual partnership, etc.

3 SIR Models
One of the simplest models of the spread of infectious disease is the Susceptible, Infec-

ted, Recovered (sometimes Removed), or “SIR,” model. In it, we have three “compartments”
for the three different disease status classes, denoted S, I, and R, and the equations relate

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

77



K. Berkane et al.

to the flows among these compartments. The equations are :

dS
dt

= −β
SI
N
,

dI
dt

= β I
S
N
− γI,

dR
dt

= γI.

1. The disease spread in a closed environment, no emigration and immigration, and is
no birth and death in population, so the total population remains a constant N, i.e.
S(t)+ I(t)+R(t) = N.

2. The infective rate of an infected individual is proportional to the number of suscep-
tible, the coefficient of the proportion is a constant β , so that the total number of new
infected at time t is βS(t)I(t).

3. The recovered rate is proportional to the number of infected, and the coefficient of
proportion is a constant γ . So that the recovered rate at time t is γI(t).

4 The Basic Reproduction Number and Disease Free
Equilibrium
Basic reproduction number, denoted by R0, represents the average number of secon-

dary infectious infected by an individual of infectives during whose whole course of disease
in the case that all the members of the population are susceptible. According to this meaning,
it is easy to understand that if R0 < 1 then the infectives will decrease so that the disease
will go to extinction ; if R0 > 1 then the infectives will increase so that the disease can not be
eliminated and usually develop into an endemic.
From the mathematical point of view, usually when R0 < 1 , the model has only disease
free equilibrium E0(S0,0) in the SOl plane, and E0 is globally asymptotically stable ; when
R0 > 1, the equilibrium becomes unstable and usually a positive equilibrium E∗(S∗, I∗)
appears. E∗ is called an endemic equilibrium and in this case it is stable. Hence, if all the
members of a population are susceptible in the beginning, then R0 = 1 is usually a threshold
whether the disease go to extinction or go to an endemic.

5 A stochastic SIR model
We consider a closed population of individuals who belong to one of three classes,

susceptible, infected or recovered (S,I,R). We want to define this in such a way that in the
limit N→∞ this becomes the deterministic model defined in Section 3. Birth and death rates
are set equal to µ , and these events are linked, so that the total population N = S + I + R
remains constant, then the differential equations which describe the spread of the disease
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are :

dS(t)
dt

= µN−βS(t)I(t)+ γI(t)−µS(t),

dI(t)
dt

= βS(t)I(t)− (µ + γ)I(t),

dR(t)
dt

=−µR(t)+ γI(t).

(1)

with initial values S0+I0 =N. N is the total size of the population amongst whom the disease
is spreading.

— Here µ is the per capita death rate, and γ is the rate at which infected individuals
become cured, so 1/γ is the average infectious period.

This is one of the simplest possible epidemic models and because it is so simple it and its
variants are commonly studied.
The basic reproduction number R0. This is the expected number of secondary cases pro-
duced by a single newly infected individual entering a disease-free population at equilibrium.
In such a situation each newly infected individual remains infectious for time 1/(µ + γ) and
during this period infects βN of the N susceptibles present. Hence

R0 =
βN

µ + γ
. (2)

6 Fractional Brownian motion
The fractional Brownian motion (fBm) is a suitable generalization of standard Brownian

motion, it is the most known process which is not a semi-martingale. It is the only Gaussian
self similar stationary process with long-range dependance property. Due to these interes-
ting properties it enjoyed success as a modeling tool in many field of applications including
telecommunications, turbulence and finance, the demand to stochastic calculus with respect
to fBm are raised. This process was introduced by Kolmogorov [4] and studied later by Man-
delbrot and Van Ness [5] who provided an integral representation of fBm with respect to a
standard Brownian motion over a real line time interval.

Définition 6.1. The fractional Brownian motion BH = {BH
t , t ≥ 0} with Hurst index H

∈ (0,1) defined on a probability space (Ω,F ,P) is a continuous centered Gaussian
process, starting from zero, with covariance

RH(s, t) =
1
2
[t2H + s2H + |t− s|2H ], s, t ≥ 0,

verifying :
— BH

0 = 0, a.s,
— E(BH

t )
2 = t2H ,

— BH has a stationary increments.

Remarque 6.1. We have :
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— For H = 1
2 , R

1
2 (s, t) = t ∧ s, then BH restricts to a standard Brownian motion.

— For H = 1, BH
t and ηt have the same probability distribution, where η →

N (0,1).

7 Long and short range dependence
Définition 7.1. A stationary sequence {Xn,n ∈ N} exhibits long-range dependence or
short range dependence if ρ(n) =Cov(X1,Xn) satisfies :

∞

∑
n=1

ρ(n) = ∞ or
∞

∑
n=1

ρ(n)< ∞,

respectively.

Remarque 7.1. If a stationary sequence {Xn,n ∈ N} is long-range dependence, then
the covariance function slowly decays as a power law when n tends to infinity in the
sense that

lim
n→∞

ρ(n)
cn−α = 1,

where c is a constant and α ∈ (0,1).

Proposition 7.1. (Tudor[3]).
A fractional Brownian motion is long range dependence if H > 1

2 and short range
dependence if H < 1

2 .

8 Stochastic Differential Equation SIR Model
We let (Ω,F ,{Ft}t≥0,P) be a complete probability space with a filtration {Ft}t≥0

satisfying the usual conditions and we let BH
t be a scalar fractional Brownian motion (fBM)

defined on the probability space.
Let us now consider the second equation of (1). To establish the stochastic differential equa-
tion (SDE) model, we naturally re-write this equation in the differential form

dI(t) = [βS(t)I(t)− (µ + γ)I(t)]dt. (3)

Here [t, t +dt) is a small time interval and we use the notation d· for the small change in
any quantity over this time interval when we intend to consider it as an infinitesimal change.
Now suppose that some stochastic environmental factor acts simultaneously on each indivi-
dual in the population.
In this case β changes to a random variable β̃ . More precisely each infected individual makes

β̃dt = βdt +σdBH(t).

We replace βdt in equation (3) by β̃dt = βdt +σdBH(t) to get

dI(t) = S(t)I(t)(βdt +σdBH(t))− (µ + γ)I(t)dt. (4)
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Note that βdt now denotes the mean of the stochastic number of potentially infectious
contacts that an infected individual makes with another individual in the infinitesimally small
time interval [t, t + dt). Similarly, the first equation of (1) becomes another SDE.
That is, the deterministic SIR model (1) becomes the Itô SDE

dS(t) = [µN−βS(t)I(t)+ γI(t)−µS(t)]dt−σS(t)I(t)dBH(t),

dI(t) = [βS(t)I(t)− (µ + γ)I(t)]dt +σS(t)I(t)dBH(t).

This SDE is called an SDE SIR model.
Given that S(t)+ I(t) = N, it is sufficient to study the SDE for I(t)

dI(t) = I(t)
(
[βN−µ− γ−β I(t)]dt +σ(N− I(t))dBH(t)

)
. (5)

With initial value I(0) = I0 ∈ (0,N). In the following sections we will concentrate on this SDE
only.
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Résumé Dans ce travail, nous traitons la file d’attente M/G/1 avec rappel général et politique
de rappel constante comme étant un processus de Markov déterministe par morceaux. En
utilisant cette approche, nous déterminons les générateurs et les martingales associés au
PDMP modélisant le modèle considéré.
MSC: 60K25 ; 68M20 ; 90B22

Mots clés : Mots Clés File d’Attente avec Rappel ; Processus de Markov Déterministe par
Morceaux ; Générateur Infinitésimal ; Martingale

1 Introduction
Les processus de Markov déterministes par morceaux, dits en anglais piecewise de-

terministic Markov processes (PDMP), ont été introduits par Davis [3] comme étant une
famille générale des modèles stochastiques de non-diffusion. Ces processus de Markov
consistent en un mix de mouvement déterministe et des sauts aléatoires. La classe des
PDMPs fournit un cadre pour l’étude des problèmes d’optimisation, notamment dans les
systèmes de files d’attente [1, 4]. Comme l’a montré Davis [3], puis détaillé dans Davis [4],
un PDMP peut être déterminé explicitement à l’aide de trois paramètres X,λ ,Q. Soit X(t)
un PDMP défini sur un espace des états E qui est structuré comme suit. Soit K un ensemble
dénombrable et d : K −→N une fonction donnée. Pour chaque υ ∈K, Mυ est un ensemble
ouvert de Rd(υ). Alors, E = ∪υ∈KMυ = {(υ ,ξ ) : υ ∈ K,ξ ∈ Mυ}. On dénote par E la
σ -algèbre générée par les sous-ensembles de Borel de E. L’état du processus sera noté
X(t) = (υ(t),ξ (t)) et les caractéristiques X, λ et Q sont définies comme suit :

• X = {Xυ ,υ ∈ K} est un champ de vecteurs de Lipschitz continus localement dans
E avec des fonctions de flux φυ(t,ξ ) pour chaque ξ ∈Mυ .

• λ : E→ R+ est le taux de sauts. On suppose que cette fonction est mesurable et

pour tout x = (υ ,ξ ) ∈ E, il existe ε > 0 tel que
ε∫
0

λ (φυ(t,ξ ))dt existe.
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• Q : (E∪ ∂ ∗E)× E → [0,1], avec ∂ ∗E = ∪υ∈K∂ ∗Mυ où ∂ ∗Mυ = {ξ ′ ∈ ∂Mυ :
φυ(t,ξ ) = ξ ′, pour tout (t,ξ ) ∈ R+×Mυ}, une mesure de transition spécifiant les
localisations post-saut avec Q(x;{x}) = 0. Notons que ∂Mυ est la limite de Mυ et
∂ ∗Mυ représente les points limites pour lesquels le flux sort de Mυ .

Avec un choix commode de l’espace des états E et des paramètres X, λ et Q il est
possible de modéliser presque tous les processus de non-diffusion trouvés dans la littérature.
Plusieurs applications importantes ont été présentées dans les travaux de Davis [3, 4].

Dans ce travail, nous modélisons la file M/G/1 avec rappel général et politique de rap-
pel constante par un PDMP au lieu de l’étudier en utilisant les méthodes traditionnelles
telles que la chaine de Markov incluse et la méthode de la variable supplémentaire. En
effet, la modélisation par les PDMPs a été introduite pour analyser plusieurs modèles dans
la littérature notamment les systèmes de files d’attente et les modèles épidémiologiques
[1, 2, 5]. La première tentative pour étudier les files d’attente avec rappel général dans le
contexte d’un PDMP a été faite par Meziani et Kernane [6] en étudiant la file M/G/1 avec la po-
litique de rappel classique. En suivant cette nouvelle approche, les auteurs ont pu déterminer
les quantités de performances en régime transitoire d’un modèle aussi complexe à travers les
martingales associées. La fluidité de l’analyse du régime transitoire à travers la modélisation
par les PDMPs de la file avec rappel classique considérée nous a incité à l’étudier également
dans le cas de la politique de rappel constante.

La suite de ce travail est organisée comme suit. Dans la section 2, nous décrivons la
file M/G/1 avec rappel général et politique de rappel constante, puis nous la modélisons par
un PDMP. Le générateur infinitésimal associé est introduit dans la section 3. La section 4
présente les martingales associées. Enfin, nous finissons par une conclusion.

2 La File M/G/1 avec rappel constant en tant que PDMP
À première vue, on peut dire que l’étude de la politique constante à travers un PDMP est

un cas particulier de l’étude de la politique classique. Cependant, le traitement de la dyna-
mique des deux modèles a montré que l’étude de la politique constante est plus minutieuse.

Le modèle considéré est la file M/G/1 avec rappel général. Les clients arrivent dans
le système selon un processus de Poisson de taux λ . Chaque client entrant qui trouve le
serveur occupé rejoint l’orbite. Les durées de service sont i.i.d. et ont la même fonction de
distribution générale F . Après une période de temps aléatoire dans l’orbite, le client bloqué
qui est en tête de l’orbite répète sa tentative d’obtenir le service. De ce fait, les clients bloqués
rappellent pour le service suivant leur ordre d’entrée dans l’orbite. Les temps de rappel sont
i.i.d. et ont la même fonction de distribution générale G. Les inter-arrivées, les durées de
service et les temps de rappel sont supposés être mutuellement indépendants. Le modèle
ainsi décrit est modélisé par le PDMP (X(t) = (C(t),N(t)),(Y (t),R(t)); t ∈R+) défini sur
E = (e0 ∪E0 ∪ ∂ ∗E0)∪ (e1 ∪E1 ∪ ∂ ∗E1) tel que e0 = (0,0,0,0),E0 = {(0,n,0,r),n ∈
N∗,r > 0},∂ ∗E0 = {(0,n,0,0),n ∈ N∗},e1 = {(1,0,y,0),y > 0},E1 = {(1,n,y,r),n ∈
N∗,y > 0,r > 0} et ∂ ∗E1 = {(1,n,0,r),n ∈ N∗,r > 0}.
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Définissons la fonction de flux φ :

φ(t,x) =





(0,n,0,r− t) pour x ∈ E0;
(1,0,y− t,0) pour x = e1;
(1,n,y− t,r− t) pour x ∈ E1.

Nous donnons en outre quelques notations pour une utilisation ultérieure. Soit B la σ -
algèbre des ensembles de Borel R∗+. Nous définissons également la fonction suivante pour
A ∈B

1A(u) =

{
1 si u ∈ A,
0 sinon.

Dans le même esprit que Meziani et Kernane [6], les trois mesures de transitions Q1,Q2 et
Q3 qui décrivent les sauts du PDMP X(t) sont données comme suit.

Pour les états e0 et x ∈ E0, la mesure de transition Q1 associée à l’arrivée d’un nouveau
client dans le système est donnée par

Q1(e0;{1}×{0}×A×{0}) = F(A);

Q1(x;{1}×{n}×A×B) = F(A)1B(r).

Où A,B ∈B.

Pour les états x ∈ ∂ ∗E0 et A,B ∈B, la mesure de transition Q3 relative à un client bloqué
qui rejoint le service est donnée par

Q3(x;{1}×{n−1}×A×B) = F(A)G(B).

Dans ce cas, lorsque un client quitte l’orbite pour accéder au service, un autre client bloqué
sera en tête de l’orbite et un nouveau temps de rappel résiduel r > 0 ainsi que un nouveau
temps service résiduel y > 0 seront générés à partir de G et F , respectivement, de sorte
que la transition (0,n,0,0)→ (1,n−1,y,r) se produise.

Pour les états e1 et x ∈ E1 avec A,B ∈ B, la mesure de transition Q1 est déterminée
comme suit.

Q1(e1;{1}×1×A×B) = 1A(y)G(B);

Q1(x;{1}×n+1×A×B) = 1A(y)1B(r).

La transition (1,0,y,0)→ (1,1,y,r) correspond au client entrant de l’extérieur qui trouve
le serveur occupé et l’orbite vide. Ainsi, il devient un client bloqué et un temps de rappel
résiduel est généré immédiatement à partir de G. Le cas d’un serveur occupé et un orbite
non vide est capturé par la transition (1,n,y,r)→ (1,n+1,y,r).

Enfin, la mesure Q2 pour les états x ∈ ∂E1 qui correspond à la transition (1,n,y,r)→
(0,n,0,r), lorsque le serveur devient inactif, est donnée par

Q2(x;{0}×{n}×{0}×A) = 1A(r);
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Où A ∈B.

Notons que, pour notre processus, le taux des sauts est exactement le taux d’arrivée λ .

Par conséquent, nous avons Λ(t,x) =
t∫

0
λ (φ(s,x))ds = λ t.

3 Le Générateur Associé
Le générateur infinitésimal du PDMP décrivant le modèle de file d’attente considérée

peut être déterminé comme suit. Partant d’un point initial (0,0,0,0, t) et après un temps in-
finitésimal h, le processus X(t) passe vers l’état (0,0,0,0, t +h) avec la probabilité 1−λh
et avec la probabilité λh il passe vers l’état (1,0,Y,0, t +h) où Y est une variable aléatoire
possédant la même distribution que F .
Ainsi,

E [ f (Xt)− f (0,0,0,0, t)]= (1−λh) f (0,0,0,0, t+h)+λh
∞∫
0

f (1,0,y,0, t+h)dF(y)− f (0,0,0,0, t)+◦(h).

En divisant par h nous trouvons

1
h

E [ f (Xt)− f (0,0,0,0, t)]=
1
h
[ f (0,0,0,0, t +h)− f (0,0,0,0, t)]+λ

[∞∫
0

f (1,0,y,0, t +h)dF(y)− f (0,0,0,0, t +h)
]
+◦(1).

Et comme h→ 0 nous obtenons

G f (0,0,0,0, t) = λ
∞∫
0
[ f (1,0,y,0, t)− f (0,0,0,0, t)]dF(y)+

∂
∂ t

f (0,0,0,0, t). (1)

De la même façon, en partant des points de départ (0,n,0,r, t), (1,0,y,0, t) et (1,n,y,r, t),
nous obtenons

G f (0,n,0,r, t) = λ
∞∫
0
[ f (1,n,y,r, t)− f (0,n,0,r, t)]dF(y)− ∂

∂ r
f (0,n,0,r, t)+

∂
∂ t

f (0,n,0,r, t);

(2)

G f (1,0,y,0, t) = λ
∞∫
0
[ f (1,1,y,r, t)− f (1,0,y,0, t)]dG(r)− ∂

∂y
f (1,0,y,0, t)+

∂
∂ t

f (1,0,y,0, t);

(3)

G f (1,n,y,r, t) = λ [ f (1,n+1,y,r, t)− f (1,n,y,r, t)]− ∂
∂y

f (1,n,y,r, t)− ∂
∂ r

f (1,n,y,r, t)+
∂
∂ t

f (1,n,y,r, t).

(4)

Le générateur infinitésimal du processus X(t) agit sur les fonctions f (i,n,y,r, t)∈D(G ) qui
sont différentiables par rapport à y,r et t pour tout i,n,y,r et t, qui satisfont les conditions
limites

f (0,n,0,0, t) =
∞∫
0

∞∫
0

f (1,n−1,y,r)dF(y)dG(r); (5)

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

85



et al.

f (1,n,0,r) = f (0,n,0,r); (6)

et qui vérifient les conditions d’intégrabilité

E
{∣∣∣∣

∞∫
0

f (1,0,y,0, t)dF(y)− f (0,0,0,0, t)
∣∣∣∣
}
< ∞; (7)

E
{∣∣∣∣

∞∫
0

f (1,n,y,r, t)dF(y)− f (0,n,0,r, t)
∣∣∣∣
}
< ∞; (8)

E
{∣∣∣∣

∞∫
0

f (1,1,y,r, t)dG(r)− f (1,0,y,0, t)
∣∣∣∣
}
< ∞. (9)

4 Les Martingales Associées
Les martingales associées au PDMP modélisant le modèle de file d’attente avec rappel

général et politique de rappel constante sont présentées dans les deux théorèmes suivants.

Théorème 4.1. Pour 0≤ z1 ≤ 1,0≤ z2 ≤ 1,γ > 0 et δ > 0 la fonction

zC(t)
1 zN(t)

2 e−γY (t)e−δR(t)eθX(t)(t) (10)

avec

θX(t)(t)=





λ t+ln(ω1) si X(t)=e0;

(λ−δ )t+ln(ω2) si X(t)∈E0;

(λ−γ)t+ln(ω3) si X(t)=e1;

(λ−λ z2−γ−δ )t si X(t)∈E0.

(11)

Où

ω1 =
γ−λ z1ϕS(γ)ω3 +λ z1ϕS(γ)ω3e−γt

γ
;

ω2 =
λ z2 + γ−λ z1ϕS(γ)+λ z1ϕS(γ)e−(λ z2+γ)t

λ z2 + γ
;

ω3 =
λ z2 +δ −λ z2ϕ̂R(δ )+λ z2ϕ̂R(δ )e−(λ z2+δ )t

λ z2 +δ
.

est une martingale pour les états x ∈ E, où

ϕS(γ) =
∞∫
0

e−γydF(y);γ > 0 et ϕ̂R(δ ) =
∞∫
0

e−δ rdG(r);δ > 0.
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Preuve. En définissant la fonction

f (i,n,y,r, t) = zi
1zn

2e−γye−δ reθx(t), (12)

où θx(t) est donnée par Eq.11, nous avons

G f (0,0,0,0,t)=λ
∞∫
0

[
z1e−γyeθ1,0,y,0(t)−e

θ(0,0,0,0)(t)
]
d f (y)+θ ′(0,0,0,0)(t)e

θ(0,0,0,0)(t)

=λ z1ϕS(γ)ω3e−(γ−λ )t−λ
eλ t

γ {γ−λ z1ϕS(γ)ω3+λ z1ϕS(γ)ω3e−γt}

+


λ−

λ z1ϕS(γ)ω3γe−γt

γ−λ z1ϕS(γ)ω3 +λ z1ϕS(γ)ω3e−γt


×

eλ t

γ {γ−λ z1ϕS(γ)ω3+λ z1ϕS(γ)ω3e−γt}

=λ z1ϕS(γ)ω3e−(γ−λ )t−λ
eλ t

γ {γ−λ z1ϕS(γ)ω3+λ z1ϕS(γ)ω3e−γt}+λ
eλ t

γ {γ−λ z1ϕS(γ)ω3+λ z1ϕS(γ)ω3e−γt}−λ z1ϕS(γ)ω3e−(γ−λ )t

=0.

G f (0,n,0,r,t) =λ
∞∫
0

[
z1zn

2e−γye−δ re
θ(1,n,y,r)(t)−zn

2e−δ re
θ(0,n,0,r)(t)

]
dF(y)+δ zn

2e−δ re
θ(0,n,0,r)(t)+zn

2e−δ rθ ′(0,n,0,r)(t)e
θ(0,n,0,r)(t)

=λ z1zn
2ϕS(γ)e−δ re(λ−λ zn

2−γ−δ )t+(δ−λ )zn
2e−δ rω2e(λ−δ )t+zn

2e−δ r



(λ−δ )−

λ z1ϕS(γ)e−(λ z2+γ)t

ω2



×e(λ−δ )t ω2

=λ z1zn
2ϕS(γ)e−δ re(λ−λ zn

2−γ−δ )t+(δ−λ )zn
2e−δ rω2e(λ−δ )t+zn

2e−δ r(λ−δ )e(λ−δ )t ω2−zn
2e−δ rλ z1ϕ̂S(γ)e−(λ z2+γ)t e(λ−δ )t

=0.

G f (1,0,y,0,t)=λ
∞∫
0

[
z1z2e−γye−δ re

θ(1,n,y,r)(t)−z1e−γye
θ(1,0,y,0)(t)

]
dG(r)+γz1e−γye

θ(1,0,y,0)(t)+z1e−γyθ ′(1,0,y,0)(t)e
θ(1,0,y,0)(t)

=λ z1z2e−γyϕ̂R(δ )e(λ−λ z2−γ−δ )t+(γ−λ )z1e−γye(λ−γ)t ω3+z1e−γy



(λ−γ)−

λ z2ϕ̂R(δ )e−(λ z2+δ )t

ω3



e(λ−γ)t ω3

=λ z1z2e−γyϕ̂R(δ )e(λ−λ z2−γ−δ )t+(γ−λ )z1e−γye(λ−γ)t ω3+z1e−γy(λ−γ)e−(λ z2+δ )t ω3−z1e−γyλ z2ϕ̂R(δ )e(λ−γ)t ω3

=0.

G f (1,n,y,n,t)=λ
[
z2e

θ(1,n,y,r)(t)−e
θ(1,n,y,r)(t)

]
+γe

θ(1,n,y,r)(t)+δe
θ(1,n,y,r)(t)+θ ′(1,n,y,r)(t)e

θ(1,n,y,r)(t)

=(λ z2−λ+γ+δ )e(λ−λ z2−γ−δ )t+(λ−λ z2−γ−δ )e(λ−λ z2−γ−δ )t

=0.

Ainsi, d’après la propriété du générateur infinitésimal, Eq. (10) est une martingale pour
le processus X(t).

Afin d’énoncer le théorème suivant, nous définissons les variables aléatoires τ0 et τ1
comme étant les temps d’arrêt qui mettent fin à la période d’inactivité du serveur (lorsque
X(t) ∈ e0∪E0) et à la fin de la période d’occupation (lorsque X(t) ∈ e1∪E1), respective-
ment.
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Théorème 4.2. Pour toute fonction f ∈D(G ), les processus

f (C(t),N(t),Y (t),R(t), t)− f (0,N(0),0,R(0),0)−
t∫

0
G f (0,N(s),0,R(s),s)ds pour t ∈ [0,τ0];

(13)
et

f (C(t),N(t),Y (t),R(t), t)− f (1,N(0),Y (0),R(0),0)−
t∫

0
G f (1,N(s),Y (s),R(s),s)ds pour t ∈ [0,τ1]

(14)
sont des martingales.

preuve. Le résultat est obtenu en utilisant le résultat sur les martingales présenté dans la
section 2.3 du chapitre 2 et le générateur infinitésimal donné par Eq.(1)-Eq.(4). Notons
que, pour X(t) ∈ e0∪ e1, R(t) = 0 lorsque N(t) = 0.

D’après le traitement du processus X(t) dans le cadre d’un PDMP, les temps d’arrêt τ0
et τ1 sont donnés par les variables aléatoires min(A(t),R(t)) et Y (t), respectivement. La
composante A(t) correspond au temps d’inter-arrivée qui suit une distribution exponentielle
de paramètre λ .

5 Conclusion
Un PDMP a été utilisé afin de décrire la dynamique du système de file d’attente M/G/1

avec rappel général et politique de rappel constante. Les martingales associées au modèle
considéré ont été déterminées en utilisant le générateur infinitésimal. Ces résultats peuvent
être exploités par la suite pour calculer le nombre moyen de clients dans l’orbite en régime
transitoire. Une éventuelle étude pratique est également évoquée afin de mettre en évidence
les résultats obtenus.
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Résumé Dans ce travail, nous montrons comment utiliser les réseaux de Petri (RdP)
pour modéliser et évaluer les performances d’un réseau de Jackson fermé [M/M/1→
M/M/1]. Pour les réseaux de Jackson fermés il y’a des résultats analytiques exactes,
mais ils sont en fonction du nombre de stations que contient le réseau à étudier et du
nombre de clients qui peuvent circuler dans ces stations donc ces résultats se compliquent
en fur et à mesure que le nombre des stations et/ou le nombre de clients dans ces stations
augmente. Ainsi, après une modélisation appropriée en utilisant le formalisme des RdPSG
(Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés) qui sadapte à la structure de ces réseaux
de files d’attente, nous avons pu construire le graphe de marquage du modèle qui nous a
permis de construire la chaı̂ne de Markov qui lui est associée. A partir de cette chaı̂ne de
Markov la distribution stationnaire est calculée et elle nous a permis d’obtenir les indices de
performances.

Mots clés : Réseaux de files d’attente ; Réseaux de Jackson fermés, Réseaux de Petri
généralisés ; Chaı̂nes de Markov à temps continu ; Mesures de performances.

1 Introduction
Dans la réalité des phénomènes d’attente se manifestent souvent sous différentes formes,

on peut citer comme exemple : larrivée des voitures à une station de service, la vente de
billets auprès dun guichet, lexécution des tâches dans un centre de calcul, ... etc.
Pour étudier ou modéliser ces phénomènes on fait appel à la théorie des files d’attente.
Cette théorie utilise des outils probabilistes pour étudier et modéliser le comportement des
systèmes réels où l’attente intervient [9].
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La théorie des files d’attente, qui est relativement ancienne, connaı̂t actuellement un
regain d’intérêt dû à l’extraordinaire développement des réseaux de communication. Cette
théorie est un domaine de la Recherche Opérationnelle qui permet de modéliser un système
d’attente, de calculer ses performances et de déterminer ses caractéristiques pour aider les
gestionnaires dans leurs prises de décisions.
Les premiers travaux sur la théorie des files d’attente ont été initiés par l’ingénieur danois
A. A. Erlang dans le but de modéliser les réseaux téléphoniques. De nos jours, cette théorie
intervient dans de nombreux autres domaines d’application et particulier dans les domaines
industriels, économiques, systèmes informatiques, etc. Toutefois, la majorité des systèmes
réels sont trop complexes pour qu’ils soient modélisés par une seule file d’attente, dans ce
cas on fait appel aux RFA (réseaux de files d’attente)[1].

Un réseau de files d’attente est un ensemble de file d’attentes interconnecter. Le séjour
d’un client dans ces réseaux consiste à parcourir une partie ou l’ensemble de toutes ces
files d’attente. En effet, le besoin de l’outil des réseaux de files d’attente est apparu dans
les années 70 pour étudier les performances des systèmes informatiques. Les réseaux de
files d’attente sont classés en deux catégories principales : réseaux de files d’attente mono-
classes et réseaux de files d’attente multi classes. Dans le cas de réseaux de files d’attente
mono-classes, on fait également la distinction entre : réseaux de files d’attente ouverts et
réseaux de files d’attente fermés [6]. Des solutions exactes existent pour une classe bien
particulière de RFA connus sous le nom de réseaux séparables où à forme produit, cette
classe de réseaux à forme produit est très restreinte mais des extensions lui sont établies
depuis r16. Néanmoins, des difficultés sont rencontrées pour élargissement de ces exten-
sions et cela suite à la difficulté de la nature des flux inter-stations de ces réseaux [2]. Bien
sûr de nombreuses méthodes approximatives d’évaluation des performances des RFA non
à forme produit ou ayant une forme produit difficile à exploiter ont été développées, cepen-
dant la complexité algorithmique de ces méthodes se complique au fur et à mesure que le
nombre de stations ou le nombre de clients dans ces réseaux s’agrandissent.
Pour pallier à toutes ces difficultés d’analyse des RFA, dans ce travail on va proposer une
approche de modélisation, d’analyse et d’évaluation de performances des RFA fermés basée
sur l’un des formalismes des réseaux de Petri Stochastiques Généralisés (RdPSG).

Les réseaux de Petri (RdP) [4] constituent un outil mathématique de modélisation développés
au début des années soixante par l’ingénieur allemand Carl Adam Petri dans sa thèse ”Com-
munication avec des automates” [8].

Dans ce travail nous allons analysé un réseau de files d’attente fermé M/M/1//N →
M/M/1//N en utilisant le formalisme RdPSG (Réseaux de Petri stochastique généralisés)
[5, 7]. En effet, cette approche proposée, va nous permettre de calculer facilement la chaı̂ne
de Markov à partir du graphe d’accessibilité par conséquent de calculer efficacement les
mesures de performances. En outre, nous allons étudier l’effet des paramètres du réseau
sur les indices de performance à travers quelques exemples numériques et ce en fesant
apple au simulateur GRIF et les résultats seront qui seront obtenus seront interprétés.

2 Description du réseau fermé [M/M/1−→M/M/1]

Considérons un réseau de files dattente fermé à deux stations comme est illustré dans
la FIGURE 1 suivante :
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FIGURE 1 – Présentation d’un réseau de files dattente fermé à deux stations.

Les clients arrivent à la File 1 selon un processus poissonnien de paramètre λ , si le serveur
est libre le client est servi avec un taux µ1 sinon il rejoint la file d’attente. Chaque client
reçoit une partie de son service à la première station, puis accède à la seconde station
pour continuer son service. A la fin du service du client dans la première station il rejoint la
file d’attente de la deuxième station avec un processus poissonnien de paramètre λ . Si le
serveur de la File 2 est libre,ce dernier sera servi sinon il patiente jusqu’à ce que le serveur
2 se libère. Lorsque les transitions immédiates (t. service1 et t.service2) sont sensibilisées
en même temps on tir la transition (t. service1).

2.1 Modélisation du système[M/M/1→M/M/1] via les RdPSG
Dans cette section nous modélisons le système[M/M/1→ M/M/1] par les RdPSG

voir la figure 2 :

FIGURE 2 – Modélisation du réseau fermé [M/M/1→M/M/1] via les RdPSG.

• p. f ile1 : Représente la file d’attente 01 (sera abrégées en graphe de marquage par PF1 ;
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• p. f ile2 : Représente la file d’attente 02 (sera abrégées en graphe de marquage par
PF2) ;

• p.service1 : Représente le service du client émanant la file d’attente 01 (sera abrégées
en graphe de marquage par PS1) ;

• p.service2 : Représente le service du client émanant la file d’attente 02 (sera abrégées
en graphe de marquage par PS2 ) ;

• t.arrivée1 : Représente la transition temporisée dans la file d’attente 01 (sera abrégées
en graphe de marquage par t.arr1) ;

• t.arrivée2 : Représente la transition temporisée dans la file d’attente 02 (sera abrégées
en graphe de marquage par t.arr2) ;

• t.service1 : Représente la transition immédiates indiquant le début de service du client
émanant de la file d’attente 01 (sera abrégées en graphe de marquage par t.ser1) ;

• t.service2 : Représente la transition immédiates indiquant le début de service du client
émanant de la file d’attente 02 (sera abrégées en graphe de marquage par t.ser2) ;

• P.Source : Contient les clients de la source (sera abrégées en graphe de marquage par
PS) ;

• t.Sortie : Représente la transition temporisée indiquant la fin de sercice du client dans la
station 2 .

Pour laccès des clients qui se trouvent dans la place P. Source la transition temporisée
t.arrivée1 doit être franchie ,donc a son franchissement un jeton est retiré dans la place P.
Source et puis déposé dans la place p.file1, suite a la non disponibilité dun jeton au niveau
de la place P.service1 qui est contrôlé par larc inhibiteur ; la transition immédiate t .service1
peut-être franchie .Au franchissement de cette dernière un jeton est retiré de la place p.file1
et puis déposé dans la place p.service1.

Pour laccès à la file 2, la transition temporisée t .arrivée2 doit être franchie .Au franchis-
sement de la transition t .arrivée2 un jeton est retiré de la place p.service1 et puis déposé
dans la place p.file2 ,et du fait quaussi a la non disponibilité de jeton dans la place p.service2
qui est aussi contrôlé par larc inhibiteur la transition immédiate t.service2 est franchie et a
son franchissement un jeton est retiré de la place P.file2 est puis sera déposé dans la place
P.service2 et a la fin ,la transition temporisée t.Sortie sera franchie avec le retrait dun jeton
depuis la place p.service2 et puis le déposé dans la place P.source ainsi que le processus
sera répété par le même déroulement.

2.2 Analyse des performances de notre réseau
Les indices de performances de notre modèle sont donnés somme suit :
• Le taux moyen effectif des arrivées des clients à la file 1 :

λ̄ = ∑
j∈(SM j)

λ (M j)π j; (1)

I SM j est l’ensemble des marquages où la transition t.arr1 est franchissable ;
I λ (M j) est le taux de franchissement associe à la transition t.arr1 dans M j.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

92



S. Hakmi et al.

• Taux moyen effectif des arrivées des clients à la file 2 :

µ1 = ∑
j∈(SM j)

µ1(M j)π j; (2)

I SM j est l’ensemble des marquages où la transition t.arr2 est franchissable ;
I µ1 (M j) est le taux de franchissement associe à la transition t.arr2 dans M j.
• Nombre moyen de clients dans la file 1 :

η̄file1 = ∑
j

M j (Pfile1)π j; (3)

I M j (Pfile1) est le nombre de jetons dans la place Pfile1 dans le marquage ;
I M j La somme dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.
• Nombre moyen de clients dans la file 2 :

η̄file2 = ∑
j

M j (Pfile2)π j; (4)

M j (Pfile2) est le nombre de jetons dans la place Pfile2 dans le marquage M j. La
somme dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.
• Nombre moyen de clients dans le service 2 :

η̄service2 = ∑
j

M j (Pservice2)π j; (5)

M j (Pservice2) est le nombre de jetons dans la place Pservice2 dans le marquage Mj. La
somme dans cette formule se fait sur tous les marquages accessibles.
• Temps moyen d’attente dans la file 1 : On application de la formule de little on aura

le résultat suivant :

Q̄file1 =
η̄ file1

λ̄
; (6)

• Temps moyen d’attente dans la file 2 : On application de la formule de little on aura
le résultat suivant :

Q̄service1 = Q̄file2 =
η̄ file2

µ̄1
. (7)

• Nombre moyen de clients dans le système :

η̄système = η̄file1 + η̄file2 + η̄service1 + η̄service2. (8)

• Temps moyen d’attente dans le service 2 : On application de la formule de little on
aura le résultat suivant :

Q̄service2 =
η̄ service2

µ2
(9)

• Nombre moyen d’attente dans le système :

Q̄système = Q̄file1 + Q̄file2 + Q̄service1 + Q̄ service2. (10)

Après l’obtention de ces indices de performances, nous avons étudié et évalué l’effet des
paramètres du réseau sur ces indices de performance à travers des exemples numériques
sur le réseau fermé M/M/1→ M/M/1 de population de taille N quelconque et ce en
variant les différents paramètres (taux d’arrivées, les taux des services des différentes files
du réseaux (λ ,µ1,µ2)) et en faisant appel au simulateur GRIF.
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3 Conclusion
Dans ce travail, nous avons modèlisé un réseau de files d’attente (RFA) fermé de deux

stations en tandem [M/M/1→M/M/1] via les RdPSG. Aprés l’obtention du modèle, nous
avons construit sa chaı̂ne de Markov à partir du graphe des marquages et nous avons cal-
culé ses indices de performances. Nous avons par la suite évalué ces principaux indices de
performances pour une taille quelconque N de la population du réseau et ce en variant les
valeurs des différents paramètes.
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Résumé Nous avons présenté une approche alternative pour la modélisation et l’analyse
des systèmes de gestion de stocks à source finie, avec rappels et produit périssable basée
sur les Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés (RdPSG). Une analyse qualitative
et quantitative du système de gestion de stock étudié est obtenue. Après la modélisation
de notre système on a construit le graphe des marquages qui nous a permis d’avoir la
chaı̂ne de Markov associé à notre modèle. Cette dernière elle nous a permis de calculer
la distribution stationnaire, les indices de performances et le coût total de notre modèle.
Finalement, des exemples numériques sont présentés pour illustrer l’efficacité de modèle
proposé.

Mots clés : Gestion de stocks ; Produits périssables ; Réseaux de Petri généralisés ; Modélisation ;
Politique (s,S)

1 Introduction
Les modèles stochastiques de gestion de stocks développés ces dernières années tentent

de tenir compte des phénomènes de répétition d’appels qui exercent une influence non
négligeable sur les indices de performances de certains systèmes réels. Ces systèmes sont
appelés ”systèmes de gestion de stocks avec rappels”. Les systèmes de gestion des stocks
avec rappels se caractérisent par la particularité qu’un client trouvant le niveau de stock
égale à zéro ou le service est occupé est obligé de rejoindre l’orbite et de répéter sa de-
mande après une période de temps aléatoire. Ce système a été introduit par J.R. Artalejo
[1].

La difficulté majeure dans l’étude de ces systèmes est qu’on ne peut pas observer l’orbite
et en particulier on n’arrive pas à faire la distinction entre un appel primaire (arrivée d’un client

∗Corresponding Author
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de l’extérieur) et un appel secondaire (arrivée d’un client de l’orbite). De plus, le processus
des arrivées dépend à la fois des lois régissant les rappels ainsi que de la loi des arrivées
primaires, ce qui prive le processus des arrivées de la propriété d’indépendance. C’est la
raison pour laquelle il est très difficile, si ce n’est impossible, de déduire des formules ana-
lytiques exactes pour les distributions stationnaires et les caractéristiques de performance.
Pour remédier à ce problème, des solutions sont obtenues par des méthodes d’approxima-
tion et des modèles tronqués.

La plupart des travaux considèrent des modèles avec source (population) infinie de
clients et un flux des arrivées primaires poissonnien. Cependant, dans beaucoup de situa-
tions pratiques, il est important de prendre en compte le fait que le taux de génération des
nouveaux appels primaires décroı̂t quand le nombre de clients dans le système croı̂t. Ceci
peut se faire en considérant des modèles ayant une source finie de clients [2].

De nombreux produits sont sujets à la périssabilité, en raison d’une durée de stockage
excessive où ils deviennent obsolètes. La périssabilité des produits a un grand impact sur
l’etude des systèmes de gestion des stocks, ignorant ce caractère peut conduire à des er-
reurs significatives. Les systèmes de gestion des stocks a produit périssable ont introduit
dans des nombreux articles et par plusieurs chercheurs, en raison de ces applications nom-
breuses et potentielles dans des domaines et des secteurs différents comme : l’alimentation,
la chimie, les produits pharmaceutiques, la photographie, etc.

Les réseaux de Petri (RdP) constituent un outil mathématique de modélisation développés
au début des années soixante par l’ingénieur Carl Adam Petri dans sa thèse. Par la suite,
plusieurs extensions ont été portées à la définition initiale de RdP tels que : les réseaux
de Petri stochastiques (RdPS) [3], les réseaux de petri stochastiques généralisés (RdPSG),
les réseaux de petri temporels, etc. Le succès des (RdPS) est dû en particulier à leurs ca-
ractéristiques performantes dans l’analyse et l’évaluation analytique et pour la simulation du
système étudié.

Les travaux sur les systèmes de gestion des stocks avec rappel et produit périssables
restent assez limités [4, 5, 6]. Le travail de Sivakumar [6] qui consiste à analyser les perfor-
mance d’un système de gestion des stocks avec rappel, a source finie et produit périssable,
en utilisant les chaı̂nes de Markov. Cet article s’inscrit dans le cadre de la modélisation et
l’évaluation des performances des RdPSG associés aux systèmes de gestion de stocks à
source finie, avec rappel et produit périssable. Le formalisme RdPS a été exploité, avec
succès, pour étudier quelques systèmes de gestion des stocks. Dans ce contexte, nous pou-
vons mentionner les deux travaux :

– Le travail de Chen et al (2005). où, un système de gestion des stocks à source finie,
politique (s,S), demande stochastique, délais de réapprovisionnement constant a été
étudié via les réseaux de Petri lots déterministes et stochastiques [7] ;

– Wang at al. (2017) traitent l’analyse d’un système de gestion des stock avec priorité
par les RdPSG [8].

2 Description du modèle
On considère le système de gestion des stocks à produit périssable, à source finie et

avec rappels que nous allons étudier et dont les hypothèses sont les suivantes (voir la figure
1) :
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1. Le stock est géré par la politique (s,S) ;

2. La demande est stochastique telle que son processus d’arrivée est poissonnien de
taux λ ;

3. Si une demande arrive alors que le stock n’est pas vide elle rejoint le service suivant
une loi exponentielle de paramètre µ ;

4. Si une demande arrive alors que le stock est vide ou le service est occupé, elle rejoint
l’orbite pour rappeler ultérieurement suivant une loi exponentielle de paramètre σ . La
politique de rappel est classique.

5. La durée de vie des produits de ce système est exponentielle de paramètre γ ;

6. Lorsque le niveau du stock est inférieur strictement au seuil s, une commande de
réapprovisionnement de quantité Q = (S− s) sera lancé pour ramener le niveau de
stock à S. Le délai d’approvisionnement du stock est exponentiel de paramètre β .

FIGURE 1 – Système de gestion des stocks à produits périssables, à source finie et avec
rappels

3 Modèle RdPSG associé au système étudié
Dans cette section, on a modélisé notre système à l’aide des RdPSG, tel qu’il est illustré

dans la figure suivante (voir la figure 2) :
Tel que :

– Psource : représente les demandes de capacité maximum N ;
– Pchoix : c’est la place où, le choix entre rejoindre l’orbite ou le service ;
– Porbit : est une place qui représente les demandes non satisfaites ;
– Pservice : Cette place représente les demandes satisfaites ;
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FIGURE 2 – Modèle RdPSG associé au système de gestion des stocks à produits péris-
sables, à source finie et rappels

– Pstock : Cette place représente le stock des produits de notre système de capacité
maximum S ;

– Les transitions temporisées Tarrive, Trappel, T service, Texpiration et T commande
représentent respectivement : l’arrivée d’une demande, le rappel de la demande, sa-
tisfaire une demande, l’expiration d’un produit et enfin le lancement d’une commande
d’un produit ;

– Les deux transitions T 1(priorité 1), T 2(priorité 2) sont des transitions immédiates qui
représentent respectivement l’accès immédiat au service et a l’orbite.

4 Analyse qualitative et quantitative du RdPSG

Après avoir le vecteur de probabilité stationnaire π , par la résolution du système linéaire :
πQ = 0 et π1 = 1, divers indices de performance interessants peuvent être calculés. Parmi
les caractéristiques les plus importantes, que l’on souhaite évaluer sont : le taux moyen de
génération de l’arrivée λ , le taux moyen d’expiration γ , Le taux moyen de service µ , le taux
moyen de rappel σ , le nombre moyen de clients dans l’orbite no, La probabilité que le service
est occupé nB , le temps moyen d’attente ω , le temps moyen de réponse ϖ , niveau moyen
de stock prévu nl , niveau moyen de réapprovisionnement nr, etc.

Le taux de coût total TC de notre système en régime permanent est donné par la formule
suivante :

TC =CHγ +CsnR +Cpnp +Cwno.

Telle que : CH le coût de possession des stocks, Cs le coût de commande, Cp le coût des
produits périssables, Cw le coût d’attente d’une demande en orbite.
Dans le simulateur GRIF, on a introduit notre modèle RdPSG. On a fait varier, le taux des
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arrivées λ et on a fixé le taux de service µ , le taux d’expiration γ , le taux de rappel σ et le
taux de la commande β . Pour le nombre de clients dans la source N et la quantité du stock
S vont prendre différentes valeurs à chaque variation du taux λ (voir le tableau 1).

TABLE 1 – Quelques mesures de performance

S N λ σ γ β µ λ no nB ϖ
3 2 1 0.5 3 2 1 315.9 1.1632 0.4604 0.0051
3 2 1.5 0.5 3 2 1 334.3 1.2882 0.4766 0.0053
3 2 2 0.5 3 2 1 337.3 1.3411 0.4790 0.0054
3 4 1 0.5 3 2 1 325.7 3.1363 0.4661 0.0111
3 4 1.5 0.5 3 2 1 337.8 3.2671 0.4816 0.0111
3 4 2 0.5 3 2 1 337.8 3.3466 0.4697 0.0113
3 6 1 0.5 3 2 1 328.4 5.1150 0.4751 0.0170
3 6 1.5 0.5 3 2 1 338.8 5.2724 0.4745 0.0170
3 6 2 0.5 3 2 1 339.1 5.3322 0.4766 0.0171
3 10 1 0.5 3 2 1 331 9.0799 0.4731 0.0289
3 10 1.5 0.5 3 2 1 344 9.2163 0.4880 0.0282
3 10 2 0.5 3 2 1 336.7 9.3195 0.4704 0.0291

5 Conclusion
On a présenté une approche numérique exacte pour la modélisation et l’analyse du

système de gestion de stock a source finie, avec rappel, et produit périssable en utilisant le
formalisme RdPSG. Les RdPSG constituent un important modèle graphique et mathématique,
qui offre une grande puissance descriptive, ce qui nous a permis la modélisation et l’ana-
lyse des systèmes de gestion de stocks incluant diverses caractéristiques (source finie,
rappel et produit périssable). L’approche proposée nous a donné une représentation gra-
phique détaillée et nous a permis d’obtenir le générateur infinitésimal et la CT MC sous-
jacente. En outre, nous avons donné les principales caractéristiques en fonction paramètre
de système indépendamment du graphe d’accessibilité. Des résultats numériques exacts
pour notre système sont obtenus en utilisant le simulateur GRIF . Finalement, nous avons
étudié l’effet des paramètres de notre système sur ses indices de performance.
Différentes perspectives sont envisagées pour le travail présenté dans ce mémoire, à savoir :

– Appliquer cette approche pour l’analyse des systèmes de gestion de stocks avec (va-
cance, panne, ...) ;

– Etendre l’utilisation des RdPS à l’analyse des systèmes de gestion des stocks non
markoviens ;

– établir la stabilité forte des RdPS associés aux systèmes de gestion des stocks ;
– Appliquer la méthode de noyau pour générer le processus des arrivées ou le proces-

sus de la demande.
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Résumé Cet article propose une méthode de construction de plans d’expériences
numériques. Cette méthode est basée sur la théorie des processus stochastiques, parti-
culièrement les processus ponctuels marqués à deux types. Ces plans obtenus à partir
de la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC) et l’algorithme de Metropolis
Hastings sont facilement modulables et peuvent ainsi répondre à divers objectifs. Une étude
détaillée sur la convergence de la chaine de Markov a été réalisée.

Mots clés : Plans d’expériences, plans d’expériences numériques, processus ponctuels,
chaine de Markov par la méthode de Monte Carlo, algorithme de Metropolis-Hasting.

1 Introduction
Dans le contexte de la simulation numérique, les expériences simulées sont coûteuses

en calcul, il est donc important d’utiliser des méthodes de conception expérimentales pour
optimiser ces expériences. De nombreux phénomènes sont modélisés par des codes de si-
mulation numérique comme outils d’optimisation et de prédiction. Ces codes sont constitués
de modèles numériques qui relient des variables descriptives de l’état du système à un cer-
tain nombre de paramètres. Le simulateur prend ses paramètres en entrée et génère des
réponses aux variables d’état du système. Bien que l’informatique progresse, le code de ces
calculs est complexe et prend souvent beaucoup de temps à s’exécuter. Pour résoudre ce
problème, l’idée est de remplacer le simulateur par une ou plusieurs fonctions d’approxima-
tion construites à l’aide de méthodes d’approximation ou d’interpolation et à partir de plans
d’expériences numériques.
Afin de bien remplir au mieux l’espace des paramètres et d’obtenir des informations dans tout
le domaine expérimental, nous proposons une méthode de construction de plans d’expériences
numériques dont les points sont le plus uniformément répartis dans l’hypercube unité. Pour
cela, nous utilisons le Processus de Markov à deux types (Two-Type Markov Point Process)
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qui est un processus de Strauss marqué avec deux marques pour simuler les n expériences
numériques qui constituent le plan d’expériences numériques. Un processus qui est marko-
vien au sens de Ripley-Kelly [1]. Franco [2] a publié pour la première fois un plan d’expérience
numérique basé sur le processus ponctuel de Strauss, qui intègre le concept d’interaction
entre des paires de points. El mossaoui et al [3, 4] ont proposé une conception numérique
d’expériences basée sur l’utilisation du processus de Strauss marqué. Ces méthodes de pla-
nification peuvent atteindre deux objectifs, un sur la distribution des points et un autre sur la
caractérisation des marques de ces points.

2 Plan d’expériences numériques par un processus ponc-
tuel markovien

L’idée principale est de considérer chaque expérience xi comme un point ou une particule
définie dans [0,1]p et chaque configuration x comme une matrice d’expériences. Chaque
point de cette configuration est caractérisé par deux marques mi et m′i définie sur l’es-
pace des marques M. Le point et ses marques forment un objet défini par (xi,mi,m′i). Par
conséquent, nous assimilons l’objet à la réalisation du processus ponctuel marqué à deux
types par X . Le processus de Straus marqué implique la possibilité d’interaction. Ces interac-
tions correspondent aux propriétés de voisinage définies dans le champ de Markov au sens
de Ripley - Kelly. Le potentiel d’interaction le plus utilisé est l’interaction entre paires d’objets.
Ces processus objets sont importants pour la modélisation des phénomènes répulsifs. La
densité de probabilité d’un processus ponctuel marqué de Strauss à deux types pour une
configuration x de points est donnée par [5] :

π (x) = αβ m1(x)
1 β m2(x)

2 γm11(x)
11 γm12(x)

12 γm22(x)
22 (1)

Avec, α est la constante de normalisation, 0 < γkl ≤ 1, k ∈ {1,2} et l ∈ {1,2} sont des
coefficients d’interaction, βk,k ∈ {1,2} est l’intensité du processus, mk(x) est le nombre de
points de type k dans x (de marque k ) et mkl(x) est le nombre de paires de ∼x-voisins de
type (k,1) ou (1,k) dans x (de marque k et l au même temps).

2.1 Choix des marques
Dans cette étude, pour une configuration x nous caractérisons les points par deux marques,

la première marque m1 (x) représente le nombre de points xi dont la valeur de l’erreur de
prédiction ŷxi au point xi est inférieur à une précision fixée ε . Cette erreur est définie par :

var(ŷxi) =
t f (xi)(

tXX)−1 f (xi). Avec, X = t [ f (x1), f (x1), · · · f (x1)] est la matrice de cal-

cul, qui dépend des points expérimentaux choisis et du modèle postulé, (tXX)−1 la matrice
de dispersion et f (xi) est le vecteur modélisé du point xi Dans ce cas on définit m1 (x)

pour une configuration x par : m1(x) =
n
∑

i=1
1var(ŷxi)≤ε . Pour la deuxième marque m2 (x), on

considère la moyenne des distances à densité normale entre le point xi et les autre point

de la configuration x. Cette marque est définie par : m2(x) =
n
∑

i=1
1µ(xi)≥R. La moyenne des
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distances donnée par : µ (xi) =
1

n−1

n−1
∑
j=1
j 6=i

δ (xi,x j) Avec : δ (xi,x j) =
l∫

0
ϕ(t)dt, tel que l est

la distance usuel entre les points xi et x j . Et ϕ la densité de la loi normale. Où R est une
valeur fixée.

3 Simulation des processus ponctuels par la méthode
MCMC et l’algorithme de Metropolis-Hasting

Cette méthode consiste à construire une chaı̂ne {X0,X1, · · · ,XN} qui converge vers
la distribution π souhaitée. En fait, l’algorithme de Metropolis-Hasting [6, 7] peut faire cette
construction en utilisant le noyau de transition π-réversible PMH . Cet algorithme passe par
deux étapes.

• Nous proposons un changement d’état de x à y selon la loi de probabilité Q(x, .)
• On accepte y avec la probabilité a(x,y), si non on reste dans l’état x (où a : Ω×

Ω 7→ [0,1]) Notons q(x,y) la densité de Q(x, .), la transition P de Metropolis-Hasting
s’écrit :

PMH (x,y) = a(x,y)q(x,y)+


1−

∫

Ω

a(x,z)q(x,z)dz


δx(y)

Avec δx(.) et la masse du point en x. Pour simplifier les calcules, on utilise la mesure
de Dirac en x (δx (y) = 1 si x = y et 0 sinon).

Le choix de (Q,a) assurera la π-réversibilité de PMH si l’équation d’équilibre suivante est
satisfaite : ∀x,y ∈Ω : π (x)×q(x,y)×a(x,y) = π (y)×q(y,x)×a(y, x)
Le choix de la probabilité d’acceptation a est plus limité : il est dicté essentiellement par
l’objectif de simuler (asymptotiquement) une loi de probabilité π donnée. C’est le cas du
choix usuel, où :

a(x,y) =
π (y)×q(y,x)
π (x)×q(x,y)

Deux points importants à noter. Premièrement, le calcul de a(x, y) ne nécessite aucune
connaissance de la constante de normalisation de (1). Deuxièmement, dans ce travail, nous
considérons le cas où deux configurations x et y diffèrent exactement en un point. On parle
alors de dynamique de renversement de spin (spin flop Dynamics en anglais), donc la densité
q est symétrique : q(y,x) = q(x,y). Dans ce cas, la probabilité d’acceptation se réduit à :

a(x,y) =
π (y)
π(x)

=
β m1(y)

1 β m2(y)
2 γm11(y)

11 γm12(y)
12 γm22(y)

22

β m1(x)
1 β m2(x)

2 γm11(x)
11 γm12(x)

12 γm22(x)
22

3.1 Algorithme de construction du plan proposé
Le plan d’expériences numérique proposé dans ce travail est généré à l’aide de l’algo-

rithme suivant (en fait une version de l’algorithme de Metropolis-Hasting).
Algorithme
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[label=()]Étape d’initialisation :
Choisir une configuration initiale (plan d’expériences)
(X0 = x, où x = (x1,x2, · · · ,xn) et x ∈ [0,1]p) selon une loi de probabilité donnée par
exemple la loi uniforme. Étape d’itérations : Pour N = 1,2, · · · ,NMCMC

1.2. • Étape 1 :
– Pour chaque état x échantillonner y par l’utilisation de dynamique de renversement de

spin
– Choisir un pin s au hasard uniformément sur {1, · · · ,n}
– Simuler une expérience y j selon la loi uniforme sur[0,1]p. On prend alors comme nouvelle

configuration : y =
(
x1,x2, · · ·xs−1,y j,xs+1 · · · ,xn

)

• Étape 2 :
– Calculer la probabilité d’acceptation :

a(x,y)=min
(

1;β m1(y)−m1(x)
1 β m2(y)−m2(x)

2 γm11(y)−m11(x)
11 γm12(y)−m12(x)

12 γm22(y)−m12(x)
22

)

avec et βk > 0 et 0 < γkl ≤ 1

– Prendre x =
{

y avec une probabilité : a
x avec une probabilité : 1− a

Répéter ces deux dernières étapes n fois pour chaque itération N.

Prendre XN = x.

4 Étude de convergence
Pour chaque itération N de l’algorithme de construction décrit précédemment, nous effectuons

n transformations de base. D’où, la chaı̂ne des plans d’expériences (XN)N≥0 ainsi générée est la
réalisation d’une chaine de Markov de noyau de transition : P(x,y) = Pn

MH (x,y)
A ce niveau, la question fondamentale qui se pose est de savoir si la chaine converge vers la distribution
π(x) définie en (1). La chaine converge vers la distribution invariante π si : Pt (x,A) →

t→∞
π (A) . Où A

un borélien de B et Kt (x,A) = p(Xt = A/X0 = x) est un noyau de transition de pas t. Énonçons le
résultat principal qui nous intéresse ici :

Théorème 4.1. Si le noyau de transition P=Pn
MH sur un espace fini a une distribution invariante

unique π et P est positif récurrent, alors la chaine de Markov (XN)N ≥ 0 obtenue à partir de
l’algorithme de construction est uniformément ergodique et ce noyau réalise la simulation d’un
processus ponctuel marqué de Strauss de densité π (x) = αβ m1(x)

1 β m2(x)
2 γm11(x)

11 γm12(x)
12 γm22(x)

22 (i.e.
vPm tend vers π quand m tend vers l’infini avec v est la distribution initiale ).

Preuve. Premièrement, nous montrons trois propriétés importantes pour le noyau PMH : π-
réversibilité,π-stationnarité et π-irréductibilité.

• La π-réversibilité
Par définition, la transition PMH est π-réversible si :
∀x, y ∈ Ω : π (x)PMH (x, y) = π (y)PMH (y, x)
Soit x ∈ Ωet B ∈ A nous avons :∫

Ω

1B(x,y)π (x)PMH (x,y)dx =
∫

Ω

1B(x,y)π (x)a(x,y)q(x,y)dx+

∫

Ω

1B(x,y)π (x)


1−

∫

Ω

a(x,z)q(x,z)dz


δx (y)dx

=
∫

Ω

1B(x,y)π (x)a(x,y)q(x,y)dx+
∫

Ω

1B(x,x)π (x)


1−

∫

Ω

a(x,z)q(x,z)dz


dx
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Et puisque : π (x)a(x, y)q(x,y) = αβ m1(x)
1 β m2(x)

2 γm11(x)
11 γm12(x)

12 γm22(x)
22 ×

min
(

1;β m1(y)−m1(x)
1 β m2(y)−m2(x)

2 γm11(y)−m11(x)
11 γm12(y)−m12(x)

12 γm22(y)−m22(x)
22

)
q(x,y)

=αmin
(

β m1(x)
1 β m2(x)

2 γm11(x)
11 γm12(x)

12 γm22(x)
22 ,β m1(y)

1 β m2(y)
2 γm11(y)

11 γm12(y)
12 γm22(y)

22

)
q(x,y)

=αβ m1(y)
1 β m2(y)

2 γm11(y)
11 γm12(y)

12 γm22(y)
22 ×

min
(

β m1(x)−m1(y)
1 β m2(x)−m2(y)

2 γm11(x)−m11(y)
11 γm12(x)−m12(y)

12 γm22(x)−m22(y)
22 ;1

)
q(x,y)

= π(y)min
(

1;β m1(x)−m1(y)
1 β m2(x)−m2(y)

2 γm11(x)−m11(y)
11 γm12(x)−m12(y)

12 γm22(x)−m12(y)
22

)
q(x,y)

= π(y)a(y,x)q(x,y)
et comme q(x,y) = q(y,x), alors π (x)a(x, y)q(x,y) = π (y)a(y,x)q(y,x), on obtient∫

Ω 1B(x,y)π (x)PMH (x,y)dx=
∫

Ω 1B(x,y)π (y)PMH (y,x)dy Donc π (x)PMH (x, y) = π (y)PMH (y, x),
alors la chaine est π-réversible donc π-invariante.

• La π-stationnarité

La transition PMH est π-stationnaire si πPMH = π .
Soit x ∈Ω et B ∈ A. On a alors :
∫
Ω

1B(x,y)π (x)PMH (x,y)dx =
∫
Ω

1B(x,y)π (x)
[∫

Ω
a(x,y)q(x,y)dy

]
dx+

∫
Ω

1B(x,y)π (x)
[∫

Ω
1−a(x,z)q(x,z)dz

]
δx (y)dx=

∫
Ω

1B(x,y)π (x)
[∫

Ω
a(x,y)q(x,y)dy

]
dx

+
∫
Ω

1B(x,x)π (x)
[∫

Ω
1−a(x,z)q(x,z)dz

]
dx =

∫
Ω

∫
Ω

1B(x,y)π (x)a(x,y)q(x,y)dydx+
∫
Ω

1B(x,x)π (x)dx− ∫
Ω

∫
Ω

π (x)a(x,z)q(x,z)dzdx =
∫
Ω

1B(x,x)π (x)dx

Donc la chaine admet π comme distribution stationnaire
• La π-irréductibilité

La transition PMH est π-irréductible si : ∀A ∈B,π (A)> 0 ⇒ ∃t , PMH
t (x,A)> 0

Soit A un borélien ∀A ∈B,π (A)> 0 ⇒ ∃t , PMH
t (x,A)> 0 et pour t = 1 on obtient :

∫

Ω

1B(x,A)PMH (x,A)dx =
∫

Ω

1B(x,A)a(x,A)q(x,A)dx+
∫

Ω

1B(x,A)


1−

∫

Ω

a(x,z)q(x,z)dz


δx (A)dx

=
∫

Ω

1B(x,A)a(x,A)q(x,A)dx+1−
∫

Ω

∫

Ω

a(x,z)q(x,z)dzdx

Puisque a(x,A)=min
(

1;β m1(A)−m1(x)
1 β m2(A)−m2(x)

2 γm11(A)−m11(x)
11 γm12(A)−m12(x)

12 γm22(A)−m12(x)
22

)
et

a(x,z)=min
(

1;β m1(z)−m1(x)
1 β m2(z)−m2(x)

2 γm11(z)−m11(x)
11 γm12(z)−m12(x)

12 γm22(z)−m12(x)
22

)
, alors

on distingue quatre cas possibles :
• Si a(x,A)= 1 et a(x,z)= β m1(z)−m1(x)

1 β m2(z)−m2(x)
2 γm11(z)−m11(x)

11 γm12(z)−m12(x)
12 γm22(z)−m12(x)

22
alors :∫

Ω

1B(x,A)PMH (x,A)dx =
∫

Ω

1B(x,A)q(x,A)dx+1−

β m1(z)−m1(x)
1 β m2(z)−m2(x)

2 γm11(z)−m11(x)
11 γm12(z)−m12(x)

12 γm22(z)−m12(x)
22 > 0

• Si a(x,z) = β m1(A)−m1(x)
1 β m2(A)−m2(x)

2 γm11(A)−m11(x)
11 γm12(A)−m12(x)

12 γm22(A)−m12(x)
22 et

a(x,z) = 1 alors :
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∫

Ω

1B(x,A)PMH (x,A)dx =

β m1(A)−m1(x)
1 β m2(A)−m2(x)

2 γm11(A)−m11(x)
11 γm12(A)−m12(x)

12 γm22(A)−m12(x)
22

∫

Ω

1B(x,A)q(x,A)dx > 0

• Si a(x,z) = β m1(A)−m1(x)
1 β m2(A)−m2(x)

2 γm11(A)−m11(x)
11 γm12(A)−m12(x)

12 γm22(A)−m12(x)
22 et

a(x,z) = β m1(z)−m1(x)
1 β m2(z)−m2(x)

2 γm11(z)−m11(x)
11 γm12(z)−m12(x)

12 γm22(z)−m12(x)
22 alors :∫

Ω

1B(x,A)PMH (x,A)dx

= β m1(A)−m1(x)
1 β m2(A)−m2(x)

2 γm11(A)−m11(x)
11 γm12(A)−m12(x)

12 γm22(A)−m12(x)
22

∫

Ω

1B(x,A)q(x,A)dx+

1− β m1(z)−m1(x)
1 β m2(z)−m2(x)

2 γm11(z)−m11(x)
11 γm12(z)−m12(x)

12 γm22(z)−m12(x)
22 > 0

donc
∫

Ω 1B(x,A)PMH
t (x,A)dx > 0 ∀ t ≥ 0 ,alors PMHest π-irréductible.

Puisque, π est la loi invariante de PMH alors elle est aussi loi invariante pour P = PMH .
En effet, πPMH = π et par récurrence sur l’entier n ; πPMH = π , on obtient :

πPMH = πPMH
2 = πPMH

3 = . . .= πPMH
n = π

Donc πP= π . Par construction de P=Pn
MH , la π-irréductibilité de PMH entraine la π-irréductibilité

de P. Si P est π-irréductible et possède une distribution π-invariante. Alors P est récurrent posi-
tive et π est l’unique distribution invariante de P [8].

Soit v une distribution initiale, pour tout entier m et ∀ x ∈ Nl f nous avons :

vPn (x, .)−π = vPn−πPn ≤ 2C (Pn)≤ 2(C (P))n

Avec 0≤C (P)< 1 est le coefficient de contraction [9]. Donc la chaine est uniformément ergo-
dique. Et, ‖vPm−π‖ tend vers zéro quand m tend vers l’infini. Donc, la chaine converge vers la
distribution marquée de Strauss multiple.

5 Conclusion
La méthode des plans d’expériences est un ensemble de méthodes et d’idées de raison-

nement à la disposition de tous les expérimentateurs qui souhaitent planifier leurs expériences.
Dans ce contexte, l’utilisation des processus ponctuels marqués à deux types et la méthode
MCMC permet de construire de nouveaux plans numériques spécifiés à partir de la loi pour
un modèle à interaction entre paire d’objets. Cette approche offre une grande souplesse dans
la mesure où l’on peut facilement jouer sur cette loi via sa représentation pour imposer des
propriétés comme par exemple le remplissage. Par ailleurs, la méthodologie MCMC consti-
tue une alternative intéressante à l’approche statistique classique qui consiste à travailler sur
des réalisations indépendantes d’une même loi.
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Résumé Nous considérons l’estimation des paramètres des équations différentielles sto-
chastiques utilisant le modèle d’évaluation d’options de Black- Scholes. Nous présentons
deux méthodes : la méthode via le temps du premier passage et la généralisation des
temps de passage. Nous illustrons cette méthode par l’application sur des données réelles
cours de l’action de l’or de Londres.

Mots clés : Brownien géométrique ; Processus de diffusion ; trajectoires ; Premier temps de
passage ; Volatilité.

1 Introduction
L’étude la plus reconnue dans le monde de la finance mathématique est certainement

le modèle d’évaluation des options de Black et Scholes (1973), qui a connu un sucées
immédiat auprès des chercheurs et des professionnels de la finance. Le modèle de Black et
Scholes est, sans aucun doute, le premier modèle théorique d’évaluation à avoir été utilisé
de manière aussi intensive par les professionnels à des fins d’évaluation. Les variations de la
variance des rendements de l’actif sous jacent ne puissent être que partiellement expliquées,
par les mouvements de son prix, la volatilité des rendements de l’actif sous jacent pourrait
être elle – même une variable aléatoire qui évoluerait dans le temps suivant un processus
spécifique.

L’objectif de cet article, est d’estimer les paramètres des équations différentielles sto-
chastiques (EDS) avec deux méthodes. On commence par la méthode via le temps du pre-
mier passage que nous améliorons par la généralisation des temps de passage, la premier
méthode permet d’estimer les paramètres, à partir des premier temps de passage alors que
la deuxième méthode permet de les estimer, à partir de tous les points de passage [10].
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2 Modèle de Black et Scholes
Nous supposons que le comportement du prix de l’action est déterminé par l’EDS [1, 6,

11] :
dXt = µXtdt +σXtdBt ,B = (B(t), t ≥ 0)

un mouvement brownien standard , µ et σ sont des paramètres réels. Pour résoudre cette
équation, On pose Yt = log(Xt)et m = (µ− 1

2 σ2) et en appliquant le lemme d’Itô, on trouve

donc : Xt = x0 exp
{
(µ− 1

2 σ2)t +σBt
}

. La solution Xt est appelée brownien géométrique.
Ce processus est aussi dit processus ”log- normale”. Il résulte que Y = (Y (t), t < 0) est un
processus de Wiener généralisé de drift m et de variance σ2.

∀s,0≤ s≤ t,Bx(t)−Bx(s)∼ N(m(t− s),σ2(t− s)), donc
Y (t)−Y (0) = log((X(t)/X(0))

3 Méthodes d’estimation des paramètres des EDS

3.1 Méthode 1 : Méthode via le temps du premier passage

Cette méthode propose l’estimation des paramètres du processus de diffusion log nor-
male, via l’observation de l’instant de premier passage du processus à travers une borne
constante notée S [4]. T est le premier temps de passage du processus X(t) = exp(Y (t))
par le point S = exp(a),T = inf{t/X(t) = S}, t > 0 et X(t0) = x0 .

T suit une loi gaussienne inverse, sa fonction de densité, s’écrit donc sous la forme [2] :

f (S, t/x0, t) =
log
(

S
x0

)

√
2πσ (t− t0)

3
2

exp




−

[
log
(

S
x0

)
− (µ− 1

2 σ2)(t− t0)
]2

2σ2(t− t0)





(1)

La résolution des équations de vraisemblance nous donne les estimateurs suivants :

µ̂ =
log
(

S
x0

)

t + 1
2 σ̂2et σ̂2 =

[
log
(

S
x0

)]2

b ∑b
i=1

(
1
ti
− 1

t

)
où t = 1

b ∑b
i=1 ti

Pour appliquer cette méthode, nous considèrons b trajectoires indépendantes ayant cha-
cune ni observations (i = 1, . . . ,b). Nous supposons qu’elles partent toutes du même point
initial c’est-à-dire que P{Xi (t0) = x0} = 1,(i = 1, · · · ,b) . Les variables aléatoires T sont
les instants du premier passage par la borne S dans les b trajectoires, avec les valeurs ob-
servées ti : i = 1, · · · ,b,.
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3.2 Méthode 2 : Généralisation de la méthode des temps de passage
(GTP)

C’est le même principe que la méthode 1, mais on utilise tous les temps de passage par
la borne S, telle que cette borne est bien atteinte par toutes les trajectoires éventuelles. La
résolution des équations de vraisemblance nous donne les estimateurs suivants :

µ̂ =
log
(

S
x0

)

t
+

1
2

σ̂2 (2)

σ̂2 =

[
log
(

S
x0

)]2

n

n

∑
i=1

(
1
ti
− 1

t

)
(3)

où t = 1
n ∑b

i=1 ti,avec n : nombre des temps de passage.

4 Application

On dispose de 191 observations journalières de cours de l’action OR pour la période du
29 Mars 2007au 31 Décembre 2007.

FIGURE 1 – Evolution de cours de l’action de l’or.

En se basant sur certains critères pour choisirai meilleur méthode, notamment le critère
qui minimise les RMSE ( root mean squared error loss function ) , %RMSE ( relative root

mean squard error loss function ) et l’erreur moyenne relative (ERM). RMSE =
√

1
N ∑N

i=1 e2
i (Θ)

et %RMSE =

√
1
N ∑N

i=1

(
ei(Θ)

xi

)2
où ei = xi− xi(Θ)sont les termes d’erreur.
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4.1 Estimation des paramètres
4.1.1 Méthode 1

Dans notre série, la valeur initiale x0 = 663.50 qui partage la série en deux trajec-
toires (b = 2)et aléatoirement on a trouve une borne constante S = 684, tel que tous
les trajectoires sont atteintes par cette borne. Les résultats numériques : µ̂ = 0.0016 et
σ̂2 = 1.1139×10−5.

4.1.2 Méthode 2 : G.T.P

x0 = 663.50, S = 684; tel que tous les trajectoires sont atteintes par cette borne. On
prendre tous les points des temps de passage, on trouve : µ̂ = 6.746× 10−4 et σ̂2 =
1.666×10−5.

4.1.3 Simulation

En prend les paramètres µ̂ et σ̂2 estimées par les deux méthodes pour faire la simula-
tion.

Les graphes des simulations et vraies valeurs pour le cours de l’OR est représenté dans
la figure suivante

FIGURE 2 – Comparaison des simulations pour les deux méthodes avec les vraies valeurs.

Les résultats numériques des deux méthodes sont illustrés dans le tableau suivant :

RMSE %RMSE ERM(%)
Méthode 1 : P.T.P 24.3242 0.0315 2.4407
Méthode 2 : G.T.P 17.8870 0.0246 2.0030

Tableau 1 : Les valeurs des erreurs de la simulation pour les 2 méthodes.

D’après les résultats obtenus, nous constatons que la méthode 2 donne meilleurs résultats
par rapport à la méthode 1.
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4.1.4 Prévision

La période de prévision et de 15 jours, L’analyse des prévisions de la deuxième méthode,
nous indique, des résultats meilleurs que l’autre méthode (voir les graphes des erreurs de la

prévision pour chaque méthode).

FIGURE 3 – Erreur de prévision en fonction du temps.

ERM(%) Errors max(%)
Méthode 1 6.3772 10.0670
Méthode 2 2.2812 5.8378

Tableau 2 : Les valeurs des erreurs de la prévision pour les 4 méthodes.

Les graphes des erreurs relatives de la prévision nous révèlent que cette erreur ne
dépasse pas 10.07% et l’erreur moyenne relative (ERM) égale à 6.3772% dans la méthode
1, pour la méthode 2, Emax ne dépasse pas 6% et l’erreur moyenne relative égale à 2.2812%.

5 Conclusion

Notre travail à montré que la méthode GTP donne de meilleur résultat par rapport à la
méthode P.T.P.

Références
[1] Black ,F., Scholes ,M. : The pricing of Options and Corporate liabilities. Journal of Poli-

tical Economy 81N◦3,pp.637-654 (1973).

[2] Chhikara, R.S., Folks ,J.L. : The inverse gaussian distribution. Theory, Methodology and
Applications, Statistics 95, Marcel Dekker Inc, p.232 (1988).

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 112



Estimation des Paramètres des EDS.

[3] Gross,P. : Parameter estimation for Black-Scholes equation. Final report URA- Spring,
p.42 (2006).

[4] Janssen ,J., Saib, M., Khamis, T. : Techniques of estimation for Black-Scholes model.
http ://www.actua ries.org /AFIR/Colloquia/Nuernberg/Janssen Saib Taous.pdf (1996).

[5] Jarque ,C.M., Bera, A. K. : A test for normality of Observations and Regression resi-
duals, International Statistical Review, vol.55,no.2,pp.163-172 (1987).

[6] Jeanblanc, M. : Cours de Calcul Stochastique, DESS IM EVRY Option Finance (2002).

[7] Jerbi, Y. : Evaluation of options and stochastic volatility models. Thesis University Paris
1,Sorbonne. http : //hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/30/86/23/pdf/JerbiTH. pdf. (2006).

[8] Karatzas,I., Shreve ,S. :Brownian motion and Stochastic calculus. SpringerVer-
lag.NewYork (1988).

[9] Khaldi, K.,Djeddour,K.,Meddahi,S. : First passage time method generalization for the
estimation of stochastic differentialequation parameters. EuropeanJournal of Scientic
Research.119, 3,489-496. ISSN 1450-216X (2014).

[10] Khaldi, K.,Djeddour, K., Meddahi, S. :Comparison of jump-diffusion parameters
using passage times estimation.Journal of Applied Mathematics.Volume 2014 ; Article
ID975418,5 pages http : //dx.doi.org/ 10.1155/ 2014/ 975418 (2014).

[11] Lamberton, D.,Lapeyre ,B. : Introduction au calcul stochastique appliqué à la finance.
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Résumé L’objectif de ce travail consiste à utiliser la théorie du risque pour modéliser
l’évolution du niveau de liquidité bancaire. Cette modélisation nous permettra de quanti-
fier certaines caractéristiques qui sont liées au risque de liquidité dit � de financement �,
c’est-à-dire la possibilité que, sur une période donnée, la banque soit incapable d’honorer
ses engagements immédiats, et de ne plus pouvoir trouver la liquidité nécessaire sur les
marchés.

Mots clés : Risque de liquidité ; Modélisation ; Modèle de risque ; Simulation

1 Introduction
La banque, possède la capacité de transformer des ressources à court terme en crédits

à moyen et long terme, elle est de ce fait exposée à un risque de liquidité majeur, elle peut
devenir ainsi incapable de faire face à ses obligations vis-à-vis de toute réglementation ban-
caire, mais aussi vis-à-vis de ses clients. Le grand économiste Charles Goodhart [3, 4] a
écrit, � liquidité et solvabilité sont les deux piliers de l’activité bancaire souvent impossibles
à distinguer l’un de l’autre. Une banque illiquide peut rapidement devenir insolvable, et inver-
sement �.

Les modèles de ruine sont des modèles dynamiques en général à temps continu qui
décrivent l’évolution d’un � stock � avec entrées et sorties et sont donc de ce point de vue
très proches des modèles de files d’attente [7]. Les applications de la théorie de risque sont
nombreuses et présentes dans de nombreux domaines tels que les assurances [1, 8, 9], le
risque alimentaire [2], le trafic routier[5] ou encore l’hydrologie [10].

La théorie du risque, également appelée théorie de la ruine, concerne de façon générale
l’évaluation de probabilités de réalisation d’événements défavorables ou de dépassement
de seuil. En assurance, le but est de modéliser l’évolution des réserves d’une compagnie
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d’assurance en fonction d’hypothèses sur sa réserve initiale u, sur la loi d’apparition des
sinistres, la distribution de leurs montants Zi et sur le taux de rentrée des primes d’assurance
noté c. Le modèle le plus simple en assurance avec des hypothèses d’indépendance et des
lois spécifiques est celui introduit par Lundberg (1903) et Cramér (1930), appelé modèle de
Cramér-Lunderg. La ruine survient lorsque les réserves deviennent négatives (ou atteignent
des valeurs trop basses sur une trop longue période).

Dans ce travail, il s’agit d’observer l’évolution de la réserve de liquidité dans le temps, par-
tant d’un niveau de liquidité initial. L’idée est de construire un modèle permettant de décrire
l’activité bancaire ayant une relation avec l’augmentation ou la baisse du stock de liquidité.

2 Modélisation
Dans le cadre de l’évolution du niveau de liquidité bancaire, le principe est identique à

celui des assurances ; En effet, on cherche à observer le processus de réserve au fil du
temps, en partant d’un niveau initial de liquidité. La réserve en liquidité ne doit en aucun cas
devenir inférieure à 2 pour cent du capital, qui représente la réserve obligatoire, une somme
que toute banque algérienne doit constituer chaque mois.

2.1 Modèle de risque en assurance
En utilisant les processus suivants :
– {N(t), t ≥ 0} où N(t) est le nombre total de réclamations dans l’intervalle [0,t].

– {Z(t), t ≥ 0} avec Z(t) =
N(t)
∑

i=1
Zi représente le montant cumulé des réclamations.

– {Zi}i∈N∗est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées où Zi est le montant du ième sinistre.

– {X(t), t > 0} où X(t) représente la fortune de la compagnie d’assurance à l’instant
t,

Le processus de réserve est défini comme suit :

X(t) = u+ ct−Z(t). (1)

2.2 Modèle proposé en finance
En considérant les éléments suivants :
– La réserve initiale u, qui est en fait le niveau initial de liquidité.
– {Vi}i∈N∗est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées où Vi est le montant du ième versement.
– {Ri}i∈N∗est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées où Ri est le montant du ième retrait.
– {X(t), t > 0} où X(t) représente le niveau de liquidité à l’instant t,

Le processus du niveau de liquidité est défini comme suit :

X(t) = u+
t

∑
i=1

(Vi−Ri). (2)
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FIGURE 1 – Evolution de X(t).

3 Simulation
Dans cette section, nous présentons l’algorithme(1) qui permet de simuler un scénario

possible de l’évolution de X(t). Pour estimer la probabilité que le niveau de liquidité soit au-
dessous d’une certaine barrière, il faut simuler n (n très grand) répétitions indépendantes du
processus X(t) jusqu’à ce que la ruine se produise. Dans chaque répétition nous arrêtons
le test à T . Dans le cas où la ruine se produit avant T , nous arrêtons le test à l’instant de la

ruine. Soit p l’estimateur de cette probabilité. Nous prenons le rapport p = n
′

n où n
′

est le
nombre de fois où la ruine s’est produite avant l’instant T , par rapport au nombre total n.

Algorithm 1 Simulation du processus X(t)
1.Introduire les paramètres gouvernant le modèle :
• Le niveau initial de liquidité u ;
• La loi de probabilité du montant des versements et du montant des retraits journa-

liers ;
• Le temps de simulation.
2. Initialiser le temps à zéro ;
3.Vérifier si le temps de simulation est atteint :
• Si oui, arrêter ;
• Sinon, Incrémenter le temps d’une unité (journée) et aller à 4 ;
4.Générer une valeur du montant des versements Vi et une valeur du montant des retraits
Ri ;
5. Calculer Di =Vi−Ri ;
6. Calculer le niveau de liquidité à la date t ;
7. Retour à 3.
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Exemple 3.1. Afin de pouvoir appliquer l’algorithme (1), nous considérons les para-
mètres suivants :

– La loi exponentielle du montant des versements (resp. des retraits) de paramètre
λ = 1 (resp. µ = 1).

– Le niveau de liquidité initiale u = 500.
– Le temps de simulation t = 10000.
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FIGURE 2 – Différents scénarios possibles de X(t) lorsque λ = µ .
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FIGURE 3 – Différents scénarios possibles de X(t) lorsque λ < µ
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FIGURE 4 – Différents scénarios possibles de X(t) lorsque λ > µ

4 Conclusion
Ce travail repose sur la thématique de l’évaluation quantitative du risque de liquidité dans

le système bancaire. Nous avons montré que le modèle utilisé rappelle ceux employés en
assurance mais que les problématiques et les outils diffèrent.
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Variables Bornées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Moyenne-Variance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
III.21 Ordonnancement d’Atelier Job-Shop par Métaheuristique des Colonies d’Abeilles-
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Gradient Method For a Binary Knapsack Problem
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Abstract : In this paper, we propose a new local search heuristic based on the gradient
method for solving the 0-1 Knapsack Problem (KP). First, the KP problem is reformulated,
by a polynomial transformation, into an equivalent Quadratic Unconstrained Binary Optimi-
zation (QUBO) problem. The local optimal solution is then obtained by re-computing, after
each optimization stage, the local gradient of the QUBO model, at the new extreme point
encountered. Finally, a didactic example is presented to show the performance of our ap-
proach.

Keywords : QUBO model ; Knapsack problem ; local search ; gradient method.

1 Introduction
Let us consider a Knapsack of capacity W and a set N = {1, . . . ,n} of items, such that

each item j ( j = 1, . . . ,n) has a weight w j and profit c j. The Knapsack Problem consists
then to determine a subset M ⊂ N of items that make the total weight no more than the
capacity of the knapsack ( ∑

i∈M
w j ≤W ), and get the maximum total of the profit ∑

i∈M
c j. More

formally we define 0−1 Knapsack Problem by the following mathematical programming :

Z = max
x∈{0,1}n

n

∑
j=1

c j.x j, (1)

n

∑
j=1

w j.x j ≤W. (2)

all the parameters are assumed to be non negative integers and x = (x1, . . . ,xn) is a binary
vector of the decision variables (x j = 1 if the item j is selected and x j = 0 otherwise).
Without loss of generality, we may assume that w j ≤W for j = 1, . . . ,n (each considered
item fits into the knapsack) and that ∑n

j=1 w j > W (to avoid trivial solutions). The problem
is pseudo-polynomial in the weak sense, i.e., it may be solved in pseudo-polynomial time
O(nW ), through Dynamic Programming. Others approaches to solve a knapsack model,
based on quantum computing, was investigated [5]. Recent studies [1, 9, 10, 11] show that a
mathematical formulation known as QUBO, an acronym for Quadratic Unconstrained Binary
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Optimization models, offers a new promising direction of research. It allows the integration of
classical and quantum computing and the application of these models in the combinatorial
optimization field as a novel and effective alternative to traditional modeling and solution
methodologies. In this paper, we propose to solve the 0-1 Knapsack Problem as an instance
of a QUBO model. The remainder of this paper is organized as follows : Section 2 presents a
QUBO formulation associated to the Knapsack Problem. In Section 3, a local search heuristic
based on a gradient method for the relaxed QUBO model is described. A didactic example
to illustrate the efficiency of the proposed approach is presented in Section 4, and Section 5
concludes the paper and gives some perspectives.

2 QUBO formulation
Quadratic Unconstrained Binary Optimization (QUBO) models belong to a class of NP-

hard problems [7]. When several combinatorial optimization problems can naturally be for-
mulated and solved as an instance of the QUBO model, many others that don’t appear to
be related to QUBO problems can be formulated as QUBO model [8]. In this section, we
describe how the 0-1 Knapsack Problem (KP), can be reformulated as a QUBO model. Let
us consider a 0-1 KP problem (1)-(2). Without loss of generality, we suppose that the capa-
city constraint (formula (2)) is an equality constraint. Indeed, any inequality constraint can
always be put on equality constraint form by including the binary expansion of the corres-
ponding integer slack variable. By observing that x2

j = x j when x j is a 0−1 ( j = 1, . . . ,n),
an augmented quadratic objective function (formula (3)) based on a quadratic penalty is then
defined.

g(x) =
n

∑
j=1

c jx2
j −P[

n

∑
j=1

w jx j−W ]2. (3)

Contrary to the Lagrangian relaxation approach, where penalties are dual variables deter-
mined by an optimization process, penalties P in the QUBO model are parameters set a
priori to encourage the search process to avoid infeasible candidate solutions. Moreover, ex-
cept in the special case of concave optimization, the Lagrangian relaxation approach doesn’t
assure to yield of a feasible solution. Indeed, in the general case, it only yields an upper
bound instead of an optimum value. It is then necessary to recourse to an additional type
of optimization called subgradient optimization, which QUBO models don’t depend on. After
expanding and simplifying the formula (3), we get :

g(x) =
1
2
[

n

∑
j=1

(2c j +4PWw j−2Pw2
j)x

2
j −4P∑

i
∑

j, j>i
wiw jxix j]−PW 2, (4)

=
1
2

xT Qx−PW 2. (5)

Dropping the additive constant −PW 2, the initial 0-1 KP problem is then reduced in polyno-
mial time (O(n)2) to the equivalent QUBO reformulation given by the problem (6).

ϕ = max
x∈{0,1}n

1
2

xT Qx, (6)
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The additive constant −PW 2 does not impact the optimization. Once the QUBO model has
been solved, the constant−PW 2 can be used to recover the original objective function value.
Alternatively, the original objective value can always be determined by using optimal solution
found when QUBO is solved. In addition, the matrix Q may have negative entries and is
assumed to be symmetric or in upper triangular form. The continuous relaxation of the QUBO
problem (6), is given by problem (7).

ϕRe = max
x∈[0,1]n

1
2

xT Qx. (7)

Let’s set :

f (x) =
1
2

xT Qx. (8)

One important characterization of local maxima for a binary multi-linear polynomial function
is done in [6]. It is stated, for a particular case of a QUBO problem (6), by a proposition (2.1).

Proposition 2.1. A binary vector x is a local maximum for a QUBO problem (6), if
and only if for every index 1≤ j ≤ n we have :

either (
∂ f (x)
∂x j

> 0 and x j = 1), or (
∂ f (x)
∂x j

< 0 and x j = 0) (9)

if moreover f (x) (formula (8)) is concave, then x is a global maximum.

The relation between the QUBO problem (6) and its relaxed problem (7), is given by
proposition (2.2).

Proposition 2.2. Let us consider the QUBO reformulation problem (6) of te 0-1 KP
problem (1)-(2) (defined with equality capacity constraint) and the QUBO continuous
relaxed problem (7). Then, the values at the optimum of the two problems (6) and (7)
are equal (i.e. ϕ = ϕRe) and the optimal solution of the QUBO continuous relaxed
problem (7) is reached for a binary vector.

The corollary (2.1) is a direct consequence of the above propositions.

Corollaire 2.1. A binary vector x∗ is an optimal solution for the 0-1 KP problem (1)-
(2), if and only if x∗ is an optimal solution for the both problems (6) and (7). Further-
more,

Z = ϕ−PW 2 = ϕRe−PW 2 (10)

Several exact methods are available for solving the QUBO problem. They are essentially
based on continuous quadratic optimization methods. However, heuristics seem to be more
efficient approaches to approximately solving intractable NP-hard problems [3].

3 Gradient Method
The proposed local search heuristic for the 0-1 KP problem is an iterative method based

on the compute of the gradient of the QUBO model at each iteration. The main components
of the method are :
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– Initialization of search space.
– Structure of neighborhood.
– Intensification and diversification scheme.
– Stopping criteria.

(a) Initialization of search space. For generating an initial solution we use the Random
Key encoding introduced by Bean in 1994 [2]. We generate a sequence r of n random real
numbers between 0 and 1, where n is the number of items. To each item j, a key value r j,
which constitutes its order of selection, is associated. The first item to choose and to include
in the selection is the one with the largest key value. And so on, until the first encountered
item for which the gradient (at the corresponding solution) violates the conditions given by the
formula (9). We get then, a subset of item that may be a initial solution to the QUBO problem.

(b) Structure of neighborhood. From a current solution xk, it is possible to obtain a neighbor
solution xk+1 ∈N (xk) by adding or removing an item from xk.

(c) Intensification and diversification scheme. To improve, at each iteration k, the value of

the objective function, we consider the two subsets of indices, I(k)1 and I(k)0 , given by formula
(11).

I(k)1 = { j/
∂ f (xk)

∂x j
< 0 and x(k)j = 1} and I(k)0 = { j/

∂ f (xk)

∂x j
> 0 and x(k)j = 0}. B94(11)

Let’s set F− and F+, respectively, as the smallest degradation and the smallest increase
(formula (12)).

F− = min
j∈I(k)1

|∂ f (xk)

∂x j
|= |∂ f (xk)

∂xl−
| and F+ = min

j∈I(k)0

|∂ f (xk)

∂x j
|= |∂ f (xk)

∂xl+
|. (12)

We initialize the new current solution xk+1 at xk, and we set the allowed move j∗ to l−

(l− ∈ I(k)1 ) if F− ≥ F+ and to l+ (l+ ∈ I(k)0 ) otherwise. We put k→ k+ 1. The new cur-

rent solution xk
j ( j = 1, . . . ,n) is then defined by 1− xk−1

j if j = j∗ and by xk−1
j otherwise.

f (xk) ≥ f (xk−1) is immediate from the definition of the QUBO formulation. Every time a
movement is applied to go from the current solution xk, to the neighbor solution xk+1. To
avoid cycling cases in which we would come back to xk and oscillate between xk+1 and xk,
a diversification process is ensured by the random walk algorithm which consists of realizing
from time to time a move which is no more guided by the evaluation function.

(d) Stopping criteria. Let us put q ∈ [0,1] the value threshold and nb− iter the number
of iteration. At every iteration of the local search heuristic, a real value rw ∈ [0,1] is ran-
domly generated. Then, if rw > q the heuristic will select the best movement, otherwise, the
heuristic will make a feasible random movement. The heuristic is stopped only if no further

improvement can be obtained or the set I(k)1 ∪ I(k)0 becomes empty.

4 Didactic Example
Consider the 0-1 KP model with : n = 10 ; c = (55,10,47,5,4,50,8,61,85,87) ; w =

(95,4,60,32,23,72,80,62,65,46) ; and W = 269.
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Introducing a slack variable in the form of the binary expansion : 32x11 + 16x12 + 8x13 +

4x14 +2x15 +1x16, we get the equality constraint :
16

∑
j=1

w j.x j =W .

Taking P = 90 ([9]), the QUBO model (maxx∈{0,1}16
1
2 xT Qx− 6512490), associated with

the previous 0-1 KP model, is defined by the additive constant -6512490 and a QUBO matrix
Q (Figure 1). The proposed Local Search Heuristic gives an optimal solution for the pre-

FIGURE 1 – QUBO matrix

vious QUBO model, after two iterations. The numerical results are summarized in Table1 and
Table2.

TABLE 1 – KP Objectif function value of the Didactic example.

0-1 KP Relax KP Glouton Heuristic
295 312.22 290

TABLE 2 – QUBO Objectif function value of the Didactic example.

0-1 QUBO Relax QUBO Local Search Heuristic
295 295 295

5 Conclusion
In this paper, the 0-1 KP problem is considered and reformulated as a QUBO model.

The proposed Local Search Heuristic for the equivalent QUBO model, offers a novel solu-
tion methodology for solving the 0-1 KP problem. Furthermore, when the relaxed KP model
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gives only an upper bound for the 0-1 KP model, the relaxed QUBO model gives an optimal
solution for the 0-1 KP model. A didactic example to illustrate our approach is presented. In
future work, numerical and metaheuristics approaches for the relaxed QUBO model will be
investigated and applied to practical and complex problems with large data sets.

References
[1] Anthony M., Boros E., Crama Y., Gruber A. : Quadratic Reformulations of Nonlinear

Binary Optimization Problems. Mathematical Programming, 162, 1-2, 115-144 (2017).

[2] Bean J.C. : Genetics and random keys for sequencing and optimization. ORSA Journal
of Computing, 6, 2, 154-160 (1994).

[3] Boros E., Hammer P.L. : Pseudo-Boolean Optimization. Discrete Applied Mathematics
123,155–225 (2002).

[4] Boros E., Hammer P.L., Tavares G. : Local search heuristics for Quadratic Unconstrai-
ned Binary Optimization (QUBO). J Heuristics 13, 99–132 (2007). DOI 10.1007/s10732-
007-9009-3.

[5] Dupuy, P., Hullo J.F. : Knapsack Problem Variant of QAOA for Battery Revenue Opti-
mization. EDF Energy RD UK Center, Hove, United Kingdom. arXiV : 1908.02210v2
[CS.ET] (2019).

[6] Hammer, P.L., Rudeanu S. : Boolean Methods in Operations Research and Related
Areas. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1968).

[7] Garey, M.R., Johnson D.S. : Computers and Intractability : An Introduction to the Theory
of NP-completeness. W.H. Freeman, San Francisco. (1979)

[8] Kochenberger G., Hao J-K., Glover F., Lewis M., Lu Z., Wang H., Wang Y. : The Uncons-
trained Binary Quadratic Programming Problem : A survey. Journal of Combinatorial
Optimization, 28, 1, 58-81 (2014).

[9] Quintero R. A., Zuluaga L. F. : Characterizing and Benchmarking QUBOReformulations
of the Knapsack Problem, by ISE Lehigh, (2018).

[10] Ushijima-Mwesigwa H., Negre C. F. A., Mniszewsk S. M. : Graph Partitioning using
Quantum Annealing on the D-Wave System. arXiv :1705.03082 (2017).

[11] Vyskocil T., Pakin S., Djidjev H. N. : Embedding Inequality Constraints for Quantum An-
nealling Optimization,” Quantum Technology and Optimization Problems. Lecture Notes
in Computer Science, vol 11413. Springer, Cham (2019).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

127



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Quadratic Programming Problems with a
Diagonally Dominant M-matrix

Katia Hassaini ∗1 and Mohand Ouamer Bibi2

1Research Unit LaMOS (Modelling and Optimization of Systems), Department of Operations Research ,
University of Bejaia, 06000 Bejaia, Algeria ,

katia.hassaini@univ-bejaia.dz
2Research Unit LaMOS (Modelling and Optimization of Systems), Department of Operations Research,

University of Bejaia, 06000 Bejaia, Algeria ,
mdouamer.bibi@univ-bejaia.dz

Abstract : In this paper, we intend to minimize a quadratic programming problem with a
diagonally dominant M-matrix and box constraints. The algorithm of optimization is construc-
ted on the basis of support methods and uses the fact that a diagonally dominant M-matrix
possesses a non-negative inverse which allows to have a sequence of feasible points mo-
notonically increasing. Using the notion of support for an objective function developed by
Gabasov et al. in 1987, our approach leads to a more general condition which allows to
have an initial pseudo-solution, related to a coordinator support and close to the optimal
solution. Furthermore, the algorithm is coupled with a presolving procedure and illustrated
by a numerical example.
MSC: 90C20 ; 65K05

Keywords : Convex quadratic programming ; Diagonally dominant M-matrix ; Presolving pro-
cedure ; Coordinator support

1 Introduction
In the literature, several approaches were proposed for solving a quadratic programming

problem with an associated positive definite matrix D and box constraints [2, 3, 6, 11, 13].
However, quadratic programming with a diagonally dominant M-matrix is also studied on its
own right [10]. The M-matrices are known to have many applications in the modeling of the
dynamic systems, in economic sciences and ecology [1, 12]. Quadratic minimization with a
diagonally dominant M-matrix arises directly in a variety of applications including portfolio
optimization with transaction costs [9] and image segmentation [5]. The M-matrices are also
present in the obstacle problems, and active set methods are used to solve them [7], a direct
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algorithm for the solution to the affine two-sided obstacle problem with an M-matrix is pre-
sented in [8].

Our main goal in this article is to propose a new effective method for solving quadra-
tic programming problems with a diagonally dominant M-matrix and box constraints, based
on the algorithms of [10]. These methods use the fact that a diagonally dominant M-matrix
possesses a nonnegative inverse which allows to have a sequence of feasible points mono-
tonically increasing. Introducing the concept of support for an objective function developed
in [2, 3, 4], our approach differs by a more general condition which allows to have an initial
feasible solution, related to a coordinator support and close to the optimal solution. This new
method is coupled with a presolving procedure and illustrated by a numerical example.

2 Problem Statement and Definitions
Consider the following quadratic programming problem :

{
minF(x) = 1

2 xT Dx− cT x,
s.t. 0≤ x≤ ue,

(1)

where u is a real positive number, c = c(J) = (c j, j ∈ J), e = e(J) = (1,1, . . . ,1)T ∈ Rn

are real finite n-vectors, and J = {1,2, · · · ,n}. The matrix D = D(J,J) =
(

di j, 1≤ i, j ≤
n
)

is a symmetric square diagonally dominant M-matrix of order n, i.e,

dii > 0, di j ≤ 0, i 6= j, D−1 ≥ 0, dii > ∑
j 6=i
| di j |, i = 1,n,

where the symbol D−1 ≥ 0 denotes that all the elements of the matrix D−1 are nonnegative.

Remarque 2.1. A symmetric M-matrix is always positive definite (xT Dx> 0, ∀ x 6= 0).
Moreover, any submatrix of an M-matrix is itself an M-matrix.

Définition 2.1.
– Any vector x verifying the constraints 0≤ x ≤ ue is called a feasible solution of

the problem (1).
– A feasible solution x0 is said optimal if it gives to the objective function of the

problem (1) his minimum value on the feasible set.
– If x is a feasible solution of (1), then the vector E(x) = E = Dx− c = g is the

gradient of F at point x, also called vector of estimates. An optimal solution x0

of (1) is completely characterized by the following relations :




E j(x0)≥ 0, for x0
j = 0,

E j(x0)≤ 0, for x0
j = u,

E j(x0) = 0, for 0 < x0
j < u, j ∈ J.

(2)

From the matrix D, we define the two following matrices :

D+ = diag(dii, i = 1,n), D− = D−D+;
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and we calculate also the vectors :

y+ = (y+i , i ∈ J) = uD+e⇔ y+i = udii > 0, i = 1,n; (3)
y− = (y−i , i ∈ J) = uD−e⇔ y−i =−u ∑

j 6=i
| di j |, i = 1,n. (4)

For every feasible solution x of (1), we have the double inequality :

y−− c≤ E ≤ y+− c. (5)

In particular, we deduce for the optimal solution x0 :

y−− c≤ E0 ≤ y+− c, E0 = g0 = Dx0− c. (6)

Thus, the following lemma allows us to fix some components of the optimal solution x0 at
their bounds :

Lemma 2.1. Let i ∈ J = {1,2, · · · ,n}. Then we have :
(i) If ci < y−i ⇒ x0

i = 0,
(ii) If ci > y+i ⇒ x0

i = u.

Proof. This follows from the relations (6) and the optimality conditions (2).2

The second lemma allows us to exclude a component x0
i to be at a certain bound.

Lemma 2.2.
(i) If ci > 0 =⇒ x0

i > 0 ;
(ii) If ci < y+i + y−i = u(dii−∑ j 6=i | di j |) =⇒ x0

i < u.

The third lemma allows us to predict that for a certain index i ∈ J, the estimate E0
i of the

optimal vector x0 must be zero.

Lemma 2.3. Let i ∈ J.
If 0 < ci < u(dii−∑ j 6=i | di j |) = y+i + y−i , then we must have E0

i = 0.

Example.

Thanks to the above lemmas we can directly solve the following minimization problem,
with :

D=




4 −1 0 0 0
−1 4 −1 0 0
0 −1 4 −1 0
0 0 −1 4 −1
0 0 0 −1 4



, c= c(J)=




−10
2
5
2

25



, ue= ue(J)=




5
5
5
5
5



.

Calculate the vectors y−=−5(1,2,2,2,1)T , y+= 5(4,4,4,4,4)T , y++y−=(15,10,10,10,15)T .
According to the lemmas (2.1)-(2.3) c1 = −10 < y−1 = −5⇒ x0

1 = 0, c5 = 25 > y+5 =

20 ⇒ x0
5 = u = 5, and f or i = 2,4 we have 0 < ci < y+i + y−i , then from equa-

tion E0
2 = E0

3 = E0
4 = 0, we deduce x0

2 = 57
56 , x0

3 = 116
56 and x0

4 = 127
56 . Hence, we

get x0 = 1
56 (0, 57, 116, 127, 280)T .
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Définition 2.2.
• The subset JS ⊂ J is called a support of the objective function F, as the following

condition always holds : detDS = detD(JS,JS) 6= 0.

• We set JN = J \ JS, with JN = JN+ ∪ JN− , JN+ ∩ JN− = /0. The set JP = {JS,JN+ ,JN−}
is called a support of the problem (1).

• The couple {x,JP}, formed by a feasible solution x and a support JP is called a
Support Feasible Solution (SFS).

According to the partition of J, we can partition the matrix and vectors into blocks as
follows :

D=

(
DS DSN

DNS DN

)
with DS = D(JS,JS), DSN = D(JS,JN), DN = D(JN ,JN),

c =

(
cS
cN

)
,x =

(
xS
xN

)
, g = E =

(
ES
EN

)
, cS = c(JS) = (c j, j ∈ JS), cN =

c(JN), xS = x(JS), xN = x(JN), ES = E(JS), EN = E(JN).

Définition 2.3.
• Let κ = κ(J) =

(
κ(JS),κ(JN+),κ(JN−)

)
be a vector satisfying





κN+ = κ(JN+) = 0,
κN− = κ(JN−) = ue(JN−),

κS = κ(JS) =−D−1
S [DSNκN − cS].

(7)

A vector κ satisfying (7) is called a pseudosolution of the problem (1). Thus,
a pseudosolution κ verifies ES(κ) = 0. If in addition κ verifies the inequality
0≤ κ(JS)≤ ue(JS), then κ will be a feasible solution.

• The triplet Jp = {JS,JN+ ,JN−} is called a coordinator support if there exists a pseu-
dosolution κ such that

E j(κ) ≥ 0, j ∈ JN+ , (8)
E j(κ) ≤ 0, j ∈ JN− . (9)

In this case, we say that the pseudosolution κ is associated to the coordinator
support JP.

Théorème 2.1. A pseudosolution κ associated to a coordinator support Jp is optimal
if and only if

0≤ κ j ≤ u, ∀ j ∈ JS. (10)

Proof. The vector κ is a feasible solution and satisfies the optimality conditions (2). 2
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2.1 Construction of a initial feasible solution
Let JS = {i ∈ J : 0 < ci < u(dii−∑ j 6=i | di j |) = y+i +y−i }, JN = J \JS = JN+ ∪JN− ,

with JN+ = {i ∈ JN : ci ≤ 0}, JN− = {i ∈ JN : ci ≥ y+i + y−i }. We construct the vector
x = x(J) = (x(JS),x(JN+),x(JN−)) as follows :





xN+ = x(JN+) = 0,
xN− = x(JN−) = ue(JN−) = ueN− ,
xS = x(JS),

(11)

with
ES(x) = D(JS,J)x− cS = D(JS,JS)xS +D(JS,JN)xN− cS = 0,

from where we get

DSxS =−DSNxN + cS =⇒ xS = D−1
S (−DSNxN + cS).

We have −DSNxN ≥ 0 and cS > 0 =⇒ −DSNxN + cS > 0. The inverse matrix
D−1

S ≥ 0 and no row of D−1
S is zero. Which implies xi > 0, ∀ i ∈ JS, and so xS > 0. We

also have xS < ueS.

Therefore, the vector x = (xS,xN+ ,xN−) constructed according to (11) is a feasible so-
lution to the problem (1).

3 Iteration of algorithm
By virtue of the lemmas (2.1)-(2.2) of the presloving procedure, we can consider that the

set J is composed of the following three subsets :

JN+ = {i ∈ J : y−i ≤ ci ≤ 0}, JN− = {i ∈ J : y−i + y+i ≤ ci ≤ y+i },

JS = {i ∈ J : 0 < ci < y−i + y+i } with y−i + y+i = u(dii−∑
j 6=i
| di j |).

According to this partition, we construct with (11) the vector x = (xS,xN+ ,xN−) which
is a feasible solution of the problem (1). If we have EN+ ≥ 0 and EN− ≤ 0, then x is an
optimal solution of the problem (1). Else, we define the following sets :

K = {i ∈ JN+ : Ei < 0}, L = {i ∈ JN− : Ei > 0}.
We then construct a vector x =

(
x(JS),x(JN+),x(JN−)

)
such as

x(JN+) = 0, x(JN−) = ue(JN−) = ueN− , E(JS) = D(JS,J)x− c(JS) = 0,

where

JS = JS∪K∪L, JN+ = JN+ \K, JN− = JN− \L, x(JS)=D−1(JS,JS)
[
−D(JS,JN)x(JN)+c(JS)

]
.

We set x := x, E := E and JP := JP, then repeat the iteration.
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4 Numerical example
For the illustration of the described algorithm, we consider the quadratic programming

problem (1) with

D =




4 −1 0 0 0
−1 4 −1 0 0
0 −1 4 −1 0
0 0 −1 4 −1
0 0 0 −1 4



, c =




2
−2
−7
13
−4



, l =




0
0
0
0
0



, ue =




4
4
4
4
4



.

Calculate the vectors y−=−4(1,2,2,2,1)T , y+= 4(4,4,4,4,4)T , y++y−=(12,8,8,8,12)T .
Then JS = {i ∈ J : 0 < ci < y+i + y−i } = {1}, JN = J \ JS = {2,3,4,5}, JN+ = {i ∈
JN : ci ≤ 0}= {2,3,5}, JN− = {i ∈ JN : ci ≥ y+i + y−i }= {4}.
So xN+ = (x2,x3,x5)

T = (0,0,0)T , xN− = x4 = 4 and xS = D−1
S (−DSNxN + cS) =⇒

x1 =
1
4 (−D14x4 + c1) =

1
2 .

Hence x = (x1,x2,x3,x4,x5)
T = ( 1

2 ,0,0,4,0)
T is a feasible solution. So we have

Dx = (2,− 1
2 ,−4,16,−4)T =⇒ xT Dx = 2 ∗ 1

2 + 16 ∗ 4 = 65, cT x = 2 ∗ 1
2 + 13 ∗ 4 =

53, F(x)= 1
2 xT Dx−cT x= 65

2 − 106
2 = −41

2 , then we obtain E(x)=Dx−c=(0, 3
2 ,3,3,0)

T .
Let K =

{
i ∈ JN+ : Ei < 0

}
= /0, L =

{
i ∈ JN− : Ei > 0

}
= {4} and JN+ = JN+ \K =

{2,3,5}, JN− = JN− \L = /0, JN = {2,3,5}, JS = JS ∪K ∪L = {1,4} =⇒ xN+ =
(x2,x3,x5)

T = 0 = x(JN), x(JS) = (x1,x4)
T = D−1(JS,JS)

[
c(JS)−D(JS,JN)x(JN)

]
,

where D(JS,JS) =

(
4 0
0 4

)
=⇒ D−1(JS,JS) =

1
4

(
1 0
0 1

)
.

c(JS) =

(
c1
c4

)
=

(
2
13

)
=⇒ xS =

(
x1
x4

)
= 1

4

(
1 0
0 1

)(
c1
c4

)
=

( 1
2
13
4

)
.

So the vector x = (x1,x2,x3,x4,x5)
T = ( 1

2 ,0,0,
13
4 ,0)T is feasible.

Since E(x) = Dx− c = (0, 3
2 ,

15
4 ,0, 3

4 ), then the vector x satisfies the optimality criterion,

with F(x) = 1
2 xT Dx− cT x =− 173

8 =−21.625.

5 Conclusion
The main contribution of this paper is the construction of a method for solving a quadratic

programming problem with a diagonally dominant M-matrix and box constraints, including a
presolving procedure. The algorithm of optimization is constructed on the basis of support
methods and uses the fact that an Diagonally Dominant M-matrix possesses a non-negative
inverse which allows to have a sequence of feasible points monotonically increasing. Inspired
by an external method and using the notion of support for an objective function, our approach
leads to a more general condition which allows to have an initial pseudo-solution, related
to a coordinator support and close to the optimal solution. The algorithm is illustrated by
a numerical example. In a future work we will develop an implementation of the proposed
algorithm in order to solve practical and complex problems.
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Abstract : The hypercube is a structure whose topology is used in different fields such as
computer science, combinatorics, code theory, etc. A cubical dimension of a tree T is the
smallest dimension of a hypercube in which T is embeddable. The Conjecture of Havel [4]
claims that the cubical dimension of every 2n-vertex balanced binary tree, n ≥ 1, is n. It
is known that given Dn, n ≥ 1, the complete dichotomic tree, the binary tree Bn, n ≥ 2
is obtained from one copy of Dn−1 and a new vertex u, such that u is joined by an edge
to the root of Dn−1. In this paper, we determine the cubical dimension of new families of
2n+1-vertex balanced binary trees obtained by a suitable transformation of the tree Bn.
MSC: 05C05, 05C60

Keywords : binary tree ; cubical dimension ; embedding ; Havel’s conjecture ; hypercube

1 Introduction
Let G and H be finite graphs. V (G) and V (H) denote the vertex sets of G and H,

respectively. E(G) and E(H) denote the edge sets of G and H, respectively. An embedding f
of G into H is a one-to-one mapping of V (G) into V (H) that preserves adjacency of vertices.
In a general way, the study of an embedding of G into H turns to see if G is isomorphic to
a subgraph of H. Our particular interest concerns the case where H is a hypercube and G
is a binary tree. The hypercube of dimension n, denoted Qn, is the graph whose 2n vertices
are boolean vectors of length n, such that two vertices are adjacent if and only if they differ
in exactly one coordinate. A tree T is a connected graph without cycles. A binary tree is a
tree with a maximum degree less than or equal to three. We say that a tree T is balanced if
in the bipartition of V (T ), both parts have the same cardinality. A tree T is said to be cubical
if, for some integer n, T is isomorphic to a subgraph of Qn. Moreover, if T is cubical then
the least integer n such that T is embeddable into Qn is called the cubical dimension of T ,
denoted by cd(T ). In this setting, Firsov [3] showed that all trees are cubical. Hence, for
a tree T , the problem we consider is to determine cd(T ). In this framework, Wagner and
Corneil [9] showed that the problem of deciding if a tree T is isomorphic to a subgraph of Qn
is NP-Complete. Binary trees and theirs cubical dimensions have been studied in [1, 2, 7, 8].
A long standing conjecture of Havel (1984) [4] states that every 2n-vertex balanced binary
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tree, n ≥ 1 is embeddable into the hypercube Qn. This conjecture is known to be true for
several classes of balanced binary trees [1, 4, 7, 8]. A tree T is said Cn-valuated if we can
mark every edge of T by an integer from the set {1,2, . . . ,n} in such a way that for any path P
of T , there exists an integer m∈ {1,2, . . . ,n} for which an odd number of edges are marked
by m. Havel and Moravek [6] proved that a tree T is embeddable into the hypercube Qn if
and only if there exists a Cn-valuation of T . The following result is given by Havel and Liebl
[5] : Every 2n-vertex balanced binary tree having two vertices of degree 3 is embeddable into
the hypercube Qn. In this paper we introduce new classes of 2n+1-vertex balanced binary
trees for which the above conjecture of Havel is true.

2 Optimal embedding of new families of balanced bi-
nary trees

In this section we determine the cubical dimension of new families of 2n+1-vertex balan-
ced binary trees arising from an appropriate modification of the binary tree Bn, n ≥ 2. To
construct and characterize our families of 2n+1-vertex balanced binary trees, we need to use
the dichotomic tree Dn and the binary tree Bn, defined as follows :

1. The complete dichotomic tree Dn is defined as follows : if n = 1, Dn is the complete
bigraph K1,2 ; if n≥ 2, Dn is obtained from two disjoint copies T and T ′ of Dn−1 and
from a new vertex v by adding an edge from v to the only vertex of degree 2 of T and
another edge to the analogous vertex of T ′. Thus Dn has 2n vertices of degree 1, one
vertex of degree 2 called the root of Dn, and 2n− 2 vertices of degree 3. Havel and
Liebl [5] have proved that cd(D1) = 2, and for n≥ 2, cd(Dn) = n+2.

2. For n = 1, the binary tree Bn is the complete bigraph K1,2, for n ≥ 2, Bn is obtained
from Dn−1, and a new vertex u in such a way that u is joined by an edge (called
auxiliary edge) to the root of Dn−1. Thus Bn has 2n vertices and for n≥ 1, cd(Bn) =
n+1 [5].

2.1 Binary trees RBn

For n≥ 2, the binary tree RBn is obtained from the binary tree Bn, in such a way that for
each vertex of Bn, we insert a new vertex into only one of its incident edge. In this framework,
the vertically path obtained by subdivision of the auxiliary edge of Bn will be referred to as
the auxiliary path of RBn. Thus we distinguish the two following special cases that induce the
different families of RBn given as follows :
• For n ≥ 2, the binary tree RB1

n is obtained from the tree Bn by subdividing the auxiliary
edge of Bn and for each vertex of Dn−1 in Bn, we insert a new vertex of degree two into only
one of its incident edge.
• For n ≥ 2, the binary tree RB2

n is obtained by subdividing twice the auxiliary edge of Bn
and for each vertex of odd degree of Dn−1 in Bn, we insert a new vertex of degree two into
one only of its incident edge. The above-defined families of RBn are illustrated in Figure 1.
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[RB1
n]

RDn-1
[RB2

n]
RDn-1
_

FIGURE 1 – Families of binary trees RBi
n, i ∈ {1,2} (the new inserted vertices are

drawn as rectangles and the new created edges are drawn by dashed lines)

The copies of binary trees RDn−1 and R̄Dn−1 given in Figure 1 are defined as follows :
• For n≥ 2, the binary tree R̄Dn−1 is obtained from the binary tree Dn−1 in such a way that
for each vertex of odd degree of Dn−1, we insert a new vertex of degree 2 into one only of
its incident edge.
• For n≥ 2, the binary tree RDn−1 is obtained from the binary tree Dn−1 in such a way that
for each vertex of Dn−1, we insert a new vertex of degree 2 into one only of its incident edge.
For illustration, for n = 2, RB1

2 and RB2
2 are given in Figure 2.

Clearly the binary tree RBn is balanced and has 2n +1 vertices of degree 1, 2n vertices of

[Binary tree RB1
2] [Binary tree RB2

2]

FIGURE 2 – Binary trees of RB2

degree 2, and 2n− 1 vertices of degree 3. Thus, RBn is a balanced binary tree with 2n+1

vertices, and for n≥ 3, RBn is necessarily one of the possible seven types shown
in Figure 3.
Our main result is given as follows :

Théorème 2.1. For n≥ 2, cd(RBn) = n+1.

3 Proof of the main result
In order to prove our main result, we consider the following classes of binary trees : For

n ≥ 3, RBi
n,k, is a binary tree obtained from RBi

n by inserting two new vertices xi
k and yi

k of
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[Different types of RB1
n]

RDn-2

_
RDn-2

_
RDn-2

_
RDn-2 RDn-2

_
RDn-2 RDn-2 RDn-2

 

1type type type type 2 3 4

[Different types of RB2
n]

type type   type  5  6   7

RDn-2 RDn-2

_
RDn-2 RDn-2 RDn-2

_
RDn-2

_

FIGURE 3 – Different types of RBn
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degree 2 in the k-th edge ui
kvi

k of the descending auxiliary path of RBi
n, i,k ∈ {1,2}. The

above-defined binary trees are illustrated in Figure 4.

[RB2
n,1]

Dn-R
_

u

v

x

y
1

1
2

2
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1

1

1
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[RB1
n,2]

Dn-R

u

v

x

y

1
2

1
2

1
2
1
2

1

FIGURE 4 – Different classes of RBi
n,k

To prove the main result, we proceed in the following way :
• For i ∈ {1,2}, we use the induction on n by assuming that RBi

n−1 are Cn-valuated and
their valuations γi are given by considering for each of them only its auxiliary path, see Figure
5 for illustration.
• Each type j of RBn, j ∈ {1,2, . . . ,7} can be easily obtained by combining a copy Tj of

[γ1]
RDn-1

n

n-2

[γ2]
RDn-1
_

n

n-1

n-2

FIGURE 5 – Cn valuation γi of RBi
n−1, i ∈ {1,2}

RBi
n−1,k and a copy T̂j of RBi

n−1, i,k ∈ {1,2}. More specifically, this combination is done by

identifying the pendant edge of the auxiliary path of T̂j with the edge xi
kyi

k of Tj.
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• For i,k ∈ {1,2} and for j ∈ {1,2 . . . ,7}, the Cn+1-valuation λ j of each type j of RBn, is
constructed from the Cn-valuation γi as depicted in Figure 5 by setting :
. λ j(ui

kxi
k) = λ j(yi

kvi
k) = n+1.

. λ j(e′) = γi(e′) for every edge e′ from T̂j of RBi
n−1.

. For every edge e 6∈ {ui
kxi

k,y
i
kvi

k} from T i
k , λ j(e) is obtained from γi of RBi

n−1 by interchan-
ging the two possible values. In other words, the identification of the edge xi

kyi
k of Tj with the

pendant edge of the auxiliary path of T̂j is only done under the condition that these edges
have a same label.

4 Conclusion
In this paper, we define new families of 2n+1-vertex balanced binary trees arising from

an appropriate modification of the binary tree Bn, n ≥ 2 and we determine their cubical di-
mension. Mainely, our main result shows that any type of RBn, n≥ 2 satisfies the conjecture
of Havel [4]. Then the result of Havel [4], who considered the tree B2

n obtained by inserting
two new vertices of degree 2 into the auxiliary edge of Bn and by inserting a new vertex of
degree two into each edge of Dn−1 in the tree Bn, is a particular case of type 5.
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Abstract : This work belongs to the realm of dynamic theory of the firm. It discusses the
optimal financing and investment policies of a firm with time delay in investment. The pro-
blem is formulated as a nonlinear optimal control problem with phase and mixed constraints
and time delay. In this work we apply the iterative policy-connecting procedure designed by
Van Loon (1983) to derive the optimal policy of the firm.
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1 Introduction
The modern theory of optimal corporate finance is the area of finance that deals with

making decisions regarding the sources of funding, the capital structure of corporation, dis-
cusses investment allocation, how earnings should be retained for internal investment and
what proportion should be distributed to shareholders, the best mix of debt and equity finan-
cing, and the actions that managers take to increase the value of the firm to the shareholders.
The primary objective of corporate finance is to increase shareholder value or to maximize
the value of a company while minimizing its cost of capital. It is possible to model such situa-
tions as optimal control problems. Jorgenson (1963, 1967) was among the first economists
to use of optimal control theory in order to analyze the dynamic investment behavior of a
hypothetical firm.

In economics, we often see a delay between an economic action and its consequence.
This is known as a time lag. Time delays and their causes are of paramount importance. By
time delay, we do not mean the occasional time shift to get a ”lagged”. we mean an effect
which is an identifiable, organic delay in one of the flow channels of the model. Examples
may be : the length of time to buy and install a new machine.

∗Corresponding Author
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In this work, the problem of the optimal policies of financing and investment of a company
with time delay is treated. The model of the firm (with out time delay) that serves as the
starting point of this research work was studied in (Hilten and al. [1993], Blok and al. [1996],
and Dmitruk [2001]). Essentially, the basic model can be traced back to Lesourne [1973] ;
later, it was also used amongst others as the foundation of most models by : Van Loon
[1983], Van Schijndel [1988], Kort [1989], Van Hilten [1993], Blok [1996] and Dmitruk [2001].

2 Dynamic model of a company with time delay
The modern theory of optimal corporate finance consists in maximizing the value of firm

(as conceived by its shareholders or by its managers), by determining simultaneously the op-
timal financing, investment and dividend policy over a finite horizon. Let us study the activity
of a company in a finite time interval T = [0,z], where z is the planning horizon.
A firm achieves its profit by transforming inputs into outputs. We need to specify the firm’s
production function, we restrict ourselves to the following : we assume that the firm pro-
duces output by means of labour and capital goods. At each instant t ∈ T we assume that
the firm produces a homogeneous output and that the level of production is determined by
Q=Q(t) = qK(t) where K(t) is the amount of capital goods of the firm accumulated before
an instant t and q is the productivity of the capital. This output is sold on the imperfect market
and the income is given by the concave sales function S = S(Q(t)). We assume that the
firm has only one type of assets : capital goods K(t). Furthermore, the firm has the disposal
of equity X = X(t) and an amount of borrowing (debt) Y = Y (t) to finance its affairs. Then
the capital goods consist of X = X(t) and Y = Y (t) :

K(t) = X(t)+Y (t), t ∈ T. (1)

The debt is supposed to be nonnegative and we introduce an upper bound on debt in
terms of a maximum debt to equity rate b :

0≤ Y (t)≤ bX(t) b≥ 0. (2)

If we assume depreciation to be proportional to the amount of capital goods, and there is a
delay between the investment action and its consequences, we can write :

K̇(t) = I(t− s)−aK(t), (3)

where I(t− s) = Is : gross investment, that is the number of assets bought or sold by the
firm ; s : time delay and a : depreciation rate.

We assume that the firm can raise its equity by retaining earnings instead of paying
them out as dividends to the shareholders. The difference between the income S(Q) and
the expenses of the firm which consist of depreciation aK(t), interest on debt rY (t) , wage
payments wL(t) ( w > 0 : wage rate, L = L(t) = lK(t) : amount of labor employed) and
dividend pay-out D(t), is retained by the firm and is used to raise its equity :

Ẋ = (1− f ){S−aK−wL− rY}−D.

= (1− f )
{

S(q−1K)−aK−wlq−1K− r(K−X)
}
−D. (4)
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where f is the tax rates.
At the start of the planning period, the value of capital goods and equity are known : K(0) =
K0 and X(0) = X0.
Variables X , K will be treated as state variables, D, I are the control variables. Due to (1),
the variable Y can be eliminated, and we consider trajectories of (3), (4) which satisfy the
inequalities :

X(t)≤ K(t)≤ (1+b)X(t), t ∈ T. (5)

Piecewise continuous functions D(t), I(t), t ∈ T , are said to be feasible controls if the follo-
wing inequalities hold :

D(t)≥ 0, I(t− s)≥ 0, t ∈ T. (6)

Finally, we assume that the policy of the company is determined by the interest of share
holders to maximize the value of the company, which is taken to be the present value of the
future dividend plus the final value of equity capital at time z :

V (D, I) =
∫ z

0
e−itD(t)dt + e−izX(z), (7)

where i is the discount rate.
Thus, the construction of an optimal program policy of dividends, investments, and capital

distribution is reduced to the following optimal control problem :

max
(D,I)

V (D, I) =
∫ z

0
e−itD(t)dt + e−izX(z),





K̇(t) = I(t− s)−aK(t), K(0) = K0,
Ẋ(t) = (1− f ){S(q−1K(t))−aK(t)−wlq−1K(t)− r(K(t)−X(t))}−D(t),
X(0) = X0,
K(t)−X(t)≥ 0,
(1+b)X(t)−K(t)≥ 0, b≥ 0,
D(t)≥ 0,
I(t− s)≥ 0,∀t ∈ T.

(8)

3 Sufficient optimality conditions
The following theorem gives the sufficient conditions for optimality of the problem (8).

Théorème 3.1. The admissible controls D(t), I(t), t ∈ T , and the corresponding tra-
jectories X(t), K(t), t ∈ T , are optimal in problem (8) if there exist continuous func-
tions λ1(t) and λ2(t), t ∈ T , and piecewise-continuous functions (Lagrange multipliers)
µ1(t), µ2(t), ν1(t),and ν2(t), t ∈ T , such that the following conditions hold :

1. the conjugacy condition

λ̇1(t)− iλ1(t) = aλ1(t)− (1− f )
{

∂S
∂K
−wlq−1−a− rλ2 +ν1(t)−ν2(t)

}
,

(9)
λ̇2(t)− iλ2(t) =−(1− f )rλ2(t)−ν1(t)+(1+b)ν2(t); (10)
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2. the transversality condition

λ1(z) = γ1− γ2, (11)
λ2(z) = 1− γ1 +(1+b)γ2, (12)
γ1 (K(z)−X(z)) = 0 , γ1 ≥ 0, (13)
γ2 ((1+b)X(z)−K(z)) = 0 , γ2 ≥ 0; (14)

3. the complementary slackness and nonnegativity condition

µ1(t)I(t− s) = 0 , µ1(t)≥ 0 ∀, t ∈ [s,z], (15)
µ2(t)D(t) = 0 , µ2(t)≥ 0, t ∈ T, (16)
ν1(t)(K(t)−X(t)) = 0 , ν1(t)≥ 0, t ∈ T, (17)
ν2(t)((1+b)X(t)−K(t)) = 0, ν2(t)≥ 0, t ∈ T ; (18)

4. the stationarity condition

∂L

∂ I(t)
(t)+χ[0,z−s]

∂L

∂ Is
(t+s) = χ[0,z−s] (λ1(t + s)+µ1(t + s)) = 0, t ∈ T, (19)

∂L

∂D(t)
= 1−λ2(t)+µ2(t) = 0, t ∈ T, (20)

where χ[0,z−s](t) =

{
1, i f t ∈ [0,z− s],
0, else;

5. the discontinuities (jumps) condition

λ1(τ−) = λ1(τ+)+η1(τ)−η2(τ), (21)
λ2(τ−) = λ2(τ+)−η1(τ)+(1+b)η2(τ), (22)
η1(τ)(K(τ)−X(τ)) = 0 , η1(τ)≥ 0, (23)
η2(τ)((1+b)X(τ)−K(τ)) = 0 , η1(τ)≥ 0. (24)

4 Solving through path coupling
According to the Theorem each feasible trajectory X(t), K(t), t ∈ T , of problem (8) is

characterized by a set of the Lagrange multipliers µ1(t), µ2(t), ν1(t), and ν2(t), t ∈ T ,
which take either zero or positive values. A part of the feasible trajectory X(t), K(t), t ∈ T ,
and corresponding controls D(t), I(t), t ∈ T , is called a path if there exist continuous func-
tions λ1(t), λ2(t), µ1(t), µ2(t), ν1(t),and ν2(t), t ∈ T , such that the optimality condi-
tions are satisfied and none of the functional Lagrange multipliers µ1(t), µ2(t), ν1(t),and ν2(t),
t ∈ T , changes its positive value to zero or vice versa, from zero to positive. The optimal tra-
jectories of the problem (8) consist of the paths and are constructed in such a way that the
adjoint trajectory λ1(t), λ2(t), t ∈ T , complies with transversality conditions and jump condi-
tions are satisfied at instants ti j when the path i passes to the path j.
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We now apply the iterative path coupling procedure developed by Van Loon [11] in order
to transform the set of sufficient condition into a solution which covers the optimal policy of
the firm over the whole planning period. This procedure consists of four steps. Identifying
the feasible and infeasible policies (paths) ; selection of final policy(path) ; coupling of fea-
sible policies to master policy strings ; found an optimal policy string according to initial state
conditions.

4.1 Feasible policies (paths)
Since the model (8) has four inequality constraints (4 Lagrange multipliers), there are

two possible values for each multiplier : (0) or (+). For each possible path if a multiplier has
the positive sign +, the associate constraint is active, on the other hand if it is zero 0 the
constraint can be passive. To find the optimal solution of the problem (8) we must treat the
24 = 16 cases. But, the analysis of all these paths shows that most of them are not feasible.
The following table displays the feasible paths :

path 2 3 4 6 7 8 9 10
µ1 0 + 0 0 + 0 + 0
µ2 + 0 0 + 0 0 + +
ν1 + + + 0 0 0 0 0
ν2 0 0 0 + + + 0 0

TABLE 1 – Feasible paths

Each feasible path is characterized by

path Is D Ẏ Ẋ K̇ Y ∂S
∂K

2 + 0 0 + + 0
3 0 + 0 − − 0
4 aK + 0 0 0 0 = wlq−1 +a+ i

1− f
6 + 0 + + + bX
7 0 + − − − bX

8 + + + 0 + bX = wlq−1 +a+
br+ i/(1− f )

(1+b)
9 0 0 ± ± − +

10 aK 0 − + 0 + = wlq−1 +a+ r

TABLE 2 – Characteristics of feasible paths.

4.2 Determination of final paths
The transversality conditions and the discontinuity equations give us the following final

path :
– if i < (1− f )r, then the final path is 4 ;
– if i > (1− f )r, so the final path is 8.
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4.3 The construction of strings that end with the final paths
The synthesis problem can be solved recursively backwards by examining for each po-

tential final path which paths could serve as predecessor. The criterium for doing so is the
continuity of the state variables at the coupling points, which implicitly assumes boundaries
on the control variables at each instant of time.

The optimal trajectories of the problem (8) are :

1. if i < (1− f )r, the optimal strings are :
• 3→ 4, if the initial condition is K0 = X0,
• 9→ 10→ 2→ 4, if we have the initial condition : X0 < K0 < (1+b)X0,
• 6→ 10→ 2→ 4, if we have the initial condition : K0 = (1+b)X0;

2. if i > (1− f )r, the optimal strings are :

• 8, if we have X(0) = m =
1

1+b
K8(t),

• 7→ 8, if X0 > m,
• 6→ 8, if X0 < m.

Exemple 4.1. The following price function was chosen :

P(Q(t)) = P̄(1− Q(t)
Q̄

),

and the values of the parameters assumed in this case study were obtained from statis-
tics for the chemical industry and we used the following assumption [2] : s = 2, z =
60, P̄= 95.263, Q̄= 0.0625, a= 0.1, b= 2, Y0 = bX0 = 0.0024, K0 = 0.0036, f =
0,4, r = 0.1, i = 0.04, q = 62.5, wl = 80, we assume that for all t ∈ [−s,0], I(t) =
0.002. In this example we have : i < (1− f )r = 0,06. Since K0 = (1+ b)X0, then the
optimal string is : 6→ 10→ 2→ 4.

After finding the coupling points between paths, we obtain the following optimal
controls :

I(t− s) =





0.002 if 0≤ t ≤ 2,
10.636e−0.139t +0.505
227.727e−0.139t +5.05

if 2≤ t ≤ 25.55,

0.00564 if 25.55≤ t ≤ 43.86,
138.222e−0.0864t +0.0965
741.537e−0.0864t +0.965

if 43.86≤ t ≤ 51.014,

0.001 if 51.014≤ t ≤ 60;

D(t) =
{

0 if 0≤ t ≤ 51.014,
0.0078 if 51.014≤ t ≤ 60.

Additionally we have : X(z) = 0.1, then we get :

maxV (D, I)' 0.0235.
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Abstract : In this work, we study the risk-sensitive optimal control problem for a backward
stochastic system driven by a fractional Brownian motion with Hurst parameter H greater
than one-half. We make the Malliavin derivative interfere to establish the risk-sensitive ne-
cessary optimality conditions, when the control domain is assumed convex and the driver of
the system depends on the control variable.
MSC: 60G22 ; 60H07 ; 60H30 ; 93E03.

Keywords : Backward Stochastic Differential Equation ; Fractional Brownian motion ; Mallia-
vin derivative.

1 Introduction

In this paper, we intend to establish necessary optimality conditions of Pontryagin’s sto-
chastic maximum principle, for risk-sensitive performance functionals, for a system governed
by a backward stochastic differential equation (BSDEs in short) driven by a fractional Brow-
nian motion (FBM in short) with Hurst parameter H ∈ ( 1

2 ,1). For more details on controlled
Backward stochastic differential equations, we refer to [3, 5, 6, 7].

2 Problem formulation

Let W H be a one-dimensional FBM with Hurst index H ∈ ( 1
2 ,1), defined on a complete

probability space (Ω,F ,P) , that we equip with the natural filtration of the FBM W H : F H

defined for all t ≥ 0 by F H = F H
t = σ

(
W H (r) ;0≤ r ≤ t

)
∨N . We define the space

L 2
ρ (R) :=

{
ξ : R→ R/ ||ξ ||2ρ :=

∫ T

0

∫ T

0
ξ (u)ξ (v)ρ (u,v)dudv <+∞

}
,
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where for all (u,v) ∈ [0,T ]2,ρ (u,v) = H (2H−1) |u− v|2H−2. In this paper, we will work
on a particular subspace of L 2

ρ (R), namely PT the set of all functions Q, of the form

Q = f
(∫ T

0
ξ1(t)dW H

t ,
∫ T

0
ξ2(t)dW H

t , ...,
∫ T

0
ξn(t)dW H

t

)
, (1)

where f is polynomial of n variables and (ξi)0≤i≤n is an orthogonal subsequence of L 2
ρ (R).

The Malliavin derivative of such a random variable Q ∈PT is defined for all s ∈ [0,T ]

DH
s Q =

n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(∫ T

0
ξ1(t)dW H

t ,
∫ T

0
ξ2(t)dW H

t , ...,
∫ T

0
ξn(t)dW H

t

)
ξi (s) . (2)

Let D1,2 be the Banach space which is the completion of PT with respect to the norm

||Q||21,2 := E
(
||Q||2ρ + ||DH

t Q||2ρ
)
,

and we define the derivative of all Q ∈PT

DH
s Q :=

∫ T

0
ρ (s,v)DH

v Qdv,s ∈ [0,T ]. (3)

Having given basic concepts and tools, we consider the following controlled fractional BSDE
{

dyv
t = −g(t,η(t),yv

t ,z
v
t ,vt)dt + zv

t dW H
t

yv
T = ξ , (4)

where g : [0,T ]×R×R×R×U → R, the terminal condition ξ is a square-integrable
random variable F H

T -measurable and v is an admissible control. We denote by U the set
of all admissible controls, which we suppose convex and define the criterion to be minimized,
with initial risk-sensitive cost, as follows

Jθ (v) = E
[

expθ
(

ψ [yv (0)]+
∫ T

0
f (t,η(t),yv

t ,z
v
t ,vt)dt

)]
, (5)

where θ is the risk-sensitive index, ψ : R→ R, f : [0,T ]×R×R×R×U → R, and η is
to be defined in the next. In our control problem, we aim to minimize the functional Jθ over
the set U , that is, we seek an admissible control u ∈U such that

Jθ (u) = inf
v∈U

Jθ (v) . (6)

Assumptions

(H1) : We assume that η is an Itô process of the form η(t) = η(0)+
∫ t

0
F(s)dW H

s , where

η(0) is a given constant, and F : R→ R is a deterministic continuous function such that
F(t) 6= 0 for all t ∈ [0,T ].
(H2) : g, f : [0,T ]×R×R×R×U→R are continuous with respect to t and continuously
differentiable with respect to (η ,y,z,u) and having (with all the derivatives) a polynomial
growth in all variables. Moreover, there exists C > 0, such that for all y1,z1,y2,z2,x ∈ R :

|g(t,x,y1,z1)−g(t,x,y2,z2)| ≤C (|y1− y2|+ |z1− z2|) .
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(H3) : ξ = h(ηT ), such that h : R→ R is differentiable function with polynomial growth.
(H4) : ψ is continuously differentiable, and there exists C > 0, such that for all y ∈ R :
|ψ (y)| ≤C (1+ |y|) .
Under the previous assumptions, the cost functional is well defined from U to R and we
have existence and uniqueness result .See the paper of Peng and Hu [5].

3 Risk-Sensitive Necessary Optimality Conditions
At first, we introduce an auxiliary state process γv

t which satisfies the following forward
SDE

dγv
t = f (t,η(t),yv

t ,z
v
t ,vt)dt, γv (0) = 0.

The control problem {(4) ,(5) ,(6)} is equivalent to





inf
v∈U

E [expθ (ψ [yv (0)]+ γT )] = inf
v∈U

E[Λ(yv (0) ,γT ) ],

subject to
dγv

t = f (t,η(t),yv
t ,z

v
t ,vt)dt,

dyv
t =−g(t,η(t),yv

t ,z
v
t ,vt)dt + zv

t dW H
t ,

γv (0) = 0, yv
T = ξ .

(1)

Define

Aθ
T := expθ

(
ψ [yu (0)]+

∫ T

0
f (t,η(t),yu

t ,z
u
t ,ut)dt

)
.

and ΘT = ψ [yu (0)]+
∫ T

0
f (t,η(t),yu

t ,z
u
t ,ut)dt.

Under assumptions 2, there exists a unique F H -adapted pair of processes p1,q1, p2,q2,
which solves the following system of forward-backward SDE





d−→p (t) =
(

d p1 (t)
d p2 (t)

)
= −

(
0 0
fy (t) gy (t)

)(
p1 (t)
p2 (t)

)
dt

+

(
q1 (t)
−Hz (t)

)
dW H

t ,

p1 (T ) =−θAθ
T , p2 (0) =−θAθ

T ψy [yu (0)] ,

(2)

The Hamiltonian associated with the optimal state dynamics (γ,y,z)

H (t,η(t),yu
t ,z

u
t ,ut ,

−→p (t) ,−→q (t)) := p1(t) f (t)+ p2(t)g(t) .

3.1 Finding the new adjoint equation
The idea is to transform the process ((p1,q1) ,(p2,q2)) as [3]. First of all, we remark

that d p1 (t) = q1 (t)dW H
t and p1 (T ) =−θAθ

T , the explicit solution of this FBSDE (Remark
3.4 in the paper of Hu [5]) is

p1 (t) =−θ Ẽ
[
Aθ

T |F H
t

]
=−θV θ (t) , (1)
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where Ẽ denotes the quasi-conditional expectation introduced by Hu et al. in [6] and

V θ (t) := Ẽ
[
Aθ

T |F H
t

]
, 0≤ t ≤ T. (2)

Hence

p̃(t) =
(

p̃1 (t)
p̃2 (t)

)
:=

1
θV θ (t)

−→p (t) , 0≤ t ≤ T. (3)

By using (2) and (3) , we have

p̃1 (T ) =−1 and p̃2 (0) =−ψy [yu (0)] .

We have
0 < e−(1+T )Cθ ≤V θ (t)≤ e(1+T )Cθ , 0≤ t ≤ T. (4)

Such bounds of V θ provide us the following lemma.

Lemma 3.1. If we define for all t ∈ [0,T ]

V θ (t) = expθ
[

Φt +
∫ T

0
f (s)ds

]
, (5)

then the process (Φ, l) satisfies the following quadratic FBSDE




dΦt = −θ
[

f (t)+
θ
2

d
dt
‖lt‖2

ρ

]
dt +θ ltdW H

t ,

ΦT = ψ [yv(0)] .

V θ is a uniformly bounded F H -quasi-martingale.

Preuve. We can consider the Logarithmic transformation in [4]

V θ (t) = expθ
[

Φt +
∫ T

0
f (s)ds

]
= Ẽ

[
Aθ

T |F H
t

]
. (6)

By the fractional Clark-Ocone formula we get

expθ
[

Φt +
∫ T

0
f (s)ds

]
= E

(
Aθ

T

)
+
∫ T

0
MsdW H

s . (7)

Suppose that Φ has the dynamics dΦt = −ktdt + ltdW H
t , where k and l are two pro-

cesses to be identified. Then applying the fractional (generalized) Itô formula to both
sides of (7), we obtain

MsdW H
s = expθ

[
Φt +

∫ T

0
f (s)ds

]([
θ f (t)+

θ 2

2
d
dt
‖lt‖2

ρ − kt

]
dt +θ ltdW H

t
)
.

Hence the second side is an F H -quasi-martingale, we take

kt = θ
[

f (t)+
θ
2

d
dt
‖lt‖2

ρ

]
and θ lt = Ms exp

(
−θ
[

Φt +
∫ T

0
f (s)ds

])
,

which leads to the result.
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Given the immediate previous result, we have the following lemma.

Lemma 3.2. The risk-sensitive dynamics for the adjoint equation satisfied by (p̃2, q̃2)
and

(
V θ , l

)
becomes





d p̃2 (t) =−H̃θ
y (t)dt− H̃θ

z (t)dW H,θ
t ,

dV θ (t) = θ ltV θ (t)dW H
t ,

V θ (T ) = Aθ
T , and

p̃2 (0) =−ψy [yu (0)] .

(8)

The solution
(

p̃, q̃,V θ , l
)

of the system (8) is unique, such that

‖ p̃(t)‖2
α +‖V θ (t)‖2

α +E
∫ T

0

(
|q̃(t)|2 + |lt |2

)
dt < ∞, (9)

where

H̃θ
(

t,γt ,yt ,zt ,

(
p̃2(t)
q̃2(t)

)
,V θ (t), lt

)
= (g(t)+θzt lt) p̃2(t)− f (t) ,

and dW H,θ
t =−2θ ltdt +dW H

t .

Preuve. See the paper of Bouaziz et al [2].

Given the previous lemmas, we have the following main result.

Théorème 3.1. If (y,z,u) is the optimal solution to the risk-sensitive control problem
{(4) ,(5) ,(6)}, under assumptions 2 there exist pairs of F H

T -adapted processes
(
V θ , l

)

and (p,q), such that
(vt −ut)H̃θ

v (t)≥ 0, (10)

for all v ∈U , almost every 0≤ t ≤ T and P-almost surely, where

H̃θ (t,yu
t ,z

u
t ,
−→p ,−→q ,ut) = θV θ (t)H

(
t,γu

t ,y
u
t ,z

u
t ,

(
p̃2(t)
q̃2(t)

)
,V θ (t), lt ,ut

)
.

4 Conclusion
This paper considers the optimal solution to a control problem for a BSDE driven by a

fractional Brownian motion with Hurst parameter H ∈ ( 1
2 ,1), an exponential utility cost func-

tional is used. Pontryagin’s Risk-Sensitive Stochastic Maximum Principle is obtained after
having constructed a new adjoint equation Lemma 3.2 using analogous approach as Chala
[1], under the form of the necessary conditions of optimality theorem 3.1.
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Abstract : In Algeria, the white fly of citrus is a dread pest. Avoiding fight insecticide,
National Institute of Plant Protection (INPV located at El Harrach, Algeria [14]) proceed a
biological control [13].This control’s method is based on the introduction of parasitoids in-
sects (Cales noacki) on crop pests [13]. To treat a nuisance fly x0 > 0, a population of insect
pests y0 > 0 is introduced into the ecosystem to feed on the pests.
We set an optimal control problems, where the objective is to minimize the number of white
flies while maximizing the amount of predators introduced at the final time T . The consi-
dered problems have been solved theoretically using the Pontryagin’s maximum principle
[1,2,3,4,5,7] the various methods of resolution have been provided and implemented : The
indirect method based on the shooting method and the direct method.

Keywords : Optimal Control ; Pontryagin’s maximum principal ; Seasonality ; White fly

1 Introduction
In this work, we have considered at first a system of differential equations representing

two different populations, linked by predation[11,6,10].
We therefore modeled an optimal control problem by introducing to the considered system of
differential equations, a bounded command which represents extinction rate of predators[5].
Subsequently we considered a Lotka Volterra system with three equations where the preda-
tors of the first model will be prey by birds [10,11]. We therefore modeled an optimal control
problem by introducing to the considered system of differential equations with two commands,
the rate of extinction of the parasites introduced and the natural death rate of the new pre-
dators. The objectif is to minimize the number of pest flies while maximizing the amount of
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introduced predators (those insects are sometimes imported). The final time T is fixed. In
practice, we choose typically T = 250 days ( approximately 8 months), which corresponds to
the period when the fruit starts appearing until harvest, from May to December[13].
After having verified the existence of the trajectories and the commands and having verified
the stability of the systems at the equilibrium points, the optimal control problems obtained
are solved theoretically by using the Pontryagin’s maximum principle, numerically we imple-
mented in a MATLAB software two methods namely a direct method and an indirect method.

2 Statement of the problem with two spices
In this work, we consider the Lotka-Volterra model [10] regularized by replacing Malthus’

exponential growth law of prey with Verhulst’s logistic growth [6]. So the problem is formulated
as an optimal control problem in the form





J(u) = x(T )− y(T )→ minu

ẋ(t) = αx(t)(1− x(t)
K )−βx(t)y(t), x(0) = x0 > 0

ẏ(t) =−y(t)(u(t)− γx(t)), y(0) = y0 > 0
d1 ≤ u(t)≤ d2, t ∈ [0,T ], T f ix.

(1)

where x(t), t ∈ [0,T ] the number of pests (white fly), predators(Cales noacki) are noted by
y(t). α is the increase rate of prey. β is the prediction rate per day. K is carrying capacity.
The objectif is to minimize the number of pest flies while maximizing the amount of introduced
predators (those insects are sometimes imported). The control u(t), t ∈ [0,T ] in our problem
is extinction rate of predators, it is such that d1 ≤ u(t) ≤ d2, t ∈ [0,T ], d1 and d2 are two
positives given values.

3 Theoretical solving of the optimal control problem
We apply the Pontryagin’s maximum principle to our specific optimal control problem.

The Hamiltonian of system (2.1) is

H(x(t), p(t), p0,u(t))= px(t)(αx(t)(1− x(t)
K

)−βx(t)y(t))+ py(t)(−y(t)(u(t)−γx(t))), t ∈ [0,T ].

Where px, py, are the adjoint vectors, which are solutions of following system :
{

ṗx(t) =− ∂H
∂x = (−α + 2α

K x(t)+βy(t))px(t)− γy(t)py(t),
ṗy(t) =− ∂H

∂y = βx(t)px(t)+ py(t)(u(t)− γx(t)), t ∈ [0,T ].
(2)

We know that x(T ) and y(T ) are free, the final transversality condition leads to

p(T ) = p0∇g(x(T ),y(T )).

In other words :

px(T ) = p0 ∂
∂x

(x(T )− y(T )) and py(T ) = p0 ∂
∂y

(x(T )− y(T )),
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Then px(T ) =−1, py(T ) = 1.
The maximization condition is written

max
d1≤u≤d2

(−py(t)y(t)u(t)), t ∈ [0,T ].

As y(t)> 0 for t ∈ [0,T ], it follows

u∗(t) =





d1 i f py(t)> 0
d2 i f py(t)< 0,
∈ [d1,d2] i f py(t) = 0, t ∈ [0,T ].

(3)

4 Numerical simulations

4.1 Resolution with direct method
For the resolution with the direct method, we used the Euler discretization method, we

implemented the method on the MATLAB software and we discussed the results found.
For a number of subintervals N chosen in advance, we will have the step of discretization
h = T

N and the following times : 0 = t0 < t1 < · · ·< tN−1 < tN = T.
The application of the Euler discretization scheme for solving boundary value problems gives
us the following non-linear programming problem :





Minimize x(tN)− y(tN),

x(ti+1) = x(ti)+ T
N (αx(ti)(1− x(ti)

K −βx(ti)y(ti))),

y(ti+1) = y(ti)+ T
N (−y(ti)(u(ti)− γx(ti))),

d1 ≤ u(ti)≤ d2, x(0) = x0 > 0, y(0) = y0 > 0, i=0,...,N-1.

(4)

From the figure (4.2. a), we find the phase portrait and the evolution of the trajectories of
predators and prey, when the number of predators increases, the number of prey decreases.

4.2 Resolution by using indirect method
Using shooting method, the results found are illustrated in the following figures : We note

that the number of insect pests decreases at the final time T contrariwise the number of
predatory insects increases(4.2,b).
The results found with the two methods are similar, however the execution times are signifi-
cantly different. The execution time of the shooting method is t = 15s.

5 Three-species food chain model

5.1 Statement of the problem
In this part we have modeled an optimal control problem who is inspired from the Lotka

Volterra model with three species [8,10]. We have considered the two species of the problem
(2.1), we have added a redoubtable predator of the Cales Noacki parasites, namely the birds.
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(a) Direct method (b) Shooting method

FIGURE 1 – Evolution of trajectories, control and phase portrait

The problem considered in this part is an optimal control system with two commands, the first
command noted u(.) represents the effect of predation on species y by species z, we assume
for t ∈ [0,T ], d1 ≤ u(t) ≤ d2. The second command noted v(.) represents the efficiency
and propagation rate of the predator z in the presence of prey. Assume that for t ∈ [0,T ],
d′1 ≤ v(t) ≤ d′2,where d1,d2,d′1,d

′
2 > 0. The objective of this modeling is to maximize the

number of parasites introduced and to minimize the number of birds in the considered field.
We will thus have the following optimal control problem.





J(u,v) =−y(T )+ z(T )→ minu,v

ẋ(t) = αx(t)(1− x(t)
K )−βx(t)y(t), x(0) = x0 > 0

ẏ(t) =−δy(t)+ γx(t)y(t)−u(t)y(t)z(t), y(0) = y0 > 0
ż(t) =−λ z(t)+ v(t)y(t)z(t), z(0) = z0 > 0
d1 ≤ u(t)≤ d2, d′1 ≤ v(t)≤ d′2, t ∈ [0,T ],T f ix.

(5)

This model has similar parameters as the previous model. The parameters η , λ > 0 are
interpreted as follows
δ represents the rate of extinction of the parasites introduced.
λ represents the natural death rate of the predator z in the absence of prey y.

5.2 Theoretical resolution
The maximization of the Hamiltonian with respect to u(.) and v(.) Respectively gives us

for t ∈ [0,T ],

u∗(t)=





d1 i f py(t)> 0
d2 i f py(t)< 0,
∈ [d1,d2] i f py(t) = 0, t ∈ [0,T ].

and v∗(t)=





d′1 i f pz(t)< 0
d′2 i f pz(t)> 0.
∈ [d′1,d

′
2] i f pz(t) = 0, t ∈ [0,T ].
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With d1, d2, d′1, d′2 chosen values.

5.3 Numerical resolution
The phase plans of the different states (x(.),y(.)), (x(.),z(.)) and (y(.),z(.)) are illus-

trate in the following figure There is a indirect link between x(.) and y(.), But a direct link

FIGURE 2 – plane phases

between y(.) and x(.), and between y(.) and z(.). The commands u(.) and v(.) are bang
bang, they vary between their respective limit values.

FIGURE 3 – commands u(.) and v(.)

6 Conclusion
Two optimal control problems were considered in this work and solved theoretically and

then numerically, these problems were modeled using the Lotka volterra logistic model with
two and three species. The results found with the two methods considered in this work are
similar, however the shooting method is more efficient. We have been able to show and trace
the trajectories of the states as well as the considered commands.
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Abstract : In this work, we propose a new meta-heuristics to optimize a linear function Φ
on the efficient set of a multiple objective integer linear programming problem. This last one
is called the division algorithm and it is of the category of evolutionary algorithms wich work
on the variables space and it takes the directions wich fast improve the objectives and the
Φ function. It has been coded in Python and computational experiments have been under-
taken in order to analyze performance properties of the algorithm over different randomly
generated problem instances.

Keywords : Multiple objective programming , Optimization over the efficient set , Discrete
optimization , Efficient solutions , meta-heuristics.

1 Introduction
Metaheuristics are optimization algorithms, most of which are inspired by natural phe-

nomena such as ant colonies, tabu search and genetic algorithms. They aim to solve hard
optimization problems. In this work our new metaheuristic is called Division (mitosis), it is
inspired by the biological phenomenon of cell division. It is based on the global architec-
ture of genetic algorithms and some ideas of ant colonies, so it inspires the principles of
selection, evaluation and population of genetic algorithms and the principle of updating and
vaporization in ant colonies, but with different uses. This algorithm can be used for solving
multi-objective integer problems, but in this paper we use it for solving a function over an
integer efficient set of a multiobjective integer linear programming (MOILP) problem. Many
works have addressed this problem, but they all use exact methods and algorithms(see [1] to
[17]). The Division algorithm inspires its mechanisms from cell division and natural selection.
The mechanism consists of evolving from an initial draw of a set of points in the solution
space. By analogy with cellular tissue, each cell represents a solution. The said cells divide
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into several by modifying some genes whose aim is to improve our objectives and for that
they create a new population composed of living cells which improve the later ones and of
dead cells which do not check the constraints or they are dominated.

The success of the division algorithm is based on the use of the variable space. The
latter allows us to increase the number of objectives without too much influence on the CPU
time.

2 Notations and basic concepts
Let the MOILP formulated as follows

(Π)

{
min Z j(x) = c>j x, j=1,...,p,
s.t. x ∈ D.

Where D ≡{x∈ Z n
+/Ax≤ b} is the feasible set of the problem, with A∈Rm×n, b∈Rm

and C = (c>j , j = 1, ..., p) is a p×n matrix defining a number p≥ 2 of objective functions.
We suppose that the feasible set D is not empty and bounded.

As the objective functions are usually conflicting, there does not exist any feasible so-
lution optimizing all the criteria simultaneously and thus, the concept of efficient solution is
widely used.

We denote by E the set of efficient solutions of (Π) and the problem we want to tackle is
problem (ΠE) defined as

(ΠE)

{
min Φ = φ>x,
s.t. x ∈ E.

where φ denotes a n dimensional vector.

Définition 2.1. [16] A point x∈D is an efficient solution if and only if there is no x∈D
such that Z j(x)≥ Z j(x) for all j ∈ {1,2, .., p} and Z j(x)> Z j(x) for at least one j.

3 A division algorithm
3.0.1 Description of the division algorithm

The division algorithm inspires many concepts of evolutionary algorithms such as po-
pulation, selection, reproduction, evaluation and a large part of its hierarchy, but it modifies
these in a very profound way to adapt it to our problem. In the first step we enter the data and
the parameters we need, such as α , the selection parameter that represents the preference
between the efficiency of the solution and its optimization of the compromise criterion and it
varies between [0,1] . γ the number of variables to explore by classification of their influence
weights, δ the number of variables to explore randomly. ν update speed. Ω the set of indices
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of the variables to be explored Ω = Ω∪{the set of variables to explore at instant t}, Γ the
population size. T the maximum of the iterations and we initialize the set of pseudo-efficient
solutions S = /0, Ω = /0 and t = 0. In the second step we normalize and unify the units of the

objectives by transforming each coefficient of the variables ci j to cx j̃
=

p
∑

i=1

ci j̃
n
∑
j=1
|ci j|

and the

same for the compromise function φx j̃
=

φ j̃
n
∑
j=1
|φ j|

. Then we proceed to the calculation of the

influence weights of each coefficient by the formula

ρxi = αcxi +(1−α)φxi

The latter is composed of two parts, the absolute value which gives us the weight of
its influence and the sign which gives us the direction of improvement of the objectives. In
the third step, we rank these influence weights in descending order of their absolute values
and select the first γ variables to be explored and we also randomly select δ variables to be
explored from the remaining list and store their indices in a set Ω. Then we begin the iterative
unfolding of our algorithm as long as the number of iterations does not reach the maximum
and the cardinal of Ω is not superior to n. We then proceed to the construction of the new
population Pt . This last equals the new produced solutions which verify the constraints and
S←− S∪Pt . Of course a filtering that eliminates the dominated solutions will be done to have
the new population Pt and the new set of pseudo effective solutions S (See Fig.1). The

FIGURE 1 – building the population

algorithm would not be complete without the process of updating the influence weights of the
variables. Indeed, to avoid being trapped in directions that do not improve our solutions, it is
necessary to allow the system to weaken the influence weights of the bad directions. In the
case where Pt 6= /0, we use a formula that updated the absolute values of these influence
weights

| ρxi(t +1) |=| ρxi(t) | ×[1− (1− τi)
ν ]

Where τi =
η

γ +δ
, η is the number of non-dominated solutions which verify the constraints

created by improving the variable xi and ν > 0, it is the update speed which is related to the
number of variables that remain to be explored. In the case Pt = /0, the coefficients whose
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indices are part of Ω become null and Pt ←− Pt−1. At the end we reclassify the weights
according to the new data.

Inputinput Outputoutput
Step 1

↓ A(m×n) : matrix of constraints ;
↓ b(m×1) :RHS vector ;
↓ φ(1×n) : compromise criterion vector ;
↓C(p×n) : matrix of criteria ;
↓ α :selection parameter ;
↓ γ :the number of variables to explore by priority ;
↓ δ :the number of variables to be randomly explored ;
↓ np :the size of the population to be generated ;
↓ T :the maximum number of iterations ;
↑ x∗ :optimal solution of the problem PE ;
↑Φ(x∗) :optimal value of criterion φ ; Initialization : t←− 0 ; S←− /0 ; Ω = /0 ;
Step 2

Calculate the influence weights of the coefficients of the variables ρxi .
Generate the initial population P0 which verify the constraints and are not dominated.

Step 3
t < T and Card(Ω)≤ n t←− t +1 ;
Select the variables to be explored and set their indexes in Ω.
Create the population Pt .
S←− S∪Pt ; Elimination of dominated solutions in S et Pt ;
Pt = /0i=1 ni ∈Ωρxi ←− 0 ; Pt ←− Pt−1 ;
Reclassified influence weights ρxi ; Update and reclassify influence weights ρxi ;

Division algorithm

4 A Computational Study

4.1 Computational results of the division algorithm.
Our algorithm was coded using Python programming language and run on a PC (Intel i7

2.0 GHz processor), with 8 Gb of RAM, under Ubuntu 20.04.3.

To test the performance of the algorithm we generated 400 problems in a random way.
The variation of the coefficients of each matrix is as follows A [1,30], C and φ [-20,20] and
the vector b [50,150]. The number of variables n varies, from 10 till 500, constraints, m, from
10 till 300 and the number of objective functions p=3, 5, 8, 15 and 100 into 8 classes ; in each
category, 10 instances are solved, so that 400 problems are considered. We initialize the
parameters in two categories according to the number of variables and objectives, because
when there is a small number of variables the influence of their coefficients is significant,
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on the other hand, if it is large, the influence of their coefficients becomes minimal. the first
α = 0.7, γ = 2, δ = 1, np = 10 , ν = 10 and T varies, from 50 till 300.

The computational results obtained have been summarized in Table 1, where the ave-
rage CPU time (in seconds) required to solve the problems are shown. Also, the minimum
and maximum values of each measure are reported in brackets.

TABLE 1 –
CPU times (seconds)

p p=3 p=5 p=8 p=15 p=100
m×n Time. Time. Time. Time. Time.

[min max] [min max]. [min max] [min max]. [min max]
10×15 0.33 5.1 0.63 6.57 6.80

[0.21 0.59] [3 9] [0.29 1.53] [2 15] [2 17]
15×25 0.42 5 1.23 8.14 8.20

[0.27 0.74] [3 7] [0.62 2.07] [4 13] [2 20]
50×70 0.89 5.57 2.08 8.71 9.10

[0.45 2.13] [2 13] [1.22 3.15] [5 18] [2 23]
80×100 0.89 5.57 2.16 8.90 9.21

[0.45 2.13] [2 13] [1.36 3.80] [5 18] [2 25]
100×150 0.89 5.57 2.46 8.26 9.81

[0.45 2.13] [2 13] [1.58 3.96] [5 18] [3 29]
150×200 0.89 5.57 2.86 8.74 10.01

[0.45 2.13] [2 13] [1.98 3.99] [5 18] [2 26]
250×400 86.58 7.28 255.46 13.71 15.23

[28.32 173.95] [3 11] [134.27 349.78] [7 21] [2 36]
300×500 174.88 8.85 445.58 11.14 16.22

[80.53 354.99] [6 12] [215.11 628.65] [7.17] [3 40]
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Pareto front. EMOIP.

results of φ ∗

5 Conclusion
this work, presente a metaheurstic called Division algorithm for optimizing a linear func-

tion on the efficient set of a multi-objective integer linear programming problem. The latter is
evolutionary, it creates these populations by exploiting directions chosen by their influences
on the improvement of the objectives.
This algorithm was coded using the Python language. It is tested on randomly generated pro-
blems from a discrete uniform distribution and the results obtained are very encouraging. Our
computational experiments show an exceptional performance, with dimensions up to 1200
constraints, 2000 variables and 100 objectives. At the end we suggest the creation of specific
benchmarks for this kind of problem for the comparison of existing algorithms and application
of these methods.
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Abstract : In this study, we intend to find an approximation of the Pareto front of the multi-
objective minimum spanning tree problem (MOST ) problem which is NP -hard even for the
bicriterion case. We propose in this work a hybrid NSGA-II algorithm with an exact mutation
operator that is only occasionally invoked. If k edges from G \T are added to a spanning
tree T of a connected graph G, we get a partial graph H of G, which results in a multi-
objective spanning tree problem of less size than the original one. Subsequently, using a
spanning tree T and the exact mutation operator with a low probability, the reduced MOST
problem in graph H is solved and a number of mutant solutions are produced. Then, the
selection operator of NSGA-II is activated to obtain the Pareto front approximation. Finally,
this front is improved by an adapted VNS metaheuristic. Experimental comparison studies
with an exact method yield encouraging findings and show that the suggested algorithm is
effective.
MSC: 90C10, 90C27, 90C29, 90C59

Keywords : Minimum spanning tree ; Multiple objective linear optimization ; Combinatorial
optimization, Non-Sorting Genetic Algorithm ; Variable Neighborhood Search.

1 Introduction
The Multi-Objective minimum Spanning Tree problem (MOST) is a combinatorial problem

which is well-known to be NP-hard [7, 2] that why exact methods cannot be used to solve
large sizes problems. This study is part of this perspective by proposing an algorithm able to
find a good approximation of the Pareto front for the MOST problem.

We consider an undirected connected graph in which a cost-vector of dimension r ≥ 2 is
associated with each edge. We recall that a cost-vector Z of dimension r is said to dominate
another cost-vector W of the same dimension, if Z is at least as good as W and Z is not
equal to W . A vector Z is Pareto optimal if it is non-dominated by any other vector. The set
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of all non-dominated spanning trees is known as the Pareto front. For more details on the
multi-objective optimization concepts, see [11].

The main objective of this study is to provide a method to deal with the MOST problem
able to generate a good approximation of the Pareto front. Based on an hybridization bet-
ween ”Non-Sorting Genetic Algorithm” (NSGA-II) [4] and ”Variable Neighborhood Search”
(VNS) [8], the proposed (NSGA-II, multi-VNS) algorithm adopts two point crossover opera-
tor and a k− opt procedure as a mutation operator. Indeed, for a given child T , k edges
randomly chosen from G \T are added to T to obtain a partial graph H of G. With a weak
probability, the multi-objective spanning tree problem considering the partial graph H is sol-
ved to generate several mutated solutions of T .

2 Definitions and notations
Given a connected and undirected simple graph G = (V,E) of order n, where V =

{v1,v2, . . . ,vn} is a set of vertices, E = {e1,e2, . . . ,em} is a set of edges and each edge
ei ∈ E, i ∈ {1, . . . ,m}, is valued by a cost-vector ci = (cik), k ∈ {1, . . . ,r}, r ≥ 2.
Let T ⊂ E a spanning tree of G, the cost-vector of T is given by Ck(T ) = ∑ei∈T cik, k ∈
{1, . . . ,r}. We note C(T ) = (Ck(T ))k∈{1,...,r}.

We say that the vector C(T ) dominates another vector C(T ′) if Ck(T ) ≤ Ck(T ′) for all
k ∈ {1, . . . ,r}, and Ck0(T )<Ck0(T

′) for at least one index k0 ∈ {1, ...,r}.
A spanning tree T of G is efficient if there is no spanning tree T ′ of G such that C(T ′) domi-
nates C(T ).

The set of all Pareto optimal spanning trees is called the efficient set and the set of non-
dominated trees is called the Pareto front.

Supported spanning trees are easy to identify, they are located on the convex hull of the
feasible region, and minima for a convex combination of criteria. This is the case when ap-
plying the weighted-sum methods where the optimal solutions found by varying the weights
associated with each criterion are all supported efficient spanning trees.

Due to their difficulty in finding, the majority of algorithms are unable to determine non-
supported efficient solutions. [6]

Note T the following set of edges : T = {e ∈ E : e /∈ T}.
Then, for each edge e belonging to set T , the set of edges T ∪{e} contains a unique cycle
µe and the set B = {µe,e ∈ T} constitutes a cycle-basis of the graph G.
This means that the representative vectors V (µe) of edges of cycles µe ∈ B form a basis of
the vector subspace of dimension (m− n+ 1) of Rm, where the coordinates of V (µe) are
given by Vj(µe) = 1 if edge e j ∈ µe and 0 otherwise, for all j ∈ {1, ...,m}.
For more details see [10].

3 Description of the proposed method
The proposed method is described in the following procedures which constitute the dif-

ferent steps of our algorithm named HMOST-Algorithm :
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3.1 Encoding Scheme
Initially the edges of the graph G= (V,E) having n vertices and m edges, are numbered.

The direct encoding of a chromosome is a set of n− 1 dimension, wherein each element
represents the associated number of an edge in the corresponding spanning tree. Contrary
to what Zhou et al. demonstrated in their study [13], the authors of the article [9] point out
that direct encoding is better and more effective than Purfer-based encoding. We note E(T )
that represents a spanning tree T .

3.2 Starting Population
The first population of size s of spanning trees is generated using :

1- the optimal spanning trees corresponding to each criterion,
2- applying Kruskal’s algorithm by randomly selecting edges of graph G,
3- random generation with weighted-sum method.

3.3 Crossover-Repair Operator
The reproduction consists in recombining two individuals by the crossover operator. To

do so, a number ρ is generated randomly in the interval [0,1] and the crossover is done only
if ρ ≤ 0.8. In this case, two types of crossover are provided :

FIGURE 1 – Two point crossover

Two cut-points are randomly generated. The obtained offspring chromosomes do not
correspond necessarily to spanning trees. To overcome this infeasibility, procedures of rear-
rangement of edges is introduced.
The two point crossover is described as follows :
Choose edges of A4 in increasing order of the sums of costs in the set : E(T 2)∪E \ (A1∪
A3). Those of B4 in increasing order of the sums of costs in the set : E(T 1)∪E \(B1∪B3).

Every offsprings obtained by the crossover operator are spanning trees, therefore no cor-
rection is needed.
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3.4 Diversified Mutation Operator
The mutation is achieved as in the biological evolutionary process ; its priority aim is to

generate better solutions in the sense of dominance. The diversity aspect is still present
even in the case of non-improvement. The mutation operator is applied to each offspring T
in the population with a predetermined low probability equal to 0.20. It consists to construct
a partial graph H from an offspring by adding k edges from E \E(T ), k ∈ {1,2,3}.
By adding k edges, k cycles will be created in H. We then consider the partial subgraph L
generated by the cycles of H. We call k−opt the corresponding procedure which generates
the mutated children by adding k edges.
For 1−opt, L is reduced to an elementary cycle µ . If µ contains a dominated edge e, then
we get a tree of L, T (L) = µ \ {e}. Thus, we also obtain a tree in H, T ′ = E(H) \ {e},
where E(H) is the edges set of H.
For 2−opt and 3−opt, L is of reduced dimension compared to the initial graph G and, in
these cases, we call on our exact method cited in [1] to generate all non-dominated trees in
L. As for 1−opt, we will reconstruct all the non-dominated trees of the partial graph H, by
adding each time the edges of H \L. Unlike the 1− opt mutation operator which receives
a high probability of execution, the 2−opt and 3−opt operators are only executed with a
low probability to not increase the execution time of the method.

3.5 Dynamic Selection Operator
The selection operator consists in proceed first with the partition in fronts of the current

population containing at least 2s individuals. The first one contains the non-dominated indi-
viduals, the second still contains non-dominated individuals after removing elements of the
first front, and so on. The new population consists in choosing individuals respecting to the
order of dominance fronts. If necessary, individuals of the front Fl, l ≥ 2 have to complete
the s size of the new population are selected according to a distance of ”crowding” [4]. Other-
wise, the size of the new population is set to the size of the first front. Hence, the size of the
populations is dynamic, it varies according to the size of the front 1.

3.6 Multi-VNS Strategy
Starting from the MST set of spanning trees constructed by the adapted NSGA-II and

ND1 the corresponding non-dominated set, neighboring solutions are generated through a
VNS based algorithm to improve the MST set. The update of the latter is done according to
the Pareto dominance relation and the obtained populations have not necessarily the same
size. Hence, an improved approximation with a higher number of non-dominated solutions is
maintained applying a VNS based algorithm.

4 Computational Experiments
The HMOST-Algorithm is compared with the MOST-Algorithm described in [1] which ge-

nerates the set of all non-dominated spanning trees (SND). On an HP laptop with an Intel
Core i5, 8GB of RAM, Matlab 2014a is used to carry out the experimental study.
The graphs are randomly generated according to Erdös-Renyi in [5]T who suggested to the
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user to fix the number of vertices of the graph and the probability that an edge occurs bet-
ween two vertices.
In the following, the reference set, denoted REF , indicates the set of non-dominated solu-
tions obtained from the list grouping together the solutions of the two methods to be compa-
red. The results are compared on average using the proportional measure to calculate the
number of obtained non-dominated solutions of a given method belonging to REF set.
We denote by α1 = (ND1∩REF)/(REF) the proportion of solutions of the ND1 set be-
longing to REF set.
It should be noted that the number p of iterations in the adapted NSGA-II procedure is fixed
at 30, that of Multi-VNS Strategy is fixed at 20 and finally that of KEA-Algorithm is fixed at 50.

We considered it useful to conduct an experiment on randomly generated instances in
order to confirm the satisfactory results found previously and indeed, the obtained results
in Table 1 show that HMOST-Algorithm manages to generate nearly 80% of non-dominated
solutions on average.

r n m MOST −Algorithm HMOST −Algorithm α1
5 20 [46,55] 74,80 307,20 0,81
5 30 [55,65] 930,30 980,50 0,79
5 50 [65,75] 1300,40 1612,06 0,77
5 100 [125,130] 627,39 1031,02 0,82
5 300 [325,340] 1267,40 1560,46 0,78
5 400 [425,440] 3427,94 6036,48 0,80
7 7 21 342,10 485,00 0,80
7 8 28 478,12 677,81 0,82

TABLE 1 – Comparison between MOST-Algorithm and HMOST-Algorithm using ran-
dom instances with 5 and 7 criteria

A comparative study proved that in average, nearly 81% of the exact non-dominated
solutions are found by the proposed HMOST-Algorithm attesting that the generated front is
as close as possible to the exact Pareto front. In addition to being able to overcome the
disability of the exact method to solve large instances, given the explosive complexity of
the MOST problem, it shows also, an excellent performance overcoming the KEA-Algorithm
given in [3] through the comparative study on complete graphs at 80, 100 and 200 nodes and
costvectors of dimensions 3 and 5. It offers good characteristics according to the results of
the experiment considering its ability to generate a good approximate Pareto front, to solve
problems with more than three criteria and 200 nodes, as well as the proper distribution of
the non-dominated set obtained which follows the shape of the exact Pareto front.

5 Conclusion
In this study, we were interested in the representative description of the Pareto front for

the MOST problem and the adapted HMOST-Algorithm is proposed to solve the problem in
two phases. The first phase consists of a hybridization of the NSGA-II algorithm using locally

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 171



Solving the multi-objective spanning tree problem

an exact mutation operator, in order to obtain the first Pareto front. The Multi-VNS Strategy is
activated in the second phase to bring improvements on some previously obtained solutions.
The specialized mutation operator together with the exploitation of Multi-VNS Strategy make
HMOST-Algorithm a flexible optimization algorithm that can manipulate both phases with
required probabilities. The results of this new hybrid algorithm are effective and demonstrate
its superiority to other existing approximate approaches.
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Abstract : The answers to optimization problems, which are frequently multi-objective
and involve complex constraints, call for effective optimization algorithms. Recently, a bio-
inspired optimization algorithm named the Tunicate Swarm Algorithm (TSA) has been pro-
posed. This paper extends this algorithm to optimize problems with multiple objectives, in-
corporating a fine-grained fitness assignment strategy, a density estimation technique, and
an enhanced archive truncation method. Our algorithm’s performance is validated on 10
test functions, 7 with two objectives and 3 with three objectives. It is compared with two
well-regarded algorithms : Multi-objective Evolutionary Algorithm Based on Decomposition
(MOEA/D) and Multi-Objective Particle Swarm Optimization (MOPSO). The inverted Gene-
rational Distance (IGD) metric and the Spacing (SP) metric are used to quantify the be-
haviours of multi-objective algorithms. The obtained results show the performance of the
proposed algorithm in terms of convergence and diversity for the benchmark functions.

Keywords : Tunicate Swarm Algorithm ; Multi-objective Optimization ; Pareto Set ; External
Archives

1 Introduction
For multi-objective optimization problems (MOPs), the best solution is represented by

an equilibrium set of solutions known as the ”Pareto set” or even ”Pareto front”, in which
each solution represents a compromise of objectives [9]. A large number of methods have
been developed to provide a satisfactory response to multi-objective problems. Among the
most famous these methods : A fast and elitist multi-objective genetic algorithm (NSGA-II) in
2002 [2], Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2(SPEA2) proposed by Zitzler [10], A Multi-
objective Evolutionary Algorithm Based on Decomposition (MOEA/D) [4], Multi-Objective Par-
ticle Swarm Optimization algorithm (MOPSO) proposed in 2004 by Reyes-Sierra and others
[1], and Multi-objective Grey Wolf Optimizer (MOGWO) [5]. Even though these algorithms can
effectively approximate the true Pareto optimal solutions of multi-objective problems, there is
a theorem here called ”No Free Lunch” (NFL)[7], which has been logically proved to be true.
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No optimizer can guarantee the same performance for all types of problems. According to
this theorem, an optimizer’s better performance on one class of problems does not guaran-
tee equivalent performance on another. That is the foundation and inspiration for this study.
Recently, a new search algorithm for mono objective optimization, called Tunicate Swarm
Algorithm (TSA), has been developed by Satnam Kaur [3]. Preliminary studies show that it is
very promising and could outperform existing algorithms. In this paper, we will extend TSA to
solve multi-objective problems and formulate a multi-objective algorithm (MOTSA) with these
majors contributions : External archives A(t) is incorporated into the TSA algorithm for pre-
serving the Pareto optimal set,An improved fitness assignment scheme is used, which takes
for each individual into account how many individuals it dominates and it is dominated by[10],
A nearest neighbor density estimation technique is incorporated which allows more precise
guidance of the search process[10],and truncation method guarantees the preservation of
boundary solutions[10].

2 Problem statement and definitions
Définition 2.1. Multi-objective Optimization Problem (MOP) is dened as :

MinF(x) = [ f1(x), f2(x), ..., fM(x)]

Sub ject to x ∈ X . (1)

The vector x ∈ is ℜn formed by n decision variables . The feasible set X ⊆ ℜn is
implicitly determined by a set of equality and inequality constraints. The vector func-
tion F : ℜn → ℜM is composed by M scalar objective functions fM : ℜn → ℜ (M ≥
2).

Définition 2.2. ( Dominance relation) The solution x (i) dominates the solution x ( j)

(on note x (i) � x ( j) ) if the following conditions are true
- fm(x (i) ) ≤ fm (x ( j) ) ∀m ∈ {1, ...,M}
- ∃ m ∈ {1, ...,M} : fm(x (i) ) < fm (x ( j) ) .

Définition 2.3. (Non-dominated set) : Let P be a set of candidate solutions for a pro-
blem multi-objective optimization. The set P∗ ⊆ P, composed of all the elements of P
which are not dominated by any element of P is said to be a non-dominated subset of
the set P solutions[2].

3 Multi objective tunicate swarm algorithm
As TSA (The Tunicate Swarm Algorithm) forms the basis for MOTSA, you can find the

article on the algorithm here, see [3]. The TSA imitates tunicates’ jet propulsion and swarm
behaviors during the navigation and foraging process. The mathematical model of the jet
propulsion behavior and the swarm behavior [3].We propose an extended version of TSA,
namely MOTSA, which incorporates a fine-grained fitness assignment strategy, a density
estimation technique, and an archive truncation method. For more details on these strategies,
see [10].The MOTSA algorithm begins with locating randomly the tunicate population ~Ppand
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creating an empty archive A size N. Then, Choose the initial parameters and the maximum
number of iterations T. The MOTSA algorithm assesses the initial population of tunicate with
respect M objective functions.after that Calculate Fitness assignment values of individuals in
~Pp(t)and A(t) then Copy all non-dominated individuals in ~Pp(t) and A(t) to ~Pp(t +1). If the

size of A(t +1) exceeds N, then reduce A(t +1) using the truncation operator. Otherwise,

if the size of A(t +1)is less than N, then fill A(t +1)with dominated individuals in ~Pp(t)and
A(t) Next, If iteration t ≥ T or another stopping criterion is satisfied then set A(t + 1) to
the set of decision vectors else, we will do an update the position of each search agent with
assistance the best search agent in each iteration.

Algorithm 1 Pseudo-code of MOTSA

1: Initialize the population ~Pp(0) with n Tunicate.
2: Choose the initial parameters and the maximum number of iterations T.
3: Initialize the external archive A(0).
4: Evaluate the fitness of the Tunicate population
5: Calculate Fitness assignment values of individuals in ~Pp(t) and A(t)
6: Copy all non-dominated individuals in ~Pp(t) and A(t) to A(t+1). If size of A(t+1)

exceeds N then reduce A(t + 1) by means of the truncation operator, otherwise if
size of A(t +1) is less than N then fill A(t +1) with dominated individuals in ~Pp(t)
and A(t)

7: if t > T then PF = A(t +1) Stop
8: end if
9: Update the position of the Tunicate population using the equation 2

~PP(x+1) =
~PP(x)+ ~PP(x+1)

2+ c1
(2)

where ~Pp is the position of tunicate solution and the variable c1 random number
lies in the range of [0, 1].

10: t=t+1 and go to Step 4
11: return PF

4 Results and discussion
We Compared MOTSA algorithm with two well known algorithms : MOPSO algorithm and

MOEA/D algorithm. We decided to choose 10 multi-objective test problems suggested in the
CEC 2009 [8] . We used 100 search agents and 1000 iterations .These three algorithms run
31 independent times, with a size 100 population.All the algorithms are implemented using
the programming environment Matlab R2015a under 64-bit Windows 10. For measurement of
convergence, we used Inverted Generational Distance (IGD) for measuring the convergence
and the Spacing (SP)for measuring the diversity [6].

Table 1 reports the statically results of three compared algorithms in terms of IGD metric
over 31 runs to UF test functions, while Table 2 reports the statistical results of three com-
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UF01 Best Worst Average Median STD
MOTSA 2.4005E-03 5.0656E-03 3.6139E-03 3.6620E-03 7.7502E-04
MOPSO 3.8061E-03 9.7891E-03 5.7675E-03 5.4817E-03 1.3794E-03
MOEA/D 3.4321E-03 2.3324E-02 8.9544E-03 8.7704E-03 4.8677E-03
UF02 Best Worst Average Median STD
MOTSA 5.2532E-03 5.2532E-03 5.2532E-03 5.2532E-03 0.0000E+00
MOPSO 1.7713E-03 5.5213E-03 2.7712E-03 2.3996E-03 9.6486E-04
MOEA/D 2.3519E-03 8.8619E-03 5.1492E-03 5.3061E-03 2.1359E-03
UF03 Best Worst Average Median STD
MOTSA 9.6196E-03 1.1599E-02 1.0716E-02 1.0690E-02 5.6447E-04
MOPSO 5.7301E-03 1.5542E-02 1.1218E-02 1.1000E-02 1.8900E-03
MOEA/D 1.0307E-02 2.0865E-02 1.4607E-02 1.4615E-02 2.7086E-03
UF04 Best Worst Average Median STD
MOTSA 3.8614E-03 3.8614E-03 3.8614E-03 3.8614E-03 0.0000E+00
MOPSO 4.3519E-03 5.3024E-03 4.7937E-03 4.8002E-03 2.2572E-04
MOEA/D 2.9587E-03 4.4100E-03 3.4221E-03 3.3784E-03 2.6140E-04
UF05 Best Worst Average Median STD
MOTSA 4.3410E-01 5.9872E-01 5.0640E-01 4.9458E-01 5.2864E-02
MOPSO 3.6082E-01 6.6015E-01 4.8546E-01 4.6497E-01 8.9139E-02
MOEA/D 3.0010E-01 9.8238E-01 6.1872E-01 6.0710E-01 1.5023E-01
UF07 Best Worst Average Median STD
MOTSA 1.8552E-03 1.5208E-02 7.7043E-03 8.0253E-03 4.6317E-03
MOPSO 4.2534E-03 2.4331E-02 1.4020E-02 1.4378E-02 5.1002E-03
MOEA/D 2.0551E-03 3.3467E-02 1.1393E-02 1.2053E-02 8.0155E-03
UF08 Best Worst Average Median STD
MOTSA 2.6667E-03 2.7290E-03 2.6845E-03 2.6804E-03 1.9949E-05
MOPSO 3.3343E-03 1.0394E-02 5.1628E-03 4.7930E-03 1.8488E-03
MOEA/D 2.7025E-03 5.0949E-03 3.3188E-03 3.2140E-03 4.3291E-04
UF09 Best Worst Average Median STD
MOTSA 3.5588E-03 7.0007E-03 4.9540E-03 4.9136E-03 6.9186E-04
MOPSO 4.0369E-03 9.0032E-03 5.4539E-03 5.0125E-03 1.1066E-03
MOEA/D 1.4930E-03 7.0576E-03 3.6998E-03 3.4740E-03 1.0303E-03
UF10 Best Worst Average Median STD
MOTSA 9.2159E-03 2.1042E-02 1.3872E-02 1.3392E-02 4.2120E-03
MOPSO 3.5588E-03 7.0007E-03 4.9540E-03 4.9136E-03 6.9186E-04
MOEA/D 8.4123E-03 4.8700E-02 2.0233E-02 1.9322E-02 6.9919E-03

TABLE 1 – Statistical results for IGD on UF1 to UF10

pared algorithms in terms of SP metric over 31 runs to UF test functions. These statistical
results of the SP metric prove that the proposed MOTSA outperforms the other algorithms
on all UF function tests. On the other hand, the MOTSA shows weak converges to the Pareto
set But is not far from than compared algorithms.
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UF01 Best Worst Average Median STD
MOTSA 5.0875E-03 1.0547E-02 8.0681E-03 8.2326E-03 2.2795E-03
MOPSO 4.1029E-01 8.8826E-01 6.8095E-01 6.9388E-01 1.2353E-01
MOEA/D 1.8318E-05 9.2422E-01 6.1605E-01 6.3741E-01 2.4044E-01
UF02 Best Worst Average Median STD
MOTSA 4.6359E-02 4.6359E-02 4.6359E-02 4.6359E-02 0.0000E+00
MOPSO 8.6669E-01 9.3282E-01 9.0094E-01 8.9922E-01 1.6284E-02
MOEA/D 6.7078E-01 9.4402E-01 8.6078E-01 8.5657E-01 5.5201E-02
UF03 Best Worst Average Median STD
MOTSA 8.9445E-03 4.8614E-02 2.2720E-02 2.2992E-02 1.1571E-02
MOPSO 2.9501E-01 7.8340E-01 5.7809E-01 5.9216E-01 1.0208E-01
MOEA/D 1.3837E-14 4.8175E-01 2.3511E-01 2.6148E-01 1.1688E-01
UF04 Best Worst Average Median STD
MOTSA 9.4942E-03 9.4942E-03 9.4942E-03 9.4942E-03 0.0000E+00
MOPSO 7.4982E-01 8.2549E-01 7.9318E-01 7.9354E-01 1.7722E-02
MOEA/D 7.6200E-01 8.9712E-01 8.3215E-01 8.3852E-01 3.2428E-02
UF05 Best Worst Average Median STD
MOTSA 2.4346E-02 1.8155E-01 7.6021E-02 6.1587E-02 5.0718E-02
MOPSO 6.1893E-02 4.4374E-01 2.6785E-01 2.6481E-01 9.9152E-02
MOEA/D 2.1606E-01 7.0741E-01 4.0741E-01 4.0104E-01 1.3187E-01
UF06 Best Worst Average Median STD
MOTSA 1.2446E-02 7.1683E-02 4.3572E-02 5.1320E-02 2.1108E-02
MOPSO 1.0993E-01 4.3314E-01 2.5969E-01 2.6319E-01 8.4635E-02
MOEA/D 6.9225E-02 6.7215E-01 3.0306E-01 3.0397E-01 1.7335E-01
UF07 Best Worst Average Median STD
MOTSA 3.1573E-03 7.9968E-03 6.6446E-03 6.9851E-03 1.4986E-03
MOPSO 6.0499E-03 7.7066E-01 4.8200E-01 5.4184E-01 1.8754E-01
MOEA/D 3.3718E-02 9.5619E-01 5.8056E-01 5.6167E-01 2.9193E-01
UF08 Best Worst Average Median STD
MOTSA 3.1075E-02 9.7438E-02 4.8659E-02 4.3334E-02 1.8289E-02
MOPSO 2.5814E-01 9.2826E-01 5.4488E-01 5.3695E-01 1.7534E-01
MOEA/D 7.2209E-01 9.9547E-01 9.3033E-01 9.7041E-01 7.5970E-02
UF10 Best Worst Average Median STD
MOTSA 1.0041E-01 2.3128E-01 1.8256E-01 1.8227E-01 3.6537E-02
MOPSO 9.2338E-03 3.0812E-01 1.1268E-01 1.0944E-01 7.8205E-02
MOEA/D 6.7281E-02 5.4659E-01 2.5162E-01 2.3865E-01 1.1196E-01

TABLE 2 – Statistical results for SP on UF1 to UF10

5 Conclusion
This paper proposed a novel multi-objective meta-heuristic termed MOTSA based on the

recently developed TSA. The MOTSA algorithm integrated external archives A(t) into the
standard TSA for handling MOPs. The external archives allow MOTSA to balance conver-
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gence and diversity to find a very accurate approximation of the Pareto optimal. On the other
hand, the fitness assignment, A nearest neighbor density estimation technique, and trunca-
tion method improved the diversity and convergence of non-dominated solutions during the
update of the A(t) archives. MOTSA algorithm was tested on 10 benchmark functions and
using two well-known metrics two well-known metrics by comparing two well-known algo-
rithms : MOEA/D and MOPSO. The statistical results have shown that MOTSA outperforms
the two selected approaches in terms of diversity. However, improving the algorithm’s quality
in terms of convergence is the main pending challenge of the present investigation. As part
of future studies, we plan to Work on improving the algorithm in terms of convergence and
expand it to solve the many-objective optimization problem.
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Abstract : In this paper, we propose a new traffic control based on a non-cooperative
game model with constraints, which models the strategic interactions of different move-
ments at an isolated signalized intersection. We assume that appropriate data on the state
of traffic can be collected by means of vehicle-to-infrastructure communications, and we de-
termine the traffic light controls based on the generalized Nash equilibrium of the proposed
non-cooperative game with constraints. We test the performance of the proposed model
by implementing it using the urban traffic simulator SUMO (Simulation of Urban MObility).
The obtained simulation results show the efficiency of the proposed model in terms of the
number of waiting vehicles, arrival vehicles and average travel times.

Keywords : Traffic control ; Game theory ; Intelligent vehicles

1 Introduction
In urban areas with high traffic demand, the optimization of traffic light control is among

the main solutions to reduce congestion, improve traffic mobility, and deal with safety is-
sues. Several control strategies have been developed, we cite SCOOT [1] and PRODYN [2].
The game theory is widely used to perform traffic light control. Generally, based on game
theory, each traffic phase is then controlled as player. The players compete or cooperate
to have more green time in order to minimize the queue lengths and the car waiting times
of the associated links. In [3], two different game models are proposed : Cournot and Sta-
ckelberg models. The Cournot model [3] is applied in the case where there are no priority
vehicles, while the Stackelberg model is used in the case where some vehicles have priority
over others at the intersection. In both models, the traffic movements on an isolated inter-
section are divided into two phases. The phases (players) compete to share the cycle time
and minimize the waiting time of vehicles at the intersection. In practice, to avoid conflicts
with turning movements, turning cars slow down and yield the passage to the cars going
forward. Lower bounds on the green times are also considered. In this work, we propose
a game theory model for traffic light control at an isolated intersection, taking into account
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the practical conditions cited above. We group the vehicle movements turning left in phases
separately from the movements of the vehicle going straight or turning right. Inspired by [3],
we assume that vehicles can communicate with the intersection controller and determine the
traffic demand. We propose a non-cooperative game model with constraints (MetMod) for the
optimization of traffic control. Each player controls one phase of the intersection to increase
its green time and minimize the waiting times on the associated movements. The players are
restricted by the cycle time and by the lower bounds of the green times. On the other hand,
we introduce a new constraint to limit unnecessary green times. Each player tries to solve an
optimization problem to determine its optimal green time, taking into account the decisions
of the other players. The solution looked for is a Generalized Normalized Nash Equilibrium
(GNNE) introduced by Rosen [5], which we obtain as a solution of a linear program.

2 Problem Statement
Let us consider the example of isolated signalized intersection J described in Figure 1.

We denote by R = {R1,R2, ....,R8} the set of roads. A traffic movement (Ra, Rb) corres-
ponds to a vehicle exiting from lane Ra and entering to lane Rb. The set M of all traffic
movements in intersection J is given as follows :

M =

{
(R3,R8),(R3,R1),(R3,R6),(R7,R4),(R7,R6),(R7,R1),
(R5,R4),(R5,R1),(R2,R6),(R2,R8),(R2,R4),(R5,R8)

}
.

We separate the traffic movements into four phases as [4], each phase contain a subset of
movements that can pass simultaneously. We note by Φ = {φ1,φ2,φ3,φ4} the phases set :

φ1 = {(R3,R8),(R3,R1),(R7,R4),(R7,R6)}, φ3 = {(R3,R6),(R7,R1)}
φ2 = {(R5,R4),(R5,R1),(R2,R6),(R2,R8}, φ4 = {(R2,R4),(R5,R8)}.

R7

R8

R4

R3

R6

R2

R5

R1

FIGURE 1 – The traffic movements of the intersection J.

We assume that vehicles communicate with the intersection controller and share some
information about traffic state. The main problem consist of adjust traffic light control accor-
ding to real-time traffic demand. All phases cyclically change state from green to red in a
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fixed sequence to guide vehicles to pass or stop, respectively. The cycle time is fixed, but
the green duration is variable. However, each phase want to increase its green time to mini-
mize the number of waiting vehicles in the lanes of corresponding phase. In this study, our
objective is to determine a traffic control that minimize the vehicle queue of all phases simul-
taneously. Here, we model this problem using a game theory approach, which we will detail
in the next section.

3 Metagame model
We model the problem of real-time traffic light control at the intersection J as a non-

cooperative metagame Γ (Non-cooperative game with constraints [7]) :

Γ =< I,{Xi}i∈I ,{Ci}i∈I ,{Πi}i∈I > . (1)

where each player i controls a phase φi, i ∈ I = {1,2,3,4}.A strategy of a player i ∈ I
consists in choosing the duration ti ∈ Xi = [0,T ] of the green light of his phase φi. The
green time ti, chosen by each player i ∈ I does not exceed the cycle length T , i.e :

ti ≤ T − ∑
j∈I\{i}

t j ⇐⇒ gi1(ti, t−i) =
4

∑
i=1

ti−T ≤ 0, ∀i ∈ I. (2)

Furthermore, the green time ti must be greater than a minimum green time tmin,i > 0 :

ti ≥ tmin,i ⇐⇒ gi2(ti, t−i) =−ti + tmin,i ≤ 0, ∀i ∈ I. (3)

We assume that the parameters γi, µi and ωi which represent the number of vehicles on the
phase φi, the arrival rate of vehicles at the phase φi and the departure rate of vehicles from
the phase φi, respectively, i ∈ I, are common knowledge to all players.

On the other hand, the green duration ti chosen by each player i ∈ I cannot exceed the
needed duration to empty its average queue, i.e :

ti ≤
γi +µi ∑4

j=1 j 6=i t j

ωi−µi
⇐⇒ gi3(ti, t−i) = (ωi−µi)ti−µi

4

∑
j=1 j 6=i

t j− γi ≤ 0, ∀i ∈ I. (4)

Let us consider the notation (ti, t−i) ∈ Xi×X−i = X to express the choice ti ∈ Xi of a player
i ∈ I ; X−i = ∏ j∈I\i X j.

Hence, an outcome t ∈ X = ∏ j∈I X j of the game is feasible, if the following relation is
satisfied :

∀i ∈ I, ti ∈Ci(t−i), (5)

where the correspondence Ci(.) : X−i→Xi is the decision rule of the player i∈ I defined
by

Ci(t−i) = {ti ∈ Xi, gik(ti, t−i)≤ 0, k = 1,2,3}, i ∈ I. (6)

The payoff function of the player i ∈ I represents the vehicles’ number remaining on the
lanes of phase φi at cycle end,is given by :

Πi(ti, t−i) = γi +µi

4

∑
j=1 j 6=i

t j +(µi−ωi)ti. (7)
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4 Resolution
The solution concept of the metagame (1) is the Generalized Nash Equilibrium (GNE),

also called social equilibrium [8].

Definition 1. An outcome t∗ ∈ R4 is a GNE of the metagame (1), if the following
assertions are satisfied :

1. t∗i ∈Ci(t∗−i) ∀i ∈ I ;
2. Πi(t∗i , t

∗
−i)≤Πi(ti, t∗−i), ∀ti ∈Ci(t∗−i), ∀i ∈ I.

Based on [5], find the GNE of the metagame (1) is equivalent to solve the following
optimization problems for all players simultaneously :

{min
ti

Πi(ti, t−i) Subject to. ti ∈Ci(t−i)}, ∀i ∈ I. (8)

As the constraints and the payoff functions (7) are linear, the problem (8) is called a
Linear Generalized Nash Equilibrium Problem (LGNEP) [6]. When the player i ∈ I optimizes
his objective function Πi(ti, t−i), by choosing its green time ti, the term γi +µi ∑4

j=1 j 6=i t j in
(7) is a constant for the player i ∈ I. We can replace in (8) the objective functions by :





θi : X → R

θi(ti, t−i) = (µi−ωi)ti, i ∈ I.
(9)

Thus, we rewrite the LGNEP (8) as follows :

{min
ti

θi(ti, t−i) st. ti ∈Ci(t−i)}, i ∈ I. (10)

After some transformations, the problem 10 is reformulated as one linear program that
we resolve using the dual simplex method. Its solution represent the optimal traffic control at
isolated signalized intersection.

5 Conclusion
We presented a modeling process for a road traffic control problem at an isolated inter-

section with 12 movements. In a first step, we divided the movements into four phases, then
we constructed a non-cooperative game with constraints with four players. We proved, under
certain assumptions, that the constructed game admits a generalized Nash equilibrium. It
should be noted that, subject to an adjustment of the duration of the cycle, the assumptions
made are achievable. For its resolution, i.e. the calculation of the generalized Nash equili-
brium of the game, we proceeded to a some transformations which brings the calculation
of this equilibrium to the resolution of a linear program, which we solve by the dual simplex
method. This model can be integrated without difficulty into a road network with several in-
tersections. On the other hand, the model was presented for traffic control for one cycle, but
it could be used in a dynamic model of traffic control in an intersection, and consequently in
a network, over a long period.

Finally, the simulation results show the effectiveness of our model compared to the Webs-
ter classic method and to other game models in terms of waiting vehicles, arrival vehicles and
average travel times.
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Abstract. This study aims to construct hypotheses and a theoretical model based on financial 

strategies of listed companies. The question is how to improve their organizational productivity and 
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1 Introduction 
Firstly, markets in developing countries are immature and imperfect [11] [23] so, a question should 

be raised about financial reporting staff competences and judgment level [23] . Empirically, the 

distinction between the Anglo-Saxon accounting model and the continental European accounting 

model is tested [15] . So, the adoption of the IFRS can raise serious questions about the financial 

accounting logic and the impact of s-MC on the o-PR of listed companies in developing countries. 

Secondly, although prior studies have examined the impact of f-AC on the a-QA and on the o-PR, little 

research has examined the relationship between them and with s-MC. So, this study aims to improve 

the o-PR of listed companies through s-MC.  

      The main objective of the adoption of IFRS is to facilitate the integration and the efficiency of 

capital markets [15] . They are useful for investors and lenders [16] as they can help them in decision-

making through providing useful information for investment decisions and for credit decisions. 

However, the reasoning behind this is more a matter of rhetoric rather than 

of logical reasoning or of empirical justification [5] . Furthermore, accounting information is  useful to 

multiple users [19].   

2 Hypothesis 
Valuation relevance and contracting relevance can be identified as alternative sub-objectives of 

financial accounting [10] . These two objectives can be in conflict with each other [10]  [6] [7] . 

The contracting relevance aims to provide conservative information for creditors’ decisions. 

Conservative information has been defined as the exercise of cautions in conditions of 

uncertainty so that assets and revenues may not be overestimated and liabilities and expenses 

may not be under-estimated [16] . It means also the tendency to underestimate profit and assets 
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or the speed with which loss are reported1 [15] . However, the valuation relevance means that 

for financial information to be useful for investors’ decisions, it must be informative about the 

firm value. Informative information can be defined as the information that is relevant to 

investors. Information is relevant if it has predictive value and or confirmatory value [16] : 

 

Hypothesis 1:  f-AC are a s-MC 

 

      The relationship between the accounting conservatism f-ACc and the a-QA is widely studied. 

Empirical studies showed positive relationships [3]. The f-ACc can play a vital role in debt 

contracts [13] . It may also positively impacts the relevance of earnings and the a-QA [13] . So, 

the accounting quality of investors’ a-QAI and the accounting quality of lenders’ a-QAL may be 

positively affected: 

 

Hypothesis 2: The f-ACC has a positive impact on a-AQ 

 

Hypothesis 2a: The f-ACC has a positive impact on the a-QAL 

 

Hypothesis 2b: The f-ACC has a positive impact on the a-QAI 

 

      Earnings coefficient responses are higher the higher the earnings persistence of unexpected 

current earnings changes [20] . So, the accounting informativeness f-ACI may affect positively 

the a-QA: 

Hypothesis 3: The f-ACI has a positive impact on a-QA 

 

Hypothesis 3a: The f-ACI has a positive impact on the a-QAL 

 

Hypothesis 3b: The f-ACI has a positive impact on the a-QAI 

QA may have an impact on users and on the o-PR [18] : 

 

Hypothesis 3:  a-QA has a positive impact on the o-PR 

 

Hypothesis 3a: The a-QAL has a positive impact on the o-PR 

 

Hypothesis 4b: The a-QAI has a positive impact on the o-PR 

 

      The f-ACc can convey joint interests for the creditors and for borrowers and it may also 

reduce the cost of capital [13] . f-AC can reduce the cost of capital [22] and can improve 

contracting efficiency [1] [2] [22] . Financial reporting may positively affect stock prices and 

contracts [22] [25] . So, the accounting informativeness f-ACI and the accounting conservatism 

f-ACc may positively affect the o-PR: 

 

Hypothesis 4: f-AC has a positive impact on the o-PR 

 

Hypothsesis4a: The f-ACL has a positive impact on the o-PR 

 

Hypothesis 4b: The f-ACI has a positive impact on the o-PR 

       Empirical studies showed a positive impact of strategic human resources management on 

the o-PR and employees attitudes [26] [14] . A positive relationship between good corporate 

                                                                            
1Caution prudence is a constituent of the faithful representation of IASB conceptual framework. However, 
the Basu (1997) model is the common measure for asymmetric timeless.  
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governance and the o-PR was documented [8] [9] . Involving employees in decision-making and 

team working would positively impact the o-PR [21] business growth and corporate 

accountability [4] : 

Hypothesis 5:  The s-MC has an impact on the o-PR 

     The stewardship theory states that management acts in the best way for the public interest 

in general and for shareholders in particular [4] . The Asian development bank explained that 

good corporate governance has four objectives namely accountability, transparency, 

predictability and participation [4]. An effective set of corporate governance mechanisms is 

associated with f-ACC [1] .  The board independence, board size and auditor type may be 

associated with f-ACC [12]: 

 

Hypothesis 6:  The s-MC has an impact on f-AC 

 

Hypothesis 6a:  The s-MC has an impact on the f-ACL 

 

Hypothesis 6b:  The s-MC has an impact on the f-ACI 

       

      a-QA depends on managerial visions and creativity, audit quality and audit committee. The 

literature of accounting choice suggests that financial reporting affects a-AQ with implications 

for firm [20] [25] and for the contracting [17]  [2] So, the a-QAI and the a-QAL may be affected: 

 

Hypothesis 7:  The s-MC has an impact on a-QA 

 

Hypothesis 7a:  The s-MC has an impact on the a-QAL 

 

Hypothesis 7b:  The s-MC has an impact on the a-QAI 

3 Research model, sample and method 
     As illustrated below, the model r-MO will be used to test the hypothesis. The association 

among the dimension of s-MC, f-ACC, f-AI, a-QAL, a-QAI, and the dimension of r-PR will be 

investigated by examining the standardized parameters in the causality model. Also, it is 

expected that this study adopts the questioning survey as the main method to collect data. So, 

the survey will be conducted in a specific area in developing countries. Companies and their 

managers will be chosen randomly to be invited to participate in the research. The questionnaire 

to be used in this research will consist of four parts: the s-MC scale, f-AC scale, accounting quality 

a-QA scale and o-PR scale. All the items to be measured using a 5-point Likert scale, and the final 

data to be analyzed using Excel, SPSS and AMOS. Finally, theoretical models to measure f-ACC, 

f-ACI, a-QAL, a-QAI and r-PR are also expected to be used. 
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Abstract : This paper presents a class of hierarchical mean-field-type games with multiple
layers and non-quadratic polynomial costs. We first examine the single layer case where
each decision-maker does not have the information about the other control strategies. We
derive the Nash mean-field-type equilibrium and cost in linear state-and-mean-field feed-
back form. Then, we examine the Stackelberg two-layer problem with multiple leaders and
multiple followers. The methodology is extended to multi-level hierarchical systems. We also
identify specific range of parameters for which the Nash equilibrium coincides with the hie-
rarchical solution independently of the number of layers and the order of play. In the hete-
rogeneous case, it is shown that the total cost is significantly affected by the design of the
hierarchical structure of the problem.
MSC: 05B05 ; 05B25 ; 20B25

Keywords : Mean-field-type hierarchical control ; Mean-field-type games ; design of hierar-
chical structure

1 Introduction
The idea of hierarchy dates back a least to 1934, when Stackelberg [1] introduced a

game that models markets where some firms have stronger influence on others. Stackelberg
games consist of two players, a leader and a follower. The leader who moves first, decides
an optimal strategy after anticipating the best response of the follower. Then, the follower
eventually chooses the anticipated best response to optimize her cost or payoff. Therefore,
this game is a game with two-level hierarchy.
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Mean-field-type games with hierarchical structures

Two or more players, the Stackelberg game is called hierarchical game and it becomes
more interesting and involved due to its multi-layer structure including various forms of infor-
mation. The players act in sequential order such that each one of them is a leader for the
previous and a follower of the next player in the hierarchy.

Only few works consider hierarchical structures in mean-field related games. Open-loop
Stackelberg solutions are addressed in linear-quadratic setting in [2, 3] ;and in the context
of large populations, mean-field Stackelberg games are investigated in [4, 5, 6]. The works
mentioned above do not consider hierarchical mean-field-type game setting where the payoff
functionals are non-linear with respect to the probability measure of the state.

Hierarchical mean-field-type game theory studies a class of hierarchical games in which
the payoffs and/or state dynamics depend not only on the state-action pairs but also the
distribution of them [7]. This class of games offers several features :

– A single decision-maker can have a strong impact on the mean-field terms,
– The expected payoffs are not necessarily linear with respect to the state distribution,
– The number of decision-makers is not necessarily infinite.

Games with non-linear distribution-dependent quantity-of-interest are very attractive in terms
of applications since the non-linear dependence of the payoff functions in terms of state
distribution allow us to capture risk measures, which are functionals of variance, inverse
quantile, and/or higher moments.

Our contribution can be summarized as follows. This work examines a class of hierar-
chical mean-field-type games with multiple layers, multiple leaders and multiple followers.
Based on infinite dimensional partial integro-differential equations (PIDEs) on the space of
measures, we provide semi-explicit solutions in closed-loop form of a class of master systems
with hierarchical structure and non-quadratic cost, which are not covered in the earlier works.
The novelty of this paper mainly lies in the analysis of the effect of hierarchy and leadership
on the solutions.

2 The Setup
There are I≥ 2 number of decision-makers interacting within the time horizon [t0, t1], t0 <

t1. The set of decision-makers is denoted by I = {1,2, . . . , I}. Decision-maker i ∈I has
a control action ui ∈ Ui = R. The state x is driven by a Drift-Jump-Diffusion process of
mean-field type given by

dx = bdt +σdB+
∫

Θ
µ(.,θ)Ñ(dt,dθ), x(t0)∼ m(t0, .),

where
Drift : b : [t0, t1]×R×∏I

j=1 U j×P(R)→ R,
Diffusion coefficient : σ : [t0, t1]×R×∏I

j=1 U j×P(R)→ R,
Brownian motion B,
Set of jump size : Θ = R+\{0},
Jump : N(dt,dθ),
Compensated jump : Ñ(dt,dθ) = N(dt,dθ)−ν(dθ)dt,
Jump rate : µ : [t0, t1]×R×∏I

j=1 U j×P(R)×Θ→ R,
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where P(R) denotes the set of probability measures on R. We assume that x(t0),B and N
are mutually independent. The performance functional of decision-maker i is

Li(u,m0) = hi(x(t1),m(t1))+
∫ t1

t0
li(t,x,u,m)dt,

where m(t,dy) = Px(t)(dy) is the probability measure of the state x(t) at time t, and

li : [t0, t1]×R×∏I
j=1 U j×P(R)→ R,

hi : R×P(R)→ R.

In addition, each decision-maker is assumed to have a computational capability such
as being able to compute an aggregative term of m from the model. Let Ui be the set of
control strategies of decision-maker i that are progressively measurable with the respect to
the filtration generated by the unions of events in {B,N}.

2.1 Games with polynomial cost
We investigate the mean-field-type game with the following data :

t0 = 0, t1 = T > 0, (1a)

li(t,x,u,m) = qi
(x− x̄)2ki

2ki
+ ri

(ui− ūi)
2ki

2ki
+ ci(x− x̄)2ki−1(ui− ūi)

+ ∑
j∈I \{i}

εi j(x− x̄)2(ki−1)(ui− ūi)(u j− ū j)

+ q̄i
x̄2k̄i

2k̄i
+ r̄i

ū2k̄i
i

2k̄i
+ c̄ix̄2k̄i−1ūi +∑

j 6=i
ε̄i j x̄2(k̄i−1)ūiū j, (1b)

hi(x,m) = qiT
(xT − x̄T )

2ki

2ki
+ q̄iT

x̄2k̄i
T

2k̄i
, (1c)

b(t,x,u,m) = b1(x− x̄)+ b̄1x̄+ ∑
j∈I

[
b2 j(u j− ū j)+ b̄2 jū j

]
, (1d)

σ(t,x,u,m) = (x− x̄)σ̃ , (1e)
µ(t,x,u,m,θ) = (x− x̄)µ̃(.,θ), (1f)

x̄(t) =
∫

ym(t,dy), (1g)

ūi(t) =
∫

ui(t,y,m)m(t,dy), i ∈I , (1h)

where ki ≥ 1, k̄i ≥ 1, are natural numbers, and the coefficients are time-dependent. The
coefficient functions qi,ri, q̄i and r̄i are nonnegative functions and

∫ t1

t0

[
σ̃2(t)+

∫

Θ

(
(1+ µ̃(t,θ))2ki −1−2kiµ̃(t,θ)

)
ν(dθ)

]
dt <+∞.
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3 Nash Mean-Field-Type Equilibrium
A risk-neutral Nash Mean-Field-Type Equilibrium is a solution of the following fixed-point

problem :

i ∈I ,

E[Li(u∗)] = inf
ui∈Ui

E[Li(u∗1, . . . ,u
∗
i−1,ui,u∗i+1, . . . ,u

∗
I )].

Let V̂i(t,m) be the optimal cost-to-go from m at time t ∈ (t0, t1) given the strategies of the
others, i.e.,

V̂i(t,m) = inf
ui
E[hi(x(t1),m(t1))+

∫ t1

t
li(t,x,u,m)dt ′|m(t) = m].

V̂i,m(t,x,m) := V̂i,m(t,m)(x) is a Gâteaux derivative of V̂i(t,m) with respect to the mea-
sure m Let us denote the jump operator J as

J[φi] :=
∫

Θ
[φi,m(t−,x+µ)−φi,m−µφi,xm]ν(dθ),

Let us introduce the integrand Hamiltonian as

Hi(t,x,m,V̂m,V̂xm,V̂xxm)

= inf
ui∈Ui

{
li +b V̂i,xm +

σ2

2
V̂i,xxm +

∫

Θ
[V̂i,m(t−,x+µ)−V̂i,m−µV̂i,xm]ν(dθ)

}
.

A sufficiency condition for a risk-neutral Nash equilibrium system is given by the following
PIDE system :

0 = V̂i,t(t,m)+
∫

Hi(t,x,m,V̂m,V̂xm,V̂xxm)m(dx), (2a)

V̂i(t1,m) =
∫

m(dy)hi(y,m), i ∈I . (2b)

The system (2) is an infinite dimensional PIDE system in m and it provides the Nash equi-
librium values of the mean-field-type game. Notice that from (2) the equilibrium strategies, are
best response to the integrand Hamiltonian and can be expressed as functions of t,x,m,V̂i,m,V̂i,xm,V̂i,xxm.

We use (2) to provide semi-explicitly the Nash mean-field-type equilibrium in linear state-
and-mean-field feedback strategies.

4 Fully hierarchical game
In this section we make as many levels as the number of decision-makers. There are

|I | hierarchical levels. At each layer i, decision-maker i chooses a control strategy ui kno-
wing the control strategy of the preceding decision-makers i.e., {i−1, . . . ,1}. This becomes
a sequential decision-making problem. We use a backward induction method to solve the
hierarchical game problem. This means that, the decision-making problem at the last layer
I, which is the reaction of decision-maker I, can be seen as a mean-field-type control pro-
blem. This is because at the i−th level, the strategies (ui′)i′∈{1,...,i−1} are already known by
decision-maker i.
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Proposition 4.1. The risk-neutral I−level hierarchical mean-field-type solution is gi-
ven in a semi-explicit way as follows :

uhs
i =−ηi

(
x−

∫
ym(dy)

)
− η̄i

∫
ym(dy), i ∈I , (3a)

V̂i(0,m) = αi(0)
∫

x

(x− ∫ ym0(dy))2ki

2ki
m0(dx)+ ᾱi(0)

(
∫

ym0(dy))2k̄i

2k̄i
, (3b)

with
∫

ym(t,dy) =
[∫

ym(0,dy)
]

e
∫ t

0[b̄1−∑ j b̄2 jη̄ j]dt , (3c)

where the coefficient functions are given by

Level 1 :

0 =−r1η2k1−1
1 + c1−

I

∑
j=2

ε1, jη j +
I

∑
j=2

ε1, jηi
ε ji

(2k j−1)r j
η−2(k j−1)

j

+

[
b2,1−

I

∑
j=2

b2 j
ε j1

(2k j−1)r j
η−2(k j−1)

j

]
α1,

0 = α̇1 +q1 + r1η2k1
1 −2k1c1η1 +2k1

I

∑
j=2

ε1 jη1η j +2k1{b1−b21η1−
I

∑
j=2

b2 jη j}α1

+2k1(2k1−1)α1
1
2

σ̃2 +α1

∫

Θ
[(1+ µ̃)2k1 −1−2k1µ̃]ν(dθ),

α1(T ) = q1T ,

0 =−r̄1η̄2k̄1−1
1 + c̄1−

I

∑
j=2

ε̄1, jη̄ j +
I

∑
j=2

ε̄1, jη̄1
ε̄ j1

(2k̄ j−1)r̄ j
η̄−2(k̄ j−1)

j

+

[
b̄21−

I

∑
j=2

b̄2 j
ε̄ j1

(2k̄ j−1)r̄ j
η̄−2(k̄ j−1)

j

]
ᾱ1,

0 = ˙̄α1 + q̄1 + r̄1η̄2k̄1
1 −2k̄1c̄1η̄1 +2k̄1

I

∑
j=2

ε̄1 jη̄iη̄ j +2k̄1{b̄1− b̄21η̄1−
I

∑
j=2

b̄2 jη̄ j}ᾱ1,

ᾱ1(T ) = q̄1T .

Level i :

0 =−riη2ki−1
i + ci−

i−1

∑
i′=1

εI−1,i′ηi′ −
I

∑
j=i+1

εi, jη j +
I

∑
j=i+1

εi, jηi
ε ji

(2k j−1)r j
η−2(k j−1)

j
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+

[
b2i−

I

∑
j=i+1

b2 j
ε ji

(2k j−1)r j
η−2(k j−1)

j

]
αi,

0 = α̇i +qi + riη2ki
i −2kiciηi +2ki

i−1

∑
i′=1

εii′ηiηi′ +2ki

I

∑
j=i+1

εi jηiη j

+2ki{b1−
i−1

∑
i′=1

b2i′ηi′ −b2iηi−
I

∑
j=i+1

b2 jη j}αi +2ki(2ki−1)αi
1
2

σ̃2

+αi

∫

Θ
[(1+ µ̃)2ki −1−2kiµ̃]ν(dθ),

αi(T ) = qiT ,

0 =−r̄iη̄2k̄i−1
i + c̄i−

i−1

∑
i′=1

ε̄I−1,i′ η̄i′ −
I

∑
j=i+1

ε̄i, jη̄ j +
I

∑
j=i+1

ε̄i, jη̄i
ε̄ ji

(2k̄ j−1)r̄ j
η̄−2(k̄ j−1)

j

+

[
b̄2i−

I

∑
j=i+1

b̄2 j
ε̄ ji

(2k̄ j−1)r̄ j
η̄−2(k̄ j−1)

j

]
ᾱi,

0 = ˙̄αi + q̄i + r̄iη̄2k̄i
i −2k̄ic̄iη̄i +2k̄i

i−1

∑
i′=1

ε̄ii′ η̄iη̄i′ +2k̄i

I

∑
j=i+1

ε̄i jη̄iη̄ j

+2k̄i

[
b̄1−

i−1

∑
i′=1

b̄2i′ η̄i′ − b̄2iη̄i−
I

∑
j=i+1

b̄2 jη̄ j

]
ᾱi,

ᾱi(T ) = q̄iT .

Level I :

ηI =

(
−∑I−1

j=1 εI, jη j +b2IαI + cI

rI

) 1
2kI−1

,

0 = α̇I +qI + rIη2kI
I −2kIcIηI +2kI

I−1

∑
i′=1

εIi′ηIηi′ +2kI{b1−
I−1

∑
i′=1

b2i′ηi′ −b2IηI}αI

+2kI(2kI−1)αI
1
2

σ̃2 +αI

∫

Θ
[(1+ µ̃)2kI −1−2kI µ̃]ν(dθ),

αI(T ) = qIT ,

η̄I =

(
−∑I−1

j=1 ε̄I, jη̄ j + b̄2IᾱI + c̄I

r̄I

) 1
2k̄I−1

,

0 = ˙̄αI + q̄I + r̄Iη̄2k̄I
I −2k̄I c̄Iη̄I +2k̄I

I−1

∑
i′=1

ε̄Ii′ η̄Iη̄i′ +2k̄I{b̄1−
i−1

∑
i′=1

b̄2i′ η̄i′ − b̄2Iη̄I}ᾱI ,

ᾱI(T ) = q̄IT ,

whenever these equations admit a solution. �
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5 Conclusion
We have examined a multi-layer hierarchical mean-field-type games with non-quadratic

polynomial costs. We derived hierarchical mean-field-type solutions in linear state-and-mean-
field feedback form by using a partial integro-differential system, and we have established the
relationship between the Nash and the hierarchical solutions. Furthermore, we have studied
the impact of the number of leaders on a bi-level Stackelberg problem for both symmetric
and non-symmetric scenarios. In addition, we have shown that the number of layers, permu-
tations of the decision-makers per layer and their identity affect significantly the total cost of
the system. We have also shown numerically that the ordering among all permutations of
heterogenous decision-makers may reduce the cost by significant proportion depending on
the horizon.
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Résumé Dans ce travail, nous considérons le problème des SVM, se modélisant sous forme
d’un problème de minimisation quadratique convexe, avec une contrainte linéaire d’égalité
et des contraintes de bornes sur les variables. Le but est de trouver certains indices ac-
tifs à l’optimum afin de fixer à l’avance les variables correspondantes. Nous recherchons
également d’autres indices de variables, dont les composantes correspondantes du gra-
dient réduit seront nulles à l’optimum. Cette pré-résolution permet ainsi de réduire la dimen-
sion du problème et de commencer l’algorithme avec un support approprié qui assure sa
convergence. Pour cela, la technique de bornage du gradient réduit optimal sera utilisée.
MSC: MSC 65K05 ; MSC 90C20 ; MSC 68T05

Mots clés : Problème de minimisation quadratique convexe ; SVM ; Presolving

1 Introduction
Les Séparateurs à Vaste Marge ou Support Vector Machines(SVM) fournissent une

méthode de classification de l’apprentissage statistique, introduite par Vapnik en 1995 [1].
L’idée des SVM consiste à trouver, à base de notions de vaste marge et de fonctions noyaux,
un hyperplan qui sépare au mieux les individus en deux classes. Étant donné un échantillon
d’apprentissage S = {(xi,yi), i ∈ I = {1, . . . ,n}}, où :

• X = {xi, i ∈ I} avec xi ∈ Rp est le ième exemple de l’échantillon,
• y = {yi, i ∈ I}, yi ∈ {−1,+1} étant la classe du ième exemple,
• n est la taille de l’échantillon, et p est le nombre d’attributs,
• f représente la fonction discriminante, et F est la classe de fonctions à laquelle appar-

tient la fonction f , alors l’algorithme SVM permet de prédire la classe d’appartenance
de nouvelles entrées :

f ∈ F : Rp→{−1,+1}, f (xi) = yi. (1)
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2 Formulation du problème SVM
La classification binaire par SVM consiste à résoudre le problème de minimisation d’une

fonction objectif sous contraintes :

min
w,ξ

1
2 ||w||2 +C

n

∑
i=1

ξi, (2a)

S. C. yi[w′φ(xi)+b]≥ 1−ξi, (2b)
ξi ≥ 0, i ∈ I = {1,2, . . . ,n}, (2c)

où
– φ est un projecteur de l’espace d’origine X dans un espace F (the feature space),
– ξi est une variable d’écart qui mesure à quel point l’exemple xi est mal classifié,
– C est le paramètre de régularisation qui contrôle la misclassification de l’échantillon.

Le problème dual s’écrit :

min
α

L(α) =
1
2

α ′Dα− e′α, (3a)

y′α = 0, (3b)
0≤ αi ≤C, i ∈ I, (3c)

où
– D = (di j) est une matrice carrée d’ordre n symétrique et semi-définie positive, avec :

di j = yiy jk(xi,x j),k(xi,x j) étant la fonction noyau, α = α(I) = (αi, i ∈ I),
– y = y(I) = (yi, i ∈ I) avec yi ∈ {−1,+1}, e = (1, ...,1) ∈ Rn. Le symbole ()′ est

celui de transposition.
En fonction de la valeur optimale des multiplicateurs de Lagrange αi, les exemples d’appren-
tissage correspondants xi peuvent être classés en trois catégories :

– αi = 0 : l’exemple xi est bien classé, mais il n’est pas un vecteur de support et il ne
sera pas retenu pour construire le modèle final ;

– 0 < αi <C : l’exemple correspondant xi est bien classé et situé dans la marge, donc
c’est un vecteur de support et il sera utilisé pour construire le classificateur final ;

– αi =C : puisque αi est différent de zéro, alors l’exemple xi est considéré comme un
vecteur de support borné et il sera utilisé pour construire le classificateur final.

On déduit que les seuls coefficients αi non nuls sont ceux associés aux exemples xi de
l’ensemble d’apprentissage S, c’est-à-dire ceux qui sont sur la marge (i.e., αi = C) ou à
l’intérieur de l’espace délimité par la marge (i.e., 0 < αi <C).
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3 Presolving pour le problème quadratique convexe des
SVM

On a la formulation duale pour le problème des SVM :





min L(α) = 1
2 α ′Dα− e′α,

S.C. y′α = 0,

0≤ α ≤Ce.

(4)

On considère les répartitions suivantes : I = IB∪IN , IB∩IN = /0, IN = IS∪INN , IS∩INN = /0.

Définitions
– IB ⊂ I tel que |IB|= 1 est appelé support des contraintes.
– L’ensemble IS ⊂ IN est appelé support de la fonction objectif du problème (4) si la

sous-matrice MS = M(IS, IS) de M est non singulière, où

M = M(IN , IN) = Z′DZ et Z =

(
−yByN

JN

)
, JN étant la matrice identité de dimen-

sion (n−1).
– L’ensemble IP = {IB, IS} est appelé support du problème (4).
– Le couple {α, IP} est appelé Solution Réalisable de Support (SRS) du problème (4).

Elle est dite potentiellement non dégénérée si 0 < αi <C, i ∈ IB.
– Le vecteur g = g(α) = Dα − e est le gradient de la fonction objectif, avec g =
(gB,gN),gB = g(IB),gN = g(IN).

– Le scalaire u = gByB est appelé potentiel ; Le vecteur E = g− uy est le vecteur
gradient réduit ou vecteur des estimations.

– La SRS {α, IP} est dite accordée si ES = E(IS) = (Ei, i ∈ IS) = 0.

Critère d’optimalité
Critère d’optimalité (R. Gabasov, 1987). Soit {α, IP} une SRS accordée du problème

(4). Alors les relations




Ei ≥ 0, si αi = 0 ;
Ei ≤ 0, si αi =C ;
Ei = 0, si 0 < αi <C, i ∈ INN ,

(5)

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence de {α, IP}, aussi nécessaires
pour l’optimalité de la solution réalisable α .

La Procédure de Presolving
Avant de procéder à l’algorithme de résolution du problème (4), on va faire une étape de

pré-traitement qui permet de trouver certains indices actifs à l’optimum afin de fixer à l’avance
les variables correspondantes. Nous recherchons également d’autres indices de variables,
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dont les composantes correspondantes du gradient réduit seront nulles à l’optimum.
La technique de presolving est basée sur les majorations et minorations suivantes :

g− 6 g6 g+, u− 6 u6 u+, E− 6 E 6 E+.

A partir de la matrice D, on définit les deux matrices suivantes :

D+ := (d+
i j , i, j ∈ I), D− := (d−i j , i, j ∈ I),

avec

d+
i j =

{
di j, si di j ≥ 0 ,
0, si di j < 0 ; (6)

d−i j =

{
di j, si di j ≤ 0 ,
0, si di j > 0 .

(7)

On calcule ensuite les vecteurs :

v+(I) = (v+i , i ∈ I) :=CD+e, v−(I) = (v−i , i ∈ I) :=CD−e.

Pour toute solution réalisable α du problème (4), on a la double inégalité :

g− = v−− e≤ g(α)≤ v+− e = g+, (8)

avec
g−i = v−i −1≤ gi ≤ v+i −1 = g+i , i ∈ I.

Puisque u =±gB, alors
E = g−uy≤ g++ |gB|e,

E ≤ g++max
i∈I
{g+i ,−g−i }e,

E ≤ E+ = v+− e+max
i∈I
{v+i −1,1− v−i }e.

D’autre part, on a
E ≥ g−−uy≥ g−−|gB|e,
E ≥ g−−max

i∈I
{g+i ,−g−i }e,

E ≥ g−+min
i∈I
{−g+i ,g

−
i }e,

E ≥ E− = v−− e+min
i∈I
{1− v+i ,v

−
i −1}e.

Donc

E− = v−− e+min
i∈I
{1− v+i ,v

−
i −1}e≤ E ≤ v+− e+max

i∈I
{v+i −1,1− v−i }e = E+.

En particulier, pour une solution optimale α∗, on a alors :

E− ≤ E∗ ≤ E+. (9)

Le lemme suivant permet de fixer certaines composantes de la solution optimale α∗ à
leurs bornes :
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Lemma 3.1. Soit i ∈ IN = I\IB = {1,2, ...,n}\IB. Alors on a :

(i) Si E+
i < 0 alors E∗i < 0⇒ α∗i =C,

(ii) Si E−i > 0 alors E∗i > 0⇒ α∗i = 0.

Preuve. Cela vient des relations d’optimalité (5) et de l’inégalité (9).

Le deuxième lemme permet d’exclure une composante α∗i d’être à une certaine borne.
Pour cela, on définit pour tout i ∈ I, les ensembles :

I+i = { j ∈ I : j 6= i et di j ≥ 0}, I−i = { j ∈ I : j 6= i et di j < 0}.

Donc on obtient :
v+i =Cdii +C ∑

j∈I+i

di j, v−i =C ∑
j∈I−i

di j.

Lemma 3.2. Soit i ∈ IN , alors :

(i) 1 < q−i := v−i +mini∈I{−g+i ,g
−
i }+Cdii⇒ α∗i <C;

(ii) 1 > q+i := v+i +maxi∈I{g+i ,−g−i }−Cdii⇒ α∗i > 0.

Preuve. (i) Supposons que α∗i = C. Donc E∗i ≤ 0 en vertu du critère d’optimalité (5).
Alors on aura :

E∗i =Cdii + ∑
j∈I+i

di jα∗j + ∑
j∈I−i

di jα∗j −1−uy,

E∗i ≥Cdii + v−i −1+min
i∈I
{−g+i ,g

−
i } ≥ q−i −1.

D’après l’hypothèse (i), on obtient E∗i > 0, ce qui est contradictoire. Par conséquent,
on doit avoir α∗i <C.
(ii) Supposons que α∗i = 0. D’après le critère d’optimalité (5), il vient E∗i ≥ 0. Alors
on aura :

E∗i = ∑
j∈I+i

di jα∗j + ∑
j∈I−i

di jα∗j −1−uy,

E∗i ≤ v+i −1−Cdii +max
i∈I
{g+i ,−g−i } ≤ q+i −1.

L’hypothèse (ii) implique que E∗i < 0, d’où la contradiction. Par conséquent, on doit
avoir α∗i > 0.

Le troisième lemme permet de prédire que pour certains indices i ∈ IN , la composante
E∗i du gradient réduit de la solution optimale α∗ doit être nulle.

Lemma 3.3. Soit i ∈ IN . Si q+i < 1 < q−i , alors E∗i = 0.

Preuve. Si q+i < 1 < q−i , l’application du Lemme 3.2. va impliquer que α∗i > 0 et
α∗i <C. Donc 0 < α∗i <C, et par conséquent E∗i = 0.
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Remarque 3.1. La condition q+i < q−i se produit si et seulement si :

dii−∑
j 6=i
|di j|> S, où S =

2maxi∈I{g+i ,−g−i }
C

.

En effet, on a

q+i = v+i −Cdii +max
i∈I
{g+i ,−g−i }=C ∑

i∈I+i

di j +max
i∈I
{g+i ,−g−i },

q−i = v−i +Cdii +min
i∈I
{−g+i ,g

−
i }=Cdii +C ∑

i∈I−i

di j +min
i∈I
{−g+i ,g

−
i },

donc

q+i −q−i < 0⇔C ∑
i∈I+i

di j−C ∑
i∈I−i

di j−Cdii +max
i∈I
{g+i ,−g−i }−min

i∈I
{−g+i ,g

−
i }< 0.

Or
max
i∈I
{g+i ,−g−i }=−min

i∈I
{−g+i ,g

−
i },

d’où
C ∑

i∈I+i

di j−C ∑
i∈I−i

di j−Cdii +2max
i∈I
{g+i ,−g−i }< 0,

⇔ dii−∑
j 6=i
|di j|>

2maxi∈I{g+i ,−g−i }
C

= S.

Donc
q+i < q−i ⇔ dii−∑

j 6=i
|di j|> S.

Il s’agit d’un cas de dominance diagonale forte pour la ligne i de la matrice D. Ainsi, on déduit

q+i < 1 < q−i ⇒ E∗i = 0⇒ i ∈ I∗S .

Grâce aux Lemmes 3.1.,3.2. et 3.3., on définit les sous-ensembles suivants de I :

I0 := {i ∈ IN : E−i > 0};

IC := {i ∈ IN : E+
i < 0};

IS := {i ∈ IN : q+i < 1 < q−i };
ĪN := IN\(I0∪ IC);

Ī := ĪN ∪ IB;

On aura alors

α∗i =





0, si i ∈ I0 ;
C, si i ∈ IC ;
0 < α∗i <C(E∗i = 0), si i ∈ IS .

(10)
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Ensuite, on pose I := Ī,n := |Ī|,D :=D(Ī, Ī),α(I) :=α(Ī), ē(Ī)= e(Ī)+D(Ī, I0∪IC)α∗(I0∪
IC).
Il faut encore renouveler la contrainte d’égalité :

α ′y = 0⇔ α(Ī)′y(Ī) = γ̄,

avec
γ̄ =−α ′∗(I0∪ IC)y(I0∪ IC).

Remarque 3.2. Cette procédure peut être répétée jusqu’à ce que les ensembles I0, IC
et IS deviennent constants.

4 Conclusion
La procédure de presolving proposée dans ce travail va être intégrée dans notre algo-

rithme SVM-A proposée dans l’article [2] pour obtenir une bonne initialisation concernant la
solution réalisable initiale et le support de la fonction objectif. Par conséquent, cela va per-
mettre de réduire sa complexité afin d’accélérer sa convergence et améliorer sa performance
pour l’apprentissage de grands problèmes SVM.
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Résumé Dans ce travail, on a proposé un algorithme basé sur la méthode adaptée pour
la résolution des problèmes de programmation linéaire fractionnaire à variables bornées
(PLFVB), avec une autre formule d’accroissement de la fonction objectif permettant d’établir
une estimation de suboptimalité qui assure la convergence de la méthode proposée.
MSC: 90C32 ; 49M37 ; 65K05

Mots clés : Programmation Linéaire Fractionnaire ; Méthode Adaptée ; Estimation de Subop-
timalité.

1 Introduction
La forme particulière des programmes fractionnaires et de nombreuses applications

économiques, financières, informatiques [13, 14, 12] ont été à la source de motivation de
nombreux auteurs. Plusieurs méthodes ont été proposées pour la résolution des problèmes
de programmation linéaire fractionnaire à variables bornées introduites dans [6, 5, 7]. La
résolution se fait par les méthodes directes, par paramétrisation ou par la résolution d’un pro-
gramme linéaire équivalent. Dans notre travail, on propose une méthode directe de résolution,
basé sur la méthode adaptée. [11, 2, 3, 8]

2 Position du Problème et Définitions
Le problème de programmation linéaire fractionnaire à variable bornées (PLFV B) se

présente sous la forme canonique suivante :

(PLFV B)





max f (x) = P(x)
Q(x) =

pT x+p0
qT x+q0

,

Ax = b,
l ≤ x≤ u,

(1)

∗Corresponding Author
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où A est une matrice d’ordre m×n, avec rang(A) = m < n ; b est un vecteur de Rm ; x, p,
q, l et u sont des vecteurs de Rn ; ‖l‖< ∞ ; ‖u‖< ∞ et p0,q0 ∈ R.

Définissons les ensembles d’indices suivants :

I = {1,2, . . . ,m} : l’ensemble d’indices des lignes de la matrice A ;

J = {1,2, . . . ,n} : l’ensemble d’indices des colonnes de la matrice A.

Soit JB un sous-ensemble de J tels que | JB |=| I |= m et JN = J \ JB.

En vertu de la partition de J, on peut écrire et fractionner les vecteurs x, p,q et la matrice

A de la manière suivante :

x=(xB,xN)
T , xB = x(JB)= (x j, j∈ JB), xN = x(JN) ; p=(pB, pN)

T ; q=(qB,qN)
T ;

A = A(I,J) = (ai j, i ∈ I, j ∈ J) = (a j, j ∈ J), a j = (a1 j, . . . ,am j)
T ;

A = (AB,AN), AB = A(I,JB) = (a j, j ∈ JB), AN = A(I,JN).

Donnons les définitions suivantes :

- Un vecteur x vérifiant les contraintes Ax= b, l≤ x≤ u est appelé solution réalisable
du problème (1). L’ensemble S = {x∈Rn : Ax = b, l ≤ x≤ u} est alors appelé
ensemble des solutions réalisables. On suppose que l’ensemble S est non vide
et Q(x)> 0,∀x ∈ S.

- Une solution réalisable x0 est dite optimale si

f (x0) =
pT x0 + p0

qT x0 +q0
= max

x∈S

pT x+ p0

qT x+q0
.

- Une solution réalisable xε est appelée ε−optimale ou suboptimale si

f (x0)− f (xε) =
P(x0)

Q(x0)
− P(xε)

Q(xε)
≤ ε,

où x0 est une solution optimale du problème (1) et ε un nombre positif ou nul
choisi comme précision.

- L’ensemble JB est appelé support si detAB = detA(I,JB) 6= 0.

- Le couple {x,JB} formé de la solution réalisable x et du support JB est appelé
Solution Réalisable de Support (SRS).

- Une solution réalisable de support {x,JB} est dite non dégénérée si :
l j < x j < u j,∀ j ∈ JB.

- Le vecteur gradient de la fonction f au point x est le vecteur g(x) = g = (gB,gN),
où

g(x) = ∇ f (x) =
Q(x)p−P(x)q

Q2(x)
=

p− f (x)q
Q(x)

.

- Définissons le vecteur des multiplicateurs πQ et le vecteur des coûts réduits EQ de
la fonction dénominateur Q :

πT
Q = qT

BA−1
B ,

(EQ)T = πT
QA−qT ⇐⇒ EQ

j = πT
Qa j−q j, j ∈ J,
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avec {
(EQ

B )
T = πT

QAB−qT
B = qT

BA−1
B AB−qT

B = 0,
(EQ

N )
T = πT

QAN −qT
N .

- Définissons le vecteur des multiplicateurs π et le vecteur des coûts réduits E de la
fonction objectif f :

πT (x) = πT = gT
BA−1

B ,

ET (x) = ET = πT A−gT ⇐⇒ E j = πT a j−g j, j ∈ J,

avec {
ET

B = πT AB−gT
B = gT

BA−1
B AB−gT

B = 0,
ET

N = πT AN−gT
N = gT

BA−1
B AN−gT

N .

On détermine deux nombres réels strictement positifs Qmin et Qmax tels que :

Qmin = min
x∈S

Q(x),Qmax = max
x∈S

Q(x).

2.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif
Soit {x,JB} une solution réalisable de support du problème (1). Considérons une autre

solution réalisable quelconque x̄ = x+∆x. On a alors :

∆ f = f (x̄)− f (x) =
pT x̄+ p0

qT x̄+q0
− pT x+ p0

qT x+q0
.

L’accroissement de la fonction objectif f prend la forme suivante :

∆ f = f (x̄)− f (x) =−ρET
N ∆xN , ρ =

Q(x)
Q(x̄)

> 0. (2)

2.2 Critère d’optimalité
Théorème 2.1. (Critère d’optimalité).
Soit {x,JB} une SRS du problème (1). Alors les relations :





E j ≥ 0, pour x j = l j,
E j ≤ 0, pour x j = u j,
E j = 0, pour l j < x j < u j, j ∈ JN ,

(3)

sont suffisantes pour l’optimalité de la solution réalisable de support {x,JB}. Ces
mêmes relations sont aussi nécessaires si la SRS {x,JB} est non-dégénérée.

2.3 L’estimation de suboptimalité
L’estimation de suboptimalité est la quantité

β (x,JB) =
Qmax

Qmin

(
∑

E j>0, j∈JN

E j(x j− l j)+ ∑
E j<0, j∈JN

E j(x j−u j)
)
. (4)

On a alors le théorème suivant
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Théorème 2.2. (Condition suffisante de suboptimalité).
Soit {x,JB} une SRS du problème (1) et ε un nombre positif ou nul arbitraire. Si
β (x,JB)≤ ε , alors la solution x est ε−optimale.

2.4 Le nouveau vecteur des coûts réduits
Le nouveau vecteur des coûts réduits ĒN = EN(x̄), avec x̄ = x+θ 0d, s’écrit :

ĒN = ρ
(
EN +θ 0 ET

N dN

Q(x)
EQ

N

)
⇒ Ē j = ρ

(
E j +θ 0 ET

N dN

Q(x)
EQ

j

)
,∀ j ∈ JN .

On prend

δ j = θ 0 ET
N dN

Q(x)
EQ

j ,∀ j ∈ JN ,

d’où
Ē j = ρ

(
E j +δ j

)
,∀ j ∈ JN .

2.5 La nouvelle estimation de suboptimalité
La nouvelle estimation de suboptimalité est donnée par

β (x̄,JB) = (1−θ 0)
(
2ρ−1

)
β (x,JB), avec ρ =

Q(x)
Q(x̄)

. (5)

Lorsque x̄ est proche de x, on aura l’estimation suivante :

β (x̄,JB) = (1−θ 0)
(
2ρ−1

)
β (x,JB)' (1−θ 0)β (x,JB)≤ β (x,JB). (6)

2.6 Présentation de l’algorithme proposé
Soient {x,JB} une solution réalisable de support (SRS) initiale du problème (1) et ε un

nombre arbitraire positif ou nul. Le schéma de la méthode adaptée pour la résolution des
problèmes de programmation linéaire fractionnaire à variables bornées est décrit dans les
étapes suivantes :

Etape 1. Calculer les vecteurs gB, EQ
N et EN , où

gB =
pB− f (x)qB

Q(x)
, (EQ

N )
T = qT

BA−1
B AN−qT

N et ET
N = gT

BA−1
B AN−gT

N .

Etape 2. Test d’optimalité de la SRS {x,JB}.
Calculer l’estimation de subobtimalité :

β (x,JB) =
Qmax

Qmin

(
∑

E j>0, j∈JN

E j(x j− l j)+ ∑
E j<0, j∈JN

E j(x j−u j)
)
.

1. Si β (x,JB) = 0, alors {x,JB} est une solution optimale de support du
problème (1).
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2. Si β (x,JB) ≤ ε , alors {x,JB} est une solution ε−optimale de support du
problème (1).

3. Si β (x,JB)> ε , alors aller à l’étape 3.

Etape 3. Changement de la solution réalisable x en x̄.
– Calculer le vecteur de la direction non-basique dN , avec dN = (d j, j ∈ JN), où

d j =





l j− x j, si E j > 0,
u j− x j, si E j < 0,
0, si E j = 0.

– Calculer le vecteur de la direction basique dB, avec

dB =−A−1
B ANdN .

– Calculer le pas θ j1 = min
j∈JB

θ j, où θ j est déterminé par la formule

θ j =





u j−x j
d j

si d j > 0,
l j−x j

d j
si d j < 0,

∞ si d j = 0.

(7)

– Calculer le pas optimal θ 0, où

θ 0 = min{1,θ j1}.

– Calculer x̄= x+θ 0d, Q(x̄)=Q(x)+θ 0qT d, ρ = Q(x)
Q(x̄) , f (x̄)= f (x)−ρθ 0ET

N dN

et ĒN = ρ(EN−θ 0 ET
N dN

Q(x) EQ
N ).

Etape 4. Test d’optimalité de la SRS {x̄,JB}.
1. Si θ 0 = 1, alors le processus de résolution s’arrête, avec x̄ solution optimale du

problème (1).

2. Si θ 0 = θ j1 , alors calculer l’estimation de suboptimalité de la solution réalisable
de support {x̄,JB}, qui est donnée par la formule suivante :

β (x̄,JB) = (1−θ 0)
(
2ρ−1

)
β (x,JB). (8)

− Si β (x̄,JB) = 0 , alors le processus de résolution s’arrête, avec x̄ solution
optimale du problème (1).

− Si β (x̄,JB)≤ ε , alors le processus de résolution s’arrête, avec x̄ solution
ε−optimale du problème (1).

− Si β (x̄,JB)> ε , alors aller à l’étape 5.

Etape 5. Changement du support JB en J̄B.
– Calculer le vecteur X = X(JN), où

XT = (x j1 j, j ∈ JN) = eT
j1A−1

B AN .
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– Construire l’ensemble des indices non-optimaux JNNO, où

JNNO = { j ∈ JN :
(
E j > 0 et x j > l j

)
ou
(
E j < 0 et x j < u j

)
} ⊂ JN .

– Choisir un indice j0 de l’ensemble JNNO tel que |x j1 j0 | 6= 0 et pour assurer une
meilleure stabilité numérique, on prend j0 tel que

|x j1 j0 |= max
j∈JNNO

{|x j1 j|},

et on pose J̄B = (JB \{ j1})∪{ j0}.
Etape 6. Poser x = x̄, f = f̄ ,JB = J̄B,EN = ĒN et aller à l’étape 1.

3 Conclusion
Dans ce travail, on a fait le choix de résoudre un PLFVB par une méthode directe. Ainsi,

on a traité directement le problème sans aucun changement de variables et on a construit
un algorithme basé sur la méthode adaptée. Par la suite, des expérimentations numériques
seront effectuées pour tester ses performances par rapport aux méthodes classiques exis-
tantes.
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Résumé Dans cet article, on élabore une nouvelle coupe pour les problèmes de program-
mation linéaire en nombres entiers et mixtes, à variables bornées. Les problèmes obtenus
après l’ajout de la coupe, sont résolus par la méthode adaptée.

Mots clés : Programmation Linéaire en Nombres Entiers et Mixtes ; Génération de Coupes ;
Méthode Adaptée.

1 Introduction
Les techniques de Programmation Linéaire en nombres Entiers et Mixtes (PLE, PLM)

sont étroitement liées à la modélisation des problèmes dont les variables de décision sont
des vecteurs, où certaines de leurs composantes sont astreintes à prendre des valeurs
entières. Malgré cette restriction, la programmation linéaire mixte permet de modéliser une
grande variété de problèmes d’optimisation dans des domaines d’application extrêmement
divers [Pochet et al. (2006), Heinz et al. (2013)].

Il s’agit là d’un des domaines les plus riches et les plus actifs de la programmation
mathématique, et le volume de publications et de recherches qui lui a été consacré de-
puis les premiers travaux de Gomory en 1958, atteste de la difficulté du sujet et de l’impor-
tance de ses applications [Schrijver (2003), Lodi (2010)]. Du point de vue de la complexité,
les problèmes en nombres entiers et mixtes appartiennent à la classe des problèmes NP-
difficiles [Karp (1972), Garey et Johnson (1979))].

Ici on se propose de développer une nouvelle méthode pour la résolution d’un pro-
gramme linéaire en nombres entiers et mixtes, à variables bornées. A chaque itération de
cet algorithme, on rajoute une nouvelle coupe et on résout le programme linéaire résultant
par la méthode adaptée [ Gabasov (1993) ; Bibi et Bentobache (2011) ].
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2 Position du problème
Considérons le problème de programmation linéaire en nombres entiers et mixtes et à

variables bornées, s’écrivant sous la forme standard suivante :

(PLM)





maxz = c′x,
Ax = b,
l ≤ x≤ u,
x ∈ Rn ,
x j ∈ Z, ∀ j ∈ JE ,

(1)

où A est une matrice rationnelle d’ordre m×n, rang(A) = m < n ; b est un vecteur rationnel
de dimension m ; c, x, l et u sont des vecteurs de dimension n dans Zn, JE est l’ensemble
des indices des variables entières.

On considère alors le problème relaxé associé de programmation linéaire suivant :

(PL)





maxz = c′x,
Ax = b,
l ≤ x≤ u,
x ∈ Rn .

(2)

Notons : I = {1, 2, ..., m} : l’ensemble d’indices des lignes de la matrice A,
J = {1, 2, ..., n} : l’ensemble d’indices des colonnes de A, avec JE ⊂ J.
Donnons les définitions suivantes :

– Un vecteur x vérifiant les contraintes Ax = b, l ≤ x ≤ u et x j entier pour tout j ∈ JE
est une solution réalisable (SR) du problème (1).

– Une SR xε est appelé ε−optimale ou suboptimale du problème (2) si :

z(x0)− z(xε) = c′x0 − c′xε ≤ ε,

où x0 est une SR optimale du problème (2) et ε est un nombre supérieur ou égal à
zéro, choisi comme précision.

– Soit un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J tel que J = JB∪ JN , JB∩ JN = /0, |JB|= m.
– En vertu de la partition de J = JB∪JN , on peut alors écrire et fractionner les vecteurs

et les matrices de la manière suivante :

x =
(

xB
xN

)
, xB = (x j, j ∈ JB), xN = (x j, j ∈ JN) ; c = (c j, j ∈ J) =

(
cB
cN

)
;

A = A(I, J) = (ai j, i ∈ I, j ∈ J) = (a j, j ∈ J), a j est la jème colonne de la matrice
A ;
A = A(I, J) = (AB|AN), AB = A(I, JB) = (a j, j ∈ JB), AN = A(I, JN).

– L’ensemble JB est appelé support si : det(AB) = det(A(I,JB)) 6= 0.
– La paire {x, JB} formé de la SR x et du support JB est appelé Solution Réalisable de

Support (SRS). Une SRS {x, JB} est dite basique si x j = l j ∨u j, ∀ j ∈ JN .
– Une SRS {x, JB} est non dégénérée si : l j < x j < u j, ∀ j ∈ JB.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

211



H. Boussouira et al.

3 Obtention d’une solution réalisable basique optimale
à partir d’une solution réalisable de support optimale.

Soit {x0, JB} une solution de support optimale de (2) non basique. Selon les valeurs
des composantes du vecteur des estimations EN = c′BA−1

B AN−c′N , on définit les ensembles
d’indices suivants :
Jl

N = { j ∈ JN : E j ≥ 0 et x0
j = l j}, Ju

N = { j ∈ JN : E j ≤ 0 et x0
j = u j},

Jlu
N = { j ∈ JN : E j = 0 et l j < x0

j < u j} et JN = Jl
N ∪ Ju

N ∪ Jlu
N .

On construit une autre solution réalisable x̄ telle que z(x̄) = z(x0), avec x̄ = x+θ 0d.
Pour cela, le vecteur de direction d sera construit comme suit :

d j =





0, si j ∈ Jl
N ∪ Ju

N ,
l j− x0

j , si j ∈ Jlu
N et 0 < x0

j − l j ≤ u j− x0
j ,

u j− x0
j , si j ∈ Jlu

N et 0 < u j− x0
j < x0

j − l j,

et dB =−A−1
B ANdN . Le pas θ est calculé comme suit :





θ 0 = min{1, θ j1}, avec θ j1 = min
j∈JB

θ j,où

θ j =





u j−x j
d j

, d j > 0,
l j−x j

d j
, d j < 0,

∞, d j = 0, j ∈ JB.

(3)

– si θ 0 = 1 : x̄ = x0 +d, dans ce cas on a : x̄ j = l j ∨u j,∀ j ∈ JN , et

z(x̄)− z(x0) =−θ 0 ∑
j∈JN

E jd j =−θ 0 ∑
j∈J0

N

E jd j = 0, où J0
N = { j ∈ JN : E j = 0}.

Donc x̄ est une solution optimale basique.
– Si θ 0 = θ j1 < 1 : x̄ = x0 +θ j1d avec x̄ j1 = l j1 ∨u j1 , j1 ∈ JB . La nouvelle SR x̄ est

optimale, car

z(x̄)− z(x0) =−θ 0 ∑
j∈JN

E jd j =−θ 0 ∑
j∈J0

N

E jd j = 0, d′où z(x̄) = z(x0).

Dans ce cas, on recommence une nouvelle itération de la méthode adaptée à partir
de la nouvelle SRS {x̄, J̄B}, tel que J̄B = {JB \ j1}∪{ j0} et J̄N = {JN \ j0}∪{ j1},
où j0 est l’indice donné par l’itération duale.
La nouvelle solution réalisable x̄ aura une composante basique de plus à chaque
itération. Au bout de |JN | itérations au maximum, cette procedure permet d’obtenir
une solution optimale basique.

4 Algorithme de résolution d’un (PLM) par la méthode
adaptée

Le but de cet algorithme est de construire une solution optimale pour le problème (1).
Le principe est le même que celui des algorithmes de plans sécants.
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Pour ce faire, on définit les ensembles d’indices suivants :

J+N = { j ∈ JN : E j > 0}, J−N = { j ∈ JN : E j < 0}, J0
N = { j ∈ JN : E j = 0} = J+∪ J−,

J+ = { j ∈ J0
N : x0

j − l j ≤ u j− x0
j} et J− = { j ∈ J0

N : u j− x0
j < x0

j − l j}.

On commence d’abord par étudier le cas où JE = J dans (1). Dans ce cas, on a affaire
à un problème de programmation linéaire en nombres entiers.
En fonction de JB, on construit les fonctions pour tout i ∈ JB :

Zi(x) =−



b̄i− ∑

j∈J+N ∪J+
āi jl j− ∑

j∈J−N ∪J−
āi ju j



+ ∑

j∈J+N ∪J+
{āi j}(x j− l j)

+ ∑
j∈J−N ∪J−

{−āi j}(−x j +u j), i ∈ JB, (4)

où b̄ = A−1
B b, Ā = (āi j, i ∈ JB, j ∈ JN) = A−1

B AN et {.} étant la partie fractionnaire
vérifiant 0≤ {.}< 1, qui est la différence entre un nombre et sa partie entière.

Proposition 4.1. Gabasov and Kirillova (1980)
Pour toute solution réalisable entière de support {xe, JB} du problème (2), on a Zi(xe)≥
0, ∀i ∈ JB. De plus, Zi(xe) est un nombre entier pour tout i ∈ JB.

Preuve. Voir Bibi et al. [2].

Proposition 4.2. Soit {x0, JB} une solution optimale de support du problème (2). S’il
existe un indice i1 ∈ JB tel que Zi1(x

0)< 0, alors l’inégalité

Zi1(x)≥ 0,

donne une coupe valide.

Preuve. Evident, car en vertu de la proposition 4.1, toute solution réalisable entière xe

du problème (2) vérifie Zi(xe)≥ 0, ∀i ∈ JB, en particulier Zi1(x
e)≥ 0.

Proposition 4.3. Lorsque une solution optimale x0 est non entière et de base, alors
∃ i1 ∈ JB tel que Zi1(x

0)< 0.

Preuve. Voir Bibi et al. [2].

Corollaire 4.1. Soit {x0, JB} une solution optimale de support du problème (2). Si
x0 est non entière et telle que Zi(x0) ≥ 0, ∀i ∈ JB, alors x0 est forcèment une solution
optimale non basique.

Proposition 4.4. Soit {x0, JB} une solution optimale de support du problème (2), où
x0 est non entière et il existe i1 ∈ JB tel que Zi1(x

0)< 0. Soit x∗ une solution réalisable
du problème (2), augmenté de la coupe Zi1(x)≥ 0. Alors le couple (x̄, J̄B), où

x̄ = (x∗+λ (x0− x∗),0) et J̄B = JB∪{n+1},

est une solution réalisable de support pour le problème (2) augmenté, où le paramètre
λ est tel que Zi1(x̄) = 0 et 0≤ λ < 1.
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Dans le cas d’un problème à variables mixtes, comme pour un programme en nombres
entiers, on construit pour tout i ∈ JB∩ JE la fonction :

Zi(x) =−



b̄i− ∑

j∈J−N ∪J−
āi ju j− ∑

j∈J+N ∪J+
āi jl j− ∑

j∈JN\JE

āi jx j



+ ∑

{āi j}≤V
j∈J+N ∪J+

{āi j}(x j− l j)

+ ∑
{āi j}≤V
j∈J−N ∪J−

{−āi j}(−x j +u j)+ ∑
{āi j}>V
j∈J+N ∪J+

V (1−{āi j})
1−V

(x j− l j)+

∑
{āi j}>V
j∈J−N ∪J−

V (1−{−āi j})
1−V

(−x j +u j)+ ∑
āi j>0

j∈JN\JE

āi jx j− ∑
āi j<0

j∈JN\JE

V
1−V

āi jx j, (5)

où V =

{
b̄i− ∑

j∈J−N ∪J−
āi ju j− ∑

j∈J+N ∪J+
āi jl j− ∑

j∈JN\JE

āi jx j

}
.

Proposition 4.5. Pour toute SRS {x,JB} du problème (2), tel que x j entier pour tout
j ∈ JE , on a Zi(x)≥ 0, ∀i ∈ JB∩ JE .

Schéma de l’algorithme Le schéma général de cet algorithme est décrit comme suit :

Etape 1 Poser t = 0, It = I = {1, 2, ..., m} et Jt = J = {1, 2, ..., n}.
Soit {xt∗,Jt∗

B } une SRS initiale du problème (2). On construit alors une solution op-
timale de support {xt , Jt

B} par la méthode adaptée. Si xt
j ∈ Z, ∀ j ∈ JE , arrêter

l’algorithme : xt est une solution optimale du problème (1). Sinon, aller à l’étape 2.

Etape 2 On construit les fonctions Zi(xt), pour tout i ∈ Jt
B∩ JE .

Deux cas peuvent se présenter :

(i) ∃i1 ∈ Jt
B∩JE : Zi1(x

t)< 0. Dans ce cas l’inégalité Zi1(x)≥ 0 donne une coupe
valide. On résout le problème augmenté, après avoir ajouté cette coupe. On
commence par la SRS {x̄t , J̄t

B}, avec x̄t = (xt∗+λ (xt − xt∗),0), 0≤ λ < 1,
où λ sera trouvé à partir de l’équation Zi1(x̄

t) = 0, et J̄t+1
B = Jt

B∪{n+ t +1}.
On pose It+1 = It ∪{m+ t +1} et Jt+1 = Jt ∪{n+ t +1}.
Soit {xt+1, Jt+1

B } la nouvellle solution optimale de support du proplème aug-
menté. Sur la base de cette dernière, on refait alors le processus comme avec
{xt , Jt

B}. On incrémente t, t = t +1.

(ii) Zi(xt) ≥ 0, ∀i ∈ Jt
B ∩ JE : le vecteur xt est non basique. Dans ce cas, à l’aide

de la procédure 3, on obtient une solution optimale de base xtB, puis par cette
dernière on construit une coupe régulière comme dans le cas (i).

5 Conclusion
Contrairement aux problèmes de programmation linéaire, les problèmes en nombres en-

tiers et mixtes sont difficiles à résoudre ; de ce fait, aucun algorithme général efficace n’est
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connu pour leur résolution. La motivation des méthodes de coupes est de tenter de trou-
ver l’enveloppe convexe des solutions entières ou mixtes, c’est-à-dire le plus petit polyèdre
contenant toutes les solutions mixtes du (PLM). L’inconvénient de ces dernières est qu’elles
fournissent souvent une solution réalisable uniquement à la fin. Il est clair, cependant, que le
choix des coupes est déterminant pour la convergence de la méthode.
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Résumé Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle méthode pour la résolution des
problèmes de programmation linéaire fractionnaire à variables bornées. L’algorithme pro-
posé passe d’une solution réalisable de support à une autre solution améliorée en suivant
une direction réalisable hybride. Des critères d’optimalité et de suboptimalité qui permettent
d’arrêter l’algorithme lorsqu’une solution optimale ou suboptimale est atteinte, ont été pro-
posés.
MSC: 90C32

Mots clés : Programmation linéaire fractionnaire ; Méthode du simplexe ; Méthode à direc-
tion hybride ; Variables bornées.

1 Introduction
La Programmation Linéaire Fractionnaire (PLF) consiste à optimiser une fonction objectif

linéaire fractionnaire (ratio de deux fonctions linéaires), soumise à des contraintes linéaires
liant les variables de décision. Beaucoup de problèmes pratiques qui apparaissent dans
plusieurs domaines d’application peuvent être modélisés sous forme de problèmes de PLF
[1]. Parmi les approches de résolution des problèmes de PLF, on cite la méthode généralisée
du simplexe par B. Martos en 1960 [9], la méthode de Charnes et Cooper (1962) [3] qui
consiste à transformer le problème de PLF en un problème de PL équivalent, et l’approche
paramétrique de Dinkelbach [5], etc.

Dans les années soixante-dix, R. Gabasov et F.M. Kirillova ont développé la méthode
adaptée pour la résolution des problèmes de PL [6]. Contrairement à la direction du sim-
plexe, la direction adaptée dépend de la solution courante. Récemment, plusieurs algo-
rithmes basés sur le concept de � direction hybride� ont été proposés pour la résolution des
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problèmes de PL [2, 4, 7]. Dans cet article, nous allons généraliser la méthode à direction hy-
bride proposée dans [4] pour la résolution des problèmes de PLF à variables bornées. Pour
tester l’optimalité ou la suboptimaité de la solution courante, nous proposons des critères
d’optimalité et de suboptimalité.

Cet article est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons quelques notations
et définitions. Dans la section 3, nous présentons la méthode à direction hybride proposée
pour la résolution des problèmes de PLF à variables bornées. Finalement, nous terminons
cet article par une conclusion et quelques perspectives de recherche.

2 Position du Problème et Définitions
Le problème de Programmation Linéaire Fractionnaire à Variables Bornées (PLFVB) se

présente sous la forme standard suivante :

max F(x) =
P(x)
Q(x)

=

n
∑
j=1

p jx j + p0

n
∑
j=1

q jx j +q0

, (1)

s.c. x ∈ S = {x ∈ Rn : Ax = b, l ≤ x≤ u}, (2)

où p, q, x, l et u sont des n-vecteurs, avec ‖l‖<∞, ‖u‖<∞ ; b un m-vecteur ; A une matrice
de dimension (m× n), p0 et q0 deux nombres réels. On suppose que rang(A) = m < n,
S 6= /0 et Q(x)> 0, ∀x ∈ S.
• Définissons les ensembles d’indices suivants :

I = {1,2, . . . ,m}, J = {1,2, . . . ,n}, J = JB∪ JN , JB∩ JN = /0, |JB|= m.

• Si v est un n-vecteur et M une (m×n)-matrice, alors on peut partitionner v et M comme
suit :

vT = (vT
B ,v

T
N), où vB = v(JB) = (v j, j ∈ JB), vN = v(JN) = (v j, j ∈ JN);

M = (MB,MN), où MB = M(I,JB) = (mi j, i ∈ I, j ∈ JB), MN = M(I,JN).

• Un vecteur x vérifiant les contraintes (2) est appelé solution réalisable (SR) du problème
(1)-(2).
• Définissons le nombre réel α > 0 comme suit : α = min

x∈S
Q(x).

• Une solution réalisable x0 est dite optimale si ∀x ∈ S, F(x0)≥ F(x).
• D’autre part, une solution réalisable xε est appelée ε-optimale ou suboptimale si
F(x0)−F(xε) ≤ ε, où x0 est une solution optimale du problème (1)-(2) et ε un nombre
positif ou nul choisi à l’avance.
• Soit un sous-ensemble d’indices JB ⊂ J tel que |JB| = |I| = m. L’ensemble JB est alors
appelé support si detAB = detA(I,JB) 6= 0.
• La paire {x,JB} formée de la solution réalisable x et du support JB est appelée Solution
Réalisable de Support (SRS).
• Une SRS est dite non-dégénérée si l j < x j < u j, j ∈ JB.
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• Définissons les vecteurs des multiplicateurs : πT
p = pT

BA−1
B , πT

Q = qT
BA−1

B , ainsi que les
vecteurs des coûts réduits :

∆′ =
(

∆′B
∆′N

)
, ∆′′ =

(
∆′′B
∆′′N

)
, ∆(x) =

(
∆B(x)
∆N(x)

)
,

où

∆′N = AT
NπP− pN , ∆′′N = AT

NπQ−qN , ∆N(x) = ∆′N−F(x)∆′′N , ∆′B = ∆′′B = ∆B(x) = 0.
(3)

3 Méthode à Direction Hybride

3.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif
Soit {x,JB} une SRS du problème (1)-(2). Considérons une autre solution réalisable

quelconque x̄ = x(θ) = x+θd, θ ≥ 0. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit [8] :

F (x̄)−F (x) =
−θ∆T

N (x)dN

Q(x̄)
=

− ∑
j∈JN

∆ j (x)(x̄ j− x j)

Q(x̄)
. (4)

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 3.1. (Critère d’optimalité)
Soit {x,JB} une SRS du problème (1)-(2). Alors les relations





∆ j (x)≥ 0, pour x j = l j;

∆ j (x)≤ 0, pour x j = u j;

∆ j (x) = 0, pour l j < x j < u j;

j ∈ JN (5)

sont suffisantes pour l’optimalité de la solution réalisable x. Ces mêmes relations sont
aussi nécessaires dans le cas où la SRS {x,JB} est non-dégénérée.

Notons par

J+N = { j ∈ JN : ∆ j(x)> 0}, J−N = { j ∈ JN : ∆ j(x)< 0}, JN0 = { j ∈ JN : ∆ j(x) = 0}.

L’estimation de suboptimalité β (x,JB) est alors donnée par la formule suivante :

β = β (x,JB) =
1
α


 ∑

j∈J+N

∆ j(x)(x j− l j)+ ∑
j∈J−N

∆ j(x)(x j−u j)


 . (6)

On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.2. (Condition suffisante de suboptimalité)
Soit {x,JB} une SRS du problème (1)-(2) et ε un nombre positif ou nul arbitraire. Si
β (x,JB)≤ ε, alors la solution réalisable x est ε-optimale.
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3.2 Une itération de l’algorithme
Soient {x,JB} une SRS pour le problème (1)-(2) et η > 0. Si β (x,JB)≤ ε , alors la SRS

{x,JB} est ε-optimale, sinon on procède à son amélioration. Pour ce faire, nous determinons
les ensembles d’indices suivants :

J+NE =
{

j ∈ JN : ∆ j(x)> η(x j− l j) et x j > l j
}
,

J−NE =
{

j ∈ JN : ∆ j(x)< η(x j−u j) et x j < u j
}
,

J+NI =
{

j ∈ JN : 0 < ∆ j(x)≤ η(x j− l j)
}
,

J−NI =
{

j ∈ JN : η(x j−u j)≤ ∆ j(x)< 0
}
,

J+NR =
{

j ∈ JN : ∆ j(x)> 0 et x j = l j
}
,

J−NR =
{

j ∈ JN : ∆ j(x)< 0 et x j = u j
}
,

JNI = J+NI ∪ J−NI , JNE = J+NE ∪ J−NE , JNR = JN0∪ J+NR∪ J−NR.

.

Calculons les quantités γ et µ comme suit :

γ =
1
α


 ∑

j∈J+NI

∆ j(x)(x j− l j)+ ∑
j∈J−NI

∆ j(x)(x j−u j)+
1
η ∑

j∈J+NE∪J−NE

∆2
j(x)


 , (7)

µ =
1
α


− ∑

j∈J+NE

∆ j(x)(x j− l j)− ∑
j∈J−NE

∆ j(x)(x j−u j)+
1
η ∑

j∈J+NE∪J−NE

∆2
j(x)


 . (8)

Nous avons alors β = γ−µ ≤ γ, γ ≥ 0 et µ ≥ 0.

3.2.1 Changement de la solution réalisable

Nous définissons la direction réalisable d comme suit :




d j = l j− x j, si j ∈ J+NI ; d j = u j− x j,si j ∈ J−NI ;

d j =
−∆ j(x)

η , si j ∈ J+NE ∪ J−NE ; d j = 0, si j ∈ JNR;

dB =−A−1
B ANdN .

(9)

Cette direction est dite direction hybride [4].
Dans le but d’améliorer la valeur de la fonction objectif tout en restant dans le domaine

réalisable, on calcule le pas θ 0 le long de la direction d : θ 0 = min
{

θ j1 ,θ j2 ,1
}
, où

θ j1 = min
j∈JB

θ j, θ j2 =

{
min
j∈JNE

θ j, si JNE 6= /0;

∞, sinon,
θ j =





u j−x j
d j

, si d j > 0;
l j−x j

d j
, si d j < 0;

∞, si d j = 0.

(10)

La valeur du pas 1 correspond aux indices de l’ensemble JNI .
On a alors

F(x̄)−F(x) =
αθ 0

Q(x̄)
γ =

αθ 0

Q(x̄)
(β +µ)≥ 0. (11)
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Définissons les ensembles suivants :

J+N (x̄) = { j ∈ JN : ∆ j(x̄)> 0}, J−N (x̄) = { j ∈ JN : ∆ j(x̄)< 0},

et l’estimation de suboptimalité correspondant à la nouvelle SRS {x̄,JB} :

β̄ = β (x̄,JB) =
1
α


 ∑

j∈J+N (x̄)

∆ j(x̄)(x̄ j− l j)+ ∑
j∈J−N (x̄)

∆ j(x̄)(x̄ j−u j)


 .

Si β̄ ≤ ε , alors la solution réalisable x̄ est ε-optimale. Si θ 0 = θ j2 , alors on pose x = x̄
et on recommence une nouvelle itération avec la SRS {x,JB}. Si θ 0 = θ j1 < 1, alors on
change le support JB.

3.2.2 Changement de support

Définissons le n-vecteur κ et le nombre réel α0, ainsi que la direction duale t = (t j, j ∈
J) comme suit :

κ = x+d, α0 = κ j1 − x̄ j1 = (1−θ 0)d j1 ;

t j1 =−signα0; t j = 0, j 6= j1, j ∈ JB; tT
N = tT

B A−1
B AN .

Partitionnons l’ensemble JN0(x̄) = { j ∈ JN : ∆ j(x̄) = 0} comme suit :

J+N0(x̄) = { j ∈ JN0(x̄) : t j > 0}, J−N0(x̄) = { j ∈ JN0(x̄) : t j < 0}, (12)

et définissons la quantité V0 par :

V0 =
1
α


 ∑

j∈J+N0(x̄)∪J+N (x̄)

t j(x̄ j− l j)+ ∑
j∈J−N0(x̄)∪J−N (x̄)

t j(x̄ j−u j)


 . (13)

Le nouveau support J̄B et les nouveaux vecteurs des coûts réduits ∆̄′, ∆̄′′ et ∆̄(x̄) sont
calculés comme suit :

J̄B = (JB \{ j1})∪{ j0} , ∆̄′ = ∆′+σ ′0t, ∆̄′′ = ∆′′+σ ′′0 t et ∆̄(x̄) = ∆(x̄)+σ0t, (14)

où

σ0 = σ j0 = min
j∈JN
{σ j}, avec σ j =





−∆ j(x̄)
t j

, si ∆ j(x̄)t j < 0;

0, si ∆ j(x̄) = 0, t j < 0, κ j 6= u j;

0, si ∆ j(x̄) = 0, t j > 0, κ j 6= l j;

+∞, pour les autres cas;

(15)

σ ′0 =





−∆′j0
t j0

, si (∆ j0(x̄)t j0 < 0) ou (∆ j0(x̄) = 0, t j0 < 0, κ j0 6= u j0)

ou (∆ j0(x̄) = 0, t j0 > 0, κ j0 6= l j0);

+∞, pour les autres cas;

(16)
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σ ′′0 =





−∆′′j0
t j0

, si (∆ j0(x̄)t j0 < 0) ou (∆ j0(x̄) = 0, t j0 < 0, κ j0 6= u j0)

ou (∆ j0(x̄) = 0, t j0 > 0, κ j0 6= l j0);

s× (+∞), pour les autres cas;

(17)

avec s =−signF(x̄).
L’estimation de suboptimalité ¯̄β = β (x̄, J̄B) correspondant à la nouvelle SRS est alors donnée
par :

¯̄β =
1
α


 ∑

j∈J̄N ,∆̄ j(x̄)>0

∆̄ j(x̄)(x̄ j− l j)+ ∑
j∈J̄N ,∆̄ j(x̄)<0

∆̄ j(x̄)(x̄ j−u j)


= β (x̄,JB)+σ0V0.

Si V0 ≤ 0, alors on change le support JB avec la règle du pas multiple. Si V0 > 0, alors deux
cas se présentent :

(a) Si J+N0(x̄)∪ J−N0(x̄) 6= /0, alors choisir un indice j0 ∈ J+N0(x̄)∪ J−N0(x̄), tel que σ0 =
σ j0 = 0. On posera alors J̄B = (JB \{ j1})∪{ j0} et on recommencera une nouvelle
itération avec la SRS {x̄, J̄B}.

(b) Si J+N0(x̄)∪ J−N0(x̄) = /0, alors on procède à la mise à jour du paramètre η d’une façon
appropriée et on recommence une nouvelle itération avec la SRS {x̄,JB}.

4 Conclusion
Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle méthode pour la résolution des

problèmes de programmation linéaire fractionnaire à variables bornées. Cette méthode consti-
tue une généralisation de la méthode à direction hybride développée récemment dans [4].
Dans le futur, nous allons tester la méthode proposée sur des problèmes-test issus de
différentes applications de la programmation linéaire fractionnaire. De plus, nous envisa-
geons de généraliser les algorithmes proposés pour la résolution des problèmes de pro-
grammation quadratique fractionnaire.
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Résumé Dans cet article, nous avons proposé une nouvelle technique pour l’initialisation
de l’algorithme primal du simplexe. La technique proposée consiste à trouver une solution
réalisable de base de départ, et ce, sans ajouter de variables artificielles. Ainsi, le problème
auxiliaire formé possède la même dimension que celle du problème original. Cette technique
peut également être utilisée pour la recherche d’une solution réalisable de support initiale
pour la méthode adaptée et ses variantes.
MSC: 90C05

Mots clés : Programmation linéaire ; Méthode du simplexe ; Méthode adaptée ; Solution
réalisable de base initiale ; Solution réalisable de support initiale ; Variables bornées.

1 Introduction
L’algorithme du simplexe est l’un des algorithmes le plus utilisé en optimisation. Cet al-

gorithme est développé par G.B. Dantzig en 1947 pour la résolution des problèmes de Pro-
grammation Linéaire (PL) [8], puis il a été généralisé par la suite pour la résolution des
problèmes de programmation quadratique convexe [16] et concave [5]. L’efficacité de l’algo-
rithme du simplexe pour trouver la solution optimale dépend du choix de la solution initiale.
Les techniques d’initialisation de l’algorithme du simplexe consistent àtrouver une Solution
Réalisable de Base (SRB) initiale. Il existe plusieurs techniques de recherche d’une SRB
initiale, àsavoir : la technique utilisant plusieurs variables artificielles [8], la technique utilisant
une seule variable artificielle [3, 15] et les techniques qui n’utilisent aucune variable artificielle
[1, 14, 17].

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle procédure qui nous permet de trouver une
solution réalisable de base initiale pour la méthode primale du simplexe. Cette technique
peut aussi être utilisée pour l’initialisation de l’algorithme de la méthode adaptée [11] et ses
variantes à directions hybrides [4, 6, 9, 10, 12]. On commence d’abord par la recherche

∗Corresponding Author
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d’une base initiale ; puis on procède à la recherche d’une solution réalisable initiale pour le
problème original, et ce, sans introduire de variables artificielles.

Cet article est organisé comme suit : dans la section 2, nous donnons quelques notations
et définitions. Dans la section 3, nous présentons la technique d’initialisation proposée. Dans
la section 4, nous illustrons la technique proposée par des exemples numériques. Finale-
ment, nous terminons cet article par une conclusion et quelques perspectives de recherche.

2 Position du Problème et Définitions
Considérons le problème de programmation linéaire écrit sous la forme standard sui-

vante :
maxz(x) = cT x,

s.c. Ax = b, l ≤ x≤ u,
(1)

où c,x, l,u ∈ Rn, A = A(I,J) est une matrice à coefficients réels de dimension (m× n)
et b ∈ Rm, où rangA = m < n, I = {1,2, . . . ,m} et J = {1,2, . . . ,n}. Soit JB un sous-
ensemble d’indices de J, avec |JB| = m, et JN = J \ JB. Notons la sous-matrice associée
à JB par AB = A(I,JB), et AN = A(I,JN), xB = x(JB), xN = x(JN), lB = l(JB), lN =
l(JN), uB = u(JB), uN = u(JN).

L’ensemble JB est appelé une base ou un support du problème (1), si detAB 6= 0. La
matrice AB est alors appelée une matrice de base et x = (xB,xN), avec x j = l j∨u j, j ∈ JN

et xB = A−1
B (b−ANxN) est appelée une solution de base ; elle est dite Solution Réalisable

de Base (SRB) si lB ≤ xB ≤ uB. La paire {x,JB}, avec x = (xB,xN) vérifiant lN ≤ xN ≤ uN
et lB ≤ xB = A−1

B (b−ANxN) ≤ uB est appelée Solution Réalisable de Support (SRS) du
problème (1).

3 Nouvelle technique d’initialisation
Pour résoudre le problème (1) avec l’algorithme primal du simplexe, il nous faut une

SRB de départ. Pour certains problèmes ayant une structure particulière, il est possible
qu’une solution de départ soit connue à l’avance. Cependant, pour la majorité des problèmes
de PL, cette solution de départ n’est pas disponible, donc il est nécessaire d’utiliser une
procédure d’initialisation afin de rechercher une SRB initiale. Ces procédures d’initialisa-
tion commencent d’abord par former un problème auxiliaire ayant une solution de départ
évidente, puis le résoudre avec l’algorithme du simplexe (Phase I). Ainsi, la SRB optimale
obtenue est utilisée comme une SRB de départ pour résoudre le problème original (Phase
II) avec le même algorithme.

3.1 Recherche d’une base initiale
Afin de rechercher une base initiale, on pourra utiliser les techniques classiques de tri-

angularisation de Gauss ou celle de diagonalisation de Gauss-Jordan. Cependant, ces tech-
niques prennent beaucoup de temps de calcul pour la recherche d’une base [2], notamment
pour les systèmes creux. Dans ce dernier cas, on préfère utiliser les techniques dites � crash
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procedures � présentées dans [3, 7, 13], et qui permettent d’exploiter la structure de la ma-
trice des contraintes pour trouver une base initiale, et ce, en un temps de calcul très court.

3.2 Recherche d’une solution réalisable initiale
Dans cette section, nous proposons une technique qui permet de trouver une solution

réalisable initiale, et ce, sans ajouter de variables artificielles. Le problème auxiliaire obtenu
a la même dimension que celle du problème original.

Soit JB une base du problème de PL (1) et supposons que l j et u j sont finis pour j ∈ JN .
Soit x0 une solution de base du système Ax = b, telle que

x0
j = l j ∨u j, j ∈ JN , et x0

B = A−1
B (b−ANx0

N).

Si lB ≤ x0
B ≤ uB, alors {x0,JB} est une SRB du problème (1). Sinon, formons le problème

auxiliaire suivant :
maxψ(x) = ĉT x, s.c. Ax = b, l̂ ≤ x≤ û, (2)

où
l̂N = lN , ûN = uN et ĉN = 0,

et pour j ∈ JB, on pose :

l̂ j =−∞, û j = l j, ĉ j = 1, si x0
j < l j;

l̂ j = u j, û j =+∞, ĉ j =−1, si x0
j > u j;

l̂ j = l j, û j = u j, ĉ j = 0, si l j ≤ x0
j ≤ u j.

La fonction objectif du problème auxiliaire peut alors s’écrire :

ψ(x) = ∑
x0

j<l j , j∈JB

x j− ∑
x0

j>u j , j∈JB

x j.

La paire {x0,JB} est évidemment une SRB pour le problème auxiliaire (2).
Soit {x∗,J∗B} la SRB optimale du problème auxiliaire (2), obtenue avec l’algorithme du

simplexe et considérons la valeur suivante :

w∗ = ∑
x0

j<l j , j∈JB

l j− ∑
x0

j>u j , j∈JB

u j.

Proposition 3.1. On a toujours ψ(x∗)≤w∗. Si ψ(x∗) = w∗, alors {x∗,J∗B} est une SRB
pour le problème original (1).

Preuve :
On a :

w∗−ψ(x∗) = ∑
x0

j<l j , j∈JB

(l j− x∗j)+ ∑
x0

j>u j , j∈JB

(x∗j −u j).

Puisque x∗ est une solution réalisable du problème auxiliaire, alors on a

l j− x∗j ≥ 0, pour x0
j < l j, j ∈ JB et x∗j −u j ≥ 0, pour x0

j > u j, j ∈ JB.
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Donc w∗−ψ(x∗)≥ 0⇒ ψ(x∗)≤ w∗.
Si ψ(x∗) = w∗, alors on a

∑
x0

j<l j , j∈JB

(l j− x∗j) = ∑
x0

j>u j , j∈JB

(x∗j −u j) = 0.

Donc x∗ vérifie forcément les relations




x∗j = l j, si x0
j < l j;

x∗j = u j, si x0
j > u j;

l j ≤ x∗j ≤ u j, si l j ≤ x0
j ≤ u j, j ∈ JB.

D’où lB ≤ x∗B ≤ uB. Comme la solution x∗ est une SRB pour le problème auxiliaire, donc
elle vérifie aussi les relations Ax∗ = b et x∗j = l j ∨u j, j ∈ JN . Par conséquent, x∗ est une
solution réalisable de base pour le problème original.

�

Remarque 3.1. Si l’on choisit le vecteur x0 comme suit :

l j ≤ x0
j ≤ u j, j ∈ JN , x0

B = A−1
B (b−ANx0

N),

alors la solution x0 est une solution réalisable de support évidente pour le problème
auxiliaire, et donc la technique proposée pourra être utilisée pour l’initialisation de la
méthode adaptée [11] et les méthodes à direction hybride [4, 6, 9, 12].

4 Exemples numériques
Considérons le problème suivant :

maxz(x) = cT x,

s.c. Ax = b, l ≤ x≤ u,
(3)

où

A =




0 0 1 2 1 0
2 0 0 −3 0 1
0 3 0 2 0 0
1 0 2 3 0 0


 , b =




3
3
2
2


 , c =




2
−3
−1
1
0
0



,

l = 0R6 , u =




10
10
10
10
10
10



, x =




x1
x2
x3
x4
x5
x6



∈ R6.
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Soit la base initiale JB = {1,2,5,6}, JN = {3,4}. On a x0
N = (0,0)T et x0

B = (2, 2
3 ,3,−1)T .

Remarquons que x0
6 < 0, donc x0 = (x0

B,x
0
N) n’est pas réalisable.

Phase 1 :
Pour trouver une solution réalisable de base initiale pour le problème original (3), on forme
le problème auxiliaire suivant :

maxψ(x) = x6,

s.c. Ax = b, l̂ ≤ x≤ û,
(4)

où

l̂ =




0
0
0
0
0
−∞



, û =




10
10
10
10
10
0



.

On remarque que x0 est une SRB évidente pour le problème auxiliaire (4). Après l’application
de l’algorithme du simplexe, en commençant par la SRB x0, on trouve la SRB optimale
suivante :

x∗ = (
3
2
,

2
3
,

1
4
,0,

11
4
,0)T et ψ(x∗) = 0.

J∗N = {4,6}, J∗B = {1,2,3,5}.
On a ψ(x∗) = w∗ = 0, donc x∗ est une SRB pour le problème original.
Phase 2 :
L’application de l’algorithme du simplexe pour la résolution du problème original, en commençant
par la SRB x∗ obtenue dans la première phase, nous donne la SRB optimale suivante pour
le problème original (3) :

x̄ = (
5
3
,

16
27

,0,
1
9
,

25
9
,0)T et z(x̄) =

5
3
.

J̄N = {3,6}, J̄B = {1,2,4,5}.
Remarque 4.1. Dans le cas où ψ(x∗) < w∗, le problème original n’admet pas de
solutions réalisables.

Pour illustrer le cas de la remarque précédente, considérons le problème suivant :

max z(x) = cT x,

s.c. Ax = b, l ≤ x≤ u,
(5)

où

A =

(
1 1 1 0
1 1 0 −1

)
, b =

(
1
5

)
,

c =




2
−3
0
0


 , l =




1
1
0
0


 , u =




2
2
+∞
+∞


 , x =




x1
x2
x3
x4


 ∈ R4.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 227



Nouvelle technique d’initialisation sans variables artificielles

Phase 1 :
Soit JB = {3,4} une base du problème (5). Pour x0

N = lN =(1,1)T , on aura x0
B =(−1,−3)T .

Remarquons que x0 n’est pas une solution réalisable pour le problème (5) car x0
3 < l3 = 0

et x0
4 < l4 = 0.

Formons le problème auxiliaire suivant :

maxψ(x) = ĉT x,

s.c. Ax = b, l̂ ≤ x≤ û,
(6)

où

ĉ =




0
0
1
1


 , l̂ =




1
1
−∞
−∞


 , û =




2
2
0
0


 .

L’application de l’algorithme du simplexe montre que la SRB x0 = (1,1,−1,−3)T , avec
ψ(x0) =−4 et JB = {3,4}, est optimale pour le problème auxiliaire (6). Mais

ψ(x0) =−4 < w∗ = ∑
x0

j<l j , j∈JB

l j− ∑
x0

j>u j , j∈JB

u j = 0.

Par conséquent, le problème original (5) n’admet pas de solutions réalisables.

5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle technique d’initialisation de l’algo-

rithme du simplexe pour la résolution des problèmes de programmation linéaire. Cette méthode
permet de trouver une SRB initiale sans introduire de variables artificielles au problème ori-
ginal. Ainsi, le problème auxiliaire formé a la même dimension que celle du problème ori-
ginal, donc cela nous évite des efforts supplémentaires de calcul pour le traitement des
variables artificielles, notamment lorsque celles-ci demeurent dans la solution de base opti-
male du problème auxiliaire. Dans le futur, nous allons tester la méthode proposée sur des
problèmes-test de la librairie NETLIB et la comparer avec les différentes techniques d’initia-
lisation existantes.
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Résumé Ce travail est principalement consacré à trouver le minimum d’un problème de pro-
grammation quadratique convexe à variables bornées (PQCVB). Ainsi, nous proposons de
ne pas calculer forcément l’inverse du hessien réduit dans l’implémentation de l’algorithme
de la méthode adaptée à direction hybride pour la résolution des PQCVBs, et ce, afin de
réduire le temps d’exécution de ce dernier. Afin de prouver l’efficacité de notre algorithme,
une comparaison numérique entre les deux algorithmes a été réalisée, implémentée en
Matlab.

Mots clés : algorithme à direction hybride, gradient réduit,comparaison numérique.

1 Introduction
La programmation quadratique est l’une des approches importantes en optimisation,

dû à sa formulation adaptéée aux problèmes pratiques si bien que ses applications sont
extrêmement larges.

Dans ce travail, nous nous intééressons à améliorer en temps d’exécution la méthode
adaptéée à direction hybride proposée par Bibi et al dans [3]. L’idée est de ne pas calculer
forcément l’inverse du hessien réduit dans l’implémentation de l’algorithme tant que le pas
maximum sur les bornes améliore la fonction objectif. Ainsi, nous évitons de calculer le pas
de relaxation, tout en assurant une amélioration de cette dernière.

Ce travail est organisé comme suit : dans la section 2, nous présentons notre problème
avec le critère d’optimalité, puis nous donnons son algorithme de résolution et présentons
les résultats de la simulation dans la section 3, et nous terminons par une conclusion et des
perspectives dans la dernière section.
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2 Position du problème et critère d’optimalité
Le problème de programmation quadratique convexe à variables bornées (PQCVB) se

présente sous la forme standard suivante :

minF(x) =
1
2

xT Dx+ cT x, (1)

Ax = b, (2)

l ≤ x≤ u, (3)

où D = (di j,1≤ i, j ≤ n) est une matrice non-nulle, carrée d’ordre n, supposée symétrique
et semi-définie positive, i.e., DT = D≥ 0 ;

c,l,u et x sont des n-vecteurs,

et A = (ai j,1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n) est une matrice de dimension m×n
avec rang(A) = m < n.

Soient les ensembles d’indices : I = {1,2, . . . ,m} et J = {1,2, . . . ,n}, où J est parti-
tionné comme suit : J = JB∪ JN , JB∩ JN = /0, et |JB|= m. On a alors :

• x =
(

xB
xN

)
, xB = x(JB) = (x j, j ∈ JB), xN = x(JN) ; c =

(
cB
cN

)
;

• A = (a j, j ∈ J), a j =




a1 j
a2 j

...
am j


, avec A = (AB|AN), AB = (I,JB) = (a j, j ∈ JB),

AN = (I,JN).

• L’ensemble JB est appelé support des contraintes si det(A(I,JB)) 6= 0.

Soit {x,JB} une Solution Réalisable de Support (SRS) du problème (1)-(3) Considérons
une autre solution réalisable quelconque x̄ = x+θd, où d est une direction et θ le pas le
long de cette direction. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

F(x̄)−F(x)=
1
2
(x+θd)T D(x+θd)+cT (x+θd)− 1

2
xT Dx−cT x= gT (x)θd+

1
2

θ 2dT Dd,
(4)

où g(x) = Dx+ c est le gradient de F au point x, avec gT (x) = (gB,gN). En utilisant le
support JB, cet accroissement peut encore s’écrire[3] :

F(x̄)−F(x) = θET
N dN +

1
2

θ 2dT
N MdN , (5)

où dT = (dB,dN), le vecteur des multiplicateurs et le vecteur des coûts réduits sont respec-
tivement : πT = gT

BA−1
B et ET = gT −πT A = (EB,EN), sachant que ET

N = gT
N−πT AN =

gT
N−gT

BA−1
B AN , avec la matrice M définie comme suit :

M = M(JN ,JN) = ZT DZ, Z = Z(J,JN) =

(
−A−1

B AN
IN

)
, où IN est la matrice d’identité

d’ordre (n−m).
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Soit JS ⊂ JN . L’ensemble JS est appelé support de la fonction objectif si det(MS) =
det(M(JS,JS)) 6= 0. Le couple {x,JP}, avec JP = {JB,JS}, est appelé Solution Réalisable
de Support (SRS) du problème (1)-(3).
La SRS {x,JP} est dite accordée si ES = E(JS) = 0.

Théorème 2.1. [6, 7] Soit {x,JP} une SRS accordée du problème (1)-(3), alors les
relations :





E j ≥ 0, pour x j = l j,

E j ≤ 0, pour x j = u j,

E j = 0, pour l j < x j < u j, j ∈ JNN = JN\JS,

(6)

sont suffisantes, et dans le cas de la non-dégénérescence de la SRS {x,JB} aussi néces-
saires pour l’optimalité de la solution réalisable x.

Soit {x,JP} une SRS accordée et

α =‖D‖∞ = max
1≤i≤n

n

∑
j=1
| di j |6= 0 (7)

Définissons les ensembles suivants :

J+NN =
{

j ∈ JNN : E j > α (x j− l j)
}

; J−NN =
{

j ∈ JNN : E j < α (x j−u j)
}

;

JP
NN =

{
j ∈ JNN : α (x j−u j)≤ E j ≤ α (x j− l j)

}
; JP0

NN =
{

j ∈ JNN : E j = 0
}

;

JP+

NN =
{

j ∈ JNN : 0 < E j ≤ α (x j− l j)
}

et JP−
NN =

{
j ∈ JNN : α (x j−u j)≤ E j < 0

}
.

(8)
Nous appelons estimation d’optimalié, la quantité β (x,JP,α) définie par :

β (x,JP,α) = ∑
j∈J+NN

E j (x j− l j) + ∑
j∈J−NN

E j (x j−u j) +
1
α ∑

j∈JP
NN

E2
j . (9)

Si β (x,JP,α)≤ ε (ε arbitraire positif choisi à l’avance), alors l’algorithme s’arrête, sinon
on construit une nouvelle SRS {x̄, J̄B}, avec x̄ = x+θd.

Considérons une direction admissible

d =

(
dB
dN

)
=

(
−A−1

B AN
IN

)
dN = ZdN ,

et la métrique suivante l j− x j ≤ d j ≤ u j− x j, j ∈ JNN . Ainsi, la direction admissible d =
(d j, j ∈ J) se calcule comme suit :

d j =





l j− x j, si j ∈ J+NN ;
u j− x j, si j ∈ J−NN ;

−E j
α , si j ∈ JP

NN ;

dS =−M−1
S M (JS,JNN)d (JNN) ;

dB =−A−1
B ANdN .

(10)
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Cette direction est une direction de descente car F(x̄)−F(x)≤ 0[3].
Le pas θ = θ 0 le long de la direction (10), sous la contrainte (3), est :

θ 0 = min
{

1,θ j1 ,θ jS

}
, (11)

où

θ j1 = min
j∈JB

θ j, et θ js = min
j∈JS

θ j, avec θ j =





u j−x j
d j

, si d j > 0 ;
l j−x j

d j
, si d j < 0 ;

∞, si d j = 0.

(12)

Si F(x̄)− F(x) ≤ 0, alors nous calculons la nouvelle estimation d’optimalité que nous
définirons par la suite ; sinon nous calculons θF comme suit :

θF = σ j∗ = min{σ j, j ∈ JNN}, avec σ j =

{
−E j

δ j
, si E jδ j < 0 ;

∞, sinon,
(13)

avec δN = (δ j, j ∈ JN) = MdN . Ainsi, on obtient une nouvelle SRS x̄ = x+ θ 0d, avec
θ 0 = θF = σ j∗, telle que F(x̄)≤ F(x). Puis, on définit les nouveaux ensembles





J̄+NN =
{

j ∈ JNN : Ē j > α (x̄ j− l j)
}

;
J̄−NN =

{
j ∈ JNN : Ē j < α (x̄ j−u j)

}

J̄P
NN =

{
j ∈ JNN : α (x̄ j−u j)≤ Ē j ≤ α (x̄ j− l j)

} (14)

Si β (x̄,JP,α) ≤ ε , alors l’algorithme s’arrête, sinon on change de support tel que
présenté dans l’algorithme.

Schéma de l’algorithme amélioré de la méthode adaptée à direction hybride Initialisa-
tion : ε , x, JB, JN , JS = /0 ;

1. Calculer les vecteurs : g(x) = Dx+ c, πT = gT
BA−1

B et ET
N = gT

N−πT AN ;

2. Déterminer α =‖D‖∞ et les ensembles d’indices J+NN , J−NN , JP+
NN , JP−

NN et JP0
NN par (8) ;

3. Calculer β (x,JP,α) par (9) ;
si β ≤ ε alors l’algorithme s’arrête ;
sinon aller à l’étape 4 ;

4. Calculer d par (10) ;

5. Calculer le pas θ 0 = min{1,θ j1 ,θ jS} en s’appuyant sur (12) ;

6. Calculer x̄ = x+θ 0d et F(x̄)

si F(x̄)≤ F(x) alors
Calculer ĒT

N et β (x̄,JP,α) ;
si β̄ ≤ ε alors l’algorithme s’arrête ;
sinon aller à l’étape 9 ;

sinon aller à l’étape 7 ;

7. Calculer les matrices : Z =

(
−A−1

B AN
In−m

)
et M = ZT DZ; et le vecteur

δN = MdN , θF = σ j∗ par (13) et θ 0 = θF ;
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8. Calculer x̄, F(x̄), ĒN et β (x̄,JP,α),
si β̄ ≤ ε alors l’algorithme s’arrête ;
sinon poser J̄B = JB, et J̄S = JS∪{ jS} et aller à l’étape 10 ;

9. Changement de support

• θ 0 = 1 et JP+

NN = JP−
NN = /0, alors x0 = x̄ = x+d est une solution optimale pour le

problème (1)-(3) ;

• Si θ 0 = 1 et JP+

NN ∪ JP−
NN 6= /0, alors on traite le problème par la méthode adaptée

([8, 4]), en commençant par la SRS {x̄,JP} ;

• Si θ 0 = θ j1 , alors

·· Calculer XT = (x j1 j, j ∈ JN) =−eT
j1A−1

B AN ,

·· Si ∃ j0 ∈ JS tel que x j1 j0 6= 0, alors J̄B = (JB \{ j1})∪{ j0},
et J̄S = JS \{ j0}.

·· Sinon, poser J̄B = (JB \{ j1})∪{ j0} et J̄S = JS tel que | x j1 j0 |=
max{| x j1 j |, j ∈ JNN}.

• Si θ 0 = θ jS , alors poser J̄B = JB, et J̄S = JS \{ jS} ;

10. Poser x = x̄, JB = J̄B, JS = J̄S, JP = J̄P et aller à l’étape 1.

3 Résultats numériques
Dans cette section, nous présentons une comparaison numérique entre l’approche que

nous avons proposée (MADHF) et la méthode adaptée à direction hybride proposée dans
[3](MADH). Nous avons réalisé une implémentation de ces deux algorithmes sous Matlab
(R2022a) sous Windows 7 de RAM 4GB.

Nous avons généré un ensemble de problèmes de programmation quadratique à va-
riables bornées

{
minF(x) =

1
2

xT Dx+ cT x, s.c. Ax = b, l ≤ x≤ u
}
, (15)

où

• D est une n×n-matrice, symétrique et semi-définie positive, avec D = GT G, G ∈ Rn×n

générée aléatoirement uniformément sur l’intervalle [0,1] ;

• A est une m×n- matrice générée aléatoirement et uniformément sur l’intervalle [-10,10] ;

• c et l sont des n-vecteurs générés aléatoirement et uniformément sur l’intervalle [-10,10] ;

• u = l + 5h, avec h un n-vecteur généré aléatoirement et uniformément sur l’intervalle
[0,10] ;

• x0 = 1
2 (l +u) est une solution réalisable initiale et b := Ax0.

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau suivant :
D’après les résultats obtenus dans le tableau ci-dessus, on remarque qe notre approche

montre une efficacité importante dans le temps d’exécution. Cependant, le nombre d’itérations
est légèrement supérieur à celui de la MADH, et ce, pour la simple raison que le pas de re-
laxation maximale n’est pas calculé à chaque itération.
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MADH MADHF
Problème m n Niters CPU Niters CPU

1 40 80 12.9091 0.4892 13.5714 0.2541
2 50 100 16.4545 0.4923 16.4762 0.1486
3 100 200 17.1818 0.5761 18.7619 0.3121
4 250 500 23.6364 4.0617 24.0476 2.3248
5 500 1000 41.2727 53.7042 41.9524 24.8919

TABLE 1 – Le nombre d’itérations Niters avec le temps d’exécution CPU dans la réso-
lution des problèmes générés.

4 Conclusion
Dans notre travail, nous avons amélioré la méthode adaptée à direction hybride proposée

dans [3], où nous avons évité, lorsque cela est possible, de calculer l’inverse du hessien
réduit, ce qui a donné une amélioration dans le temps d’exécution dans l’implémentation de
l’algorithme.
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Résumé Dans cet article, nous présentons une nouvelle technique de réduction des va-
riables pour les problèmes généraux de programmation linéaire en {0,1}. Cette technique
permet de fixer à zéro où à un, certaines variables de la solution optimale du problème
posé.

Mots clés : Programmation linéaire en nombres binaires ; Procédure de presolving.

1 Introduction
Les techniques de réduction des variables ont été intensivement étudiées lors de la

résolution de problèmes d’optimisation NP-difficiles de grande taille. En 1994, Babayev et
Mardanov ont présenté une nouvelle méthode basée sur la comparaison de paires de co-
lonnes de la matrice des contraintes [1]. En 1997, Zhu et Broughan ont dérivé une condi-
tion nécessaire et suffisante pour l’identification des variables réduites dans la matrice d’un
problème général de programmation linéaire en nombres entiers [10, 9]. Cependant, la plu-
part de ces techniques ne sont appliquées qu’aux problèmes d’optimisation linéaire, avec
des variables de décision non négatives, ce qui fait que les auteurs n’ont la possibilité de
fixer une variable qu’à zéro [3, 4, 6, 8]. En 2007, Hua a proposé une nouvelle technique de
réduction des variables pour les programmes quadratiques entiers convexes [5]. tandis que
Zhou l’a fait pour les problèmes généraux de programmation quadratique en nombres entiers
[7].

Dans cet article, une nouvelle technique de réduction de variables est proposée pour un
problème général (P) de programmation linéaire en nombres entiers binaires, ce qui permet
de fixer certaines variables de (P) à zéro ou un, sans sacrifier l’optimalité. Nous présentons
certaines conditions pour qu’une variable puisse être supprimée de (P). En comparant les
données du problème, sous certaines conditions, certaines variables peuvent être fixées à
zéro ou un.
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2 Présentation du problème et définitions
Nous considérons le problème de programmation linéaire (P) avec des variables binaires

sous la forme suivante :

(P)





max z(x) = cT x
Ax≤ b,
0≤ x≤ 1, x ∈ Zn,

(1)

où

A = A(I,J) = (ai j, i ∈ I, j ∈ J) ∈ Rm×n, I = {1,2, . . . ,m}, J = {1,2, . . . ,n},

c =
(
c1 , . . . , cn

)T ∈ Rn, b =
(
b1 , . . . , bm

)T ∈ Rm.

Soit X le domaine réalisable de (P) : X = {x ∈ Zn : Ax≤ b , x = 0∨1}.
Si nous fixons une certaine variable du problème (P), en général la solution optimale et

la valeur optimale changeront. Cependant, si la valeur optimale du problème avec la variable
fixée est égale à la valeur optimale du problème original, alors nous devrions seulement
considérer le nouveau problème avec une dimension inférieure, et ce, après avoir attribué la
valeur optimale de la variable fixée au problème (P).

Soit (Pr) le nouveau problème obtenu après avoir fixé la variable xr = x̃r, avec x̃r = 0∨1
dans (P) :

(Pr)





max zr(y) = dT y+ cr x̃r
By≤ b̃,
0≤ y≤ 1, y ∈ Zn−1,

(2)

où
B = A(I,Jr) ∈ Rm×(n−1), Jr = J\{r},

d =
(
c1 , . . . , cr−1 , cr+1 , . . . , cn

)T ∈ Rn−1, b̃i = bi−air x̃r, ∀i ∈ I.

Soit Y le domaine réalisable de (Pr) : Y = {y ∈ Zn−1 : By≤ b̃ , y = 0∨1} .

Définition 2.1. Soient x∗ (respectivement y∗) la solution optimale de (P) (respecti-
vement (Pr)) et z(x∗) (respectivement zr(y∗)) la valeur optimale correspondante. Si
zr(y∗) = z(x∗), alors on peut fixer la variable xr à x̃r et la variable x∗r = x̃r est optimale
dans (P). La variable entière xr est alors appelée une variable dominée.

Lemma 2.1. Dans (P), s’il existe k ∈ I et r ∈ J satisfaisant

ak j > 0, ∀ j ∈ J, (3)
akr > bk, (4)

alors x∗r = 0 est une variable dominée.

Preuve. On suppose que x∗ est une solution optimale avec x∗r = 1, alors pour i = k, on
aura :

∑
j∈J

ak jx∗j ≤ bk ⇒ akrx∗r ≤ bk ⇒ akr ≤ bk,

car x∗r = 1. Cette dernière inégalité contredit l’hypothèse akr > bk. Par conséquent, il
n’existe pas de solution optimale avec x∗r = 1, donc la variable x∗r = 0 est dominée.
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Lemma 2.2. Dans (P), s’il existe r ∈ J satisfaisant

ar ≥ 0 et cr ≤ 0, (5)

où ar = (air, i ∈ I) est un vecteur colonne de A, alors x∗r = 0 est une variable dominée.

Preuve. Supposons que le vecteur x̄ est une solution réalisable de (P) avec x̄r = 1, et
soit x̂ tel que {

x̂ j = x̄ j, ∀ j ∈ Jr,

x̂r = 0.

On a alors pour tout i ∈ I :

∑
j∈J

ai j x̂ j = ∑
j∈Jr

ai j x̂ j +air x̂r

≤ ∑
j∈Jr

ai j x̄ j +air x̄r = ∑
j∈J

ai j x̄ j

≤ bi,

alors x̂ satisfait les contraintes de (P). De plus, nous avons :

z(x̂) = ∑
j∈J

c j x̂ j = ∑
j∈Jr

c j x̂ j + cr x̂r

≥ ∑
j∈Jr

c j x̄ j + cr x̄r = ∑
j∈J

c j x̄ j = z(x̄),

c’est-à-dire que la nouvelle solution x̂ est meilleure ou aussi bonne que x̄. Par consé-
quent, la variable x∗r = 0 est dominée.

Théorème 2.1. Dans le problème de programmation linéaire en nombres binaires (P),
la variable xr, r ∈ J, est fixée à 1 si :





max
j∈J
{c j}= cr ≥ 0,

et
min
j∈J
{ai j}= air, avec air ≤ bi, ∀i ∈ I.

(6)

Preuve. Supposons que le vecteur x̄ est une solution réalisable de (P) avec x̄r = 0 et
x̄q = 1 ; q ∈ Jr est un indice arbitraire, et soit x̂ tel que :





x̂ j = x̄ j, ∀ j ∈ J\{r,q},
x̂r = 1,
x̂q = 0,

d’après 6, on a :

∑
j∈J

ai j x̂ j = ∑
j∈J\{r,q}

ai j x̂ j +air x̂r +aiqx̂q

≤ ∑
j∈J\{r,q}

ai j x̄ j +aiqx̄q +air x̄r = ∑
j∈J

ai j x̄ j

≤ bi, ∀i ∈ I,
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donc x̂ vérifie les contraintes de (P). En outre, on déduit que :

z(x̂) = ∑
j∈J

c j x̂ j = ∑
j∈J\{r,q}

c j x̂ j + cr x̂r + cqx̂q

≥ ∑
j∈J\{r,q}

c j x̄ j + cqx̄q + cr x̄r = ∑
j∈J

c j x̄ j = z(x̄),

c’est-à-dire que la nouvelle solution x̂ est meilleure ou aussi bonne que x̄. Ainsi, la
variable x∗r = 1 est dominée.

Théorème 2.2. Soit r1,r2 ∈ J avec cr1 ≥ 0,cr2 ≥ 0 et tels que :

ar1 +ar2 ≤ 0. (7)

Alors x∗r1
= 1, x∗r2

= 1 sont deux variables dominées.

Preuve. Supposons que le vecteur x̄ est une solution réalisable de (P) avec x̄r1 =
0, x̄r2 = 0, et soit x̂, avec :





x̂ j = x̄ j, j ∈ J\{r1,r2},
x̂r1 = 1,
x̂r2 = 1.

On a alors :

∑
j∈J

ai j x̂ j = ∑
j∈J\{r1,r2}

ai j x̂ j +air1 x̂r1 +air2 x̂r2 = ∑
j∈J\{r1,r2}

ai j x̂ j +air1 +air2︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ ∑
j∈J\{r1,r2}

ai j x̄ j +air1 x̄r1 +air2 x̄r2 = ∑
j∈J

ai j x̄ j

≤ bi, ∀i ∈ I,

d’où x̂ satisfait les contraintes de (P). De plus, on déduit que :

z(x̂) = ∑
j∈J

c j x̂ j = ∑
j∈J\{r1,r2}

c j x̂ j + cr1 x̂r1 + cr2 x̂r2

≥ ∑
j∈J\{r1,r2}

c j x̄ j + cr1 x̄r1 + cr2 x̄r2 = ∑
j∈J

c j x̄ j = z(x̄),

c’est-à-dire que la nouvelle solution x̂ est meilleure ou aussi bonne que x̄. Par consé-
quent, les variables x∗r1

= 1, x∗r2
= 1 sont dominées.

Corollaire 2.1. Dans le problème de programmation linéaire en nombres binaires (P),
la variable xr, r ∈ J, est fixée à 1 si :

ar ≤ 0 et cr ≥ 0.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

239



M. Rezzag et al.

Preuve. Supposons que le vecteur x̄ soit une solution réalisable de (P) avec x̄r = 0, et
soit x̂, avec : {

x̂ j = x̄ j, j ∈ Jr,

x̂r = 1.

On a alors :

∑
j∈J

ai j x̂ j = ∑
j∈Jr

ai j x̂ j +air x̂r

≤ ∑
j∈Jr

ai j x̄ j +air x̄r = ∑
j∈J

ai j x̄ j

≤ bi, ∀i ∈ I,

d’où x̂ satisfait les contraintes de (P). De plus, on déduit que :

z(x̂) = ∑
j∈J

c j x̂ j = ∑
j∈Jr

c j x̂ j + cr x̂r

≥ ∑
j∈Jr

c j x̄ j + cr x̄r = ∑
j∈J

c j x̄ j = z(x̄),

c’est-à-dire que la nouvelle solution x̂ est meilleure ou aussi bonne que x̄.Ainsi, si x̄ est
optimale, alors il existe toujours une solution optimale telle que x∗r = 1. Par conséquent,
la variable x∗r = 1 est dominée.

3 Exemple numérique
On considère le problème suivant :

(P)





max z(x) =−9x1 +15x2 +18x3 +3x4 +13x5 +12x6−2x7 +7x8
6x1 + 4x2 − 4x3 + 9x4 + 5x5 − 7x6 + 6x7 + 9x8 ≤ 24,
8x1 − 2x2 − x3 + 7x4 + x6 + 9x7 + 9x8 ≤ 12,
−x1 + 5x2 − 2x3 + 9x4 − 3x5 − 8x6 + 3x7 + x8 ≤ 32,
0≤ x1 ≤ 1 , 0≤ x2 ≤ 1 , 0≤ x3 ≤ 1 , 0≤ x4 ≤ 1 , 0≤ x5 ≤ 1 ,
0≤ x6 ≤ 1 , 0≤ x7 ≤ 1 , 0≤ x8 ≤ 1 , x ∈ Z8.

La solution optimale du problème (P) dans R8 est x̃ = (0 , 1 , 1 ,
5
7
, 1 , 1 , 0 , 1)T ,

avec z(x̃) =
470
7

.

• Pour r = 7, on a :

a17 = 6≥ 0 , a27 = 9≥ 0 , a37 = 3≥ 0 et c7 =−2≤ 0,

d’après le lemme 2.2, la variable x∗7 = 0. Le nouveau vecteur b s’écrit alors :

b̃1 := 24 , b̃2 := 12 , b̃3 := 32.
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• Pour r = 3

a13 =−4≤ 0 , a23 =−1≤ 0 , a33 =−2≤ 0 et c3 = 18≥ 0,

d’après le corollaire 2.1, la variable x∗3 = 1. Dans ce cas, on obtient :

b̃1 := 24−a13 = 28 , b̃2 := 12−a23 = 13 , b̃3 := 32−a33 = 34.

• Pour r1 = 2, r2 = 6

c2 = 15≥ 0 et c6 = 12≥ 0,
a12 +a16 =−3≤ 0,
a22 +a26 =−1≤ 0,
a32 +a36 =−3≤ 0,

d’après le théorème 2.2, x∗2 = 1, x∗6 = 1. Le vecteur b sera :

b̃1 := 28−a12−a16 = 31 , b̃2 := 13−a22−a26 = 14 , b̃3 := 34−a32−a36 = 37.

• Pour r = 5, on applique le théorème 2.1 pour le problème réduit, avec J̃ = {1,4,5,8}.
On a donc :

max{c1 ; c4 ; c5 ; c8}= c5 = 13≥ 0,
min{a11 ; a14 ; a15 ; a18}= a15 = 5≤ b̃1 = 31,
min{a21 ; a24 ; a25 ; a28}= a25 = 0≤ b̃2 = 24,
min{a31 ; a34 ; a35 ; a38}= a35 =−3≤ b̃3 = 37.

Par conséquent, x∗5 = 1. Alors, on obtient :

b̃1 := 31−a15 = 26 , b̃2 := 14−a25 = 14 , b̃3 := 37−a15 = 40.

On pose y1 = x1, y2 = x4 et y3 = x8 avec c2x∗2+c3x∗3+c5x∗5+c6x∗6 = 58, alors le nouveau
problème s’écrit comme suit :

(Pr)





max zr(y) =−9y1 +3y2 +7y3 +58
6y1 + 9y2 + 9y3 ≤ 26,
8y1 + 7y2 + 9y3 ≤ 14,
−y1 + 9y2 + y3 ≤ 40,
0≤ y1 ≤ 1 , 0≤ y2 ≤ 1 , 0≤ y3 ≤ 1 , y ∈ Z3.

La solution optimale de (Pr) est y∗ = (0 , 0 , 1)T et zr(y∗) = 65.
Donc, la solution optimale du problème original (P) est x∗=(0 , 1 , 1 , 0 , 1 , 1 , 0 , 1)T ,

avec z(x∗) = zr(y∗) = 65.
Après avoir implémenté les deux problèmes ci-dessus sous MATLAB R2018b, on a ob-

tenu la même solution optimale.
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4 Conclusion
Alors que certains auteurs [1, 3, 4, 5, 6, 7, 9] ont proposé des techniques de réduction de

variables à zéro uniquement, dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle technique de
réduction des variables pour les problèmes généraux de programmation linéaire en nombres
binaires (P), selon laquelle certaines variables de (P) peuvent être fixées à zéro ou un, sans
sacrifier l’optimalité. Dans notre prochain travail, nous intégrerons cette procédure de presol-
ving dans l’algorithme de résolution d’un problème de programmation linéaire en nombres
entiers [2]. De plus, nous appliquerons cette technique pour des problèmes de programma-
tion quadratique convexe et non convexe.
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[4] K. Dudziński. A note on dominance relation in unbounded knapsack problems. Opera-
tions Research Letters, 10(7) :417–419, 1991.

[5] Z.S. Hua, B. Zhang, X.Y. Xu. A new variable reduction technique for convex integer
quadratic programs. Applied Mathematical Modelling, 32(2) :224–231, 2008.

[6] H.P. Williams. The elimination of integer variables. Journal of the Operational Research
Society. 43(5) :387–393, 1992.

[7] M. Zhou and W. Chen. Reducing the number of variables in integer quadratic program-
ming problem. Applied mathematical modelling, 34(2) :424–436, 2010.

[8] N. Zhu. On the relationship between the knapsack problem and the group knapsack pro-
blem. Institute of Statistics and Operations Research, Victoria University of Wellington,
1993.

[9] N. Zhu, K. Broughan. A note on reducing the number of variables in integer program-
ming problems. Computational Optimization and Applications, 8(3) :263–272, 1997.

[10] N. Zhu, K. Broughan. On dominated terms in the general knapsack problem. Operations
Research Letters, 21(8) :31–37, 1997.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 242



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Méthode directe de support pour l’optimisation
paramétrique du modèle Moyenne-Variance

Souhaib Boudjelda ∗1 and Belkacem Brahmi2

1Unité de Recherche LaMOS, Faculté des Sciences Exactes, Université de Bejaia, 06000 Bejaia, Algérie,
souhaib.boudjelda@univ-bejaia.dz

2Unité de Recherche LaMOS, Département de Recherche Opérationnelle, Université de Bejaia, 06000
Bejaia, Algérie,

belkacem.brahmi@univ-bejaia.dz

Résumé Dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode paramétrique pour
résoudre le problème de gestion de portefeuille Moyenne-Variance de Markowitz sous
contraintes générales. L’algorithme proposé permet de déterminer itérativement tous les
points pivots associés aux portefeuilles de coins du problème et tracer entièrement la
frontière efficiente.

Mots clés : Modèle de Markowitz ; Programmation Quadratique Paramétrique ; Frontière Ef-
ficiente ; Méthode Directe de Support

1 Introduction
La théorie moderne du portefeuille a été introduite par Harry Markowitz dans son modèle

Moyenne-variance (MV) [1]. Dans ses travaux [1, 2], Markowitz a formulé et défini un pro-
cessus de sélection d’actifs de façon à minimiser le risque d’un portefeuille mesuré par la
variance et à maximiser son rendement qui est mesuré par l’espérance de ces rendements.
Le modèle moyenne-variance (MV) résultant est un programme quadratique (PQ) convexe
bi-objectifs avec contraintes linéaires. En effet, l’objectif est de déterminer l’ensemble des
portefeuilles efficients qui forment la frontière de Markowitz. Notons que cette frontière est
constitué de la réunion de segments de demi-hyperboles connectés entre eux par des por-
tefeuilles de coins.
La programmation quadratique paramétrique est l’une des approches utilisées pour résoudre
le modèle MV. Cette approche consiste à modéliser le problème avec un paramètre, et puis
le faire varier pour déterminer totalement la frontière efficiente. Dans ce cadre, plusieurs al-
gorithmes paramétriques ont été développés dans la littérature pour résoudre le modèle de
Markowitz [5, 4, 6].
Dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode paramétrique basée sur la méthode
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directe de support (MDS) de Gabasov [3] pour résoudre le problème de gestion de por-
tefeuille MV sous contraintes linéaires générales et l’absence de ventes à découvert. L’al-
gorithme proposé est formé de deux phases dont la première permet de déterminer le
portefeuille de variance minimale (PVM) en utilisant la MDS. La solution optimale obtenue
est utilisée comme point de départ de la seconde phase. La phase 2 permet de calculer
itérativement les autres portefeuilles de coins de la frontière efficiente et ce en calculant les
points pivots associés.
Le reste du papier est structuré comme suit. Dans la seconde section, on présentera le
modèle MV, puis nous présentons les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
La méthode de support proposée pour la résolution du PQ paramétrique (PQP) sera décrite
dans la section 3, suivi d’un exemple d’application. Nous concluons ce travail à la section 4.

2 Présentation du problème
Le modèle classique de Markowitz [1] consiste à minimiser le risque d’un portefeuille et

à maximiser son rendement. L’une des formulations du problème est exprimée par le PQP
suivant [1, 7] :

min{1
2

x′Σx−λ µ ′x | Ax = b,x≥ 0}, (1)

où x∈Rn est appelé portefeuille, représentant les proportions du capital à investir dans les n
titres ; µ est un n-vecteur des rendements des titres ; Σ est une (n×n) matrice de variance-
covariance, supposée symétrique et semi-définie positive ; A est une (m×n) matrice, avec
rang(A) = m < n ; b est un m-vecteur ; λ ∈ [0,∞[ est le paramètre d’aversion au risque.
On note respectivement les indices des ensembles des contraintes et des variables de
décision par : I = {1,2, . . . ,m} et J = {1,2, . . . ,n}, tels que J = JB∪ JN et JB∩ JN = /0.
Pour décrire les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker du problème (1), considérons
sa fonction de Lagrange associée :

L(x,y,ν) =
1
2

x′Σx−λ µ ′x+ y′(Ax−b)−ν ′x,

où y ∈ Rm et ν ∈ Rn sont respectivement les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes d’égalité et d’inégalité. Comme la matrice de variance-covariance Σ est semi-
définie positive, donc le problème (1) est un PQP-convexe et par conséquent les conditions
d’optimalité de KKT de premier ordre sont à la fois nécessaires et suffisantes :

∂L
∂x

= Σx−λ µ +A′y−ν = 0, (2a)

∂L
∂y

= Ax−b = 0, (2b)

ν
′
x = 0, x> 0, ν > 0. (2c)

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

244



S. Boudjelda et al.

3 Approche de résolution
La résolution du PQP (1) se fait en deux phases, dont la première consiste à déterminer

le premier portefeuille pivot de la frontière efficiente. Pour cela, on pose λ = 0 et on résout
le PQ suivant par la MDS :

min{1
2

x′Σx | Ax = b,x≥ 0}, (3)

La solution optimale du problème précèdent sert comme point de départ de la seconde phase
de la MDS proposée. Pour mieux présenter notre approche, définissons la notion de support
du problème (1) comme suit :

Définition 3.1 (Support du problème).
– Un sous-ensemble d’indices non vide JB ⊂ J, tel que | JB |≥ m, est appelé sup-

port du problème (1) si et seulement si la sous-matrice σB = Σ(JB,JB) est non
singulière et les colonnes de la sous-matrice AB = A(I,JB) sont linéairement in-
dépendantes. Notons par JN = J \ JB l’ensemble des indices hors base de x.

– La paire {x,JB} formée par la solution réalisable x et le support JB est appelée
solution réalisable de support (SRS). Elle est dite non dégénérée si x j > 0,∀ j ∈
JB.

Suivant la partition de l’ensemble des indices J = JB ∪ JN , les différents vecteurs et
matrices se décomposent comme suit :

x =
(

xB
xN

)
; xB = x(JB) = (x j, j ∈ JB), xN = x(JN) = (x j, j ∈ JN).

Σ =

(
σB σBN

σ ′BN σN

)
; σB = Σ(JB,JB),σBN = Σ(JB,JN) = σ ′NB, σN = Σ(JN ,JN).

µ =

(
µB
µN

)
; µB = µ(JB), µN = µ(JN) ; A = (AB | AN), AB = A(I,JB), AN = A(I,JN).

Selon les conditions d’optimalité de KKT (2a) et si on considère seulement les solutions
basiques x = (xB,xN)

′, avec xN = 0, nous définissons le vecteur des coûts réduits : ν =
E = (EB,EN)

′ = Σx−λ µ +A′y, avec :
{

EB = σBxB−λ µB +A′By,
EN = σNBxB−λ µN +A′Ny.

Les conditions d’optimalité de KKT (2) sont reformulées dans le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit {x,JB} une SRS du PQP (1). Les relations suivantes :
{

E j(λ )≥ 0 si x j(λ ) = 0,
E j(λ ) = 0 si x j(λ )≥ 0, ∀ j ∈ JN ,

(4)

sont suffisantes pour l’optimalité du point x et sont aussi nécessaires si la SRS {x,JB}
est non dégénérée.

La procédure paramétrique proposée dans ce travail consiste à résoudre le système KKT
(2) pour tout λ , λ k ≤ λ ≤ λ k+1, avec λ k est le point pivot associé au portefeuille de coin
à l’itération k. Les formules explicites de la solution optimale et les multiplicateurs associés
sont données dans le théorème 3.2.
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Théorème 3.2. Pour tout λ k ≤ λ ≤ λ k+1;k = 0,1,2, · · · , la solution optimale du sys-
tème de KKT (2) xk(λ ), le vecteur des potentiels yk(λ ) et le vecteur des coûts réduits
Ek

N(λ ) sont des fonctions linéaires dépendant du paramètre λ , tels que :

yk(λ ) = αk
1 +λαk

2 , xk
B(λ ) = γk

1 +λγk
2 et Ek

N(λ ) = β k
1 +λβ k

2 ,

où :

αk
1 =−(ABσ−1

B A′B)
−1b, αk

2 = (ABσ−1
B A′B)

−1(ABσ−1
B µB).

γk
1 =−σ−1

B A′Bαk
1 , γk

2 = σ−1
B (µB−A′Bαk

2).

β k
1 = σNBγk

1 +A′Nαk
1 , β k

2 = σNBγk
2 +A′Nαk

2 −µN .

Preuve. Voir [7].

3.1 Rendement espéré et risque associé du portefeuille
Pour chaque portefeuille de coin xk(λ ), son rendement espéré µk

p(λ ) = µ ′xk(λ ) et son

risque associé σ k
p(λ ) = xk′(λ )Σxk(λ ).

Notons que les portefeuilles pivots xk(λ ) et xk+1(λ ) représentent les extrémités du segment
de la frontière efficiente sur l’intervalle [λ k,λ k+1], sont respectivement des fonctions linéaire
et quadratique du paramètre λ :

µk
p(λ ) = tk

1 +λ tk
2 et σ k

p(λ ) = t̃k
1 +λ t̃k

2 +λ 2t̃k
3 , avec :

tk
1 = µ ′Bγk

1 , tk
2 = µ ′Bγk

1 ,

t̃k
1 = γk′

1 σBγk
1 , t̃k

2 = 2γk′
1 σBγk

2 et t̃k
3 = γk′

2 σBγk
2 ,

3.2 Détermination du nouveau point pivot
Le nouveau point pivot λ k+1 est déterminé comme suit : λ k+1 = min{λ k

j0 ,λ
k
j1}, où λ k

j0
est la plus grande valeur de λ pour laquelle xk

B(λ ) reste réalisable :

λ k
j0 = min

j∈Jk
B

{λ k
j };λ k

j =





−γk
1 j

γk
2 j

, Si γk
1 jγ

k
2 j < 0 et λ k

j > λ k;

∞, Sinon.

(5)

Le pas λ k
j1 est la plus grande valeur de λ pour lequel Ek

N(λ ) reste non-négatif (Ek
N ≥ 0) :

λ k
j1 = min{λ k

j };λ k
j =





−β k
1 j

β k
2 j

, Si β k
1 jβ

k
2 j < 0 et λ k

j > λ k;

∞, Sinon.

(6)
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3.3 Changement du support
Si λ k+1 = ∞, alors on arrête l’algorithme et par conséquent la frontière efficiente est

complètement déterminée. Sinon, on change le support de la façon suivante :
• Si λ k+1 = λ k

j0 , alors on pose : Jk+1
B ← Jk

B \ j0,Jk+1
N ← Jk

N ∪ j0.
• Si λ k+1 = λ k

j1 , alors on pose : Jk+1
B ← Jk

B∪ j1,Jk+1
N ← Jk

N \ j1.

4 Exemple numérique
Considérons le PQP suivant : min{ 1

2 x′Σx−λ µ ′x | Ax = b,x ≥ 0}, avec les données
suivantes :

Σ =




0.02 0 0
0 0.04 0.03
0 0.03 0.03


 , µ =




1.1
1.2
1.4


 , A =

(
1 1 1
2 0 3

)
, b =

(
3
5

)
.

On pose k = 0 et λ 0 = 0. On résout le PQP par la MDS. La solution optimale obtenue est
{x0,J0

B}= (1.8478,0.7174,0.4348)′, avec J0
B = {1,3,2}.

Itération 1 :
• Calculons les vecteurs y0, x0

B et E0
N :

y0 = α0
1 +λ 0α0

2 , avec α0
1 =

(
−0.0417
0.0024

)
et α0

2 =

(
1.0478
0.0717

)
.

x0
B = γ0

1 +λ 0γ0
2 , avec γ0

1 =




1.8478
0.7174
0.4348


 ,γ0

2 =



−4.5652
1.5217
3.0435


⇔ x0

B =




1.8478
0.7174
0.4348


 .

Comme J0
N = /0, alors E0

N = /0.
• Détermination du prochain point pivot λ 1 :

λ 0
j0 = min

j∈J0
B

{
λ j =

−γ0
1 j

γ0
2 j

;

}
= min{0.4048,∞,∞};⇔ λ 0

j0 = 0.4048 et j0 = 1.

Comme E0
N = /0, on pose λ 0

j1 = ∞. Alors, λ 1 = min{λ 0
j0 ,λ

0
j1}= 0.4048.

• Changement de support :

J1
B←− J0

B \{ j0}= {3,2},J1
N ←− J0

N ∪{ j0}= {1}.
Itération 2 : • Calculons les vecteurs y1, x1

B et E1
N :

y1 = α1
1 +λ 1α1

2 , avec α1
1 =

(
−0.1033
0.0044

)
et α1

2 =

(
1.2000
0.0667

)
.

x1
B = γ1

1 +λ 1γ1
2 , avec γ1

1 =

(
1.3333
1.6667

)
,γ1

2 =

(
0
0

)
⇔ x1

B =

(
1.3333
1.6667

)
.

E1
N = β 1

1 +λ 1β 1
2 , avec β 1

1 =−0.0944 et β 1
2 = 0.2333.
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• Détermination du point pivot λ 2 :

λ 1
j0 = min

j∈J1
B

{
λ j =

−γ1
1 j

γ1
2 j

;

}
= min{∞,∞};⇔ λ 0

j0 = ∞.

λ 1
j1 = min

j∈J1
N

{
λ j =

−β 1
1 j

β 1
2 j

;

}
= ∞.

Alors λ 2 = min{λ 1
j0 ,λ

1
j1}= ∞.

• Comme λ 2 = +∞, alors on arrête l’algorithme et la frontière efficiente est complètement
déterminée. La figure suivante montre la frontière de Markowitz pour l’exemple.

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

Le risque 2
p

3.5

3.55

3.6

3.65

3.7

3.75

3.8

3.85

3.9

3.95

Le
 r

en
de

m
en

t 
p

La frontière efficiente

  0  (Portefeuille de Variance Minimale)

 1

FIGURE 1 – La frontière efficiente et les portefeuilles de coins associés.

5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons étendu la méthode directe de support pour résoudre le

modèle MV de Markowitz. L’approche proposée est une adaptation de la MDS pour résoudre
le modèle dans sa formulation paramétrique sous contraintes linéaires générales et d’ab-
sence de ventes à découvert. Le processus de résolution est itératif et permet de calculer
tous les portefeuilles de coins et ainsi tracer complètement la frontière efficiente. Comme
perspectives de ce travail, nous essaierons d’effectuer une étude de simulation pour tester
l’efficacité de notre approche par rapport aux méthodes existantes.
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Résumé : Le problème d’ordonnancement de job-shop (JSP : Job-Shop Scheduling Problem) est 

connu comme l'un des problèmes d'ordonnancement les plus difficiles. Il s'agit d'un problème 

pratique très important dans les domaines de la gestion de la production et de l'optimisation 

combinatoire. Un JSP de petite taille peut être résolu par des méthodes exactes mais à partir de 

certaines instances le JSP est classé parmi les problèmes NP-difficiles. Dans une telle situation, le 

recours aux heuristiques et aux métaheuristiques serait d’un grand secours. L’objectif principal de 

cet article est d’adapter la métaheuristique des colonies d’abeilles récemment formulée pour la 

résolution des problèmes d’optimisation continus. Pour notre problème de Job shop qui est de 

nature combinatoire, nous avons proposé une nouvelle version appelée : « Combinatorial Artificial 

Bee Colony» (CABC) algorithm. De plus, pour assurer un bon ajustement de paramètres, une étude 

de sensibilité a été faite. Les résultats obtenus sur certains benchmark pris de la littérature 

confirment l’efficacité de la métaheuristique des colonies d’abeilles. 

Mots-clés : Ordonnancement ; métaheuristique; job-shop; les colonies d’abeilles; benchmark. 

 

 

 

1 Introduction 
Le problème de type job-shop est l’un des problèmes les plus étudiés dans la littérature de 

l’ordonnancement. Son importance théorique ainsi que la modélisation de nombreuses applications 

industrielles sous forme de systèmes de type job-shop le rendent très intéressant. Les systèmes de 

type job-shop sont considérés comme des systèmes fortement combinatoires. Ils sont composés 

d’un ensemble de n jobs, chacun composé d’un ensemble de m_i opérations qui peuvent être 

exécutées sur m machines en respectant certaines contraintes technologiques.  

Un problème d'ordonnancement consiste à affecter des tâches (job) aux ressources (machines) et à 

décider de leur répartition dans le temps, de manière à optimiser un critère ou à trouver un 

compromis entre plusieurs critères. 
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Un problème d’ordonnancement de job-shop (JSP : Job-Shop Scheduling Problem) de petite taille 

peut être résolu par des méthodes exactes qui fournissent des solutions optimales. Mais à partir de 

certaines instances, ces méthodes s’avèrent inefficaces, car le JSP se trouve classé parmi les 

problèmes NP-difficiles [3]. Pour remédier à ce genre de limitations dans la recherche de solutions, 

les chercheurs se sont alors orientés vers l’utilisation de méthodes approchées appelées « 

métaheuristiques ». L’objectif d’une métaheuristique est de trouver une solution acceptable en un 

temps de calcul assez raisonnable. Durant ces cinq dernières décennies, plusieurs investigations ont 

été faites sur les méthodes de résolution du JSP, aussi bien sur les méthodes exactes, que sur les 

méthodes approchées et encore même sur les méthodes hybrides. Le papier de Jain et Meerran [4], 

met à notre disposition un bon état de l’art concernant le job-shop. On trouve aussi dans l’article de 

Çalis et al. [7] un autre état de l’art sur tous les travaux récents sur les méthodes basées sur 

l’intelligence artificielle pour l’ordonnancement d’un job-shop. 

Dans nos investigations, nous nous intéressons à une métaheuristique qui s’inspire du 

comportement naturel des colonies d’abeilles. En effet, le comportement intelligent des abeilles 

pour la recherche d'une source de nourriture de bonne qualité dans la nature a été une bonne 

source d’inspiration pour plusieurs chercheurs, entre autres, Karaboga qui a introduit en 2005, une 

nouvelle métaheuristique formulée par l’algorithme ABC (Artificial Bee Colony) [5], [1]. Mais il se 

trouve que cet algorithme a été conçu à l'origine pour résoudre des problèmes d'optimisation de 

nature continue et ne peut pas être utilisé directement pour le cas combinatoire. Ainsi, si l’on veut 

résoudre le problème de JSP qui est de nature combinatoire, certaines modifications doivent être 

apportées à l'algorithme ABC fondamental. Nous avons donc proposé une nouvelle version appelée 

: « Combinatorial Artificial Bee Colony» (CABC) algorithm. A l’instar de toutes les métaheuristiques, 

pour avoir une bonne adaptation de l’algorithme proposée nos avons besoin de faire une étude de 

sensibilité pour ainsi assurer un bon ajustement de paramètres. C’est ce qui fait l’objet de cet 

article. 

Pour le reste de cet article nous allons commencer par donner en section 2, une bonne définition du 

JSP avec toutes les notations nécessaires. La métaheuristique des colonies d’abeilles est introduite 

en section 3 et son adaptation au JSP est présentée dans La section 4. La section 5 est réservée aux 

résultats de l’application de l’algorithme proposé à certains benchmark pour différents paramètres 

de réglage. L’article est finalisé par une conclusion.     

 

2 Problème d’ordonnancement d’un Job Shop [8] (JSP: 

Job-Shop Scheduling Problem) 
Le problème du job-shop consiste à exécuter  un ensemble de n jobs J = {J1, … , Jn} (taches) sur un 

ensemble de m machines M = {M1, … , Mm} (ressources). Le passage d’un job sur une machine est 

appelé opération. À chaque job Ji correspond une gamme opératoire composée d’un ensemble 

ordonné de mi opérations noté  Oi = {Oi1, Oi2, … , Oimi
} pour lesquelles des contraintes de 

précédence sont décrites.  

Oij est la  j-ième opération du i-ième job (Ji). Pour préciser que l’opération Oij  est exécutée sur la k-

ième machine (Mk ), on la note Oij
k . Une opération Oij est associée à un temps de traitement pij 

correspondant à sa durée d’exécution sur la machine. Chaque opération est définie alors par un 

couple 〈machine, durée〉, Oij
k = {(Mk, pij)}.  

Chaque job doit être traité par toutes les machines dans un ordre particulier sous respect des 

contraintes technologiques. Le temps opératoire varie avec chaque job. Une machine ne peut traiter 

qu'une seule opération à la fois. L'ordre de passage par les machines varie également d'un job à un 

autre. Une fois qu'une machine commence à traiter une opération, aucune interruption n’est 

autorisée.  

D’une manière générale, le coût global de production est lié au temps nécessaire pour la fabrication 

des différents produits. En conséquence, l’objectif principal du problème d’ordonnancement de job-
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shop (JSP) consiste à réduire la durée globale de fabrication, appelée « makespan » et notée Cmax. 

Le Cmax représente la date de fin de tous les jobs.   

Mathématiquement parlant, le critère d’optimalité le plus souvent étudié dans le JSP est la 

minimisation du délai total de l’ordonnancement :  

𝐶𝑚𝑎𝑥
∗ = min

ordonnancements
admissibles

(𝐶𝑚𝑎𝑥)                                           (1) 

La résolution d’un problème d’ordonnancement de job-shop (JSP) revient alors à résoudre un 

problème d’optimisation qui a pour solution la liste ordonnée de toutes les opérations 𝑂𝑖𝑗  et ceci 

afin de satisfaire le critère qui minimise le 𝐶𝑚𝑎𝑥 sous respect des contraintes de précédence. La 

difficulté à trouver de bonnes solutions pour le JSP est due au nombre de solutions possibles. Pour 

les problèmes de taille élevée, le nombre élevé de solutions possibles, rendrait l'exploration de tout 

l'espace des solutions presque impossible. Le nombre total de toutes les solutions possibles 

étant(𝑛!)𝑚
. 

Le comportement intelligent des abeilles pour la recherche d'une source de nourriture de bonne 

qualité dans la nature a été une bonne source d’inspiration pour Karaboga qui a introduit en 2005, 

une nouvelle métaheuristique formulée par l’algorithme ABC (Artificial Bee Colony) [5]. Ainsi, pour 

découvrir de bonnes solutions à un problème d'optimisation, l’algorithme ABC repose sur des 

concepts issus de la recherche de nourriture chez les abeilles. Les composantes essentielles de l’ABC 

sont donc établies comme suit :  

- Une source de nourriture : représente une solution possible pour un problème d'optimisation 

- La valeur de la Fitness représente la rentabilité d'une source de nourriture. Pour simplifier, c’est la 

seule valeur que prend la fonction objectif pour une solution possible. 

- Les agents abeilles sont l’ensemble des agents de calcul.  

Les agents de l’algorithme ABC sont classés en trois groupes : les abeilles actives, les abeilles 

spectatrices et les abeilles scoutes. La colonie est également partagée en abeilles actives (50%) et en 

abeilles inactives (spectatrices + scoutes). 

La métaheuristique des colonies d’abeilles est une méthode stochastique, itérative et à population 

de solutions. Chaque solution dans l'espace de recherche consiste en un ensemble de paramètres 

d'optimisation, qui représente une "localisation" de la source de nourriture. Le nombre d'abeilles 

actives est égal au nombre de sources de nourriture, c'est à dire qu'il y aurait une abeille active pour 

chaque source de nourriture. 

Les abeilles actives seront chargées d’explorer leurs sources de nourriture et de partager des 

informations concernant ces sources pour recruter des abeilles spectatrices. À la base de ces 

informations, les abeilles spectatrices prendront une décision pour choisir une source de nourriture. 

La source de nourriture qui a la meilleure qualité aura la plus grande probabilité d'être sélectionné 

par les abeilles spectatrices. Une abeille active dont la source de nourriture est de faible qualité est 

rejetée par les abeilles actives et spectatrices et se transforme en abeille scoute à la recherche 

aléatoire de nouvelles sources de nourriture.  

3 Optimisation par Colonies D'abeilles 
Le comportement intelligent des abeilles pour la recherche d'une source de nourriture de bonne 

qualité dans la nature a été une bonne source d’inspiration pour Karaboga qui a introduit en 2005, 

une nouvelle métaheuristique formulée par l’algorithme ABC (Artificial Bee Colony) [5]. Ainsi, pour 

découvrir de bonnes solutions à un problème d'optimisation, l’algorithme ABC repose sur des 

concepts issus de la recherche de nourriture chez les abeilles. Les composantes essentielles de l’ABC 

sont donc établies comme suit :  
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- Une source de nourriture : représente une solution possible pour un problème d'optimisation 

- La valeur de la Fitness représente la rentabilité d'une source de nourriture. Pour simplifier, c’est la 

seule valeur que prend la fonction objective pour une solution possible. 

- Les agents abeilles sont l’ensemble des agents de calcul.  

Les agents de l’algorithme ABC sont classés en trois groupes : les abeilles actives, les abeilles 

spectatrices et les abeilles scoutes. La colonie est également partagée en abeilles actives (50%) et en 

abeilles inactives (spectatrices + scoutes). 

La métaheuristique des colonies d’abeilles est une méthode stochastique, itérative et à population 

de solutions. Chaque solution dans l'espace de recherche consiste en un ensemble de paramètres 

d'optimisation, qui représente une "localisation" de la source de nourriture. Le nombre d'abeilles 

actives est égal au nombre de sources de nourriture, c'est à dire qu'il y aurait une abeille active pour 

chaque source de nourriture. 

Les abeilles actives seront chargées d’explorer leurs sources de nourriture et de partager des 

informations concernant ces sources pour recruter des abeilles spectatrices. À la base de ces 

informations, les abeilles spectatrices prendront une décision pour choisir une source de nourriture. 

La source de nourriture qui a la meilleure qualité aura la plus grande probabilité d'être sélectionné 

par les abeilles spectatrices. Une abeille active dont la source de nourriture est de faible qualité est 

rejetée par les abeilles actives et spectatrices et se transforme en abeille scoute à la recherche 

aléatoire de nouvelles sources de nourriture.  

Étape 1 : phase d’initialisation  

Répéter :  

Étape 2 : mise à jour des solutions possibles par les abeilles actives  

Étape 3 : sélection des solutions possibles par les abeilles spectatrices  

Étape 4 : mise à jour des solutions possibles par les abeilles spectatrices 

Étape 5 : prévention des solutions sous-optimales par les abeilles scoutes 

Mémorisation de la meilleure solution obtenue jusque là 

Jusqu’à : satisfaction du critère d’arrêt (nombre d’itérations maximal).  
 

Pour plus de détails concernant cette version continue de l’ABC, le lecteur peut se référer à l’article 

de Karaboga et Basturk [1]. 

4 L’algorithme CABC proposé :  
A la base, l'algorithme ABC fondamental, a été conçu pour résoudre des problèmes d'optimisation 

de nature continue et ne peut pas être utilisé directement pour le cas combinatoire. Afin de 

résoudre le problème de JSP qui est de nature combinatoire, certaines modifications doivent être 

apportées à l'algorithme ABC fondamental. Nous avons donc proposé une nouvelle version 

appelée : « Combinatorial Artificial Bee Colony» (CABC) algorithm.  

Le premier point à prendre avec soin lors d’une adaptation d’un algorithme à un problème donné, 

c’est le choix de la représentation de la solution. Dans notre cas, nous avons opté pour la 

“représentation basée sur les opérations” avec “répétition de jobs” (“operation-based 

representation” with “job repetition”).  

Ainsi, la solution de ce JSP est une liste d’opérations ordonnancées et est représentée dans notre 

algorithme CABC en tant que source de nourriture ‘𝑋’. Cette source est un vecteur de (n × m) 

dimensions, chaque dimension représente une opération d’un job.  

Les adaptations apportées pour chaque étape sont présentées comme suit :  
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4.1 Phase d'initialisation [8] 
Dans cette phase, nous commençons par définir les paramètres de l’algorithme, tels que :  

- CS : la taille de la colonie,  

- SN = CS/2 : le nombre de sources de nourriture qui est égal au nombre d’abeilles actives 

(employed bees), et égal au nombre d’abeilles spectatrices (onlooker bees),  

- Limit: Le paramètre qui représente la valeur limite du nombre de fois qu’une solution soit mise à 

jour sans subir d’amélioration. C’est-à-dire, si par des mises à jour, on va essayer plusieurs fois 

d’améliorer la solution Xi et on n’y arrive pas au bout de ‘Limit’ tentatives, on l’abandonne et on la 

remplace dans la population de solutions par une nouvelle solution choisie au hasard pour créer de 

la diversification  

- NI_max: Le nombre d'itérations maximal.  

- Les paramètres du Job shop.  

Ensuite, des solutions initiales sont générées aléatoirement. Bien que ces solutions soient 

construites en générant une suite aléatoire de nombres de jobs (selon la taille du JSP), elles seront 

toujours des solutions admissibles (ordonnancement réalisables). En effet, lorsque la « 

représentation basée sur les opérations » avec « répétition de job» est utilisée pour la 

représentation de solution, les contraintes de précédence sont toujours respectées. Sous sa version 

originale, l'algorithme ABC, cherche à trouver la solution qui maximise la fitness. Cependant, notre 

objectif est de résoudre le JSP avec une minimisation du Makespan (le Cmax). Par conséquent, dans 

le CABC algorithme, la fitness sera calculée comme suit : 

                                                       fiti =
1

Cmaxi
=

1

F(Xi)
                                                    (2) 

Où fiti représente la valeur de la fitness de la source de nourriture Xi et F(Xi) est la fonction objectif 

de la source de nourriture Xi ; (notée Cmax(Xi) ou Cmaxi). 

Dans l'algorithme CABC, une autre variable triali est affectée à chaque source de nourriture (Xi). 

triali est un compteur d'essais infructueux pour lesquels la source de nourriture (Xi) n'est pas 

améliorée après sa mise à jour. C'est un indicateur pour trouver des sources de nourriture 

(solutions) à abandonner dans les prochaines itérations après un nombre d’essais infructueux égale 

à Limit. Au début, tous les compteurs triali (i = 1,2, … , SN), sont initialement mis à zéro. 

  

4.2 Étape 1 : La Phase des abeilles actives (Employed bees phase) 
Dans cette phase, l’abeille active génère une nouvelle source de nourriture (Vi),   en mettant à jour 

(updating) l’ancienne source de nourriture déjà exploitée (Xi). Le updating se fait le Position-based 

neighborhood avec un opérateur d’insertion (insert with forward shift). Après cela, on applique le 

principe de l’élitisme entre la nouvelle source de nourriture (Vi) et  l’ancienne (Xi), Dans le cas où la 

mise à jour aurait amélioré (Xi), son compteur  triali  est remis à ‘0’. Sinon, si l'abeille active ne 

change pas de source de nourriture (Xi), triali est incrémenté de ‘1’.  

L’abeille active va faire des essais de changement de position pour améliorer sa source de 

nourriture (Xi). Si à chaque fois elle n’arrive pas à l’améliorer et que le nombre de ces essais 

dépasse la valeur définie par  ‘Limit’, (triali ≥ limit), cette source de nourriture va être 

abandonnée et retirée de la population de solutions. L’abeille active qui exploitait la source (Xi) va 

devenir une abeille scoute qui va faire une recherche aléatoire et va trouver une nouvelle source de 

nourriture. 

 

4.3 Étape 2 : La Phase des abeilles spectatrices (Onlooker bees phase) 
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Les abeilles actives partagent les informations qu’elles viennent de trouver sur les nouvelles 

solutions avec les abeilles spectatrices. Ces dernières utilisent la “roulette wheel selection”  

[Goldberg, 1989] pour faire la sélection des meilleurs solutions suivant une probabilité (Pi) calculée 

par l’équation suivante : 

                                                    pi =
fiti

∑ fitk
SN
k=1

                                              (3) 

Les solutions sélectionnées subiront une mise à jour comme à l’étape 1. Les compteurs triali  sont 

également mis à jour.  

Dans le CABC, la phase des abeilles spectatrices fournit l'intensification de la recherche locale sur 

des solutions choisies relativement prometteuses. Cela signifie que seules les meilleures sources de 

nourriture proposées par les abeilles actives seront candidates à une mise à jour dans la phase des 

abeilles spectatrices. 

 

4.4 Étape 4 : Phase des abeilles scoutes (Scout bees phase) 
Après avoir effectué les phases d'abeilles actives et spectatrices, certaines solutions qui n'ont pas 

été améliorées après de nombreux essais sont soit des solutions de très mauvaise qualité ou des 

solutions qui sont prises au piège des optima locaux. Dans les deux cas il faut les éviter. La phase des 

abeilles scoutes est faite pour remédier à cette situation. En effet, si une source de nourriture 

(solution) ne peut pas être améliorée après un certain nombre d'essais, noté Limit, cette solution 

dois être abandonnée. L’abeille active associée à cette source de nourriture devient une abeille 

scoute. Cette abeille scoute va chercher aléatoirement une nouvelle source de nourriture et 

redevient encore une abeille active et leurs compteurs d’essais  (triali) seront remis à zéro. 

 

Le paramètre Limit joue un rôle très important dans l’algorithme CABC. Il permet d’assurer un 

équilibre entre l’exploration et l’exploitation. Une petite valeur du paramètre  Limit favorise 

l'exploration par rapport à l'exploitation  et l'inverse est vrai pour le cas où il prend une grande 

valeur. En effet, en remplaçant de temps en temps les mauvaises solutions dans une colonie 

(population), par de nouvelles, on assure une bonne diversification.   

5 Expérimentation et analyse de sensibilité   
Afin d'examiner l'efficacité de la version Combinatoire de l’algorithme des colonies d’abeilles 

(CABC), des simulations numériques sont effectuées sur de nombreuses instances de benchmarks 

de Job shop. Ces benchmarks sont disponibles en ligne sur la bibliothèque de recherche 

opérationnelle (OR-Library) [2]. On a considéré les instances de Lawrence, à savoir le : « La01-La05» 

(10×5) ; « La06» (15×5) et le « La11» (20×5). 

 Paramètres de simulation  

La métaheuristique des colonies d’abeilles a l’avantage d’avoir très peu de paramètres à régler. A 

savoir : la taille de la population de solutions (SN) qui représente la moitié de la taille de la colonie 

(TC) ; le nombre d’itération maximal à faire  (NI_max) et le paramètre Limit car il ajuste l’équilibre 

entre l’exploration et l’exploitation. 

 Les indicateurs de performances [8] 
Notre objectif est de faire une étude de sensibilité de l’algorithme CABC qui est une méthode 

itérative et stochastique, donc pour pouvoir juger sa qualité et sa robustesse, nous allons l’exécuter 

10 fois sur chaque exemple d’instances et nous allons considérer les paramètres et les indicateurs 

de performances suivants :  
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- Instance : Représente le nom de l’instance testée.  

- Size : la taille du problème. Exemple : l’instance de taille (𝑛 × 𝑚) correspond à un Job shop de 𝑛 

jobs 𝑚 machines. 

- BKS : Best Known Solution, la meilleure solution connue pour cette instance, elle peut être une 

valeur optimale ou une borne inférieure Jain et Meeran [1999].  

- 𝐁𝐞𝐬𝐭_𝐂𝐦𝐚𝐱 : La meilleure valeur de Cmax relevée sur les 10 exécutions de l’algorithme. 

- 𝐀𝐯𝐫𝐠_𝐂𝐦𝐚𝐱 : La moyenne calculée sur tous les 𝐶𝑚𝑎𝑥  obtenus par les 10 exécutions. 

- 𝐑𝐏𝐄𝐁𝐞𝐬𝐭 : Relative Percent Error, l'écart relatif entre la meilleure solution trouvée et la meilleure 

solution connue. C’est un pourcentage d’erreur calculé par l'équation (4). Lorsque 𝑹𝑷𝑬𝑩𝒆𝒔𝒕 = 0 

pour une instance, cela signifie que sa solution optimale est obtenue. 

- 𝑹𝑷𝑬𝑨𝒗𝒓𝒈 : Relative Percent Error aussi, mais cette déviation représente l'écart relatif entre la 

moyenne des solutions trouvées et la meilleure solution connue calculé par l'équation (5). C’est un 

indicateur de robustesse. Si 𝑹𝑷𝑬𝑨𝒗𝒓𝒈 = 0, ça veut dire que cette solution optimale est obtenue 

avec les 10 répétitions de simulation. 

- 𝐍𝐈𝐑𝐎𝐒𝐦𝐢𝐧 : Minimal Number of Iteration to Reach Optimal Solution, le nombre minimal d'itérations 

pour atteindre la solution optimale. Ce paramètre nous donnera une idée sur la vitesse de 

convergence de l’algorithme. 

     𝑅𝑃𝐸𝐵𝑒𝑠𝑡 =
(𝐵𝑒𝑠𝑡_𝐶𝑚𝑎𝑥−𝐵𝐾𝑆)

𝐵𝐾𝑆
× 100                                                      (4) 

       𝑅𝑃𝐸𝐴𝑣𝑟𝑔 =
(𝐴𝑣𝑟𝑔_𝐶𝑚𝑎𝑥−𝐵𝐾𝑆)

𝐵𝐾𝑆
× 100                                                 (5) 

 

 Étude de sensibilité par rapport à la taille de la colonie : 
Pour les tests on a fixé le nombre d’itération maximal NI_max à 1000 et on a fait varier la taille de la 

colonie TC et par conséquent la taille de la population SN (SN=TC/2). Une estimation du temps de 

calcul moyen a été faite aussi. 

A partir des résultats contenus dans le Tableau 1, on peut conclure que l’algorithme CABC s’avère 

efficace pour la résolution du problème NP-difficile du JSP. En effet, il permet d’avoir la solution 

connue optimale pour plusieurs instances considérées, et ce même pour de petites populations de 

solutions. Pour certaines instances telles que La01et La05, la solution optimale peut être trouvée à 

la première itération. Les instances La02 et La03 qui sont connues pour être plus dures nécessitent 

un peu plus de temps de calcul mais on finit par avoir la solution optimale.  
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   Instance Size BKS SN 
𝑹𝑷𝑬𝑩𝒆𝒔𝒕

 (%) 
𝑹𝑷𝑬𝑨𝒗𝒓𝒈 

(%) 
𝑵𝑰𝑹𝑶𝑺𝒎𝒊𝒏 𝑵𝑰𝑹𝑶𝑺𝑨𝒗𝒓𝒈 𝑨𝒗𝒓𝒈 

𝑻𝒊𝒎𝒆 

La01 10x5 666 

50   0 3.3556 5 9.6 1.077 s 

100   0 2.8281 3 7.8 1.595 s 

500   0 1.7863 2 3.8 4.293 s 

1000   0 1.4975 1 2.7 6.107 s 

 

La02 10x5 655 

50   0 3.3755 84 908.4 1.754 min 

100   0 2.2364 579 957.9 4.178 min 

500  0 1.2618 21 123 2.84 min 

1000   0 0.9523 570 705 7.562 min 

 

La03 10x5 597 

50 3.4387 4.7113 - - 1.313 min 

100 2.4162 3.8665 - - 2.807 min 

500 1.6429 3.0529 - - 30.057 min 

1000      0 2.3529 920 992 84.902 min 

 

La04 10x5 590 

50 1.4888 3.0054 - - 1.312 min 

100 0.2880 2.3504 - - 2.870 min 

500 0 1.3158 52 665 17.437 min 

1000 0 0.8541 90 586 28.645 min 

 

La05 10x5 593 

50 0 0.4975 1 1.5 0.140 s 

100 0 0.2192 1 1.3 0.299 s 

500 0 0 1 1 0.804 s 

1000 0 0 1 1 1.591 s 

 

La06 15x5 926 

50 0 2.4099 2 4.3 0.448 s 

100 0 1.3931 2 4.1 0.741 s 

500 0 1.0511 2 2.7 1.761 s 

1000 0 0.5562 1 2.1 2.763 s 

 

La11 20x5 1222 

50 0 2.5468 4 8.1 0.897 s 

100 0 2.1026 3 5.9 1.285 s 

500 0 1.3446 3 4.4 4.568 s 

1000 0 1.2095 2 3.4 6.801 s 

Tableau 1 : les résultats de simulation de l’algorithme CABC différentes instances. 

 Étude de sensibilité par rapport au paramètre Limit : 
Cette étude va se faire sur l’instance La02, pour SN=500, NI_max=1000 

Instance Size BKS Limit 
𝑹𝑷𝑬𝑩𝒆𝒔𝒕 

(%) 

𝑹𝑷𝑬𝑨𝒗𝒓𝒈 

(%) 
𝑵𝑰𝑹𝑶𝑺𝒎𝒊𝒏 𝑵𝑰𝑹𝑶𝑺𝑨𝒗𝒓𝒈 

𝑨𝒗𝒓𝒈 
𝑻𝒊𝒎𝒆  

(𝒎𝒊𝒏𝒖𝒕𝒆) 

La02 10x5 655 

20 0.1527 1.1360 76 497.1 12.77 

50 0 1.3737 37 214 5.22 

500 0 0.8122 23 188,7 3.53 

2000 0 1.2618 21 123 2.84 

5000 0 0.8445 55 217 4.8 

Tableau 2 : étude de sensibilité par rapport au paramètre ‘Limit’ 

On remarque que lorsqu’on augmente la valeur de ‘Limit’, on assure mieux l’obtention de la solution 

optimale et même le programme converge plus rapidement. En effet, plus la valeur de ‘Limit’ 
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augmente, plus on insiste sur l’exploration. Cependant, il ne faut pas que ça soit trop élevé pour 

assurer une meilleure diversification aussi. On choisira alors de prendre : Limit=2* NI_max. 

 

6 Conclusion 
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’adaptation d’une métaheuristique pour résoudre 

le problème d’ordonnancement de job-shop (le JSP). C’est une métaheuristique à population de 

solutions. Elle est inspirée du comportement naturel des abeilles et nous l’avons formulée par le 

Combinatorial Artificial Bee Colony (CABC) algorithm. Cette métaheuristique nécessite peu de 

paramètres de réglage, mais il est toujours important de faire une étude de sensibilité pour avoir le 

bon ajustement de leurs valeurs.   

L’algorithme CABC, dans lequel les abeilles représentent les agents de calcul, l'exploitation est 

assurée par les abeilles actives et spectatrices alors que l'exploration est faite par les abeilles 

scoutes. Ce mécanisme, régit par la valeur du paramètre Limit, lui permet d'avoir la possibilité 

d’équilibrer entre l’exploitation locale et l'exploration globale. Sur la base de cet avantage, 

l'algorithme CABC sera en mesure de sortir d'un point d’optimum local dans l'espace de recherche 

et de trouver le meilleur optimum global. Il a aussi l'avantage de converger très rapidement vers la 

solution. 
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Abstract Dans ce travail, nous nous intéressons à l’optimisation du temps de cycle de la machine de 

stockage/déstockage afin de trouver les dimensions optimales d’un système de stockage et 

déstockage à rack glissant. Ce type de système est une variation d’un système de stockage et 

déstockage de type multi allées. Il permet un gain considérable dans l’espace de stockage grâce à sa 

structure qui est composée d’un ensemble de racks disposés en parallèles et d’une seule machine de 

stockage et déstockage. 

La particularité de ce système est que les allées de service n’apparaissent que lorsqu’une opération 

de stockage ou déstockage est prévue dans les racks correspondants. Les racks coulissent de manière 

à libérer un espace entre deux casiers mitoyens et permettra à la machine de stockage et déstockage 

d’accéder au rack désiré. 

Nous nous proposons d’appliquer l’algorithme génétique pour trouver les dimensions temporelles 

optimales d’un système de stockage et déstockage à rack glissant qui sont le temps de déplacements 

dans le sens horizontal, le temps de déplacement dans le sens vertical et le temps de déplacement de 

la première à la dernière allée pour n’importe quelle valeur donnée du paramètre de temps de 

glissement des racks.  

Keywords : AS/RS à racks glissant, machine S/R, optimisation, algorithme génétique, temps de cycle, 

optimisation des dimensions. 

1 Introduction 
Les systèmes automatisés de stockage et déstockage (AS/RS) ont évolué en plusieurs branches, et 

chaque branche a donné lieu à de nombreuses recherches : sur les méthodologies de conception et 

de configuration des systèmes ainsi que sur les stratégies de contrôle opérationnel. L’objectif principal 

de ces nombreux travaux de recherches est de minimiser le temps de cycle moyen de la machine 

déstockage et de déstockage (machine S/R) afin d’améliorer le débit de système. Ce dernier est 

considéré comme le plus important mesure de performance. 

L'un des premiers travaux s'intéressant à la modélisation et à l'optimisation du temps de cycle a été 

réalisé par Bozer et al [1] où ils ont développé des modèles analytiques des temps de simple et double 

cycle d’un AS/RS à charge unitaire. Ils ont ensuite optimisé les dimensions de ce système. 

Ghomri et al [2] ont développé un modèle mathématique pour le temps de cycle d'un AS/RS multi 

allées. Dans ce travail, les auteurs ont approximé tout le système par un parallélépipède continu. 

Kouloughli et al [3] ont optimisé les dimensions de ce système pour un temps de simple et double 

cycle. Guezzen et al [4] ont modélisé l’expression analytique continue du temps moyen de simple 

cycle pour un AS/RS à racks glissants. Ils ont ensuite fait une comparaison entre le modèle continu 

développé, le modèle discret exact et un modèle de simulation du système étudié.  
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Un autre travail de Kouloughli et al [5] dans lequel ils ont fait une simulation numérique pour trouver 
les dimensions optimales de l’AS/RS à racks glissant pour un temps de simple cycle. 
Hamzaoui et al [6] ont déterminé les dimensions optimales d'un AS/RS avec un convoyeur 

gravitationnel en U et une seule machine S/R en utilisant une technique de comptage. 

Fandi et al [7] se sont intéressés au temps multi cycles de la machine S/R où ils ont déterminé les 

dimensions optimales de l’AS/RS multi allées en utilisant l’algorithme génétique. 

Bensnoussi et al [8] ont utilisé des algorithmes de recherche tabou et le recuit simulé pour minimiser 

le temps de cycle d’un AS/RS à convoyeur gravitationnel. 

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’optimisation du temps de cycle de l’AS/RS à rack glissant en 

appliquant l’algorithme génétique.   

2 Notations et hypothèses 
Avant d’entamer notre étude, nous allons définir les différents termes que nous utiliserons pour la 

présentation des modèles. 

2.1 Notations  
𝑀: nombre de racks dans un AS/RS à rack glissant. 

𝑁: nombre total de casiers. 

𝑡ℎ : temps de déplacement horizontal du premier casier au dernier d’un rack. 

𝑡𝑣: temps de déplacement vertical du premier casier au dernier d’un rack. 

𝑡𝑟: temps nécessaire pour l’ouverture d’une allée (ou le temps de glissement des racks). 

𝑡𝑝: temps de déplacement de la première à la dernière allée. 

𝐸(𝑆𝐶): temps moyen de simple cycle. 

2.2 Hypothèses   

 L'AS/RS est composé de M racks, M/2 allées et N casiers avec N=M. NL. NH. 

 Il existe entre le point de dépôt/Livraison et la première allée une distance horizontale 
correspondant à la distance entre deux allées.  

  La machine S/R se déplace simultanément dans les directions verticale et horizontale, c'est ce 
qu'on appelle le déplacement de Tchebychev. 

  La probabilité d’accès à n’importe quel casier du système est la même. Et la méthodologie de 
stockage utilisée est aléatoire. 

  La station de dépôt et de livraison  D/L est située dans le coin inférieur gauche du rack. 

3 Déscription de l’AS/RS a racks glissant  
L’AS/RS à racks glissant est un cas particulier de l’AS/RS multi allée .Il est composée d’un ensemble de 

racks disposés en parallèle et d’une seule machine de stockage et déstockage. La particularité de ce 

système est que les allées de service n’apparaissent que lorsqu’une opération de stockage ou 

déstockage est prévue dans les racks correspondants. Les racks coulissent de manière à libérer un 

espace entre deux casiers mitoyens et permettra à la machine S/R d’accéder au rack désiré. 

Ce type de système permet un gain considérable dans l’espace de stockage grâce à sa structure qui 

permet d’optimiser l’utilisation de l’espace en réduisant au minimum le nombre d’allées de service. 

De plus de son cout réduit par rapport à d’autres types de système grâce à l'utilisation d'une seule 

machine S/R. 

Dans l'état initial, il existe une seule allée de service (allée aléatoire), la machine S/R se trouve toujours 

à la station dépôt\livraison (D\L). Cette machine se déplace suivant trois axes : verticalement, le long 

des colonnes formants les racks, horizontalement, le long des allées de desserte et transversalement, 

le long de l’allée commune a l’état initial. À la fin de chaque cycle, la machine S/R revient à la position 

initiale. 
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Figure 1. L’AS/RS à racks glissant 

4 Fonctionnement de l’AS/RS à racks glissant 
 Dans un simple cycle la machine S/R réalise soit un stockage soit un déstockage. Dans un double 
cycle, elle réalise un stockage suivi d’un déstockage. 

A l’état initial la machine S/R se trouve dans la station de D/L où il y a une seule allée de service, pour 
une opération de stockage elle se déplace simultanément dans le sens horizontal et dans le sens 
vertical (déplacement de Chebyshev) jusqu’à le casier de stockage au même temps l’allée 
correspondante au casier de stockage s’ouvre pour que la machine peut attendre le casier prévu pour 
stocker le produit. 

Pour une opération de déstockage, la machine S/R se déplace vers le casier où se trouve le produit à 
déstocker, dès que ce déplacement commence, les racks glissent pour ouvrir l’allée permettant à la 
machine S/R d’arriver au casier de déstockage, celle-ci récupère le produit à déstocker pour revenir 
ensuite, à la station D/L.  

5 Modèle continu du temps moyen de simple cycle de 

l’AS/RS à rack glissant  
Le temps de simple cycle de l’AS/RS à racks glissants 𝐸(𝑆𝐶) comprend : le temps de déplacement de 

la station dépôt/livraison vers le casier de stockage/déstockage et le temps pour retourner vers la 

station de dépôt/livraison. Il est décomposé en un ensemble de temps de déplacement de 

distributions uniformes. A partir de ces distributions, Guezzen et al.[4] ont calculé la distribution du 

temps de simple cycle global. L’espérance mathématique de cette distribution leur a donné le temps 

de simple cycle moyen 𝐸(𝑆𝐶) pour l’AS/RS à racks glissants. 
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𝐸(𝑆𝐶)=  

 

La lourdeur des équations de temps de simple cycle rend le calcul analytique exact difficile. C'est 

pourquoi nous utilisons un algorithme génétique pour déterminer les dimensions optimales du 

système AS/RS à rack glissant. 

6 Optimisation du temps de cycle de l’AS/RS à racks 

glissant 
Le but de ce travail est de trouver les dimensions optimales tp ; tv et th de l’AS/RS à racks glissant 

cela en  minimisant le temps de simple cycle 𝐸(𝑆𝐶) en appliquant l’algorithme génétique. 

Dans notre problème d’optimisation, on a deux types de contraintes : 

𝑡𝑝 > 0, 𝑡ℎ > 0, 𝑡𝑣 > 0 

 tp ; tv ; et th sont des variables représentant des temps. Elles sont positives et différentes de zéro. 

𝑡𝑝 × 𝑡ℎ × 𝑡𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

Le nombre total de casiers est constant. Ainsi le temps de glissement des racks tr est un paramètre 

donné qui prend des valeurs réelles positives. 

Le programme manipule aléatoirement une population initiale de solutions (ensemble de 
chromosomes) de taille 20.Chaque chromosome contient des gènes 𝑡𝑝et 𝑡ℎ choisis aléatoirement 

dans l'intervalle [0,3] 

(1) 
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Nous avons varié le paramètre  𝑡𝑟 de 0 à 8 pour voir son impact par rapport au temps de cycle. Ainsi 
nous avons fixé le nombre de générations à 1000.Une fonction fitness 𝐸(𝑆𝐶) minimal est maintenue 
pour chaque nouvelle génération. Ensuite une nouvelle population de solutions est créée à l'aide 
d'opérateurs évolutionnaires simples : La sélection, le croisement et la mutation. 

6.1. Sélection  
50% des chromosomes ayant un temps de cycle 𝐸(𝑆𝐶) les plus faibles ont été choisis comme 
population pour la nouvelle génération. Notons également que la sélection des chromosomes parents 

a été effectuée selon la procédure de sélection par la roulette. 

6.2. Croisement  
Une nouvelle population est créée à partir des parents sélectionnés en utilisant des opérateurs de 

croisement. Le chromosome parent qui est censé s'accoupler est sélectionné de manière aléatoire, et 

le nombre de chromosomes accouplés est vérifié à l'aide du paramètre de taux de croisement (𝑝𝑐), 

est défini comme étant 𝑝𝑐 =  80 %. 

6.3. Mutation  
Le nombre de chromosomes qui présentent des mutations dans une population est déterminé par le 

paramètre du taux de mutation (𝜌𝑚). Ce dernier a été fixé à 10 %, ce qui signifie que 10 % du nombre 

total de gènes de la population devraient subir une mutation. Ensuite, le gène sélectionné (tp ou th) 

est remplacé par une valeur choisie aléatoirement dans l'intervalle [0,3]. 

Ce même processus est répété pour les 1000 générations afin d'obtenir le meilleur chromosome. Les 

résultats trouvées sont résumés et discutés dans la section suivante. 

7 Résultats et discussions  
Le tableau 1 récapitule les dimensions temporelles optimales𝑡𝑝,𝑡ℎ et 𝑡𝑣  ainsi que leurs temps de cycle 

minimums obtenus en appliquant l'algorithme génétique pour des valeurs de  𝑡𝑟 varient de 0 à 8    . 

𝑡𝑟 𝑡𝑝 𝑡ℎ 𝑡𝑣 𝐸(𝑆𝐶) 

0 0.8785 0.8761 1.2993 1.9868 

0.1 0.8737 0.8775 1.3042 1.989 

0.2 0.8811 0.8648 1.3124 1.9967 

0.3 0.898 0.8516 1.3077 2.0113 

0.4 0.9113 0.8334 1.3168 2.0339 

0.5 0.9336 0.8065 1.328 2.0654 

0,6 0.963 0.7721 1.345 2.1063 

0.7 0.9928 0.7385 1.3639 2.1566 

0,8 1.0359 0.7011 1.377 2.2161 

0.9 1.0796 0.6668 1.3892 2.2845 

1 1.1211 0.6306 1.4145 2.3612 

1.1 1.1694 0.5939 1.4398 2.4457 

1.2 1.2148 0.5658 1.455 2.5372 

1.3 1.2348 0.5482 1.4773 2.634 

1.4 1.2334 0.5425 1.4946 2.7328 

1.5 1.2326 0.5403 1.5204 2.8326 

1.6 1.2273 0.5429 1.5009 2.9326 

1.7 1.2367 0.5362 1.5079 3.0326 

1.8 1.2347 0.5447 1.4868 3.1327 

1.9 1.2299 0.5444 1.4936 3.2327 

2 1.2282 0.5421 1.502 3.3326 

3 1.2345 0.5381 1.5055 4.3326 

4 1.2358 0.5368 1.5075 5.3326 

5 1.2299 0.5395 1.507 6.3326 

6 1.2364 0.5385 1.5021 7.3326 

7 1.2325 0.5442 1.4908 8.3327 

8 1.2343 0.5394 1.502 9.3326 

Tableau1. Les dimensions optimales 𝑡𝑝 𝑡ℎ 𝑡𝑣 et leurs temps de cycle minimal 
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Les résultats montrent qu’après𝑡𝑟, = 1.3, les dimensions optimales sont presque constantes. Notons 

que 𝑡ℎ ∈ [0.5403, 0.5394], 𝑡𝑝  ∈ [1.2326, 1,2343] et 𝑡𝑣 ∈ [1.5204, 1.502]. 

Les résultats obtenus dans le présent travail sont en accord avec ceux trouvés par kouloughli et al 

[5] pour un temps de simple cycle. 

Enfin, les dimensions optimales tp, th et tv en fonction du paramètre  sont tracées dans la figure  

 

Figure2 : les dimensions optimales 𝑡𝑝 𝑡ℎ 𝑡𝑣 en fonction de 𝑡𝑟 

La figure montre l'évolution des dimensions tp, th et tv en fonction du paramètre𝑡𝑟 . 

Pour  𝑡𝑟∈ [0; 1.3] : nous remarquons que en augmentant le paramètre𝑡𝑟, les dimensions de 𝑡𝑝 et 

𝑡𝑣augmentent alors que celles de 𝑡ℎdiminuent. 

Pour 𝑡𝑟∈ [1.3; 8] les trois dimensions restent quasiment inchangées (𝑡ℎ ∈ [0.5403, 0.5394], 𝑡𝑝  ∈ 

[1.2326, 1,2343] et 𝑡𝑣 ∈ [1.5204, 1.502]).  

8 Conclusion 
Dans ce travail, nous avons déterminé les dimensions optimales 𝑡𝑝 𝑡ℎ 𝑡𝑣  de l’AS/RS à racks glissant  

pour un temps de simple cycle. Cela en variant le parameter 𝑡𝑟 et en considérant les deux contraintes. 

La première est liée à la positivité des temps de déplacements et la deuxième à la constance de la 

taille du système.    

Les résultats trouvés par l’algorithme génétique permettent une flexibilité lors du choix des 

dimensions pour la conception d’un AS/RS à rack glissant. 

Comme perspective nous allons augmenter le nombre d’opérations de la machine S/R pour trouver 

les dimensions optimales 𝑡𝑝 𝑡ℎ 𝑡𝑣 pour un temps de double cycle et multi cycles pour n’importe quelle 

valeur de 𝑡𝑟 . 
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Résumé La réforme se définit comme étant un changement profond réalisé en vue 

d'une amélioration. A ce titre, de nombreux pays et organisations internationales tentent de 

promouvoir différents types de réformes qu’ils espèrent en mesure d’accélérer la croissance 

économique et d’améliorer les conditions de vie des populations. Cependant, mettre en œuvre une 

réforme s’avère, en pratique, souvent une tâche très délicate. Outre le fait que les décideurs 

politiques sont souvent rarement enthousiastes au sujet des réformes notamment à cause du coût 

qu’elles engendrent, celles-ci rencontrent, lorsqu’elles sont mises en œuvre, de nombreuses 

difficultés politiques, techniques, etc. Ainsi, alors que certains pays engagent rapidement les 

réformes nécessaires, d’autres maintiennent un statu quo. Par ailleurs, certaines réformes 

réussissent lorsqu’elles sont mises en œuvre tandis que d'autres échouent complètement. Le 

présent travail se veut une contribution au débat sur les conditions favorables à l’émergence des 

réformes dans les pays caractérisés par un manque de démocratisation. Il s’intéresse, d’une part, à 

l’étude des incitations à la réforme en analysant, à travers la mobilisation des outils de la théorie 

des jeux, une situation dans laquelle une élite autoritaire au pouvoir se trouve confrontée au choix 

de mettre en œuvre une réforme ou maintenir un statu quo. D’autre part, il analyse l’impact de la 

variabilité de la rente sur les incitations d’un régime autoritaire à réformer. 

 

Mots clés : Economie politique ; théorie des jeux ; réformes ; statu quo ; incitations ; ressources 

naturelles ; régime autoritaire 

 

1 Introduction 
 
L'un des débats les plus controversés en économie politique concerne l’impact de la nature du 
régime politique sur la conduite des réformes, et plus généralement, sur la performance 
économique. En effet, suite à la vague mondiale de libéralisation politique et de démocratisation 
des années 1970, de nombreuses études ont examiné la capacité relative des gouvernements à 
introduire des réformes [4, 5, 6, 8, 9, 11]. Une partie de cette littérature soutient que les régimes 
autoritaires réussissent souvent à mieux engager des réformes que les régimes démocratiques. Cela 
s’explique, d’une part, par la faiblesse des institutions démocratiques, notamment dans les pays en 
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développement où les groupes à la recherche de rente ont souvent une grande influence1. D’autre 
part, les régimes démocratiques se caractérisent généralement par des horizons temporels plus 
courts (en comparaison avec les régimes autoritaires). Ainsi, à cause de la durée de leur mandat 
politique, il est souvent difficile pour eux d’entreprendre des politiques de long terme2.  Les régimes 
autoritaires pourraient, en revanche, trouver plus facile l’adoption de ce type de politiques parce 
qu'ils sont épargnés par les contraintes électorales3. 

Une autre partie de la littérature soutient, a contrario, que les régimes démocratiques sont 
plus enclins à mettre en œuvre des réformes. Selon ces travaux, la démocratie permet aux 
gouvernements de résoudre les problèmes de coopération (entre les différents acteurs) et atteindre 
ainsi un consensus primordial à la mise en œuvre des politiques adéquates. Cette littérature soulève 
également quelques insuffisances dans les travaux précédents. En effet, ces derniers supposent un 
leadership éclairé au sein des régimes autoritaires, ce qui n’est souvent pas le cas. Ils supposent 
également que ces derniers sont à l'abri des pressions des groupes d'intérêts, ce qui n’est pas, non 
plus, tout le temps vérifié. Cette littérature explique, qu’au contraire, les régimes autoritaires sont, 
en pratique, rarement enthousiastes au sujet des réformes, notamment les réformes économiques, 
car la mise en œuvre de celles-ci conduirait à réduire l'intervention de l'État dans les activités 
économiques, chose qu’un gouvernement autoritaire est rarement prêt à accepter.  

Il existe également des travaux qui ont voulu dépasser la simple distinction faite entre les 
deux types de régimes politiques [7]. Ces derniers se sont intéressés aux processus de transitions 
(de l’autocratie vers la démocratie et vice-versa). En se basant sur le modèle d’Acemoglu et 
Robinson [1], Dunning [2] développe deux modèles théoriques. Le premier, intitulé « coup d’État 
contre la démocratie » se focalise sur le moment où les élites, dans un État démocratique rentier, 
trouvent les risques d’une mise en œuvre d’un coup d’état plus intéressants. Le deuxième modèle, 
intitulé « modèle de la démocratisation », étudie la façon dont les élites, dans un pays autoritaire 
rentier, sont susceptibles de répondre à la menace d’un changement révolutionnaire par une 
répression, une politique modérée ou une démocratisation. L’objet des deux modèles est la 
détermination des conditions sous lesquelles l’effet autoritaire et l'effet démocratique de la richesse 
en ressources peut être plus important. 

En se référant principalement au travail théorique de Lounaci et Souam [10], qui analyse les 
incitations à la réforme dans un cadre démocratique, ainsi qu’au travail de Dunning [2], nous 
proposons, dans le présent article, un cadre théorique simple d’économie politique qui va nous 
permettre d’analyser les incitations à la réforme dans un cadre non-démocratique. Plus 
précisément, nous analysons, l’impact de la variabilité des dotations en ressources naturelles sur les 
incitations du régime autoritaire à mettre en œuvre une réforme ou maintenir un statu quo. 

2 Analyse de l’impact de la variabilité des dotations en 

ressources naturelles sur les incitations à la réforme 
 
Nous étudions, dans ce qui suit, un jeu dans lequel une élite autoritaire au pouvoir peut décider de 
mettre en œuvre une réforme ou maintenir un statu quo lorsqu’il existe une variabilité dans le 

niveau des dotations initiales, noté �̃�. Il s’agit donc d’analyser l’impact de la variabilité des dotations 
(en ressources naturelles) sur les choix des différents acteurs dans un cadre non-démocratique. 

Présentation du jeu  

Présentation des joueurs     
Nous supposons que la société est constituée de deux groupes dont les décisions sont prises, au 
nom du groupe, par un agent représentatif. Les deux groupes en question sont : Une élite 

                                                                            
1 Ces derniers peuvent bloquer les réformes qui ne leur conviennent pas et/ou soutenir des réformes inefficaces 

qui leur sont favorables. Les dirigeants autoritaires, en revanche, font habituellement face à moins de pression, 
car ils se caractérisent globalement pas une meilleure capacité à dominer les groupes d'intérêt. 

2  En effet, la mise en œuvre de ce type de politiques peut non seulement leur coûter leur place (à cause des 
coûts immédiats élevés), et, pire encore, profiter à d’autres élites qui viennent après eux. A cet effet, un régime 
qui sait qu’il sera confronté de nouveau aux électeurs (à la fin de son mandat) sera fortement tenté de mettre 
en place des politiques de court terme même si celles-ci s’avèrent parfois inefficaces ou vouées à l'échec à long 
terme. 

3  Selon Haggard et Webb (1993, p. 145), « L'hypothèse selon laquelle les régimes autoritaires font mieux n'est 
pas sans appui empirique, les expériences des pays d'Amérique Latine et d'Asie de l'Est sont souvent citées 
comme exemples ». 
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autoritaire au pouvoir, avec une proportion 𝛼 ∈ ]0,
1

2
[. Elle désigne la minorité de ceux qui dirigent 

et le peuple avec une proportion (1 − 𝛼). 
Notons qu’en cas de révolution, c’est le peuple qui prend le pouvoir. Dans ce cas de figure, on peut 
considérer que le régime politique devient démocratique. 

Stratégies des joueurs 

Stratégies de l’élite autoritaire 

L’élite autoritaire au pouvoir (en première période) peut décider de mettre en œuvre une réforme 
ou maintenir un statu quo. Elle applique également un taux d’appropriation du surplus (exogène), 
noté 𝜌, dans chacune des deux situations (réforme ou statu quo). 

Choix du niveau de la réforme    

L’élite autoritaire en place choisit son niveau de réforme, QA > 0, à mettre en œuvre.  
Les coûts de la réforme et du statu quo : Nous supposons que la mise en œuvre d’une réforme ainsi 
que le statu quo engendrent des coûts, qui seront supportés par l’élite au pouvoir ainsi que par le 
peuple. Ils sont déclinés de la manière suivante :   
Le coût social de la réforme, noté C(QA), dépend du niveau de celle-ci4. Il peut être scindé en deux 
comme suit : Une proportion 𝛼 C(QA) supportée par l’élite autoritaire ; Une proportion 
(1 𝛼) C(QA) supportée par le peuple. 
En l’absence de réforme, l’élite autoritaire et le peuple subissent (respectivement) des coûts de 

statu quo5 𝐶𝐴 et 𝐶𝑃. 
La probabilité de succès de la réforme : Nous supposons, pour des raisons de simplicité des calculs, 
que lorsqu’une réforme est mise en œuvre, sa probabilité de réussite est égale à 1.  

Le taux d’appropriation du surplus 

Nous considérons, dans ce modèle, que le taux d’appropriation du surplus, 𝜌 ∈ [0,1], est déterminé 
de façon exogène. Ainsi, nous supposons que l’élite autoritaire se caractérise par un taux 
d’appropriation 𝜌𝐴 > 𝛼, quelle que soit la politique qu’elle choisit (réforme ou statu quo). En 
revanche, l’élite démocratique (en cas de révolution) se caractérise par un taux 
d’appropriation 𝜌𝐷 = (1 − 𝛼).   

Stratégies du peuple 

Le peuple décide de se révolter (ou non) contre l’élite autoritaire afin de prendre le pouvoir. En cas 
de révolution, il choisit le niveau de réforme (𝑄𝐷) à mettre en œuvre, lorsque l’élite autoritaire 
maintient un statu quo en première période. Il inflige également une punition6, 𝜓 > 0, à l’ancienne 
élite autoritaire et applique un taux d’appropriation 𝜌𝐷 = (1 − 𝛼). 

Décision de révolution 

Nous supposons que lorsque le peuple décide de se révolter, il subit un coût (de révolution) μ. μ est 

araipanaadoaiaotaueanaibaira  enu [𝜇𝐿, 𝜇𝐻], distribuée selon une loi de probabilité caractérisée par 

une fonction de répartition 𝑭𝑿(𝝁)6. 𝝁𝑳 désigne un coût de révolution faible tandis que 𝝁𝑯 désigne 
un coût de révolution élevé7. 

Décision de réforme en cas de révolution 

Le peuple décide de mettre en œuvre une réforme en deuxième période (𝐐𝐃 > 𝟎) uniquement 
lorsque l’élite autoritaire en première période maintient un statu quo. Autrement dit, en cas de 
réforme de la part de l’élite autoritaire (en première période), il n’est plus nécessaire pour la 
nouvelle élite démocratique (en l’occurrence, le peuple) de réformer à nouveau. 

Les dotations initiales  

                                                                            
4 Nous supposons que C(.) est une fonction croissante et strictement convexe sur ℝ+. Pour des raisons de 

facilitation des calculs, nous considérons une fonction quadratique : C(𝑄𝐴) =
1

2
(QA)2. 

5 Il d’agit là d’un coût d’opportunité ; coût de non mise en œuvre de politiques susceptibles d’améliorer la 
situation des agents.   

6 𝐹𝑋(𝜇) = 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎(𝑋 ≤ 𝜇).  
7 Nous supposons que 𝜇𝐻 est suffisamment élevé de telle sorte qu’il dissuade le peuple de se révolter. Autrement 

dit, lorsque le coût de révolution se révèle de type H, le peuple n’aura aucune incitation à se révolter.  
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Nous supposons, dans ce modèle, que la dotation initiale (𝑍) peut être de deux types. Ainsi, 

avec une probabilité 𝑝 =
1

2
, le niveau des dotations initiales serait8 𝑍 = 𝑍 + 𝑚, tel que m 

> 0, et avec une probabilité complémentaire (1 − 𝑝) =
1

2
, �̃� = 𝑍 − 𝑚.  

Le niveau de volatilité de 𝑍 dépend donc de m. Autrement dit, plus le paramètre m est grand, plus le 

niveau des dotations initiales 𝑍 est volatile. 

Description du jeu 

La structure informationnelle du jeu  

Nous supposons qu’au cours du déroulement du jeu dans le temps, le joueur qui a la main a la 
possibilité d’observer les actions prises dans le passé par l’autre joueur jusqu’à l’étape présente du 
jeu. Néanmoins, en première période, l’élite autoritaire au pouvoir, lorsqu’elle décide de la politique 

à mettre en œuvre, n’observe pas la nature de �̃� et ignore également le type du coût que subit le 
peuple en cas de révolution. En conséquence, notre jeu est un jeu dynamique à information parfaite 
et incomplète. 
La représentation du jeu sous forme extensive 
La figure, ci-après, propose une représentation sous forme extensive de notre jeu  

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 Résultats et discussions  

Pour résoudre ce jeu, nous allons procéder par backward induction. Nous déterminons, en premier 
lieu, le coût de révolution du peuple en-dessous duquel ce dernier sera incité à se révolter contre 
l’élite autoritaire en place lorsque cette dernière décide de mettre en œuvre une réforme ou de 
maintenir un statu quo. En second lieu, nous analysons la décision de l’élite (autoritaire) de mettre 
en œuvre une réforme (ou maintenir un statu quo), en anticipant la réaction du peuple. 

Etude des incitations du peuple à se révolter lorsque l’élite autoritaire décide de réformer en 
première période 

Bonne période : Nous analysons, dans un premier temps, les incitations à la révolution du people 

lorsque le niveau des dotations initiales est élevé (�̃� = 𝑍 + 𝑚).  

                                                                            
8 Nous qualifierons l’état durant lequel �̃� = 𝑍 + 𝑚 de bonne période et celui durant lequel �̃� = 𝑍 − 𝑚 de 

mauvaise période. 
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Le peuple décide de se révolter, quand l’élite autoritaire décide de mettre en œuvre une réforme, 

lorsque son gain en cas de révolution, noté UP

R Ré
, est supérieur à celui en cas de non-révolution, 

noté UP

R NRé
. Autrement dit, la condition suivante doit être vérifiée :  

UP

R Ré
> UP

R NRé
 ⟺ 𝜇 <  𝜇1. Où 𝜇1 = (

δ

1+δ
) [(Z + m + QA)(𝜌𝐴 − 𝛼) + 𝜓].               (1)          

Mauvaise période (�̃� = 𝒁 − 𝒎) 

UP
R Ré > UP

NR Ré ⟺ 𝜇 <  𝜇1. Où 𝜇1 = (
δ

1+δ
) [(Z − m + QA)(𝜌𝐴 − 𝛼) + 𝜓].              (2)         

Propriété (1) : en comparant les deux coûts de révolution seuils, nous constatons que 𝜇1 > 𝜇1. Cela 

signifie que le peuple est d’autant plus incité à se révolter contre l’élite autoritaire (quand celle-ci 

décide de mettre en œuvre une réforme) lorsque le niveau des dotations initiales �̃� = (𝑍 + 𝑚). On 
peut également déduire que lorsque 𝜇 < 𝜇1 il y aura une révolution à coup sûr, quelle que soit la 

nature de �̃� (bonne ou mauvaise période).  

Propriété (2) : les coûts de révolution seuils en-dessous desquels le peuple est incité à se révolter 
contre l’élite autoritaire en place (𝜇

1
et 𝜇1) sont croissants avec les paramètres Z, 𝜓, 𝑄𝐴, 𝛿, 𝜌𝐴 et 

décroissants avec le paramètre 𝛼. Chaque variation de paramètre permettant d’augmenter la valeur 
de ces coûts (seuils) serait de nature à renforcer les incitations du peuple à se révolter, plutôt que 
d’accepter la politique de réforme mise en œuvre par l’élite autoritaire en place. Ainsi, une 
augmentation dans le niveau des dotatons initiales (Z), une possibilité d’infliger une forte punition 
(𝜓) à l’élite autoritaire après la révolution, une réforme d’une plus grande envergure (𝑄𝐴), une plus 
grande préférence pour le gain futur (𝛿) et une décision de l’élite autoritaire de s’approprier une 
plus grande part (𝜌𝐴) du surplus (au détriment du peuple) augmentent le coût d’opportunité pour le 
peuple de rester en dehors du pouvoir et l’incitent davantage à se révolter contre l’élite autoritaire 
au pouvoir9. 

Etude des incitations du peuple à se révolter lorsque l’élite autoritaire décide de maintenir un 
statu quo en première période 

Bonne période : 

UP

SQ Ré
> UP

SQ NRé
 ⟺ 𝜇 < 𝜇

2
.  Où 𝜇

2
= (

δ

1+δ
) [(𝜌𝐴 − 𝛼)(Z + m) + 𝜓 + 𝐶𝑃 + (

1−α

2
)].         (3) 

Mauvaise période : 

UP
SQ Ré

> UP
SQ NRé

 ⟺ 𝜇 < 𝜇2. Où 𝜇2 = (
δ

1+δ
) [(𝜌𝐴 − 𝛼)(Z − m) + 𝜓 + 𝐶𝑃 + (

1−α

2
)].          (4) 

Propriété (3) : les coûts de révolution seuils (𝜇2et 𝜇2) en-dessous desquels le peuple est incité à se 

révolter contre l’élite autoritaire, lorsque celle-ci décide de maintenir un statu quo, sont croissants 

avec les paramètres Z, 𝜓, 𝐶𝑃, 𝛿, 𝜌𝐴, et décroissants avec le paramètre 𝛼. Ainsi, une augmentation 
dans le niveau des dotations initiales (Z), une possibilité d’infliger une forte punition (𝜓) à l’élite 

autoritaire après la révolution, une augmentation du coût de statu quo subi par le peuple (𝐶𝑃), une 
plus grande préférence pour le gain futur (𝛿) et une décision de l’élite autoritaire de s’approprier 
une plus grande part (𝜌𝐴) du surplus (au détriment du peuple) augmentent le coût d’opportunité 
pour le peuple de rester en dehors du pouvoir et l’incitent davantage à se révolter contre l’élite 
autoritaire.      

Remarque (1) : nous constatons, toutefois, que l’effet de la variabilité des dotations initiales (m) sur 

les incitations du peuple à se révolter est ambigu. En effet, 
𝜕𝜇1

𝜕m
> 0 𝑒𝑡 

𝜕𝜇2

𝜕m
> 0 : lorsque le niveau 

des dotations initiales �̃� = (𝑍 + 𝑚), une augmentation de la variabilité de �̃� impacte positivement 
les incitations du peuple à se révolter. Autrement dit, elle incite davantage le peuple à se révolter 
contre la politique mise en œuvre par l’élite autoritaire en place (réforme ou statu quo). Par ailleurs, 
𝜕𝜇1

𝜕m
< 0 𝑒𝑡 

𝜕𝜇2

𝜕m
< 0 : lorsque le niveau des dotations initiales �̃� = (𝑍 − 𝑚), une augmentation de la 

variabilité de �̃� impacte négativement les incitations du peuple à se révolter. Autrement dit, elle 
incite de moins en moins le peuple à se révolter contre la politique mise en œuvre par l’élite 
autoritaire en place (réforme ou statu quo). 

                                                                            
9 Le paramètre α impacte négativement les incitations du peuple à se révolter en raison du terme (1 − α) 

existant dans la fonction de paiement de celui-ci. En effet, lorsque le peuple décide de se révolter, il 
s’approprie une part (1 − α)  du surplus total. De ce fait, une augmentation du niveau de α se traduit 
par une diminution de la part du surplus que celui-ci va s’approprier en cas de révolution.  
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Les incitations à la réforme de l’élite autoritaire au pouvoir   

Nous commençons, tout d’abord, par déterminer le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire. 
Celui-ci maximise sa fonction de paiement :  

UA
R = 𝜌𝐴(Z + QA)(1 + 𝛿) − α C(QA) − (

δ

2
) 𝜓 [𝐹(𝜇1

) + 𝐹 (𝜇1)]

+ (
δ

2
) (𝛼 − 𝜌𝐴) [(Z + QA) [𝐹(𝜇

1
) + 𝐹 (𝜇1)] + 𝑚 [𝐹(𝜇

1
) − 𝐹 (𝜇1)]]. 

Distribution uniforme de la variable aléatoire 𝝁 

Supposons, dans un premier cas, que la variable aléatoire 𝜇 est distribuée selon une loi uniforme sur 
l’intervalle [𝜇𝐿, 𝜇𝐻]. Le gain espéré de l’élite autoritaire lorsqu’elle décide de réformer est, dans ce 

cas de figure, donné par : 

UA
R = 𝜌𝐴(Z + QA)(1 + 𝛿) − α C(QA) − (

δ

2
) 𝜓 [

2 (
δ

1 + δ
) [(Z + QA)(𝜌𝐴 − 𝛼) + 𝜓] − 2𝜇𝐿

𝛥𝜇
]

− (
δ

2
) (𝜌𝐴 − 𝛼)(Z + QA) [

2 (
δ

1 + δ
) [(Z + QA)(𝜌𝐴 − 𝛼) + 𝜓] − 2𝜇𝐿

𝛥𝜇
]

− (
δ

2
) (𝜌𝐴 − 𝛼)𝑚 [

2𝛿𝑚(𝜌𝐴 − 𝛼)

(1 + δ)𝛥𝜇
]. 

Remarque (2): la variabilité impacte négativement l’espérance de gain de l’élite autoritaire en cas 

de réforme (
𝜕UA

R

𝜕𝑚
< 0).  

Nous déterminons maintenant le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire. 

𝑄𝐴
∗ = 𝑨𝒓𝒈𝒎𝒂𝒙

𝑄A
 UA

R 

 

𝑄𝐴
∗ =

𝛥𝜇(1 + δ)2𝜌𝐴 − 2δ2(𝜌𝐴 − 𝛼)𝜓 − 2δ2(𝜌𝐴 − 𝛼)2 Z + (1 + δ)δ(𝜌𝐴 − 𝛼)𝜇𝐿

𝛼(1 + δ)𝛥𝜇 + 2δ2(𝜌𝐴 − 𝛼)2
.     (5) 

 

Remarque (3) : le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire est indépendant du niveau de la 
variabilité des dotations initiales (m). Il est à noter que ce résultat n’est pas général. Il s’explique par 
le choix d’une loi uniforme pour la distribution du coût de la révolution. En effet, étant donné que la 
distribution est symétrique, alors la variabilité n’impacte pas la probabilité de révolte.   

Remarque (4) : En comparant le gain de l’élite autoritaire en cas de réforme avec celui en cas de 
statu quo (à l’équilibre) et en analysant l’impact de la variabilité des dotations initiales (m) sur la 
différence de gain, nous constatons que, pour les mêmes raisons qu’avant (en l’occurrence, le choix 
d’une distribution de probabilité uniforme), le niveau de variabilité des dotations initiales (m) ne 
change pas les incitations de l’élite autoritaire en place à réformer (ou à maintenir un statu quo). 

La variable aléatoire 𝝁 distribuée selon une loi quelconque 

Considérons maintenant un cas plus général dans lequel la variable aléatoire 𝜇 est distribuée selon 
une loi de probabilité quelconque, caractérisée par une fonction de répartition 𝐹𝑋(𝜇).  

Le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire est, dans ce cas de figure :  

𝑄𝐴
∗ = 𝑨𝒓𝒈𝒎𝒂𝒙

𝑄A
  {𝜌𝐴(Z + QA)(1 + 𝛿) − α C(QA) − (

δ

2
) 𝜓 [𝐹(𝜇

1
) + 𝐹 (𝜇1)] + (

δ

2
) (𝛼 −

𝜌𝐴) [(Z + QA) [𝐹(𝜇1
) + 𝐹 (𝜇1)] + 𝑚 [𝐹(𝜇1

) − 𝐹 (𝜇1)]]}. 

La condition du premier ordre s’écrit : 

 
𝜕UA

R

𝜕QA
= 0 ⟺ 𝜌𝐴(1 + 𝛿) − α 𝑄𝐴 − (

δ

2
) 𝜓 [

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
+

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
] + (

δ

2
) (𝛼 − 𝜌𝐴) [𝐹(𝜇1

) + 𝐹 (𝜇1) +

(Z + QA) [
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
+

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
] + 𝑚 [

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
−

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑄𝐴
]] = 0.                      (𝟕) 

L’équation (7) définit implicitement10 𝑄𝐴
∗ (𝑚). On définit alors la fonction implicite suivante : 

𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚), 𝑚) =

𝜕UA
R(𝑄𝐴

∗ (𝑚), 𝑚) 

𝜕QA
= 0.                                           (8) 

                                                                            
10 La valeur de 𝑄𝐴

∗  satisfait la condition de premier ordre. 
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En appliquant le théorème des fonctions implicites, on peut déterminer le signe de 
𝑑𝑄𝐴

∗ (𝑚)

𝑑𝑚
 et 

connaitre ainsi l’impact de la variabilité (m) sur l’incitation de l’élite autoritaire à réformer.   

𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚), 𝑚) = 0 ⇔

𝜕𝐺

𝜕𝑄𝐴
𝑑𝑄𝐴

∗ (𝑚) +
𝜕𝐺

𝜕𝑚
𝑑𝑚 = 0 

𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚), 𝑚) = 0 ⇔

𝑑𝑄𝐴
∗ (𝑚)

𝑑𝑚
= −

𝜕𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚), 𝑚)
𝜕𝑚

𝜕𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚), 𝑚)
𝜕𝑄𝐴

.                            (9) 

Etant donné que11 
𝜕𝐺(𝑄𝐴

∗ (𝑚),𝑚)

𝜕𝑄𝐴
< 0, alors le signe de 

𝑑𝑄𝐴
∗ (𝑚)

𝑑𝑚
 est le même que celui de 

𝜕𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚),𝑚)

𝜕𝑚
.  

Propriété (4) : l’application du théorème des fonctions implicites nous a permis d’aboutir aux 
résultats suivants, concernant l’impact de la variabilité des dotations initiales sur les incitations de 
l’élite autoritaire au pouvoir à mettre en œuvre une réforme : 

- 
𝜕2𝐹𝑋(𝜇)

𝜕𝑋2 = 𝑎 > 0 ⇒
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
−

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
> 0 ⇒

𝑑𝑄𝐴
∗ (𝑚)

𝑑𝑚
< 0 ; 

Lorsque nous avons plus de chance d’avoir un coût de révolution élevé (que d’avoir un coût de 
révolution faible)12, une augmentation du niveau de la variabilité des dotations initiales (m) impacte 

négativement le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire (𝑄𝐴
∗ ). Autrement dit, l’élite 

autoritaire aurait de moins en moins intérêt à réformer à mesure que la variabilité (m) augmente. 

En effet, d’après (12), une augmentation dans les niveaux de (m) et/ou de 𝑄𝐴 incite davantage le 

peuple à se révolter (𝜇1croissant avec m et 𝑄𝐴). Ainsi, lorsque le niveau de variabilité des dotations 

initiales (m) augmente, l’élite autoritaire risque de plus en plus de faire face à une révolution. Pour 

contrebalancer cet effet, l’élite en question a intérêt à mettre en œuvre une réforme (𝑄𝐴) de 
moindre envergure, pour empêcher le peuple de se révolter contre elle.          

- 
𝜕2𝐹𝑋(𝜇)

𝜕𝑋2 = 𝑎 < 0 ⇒
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
−

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
< 0 ⇒

𝑑𝑄𝐴
∗ (𝑚)

𝑑𝑚
> 0 ; 

Lorsque nous avons plus de chance d’avoir un coût de révolution faible (que d’avoir un coût de 
révolution élevé), une augmentation du niveau de la variabilité des dotations initiales (m) impacte 

positivement le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire (𝑄𝐴
∗ ). Autrement dit, l’élite 

autoritaire aurait de plus en plus intérêt à réformer à mesure que la variabilité (m) augmente. En 
effet, d’après (13), une augmentation dans le niveau de (m) incite de moins en moins le peuple à se 

révolter (𝜇1décroissant avec m) tandis qu’une augmentation dans le niveau de 𝑄𝐴 procure un effet 

inverse (𝜇1croissant avec 𝑄𝐴). Ainsi, lorsque le niveau de variabilité des dotations initiales (m) 

augmente, l’élite autoritaire risque de moins en moins de faire face à une révolution. Dans ce cas, 

l’élite en question peut se permettre de mettre en œuvre une réforme (𝑄𝐴) plus importante, pour 
maximiser son gain.          

- 
𝜕2𝐹𝑋(𝜇)

𝜕𝑋2 = 0 ⇒
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
−

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
= 0 ⇒

𝑑𝑄𝐴
∗ (𝑚)

𝑑𝑚
= 0 ; 

Lorsque la probabilité d’avoir une révolution en bonne période est égale à la probabilité d’avoir une 

révolution en mauvaise période (
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
=

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
), une augmentation du niveau de la variabilité des 

dotations initiales (m) n’aura aucun impact sur le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire 

(𝑄𝐴
∗ ). Comme nous l’avons déjà souligné, ce résultat est identique au cas dans lequel la variable 

aléatoire 𝜇 est distribuée selon une loi uniforme (symétrique). 

4 Conclusion 
Dans le présent article, nous avons développé un modèle théorique d’économie politique qui nous a 
permis d’analyser les incitations à la réforme dans un cadre non-démocratique. Ce modèle étudie 
particulièrement, à l’aide d’un jeu dynamique à information parfaite et incomplète, une situation 

                                                                            
11 Notons que 

𝜕𝐺(𝑄𝐴
∗ (𝑚),𝑚)

𝜕𝑄𝐴
< 0. Il s’agit de la condition du second ordre. 

12 La probabilité d’avoir une révolution en bonne période est supérieure à la probabilité d’avoir une 

révolution en mauvaise période (
𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
−

𝜕𝐹(𝜇1)

𝜕𝑋
> 0). 
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dans laquelle une élite autoritaire au pouvoir peut décider de mettre en œuvre une réforme ou 
maintenir un statu quo en présence d’une variabilité du niveau des dotations initiales.  

La résolution du jeu par backward induction, à travers la détermination, dans un premier temps, 
des coûts de révolution seuils du peuple en-dessous desquels ce dernier sera incité à se révolter (en 
cas de réforme et en cas de statu quo), nous a permis de montrer que le peuple est incité à se 
révolter contre l’élite autoritaire au pouvoir lorsque son coût de révolution est relativement faible 
(en situation de réforme, il faudrait que 𝜇 < 𝜇1 durant une bonne période et 𝜇 < 𝜇1 durant une 

mauvaise période. Tandis qu’en situation de statu quo, il faudrait que 𝜇 < 𝜇2 durant une bonne 

période et 𝜇 < 𝜇2 durant une mauvaise période). Par ailleurs, nous avons montré que l’incitation du 

peuple à se révolter est, en somme, impactée positivement par : (i) une augmentation dans le 
niveau des dotations initiales, (ii) une possibilité d’infliger une forte punition à l’élite autoritaire 
après la révolution, (iii) une réforme d’une plus grande envergure ou une augmentation du coût de 
statu quo subi par le peuple, (iv) une plus grande préférence pour le futur et (v) une décision de 
l’élite autoritaire de s’approprier une plus grande part du surplus (au détriment du peuple). Nous 
avons également constaté que l’incitation du peuple à se révolter est d’autant plus importante 
durant une bonne période (𝜇1 > 𝜇1 et  𝜇2 > 𝜇2). 

Nous avons, dans un deuxième temps, analysé les incitations à la réforme de l’élite autoritaire 
au pouvoir. En supposant, dans un premier cas, que la variable aléatoire 𝜇 soit distribuée selon une 
loi uniforme, nous avons constaté que le niveau de réforme optimal de l’élite autoritaire 
est indépendant du niveau de la variabilité des dotations initiales (m). En considérant, par ailleurs, 
un cas plus général, dans lequel la variable aléatoire 𝜇 est distribuée suivant une loi de probabilité 
quelconque, nous avons pu montrer que lorsqu’il y a plus de chance d’avoir un coût de révolution 
élevé (que d’avoir un coût de révolution faible), une augmentation du niveau de la variabilité des 
dotations initiales (m) impacte négativement l’incitation de l’élite autoritaire à réformer et vice 
versa. 
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Résumé Ce travail s’inscrit dans le cadre général de la problématique de la concurrence
déloyale dans la filière datte et de son impact négatif sur le fonctionnement de marché.
Nous analysons cette question en comparant deux situations : la situation avant et la situa-
tion après la mise en place d’une indication géographique (IG). Nous nous appuyons sur un
modèle d’économie mathématique et un jeu séquentiel, qui met en évidence les différentes
interactions entre les décisions des différents acteurs. Les résultats de cette étude montrent
qu’en absence d’une IG l’amélioration du niveau de connaissance des consommateurs de
la qualité de la Datte peut paradoxalement déboucher sur l’exclusion d’une partie d’entre
eux de la consommation. Nous montrons qu’avec une mise en place d’une IG, les prix des
dattes, et le niveau d’exclusion des consommateurs de la consommation, peuvent augmen-
ter en fonction de la qualité des dattes non IG.

Mots clés : Filière dattes ; Théorie des jeux ; Concurrence déloyale ; Indication géographique.

1 Introduction
La lutte contre les différentes formes de concurrence déloyale dans le secteur agro-

alimentaire représente aujourd’hui un défi majeur pour les pays qui doivent à la fois assurer
un bon fonctionnement des marchés et protéger le consommateur. Ce travail est axé sur
les pratiques anti-concurrentielles qui consistent à tromper le consommateur et à biaiser sa
perception de la qualité en lui offrant un produit de moindre qualité tout en lui faisant croire
qu’il est de bonne qualité. Cette forme de concurrence déloyale a en particulier deux ef-
fets bien connus : le premier effet négatif agit sur l’offre et plus précisément, sur l’incitation
des opérateurs à investir en qualité puisque les opérateurs qui se livrent à cette pratique,
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qui n’ont pas dépensé le coût associé à une production de qualité peuvent concurrencer
des opérateurs qui ont effectivement investi en qualité et dépensé le coût qui y est associé.
Ce phénomène est bien connu en économie publique sous l’appellation ”passager clandes-
tin”. Le deuxième effet négatif de cette pratique agit sur le consommateur trompé, qui voit
son bien-être détérioré du fait qu’il consomme une qualité différente de celle qu’il croit avoir
acheté ([1],[2]).
La filière dattes en Algérie est un cas de cette problématique, à travers l’enquête que nous
avons réalisée récemment 1 pour tirer des informations sur les profils des consommateurs
des dattes en Algérie, nous avons pu avoir certaines statistiques, qui montrent l’intensité de
ces pratiques anticoncurrentielles dans ce secteur. Plus de 76% de personnes, qui achètent
des dattes sont victimes d’expériences décevantes lors de l’achat de dattes. Plus de 82%
de ces victimes, considèrent que qualité ne correspond pas à celle attendue (fraı̂cheur,
présence de vers). Plus de 59% des victimes, qui n’ont pas changé leur mode d’achat
après une expérience décevante trouvent que le prix est relativement intéressant et cor-
respond à leur pouvoir d’achat ou que les expériences décevantes ne sont pas suffisantes
pour conduire un changement de leur comportement d’achat.
Ces tromperies du consommateur sont d’autant plus faciles à mettre en oeuvre pour le
consommateur peu connaisseur du produit et qui ne peut reconnaı̂tre la bonne qualité de
la mauvaise. Nous avons le cas d’école de ce type de problématique dans le contexte de la
mise en place d’une Indication Géographique (IG) ([4]) : Une des justifications de l’IG est la
réparation de cette défaillance de marché en informant le consommateur de la qualité liée au
produit à travers la labellisation de la qualité associée au savoir-faire ancestral et au terroir.
Pour répondre aux exigences des consommateurs des dattes en termes de qualité et de
prix et encourager les savoir-faire ancestraux, les autorités publiques doivent définir, avec
les associations de producteurs/distributeur un cahier des charges pour l’IG ainsi que les
opérations marketing pour faire connaı̂tre le produit IG auprès du public ayant peu de connais-
sance dans les propriétés de ce produit du terroir. Notre étude s’inscrit dans cet objectif, nous
analysons dans deux situations : avant la mise en place de l’IG et après sa mise en place,
l’effet des décisions publiques et privées sur les prix des dattes, et sur les niveaux d’accès
et d’exclusion des consommateurs à la consommation du produit.
Pour apporter quelques réponses, nous proposons un modèle d’économie industrielle où
nous considérons deux distributeurs représentatifs, qui s’approvisionnent auprès d’une région
éligible à l’indication géographique, et la périphérie de cette région, les deux régions pro-
posent deux qualités différentes des dattes. Le premier distributeur s’approvisionne auprès
la région éligible à l’IG et offre des dattes de bonne qualité sur le marché final. Par contre,
le deuxième distributeur s’approvisionne auprès de la périphérie de la zone éligible à l’IG, et
réalise une opération de tri de son approvisionnement, pour améliorer la qualité de son offre
avec comme objectif : faire croire aux consommateurs que son offre est de la même qualité
que celle de son concurrent. Nous supposons dans ce modèle :

– Avant la mise en place de l’IG, le niveau de connaissance des consommateurs sur la
qualité à travers le visuel, ne permets pas aux consommateurs de concevoir correcte-
ment la qualité des dattes (Ecart positif entre la qualité réelle et la qualité conçue).

– Après la mise en place de l’IG, les consommateurs peuvent distinguer correctement

1. Cette enquête a été réalisée sur la période septembre 2021-Mai 2022 dans le cadre du projet VALUE-
TEAM, financé par l’ARIMNet2 (2017).
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les deux qualités de dattes offertes par les deux distributeurs sur le marché.
Pour ce qui est de la demande sur le marché final, nous avons repris la formulation de
Moussa et Rosen [3], et les différentes interdépendances stratégiques entres les décisions
des opérateurs sont représentées par un jeu, que nous résolvons par la technique de back-
ward induction.
En s’appuyant sur le modèle que nous proposons, les résultats obtenus ont permis de voir
certains effets pervers des décisions publiques et privées dans les deux situations. En ab-
sence d’une IG, l’augmentation du niveau de connaissance des consommateurs sur la qua-
lité peut générer une hausse des prix de dattes des deux qualités. Avec la mise en place
d’une IG, le renforcement des normes de qualité des dattes non IG peut induire une exclu-
sion de la consommation de certains consommateurs.

2 Description du modèle

2.1 Hypothèses
Nous considérons dans ce modèle, deux distributeurs R1 et R0, qui s’approvisionnent

de deux qualités k1, (k1 ∈ [0,1]) et k0, (k0 ∈ [0,k1]) respectivement, en dattes auprès
d’une région éligible à l’indication géographique (zone de production de la qualité k1) et la
périphérie de cette région (zone de production de la qualité k0).
Le prix ωi,(i ∈ {0,1}) dans la région de production des dattes qualité ki est donné par :

ωi = µ ki, (1)

où : µ ≥ 0.
Le distributeur R1 offre un produit de qualité k1 sur le marché final, par contre le distributeur
R0 qui s’approvisionne du produit de qualité inférieure k0, décide d’un niveau de tri r ∈ [0,1],
avant d’offrir son produit sur le marché final afin que son produit soit de qualité k0(r) :

k0(r) = k1− (k1− k0) (1− r). (2)

La probabilité β qu’une unité de produit de qualité k0, soit rejetée suite à une opération de
tri d’un niveau r, réalisée par le distributeur R0 est donnée par :

β (k0,r) = γ r (1− k0), (3)

où : γ ∈ [0,1].
La quantité rejetée suite au tri du produit, dépend à la fois de niveau de tri r et de la qualité k0
du produit. Quand le distributeur R0 décide d’exercer un niveau de tri plus élevé (r augmente)
la qualité de son offre s’améliore, mais la proportion rejetée de sa quantité commandée
augmente.
Pour répondre à sa demande D1 sur le marché final le distributeur R1 s’approvisionne d’une
quantité Q1 de produit de qualité k1 égale à sa demande D1, par contre le distributeur R0,
pour répondre à sa demande D0 sur le marché final, il doit s’approvisionner d’une quantité
Q0 en produit de qualité k0 donnée par :

Q0(k0,r) =
1

1−β (k0,r)
D0. (4)
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Le distributeur R0, qui s’approvisionne du produit de qualité k0, et qui décide d’un niveau
de tri r pour que son offre sur marché soit de qualité k0(r) subit un coût unitaire C lié aux
opérations de tri donné par 2 :

C(t,r) = t r (∆− r), (5)

où t ≥ 0.
La demande sur le marché final du produit est adressée par M consommateurs, qui sont
hétérogènes dans leurs revenus et leurs appréciations de la qualité. Ils sont uniformément
distribués selon leurs dispositions à payer pour la qualité dans l’intervalle [0, θ̄ ]. Chaque
consommateur achète au plus une unité de produit. Le surplus U d’un consommateur θ ∈
[0, θ̄ ], qui achète un produit de qualité k au prix p s’écrit :

U(θ , p,k) = θ k− p. (6)

Les profits Π0 et Π1 des distributeurs R0 et R1, qui fixent les prix de ventes p0 et p1 respec-
tivement sont donnés par :

Π0 = p0 D0−ω0 Q0(k0,r)−C(t,r) Q0(k0,r). (7)
Π1 = p1 D1−ω1 Q1. (8)

Le profit du distributeur R0 est la rémunération de sa quantité offerte sur le marché final
au prix p0 moins ses coûts : d’acquisition du produit ω0 Q0(k0,r), et de tri de sa quantité
commandée C(t,r) Q0(k0,r).
Le profit du distributeur R1 est la rémunération de sa quantité offerte sur le marché final au
prix p1 moins le coût de l’acquisition du produit ω1 Q1.

On se place dans deux situations : la première est celle d’inexistence d’une indica-
tion géographique pour les produits de qualité k1, et la deuxième est la situation ou les
autorités publiques avec les associations des opérateurs mettent en place une indication
géographique pour la zone éligible.

Perception de la qualité avant et après la mise en place de l’indication géogra-
phique.

Avant la mise en place d’une indication géographique au produit de la zone éligible à
l’indication géographique, les produits offerts par les deux distributeurs R1 et R0 qui sont
de qualités k1, et k0(r) sont perçus par les consommateurs, en fonction de leur niveau de
connaissance λ ∈ [0,1] sur la qualité à travers l’aspect visuel comme étant des produits de
qualités k̄1 et k̄0 respectivement :

k̄1(k0,k1,λ ) = λ k1 +(1−λ ) k0(r). (9)
k̄0(k0,k1,λ ) = λ k0(r)+(1−λ ) k1. (10)

Le paramètre λ , (λ ∈] 1
2 ,1]) mesure le niveau de connaissance des consommateurs sur la

qualité des dattes à travers l’attribut visuel. λ varie entre un niveau de connaissance (λ ≥ 1
2 )

qui permet aux consommateurs de distinguer correctement les deux qualités k̄1(k0,k1,λ )≥
2. Nous supposons que ∆≥ 2 pour que la fonction C soit croissante et concave par rapport à r.
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k̄0(k0,k1,λ ) tout en sous-estimant la qualité k1 et surestimant la qualité k0(r), jusqu’au
niveau de connaissance (λ = 1) qui permet à la fois de distinguer les deux qualités et de
percevoir correctement les deux qualités (k̄1(k0,k1,1) = k1, k̄0(k0,k1,1) = k0(r)).

La mise en place d’une indication géographique au produit de la zone éligible à l’indica-
tion géographique (zone de production de la qualité k1), permettra aux consommateurs de
distinguer et percevoir correctement (λ = 1) les deux qualités k1, et k0(r) du produit sur le
marché final.

2.2 Le jeu
L’interaction stratégique entre les opérateurs peut être représentée par le jeu séquentiel

suivant :

Étape 1. Le distributeur R0 décide de niveau de tri r.

Étape 2. Les deux distributeurs R0 et R1 choisissent simultanément les prix p0 et p1.

La demande sur chaque marché est déterminée par les choix de la catégorie à acheter par
chaque consommateur, qui décide soit d’acheter une unité du produit de qualité k0(r0) offert
par R0, ou bien une unité de produit de qualité k1 offert par R1 ou bien de ne pas acheter
le produit. Ces décisions des consommateurs permettent de déterminer la demande qui
s’adresse à chaque marché selon le processus de résolution du modèle de Mussa et Rosen
[3].

3 Principaux résultats
La résolution du jeu séquentiel avec la technique d’induction en amont dans les deux

situations avant et après mise en place d’une IG nous permet d’obtenir des résultats rela-
tifs aux impacts sur les différents indicateurs économiques (prix, profits,...etc.) d’une part,
l’amélioration de niveau de connaissance des consommateurs sur la qualité et, ii) le renfor-
cement de la norme de la qualité des dattes produites dans la zone non éligible à l’IG 3.

3. Les figures qui seront présentées dans cette section sont obtenues par les valeurs suivantes de l’en-
semble des paramètres : M = 40; k1 = 1; t = 0.02; ∆ = 2; γ = 1; µ = 0.1; θ̄ = 1.
Figure 1. k0 = 0.4
Figure 2. λ = 1.
Figure 3. avant IG λ = 4

7 ; après IG λ = 1.
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Remarque 3.1. a
Avant la mise en place d’une IG, l’amélioration du niveau de connaissances des consom-
mateurs sur la qualité des dattes peut engendrer :

– Une augmentation du nombre de consommateurs exclus de la consommation.
– Une augmentation des prix des dattes des deux qualités.
– Une augmentation des profits des distributeurs.
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FIGURE 1 – Effets de niveau de connaissance en absence d’une IG.

Remarque 3.2. a
Après mise en place d’une IG, l’amélioration de la qualité des dattes produites dans
périphérie de la zone non IG peut selon l’écart entre les deux qualités faire varier dans
un sens ou un autre le nombre du consommateurs exclus de la consommation, les prix
et les profits des distributeurs.
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FIGURE 2 – Effets de k0 en présence d’une IG.

Remarque 3.3. a
La comparaison des deux situations avant et après mise en place de l’IG dépend du
niveau de la qualité basse basse k0. Après la mise en place de l’IG ; le nombre de
consommateurs exclus de consommation, les prix des deux qualités de dattes et le profit
du distributeur de la qualité k1 peuvent augmenter.
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FIGURE 3 – Comparaison des deux situation avant et après mise en place d’une IG en
fonction de k0 .

4 Conclusion
L’originalité de notre modèle est qu’il permet d’analyser un contexte très peu modélisé

dans la littérature économique : le cas où l’aspect visuel d’un produit peut jouer un rôle, à
côté bien sûr d’autres attributs, dans la perception qu’a le consommateur sur la qualité du
produit.
Notre modèle s’applique à des familles de produits dont la qualité est plus ou moins identi-
fiable à travers l’aspect visuel du produit. Notre approche est adaptée à la réalité de la filière
datte où les consommateurs peuvent être amenés à juger de la qualité de la Datte à partir
de quelques caractéristiques visuelles de celle-ci : calibre de la datte, couleur, fermeté....
Dans un contexte d’imperfection de la connaissance des consommateurs quant à la qualité
de la datte, nous avons analysé l’évolution des indicateurs économiques (prix, profits. . . etc.)
en clés comparant dans la situation antérieure à la mise en place de l’IG avec dans la situa-
tion qui prévaut après la mise en place de celle-ci.
Le modèle proposé dans ce travail analyse la question de la valorisation des dattes d’une
zone éligible par un signe officiel de qualité (IG), avec comme objectifs : dissuader la concur-
rence déloyale, et protéger les consommateurs de la tromperie. Nos résultats, montrent que
la mise en place d’une IG peut avoir des effets pervers sur l’accès des consommateurs à la
consommation, et sur les prix du produit. Ces conséquences éventuelles de cette décision
sont issues d’une modélisation théorique. Ainsi, pour tester la robustesse de ces résultats,
l’investigation empirique s’avère une piste intéressante pour un développement futur de ce
travail.
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Résumé Dans ce papier, nous présentons un modèle théorique d’économie industrielle
pour étudier les caractéristiques et la structure du marché algérien des dattes dans deux
périodes, avant et après la crise COVID-19.

Mots clés : Théorie des jeux ; structure du marché ; COVID19.

1 Introduction
Le 11 mars 2020, l’organisation mondiale de la santé a déclaré COVID-19 comme une

pandémie mondiale[1]. Pour empêcher sa propagation en Algérie, les autorités publiques ont
mis en place diverses mesures sanitaires (confinement, instauration d’une autorisation de
circulation entre wilayas pour les véhicules de transport de marchandises,...). Ces mesures
sanitaires ont eu des impacts sur divers secteurs économiques. Dans ce papier, nous abor-
dons l’impact de ces mesures sur la filière datte. Nous nous intéresserons plus précisément
à l’impact sur les activités des acteurs informels dans des segments importants de la chaine
de valeur, tels que ceux en charge de la récolte, le stockage, le transport, la commerciali-
sation et l’exportation. La filière datte en Algérie produit trois grandes variétés, qui sont la
Deglet Nour, les dattes molles (type Ghers) et les dattes sèches (type Degla Beida). Dans
ce papier, nous nous intéresserons à Deglet Nour. La filière est organisée autour d’un en-
semble d’opérateurs, qui sont, dans la majorité des cas, privés : producteurs, distributeurs,
exportateurs, grossistes, détaillants, marchés de gros et marchés hebdomadaires. Il faut no-
ter que l’agriculture est le secteur où la part des emplois informels est la plus forte, � plus
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de 80% des emplois agricoles sont informels �[2]. Concernant la filière datte, les segments
distributeurs sont particulièrement concernés par l’informel.

2 Méthodologie et Analyse
Le cadre conceptuel est tiré d’un modèle générique [3]. C’est un modèle d’économie in-

dustrielle qui met en jeu à la fois des producteurs en amont de la filière et des distributeurs en
aval de la filière. Un certain nombre de distributeurs sont entravés par la réglementation liée
à la crise sanitaire et disparaissent momentanément des transactions de filière. Le modèle
permet de déterminer les prix des différentes qualités de dattes que ce soit au niveau du
consommateur, qu’au niveau des intermédiaires (marché de gros). Le modèle se décline
sous une logique que l’on peut décrire dans les schémas ci-dessous :

– Saison 1 : Situation pré-COVID avec des transactions amont aval portées par des
intermédiaires (distributeurs) formels et informels qui s’approvisionnent de dattes de
deux catégories : Deglet Nour de qualité Supérieure Cat1 et Deglet Nour générique
Cat2.

– Saison 2 : La crise sanitaire a provoqué une éviction d’une portion des transactions
informelles et éventuellement une petite proportion de transactions formelles.

FIGURE 1 – La filière

2.1 Le modèle
Nous considérons un ensemble de N producteurs indexés par i,(i ∈ {1, ..,N}), pro-

duisant chacun une quantité qi de Deglet Nour catégorie 1 ou catégorie 2, et un ensemble
de R distributeurs indexés par j,( j ∈ {1, ..,R}), commercialisant chacun une quantité d j
de Deglet Nour catégorie 1 ou catégorie 2. Soit e le nombre de distributeurs, qui ont arrêté
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variable description
R Le nombre total de distributeurs.
R1 Le nombre de distributeurs qui commercialisent les dattes de catégorie 1.
R2 Le nombre de distributeurs qui commercialisent les dattes de catégorie 2.
d j La demande individuelle, qui s’adresse au distributeur j, j ∈ {1, ...,R}.
Dk La demande totale de la datte catégorie k, k ∈ {1,2}.
N Le nombre total de producteurs.
N1 Le nombre de producteurs des dattes de catégorie 1.
N2 Le nombre de producteurs des dattes de catégorie 2.
qi La quantité offerte par un producteur i, i ∈ {1, ...,N}.
Qk La quantité totale offerte de la datte catégorie k, k ∈ {1,2}.
M Le marché final.
M1 Le marché de gros des dattes de catégorie 1.
M2 Le marché de gros des dattes de catégorie 2.
Πk Le profit d’un distributeur qui commercialise la datte de catégorie k, k ∈ {1,2}.
Bk Le profit d’un producteur de dattes de catégorie k, k ∈ {1,2}.

TABLE 1 – Notations.

leur activité pendant la pandémie, en raison des restrictions administratives, exigeant une
autorisation de circulation entre les wilayas.

FIGURE 2 – Le modèle

Nous formalisons le fait que la crise soit apparue après la saison de production et est
venue perturber le processus de commercialisation. Nous supposons qu’il y a une saison
de référence pré-COVID , représentative d’une saison ”normale” de production et de com-
mercialisation (l’année antérieure par exemple). Dans cette saison, les activités amont (de
production) et les activités aval (de commercialisation) ont lieu sans entrave et les prix sur
les marché de gros et de détails émergent comme issue d’un jeu qu’on appellera ”jeu de
référence” associé à la saison 1 (avant COVID-19). Ces prix de référence, ainsi que les profits
et surplus des acteurs issus de cette saison, seront comparés avec ce qui adviendra quand
la crise de la COVID apparait (saison 2). La production de la saison 2 étant déjà achevée, les
mêmes quantités que la saison 1 ont été produites, mais les activités de commercialisation
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sont entravées par l’apparition de la crise qui conduit à des réglementations qui réduisent la
mobilité des acteurs en aval. Pour formaliser la demande des consommateurs sur les deux
marchés,nous reprenons le modèle de Mussa-Rosen [4].

2.2 Le jeu
Jeu de référence associé à la saison 1 :

1. Chacun des R distributeurs choisit individuellement le marché de gros (marché de la
catégorie) auquel il s’approvisionne (R1 choisissent la catégorie 1 et R2 = R−R1
choisissent la catégorie 2).

2. Chaque distributeur fixe le prix de vente pk, k ∈ {1,2} de son produit de détail et
commande sur le marché de gros correspondant la quantité demandée sur le marché
de détail.

3. chaque producteur i ∈ N produit la quantité qu’il doit vendre sur le marché correspon-
dant à la catégorie de la datte dont il est spécialisé.

Quand les commandes des distributeurs d’une catégorie donnée du produit sont fixées et
les productions proposées sur le marché de gros correspondant, le prix sur les marchés de
gros émergent à l’égalisation de la demande et de l’offre.

Saison II (Apparition de la COVID) : La crise sanitaire a provoqué une éviction d’une
portion des transactions. Nous supposons que chaque producteur continue à offrir la même
quantité pendant la crise que durant la période avant la crise. Nous supposons, pour fixer
les idées, que la capacité de distribution des distributeurs s’est forgée et stabilisée au fil des
quantités distribuées dans le passé (c’est-à-dire, par exemple, dans la période de référence
pré-COVID) et que la capacité maximale de distribution correspond exactement à la quantité
distribuée dans cette période. Nous supposons par ailleurs que la crise a débouché sur
l’éviction de ”e” distributeurs qui ne peuvent plus circuler en raison de l’imposition d’une
autorisation de circulation entre wilayas, qui n’est délivrée qu’aux acteurs formels.

Sachant que la saison de production a eu lieu et les offres de produits, non ajustables,
sont celles qui étaient produites lors de la saison de référence, le jeu se restreint donc aux
distributeurs restant en activité et qui doivent ajuster leur prix sur le marché de détail et
passer commande sur les marchés de gros. Le jeu associé à cette période est alors :

– Les R− e choisissent simultanément et de façon indépendante le marché de gros où
ils vont s’approvisionner.

Les prix sur les marchés de gros émergent à l’égalisation des offres et des demandes sur
chaque catégorie.

3 Quelques résultats
La résolution du jeu s’est fait par la processus de backward-induction, qui nous donne

les résultats suivants :
– Le prix final ”pk” k ∈ {1,2} augmente en fonction de e, mais le prix ”p2” de la

catégorie 2 augmente plus rapidement.
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FIGURE 3 – Le jeu

– Les prix intermédiaires des marchés de gros ”wk” k ∈ {1,2} diminuent en fonction
de e. Ceci conduit les producteurs à brader leurs produits, par conséquent, les prix
aux consommateurs augmentent. Ainsi, les distributeurs, qui activent après la COVID,
enregistrent une amélioration de leur ”pouvoir de marché” sur le marché de gros (vis-
à-vis des producteurs) et de leur pouvoir de marché vis-à-vis des consommateurs en
aval.

– Les distributeurs en activité, ayant une capacité de distribution limitée égale, par hy-
pothèse, à la quantité distribuée dans les périodes antérieures à la COVID, satisfont
donc individuellement, à la saison 2, la demande qui leur a été adressée à la saison
1.

– Le nombre de distributeurs ayant diminué, la demande totale satisfaite à la saison 2
est inférieure à celle satisfaite à la saison 1.

FIGURE 4 – Les prix de vente et d’achat.

4 Conclusion
A travers deux modèles de la théorie des jeux, nous montrons que l’ampleur des effets

de la COVID-19 est, dans une certaine mesure, un indicateur de l’importance de l’informel
dans la filière datte en Algérie. En effet, l’immobilisation des distributeurs et acheteurs in-
formels nationaux a eu des effets négatifs sur les capacités de vente et d’écoulement des

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 285



Secteur informel et Impact de la crise COVID 19 sur la filière datte en Algérie.Une approche
d’économie industrielle.

FIGURE 5 – La demande qui s’adresse aux distributeurs.

producteurs de datte. De ce fait, l’éviction de l’informel a contribué à un changement du rap-
port de force amont/aval en faveur des acheteurs/distributeurs/ exportateurs restés sur le
marché qui appartiennent majoritairement au secteur formel.
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Abstract The objective of this article is to study the strategic watch of exporting companies 

and its influence on the decision-making of the managers of non-hydrocarbon exporting 

companies. In doing so, we postulate that the business intelligence behavior of companies 

determines their competitiveness through the influence of the practice of business 

intelligence on the decision-making of managers. 

After studying strategic intelligence, as well as competitiveness, we carried out a qualitative 

study with about thirty Algerian non-hydrocarbon exporting companies. We used modeling 

for data analysis. The results obtained show the positive effect of strategic intelligence on 

decision-making and the development of the competitiveness of Algerian non-hydrocarbon 

exporting companies. 
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1 Introduction 

Pour devenir  compétitives  les  entreprises,  et  notamment  celles  des  pays  émergeants, 

doivent  sortir  de  leur  marché  local  et  se  hisser  sur  des  marchés  transnationaux  voire  in- 

ternationaux. Cependant,  se lancer à  l’international demande une préparation rigoureuse,, 

et la nécessité  de déployer une stratégie de veille afin de se donner les moyens de disposer 

de tous les éléments d’information s’avère nécessaire. 

La gestion de l’information environnementale est un des principaux obstacles auxquels  se 

heurtent les PME internationales [16].Disposer d’informations pertinentes lors de la prise de  

décisions  et  l’élaboration  de  stratégie  est  un  défi  majeur  pour  les  entreprises  

notamment. Dans ce contexte, la mise en place des processus informationnel, t’elle que la 

veille stratégique, s’avère indispensable. 

*Corresponding Author 
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Cette  communication  s’inscrit  dans  ce  cadre  de  réflexion.   Elle  vise  à  étudier  le  com- 

portement informationnel des PME exportatrices et en particulier la relation entre la 

pratique de  la  veille  stratégique,  la  prise  de  décision  et  la  compétitivité  à  l’export  des  

entreprises exportatrices hors hydrocarbures. 

La  problématique  posée  dans  cette  recherche  peut être formulé comme  suit  :Dans quelle 

mesure la pratique de la veille stratégique, par son appui à la décision,permet- elle d’acquérir des 

avantages concurrentiels? 

Afin  de  répondre  à  cette  question  de  recherche,  nous  structurons  cet  article  en  trois 

parties.   La  Première  partie  portera  sur  le  cadre  théorique  de  la  recherche,  la  deuxième 

partir portera sur l’exposition de la méthodologie et du modèle de recherche et la troisième 

partie sur l’analyse est la discussion des résultats. 

 

2 Le cadre théorique de la recherche 

Le concept de la compétitivité  sera d’abord exposé  puis,  celui de la veille stratégique  au 

sein des entreprises. 

 

2.1 La compétitivité des entreprises 

Les  entreprises  évoluent  dans  un  monde  marqué  par  la  mondialisation  où  la  compét itivité´ 

s’impose.   En  effet,  pour  se  développer  l’entreprise  doit  acquérir  des  capacités  lui  permet- 

tant  d’augmenter  son  efficience  et  son  efficacité  en  particulier  dans  un  contexte  fortement 

concurrentiel [2, 4]. 

Dans  leur  ouvrage  MARNIESSE  et  FILIPIAK  [19]renvoient  la  compétitivité  d’une  en- 

treprise  à  ses  performances  à  long  terme,  c’est-à-dire  sa  croissance.  Elle  est  reliée  à  ses 

produits,  ses prix,  son positionnement. Nous pouvons considérer que la compétitivité  est la 

capacité  de l’entreprise à  réaliser des performances supérieures à  la moyenne (gain de parts 

de marché). 

MARNIESSE et FILIPIAK [19] distinguent quatre types de compétitivité  au sein des en- 

treprises : La compétitivité  prix : Elle exprime la structure des prix et coûts d’une économie 

par rapport à  celle de ses partenaires commerciaux. 

La compétitivité  hors prix : Elle est fondée sur l’investissement, la souplesse et la 

flexibilité  de et l’innovation, l’amélioration, et changement. 

La  compétitivité  technologique  :  fait  référence,  à  la  concurrence  entre  les  firmes  et  les 

pays qui s’opérer sur les produits eux-mêmes.  Elle se réfère à  la recherche, à  l’innovation, à 

l’accumulation du savoir technologique et à  la compétence. 

La  compétitivité  structurelle,  exprime  les  capacités  internes  de  production  et  de  

commercialisation au sens large. Elle se réfère à  la capacité  de financement, d’encadrement, 

de structuration de la filière, etc. 

Par ailleurs aborder la compétitivité  des entreprises fait intervenir le concept d’avantage 

concurrentiel. LAMBIN, J.J et CHMPITAZ, R [6], distinguent entre les avantages 

concurrentiels internes et externes. Un avantage concurrentiel est dit externe lorsqu’il 

s’appuie sur des qualités distinctives du produit qui constitue une valeur pour l’acheteur soit 

en diminuant ses coûts d’utilisation soit en augmentant sa performance d’utilisation (permet 

d’augmenté  le prix).  Un avantage concurrentiel est dit interne lorsqu’il donne une meilleure 

productivité  et une meilleure rentabilité  à  l’entreprise et donne une meilleure capacité  a 

résiste à  une baisse de prix imposé’ par le marché́  ou la concurrence. 

Quelles que soient les stratégies adoptées pour acquérir un savoir-faire original, les 
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entreprises doivent en permanence chercher à  acquérir des informations et à  réactualiser 

leurs connaissances [25, 11] afin de faire face aux défis de la mondialisation. 

 

2.2 La veille stratégique 

La  veille  stratégique  a  été  largement  diffusé  dans  les  années  1990-1995et  devient  

indispensable dans un environnement de plus en plus incertain. Pour Humbert Lesca [17] la 

veille stratégique  est :   Le processus informationnel par lequel l’entreprise se met à  l’écoute 

anticipative  des  signaux  faibles  de  son  environnement  dans  le  but  créatif  de  découvrir  des 

opportunités et de réduire son incertitude .  Revelli [24] soutien que la veille stratégique  est 

indispensables à la prise de décisions stratégiques pour renforcer la compétitivité . De ce fait, 

demeurer en harmonie avec son environnement, s’adapter à  ses changements, saisir les 

opportunités et détecter les menaces sont d’autant de raisons qui rendent la  veille stratégique  

nécessaire pour le management de l’entreprise. 

En effet, le management stratégique  insiste sur l’identification à  la fois des forces/faiblesses 

internes à  l’entreprise et des opportunités/menaces externes de l’environnement.  Dans ce 

sens, la veille stratégique  est utilisée de façon défensive pour réagir à  des menaces de façon 

offensive lorsqu’elle trouvera des signaux annonciateurs d’une évolution et que l’entreprise 

sera  prête  à  saisir  une  nouvelle  opportunité  pour  créer  un  marché  ou  un  nouveau  produit 

[12]. 

Aujourd’hui la compétitivité des entreprises repose largement sur leur capacité de maitriser 

l’information de façon efficace.  Ce phénomène est généralement expliqué  par le fait que la 

VS aide à  prendre les décisions nécessaires à  leur survie [7]. 

 

2.3 La veille stratégique, outil d’aide à la décision 

La  prise  de  décision  est  un  processus  non  linéaire  qui  consiste  à  effectuer  un  choix  

supposé  éclairé  par  de  l’information  et  motivé  par  l’expérience  ou  l’intuition  du  décideur,  

entre plusieurs options envisageables [9]. Il s’agit de bien comprendre la situation pour 

décider de la solution la plus satisfaisante et la plus acceptable pour les parties prenantes 

[27, 18]. 

Dans ce cadre, la veille stratégique  serait une   observation de l’environnement suivi de 

la diffusion bien ciblée des informations analysées, sélectionnées et traitées utiles à  la prise 

de  décision  stratégique  [13]  afin  d’appuyer  la  décision  qui  est  la  raison d’être la  veille 

stratégique  à  travers la gestion de l’information comme un facteur de production. 

En  effet,  devant  l’incertitude  qui  est  difficile  à  gérer,  la  maitrise  de  l’information  devient 

indispensable  pour  prendre  des  décisions.      Il  n’y  a  point  de  décision  valable  sans  bonne 

information au préalable   [20].  Le but du processus de veille stratégique  est la collecte et le 

partage de l’information afin de servir la décision (création de sens). 

 

3 Cadre conceptuel de la recherche 

La capacité de l’entrepreneur à localiser et, à exploiter des opportunités d’affaires et  à 

développer  de  nouvelles  façons  de  concurrencer  constituent  des  facteurs  critiques  de  la 

survie et de la croissance des entreprises[10].il ne suffit pas de détenir de l’information grâce à  

l’écoute  prospective  de  l’environnement,  mais  il  faut  savoir  l’utiliser  dans  les  décisions 

stratégiques  [14,  15].  En effet, l’information ne peut  avoir  de  valeur  stratégique  que  si  elle est 

transformée en connaissance.  C’est dans cette lignée d’idée que s’inscrivent les travaux 
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[25] qui démontrent que l’engagement international des entreprises dépond de la sensibilité des 

dirigeants des entreprises à  l’information. 

le  recours  à   des  activités  de  veille  de  manière  étendue  à   plusieurs  environnements 

(concurrentiel,  technologique,  commerciale,  sociétale),  permet  aux  dirigeants  d’entreprise 

d’acquérir une meilleure connaissance de son environnement,  des menaces et des opportunités 

qui l’imprègnent[1].Ce qui leur permettra de mieux ajuster la réponse stratégique, les structures, 

les processus et les conditions de performance. 

En réponse à  l’incertitude environnementale, les dirigeants des entreprises les plus 

performantes  effectuaient  des  activités  de  veille  plus  fréquemment  que  leurs  homologues  

des entreprises moins performantes[8, 23].  Pour être compétitif l’entreprise doit être en mesure 

de créer et de conserver des avantages concurrentiels. 

Notre  étude  s’inscrit  dans  le  même  cadre  de  réflexion.   Cependant,  au  lieu  d’étudier 

l’impact de la veille stratégique  sur la performance nous avons étudié  l’influence de la veille 

stratégique  sur la compétitivité  à  l’international des entreprises exportatrices hors hydrocarbures 

algériennes à  travers son influence dans la prise des décisions. A cette fin, nous avons avance´  

l’hypothèse suivante : 

Les  entreprises  exportatrices  les  plus  compétitives  sont  celles  qui  intègrent  le produit des 

activités de veille stratégique  lors de la prise de décision. 

De cette hypothèse générale deux hypothèses secondaire se déclinent : 

La  première  hypothèse  (H1)  postule  que  plus  les  activités  de  veille  stratégique  sont 

étendues  plus  les  dirigeants  détiennent  l’information,  plus  elles  ont  des  avantages  

concurrentiels. 

La  deuxième  hypothèse  (H2)  postule  que  plus  les  activités  de  veille  sont  réalisé  d’une 

manière  fréquente  plus  les  dirigeants  détiennent  l’information  plus  ont  des  avantages  

concurrentiels. 

 
4 Le modèle de recherche 

La revue de la littérature nous a permis de proposer un modèle théorique qui nous aidera 

à  expliquer, d’une part, les variables indépendantes à  savoir la veille stratégique, et d’ autre 

part,  la  variable  dépendante  soit  la  compétitivité  des  entreprises  exportatrices  hors  

hydrocarbures. 

 

4.1 Les variables du modèle théorique 

A  travers  notre  revue  de  la  littérature,  nous  avons  retenu  un  ensemble  

de  variable manifestantes  nous  permettons  de  mesurer  nos  variables  

latentes. Le tableau N°1  résume  les variables retenues. 
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Tableau 1 : Les variables du modèle théorique 
 

Source : Elaboré  par les auteurs 

 
Nous soutenons, dans ce présent travail, que la sensibilité  des dirigeants à  l’information 

est  l’un  des  facteurs  qui  détermine  la  compétitivité  des  entreprises  exportatrices  et  que  La 

sensibilité  des  dirigeants  à  l’information  des  entreprises  est  déterminée  en  amont  par  la 

pratique de veille stratégique.  La sensibilité  des dirigeants à  l’information sont utilisées dans 

notre modèle comme une variable médiatrice. 

Pour mesurer la sensibilité  du dirigeant à  l’information nous avons retenu les items suiv- 

ants :  l’utilisation des informations issues de la veille lors de la prise de décision, l’utilisation 

de l’information issue de la veille lors du développement des stratégies international, l’utilisation 

des  informations  issues  de  la  veille  pour  adapter  leurs  produits  aux  attentes  des  marchés 

étrangers. 

 
5 Methodologie de rechercehe 

La  méthodologie  de  recherche  utilisée  est  basée  sur  des  données  empiriques  recueil- 

lies  par  le  biais  d’un  questionnaire. En effet,  la  nature  causale  de  la  problématique  de 

recherche nous a conduits à   privilégier une méthodologie d’analyse de données quantitatives 

[26].  Nous avons constitué́ un  échantillon de 33 entreprises exportatrices hors hydrocarbu- 

res algériennes, Le questionnaire qui a servi à  la réalisation de l’enquête comporte environ 

50 questions principales.https://www.overleaf.com/project/63511f41e9e3cb46ea66ae32 Les 

questions posées aux chefs d’entreprises portent sur leurs perceptions, les items servis pour 

la mesure des manifestantes sont représentés sur une échelle de Likert allant de 1 à  5. 

La méthode des équations structurelles, en particulier celle des moindres carrés partiels 

(PLS, Partial least squares), a été  utilisée pour la vérification des hypothèses de recherche. 

Pour  réaliser  notre  analyse,  nous  avons  testée  deux  modèles  (Figures  2  et  3).  Chacun  se 
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base sur une seule dimension de la veille stratégique. 

 

6 La vérification des propriétés empiriques du modèle 

conceptue 

La  Dans  un  premier  temps,  pour  satisfaire  les  conditions  de  validité  convergente  et  de 

validité  discriminante, nous avons relevé  les corrélations entre chaque variable manifeste et 

sa variable latente.  Dans les deux modèles les items   l’innovation produit   et   intégration de 

l’information lors de l’élaboration des stratégies internationales   présentent des corrélations 

inférieures à  0.7, Les items ont été  écartés dans les deux modèles (les figures 2 et 3). 

Toutes les variables retenues dans notre modèle satisfont la condition de validité  conver- 

gente. (Les figures 4 et 5) 

 

Figure 1 :  Teste de corrélation entre les variables manifestes et variables latentes du 

deuxième modèle (smart PLS, n = 33) 

 

 

 

Figure 2 :  Teste de corrélation entre variables manifestes et variables latentes du deuxième 

modèle (smart PLS, n = 33) 
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Tableau 2 : La validité  discriminante du premier modèle 
 

 
 

Tableau 3 : La validité  discriminante du deuxième modèle 
 

 
Les valeurs de l’Alpha de Gronbac et RHO de Dillon Goldstein sont supérieures au seuil 

de représentativité  (supérieur à  0,7) dans les deux modeles. Ce qui indique que les variables 

traduisent une seule et même variable latente. 
Concernant la fiabilité  des mesures, Seuls les niveaux de fiabilité  supérieurs à  0,7 sont 

acceptés.    Les  scores  réalisés  par  chaque  construit  sont  supérieurs  à  ce  seuil,  ,  ce  qui 

indique une bonne consistance des mesures utilisées.  La variance extraite moyenne (AVE) 

pour chaque construit est supérieure à 0,5. Ceci veut dire que plus de la moitié de la variance 

d’un construit n’est pas due aux erreurs de mesure.  Ceci démontre une bonne consistance 

interne des deux modèles. 

 

Tableau 4 :La validité  convergeante du deuxième modèle 
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Tableau 5 : La validité  convergeante du deuxième modèle 

 

Source : Elaboré  par les auteurs 

 
L’analyse des données des deux tableaux 4 et 5, expliquent que les valeurs des racines 

carrées des VME correspondantes aux construits sont supérieures aux coefficients de corrélations 

entre  les  construits.   Nous  pouvons  avancer  que  les  deux  modèles  satisfont  les  conditions 

d’unidimensionnalité, de fiabilité  et de validité  et sont prêts être tester. 

6.1 La relations entre les construits dans le modèle 

. 
Figure 3 : La validité  discriminante du deuxième modèle 

 

Source : Elaboré  par les auteurs 

 
Nous notons que dans le modèle, les valeurs liant la sensibilité  du dirigent à  l’information 

aux  trois  construits  (fréquence  de  la  veille  stratégique,  l’innovation  et  la  qualité  du  produit 

exporté) sont positives et significatives.  Ceci nous permet de valider la première hypothèse 

de recherche H1. 
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Figure 4 : La validité́  discriminante du deuxième modèle 

 

Source : Elaboré  par les auteurs 

 
En ce  qui  concerne  l’examen  des  coefficients  de  régression,  ils  valident  pleinement 

l’hypothèse  H2.    En  effet  ;  Les  coefficients  de  régression  liant  l’effet  de  la  sensibilité  du 

dirigent à  l’information et l’étendu du champ de la veille stratégique, l’innovation et la qualité 

du produit exporté  sont positif et significative. 

6.2 Discussion des résultats 

La pratique de la veille stratégique  est l’un des déterminants de la prise de decision.  Nos 

résultats montrent que les dirigeqnts des entreprises échantillonnées utulisent le produit de 

leur veille dans la prise de decision lors du développement des stratégies à  l’internationnal. 

Nos résultats confirment que la veille stratégique  est utilisée d’une fréquence plus au moins 

forte,  permettant  ainsi  de  suivre  les  évolutions  des  marchés  étrangers.    Les  entreprises 

échantillonnées veillent sur leur environnement, et sont conscientes de la nécessité  de tra- 

quer les informations relatives pour la prises de décision stratégique. Ces premiers résultats 

sont en adéquation avec ceux de Boukrif et al.  [3, 5]. 

Au niveau international, l’intensification de la concurrence impose des contraintes et ex - 

igences auxquelles nos exportateurs ne peuvent se soustraire afin de soutenir le procesus 

decisionnel. 

Pour  exporter,  l’exportateur  doit être en conformité  avec  les  prescriptions  du  marché  à 

l’exportation.  Notre échantillon est caractérisé  par 0,81 d’entreprises certifiées contre 0.38 

qui ne le sont pas.  Cette situation impose aux entreprises étudiées d’adapter leurs produits 

aux prescriptions en vigueur sur le marché́  cible.  Pour ce faire, elles ont dû  se procurer des 

informations sur les prescriptions techniques en vigueur. 

En ce qui a trait à  l’innovation, 0,68 d’entreprises ne sont pas brevetées contre 0,31 qui 

le sont.  Les interviewés ont répondu qu’ils sont plus dans des amelioration de leur produits 

et  processus.   L’innovations  de  processus  consiste  à  la  mise  en  œuvre  d’une  méthode  de 

production  ,  de  distribution  et  de  commercialisation  nouvelle  ou  sensiblement  améliorée, 

mais on se rapproche plus d’une amélioration ou de développement que d’une innovation. 

Néanmoins, pour un développement d’un produit existant ou d’innovation, la pratique de 

la  veille  stratégique  est  indispensable,  car  elle  permet  la  maı̂trisent  de  l’information  est  le 

suivi du rythme rapide du changement. 

La pratique de la veille se présente en effet comme un véritable système géré  visant à 

transformer des informations brutes collectées en recommandations d’actions.  La pratique 

de la veille s’avère être un véritable outil de pilotage de l’entreprise grâce à  son soutien en 

amont au processus de décision. En effet, la pratique de la veille stratégique  permettrait aux 

décideurs de décider de manière plus confortable et à  les rassurer dans leurs choix. 
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Nos résultats se rapprochent de ceux d’AMABILE S., et al.  ainsi que ceux de RAMAN- 

GALAHY [25, 21, 22]. 

 

À   savoir, la  présence  sur  des  marchés  étrangers  est  appuyée  par veille 
stratégique  car elle permet de renforcer leurs connaissances des marchés étrangers. 

 
7 Conclusion 

Cette recherche vise à  comprendre  l’influence  des  activités  de  veille  stratégique  sur  la prise  

de  décision  d’un  côté.   Et d’un autre côté, de  déterminer  l’influence  de  la  prise  de 

décision,  fondées  sur  le  produit  de  la  veille  stratégique,  dans  le  développement  des  

avantages concurrentiel. 

Les  résultats  de  notre  étude  montrent  que  la  compétitivité  sur  des  marchés  étrangers peut 

être soutenu par la pratique d’activités de veille stratégique. En effet, la veille stratégique  

représente  un  maillon  fondamental  du  management  international.Egalement,  nos  résultats 

 soulignent  l’influence  positive  de  l’intégration  des  informations  stratégiques  issu  de  la  
pra- tique de la veille stratégique  dans la prise de décision. 
Au  final,  les  résultats  auxquels  nous  nous  sommes  parvenu  au  moyen  de  la  méthode 

PLS  confirment  la  vraisemblance  de  toutes  les  hypothèses  de  recherche  que  nous  avons 

avancé.   Des  relations  de  causalité  positives  et  fortement  significatives  ont  été  observées 

entre,  d’une  part  la  veille  stratégique,  la  prise  de  décision.  Et  entre  la  prise  de  décision  et 

la  compétitivité  à  l’international.  Soulignons  que nos  résultats  ne doivent être compris que 

relativement aux limites de la recherche. 

En effet, sur le plan théorique, la présente recherche soulève quelques limites liées prin- 

cipalement à  la non-prise en compte d’autres dimensions de l’engagement à  l’international 

tels  :  la  structure  organisationnelle,  l’expérience  à  l’international,  etc.  Au  niveau  de  la  pra- 

tique de veille stratégique, d’autres variables pourraient être ajoutées, nous identifions : les 

moyens organisationnels, les sources d’information, etc. 
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Résumé L’objectif principal de ce travail est de proposer une méthodologie permettant de
prendre en considération les aspects multicritères et multi-acteurs et montrer leur impor-
tance dans l’aide à la décision spatiale. Il s’agit de proposer une approche de prise de
décision en groupe. En effet, les membres d’une équipe pluridisciplinaire n’ont pas besoin
d’être tous d’accord sur l’importance relative des critères impliqués ou sur le classement des
alternatives. Chaque membre donne son propre jugement et contribue de manière distincte
et identifiable à la recherche d’une solution de compromis. Douze critères (Réserve Facile-
ment Utilisable, Drainage, Perméabilité, Potentiel d’hydrogène (pH), Conductivité électrique,
Calcaire actif, Capacité d’échange cationique, Texture du sol, Profondeur utile du sol, Pente,
Disponibilité de la main-d’œuvre, Proximité (routes)) regroupés en cinq facteurs (agro-
nomiques, aménagement et socio-économie, mise en valeur et amélioration des terres,
conservation de la nature et protection de l’environnement) ont été utilisés dans cette étude
et quatre experts (agronome, hydrologue, économe et écologiste) ont été retenus. Les poids
des critères sont évalués par l’utilisation de la méthode AHP (Analytic Hierarchical Process)
avec l’aide des experts du domaine. Ils sont introduits dans un modèle de convergence de
consensus (MCC) pour obtenir des poids de critères consensuels qui seront utilisés pour
évaluer l’aptitude des terres à l’agriculture. Les performances des décideurs sont agrégées
en utilisant la méthode multicritère d’aide à la décision ELECTRE Tri. Toutes les méthodes
de traitement requises sont implémentées dans un environnement SIG. La méthodologie
adoptée a été appliquée sur l’aptitude des terres à l’agriculture dans la plaine de Mleta
située à l’ouest de l’Algérie.

Mots clés : Décision spatiale ; Analyse MultiCritères de Décision ; SIG ; Agriculture ; Conver-
gence de consensus.

1 Introduction
Un problème décisionnel spatial, qui implique sans doute de nombreux critères et de

multiples acteurs (experts), peut être source de confusion en l’absence d’un processus de
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décision logique et bien structuré. Ainsi, pour parvenir à la meilleure prise de décision, l’avis
de chaque intervenant d’une équipe pluridisciplinaire et l’importance de chaque critère im-
pliqué dans la décision à prendre doivent être évalués puis inclus dans le processus de
décision. Aboutir à un consensus général, à l’intérieur de cette équipe, sur l’importance re-
lative des différents critères peut s’avérer complexe et difficile à atteindre lors de la prise de
décision. L’analyse multicritère d’aide à la décision (AMCD) permet de prendre en considération
la multiplicité, la divergence et la nature des critères en vue d’atteindre des compromis
acceptables[1]. Elle offre la possibilité de comparer des actions potentielles en fonction de
problématiques générales définies (Choix, Tri, Classement et Description) [2]. Il est évident
que les problèmes décisionnels à référence spatiale présentent toutes les caractéristiques
des problèmes multicritères ce qui veut dire que le traitement par l’évaluation multicritères
devient incontournable. Cependant, les approches d’AMCD toutes seules ne prennent pas
en compte l’aspect spatial des problèmes de décision. En revanche, les SIG, outils puis-
sants de gestion, de traitement et d’analyse des données, présentent toujours des limites en
matière d’aide à la décision, notamment lorsque plusieurs critères et objectifs parfois contra-
dictoires sont en jeu, mais, ils sont bien adaptés pour répondre aux insuffisances de l’ap-
proche de l’analyse multicritère. Ainsi, il semble que l’intégration du SIG et l’AMCD constitue
la meilleure solution pour combler leurs lacunes respectives[3]. C’est dans ce contexte que
cette étude a pour objectif principal de prendre en considération les aspects multicritères et
multi-acteurs et montrer leur importance dans l’aide à la décision spatiale. Il s’agit de propo-
ser aux décideurs une approche scientifique pour les aider à prendre une décision en groupe
bâtie sur des bases scientifiques.

2 Méthodes et outils
Le problème d’agrégation des préférences individuelles en vue d’établir une préférence

collective a fait l’objet de plusieurs travaux de recherche dans la littérature relative à la
décision en groupe. En effet, les décideurs ne sont pas obligés de donner le même poids
au même critère. Il faut donc trouver un résultat de compromis. En réalité, le décideur lors-
qu’il est unique n’a pas connaissance de tous les paramètres. Se couper de l’avis des autres
peut donc représenter des problèmes. La décision personnelle est donc subjective dans la
mesure où les choix des individus varient selon leurs préférences. Quant à la décision en
groupe, elle présente un degré de complexité qui nécessite d’être bien géré. Son objectif
principal est de tirer le meilleur profit du groupe dans la discussion et trouver un consen-
sus. Le groupe permet une analyse plus complète des informations selon plusieurs points
de vue (diversité des opinions). Les membres du groupe se sentent plus engagés face à la
décision et sont donc plus motivés à contribuer à sa mise en œuvre. Néanmoins, la partici-
pation d’un grand nombre de personnes aux discutions ralentit le processus décisionnel, les
décisions de groupe exigent généralement plus de temps que les décisions individuelles. La
problématique traitée étant l’analyse d’aptitude des terres à l’agriculture, la solution idéale se-
rait donc d’implémenter dans un SIG des modules qui comprendront les méthodes de classi-
fication les plus importantes, ainsi que les méthodes d’analyse appropriées, indépendamment
des données, de la région d’étude ou du type de culture. Dans le système élaboré, nous
avons implémenté la méthode de classification FAO, les méthodes d’AMCD AHP et Electre
Tri et un modèle de convergence de consensus dans le logiciel SIG open source QGIS.
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2.1 Système d’Information Géographique (SIG)
La classification d’aptitude des terres est un problème décisionnel qui requiert, en entrée,

un ensemble de données géo-référencées. Un système d’information géographique, par sa
capacité de stockage, de gestion, d’analyse, de modélisation et d’affichage de données à
référence spatiale, se présente comme l’outil le plus adéquat pour appréhender les problèmes
de décision à référence spatiale[4]. Il constitue une véritable aide pour les utilisateurs notam-
ment en ce qui concerne la gestion et la représentation des données spatiales. Il joue un rôle
très important dans le cadre de l’aménagement du territoire (étude d’impact, choix des sites,
etc.). Afin de faire évoluer les SIG vers un véritable outil d’aide à la décision, il est recom-
mandé de les coupler avec des outils de l’analyse multicritère d’aide à la décision(AMCD)[5].

2.2 Méthode Electre Tri
Il existe plusieurs méthodes Electre (Elimination Et Choix Traduisant la REalité) as-

sociées aux différents types de problématiques (choix, tri et rangement)[2]. Elles appar-
tiennent à l’école française basée sur l’approche du � bas vers le haut � dite aussi méthodes
de surclassement. Nous nous intéresserons à la méthode Electre Tri qui traite la problématique
de tri (la classification d’aptitude des terres étant une problématique de tri). Elle relève de la
problématique d’affectation (β ) : le problème est posé en termes d’attribution de chaque
action potentielle à une catégorie prédéfinie �Ch� d’une façon que chaque catégorie est
bornée inférieurement et supérieurement par deux actions de référence �bh−1� et �bh� ,
et chaque action de référence �bh� sert donc de borne à deux catégories, l’une supérieure
�Ch+1� et l’autre inférieure �Ch� [6].

2.3 Méthode AHP (Analytic Hierarchy Process)
AHP est une méthode de décision multicritère proposée par Saaty[7], d’inspiration anglo-

saxon, basée sur l’approche updown � haut vers le bas �. Elle appartient à la catégorie des
procédures d’agrégation complète appelée aussi approche du critère unique de synthèse
évacuant toute incomparabilité. Son principe de base est de chercher une fonction qui permet
de calculer une valeur correspondante à chaque action. Ensuite, l’action la mieux notée est
retenue. Elle consiste à décomposer le problème de décision en un ou plusieurs niveaux
hiérarchiques (objectif, critères, sous critères, alternatives) et comparer les critères entre
eux, deux à deux, à l’aide d’une échelle de pondération afin de mettre en lumière la meilleure
solution[8]. L’importance relative est exprimée par les poids des critères qui sont évalués par
une fonction de préférence, obtenue par des comparaisons deux à deux entre les critères.
Son application est simple, elle peut se faire par un individu seul ou en groupe.

2.4 Modèle de convergence de consensus
Dans ce travail, le modèle développé par Regan[9] a été utilisé. Il consiste à regrouper les

poids des critères individuels pour former un poids consensuel pour le groupe. On suppose
que les membres d’un groupe ont des opinions sur l’expertise et la rationalité des autres
membres dans le groupe. La première étape du modèle de consensus indique que chaque
membre i attribue un poids de respect wij pour lui-même et pour les autres membres, j, où
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∑�Wi j� = 1 [9].

Wi j =
1−|p0

i − p0
j |

∑n
j=1 1−|p0

i − p0
j |
, (1)

Le poids original (donné par chaque participant) du critère, p0
i , devrait être mis à jour pour

incorporer les opinions des autres membres du groupe en fonction des poids de respect qu’il
leur a attribués. Cela donne une moyenne pondérée pour la nouvelle affectation du poids du
critère du membre i comme suit :

p1
i =Wi1 p0

1 +Wi2 p0
2 + ...+Win p0

n; i = 1, . . . ,n. (2)

Si un consensus n’est pas atteint lors de la première itération et si les participants
conservent les mêmes poids de respect, alors on passera à l’étape 2 (1er cycle d’agrégation)
des poids des critères pour le participant i [9] :

p2
i =Wi1 p1

1 +Wi2 p1
2 + ...+Win p1

n; i = 1, . . . ,n. (3)

Lorsque tous les participants sont considérés simultanément, le modèle de consensus
est formalisé comme suit[9] :

W=




W11 W12 ..... W1n
W21 W22 ..... W2n

Wn1 Wn2 ..... Wnn




et P =




p0
1

p0
2

p0
n




(4)

Où W est la table des poids de respect constant et P est la colonne des poids du critère
initial pour chacun des n membres du groupe. Un poids du critère d’état-un (c’est-à-dire les
poids de critères issus du premier cycle d’agrégation) résulte de la multiplication matricielle
WP, un poids de critère d’état-deux (lorsque les mêmes poids de respect sont maintenus) est
calculé comme W (WP) =W 2P et l’état-m est W mP. Quand m s’approche de l’infini, les poids
des critères actualisés convergent vers un seul nombre qui est le poids du critère consensuel
(pc, c’est-à-dire pc =pc

1 =pc
2 = . . . =pc

n où c est le nombre d’itérations qu’il faut pour atteindre
la convergence). La convergence est garantie lorsque les poids de respect sont constants
(et non triviaux) tout au long du processus d’itération pour chaque agent[9]. Les composants
de l’outil réalisé dans le cadre de ce travail s’ajoutent à QGIS sous une palette de barre
d’outils. Quatre interfaces ont été conçues. Il s’agit de l’interface AHP destinée au calcul des
poids initiaux des critères, de l’interface du modèle de convergence de consensus dédiée
à la détermination des poids de consensus, de l’interface Electre Tri permettant d’agréger
les performances des décideurs et d’affecter les différents unités de terre à des catégories
prédéfinies et de l’interface Borda qui consiste à affiner les meilleurs résultats obtenus.

3 Applications et résultats
Dans cette application, il s’agit d’identifier les terres aptes à la culture du blé dur à l’aide

des méthodes multicritères Electre Tri et AHP et un modèle de convergence de consensus
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intégrés dans un SIG. La plaine de M’leta dans la wilaya d’Oran, qui a fait l’objet d’une étude
pédologique réalisée par l’Agence Nationale des Ressources Hydrauliques (ANRH) en 2005
et d’un projet d’aménagement hydro-agricole par le groupement de bureaux d’études SCET-
Tunisie / ENHYD-Algérie en 2007, semble une zone idéale pour mettre en œuvre notre ap-
proche méthodologique adoptée vu la disponibilité de la majorité des données et informations
nécessaires. Les informations, concernant la zone d’étude, présentées dans notre projet
proviennent des études effectuées par SCET-Tunisie / ENHYD-Algérie en 2007[10]. En utili-
sant la méthode AHP, les poids des facteurs et des critères ont été calculés pour les quatre
experts (agronome, hydrologue, économe et aménagiste. Pour tenir compte de l’avis des
différents participants dans la prise de décision et aboutir aux poids finaux (consensuels), le
modèle de convergence de consensus développé par Regan [9] a été appliqué aux critères
définis pour l’identification des terres aptes à l’agriculture. La convergence a été atteinte en
quelques itérations. Il ressort clairement qu’aucun poids de deux membres du groupe n’est
identique. Plus important encore, aucun membre du groupe n’a classé les critères dans le
même ordre d’importance. Deux cartes ont été réalisées : une pour l’affectation selon la
procédure optimiste et l’autre pour l’affectation selon la procédure pessimiste. Puisqu’on uti-
lise une combinaison SIG-AMCD avec intégration complète, l’échange de données entre ces
deux logiciels (QGIS et Electre Tri) se fait d’une façon automatique. Les résultats obtenus ne
sont pas définitifs, ils restent expérimentaux.

4 Conclusion
Les travaux réalisés au cours de cette étude consistaient à définir une approche méthodologique

permettant une aide à la prise de décision spatiale dans un cas multicritères et multi-décideurs.
Cette approche est basée sur un processus d’analyse multicritère d’aide à la décision spa-
tiale qui consiste à établir la liste des alternatives à évaluer, à définir une famille exhaustive
des critères d’évaluation et à les pondérer. Afin de prendre en considération l’aspect de
décision en groupe, il a été nécessaire d’exprimer l’importance individuelle des critères, en
utilisant la méthode AHP, par les différents participants à la prise de décision pour enfin
déterminer les poids finaux des critères, en utilisant un modèle de convergence de consen-
sus qui aide à parvenir à un consensus sur des problèmes de décision complexes. Les
performances des décideurs sont agrégées par la méthode d’AMC ELECTRE Tri. Les al-
gorithmes nécessaires ont été intégrés dans un environnement SIG. La méthodologie pro-
posée a permis de prendre en considération la multitude d’intervenants, issus de différents
domaines, dans un processus décisionnel pour arriver à une décision consensuelle. L’iden-
tification des terres aptes à l’agriculture a bien montré le potentiel des méthodes d’analyse
multicritère et multi-décideurs en matière d’aide à la décision. Il est possible que ces résultats
ne présentent pas une classification définitive, mais plutôt un outil d’aide mis à la disposi-
tion du décideur pour consolider sa prise de décision. Les applications réalisées ont aussi
démontré la nécessité d’utiliser les SIG, lors de ce genre de travaux, pour la préparation
des données et l’affichage des résultats. Durant cette étude, toutes les données et les in-
formations nécessaires à l’identification des terres aptes à l’agriculture ont été identifiées et
organisées.
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[4] Mendas, A., Delali, A. : Integration of MultiCriteria Decision Analysis in GIS to develop
land suitability for agriculture. Application to durum wheat cultivation in the region of
Mleta in Algeria. Computers and Electronics in Agriculture, 83, 117-126 (2012).

[5] Chakhar, S., Mousseau, V. : Multicriteria Spatial Decision Support Systems. In : Ency-
clopedia of GIS. Shashi Shekar, Hui Xiong (Eds), pp. 753-758 (2008).
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pratiques et cas d’application à la gestion environnementale. Presses Polytechniques
et Universitaires Romandes, Lausanne (1994).

[7] Saaty, T. L. : The Analytic Hierarchy Process. McGraw-Hill, New York, NY, 287 pages
(1980).

[8] Mendas, A., Mebrek, A., Mekranfar, Z. : Comparison between two multicriteria methods
for assessing land suitability for agriculture : application in the area of Mleta in western
part of Algeria. Environ Dev Sustain 23, 9076–9089 (2021).

[9] Regan, H. M., Colyvan, M., Markovchick-Nicholls, L. : A formal model for consensus
and negotiation in environmental management. Journal of Environmental Management
80 167–176 (2006).
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Résumé Cet article contribue aux débats émergents sur l’efficacité des politiques nutrition-
nelles de promotion d’une alimentation saine. En adaptant le modèle d’Hotelling (1929),
nous visons d’examiner deux politiques nutritionnelles publiques : les campagnes d’infor-
mation publiques (CI) et une politique de reformulation obligatoire basée sur l’imposition
d’un Standard de Qualité Minimum (SQM), pour réduire la teneur d’un nutriment nocif pour
la santé, à l’exemple du sucre, le sel, et le gras. Le modèle permet de prendre en compte en
compte deux dimensions associées au profil des consommateurs : leur goût pour le produit
et leur perception du risque associé à la consommation de ces nutriments. Il nous permet
également, de prendre en compte l’effet de la régulation sur la concurrence industrielle et
la conséquence sur le risque sanitaire. L’objectif de cet article est d’analyser l’efficacité de
chacun de ces deux instruments à réduire le risque sur la santé des consommateurs à tra-
vers notamment, l’incitation des firmes à améliorer la qualité de l’offre alimentaire (incitation
à la reformulation des produits offerts) tout en évaluant par ailleurs, les effets possibles de
ces politiques en matière d’amélioration de bien être des consommateurs et le bien-être
collectif. Enfin, nous analysons dans quelle mesure et sous quelles conditions la combi-
naison de ces deux instruments est plus efficace que si chacun est appliqué seule. Nous
montrons que l’efficacité à réduire le risque d’une politique par rapport à une autre est
influencée d’une part par la sensibilité du consommateur par rapport aux effets de l’alimen-
tation sur sa santé mais aussi par le niveau de son attachement au goût du nutriment. Nos
résultats montrent ainsi que le régulateur, en choisissant l’une ou l’autre des deux politiques
(campagnes informationnelles ou SQM) peut avoir des difficultés à concilier les différentes
objectifs économiques et sociaux que sont i) la promotion d’une offre alimentaire d’un ni-
veau élevé de qualité nutritionnelle, ii) l’atteinte d’un niveau relativement élevé de bien-être
des consommateurs.
∗Corresponding Author
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1 Introduction
Durant les dernières décennies, les régimes alimentaires ont connu des change-

ments importants, marqués par une forte consommation des produits ultra-transformés
denses en énergie (Monteiro Cannon, 2012). L’augmentation accrue de la consom-
mation de ces produits ultra-transformés a été à l’origine de l’émergence d’un grand
nombre de problèmes de santé dans le monde (Monteiro, et al, 2019 ; McCain, et al.
2018). De plus en plus de preuves empiriques sont venues confirmer la présence d’un
lien entre cette typologie d’aliments et l’occurrence de certaines maladies (Monteiro,
et al, 2019). En particulier, des travaux montrent la relation directe ou indirecte entre
une consommation excessive de sucre (Stanhope 2015) et l’augmentation des maladies
chroniques telles que les Maladies Cardio-Vasculaires, l’obésité, le diabète de type 2, la
stéatose hépatique non alcoolique ainsi que le déclin cognitif et certains cancers (Dhu-
randhar Thomas, 2015 ; Seo, et al. 2019). Cependant, les coûts économiques de ces
maladies, notamment en terme de santé humaine, sont trop importants pour être igno-
rés.
L’évaluation de l’impact des deux politiques que sont l’incitation à la reformulation des
produits et les campagnes d’information publiques a fait l’objet d’un grand nombre de
recherches pluridisciplinaires. La majeure partie des travaux sont d’essence empirique.
Cependant, les résultats obtenus sont souvent contradictoires (Mazzocchi et al. 2017).
Face à la diversité des résultats, les modélisations théoriques peuvent être particulière-
ment utiles pour nuancer les résultats empiriques ou trancher, à travers une approche
normative, les différentes pistes qui y sont proposées. Cependant, le sujet est en géné-
ral assez peu investi par la littérature théorique, à l’exception des travaux de Duvaleix-
Treguer, et al., (2012), et Requillart et al. (2016).
Dans le prolongement de cette approche, nous proposons dans cet article, une analyse
théorique d’impact de deux politiques nutritionnelles ; l’une est basée sur la sensibilisa-
tion des consommateurs à l’effet santé de leur alimentation (campagnes d’information
publiques) et l’autre est basées sur le contrôle de la qualité de l’offre des entreprises
à travers la reformulation éventuelle de leurs produits (imposition d’un Standard de
Qualité Minimum (SQM), il s’agit d’un seuil maximal de sucre autorisé par unité de
produit. Nous analysons l’efficacité de chacune de ces deux politiques séparément puis
dans un deuxième temps, de façon combinées à savoir une politique mixte : Cam-
pagne Informationnelle SQM. Nos résultats ont permis de montrer que le choix d’une
politique par rapport à une autre s’avère peu complexe, il dépend à la fois des ca-
ractéristiques de l’instrument de régulation publique utilisé (l’intensité des campagnes
d’information publique et le niveau du SQM imposé) et du profil des consommateurs
(sensibilité par rapport aux effets de l’alimentation sur sa santé). L’effet de ces ca-
ractéristiques n’est pas neutre sur les différentes réponses et stratégies des acteurs.
Plus particulièrement, nos résultats relèvent certaines incompatibilités entre les objec-
tifs économiques et sociaux (un niveau élevé de bien-être collectif, préserver la santé
des consommateurs et leur bien être). Nous montrons par exemple, que lorsque le SQM
est très exigeant, ces deux critères de décision (santé et bien-être collectif) sont incom-
patibles. Nous montrons ainsi que la politique mixte est toujours meilleure sur le plan
sanitaire, tandis que la politique SQM est meilleure en termes d’amélioration du bien-
être collectif.
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L’article est organisé comme suit : la section 2 propose un modèle d’analyse. Nous
présentons les résultats dans la section 3, et la conclusion dans la section 4.

2 Modèle

2.1 Hypothèses
Nous proposons un modèle de différenciation horizontale, à la Hotelling, qui prend

à la fois les caractéristiques gustatives et sanitaires d’un produit alimentaire. Pour cela,
nous considérons deux firmes mono-produit F0 et F1, qui se font concurrence en prix.
Les prix fixés par les firmes F0 et F1 sont notés respectivement : p0 et p1, les carac-
téristiques des produits offerts, respectivement x0 et x1. La différenciation des pro-
duits offerts par les deux firmes se fait sur une seule dimension, appelée caractéristique
du produit, à savoir la teneur d’un nutriment, que l’on suppose nocif pour la santé, à
l’exemple du sucre. En se référant à la présentation d’Hotelling, nous supposons que
cette caractéristique xi (i = 0,1) 1 est définie sur le segment [01]. Cela permet de re-
présenter à la fois la caractéristique du produit et les préférences des consommateurs.
La caractéristique d’un produit est donc un indicateur du goût pour le produit lié à la
présence du sucre dans le produit. Les consommateurs sont uniformément distribués
sur [01], et supposés hétérogènes, autrement, dit, ils ont une préférence différente en
matière de goût. Les préférences de chaque consommateur sont représentées par un
point (localisation) sur [01].
Sur la même droite sont représentés les produits. Chaque firme doit choisir sa localisa-
tion selon la teneur du nutriment qu’elle met dans son produit. Le choix de localisation
de chaque firme équivaut à choisir une qualité nutritionnelle de son produit. Sans perte
de généralité, nous supposons que F0 est localisée en 0, représentant une firme pro-
duisant le niveau de qualité nutritionnelle de référence, sans nutriment nocif 2, et F1,
produisant une qualité nutritionnelle inférieure, et donc elle choisit sa localisation (la
teneur du nutriment de son produit) sur [01]. Notons qu’une localisation sur le segment
faisant référence à un produit avec une teneur donnée de nutriment, cela implique que
si ce produit est consommé, il induit sur la santé de ce consommateur un risque (au
moins à long terme) associé à la teneur proprement dite (voir figure 1 qui illustre bien
les caractéristique du bien et la localisation des firmes).
Chaque consommateur localisé sur [0,1] est supposé acheter une seule unité de pro-
duit (hypothèse d’Hotelling). Confronté à l’offre disponible sur le marché, chaque
consommateur fait face à une désutilité mesurée par la différence entre la variété qu’il
consomme réellement (localisation du produit offert sur l’axe [01], que l’on note xi)

1. Pour tout le reste du document, l’indice 0 fait référence à F0 et l’indice 1 fait référence de sa part à
tout ce qui concerne F1.

2. Cette hypothèse est classique dans les travaux d’économie industrielle. La firme représente ce que l’on
appelle les outside goods qui évitent aux firmes produisant des produits à nutriment indésirables d’être dans
des positions de monopoles ou de domination excessive. Pour les sodas par exemple, on peut considérer une
concurrence soda sucré versus un soda light (ou versus l’eau tout simplement), un jus de fruit à sucre ajouté
ou un jus de fruit sans sucre ajouté, un yaourt avec ou sans sucre, Il est bien sûr possible de considérer deux
firmes se concurrençant sur les localisations ; Un tel modèle est techniquement compliqué et ne permet pas
d’avoir des résultats exploitables.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 307



Qualité nutritionnelle des aliments et risque sanitaire

et sa variété idéale (la localisation de la préférence du consommateur sur l’axe [01],
notée X). Dans les modèles de localisation cette désutilité est assimilée à un coût de
transport. Dans le présent modèle, nous prenons le cas d’un coût quadratique(X − xi)

2

Autrement dit, la désutilité croit en fonction du carré de la distance entre le choix idéal
du consommateur et la localisation du produit que la firme offre sur le marché, et qu’il
décide de consommer.

FIGURE 1 – Représentation simplifiée des hypothèses du modèle, en prenant l’exemple
de la teneur du sucre dans une boisson..

Des travaux ont apporté des preuves scientifiques sur le fait que les produits alimen-
taires transformés présentent une menace pour la santé des consommateurs (Canella, et
al., 2014 ; Chen, et al., 2018 ; Parra, et al., 2019). En tenant compte de cette asymétrie
d’information sur l’aspect nutritionnel du produit et de ses effets à long terme, pour sa
santé d’une part, et de l’hétérogénéité des préférences des consommateurs d’autre part,
nous définissons l’appréciation de la qualité nutritionnelle, autrement dit, la sensibilité
sanitaire ex-post notée f (,s) comme suit :

f (α,s) = 1− (1− s)(1−α). (1)

Nous supposons que la sensibilité sanitaire ex-post du consommateur pour la qua-
lité nutritionnelle est définie d’une part, par la sensibilité (initiale) α du consomma-
teur par rapport à l’effet santé associé au nutriment contenu dans le produit qu’il
consomme. D’autre part, elle est affectée par les effets que pourraient engendrer les
différentes campagnes informationnelles lancées par les autorités publiques. On note
par U( f ,x,r, t, pi,xi), l’utilité que le consommateur obtient s’il achète une unité du
produit i chez la firme Fi.

U( f ,x,r, t, pi,xi) = r− pi− xi f (α,s)− t (X− xi)
2. (2)

Elle correspond au prix de réserve, noté r à quoi on retranche : le prix pi du produit de
la firme i, la désutilité découlant de la prise en compte de l’impact sur sa santé mesuré
par xi f (α,s), et la désutilité t (X − xi)

2 associée au fait de ne pas consommer un pro-
duit correspondant à sa préférence idéale. Où, t indique à quel point le consommateur
est prêt à renoncer au goût.
r : est le prix de réserve du consommateur que l’on suppose suffisamment large de tel
sorte que le marché soit couvert. pi : Le prix du bien de la firme i, (i = 0,1).
Le modèle général que nous proposons, permet d’analyser et de comparer l’efficacité
de trois politiques publiques. Pour ce faire, nous mobilisons, les outils de la théorie des
jeux, dans la mesure de mettre au clair les interactions stratégiques entre les décisions
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du régulateur public (les différents outils mobilisés pour réguler la qualité nutrition-
nelle des produits alimentaires), et les réponses stratégiques des firmes, en termes de
stratégies prix et qualité nutritionnelle.

2.2 Le jeu
Nous définissons le jeu en trois étapes suivant : À la première étape, les autorités

publiques décident de l’une des trois politiques à mettre en place : investir en cam-
pagnes informationnelles (et donc choisir un niveau d’investissement correspondant),
imposer un SQM sur la teneur du nutriment nocif (et donc choisir un niveau de SQM),
la combinaison de ces deux instruments.
À la deuxième étape, la firme F1 décide de la qualité nutritionnelle de son produit
(localisation x1 sur [01]).
À la troisième étape, les deux firmes se livrent à une concurrence en prix.

2.3 Résolution
Avant de commencer la résolution de ce problème, il faut tout d’abord définir les

fonctions de demande de chaque firme. Pour ce faire, nous déterminons la localisation
du consommateur indifférent. Un consommateur est indifférent d’acheter à F0 ou à F1,
si l’achat chez l’une ou l’autre des deux firmes, procure la même utilité, c’est-à-dire
U0 =U1. Les consommateurs qui sont localisés à gauche de du consommateur indiffé-
rent constitueront la clientèle de F0, et ceux qui sont localisés à droite constitueront la
clientèle de F1.
Lorsqu’un consommateur achète à la firme F0 ou F1, il en retire une utilité U0, U1,
données respectivement par :

U0 = r− p0− t X2; (3)
U1 = r− p1− (1− (1− s)(1−α)) x1− t (X− x1)

2. (4)

Les consommateurs étant uniformément répartis sur l’axe [0,1], la localisation X̃ du
consommateur indifférent correspond également à la demande D0 adressée à la firme
F0. Les fonctions de demandes sont données respectivement :

D0 = X̃ =
p1− p0 +(s+ (1−α)+ t x1) x1

2 t x2
1

; (5)

D1 = 1− X̃ =
p0− p1 +(2 t− s−α (1− s)) x1− t x2

1

2 t x2
1

. (6)

Nous considérons que la fonction de coût de production de F1 est décroissante en x1 :
les coûts augmentent à mesure que la firme réduit la teneur du sucre dans son produit 3

C(x1) = 1− δ
2

x2
1 D1. (7)

3. La spécification, d’un coût de production décroissant en xi (la teneur du nutriment nocif) s’appuie
sur un certain nombre de preuves disponibles dans la littérature soulignant l’augmentation des coûts de
production associée à la reformulation de produits (Scott, et al., 2017 ; Monteiro Cannon, 2012 ; Barahona,
et al., 2021). Étant F0 est localisée à 0, sans perte de généralité, nous supposons que le coût de F0 est fixé à
1
2 .
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Le profit de chaque firme est donné par les expressions suivantes :

π0(0, p0) = (p0−
1
2
) D0; (8)

π1(x1, p0) = (p1− (1− δ
2

x2
1)) D1. (9)

Le jeu est résolu en procédant par induction à rebours, il s’agit de déterminer dans un
premier temps l’équilibre en prix de sous-jeu à x1 donné, puis, dans un second temps, la
teneur de nutriment optimale x1 de F1, et en fin, le choix de l’instrument de régulateur
public permettant d’améliorer la qualité nutritionnelle de l’offre sur la marché.

Stratégie de prix des deux firmes F0, et F1 (Etape 3)

À la troisième et dernière étape, la maximisation des profits πi donnés ci-dessus en
(9) et (10) par rapport aux prix pi, nous donne les expressions de prix suivantes :

p∗0(c,s,α,x1, t,γ) =
1
6
(6 c+(2 s+4 t +2 α ∗ (1− s)) x1 +(2 t− γ c) x2

1);(10)

p∗0(c,s,α,x1, t,γ) =
1
3
(3 c+(4 t− s−α (1− s)) x1− (t + γ c) x2

1). (11)

Stratégie de localisation de la firme F1 (Etape 2)

À la deuxième étape, la localisation optimale x∗1 de la firme F1 est fixé soit par l’en-
treprise elle-même de manière à maximiser son profit, x∗1 = x̃1 où x̃1 = argmaxx1 π1(x1, p∗1),
soit il est fixé par une règlementation obligatoire par les autorités publiques, x∗1 = x̄.
Dans cette étape, il est important de souligner que le premier cas de figure correspond
à une politique dite « informationnelle ». Le second cas de figure, fait référence à une
politique « mixte », autrement dit, campagne informationnelle et restriction règlemen-
taire sur la teneur du nutriment nocif définie à l’aide d’un SQM. En posant s= 0 (aucun
investissement en campagnes informationnelles), nous pourrons étudier le troisième
cas de figure de politique dite « restrictive » ou «politique de reformulation».

{
x∗1 = x̃, si x̃1 < x̄;
x∗1 = x̄, si x̃1 > x̄. (12)

Dans le cas d’une politique informationnelle, il est obtenu de la maximisation du profit
de F1 par rapport à x1. Ce qui nous donne l’expression suivante :

x∗1(s, t,c,α,γ) =
2(s+α (1− s)−4 t)

3 (γ c−2 t)
. (13)

Nous pouvons facilement vérifier que la qualité nutritionnelle optimale x∗1(s, t,c,α,γ)
choisie par la firme produisant le produit de moindre qualité est décroissante en fonc-
tion de l’investissement « s » en campagnes d’information et de la sensibilité α du
consommateur à sa santé.
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3 Résultats : Choix de la politique publique
Il s’agit dans cette section, de résoudre l’étape 1 du jeu où les autorités publiques

doivent décider quelle politique choisir en fonction de critères que nous donnerons dans
la suite.
À la première étape, les autorités publiques doivent choisir une des trois politiques. Le
choix se fait sur la base du bien-être collectif (critère économique) et/ou d’un indice de
santé publique noté RS (critère sanitaire) et que nous définirons par :

RS = x1 D1. (14)

Pour ce qui est du bien-être collectif, il est défini comme la somme du surplus des
consommateurs et de profit de l’industrie (πind = π0 + π1), à laquelle est soustrait le
coût des campagnes informationnelles.

BS = SC+πind− c(s). (15)

Nous supposons que le coût des campagnes informationnelles c(s) est une fonction
quadratique de l’investissement « s » en campagnes informationnelles, c’est à dire :

c(s) =
β
2

s2. (16)

Le surplus du consommateur est défini comme suit :

SC =
∫ x̃

0
(r+(1− (1−α)(1− s))− p0− t(z)2) dz

+
∫ 1

x̃
(r+(1− (1−α)(1− s))(1− x1)− p1− t (z− x1)

2) dz (17)

Comme signalé précédemment, compte tenu de la complexité des expressions analy-
tiques des fonctions de bien-être à l’équilibre, nous baserons notre analyse compara-
tive des trois politiques sur des simulations numériques. Nous présentons les résultats
en fonction des paramètres caractérisant le profil des consommateurs (α : sensibilité
sanitaire faible, élevée et attachement pour le goût faible et élevé), et selon les niveaux
des instruments de régulation publique (s : faible, élevé et x̄ : laxiste, stricte). La partie
suivante est consacrée à la présentation et l’interprétation des résultats de cette ana-
lyse comparative. Présentons tout d’abord, les résultats associés au choix d’un SQM
exigeant (tableau 1), puis par ceux associés au choix d’un SQM moins exigeant (ta-
bleau 2).

Tableau 1 : Comparaison des choix de politique publique dans le cas
d’un SQM (x̄) stricte

En présence d’un SQM exigeant, la politique mixte est toujours meilleure en ma-
tière de santé publique, et la politique restrictive est meilleure en matière de bien-être
global, quelques soient le niveau des investissements en campagnes informationnelles
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(élevé ou faible), l’attachement des consommateurs pour le goût, et la sensibilité sani-
taire des consommateurs. Ainsi, une politique ne peut pas atteindre tous les objectifs
en même temps. Le dilemme peut être alors difficile pour le régulateur entre choisir
une politique qui maximise le bien-être collectif ou une politique qui se focalise sur
l’amélioration du bénéfice santé.

Tableau 2 : Comparaison des choix de politique publique dans le cas
d’un SQM (x̄ ) laxiste

En présence d’un SQM moins exigeant, la politique mixte est toujours meilleure
en matière d’amélioration de la santé publique. Cependant, la politique restrictive est
meilleure en matière d’amélioration de bien-être collectif, à l’exception d’une seule
configuration (l’attachement au goût est faible et la sensibilité sanitaire est élevée), où
la politique mixte est meilleure aussi bien sur le plan santé que sur le plan bien être
global.

4 Conclusion
Les politiques nutritionnelles publiques ont fait l’objet de beaucoup de débats scien-

tifiques, économiques et politiques. Nous nous intéressons dans cet article à évaluer
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l’impact de deux politiques : un SQM et les campagnes d’information publiques, sur
les stratégies (prix, qualité) des firmes, sur la santé des consommateurs et sur le bien
être global. Pour cela, nous proposons un modèle théorique en adaptant le modèle de
différenciation horizontale d’Hotelling. L’approche théorique que nous adoptons per-
met de prendre en considération les réponses stratégiques des acteurs (firmes, consom-
mateurs) et d’anticiper donc, selon l’instrument mis en œuvre (SQM, investissement en
campagnes d’information, ou la combinaison des deux), et selon le profil des consom-
mateurs (sensibilité sanitaire et attachement au goût du produit), quel est l’instrument
le plus efficace pour assurer une alimentation saine et préserver la santé publique.
Cependant, l’approche adoptée nous dévoile la réalité sur la difficulté et le compromis
auxquels est confronté le régulateur public pour concilier l’objectif ultime des poli-
tiques nutritionnelles qui est de promouvoir une offre alimentaire saine, et préserver
de la santé publique, tout en préservant le bien-être collectif. En d’autres termes, nos
résultats montrent que la conclusion sur l’efficacité d’un instrument de régulation pu-
blique s’avère difficile, car l’objectif ultime de préserver la santé publique peut être
entravé par d’autres distorsions d’ordre économique.
Nous avons montré que les CI peuvent inciter les firmes à reformuler leurs produits. Les
preuves sur de telles incitations à la reformulation ont été montrées dans la littérature,
mais sur d’autres types d’instruments de régulation comme par exemple la taxe nutri-
tionnelle (Allais, et al., 2020) et les politiques d’étiquetage nutritionnelle. Cependant
les résultats sur l’impact de l’étiquetage nutritionnel sont mitigés. L’étude de Moorman
et Huber (2012) a soulevé un effet négatif (l’étiquetage a incité les firmes à réduire la
qualité nutritionnelle de leurs produits), tandis que Barahona et al. (2021) ont trouvé
que l’étiquetage obligatoire peut inciter les firmes à améliorer la qualité.
Sur les trois politiques que nous analysons (campagnes d’information, SQM et la com-
binaison SQM-campagnes d’information), la politique mixte est toujours meilleure en
terme d’amélioration de la santé publique. Cela pourrait s’expliqué par le double effet
associé à l’amélioration de la qualité nutritionnelle induite par le SQM et par les cam-
pagnes de sensibilisation. L’efficacité d’une telle combinaison a été également sou-
lignée par l’analyse empirique de Mason, et al. (2014), comme il rejoint, dans l’en-
semble, les résultats de la littérature disponible sur l’efficacité des politiques mixtes en
termes de gains de santé (Nnoaham, et al., 2009 ; Ratnayake, et al.,2009 ; Cobiac, et
al., 2017 ; Ares, et al., 2018).
Nos résultats précisent par ailleurs qu’un tel effet bénéfique sur le plan sanitaire, n’est
pas toujours compatible avec l’intérêt collectif (augmentation du bien-être collectif).
Nous montrons par exemple que, quand le SQM n’est pas très exigeant, les consomma-
teurs ne sont pas très attachés au goût et ont une sensibilité sanitaire élevée, l’objectif de
préserver la santé et l’intérêt collectif sont compatibles, par ailleurs, pour un standard
très exigeant, ces deux critères de décision (santé et bien-être collectif) publiques sont
incompatibles. Nous montrons ainsi que la politique mixte est toujours meilleure sur le
plan sanitaire, tandis que la politique SQM est meilleure en termes d’amélioration du
bien-être collectif.
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Résumé L’article analyse les conditions de réussite de coopération en R&D entre des
firmes hétérogènes. L’étude compare la taille stable d’une coalition en R&D et le bien-être
social associé en utilisant des concepts de stabilité basés sur les règles d’adhésion ouverte
et exclusive. Nous montrons qu’en présence de spillovers élevés, et sous l’hypothèse
d’une règle d’adhésion ouverte, seule la coalition regroupant l’ensemble des firmes
émerge à l’équilibre du jeu. Nous montrons aussi qu’en présence de spillovers faibles,
et sous l’hypothèse d’une règle d’adhésion exclusive, seule la grande coalition émerge à
l’équilibre mais pour des valeurs intermédiaires de spillovers, plusieurs coalitions partielles
asymétriques (de même taille mais de composantes différentes) émergent à l’équilibre.

MSC: 91-10, 91A80, 91B54, 91B24, 91-08

Mots clés : Spillovers, Firmes hétérogènes, Formation endogène de coalitions en R&D,
Équilibre parfait en sous-jeux, Règle d’adhésion exclusive, Règle d’adhésion ouverte, Stabi-
lité interne et externe, Bien-être social.

1 Introduction
Les progrès récents de la théorie des jeux non-coopératifs ont permis d’analyser avec

des concepts plus adaptés la formation de coalitions dans le secteur industriel. En effet, dans
le domaine de l’organisation industrielle, la coopération en R&D à été jugée comme un des
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La formation des coopérations asymétriques en R&D

moyens possibles non seulement pour mutualiser les coûts de l’innovation mais aussi de
limiter le recours à l’imitation ([5], [2], [3]), de réduire le risque lié à l’échec des activités de
R&D [4] et d’augmenter l’incitation à l’investissement en R&D par la réduction du problème
d’appropriation (ou de free-riding) ([5], [2], [8], [6]). Les processus de formation de telles
coopérations et leurs stabilité est devenu un thème de recherche important en économie in-
dustrielle. Nous analysons dans cet article le rôle des externalités de recherche associées à
l’innovation (ou spillovers) et le niveau d’efficacité des firmes sur la stabilité d’une forme par-
ticulière de coalition en R&D dans un marché oligopolistique à firmes hétérogènes. L’objectif
est de comparer l’issue du processus de formation de la coopération et la taille d’équilibre
des coalitions résultant de ce processus sous l’hypothèse de deux règles d’adhésion : la
règle d’adhésion ouverte et la règle d’adhésion exclusive. Sous la règle d’adhésion ouverte,
chaque firme est libre de rejoindre ou de quitter la coopération [1, 9] contrairement à la
règle d’adhésion exclusive pour laquelle le consensus de tous les membres est requis pour
rejoindre la coopération [9].

2 Description du modèle
Considérons une industrie composée de plusieurs firmes hétérogènes en terme d’effi-

cacité et produisent un bien homogène en présence de spillovers. Chaque firme est indicée
par i ∈ I = {1,2, . . . ,N}, 2 < N < ∞, de coût de production ci > 0. Ces firmes s’engagent
en amont dans la R&D, soit d’une manière coopérative (coalition ou coopération en R&D)
soit de manière non-coopérative (compétition en R&D), et en aval dans la production et se
concurrencent à la Cournot sur un marché caractérisé par une fonction inverse de demande
supposée linéaire.
Le contexte de formation endogène de ces coopérations hétérogènes en R&D est modélisé
à l’aide d’un jeu à trois étapes. À la première étape de la formation de la coalition, nous
déterminons d’une manière endogène (en utilisant les concepts de stabilité basés sur les
règles d’adhésion ouverte et exclusive 1) la taille de la coalition de recherche. À la deuxième
étape, une coalition de taille k (k≤ N) est donc formée et composée des firmes ayant choisi
d’adhérer. Les N − k autres firmes restent indépendantes et constituent la frange. Dans
cette étape, les décisions d’investissement en R&D se prennent simultanément et de façon
non coopérative. À la troisième étape, Ayant observés les décisions de la première et de la
deuxième étape, les N firmes décident simultanément de leurs niveaux de production.
L’équilibre de Nash parfait en sous-jeu est déterminé en utilisant la méthode d’induction à
rebours. Une simulation numérique analysant les conditions de stabilité en fonction du ni-
veau de spillover, du niveau de l’efficacité des firmes et de la règle choisie est donnée et par
conséquent les conditions de stabilité sont définies.

3 Conclusion
L’originalité de cet article dans le domaine de la formation endogène de la coopération

en R&D est de fournir une analyse comparative de taille d’équilibre de la coalition de R&D et

1. Les jeux correspondants a ces règles supposent que les firmes annoncent simultanément leur stratégie
d’adhésion (jeux non-coopératifs).
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du bien-être associé dans un marché oligopolistique à firmes hétérogènes en utilisant deux
règles de formation de coalition : la règle d’adhésion ouverte et la règle d’adhésion exclusive.
Selon la règle choisie, la plupart des résultats de la littérature existant dans le cas symétrique
font état de l’intervention des pouvoirs publics pour inciter les firmes à former des accords
de coopération sectorielle ([7], [9]). En revanche, notre contribution ne propose pas d’en-
courager la formation de la grande coalition (comme dans le cas symétrique) mais suggère
l’intervention de ces autorités en amont (dans le processus de formation) en imposant aux
firmes d’adopter une règle d’adhésion spécifique.
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Abstract : This paper studies the density estimation using asymmetric kernel, in the context
of positive dependent data. The mean squared error (MSE) as local property is established.
A simulation study investigates the performance of some asymmetric kernel (IG, RIG, LN
and BS) density estimators and compare their performances with the Gamma kernel esti-
mator for positive dependent data proposed in [1].
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1 Introduction
The objective of this paper is to propose the asymmetric kernel for density estimation in

the context of positive dependent data. For this purpose, we exclusively consider the inverse
Gaussian (IG) and Reciprocal inverse Gaussian (RIG) kernels of [4], and Log-normal (LN)
and Birnbaum-Saunders (BS) asymmetric kernels of [3] introduced for independent data.
First, we derive the local property (MSE) for dependent data from a stationary α-mixed pro-
cess using IG, RIG, LN and BS kernels. Second, a Monte Carlo study based on depen-
dant data from an autoregressive conditional duration (ACD) and a stochastic volatility (SV)
models is conducted by using IG, RIG, LN and BS asymmetric kernels. The finite sample
performances in the sens of integrated squared error (ISE) of the proposed estimators are
compared with the dependant Gamma kernel estimator developed by [1]. Note that this study
can be considered as a complement to the Bouezmarni and Rombouts [1] Gamma kernel es-
timator for dependent data.

∗Corresponding Author
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2 Asymmetric kernel estimator for dependent data

2.1 Estimator
Let X1 . . . ,Xn from a stationary α-mixing process with density function f . The asymme-

tric kernel estimator for dependent data can be adapted as follows (see [1])

f̂ (x) =
1
n

n

∑
i=1

Kx,h(Xi) (1)

where h is the smoothing parameter and Kx,h is the continuous asymmetric kernel of target
x and smoothing parameter h ; see Table 1 for some asymmetric kernels.

TABLE 1 – Functional forms of asymmetric kernels.

Kernel Support Kernel Function

Gamma [2] [0,∞[ K(y) = 1
Γ( x

h +1)
y

x
h e−y/h

h
x
h +1

RIG [4] ]0,∞[ K(y) = 1√
2πhy exp

(
− x−h

2h

[
y

x−h −2+ x−h
y

])

LN [3] [0,∞[ K(y) = 1√
2πhy

exp
(
− 1

2h
(
log(y)− log(x)+σ2)2

)

IG [4] ]0,∞[ K(y) = 1√
2πhy3

exp
(
−1
2hx

[
y
x −2+ x

y

])

BS [3] ]0,∞[ K(y) = 1
2
√

h

(√
1
xy +

√
x
y3

)√
2π exp

(
−1
2α2

(
y
x +

x
y −2

))

Now, we recall some useful conditions for this study. We start with the strong mixing co-
efficient, see for example [1]

Condition 1. We require that the process {X}i≥1 is α-mixing. The sequence is α-mixing
if the mixing coefficient α(i)→ 0 as i→ ∞, where

α(i) = sup
k
|P(A∩B)− (P(A)P(B))|, (2)

with A ∈F k
1 (X) and B ∈F k+i

1 (X), where F i
k(X) is the σ -field of events generated

by {X j, i≤ j ≤ k}.
Condition 2. {X}i≥1 is supposed to be α−mixing such that

α(i)≤ γi−β , i≥ 1 (3)

for some positive constants γ and β .

2.2 MSE of f̂ (x) for dependent data
We assume that

Assumption 1. f is twice continuously differentiable

Assumption 2. limn→∞ h = 0 and limn→∞ nh
1
2 = ∞
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Below we present the theorem on the approximation to MSE for the estimator .

Théorème 2.1. By conditions 1 and 2 and if Assumptions 1 and 2 hold, then for se-

quence vn ∼= cte× h−
3

2β since β > 3
2 , the MSE of f̂ (x) for dependent data can be ap-

proximated by

MSE
(

f̂ (x)
)
= B2(x)+Vx,h(x)+C(x).

where B(x) and V (x) are the bias and the variance approximations of f̂ (x) given in
Table 2 for specified asymmetric kernel, and

C(x) =
2
n

n−1

∑
i=1

(1− i
n
)cov[Kx,h(Xi),Kx,h(Xi+1)],

with nh1/2C(x) = o(1).

Proof. The theorem can be established by combining the results of [4], [3] and the results
of [1].

TABLE 2 – Bias and variance of f̂ (x).

kernel B(x) = Bias( f̂ (x)) Vx,h(x) =Variance( f̂ (x)))
Gamma [2] h[ f ′(x)+ x

2 f ”(x)] 1
2
√

π n−1h−1/2x−1/2 f (x)

RIG [4] h[ 1
2 x f ”(x)] 1

2
√

π n−1h−1/2x−1/2 f (x)

LG [3] h[2x f ′(x)+2x2 f ”(x)] 1
2
√

π n−1h−1/2x−1 f (x)

IG[4] h[ 1
2 x3 f ”(x)] 1

2
√

π n−1h−1/2x−3/2 f (x)

BS[3] h[ 1
2 x f ′(x)+ 1

2 x2 f ”(x)] 1
2
√

π n−1h−1/2x−1 f (x)

3 Simulation
The main goal of this section is to investigate the performance of the IG, RIG, LN and

BS density estimators and compare their performances with the Gamma kernel estimator for
positive dependent data introduced by [1]. We consider the dependent data generated from
an autoregressive conditional duration (ACD) and a stochastic volatility (SV) models (see [1]
for more details). The bandwidth is chosen as hn = sd(X)n−2/5, and the performances are
compared using the integrated squared error (ISE) given by : ,

ISE =
∫ (

f̂ (x)− f (x)
)2

dx (4)

For each replication of the simulation, the bandwidth parameter is selected by reducing
its value. ISE in (4) Since the underlying density f is unknown for both the ACD and SV
models. We examine the empirical density function based on 100000 observations.
We perform 100 replications for different degrees of dependence and for sample sizes of
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50,100,300 and 500.

The ACD model is given by Parameters values for the ACD mode
xi = Ψiξi ω α β

Ψi = ω +αxi−1 +βΨi−1 I high dependence 0.017 0.11 0.88
II low dependence 0.153 0.11 0.80
III independence 1.700 0 0

TABLE 3 – ACD model

The SV model is given by Parameters values for the SV mode
Xi = exp(yi) ω α β

yi = exp(xi/2)µi I high dependence 0.01 0.98 0.3
xi = γ +δxi−1 +νεi II low dependence 0.01 0.95 0.3

III independence 1 0 0

TABLE 4 – SV model

For ACD model, we consider two models for ξi
– Model A : ξi ∼ Gamma(4.92,4.92) ;
– Model B : ξi ∼ Exp(1.02).

For SV model, we consider the Gaussian model for εi and µi as
– Model D : εi ∼N (0.1,0.4) and µi ∼N (0.1,0.4).

(a) High dependence (b) Low dependence (c) Independence

FIGURE 1 – Comparison the gamma kernel estimator and the empirical density func-
tion for ACD model gamma kernel(f’)(- - - ). the empirical density function(f) (- - -
).

Figure 1 shows the plots of pdf estimates for ACD model using gamma kernel estimator
and empirical density function εi ∼N (0.1,0.4) and µi ∼N (0.1,0.4).
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Table 5 shows the integrated squared error (ISE) for the Gamma, IG, RIG, LN and BS
kernel estimators for ACD model in the cases of high dependence, low dependence and
independence for sample size (50,100,300,500).

Model Method Kernel n=50 n=100 n=300 n=500

A

I
Gamma 3.301931e-04 1.248200e-04 4.333045e-05 2.122282e-05

IG 3.708251e-04 1.214169e-04 1.670250e-05 3.658338e-05
RIG 3.766101e-04 1.271207e-04 3.056360e-05 2.756933e-05
LG 6.941590e-04 3.461377e-04 5.130968e-05 5.143619e-06
BS 5.184881e-03 3.757398e-03 9.701632e-04 2.650851e-04

II

Gamma 1.942890e-05 1.832132e-05 5.567656e-06 2.902343e-06
IG 1.017209e-05 5.611717e-06 2.223901e-06 3.876800e-07

RIG 1.238931e-05 6.516517e-06 3.425854e-06 4.566252e-07
LG 1.041245e-04 2.039831e-05 3.856313e-06 2.301152e-06
BS 1.271378e-03 1.651369e-03 1.427849e-03 8.502729e-04

III

Gamma 1.166215e-05 8.267595e-06 2.256003e-06 1.013376e-06
IG 3.795415e-06 9.834271e-07 6.166501e-07 4.972411e-07

RIG 4.755617e-06 1.251153e-06 8.059029e-07 5.078164e-07
LG 1.329811e-04 1.340214e-04 1.331998e-05 1.350952e-06
BS 1.340176e-04 1.332706e-04 1.330995e-05 1.317540e-05

B

I
Gamma 1.850671e-04 1.337349e-05 5.648755e-05 2.778837e-06

IG 4.669337e-03 3.773672e-04 1.411313e-04 9.261248e-05
RIG 7 .662549e-04 4.658737e-05 2.954113e-05 9.133461e-05
LG 2.737507e-04 1.490732e-04 3.874495e-05 3.908156e-05
BS 1.079234e-02 6.478496e-03 5.672807e-03 4.877966e-03

II

Gamma 6.825731e-06 7.198958e-06 1.333420e-06 1.029024e-06
IG 1.496650e-04 2.553251e-04 5.644035e-05 6.637381e-05

RIG 1.217519e-05 3.340141e-05 1.117332e-05 7.664925e-06
LG 8.929997e-05 2.878806e-04 5.869585e-05 1.624456e-05
BS 9.584003e-03 6.957631e-03 2.752687e-03 1.092379e-03

III

Gamma 3.028409e-06 8.137539e-06 6.710345e-06 2.341956e-06
IG 1.384619e-04 1.651651e-04 4.283716e-05 2.577438e-05

RIG 2.235392e-05 8.826013e-05 2.268449e-05 8.119692e-06
LG 8.572216e-05 7.582349e-05 1.212289e-05 1.663657e-05
BS 2.579179e-03 1.400884e-03 1.570494e-03 5.221085e-04

TABLE 5 – Comparison of ISE for Gamma, IG, RIG, LN and BS kernel estimators with
model ACD.

Table 6 shows the integrated squared error (ISE) for the Gamma, IG, RIG, LN and BS
kernel estimators for SV model in the cases of high dependence, low dependence and inde-
pendence for sample size (50,100,300,500).
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Model Method Kernel n=50 n=100 n=300 n=500 .

D

I

Gamma 7.144356e-05 5.405882e-05 4.693856e-05 4.593494e-05
IG 1.020328e-04 6.959852e-05 4.958614e-05 4.350670e-05

RIG 9.392880e-05 6.543285e-05 4.810290e-05 4.531115e-05
LG 9.835047e-05 6.309846e-05 3.573257e-05 1.597062e-05
BS 6.168563e-04 1.190476e-04 2.329112e-05 8.099299e-06

II

Gamma 4.223314e-05 1.013281e-05 5.156940e-06 1.286286e-06
IG 1.961111e-05 1.554607e-06 1.733826e-06 1.564455e-06

RIG 2.180124e-05 1.017576e-06 1.698058e-06 9.060207e-07
LG 1.015645e-04 9.339953e-06 8.815665e-06 1.315104e-06
BS 1.016445e-02 3.691605e-04 1.023247e-03 1.281856e-04

III

Gamma 2.117934e-05 7.769845e-06 4.118250e-06 3.032453e-07
IG 8.565430e-06 4.093442e-06 2.293387e-06 7.418696e-07

RIG 2.598210e-06 2.972740e-06 2.016711e-06 4.130220e-07
LG 1.262010e-05 8.672967e-06 5.834472e-06 1.593548e-06
BS 1.215168e-02 2.545261e-04 3.194193e-04 9.474685e-05

TABLE 6 – Comparison(ISE)of the gamma estimator ,some Asymmetric Kernel esti-
mator with SV model

4 Conclusion
In this paper, we have studied the performance of asymmetric kernel estimators for de-

pendent data. We have computed the mean squared error (MSE) for data series from a
stationary α-mixing process, and we have conducted a simulation study to compare the per-
formance of IG, RIG, LN and BS kernel density estimators with Gamma kernel estimator of
[1].
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Abstract : In this work a nonparametric estimator of the performance for semi-Markov sys-
tems is presented. This concept is described as the sum or the real-valued integral functio-
nal stochastic process. When this model is homogeneous and continuous-time semi-Markov
process, we present empirical estimators of the semi-Markov kernel, the renewal matrix, the
semi-Markov transition matrix and the mean performance of this system. Asymptotic proper-
ties of the proposed estimators as the strong consistency and the asymptotic normality are
obtained. The theoretical results of the performability are checked by a numerical example.
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1 Introduction
Performability has initially been introduced by Meyer [5] in order to generalize classical

reliability indicators. This idea is theoretically stated as the sum or the real-valued integral
functional of the process Z for a system with the state space set E , a reward rate function h
and a stochastic process Zt , t ≥ 0, defined as follows,

Φ(t) =
∫ t

0
h(Zu)du, t ≥ 0. (1)

The performability is the marginal distribution function of the integral functional Φ(t),
t ≥ 0. It is worth mentioning that (1) has been mainly used in insurance, technological sys-
tems, in economical etc. For the purpose of performing semi-Markov systems with general
state space, a complete study is given in [3] when Z is homogeneous semi- Markov and
continuous-time stochastic process.

326

http://www.univ-bejaia.dz/moad22
https://orcid.org/0000-0002-4867-8019
https://orcid.org/0000-0002-9225-3229


Nonparametric estimation of perfomability for semi-Markov models

In this work we present a nonparametric estimator of the performability for semi-Markov
systems. In section 2, we will review some of the author’s results that are pertinent to unders-
tanding the characteristics of the proposed estimators. Section 3 is devoted to presentation
of the empirical estimators of the main characteristics of a continuous-time semi-Markov pro-
cess as well as the mean performance of a semi-Markov system. In the same section, we
state consistency and asymptotic normality results for such a system. In the last section, the
usefulness of the theoretical results is illustrated by a numerical example.

2 The Semi-Markov System
Définition 2.1. (Markov renewal process) Let E = {1, . . . .,s} be the state space.
A Markov renewal process is a bivariate stochastic process (Jn,Tn) where Jn is the
system state at the nth time, and Tn is the nth jump time. We define Xn+1 = Tn+1−Tn to
be the sojourn time in the state. The process has to satisfy the following formula

P(Jn+1 = j,Tn+1−Tn ≤ t | J0,J1, . . . ,Jn,T0,T1, . . . ,Tn)=P(Jn+1 = j,Tn+1−Tn ≤ t | Jn) ,

for all j ∈ E, all t ∈ R+ and all n ∈ N

Définition 2.2. (Continuous-time semi-Markov process) Consider a Markov-renewal
process {(Jn,Tn) : n ∈ N} defined on a complete probability space and with state space
E. The stochastic process {Zt ; t ∈ R+} defined by

Zt = JN(t). (2)

is called a Semi-Markov Process (SMP) where N(t)=max{n ∈ N : Tn ≤ t} is the coun-
ting process of the SMP up to time t.

Let’s also introduce some random variables associated with the process Z :
– The semi-Markov kernel Q(t) =

{
Qi j(t), i, j ∈ E

}
, t ≥ 0 is given by

Qi j(t) = P(Jn+1 = j,Xn+1 ≤ t | Jn = i) .

– Hi, the sojourn time distribution in state i.

Hi(t) = P(Xn+1 ≤ t | Jn = i) =
s

∑
j=1

Qi j(t), t ∈ R+.

– Let us define the Markov renewal function Ψi j(t), i, j ∈ E, t ≥ 0, by

Ψi j(t) = Ei[∑∞
n=0 1{Jn= j,Tn≤t}]

= ∑∞
n=0 Pi (Jn = j,Tn ≤ t) = ∑∞

n=0 Q(n)
i j (t),

– We define the semi-Markov transition function Pi j(t), i, j ∈ E, t ≥ 0, by

Pi j(t) = P(Zt = j | Z0 = i) = P
(
JN(t) = j | J0 = i

)
.
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– It is known in [7] that

Pi j(t) = 1{i= j}

(
1−

s

∑
k=1

Qik(t)

)
+ ∑

k∈E

∫ t

0
Pk j(t− s)Qik(ds).

By solving the above Markov renewal equation, cf. [2], the unique solutionis given in
matrix notation by

P(t) = (I−Q(t))(−1) ∗ (I−diag(Q(t)e)) (3)

where diag(·) is a diagonal matrix of i-th entry ∑s
j=1 Qi j(t) and e = (1,1, . . . ,1)t .

Définition 2.3. Let (Zt)t∈R+ , be a homogeneous SMP with finite state space E, and let
h be a real-valued function defined on E. The performance process is defined by

Φ(t) =
∫ t

0
h(Zu)du = ∑

i∈E
h(i)

∫ t

0
1{zu=i}du, t ≥ 0. (4)

It is worth noticing that the performance process Φ(t) can be written as follows

Φ(t) =
N(M)

∑
k=1

h(Jk−1)Xk +
(
M−TN(M)

)
h
(
JN(M)

)
. (5)

The conceptual framework can be found in ([2] and [1]).

Définition 2.4. The mean performance at time t > 0, denoted by Φ(t) := E[Φ(t)], is
given by

Φ(t) := E[Φ(t)] = ∑
i∈E

∫ t

0
h(i)P [Zu = i]du = ∑

i∈E
h(i)

∫ t

0
Pu(i)du. (6)

3 Elements of statistical estimation
Nonparametric estimators of the main characteristics of the SMP Z are defined on sample

functions of the MRP over [0,M]. These sample functions of the MRP are equivalent to the
sample functions

(
J0,J1, . . . ,JN(M),X0,X1, . . . ,XN(M)

)
.

3.1 Empirical estimators
Let M be the end time of the process.
– The empirical estimator of the semi-Markov kernel Qi j(t) is given by

Q̂i j(t,M) =
1

Ni(M)

N(M)

∑
n=1

1{Jn−1=i,Jn= j,Xn≤t}, (7)

– The following estimator of the Markov renewal function Ψi j(t) is given by

Ψ̂i j(t,M) =
∞

∑
n=0

Q̂(n)
i j (t,M). (8)

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 328



Nonparametric estimation of perfomability for semi-Markov models

– The empirical estimator of the transition function of the SMP Pi j(t), i, j ∈ E and t ≥ 0
is given by the following matrix form

P̂(t,M) = Ψ̂∗ (I−diag(Q̂(t,M)e)). (9)

– Define now the following estimator for the mean performance Φi(t) := Ei[Φ(t)],

Φ̂i(t,M) := ∑
j∈E

h( j)
∫ t

0
P̂i j(s,M)ds (10)

3.2 Asymptotic behavior
All along this paper we are working under the following assumptions :
(H.1) The embedded Markov chain (Jn)n∈N is an ergodic irreducible Markov chain, with

stationary distribution ν .
(H.2) The SMP is irreducible, aperiodic, with finite mean sojourn times.

The following theorem gives the uniform strong consistency of the empirical estimators intro-
duced in (7), (9) and (8) :

Théorème 3.1. for all i, j ∈ E, we have
– maxi, j∈E supt∈[0,M]

∣∣∣Q̂i j(t,M)−Qi j(t)
∣∣∣ a.s.−→ 0, M→ ∞.

– maxi, j supt∈{0,M]

∣∣∣P̂i j(t,M)−Pi j(t)
∣∣∣ a.s.−→ 0, M→ ∞

– maxi, j supt∈[0,M]

∣∣∣Ψ̂i j(t,M)−Ψi j(t)
∣∣∣ a.s.−→ 0, M→ ∞

Asymptotic normality of the nonparametric estimators (7), (9) and (8) is stated in the
following theorem : for any fixed t > 0

– M1/2
[
Q̂i j(t,M)−Qi j(t)

]
D→ N

(
0,σ2

i j

)
,

where σ2
i j = µiiQi j(t) [1−Qi j(t)] and µii = E(T i

2−T i
1).

– M1/2
(

P̂i j(t,M)−Pi j(t)
)

D→ N
(

0,σ2
i j(t)

)
,

where

σ2
i j(t) = ∑

r∈E
∑
k∈E

µrr

[
(1−Hi)∗Birk j−Ψi j1{r= j}

]2
∗Qrk(t)

−
{[

(1−Hi)∗Birk j−Ψi j1{r= j}
]
∗Qrk(t)

}2
,

and Birk j(t) = ∑∞
n=1 ∑n

`=1 Q(`−1)
ir ∗Q(n−`)

k j (t).

– M1/2
(

Ψ̂i j(t,M)−ψi j(t)
)

D→ N
(

0,σ2
i j(t)

)
,

where σ2
i j(t) = ∑s

r=1 ∑s
k=1 µrr

{(
Ψir ∗Ψk j

)2 ∗Qrk−
(
ψir ∗Ψk j ∗Qrk

)2
}
(t).

the intermediate following result is needed.

Théorème 3.2. We have the following strong convergence :

Φ(t)
t

a.s.−→ πh := ∑i∈E π(i)h(i), t→+∞.

Φ(t)
t

a.s.−→ πh, t→+∞.
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Using the above definitions and results, the following theorem holds :

Théorème 3.3. The estimator Φ̂(t,M) of Φ(t) is
– Strongly uniformly consistent, that is

max
i∈E

sup
0≤t≤M

∣∣∣Φ̂(t,M)−Φ(t)
∣∣∣ a.s.−→ 0, M→ ∞.

– Converges in distribution, for any fixed t, as M→ ∞, to a normal random variable, i.e.,

M1/2(Φ̂(t,M)−Φ(t)) D→ N
(

0,σ2
i j(t)

)
,

with

σ2
i j(t) =

s

∑
i=1

s

∑
j=1

µii

{(
Wi j
)2 ∗Qi j−

(
Wi j ∗Qi j

)2
+
∫ ∞

0

[∫ ∞

0
h( j)(x∧ (t−u))dAi(u)

]2
dQi j(x)

−
[∫ ∞

0

∫ ∞

0
h( j)(x∧ (t−u))dAi(u)dQi j(x)

]2
+2

∫ ∞

0
Wi j(t− x)

∫ ∞

0
h( j)(x∧ (t−u))dAi(u)dQi j(x)

−2
(
Wi j ∗Qi j

)
(t) · (Ai ∗ (h( j)(x∧ .)))(t)

}
.

where for t ∈R+ : Ai(t)=∑s
k=1 αkh(i)Ψki(t), and Wkl(t)=∑s

i=1 ∑ j∈U αi
(
Ψik ∗Ψl j ∗ I j

)
(t).

4 Numerical Example
Let us consider a three state semi-Markov system as illustrated in figure 1. States 1 and 2 are

up states and state 3 is a down state. The reward rate function h is defined by h(1) = 1, h(2) =
0.6 and h(3) = 0. We have two exponential and two Weibull distribution functions as conditional
transitions, for all x ≥ 0, say H12(x) = 1− exp(−λ1x) , H31(x) = 1− exp(−λ2x) , H23(x) =

1− exp
[
−
(

x
α1

)β2
]
, H21(x) = 1− exp

[
−
(

x
a1

)β1
]

. The parameters of these distributions are :

λ1 = 0.1, λ2 = 0.2, α1 = 0.3, β1 = 2, α2 = 0.1, β2 = 2.
The transition probability matrix of the embedded Markov chain (Jn) is :

P =




0 p 0
p 0 1− p
1 0 0




where p is given by p =
∫ ∞

0 [1−H23(x)]dH21(x).

Figure 1 : A Three State Semi-Markov System
If we simulate one trajectory for different censure times M1 < M2 < .. . < Mr , we see that the

performance curve of the estimator (10), that is ˆ̄Φi (t,Mk), converges to the true curve of Φ̄(t) as
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k increases. Figure 2 illustrates such a situation for two values of M, that is for M1 = 100 and for
M2 = 1000. It can be noticed that the second curve is closer to the true curve represented on the
same figure 2 by a continuous line.

Figure 2 : Mean performance estimation of the three state Semi-Markov System
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Abstract : The main purpose of this paper is to establish the asymptotic normality of the
kernel estimator of the regression function for a random left truncated model when the data
exhibit some kind of dependence which is association. We use asymptotic normality to
construct confidence interval.

Keywords : Association ; Asymptotic normality ; Kernel estimate ; Regression function ; Trun-
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1 Introduction
The nonparametric estimators of the regression function is known to provide a suitable

and efficient means to catch the possibly complex relation between a given variable of interest
and some explanatory covariates. Because of this obvious practical interest, many authors
have studied the (asymptotic) properties of such estimators during the last decades. One of
the basic assumptions which was generally considered is the independence of the observed
data. However in many situations, the assumption of independence is not verified that’s why
the study of the dependence data has received much attention in the last few years. Two
types of dependence data are so widely used in the literature are mixing and associated
data. In this work, we are interested to the concept of association which was introduced and
defined by [5]. Recall that a set of finite family of random variables (rv’s) Y = (Y1,Y2, . . . ,YN)
is said to be associated if for every pair of functions f (.) and g(.) from RN to R, which are
non decreasing componentwise,

Cov( f (Y ),g(Y ))≥ 0,

whenever this covariance exists. An infinite family is said to be associated if every finite
subfamily is associated. For more details on the concept of association, we refer the reader
to [2].
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Let Y be a real rv of interest with continuous distribution (df) F , and X an Rd -valued random
vector of covariates with the joint df V and the joint density v. The regression function at a
point x ∈ Rd is the conditional expectation of Y given X = x, this is

m(x) := E [Y |X = x]

Note that m(x) can be written as m(x) = ψ(x)
v(x) where ψ(x) =

∫
R yF(x,dy) and F(., .) de-

note the joint distribution of (X ,Y ).
Several nonparametric methods which consist in estimating m(x) exist in the literature, here
we use the kernel method. Under the assumption that the observed random variables are mu-
tually independent, the nonparametric kernel estimator of m(x) has been studied by many
authors, we cite a few of them ([4, 10, 20], . . . ).
In many survival practical application, it is often happens that the rv of interest Y may not be
observed completely. Censored and truncation are the most current forms of the incomplete
data. The rv Y can be regarded as the lifetimes of the items under biomedical studies. In this
paper we are interested in the left truncated data, where the observation (X ,Y ) is interfered
by another independent rv T such that all three random quantities Y,X , and T are obser-
vable only if Y ≥ T . Such data occur in astronomy, economics, epidemiology and biometry
(see, e.g., [22, 21, 19] and [7]).
Recently, [15] constructed a new nonparametric kernel estimator of the regression function
m(.) for the random left truncation (RLT) model and studied its asymptotic properties for the
independent and identically distributed (i.i.d.) rv’s. Later, [12] have obtained the strong uni-
form consistency of the estimator constructed and [13] established its asymptotic normality.
[9] have considered the same estimator under association condition for which, they establi-
shed the strong uniform convergence with a rate.
Our focus in the present article is to establish the asymptotic normality of the estimator of the
regression function used by [15] for the left-truncation under association.

2 Presentation of the model and the estimators
Let {(Yi,Ti); i = 1, · · · ,n} be a sequence of N copies of the couple (Y,T ) defined on

(Ω,F ,P), where the sample size N is fixed but unknown. In all the remaining of this paper,
{Yi,1 ≤ i ≤ N} denote a strictly stationary associated sequence of Y that we assume that
is a bounded and nonnegative rv with a continuous df F and {Ti,1 ≤ i ≤ N} is a strictly
stationary iid sequence of the truncation rv T with a lipschitz df G and a bounded probability
density function g.
In the RLT model, the rv of interest Y and the truncating rv T are observable only if Y ≥ T,
whereas nothing is observed if Y <T . Without possible confusion, we still denote {(Yi,Ti); i=
1, · · · ,n}, (n ≤ N) the actually observed sample from the original N−sample with n being
random but known. Note that as the original sequence of interest is associated, the observed
one is associated (by property (P1) in [5] and the observed sequence of truncation is also
i.i.d. (by proposition 2.1 in [11]).
As a consequence of truncation, the size of the actually observed sample, n, is a Bin(N,α)
rv, with parameter α := P(Y ≥ T ). It is clear that if α = 0, no data can be observed and
therefore, we suppose through this paper that α > 0.
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Since N is unknown and n known (although random), our results will not be stated with res-
pect to the probability measure P (related to the N-sample) but will involve the probability
P (related to the n-sample) defined as P(.) = P(.|Y ≥ T ). In the same way E and E will
denote the expectation operators related to P and P respectively.
Following [18], the joint P−distribution of (Y,T ), under the left-truncation condition, becomes

H∗(y, t) := P{Y ≤ y,T ≤ t}= P{Y ≤ y,T ≤ t|Y ≥ T}

=
1
α

∫ y

−∞
G(t ∧u)dF(u)

where t∧u :=min(t,u). The marginal distributions of Y and T and their empirical estimators
are defined by

F∗(y) =
1
α

∫ y

−∞
G(u)dF(u), G∗(t) =

1
α

∫ ∞

−∞
G(t ∧u)dF(u),

F∗n (y) :=
1
n

n

∑
i=1

I{Yi≤y} and G∗n(t) :=
1
n

n

∑
i=1

I{Ti≤t},

where IA denotes the indicator function of the set A.
In the sequel, the unknown distribution functions F and G are estimated by the respective
[14] estimators Fn and Gn given by

Fn(y) := 1− ∏
i:Yi≤y

[
nCn(Yi)−1

nCn(Yi)

]

Gn(t) := ∏
i:Ti>t

[
nCn(Ti)−1

nCn(Ti)

]
, (1)

where Cn(y) := 1
n ∑n

i=1 I{Ti≤y≤Yi} is the empirical estimator of C(y) := P{T ≤ y≤ Y |Y ≥
T}.
And for the unknown probability α , we use the estimator proposed by [8] given by

αn :=
Gn(y)(1−Fn(y))

Cn(y)
, (2)

for any y such that Cn(y) 6= 0, which is independent of y. Woodroofe (1985) pointed out that
F and G can be completely estimated only if

aG ≤ aF , bG ≤ bF and
∫ ∞

aF

dF
G

< ∞.

Let {(Xi,Yi,Ti); i= 1, · · · ,n} be the n triplets observed among the N ones such that Yi ≥ Ti
and T independent of (X ,Y ) where {(Xi,Yi); i = 1, ...,n} are supposed strictly stationary
and associated.

Following [15], a kernel estimator of the regression function m(x) when the data are left
truncated is given by

m̃n(x) :=
ψ̃n(x)
ṽn(x)

, (3)
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where

ψ̃n(x) :=
α

nhd
n

n

∑
i=1

Yi

G(Yi)
Kd

(
x−Xi

hn

)
, (4)

is an estimator of ψ(x) and vn(x) is the density estimator of X assumed that is strictly
positive for all x ∈ Rd and defined by

ṽn(x) :=
α

nhd
n

n

∑
i=1

1
G(Yi)

Kd

(
x−Xi

hn

)
. (5)

Kd : Rd→R is a smooth kernel function and hn is a positive bandwidth sequence that tends
to zero as n→ ∞.
Note that in (4), (5) and in the sequel, the sum is taken only for i such that Gn(Yi) 6= 0.
In practice α and G are unknown, hence it is not possible to use the estimator (3). Then, by
replacing them by their estimators Gn and αn defined in (1 ) and (2), respectively, we get the
following feasible estimator for m(x)

m̂n(x) :=
ψ̂n(x)
v̂n(x)

,

where

ψ̂n(x) :=
αn

nhd
n

n

∑
i=1

Yi

Gn(Yi)
Kd

(
x−Xi

hn

)
,

v̂n(x) :=
αn

nhd
n

n

∑
i=1

1
Gn(Yi)

Kd

(
x−Xi

hn

)
. (6)

Throughout this paper, the letter C denotes a generic constant which might take different
values at different place.

3 Assumptions and main results
Let define

θi, j :=
d

∑
k=1

d

∑
l=1

cov(Xk
i ,X

l
j)+2

d

∑
k=1

cov(Xk
i ,Yj)+ cov(Yi,Yj),

where Xk
i is the k− th component of Xi. In order to formulate the main result, we need to

impose the following assumptions.

(H) The bandwidth hn satisfies :

(i) nhd+4
n → 0 as n→+∞,

(ii) hn = o
[(

log logn
n

)τ]
for some 1

d+4 < τ < 1
d+3 .

(A)
∫ dF(z)

G2(z)
<+∞,
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(K1) The kernel Kd is a bounded probability density with compact support and it has boun-
ded first order partial derivatives.

(K2)
∫

Rd
ziKd(z)dz= 0 for all i= 1, · · · ,d and

∫

Rd
|zi1

1 · · ·z
id
d |Kd(z)dz<+∞ for i1+ · · ·+

id = 2,
(R) The covariance term defined by : ρ(s) := sup

|i− j|≥s
θi, j for s > 0 , satisfies ρ(s)≤ γ0e−γs

for some positive constants γ0 and γ ,

(D1) The function ψ(.) is bounded, twice differentiable with sup
x∈D

∣∣∣∣∣
∂ kψ

∂xi∂xk−1
j

(x)

∣∣∣∣∣ < +∞ for

i, j = 1 · · ·d and k = 1,2,

(D2) The probability density v(.) is bounded and twice differentiable with sup
x∈D

∣∣∣∣∣
∂ kv

∂xi∂xk−1
j

(x)

∣∣∣∣∣<

+∞ for i = 1 · · ·d and k = 1,2,

(D3) The joint density vi, j of (Xi,X j) exists and sup
r,s∈D

∣∣vi, j(r,s)− v(r)v(s)
∣∣≤C <+∞ such

that C is a constant not depending on (i, j).

(B) Let 0 < p = pn < n, 0 < q = qn < n and k = kn :=
[

n
p+q

]
, ([x] designate the integer

part of x) be a positive integer sequences tending to ∞, as n→ ∞, such that k(p+
q)≤ n and k(p+q)

n → 1 satisfying :

(i) pk
n → 1,

(ii) phd
n → 0 and p2

nhd
n
→ 0,

(iii)
e−γq

hd+2
n
→ 0.

Our main result concerning the asymptotic normality of m̂n(x) is given in the following theo-
rem.

Théorème 3.1. Under Assumptions H, A, K1-K2, R, D1-D3 and B we have
√

nhd
n [m̂n(x)−m(x)] D−−−−→

n→+∞
N
(
0,σ2(x)

)
,

where

σ2(x) :=
α
[
ψ0(x)v2(x)−2ψ1(x)ψ(x)v(x)+ψ2(x)ψ2(x)

]

v4(x)
κ, (7)

κ =
∫
Rd K2

d (z)dz <+∞ and ψ j(x) =
∫
R

y2− j

G(y)F(x,dy), j = 0,1,2.

Remarque 3.1. A plug-in-type estimate σ̂2
n (x) for the asymptotic variance σ2(x) can

be obtained by using the estimators αn, v̂n(.) given in (2), (6) and the estimators

ψ̂ j,n(x) :=
αn

nhd
n

n

∑
i=1

Y 2− j
i

G2
n(Yi)

Kd

(
x−Xi

hn

)

of ψ j(.), j = 0,1,2.
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As an application for the asymptotic normality, we get the confidence interval which is given
in the following corollary.

Corollaire 3.1. Under the assumptions of Theorem 3.1, we get for each ξ ∈ (0,1), the
following confidence interval of asymptotic level 1−ξ for m(x)

[
m̂n(x)−

u1−ξ/2σ̂2
n (x)√

nhd
n

, m̂n(x)+
u1−ξ/2σ̂2

n (x)√
nhd

n

]
,

where u1−ξ/2 denotes the 1−ξ/2−quantile of the standard normal distribution.

4 Conclusion
In this paper we obtained the asymptotic normality for the kernel regression estimator

based on random left truncated and associated data. Here it is concluded that in random left
truncated model, which is also dealing with weak dependency, we can get asymptotic nor-
mality and comparing the results with [15] and [13], we have obtained the same asymptotic
variance and confidence interval.
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Abstract : In practical forecasting problems, classical regression is not always sufficiently
informative to provide good predictions of a response variable. This usually occurs when
asymmetry, or heteroscedastic noise, characterizes the underlying distribution function. In
this situation, conditional mode estimation may be an alternative prediction method, as the
conditional density is more adequate to describe the association between a vector of expla-
natory data and a response variable. The goal of our study is to establish the convergence
and asymptotic normality of the kernel estimator of the conditional mode for ψ-weakly de-
pendent observations. Some predictions on real data are also performed in order to show
the interest of our study.
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1 Introduction
In this study, we focus on the kernel estimator of the conditional mode under weak depen-

dence in the sense of Doukhan and Louhichi (1999) [3]. This type of dependence includes
mixing, association, Gaussian sequences and Bernoulli shifts.

Définition 1.1. (Doukhan and Louhichi (1999) [3]) The sequence (Xn)n∈Z is called
(ε,L ,ψ)-weakly dependent (simply, ψ-weakly dependent), if there exists a sequence
ε = (εr)r∈N decreasing to zero at infinity and a function ψ with arguments (g,h,n,m)∈
Ln×Lm×N2 such that for n-tuple (i1, ..., in) and any m-tuple ( j1, ..., jm) with

i1 ≤ ...≤ in < in + r ≤ j1 ≤ ...≤ jm,

one has, ∣∣∣Cov(g(Xi1 , ...,Xin),h(X j1 , ...,X jm))
∣∣∣≤ ψ(g,h,n,m)εr,
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Where L =
⋃∞

n=1 Ln, with

Ln =

{
g ∈ L∞(Rn),Lip(g)< ∞,‖ g ‖∞:= sup

x
| g(x) |≤ 1

}
.

The class L will be used together with the following functions :

ψ1(g,h,n,m) = min(n,m)Lip(g)Lip(h)

ψ2(g,h,n,m) = 4(n+m)min(Lip(g),Lip(h)) ,

2 Model and notations
Let Zi = (Xi,Yi){1≤i≤n} be a strictly stationary sequence of ψ-weak dependent random

vectors identically distributed sampled from Z = (X ,Y ) ∈ Rd ×R. We denote by f (.|x) =
f (x,.)
v(x) , v(x) 6= 0 the conditional density function of Y given X = x. The functions f (., .)

and v(.) are the joint probability density function of (X ,Y ) and the marginal density of X ,
respectively.
It is well known that if Θ(x) denotes the unique mode of f (.|x), then

Θ(x) = argmax
y∈R

f (y|x).

A kernel estimator of the conditional mode Θ(x) is defined as the rv Θn(x) maximizing the
kernel estimator fn(y|x) of f (y|x) (see Collomb et al. (1987) [1]), that is

Θn(x) = argmax
y∈R

fn(y|x). (1)

Here

fn(y|x) =
fn(x,y)
vn(x)

, vn(x) 6= 0,

with

fn(x,y) =
1

nhd
n,Khn,H

n

∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
H
(

y−Yi

hn,H

)

and

vn(x) =
1

nhd
n,K

n

∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn,K

)
.

The functions Kd and H are probability kernels defined on Rd and R respectively, and
hn,K =: hK(hn,H =: hH) are positive sequences decreasing to zero, called bandwidths.

3 Main results
The results of our study provide strong uniform consistency rates and asymptotic norma-

lity of the studied estimator (1) for ψ-weakly dependent series. Under certain conditions of
kernel, joint density and marginal density regularity and under appropriate assumptions on
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the bandwidths, the following two theorems are established :
Theorem 1. Strong uniform consistency rate for Θn(·) (Rih and Tatachak (2021) [6])
For n large enough, we have

sup
x∈S

∣∣∣Θn(x)−Θ(x)
∣∣∣= O

{(
logn

nhd
KhH

) 1
4
+hK +hH

}
, a.s.

S : a compact subset of Ω := {x ∈ Rd , inf
x

v(x)> 0}.
Theorem 2. Asymptotic normality for Θn(·) (Rih and Tatachak (2021) [6])
For n large enough, we have

√
nhd

Kh3
H

(
Θn(x)−Θ(x)

)
D−−−→N

(
0,σ2(x)

)
,

where

σ2(x) :=
V (x,Θ(x))

(
f (0,2)(x,Θ(x))

)2 =
f (x,Θ(x))

∫
Rd
∫
R

(
Kd(u)H(1)(v)

)2
dudv

(
f (0,2)(x,Θ(x))

)2 .

4 Application to real data
This part is a real application of our study to illustrate the performance of the conditional

mode estimator in the case of a non-parametric forecasting analysis of real ψ-weakly de-
pendent data.
The data set consists of the logarithmic return on the USD/EURO exchange rate.

4.1 Forecasting
– We consider the relationship between the return at time t (the variable of interest) and

the return at time t−1 (the explanatory variable).
{

Xt = Rt−1
Yt = r(Rt)+ εt , R0 = 0, εt ∼N (0,1) i.i.d, t ≥ 1.

– 1250 data points were used as the learning sample, denoted by (Xi,Yi){i=1,...,1250} ;
– and the remaining data points were treated as the test sample, denoted by (Xi,Yi){i=1251,...,1301} ;
– Purpose : Predict the values of (Yi)i={1251,...,1301} by :
↪→Θn(x),
↪→ Kernel regression estimator

rNW,n(x) =
∑n

i=1 YiK
(

x−Xi
hn

)

∑n
i=1 K

(
x−Xi

hn

) ,x ∈ R;

– We compare in Figure 4.1 the true values of (Yi){i=1271,...,1301} and the predictions of
the conditional mode estimator and the regression estimator.

The graph shows that our model has good estimation and prediction accuracy with respect
to regression. This result is justified by the presence of heteroskedasticity.
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FIGURE 1 – Daily logarithmic returns of the USD/EURO exchange rate Rt

5 Conclusions
Although classical regression is the most common subject in nonparametric statistics, es-

pecially for prediction problems, it remains very limited for some situations. In this work, we
are interested in the conditional mode estimator problem which is an alternative prediction
approach to regression. The main contribution of our study is the general type of depen-
dence, Doukhan and Louhichi (1999) [3]. In this model, we established the strong uniform
consistency on a compact of the kernel estimator of the conditional mode and its asymptotic
normality. Finally, we applied this study to the logarithmic returns of the exchange rate of
the euro against the US dollar. A predictive analysis allowed us to show the efficiency of our
estimator and its interest.
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Abstract : Based on randomly left truncated and right censored (LTRC) data, we are inter-
ested with the problem of selecting an appropriate bandwidth, for the smooth M-estimator
m̂(.) of the robust regression function m(.) under strong mixing condition. It is shown that
the bandwidth hglob obtained as the minimizer of the MISE distance, is asymptotically opti-
mal for m̂(.). As a consequence, a bandwidth selector based on plug-in ideas is introduced.
We also present a robust version of the Cross-Validation (RCV) bandwidth selection as an
alternative to the plug-in method. A simulation study is investigated to examine and compare
the practical performance of both two methods.
MSC: 62G05 ; 62G20

Keywords : Alpha-mixing ; Bandwidth selection ; M-estimator ; Truncated-Censored data.

1 Introduction
This paper is concerned with the problem of selecting a suitable bandwidth needed in

kernel M-estimation of the robust regression function, when the response variable Y , the life-
time with continuous distribution function (df) F , is not completely observed, more precisely
is subjected to both left truncation and right censorship mechanisms, LTRC model. In many
applications, one of the main aims of survival studies, is to predict the survival time Yi of the
subject ′i′, i = 1 : N, for which the values of an explanatory covariates vectors Xi (Xi ∈Rd)
is known. When the data may be contaminated with outliers, it is more effective to predict
Y , for a given x ∈ Rd , via the robust regression function defined as the zero with respect to
(w.r.t.) θ of

E [ψx (Y −θ) |X = x] , (1)

where ψx(.) is a continuous monotone function. Suppose that the responses Yi are not com-
pletely observable due to left truncation and right censoring by random variables Ti and Wi,
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i = 1,N, with common continuous df’s L and G, respectively. Under this model one can ob-
serve samples of the random vectors (Z,T,δ ) only if T ≤ Z, where Z = min(Y,W ) and
δ = I{Y≤W}. If Z < T we are not able to observe any thing. Of course, a reasonable condi-
tion in this setup is µ := P(T ≤ Z)> 0.
Assume that the covariate X admits a density v. Then denote by {(Xi,Zi,Ti,δi) : Zi ≥ Ti, i = 1, ...,n},
n≤ N, a stationary sequence of random samples being observed. Denoted by P and P the
probability measure related to the N sample, and the actually observed n sample, respecti-
vely. Also E and E the expectation operators related to P and P respectively.
Now return out to the robust regression function m(.) defined in (1) and set

Ψx (x,θ) := E [ψx (Y −θ) |X = x]v(x) ,

hence m(.) can be viewed as a solution w.r.t θ of the equation Ψx (x,θ) = 0, since v(x)>
0. Based on the observed data (Xi,Zi,Ti,δi) , i = 1,2, ...,n; Benseradj and Guessoum
(2020)[1] have constructed a consistent estimator of the function Ψx (x, .) defined by

Ψ̂x (x,θ) :=
µn

nhd
n

n

∑
i=1

K
(

x−Xi

hn

)
δiψx (Zi−θ)
Ln (Zi)Gn (Zi)

,

for all Zi such that Ln (Zi)Gn (Zi) 6= 0, where K (.) is a kernel function, hn is a smoothing
parameter tending to zero along with n, Gn, and Ln are the concomitant TJW, see Tsai et al.
(1987)[3] and the Lynden-Bell, see Lynden (1971)[2] estimators, of the distribution functions
G and L respectively and µn is a consistent estimate of µ.
The corresponding M-estimator m̂(x) is defined as a solution w.r.t θ of

Ψ̂x (x,θ) = 0.

Benseradj and Guessoum (2020) established the strong uniform consistency rate of the es-
timators under strong mixing condition, through the analysis of the asymptotically equivalent
(but unfeasible) version of Ψ̂x (x, .)

Ψ̃x (x,θ) :=
µ

nhd
n

n

∑
i=1

K
(

x−Xi

hn

)
δiψx (Zi−θ)
L(Zi)G(Zi)

.

We define also, a pseudo estimator of m(x) denoted m̃(x) as a zero w.r.t θ of Ψ̃x (x,θ)= 0.

2 Results
In order to select an ”optimal” bandwidth, we need to choose a way to measure the

distance between the pseudo estimator m̃(x) and its target regression function m(x) . A
commonly used criterion for selecting a global optimal bandwidth, is the integrated mean
squared error (MISE) distance, defined by

MISE (h) := E
∫ [

(m̃(x)−m(x))2
]

dx.

Proposition 2.1. Under Assumptions of the kernel M-estimation under α-mixing data
we have

MISE (h) =: AMISE (h)+o
(
h4

n
)
+o
(

1
nhd

n

)
,
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where

AMISE (h) =
µ

nhd
n

∫
Γx (x,m(x))dx

∫ (∂Ψx (x,m(x))
∂θ

)2
dx

κ +
h4

n
4

∫
(

∑
1≤i, j≤d

∂ 2Ψx (x,m(x))
∂xi∂x j

∫

Rd
wiw jK (w)dw

)2

dx

∫ (∂Ψx (x,m(x))
∂θ

)2
dx

.

with Γx (u,θ) := E
[

µψ2
x (Y1−θ)

L(Y1)G(Y1)
|X1 = u

]
v(u), and κ :=

∫

Rd
K2 (w)dw.

The asymptotically optimal global bandwidth is defined by hglob := argmin
h

AMISE (h),

we have the following

Théorème 2.1. Under the same assumptions as Proposition above the optimal global
bandwidth which minimize the AMISE is given by

hglob =
1

n1/(d+4)




dµ
∫

Γx (x,m(x))dxκ

∫
{

∑
1≤i, j≤d

∂ 2Ψx (x,m(x))
∂xi∂x j

∫

Rd
wiw jK (w)dw

}2

dx




1
d+4

. (2)

Théorème 2.2. Under the Assumptions of Theorem 2.1, hglob given in (2) is asympto-
tically optimal for m̂(x) over an interval En =

[
n−1+ε ,n−ε], for ε < min{1/d,1/2},

with respect to the distance MISE, in the sense that

lim
n→∞

MISE(m̂hglob ,m)

in f
h∈En

MISE(m̂h,m)
= 1.

The theoretical optimal bandwidth hglob, depends on unknown quantities involving m(x),
and thus no direct practical use for selecting them.

3 Automatic Bandwidth Selection
We extend two bandwidths selection rules to the M-estimation setting under LTRC data :

Iterative Plug-in (IPl) and Robust Cross-Validation (RCV) method.
a) Iterative Plug-in (IPl) : this method is based on the idea of ”plugging-in” appropriate
estimators of the unknown quantities, that appear in the formula of hglob. We consider the
case of (d = 1) with gaussian kernel then hglob given in formula (2) is estimated by

ĥPlug :=




µn
∫

Γ̂x (x, m̂(x))dx

2n
√

π
∫
(

∂ 2Ψ̂x (x, m̂(x))
∂x2

)2

dx




1/5

, (3)
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where

Γ̂x (x,θ) :=
µn

nhn

n

∑
i=1

K
(

x−Xi

hn

)
δiψ2

x (Zi−θ)

L2
n (Zi)G2

n (Zi)
,

∂ 2Ψ̂x (x,θ)
∂x2 =

µn

nhn

n

∑
i=1

K′′
(

x−Xi

hn

)
δiψx (Zi−θ)
Ln (Zi)Gn (Zi)

,

K′′ (.) is the second derivative of the kernel K (.) . We observe that formula (3), is instead it
still depends on the value of hn. To solve this dependency we will use an iterative algorithm.
b) Robust Cross-Validation (RCV) : under LTRC data, we define a new robust cross valida-
tion criterion, denoted RCVLT RC and given by

RCVLT RC (h) :=
1
n

n

∑
i=1

(
ψ̂∗x
(

Zi, m̂(i)(Xi)
))2

,

where

ψ̂∗x (Zi,θ) :=
µnδiψx (Zi−θ)

Ln (Zi)(1−Gn (Zi))
,

and m̂(i)(Xi) is the leave-sequence-out estimate of m(Xi).
Hence we estimate the optimal global bandwidth h by minimizing RCVLT RC (h) over h

ĥRCVLT RC := argmin
h

RCV (h) .

4 Simulation study : Comparison between RCV and IPL
methods

This study was carried out in order to compare the performance of the bandwidth ob-
tained by Robust Cross-Validation RCV , and the Iterative Plug-in IPL, methods. For this
purpose, we consider different censoring rates CR ≈ (0%,20%,40%) and two trunca-
tion rates T R ≈ (20%,60%), for sample sizes n = 50, 100 and 200. We do this for the
model m(x) = sin(2x), x ∈ [−2,2] under Normal N (0,0.1), and Contaminated Normal
0.7N (0,0.1)+0.3C(0,1), error distributions. The number of replication was B = 200. For
comparisons between these bandwidth selectors, for each sample, using each of the two er-
ror distributions described above, we calculated the Integrated Squared Errors ISE criterion
of the M-estimators m̂h (x) when using the two bandwidth rules.

ISE
(

ĥmethod

)
=
∫ (

m̂ĥmethod
(t)−m(t)

)2
dt.

where, method = RCV and IPL. Based on them, we compare the MISE function, which
can be approximated by the sample mean of the ISE :

MISE
(

ĥmethod

)
= E

[
ISE

(
ĥmethod

)]
' 1

B

B

∑
j=1

ISE j

(
ĥmethod

)
.
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Furthermore, to facilitate the interpretation of the results, we calculated the relative effi-
ciency between these two methods RERCV

IPL with respect to the MISE :

RERCV
IPL =

MISE
(

ĥRCV

)

MISE
(

ĥIPL

) . (4)

Values of RERCV
IPL lower than one mean that the robust cross validation criterion is more

efficient than the IPL criterion. The results of the simulation are summarized in table 1

Normal error Contaminated error
T R% CR% n RCV IPL RERCV

IPL RCV IPL RERCV
IPL

20 0 50 0.2281 0.8213 0.2777 0.7149 0.9401 0.7605
100 0.0772 0.2417 0.3193 0.2550 0.3310 0.7703
200 0.0130 0.0134 0.9717 0.2310 0.2972 0.7773

20 50 0.1893 0.8639 0.2191 0.5080 0.4775 1.0639
100 0.0740 0.2269 0.3262 0.1246 0.1596 0.7808
200 0.0181 0.0184 0.9837 0.3143 0.3915 0.8028

40 50 0.7395 1.4704 0.5030 0.6946 0.8688 0.7995
100 0.0944 0.5578 0.1693 0.3216 0.3244 0.9914
200 0.0229 0.0232 0.9856 0.2117 0.2370 0.8932

60 0 50 0.1685 0.6665 0.2529 0.6405 0.8013 0.7994
100 0.0675 0.2733 0.2470 0.5861 0.5675 1.0328
200 0.0204 0.0206 0.9907 0.0913 0.1266 0.7211

20 50 0.1674 0.7941 0.2108 0.5917 0.7013 0.8436
100 0.0935 0.4521 0.2073 0.3608 0.3688 0.9784
200 0.0199 0.0200 0.9950 0.2162 0.3266 0.6621

40 50 0.2439 0.6947 0.3512 0.5173 0.5164 1.0018
100 0.1320 0.2860 0.4617 0.2554 0.2707 0.9433
200 0.0283 0.0284 0.9984 0.1043 0.1233 0.8465

TABLE 1 – Approximate MISE’s of m̂h (x) using RCV and IPL bandwidth selectors, and the corresponding
relative efficiency RERCV

IPL .

The results summarized in Table 1 indicate that :
– For normal noise :

-The iterative plug-in technique work reasonably, and it has similar performance to the
robust cross validation rule under moderate sample sizes (n = 200).
- The robust cross validation technique is more efficient than the IPL method for small
sample sizes (n = 50 and 100). This is may be caused by the fact that much more
unknown function have to be estimated when using the plug-in bandwidth.

– For contaminated noise :
-The iterative plug-in method is resistant to the presence of outliers, and gave compa-
rable performance to the RCV method, since the relative efficiency RE is more than
0.8 in most simulation cases.
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5 Conclusion
We have considered the estimation of the robust regression function by a kernel M-

estimation, when the available data are subject to censoring and truncation. In particular, we
have proposed two bandwidths selection methods and have studied their finite sample be-
havior via a thorough simulation study. The simulation show that in general the two methods
perform well, but in some cases the RCV method outperforms the plug-in method.

References
[1] Benseradj, H. and Guessoum, Z. : Strong uniform consistency rate of an M-estimator of

regression function for incomplete data under α-mixing condition. Communications in
Statistics-Theory and Methods,(2020). DOI : 10.1080/03610926.2020.1764037.

[2] Lynden-Bell, D. : A method of allowing for known observational selection in small
samples applied to 3cr quasars. Monthly Notices Roy. Astronom Soc, 155, 95-118
(1971)

[3] Tsai, W. Y, Jewell, N. P.and Wang, M. C. : A note on the product limit estimator under
right censoring and left truncation. Biometrika, 74, 883-886 (1987).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

349



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Theoretical choice of the optimal Bandwidth of
the robust regression estimator in the incomplete

and dependent data

Gheliem Asma ∗1 and Guessoum Zohra2

1M.S.T.D Laboratory, USTHB , Algiers, Algeria„
agheliem@usthb.dz

2M.S.T.D Laboratory, USTHB , Algiers, Algeria„
zguessoum@usthb.dz

Abstract : The choice of the smoothing parameter, or bandwidth, is crucial to the effective
performance of the estimator. In this contribution we are interested by a bandwidth-selection
rule in the non parametric kernel M type estimation of the regression function in associated
and left-truncated model.
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1 Introduction and motivation
Let Y be a real random variable (rv) of interest with distribution function (df) F and X

a random vector of covariates taking its values in Rd with (df) V and continuous density v
and we want to estimate Y after observing X . The regression function between Y and X for
x ∈ Rd , is defined by the conditional expectation of Y given X = x, that is

r(x) = E[Y |X = x].

Note that the function r(x) can be expressed as

r(x) = argmin
s∈R

E[(Yi− s)2|X = x].

This latter is a particular case of a more general definition when dealing with robust estima-
tion, viz

r(x) = argmin
s∈R

E[ρ(Yi− s)|X = x],
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where ρ(.) is an outlier-resistant loss and convex function defined on R, hence, one can see
r(x) as a solution, with respect to s (w.r.t.s), of

E[ψ(Yi− s)|X = x] = 0,

where ψ(.) := ∂
∂ s ρ(.) is a monotone (score) function.

The corresponding non parametric kernel M-estimator is equivalent to solving the equa-
tion

n

∑
i=1

Kd

(
x−Xi

hn

)
ψ(Yi− s) = 0,

where Kd is a kernel function on Rd and hn is a sequence of positive real numbers which
goes to zero as n goes to infinity (bandwidth). As it is well known, this last estimator is sensi-
tive to the presence of outliers (for example in economic and finance time series) and suffers
from being not robust.
In realistic framework, the variable of interest Y may be subject to censoring and/or trunca-
tion. Under random left-truncation model (RLTM), [9] constructed the M-estimator of the non
parametric regression function for α-mixing data and truncated multivariate data and establi-
shed a weak and strong consistency of the estimator (without rate) as well as its asymptotic
normality.

The choice of the smoothing parameter, or bandwidth, is crucial to the effective perfor-
mance of the estimator. It’s studied by several authors. For example for the complete sample
case, [5, 1, 8] have taken an interest to the mean integrated squared error (MISE) which has
an asymptotic decomposition as a simple variance term, a simple squared bias term and
some negligible terms, [4, 7] studied other method for selection of optimal bandwidth.

Our focus in this contribution is to see how this type of decomposition may be done for
an M-type regression estimator, in the case of truncated and associated data and to give the
theoretical form (local and global) of the optimal bandwidth.
our motivation comes from a previous work on the asymptotic behavior of the robust estima-

tor (see [3]), where the choice of hn was classical and equal to O
(

logn
n

) 1
3
. We want here to

give a theoretical expression of hn and that can be used to calculate the estimator.

The concept of association was introduced and defined by [2],

Définition 1.1. A set of finite family of rv’s (X1,X2, ...,XN) is said to be associated if
for every pair of functions g1(.) and g2(.) from RN to R, which are non decreasing
componentwise,

Cov(g1(X),g2(X))≥ 0,

whenever the covariance is defined, where X = (X1,X2, ....,XN). An infinite sequence
{XN ,N ≥ 1} of rv’s is said to be associated if every finite subset is associated.
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2 Model and Main result
Let (Xk,Yk),1≤ k ≤ N be a sequence of associated random vector, where Y has conti-

nuous df F and T be the truncation variable with continuous df G, defined on the same
probability space (Ω,F,P). Let f (.,.) be the joint density function of the random vector (X,
Y). We assume throughout this paper that T and (X, Y) are independent.
Under RLTM, the lifetime Y and T are observable only when Y ≥ T , here N is the potential
sample size. As a consequence of truncation, the size N is fixed but unknown and n, the size
of the actually observed sample, is random and known with n≤ N.

Let µ =: P(Y ≥ T ) be the probability to observe the rv of interest Y. Under RLTM, we
denote by m(x) the implicit solution (w.r.t.s), of

H(x,s) :=
∫

R
ψ(y− s)

f(x,y)
G(y)

dy =
1
µ
E[ψ(Y − s)|X = x)]v(x) = 0.

Moreover as H(x,s) can be empirically estimated by

H̃n(x,s) :=
1

nhd
n

n

∑
i=1

1
G(Yi)

Kd

(
x−Xi

hn

)
ψ(Yi− s),

we propose m̃n(x), the implicit solution (w.r.t.s) of H̃n(x,s) = 0, as un M-estimator of m(x).
Nevertheless, as G(.) is unknown, the estimator H̃n(x,s) is unusable and so is m̃n(x). We
finally define m̂n(x), the implicit solution (w.r.t.s) of

Ĥn(x,s) :=
1

nhd
n

n

∑
i=1

1
Gn(Yi)

Kd

(
x−Xi

hn

)
ψ(Yi− s) = 0,

as a feasible M-estimator of m(x), where Gn(x) is the well known product limit estimator of
G(x) in RLTM, proposed by [6] defined by

Gn(y) = ∏
Ti>y

[
nCn(Ti)−1

nCn(Ti)

]
,

where

Cn(y) =
1
n

n

∑
i=1

I{Ti≤y≤Yi},

is an estimator of C(y) := P{T ≤ y≤ Y |Y ≥ T}. Set

Λ1(x,u,m(x)) := 1
µ E
[
ψ(Y −m(x))

∣∣∣X = u
]
v(u) = H(x,m(x)) = 0,

Λ2(x,u,m(x)) := 1
µ E
[
ψ2(Y −m(x))G−1(Y )|X = u

]
v(u),

Λ3(x,u,m(x)) := 1
µ E
[
ψ ′(Y −m(x))|X = u

]
v(u),

To simplify the notations, let
Λi := Λi(x,x,m(x)) i = 1,2,3,4
Then we have,
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Proposition 2.1. Under some regularity conditions, we have

Var(m̃n(x)) =
κ

nhd
n

Λ2

Λ2
3
+o
(

1
nhd

n

)

With κ :=
∫
Rd K2

d (t)dt(<+∞)

Proposition 2.2. Under some regularity conditions and if
∫
Rd t2

i Kd(t)dt <+∞, we have

Bias(m̃n(x)) = −

h2
n

2

d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

Λ3
+0
(

1
nhd

n

)

Théorème 2.1. i) Under the conditions of Propositions 2.1 and 2.2, we get

a) MSE(x,hn) =
h4

n

4

(
d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

)2

Λ2
3

+
κ

nhd
n

(
Λ2

Λ2
3

)
+o
(

1
nhd

n

)

b) AMSE(x,hn) =
h4

n

4

(
d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

)2

Λ2
3

+
κ

nhd
n

(
Λ2

Λ2
3

)

ii) Under the conditions of Propositions 2.1 and 2.2 and for I ⊆ Rd , we get

MISE(x,hn) =
∫

I





h4
n

4

(
d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

)2

(Λ3)
2 +

κ
nhd

n

(
Λ2

Λ2
3

)





dx+o
(

1
nhd

n

)

Corollaire 2.1. i) Under the conditions of Propositions 2.1 and 2.2, we get

hopt
n,MSE = n

−1
d+4 .




dκΛ2(
d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

)2




1
d+4
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ii) Under some regularity conditions

hopt
n,MISE = n

−1
d+4 .




d
∫

I κΛ2dx

∫
I

(
d
∑

i=1

d
∑
j=1

∂ 2Λ1
∂xi∂x j

∫
Rd t2

i Kd(t)dt

)2

dx




1
d+4
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Abstract : This paper presents a family of asymmetric kernels based on log-symmetric
(LS) distributions for probability density function estimation in the context of strictly positive
skewed data, see [15]. Some asymptotic properties (bias, variance and mean integrated
squared error) of the LS kernel density estimators are established. The choice of band-
width is investigated by adapting the rule-of-thumb and cross-validation methods. A simula-
tion study investigates the performance of the proposed LS kernel density estimators and
compare their performances with the Kakizawa’s LS kernel estimators, see [13]. Finally, an
application on real data is analyzed.

Keywords : Bandwidth ; Cross validation ; LS kernels ; Rule-of-thumb.

1 Introduction
The kernel density estimator was originally proposed to estimate density functions f with

unbounded support.
Let K be the kernel function, which is assumed to be a symmetric probability density. And
given a sample X1, ...,Xn of iid random variables, the kernel density estimator of f at a target
point x is defined by :

f̂S (x) =
1

nh

n

∑
i=1

K
(

Xi− x
h

)
, (1)

When X1, . . . ,Xn are i.i.d random variables with an unknown probability density function
(PDF) f on the bounded support T (e.g. [0,∞), (0,∞) or [0,1]), the standard kernel density
estimation generates the boundary bias (edge effect) ; it is of a larger order near the boun-
dary than that in the interior. The boundary bias phenomena is due to weight allocation by
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the symmetric kernel outside the density support when smoothing is carried out near the
boundary. Several boundary bias correction techniques have been suggested in statistical li-
terature. The so-called asymmetric kernels method has emerged as good alternative to solve
this boundary bias issue.

2 Problem Statement and Definitions
We deal with nonparametric asymmetric kernel density estimation of a PDF in the support

(0,∞) (or [0,∞) with f (0) = 0).
We present the family of asymmetric kernel estimators based on log-symmetric (LS) kernels
family (see [15]) that is built on the PDF of the LS distributions.
The LS kernel estimators are free of boundary bias, have flexible shape always non-negative
and achieve the optimal rate of convergence for the mean squared error (MSE) and mean
integrated squared error (MISE).
Log-symmetric distributions
The LS distributions can be obtained by setting Y = µ exp(σZ)∼ LS(µ,σ ;r), where µ > 0
and σ > 0 are scale and power parameters, respectively. Then, the pdf of Y is given by

fY (y) =
1

σy
r
(

1
σ2 {log(y)− log(µ)}2

)
, y > 0. (2)

PDF estimation based on LS kernels
Let X1, . . . ,Xn be independent and identically (i.i.d) continuous random variable with an unk-
nown PDF f on the support (0,∞). We present the LS kernel estimators ([15]) of the density
f with nonnegative support as

f̂LS(x) =
1
n

n

∑
i=1

KLS(x,h1/2;r)(Xi), x > 0, (3)

where KLS(x,h1/2;r) is the proposed LS kernel that is constructed on the PDF of the LS distri-

butions given in (2), by setting µ = x and σ = h1/2.
More precisely, we have

KLS(x,h1/2;r)(y) =
1√
hy

r
(

1
h
{log(y)− log(x)}2

)
, y > 0,x > 0,h > 0. (4)

where x is the target (point where the density is estimated), h= h(n) is an arbitrary sequence
of bandwidths such that limn→∞ h(n) = 0 and r(·) is the density generator.

3 Examples
For the illustration of the described kernels, we give the following examples from [15] :
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TABLE 1 – LS kernels for the indicated generator.
Distribution Kernel

Normal 1√
2πhy

exp
(
− 1

2h {log(y)− log(x)}2
)

PE ν

2
1

2ν Γ( 1
2ν )

1√
hy

exp
(
− 1

2hν {log(y)− log(x)}2ν
)
,ν > 0

t
Γ( ν+1

2 )√
νπΓ( ν

2 )
1√
hy

(
1+ 1

νh {log(y)− log(x)}2
)−
(

ν+1
2

)
,ν > 0

logistic 1√
hy

exp
{
− 1√

h
(log(y)−log(x))

}

(
1+exp

{
− 1√

h
(log(y)−log(x))

})2

Slash ν√
2πhy

IGF

(
ν + 1

2 ,
(log(y)−log(x))2

2h

)
, ν > 0

Hyperbolic 1
2
√

hI(ν ,1)
exp
(
−ν
√

1+ 1
h (log(y)− log(x))2

)
, ν > 0

Contaminated-Normal 1√
2πhy

{
ν1
√ν2 exp

(
−ν2(log(y)−log(x))2

2h

)
+(1−ν1)exp

(
−(log(y)−log(x))2

2h

)}
0 < ν1 ,ν2 ≤ 1

Laplace 1
2
√

hy
exp
(
− 1

h {log(y)− log(x)}2
)

4 Convergence properties of the LS kernel estimators

4.1 Asymptotic properties : bias and variance
The following proposition presents the asymptotic bias and variance of the LS kernel

estimators given by (3). We assume that

A1. f is twice continuously differentiable.

A2. the bandwidth h satisfied h→ 0 and nh3/2→ ∞ as n→ ∞.

Proposition 4.1. ([15]) Let f̂LS be the LS kernel estimator defined by (3). For a given
design point x > 0 and under assumptions A1 and A2, then :

(i) the bias of the LS kernel estimator admit the following expansion

bias{ f̂LS(x)}=
E(Z2)

2
{

x f ′(x)+ x2 f ′′(x)
}

h+o(h),

where E(Z2) is the second-order moment of Z ∼ S(0,1;r) with PDF given by (??).
(ii) the variance of the LS kernel estimator is given by

Var
{

f̂LS(x)
}
=





Cr2

nh1/2x
f (x)+o

(
1

nh1/2

)
if x/h→ ∞

O
{

1
nh3/2

}
if x/h→ κ,

where Cr2 =
∫ +∞
−∞ r2(z2)dz is the normalization constant for density generator r2(·)

and κ > 0 is a constant.

4.2 Local and global properties

For local property, we use the mean squared error MSE{ f̂LS(x)} = bias2{ f̂LS(x)}+
Var{ f̂LS(x)}. Using the expressions of the bias and variance given in proposition 4.1, then
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the MSE is given as

MSE{ f̂LS(x)} =
E2(Z2)

4
{

x f ′ (x)+ x2 f ′′(x)
}2

h2 +

Cr2

nh1/2x
f (x)+o

(
h2 +

1
nh1/2

)
.

Now, we use the mean integrated squared error (MISE) for global property. If
∫ {x f ′(x)}2dx,∫ {x2 f ′′(x)}2dx and

∫ {x−1 f (x)}2dx are finite, then the MISE is given by

MISE{ f̂LS} =
∫ ∞

0
MSE{ f̂LS(x)}dx

=
E2(Z2)

4
h2
∫ ∞

0

{
x f ′ (x)+ x2 f ′′(x)

}2
dx

+
Cr2

nh1/2

∫ ∞

0

1
x

f (x)dx

+ o
(

h2 +
1

nh1/2

)
. (5)

By minimizing the MISE given in (5) on the bandwidth, we obtain

hideal =

{
Cr2

∫ ∞
0

1
x f (x)dx

E2(Z2)
∫ ∞

0 {x f ′(x)+ x2 f ′′(x)}2dx

}2/5

n−2/5. (6)

Then the optimal-MISE with the ideal bandwidth (6) is given by

MISEopt{ f̂LS} =
5
4

n−4/5{E2(Z2)
∫ ∞

0
{x f́ (x)

+x2 f ”(x)}2dx
(

Cr2

∫ ∞

0

1
x

f (x)dx
)4

}1/5.

5 Conclusion
we have proposed a family of asymmetric kernels based on log-symmetric distributions

for estimating densities with strictly positive support. This family includes as special cases,
the log-normal (LN), log-power exponential (LPE), log-Student (Lst) and log-logistic (LLG)
kernels. Some asymptotic properties (bias, variance and mean integrated squared error) of
LS kernel density estimators are established. The LS kernel estimators and two methods
for bandwidth selection, such as rule-of-thumb with gamma reference model and unbiased
cross validation are implemented in the R statistical software. The performances of the our
proposed LS and Kakizawa’s LS estimators based on LN, LPE, Lst and LLG kernels with
rule-of-thumb and unbiased cross-validation bandwidth selectors are investigated through
simulation study and real application for strictly positive data. This study show good finite
sample performances of the proposed LS kernel estimators for densities supported on (0,∞).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

358



S. Makhloufi et al.

References
[1] Chen SX. Gamma kernel estimators for density functions. Annals of the Institute of

Statistical Mathematics. 2000 ; 52 :471-480.

[2] Chen SX. Beta kernel estimators for density functions. Computational Statistics and
Data Analysis. 1999 ; 31 :131-145.
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Abstract : The goal of this paper is to establish asymptotic normality of the kernel estimator
of regression function, in the random right censored model for associated data. An applica-
tion to prediction and confidence bands are also given. Simulations are drawn to lend further
support to our theoretical results for finite samples sizes.

Keywords : Associated data ; Asymptotic normality ; Censored data ; Kaplan-Meier estima-
tor ; Kernel regression estimator.

1 Introduction
Let {(Xi,Yi),1≤ i≤ n} be a sequence of strictly stationary random vectors with the

same distribution as (X ,Y ) ∈ Rd×R, for which there exists a joint probability density func-
tion (pdf) fX ,Y . We will denote by FX ,Y the joint distribution function (df) of (X ,Y ), and by ℓ
and FY the marginal pdf corresponding to the covariate X and the marginal df corresponding
to the random variable (rv) of interest Y , respectively. In the sequel, we will suppose Y boun-
ded and non-negative.
Survival analysis is the part of statistics, in which the variable of interest may often be inter-
preted as the time elapsed between two events. Such variables (lifetimes) typically appear in
a medical or an engineering context. A typical feature of such lifetime data analysis is that
due to time limitations, Y may not always be observable. Instead, one gets only the minimum
of the survival time Yi and a non-informative censoring time Ci together with the information
δi as to whether the survival time of an individual is less than the censoring time or not. This
means that the observable rv’s are given by Xi, Zi = min(Yi,Ci) and the censoring indi-
cator δi = 1Yi≤Ci . Hence the data are randomly right censored and the available data only
provide partial information and, as a consequence, standard statistical procedures are not
applicable.
In this paper, the rv’s {Ci,1 ≤ i ≤ n} are non-negative, assumed to be independent and
identically distributed (iid) and having a common Lipschitz marginal df G.

*Corresponding Author
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It is well known that under this model, the observable random vector (X ,Y,δ ) does not iden-
tify the conditional distribution of Y given X . To overcome the identifiability problem, we will
assume that C is independent of (X ,Y ).
Since Nadaraya (1964) and Watson (1964) proposed their kernel method to estimate an
unknown regression function

r(x) = E[Y |X = x], (1)

from a sample (X1,Y1),(X2,Y2),. . .,(Xn,Yn) of independent replicates of (X ,Y ) there have
been numerous activities to study their well known estimator

mn(x) =
∑n

i=1 YiK
(

x−Xi
hn

)

∑n
i=1 K

(
x−Xi

hn

) . (2)

Here, K denotes a smoothing kernel integrating to one (we refer to Wied and Weiβ bach
(2012) for a good survey) and hn =: h is a sequence of bandwidths tending to zero as n goes
to infinity. For more details on the estimator in (2) we refer to Härdle (1990) and Wand and
Jones (1995). However, as above-mentioned, the latter estimator does not estimate consis-
tently the regression function in presence of a number of events which potentially censor the
event of interest. Hence, for this kind of data, the regression function

r(x) =
∫
R y fX ,Y (x,y)dy

ℓ(x)
=:

r1(x)
ℓ(x)

, (3)

must be estimated from the n available triplets (Zi,δi,Xi), i = 1, . . . ,n. Based on these
obsevations one may use a local averaging estimate, defined as

rn(x) =
(nhd)−1 ∑n

i=1
(
Ḡn(Zi)

)−1 δiZiK
(

x−Xi
h

)

(nhd)−1 ∑n
i=1 K

(
x−Xi

h

) =:
r1,n(x)
ℓn(x)

, (4)

where ℓn(·) is the Parzen-Rosenblatt estimate of ℓ(·) and Ḡn(·) is the celebrate Kaplan-
Meier (1958) estimate of Ḡ(·) := 1−G(·), defined as

Ḡn(t) =

{
∏i:Z(i)≤t

( n−i
n−i+1

)1−δ(i) if t < Z(n)

0 otherwise,
(5)

where (Z(i),δ(i);1≤ i≤ n) are the n pairs of observed (Zi,δi) ordered on the Z(i).
Note that the estimate in (5) and its version for FY have been deeply studied by many au-
thors. To cite only a work related to our model, Cai and Roussas (1998) stated its strong uni-
form consistency and asymptotic normality under association hypothesis. More references
can be found therein.

The regression function estimation under censoring has gained a great interest and to
quote only a few of works dealing with this topic, we cite Koul et al. (1981), Stute (1993) and
the monograph by Györfi et al. (2002). Recently, the strong uniform consistency and asymp-
totic normality for the regression function estimate in (4) have been established in the iid
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case by Guessoum and Ould Saı̈d (2008), while under α−mixing condition, El Ghouch and
Van Keilegom (2008), and Guessoum and Ould Saı̈d (2010,2012) stated asymptotic results
for (4). In absence of covariables, Ferrani et al. (2016) established strong consistencies for
kernel density and mode estimates under associated and censored model.

In the spirit to extend the existing results to association dependence, we aim in the
present note to state asymptotic normality of rn(x). For this purpose, we need the following
definition.

Définition 1.1. A finite collection Y =(Y1,Y2,. . .,Yn) of real-valued rv’s Yk, k = 1,2, . . . ,n
is called associated if cov(φ1(Y ),φ2(Y )) ≥ 0 for any coordinate-wise non-decreasing
functions φ1,φ2 : Rn −→ R, whenever the covariance exists. An infinite family of rv’s
is associated if this is valid for every finite sub-family.

Associated rv’s form an important class of dependent systems and were first introduced
by Esary et al. (1967). These systems are encountered in mathematical statistics, reliabi-
lity and statistical physics. In the latter area, the concept of association is known as FKG-
inequalities (see, Fortuin et al. 1971). As examples of associated rv’s, we recall that most
often in reliability studies, the rv’s which are generally lifetimes of components, are not in-
dependent but are associated. If independent components of a system are subject to the
same stress, then their lifetimes are associated. A variety of relevant examples and ample
bibliographical references can be found in Bulinski and Shashkin (2007).

The next section introduces notations and main results.

2 Notations and main results
Before listing the required conditions to formulate our main results, we introduce another

interesting feature of the above adapted rn(·), namely r̃n(·) defined as

r̃n(x) =
(nhd)−1 ∑n

i=1
(
Ḡ(Zi)

)−1 δiZiK
(

x−Xi
h

)

(nhd)−1 ∑n
i=1 K

(
x−Xi

h

) =:
r̃1,n(x)
ℓn(x)

. (6)

Note that in a real data situation or in simulation studies we shall, however, not dwell on (6)
since Ḡ is unknown. This pseudo-estimator will be needed as a technical tool in the proofs.
Let us now define τF and τG as the right endpoints of FY and G respectively, with τF =
sup{y, F̄(y)> 0} and τG = sup{y, Ḡ(y)> 0}. In what follows, we assume that τF ≤ τG and
the set D will denote a compact such that D⊂ {x∈Rd/ℓ(x)> Γ> 0;Γ := infℓ(x)} ⊂Rd .
Furthermore, we set△i, j := ∑d

k=1 ∑d
l=1 cov(Xk

i ,X
l
j)+2∑d

k=1 cov(Xk
i ,Yj)+cov(Yi,Yj). Fi-

nally, c will denote a positive constant which may take different values.

3 Assumptions
H. The bandwidth h satisfies :
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i). h→ 0, as n→+∞ ;

ii). log logn = o(h−µ) for some 0 < µ < d ;

iii). lim
n→+∞

nhd+4 = 0.

K. The kernel function Kd is bounded (∥Kd∥∞ := sup |Kd |), and satisfies :

a).
∫
Rd tiKd(t)dt = 0, for all i = 1,2, . . . ,d; t = (t1, t2, . . . , td)⊤ ;

b).
∫
Rd |t1 + t2 + · · ·+ td |K2

d (t)dt < ∞ ;

c).
∫
Rd |t i1

1 + t i2
2 + · · ·+ t id

d |Kd(t)dt < ∞, i1 + i2 + · · ·+ id = 2 ;

d). The derivative ( d
dt )K(t) = Ḱ(t) exists for all t ∈ R and is bounded.

M. ρ(s) := sup
j:|i− j|≥s

△i, j=O(e−γs), for all i≥ 1, γ > 0 and s > 0.

D1. The function r1(.) defined in (3) is bounded, twice differentiable and sup
x∈D
| ∂ kr1

∂xi∂xk−1
j

(x)|<

∞ for i, j = 1, . . . ,d and k = 1,2 ;

D2. The marginal density ℓ(.) is bounded, twice differentiable and sup
x∈D
| ∂ kℓ

∂xi∂xk−1
j

(x)|<

∞ for i, j = 1, . . . ,d and k = 1,2;

D3. The function r2(x) :=
∫
R
(
Ḡ(y)

)−1y2 fX ,Y (x,y)dy is continuously differentiable and

sup
x∈D
|∂ r2

∂xi
(x)|< ∞ for i = 1, . . . ,d;

D4. The joint pdf ℓi, j(·, ·) of (Xi,X j) satisfies sup
u,v∈D

∣∣ℓi, j(u,v)− ℓ(u)ℓ(v)
∣∣< ∞.

B. For large p-blocks and small q-blocks, where p = pn, q = qn are positive integers
tending to ∞ as n→ +∞, and K = Kn := [ n

p+q ] (where [x] stands for the integral
part of x ), we suppose that

i). pnkn
n −−−−→n→+∞

1 ;

ii). pnhd−−−−→
n→+∞

0, and p2
n

nhd−−−−→n→+∞
0 ;

iii). qnkn
n −−−−→n→+∞

0 ;

iv). 1
hd+2 ∑∞

j=q |△1, j+1| −→ 0.

4 Main results

Théorème 4.1. If the assumptions H,K,M,D1-D4 and B hold, then for n large enough
we have
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√
nhd

n [rn(x)− r(x)] D−−−−→
n→+∞

N
(
0,σ2(x)

)
,

where

σ2(x) = κ
r2(x)ℓ(x)− r2

1(x)
ℓ3(x)

,

κ =
∫
Rd K2

d (t)dt and D−−−→ stands for the convergence in distribution.
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Abstract : This paper provides kernel estimators of the main characteristics of a
continuous-time semi-Markov process, like conditional and unconditional sojourn times in
a state, semi-Markov kernel, etc. The main goal of this paper is to establish asymptotic pro-
perties of the semi-Markov kernel estimators and of the sojourn time distribution estimators,
as well as of the estimators of the associated Radon-Nikodym derivatives, when the sample
size becomes large.
MSC: 60G ; 60F ; 62M

Keywords : semi-Markov processes ; kernel estimator ; sojourn times ; semi-Markov kernel ;
consistency ; asymptotic normality.

1 Introduction
Semi-Markov processes (SMPs) and Markov renewal processes (MRPs) represent an

important class of stochastic processes that naturally generalize Markov jump processes
and renewal processes. This class of processes was introduced independently and almost
simultaneously by [2], [6] and [7] ; later on, essential developments of this theory were pro-
posed by [4], [3], [5] and many other researchers.

Our objectives in the present paper are : (1) to introduce kernel estimators for the so-
journ time distribution function (conditional or not), for the semi-Markov kernel and for the
corresponding densities ; (2) to establish asymptotic properties of the estimators, namely the
uniform strong consistency and the asymptotic normality. We would like to stress that this
work is an important step in the theory of statistical methods for semi-Markov processes ; in
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this way we fill a gap in the use of the important and already classical class of estimators for
this type of stochastic processes.

Our work is organized as follows. In the next section we introduce some basic notations
and definitions that are needed along the paper. In Section 3, we present kernel estimators
of the conditional sojourn time, continuous-time semi-Markov kernel, and unconditional so-
journ time distribution. Section 4 is devoted to the study of the asymptotic properties of the
proposed estimators.

2 Preliminaries
Let us consider a SMP Z = (Zt)t∈R+ with finite state space E = {1, . . . ,s} or, equi-

valently, a MRP (J,S) = (Jn,Sn)n≥0, defined on a complete probability space (Ω,F ,P),
where we have denoted by S = (Sn)n∈N the successive time points when state changes in
Z occur and by J = (Jn)n∈N the successive visited states at these time points. Note that J
takes values in the finite state space E, while S takes values in [0,∞]. Set also X = (Xn)n∈N
for the successive sojourn times in the visited states. Thus, Xn = Sn− Sn−1, n ∈ N∗, and,
by convention, we set X0 = S0 = 0. Here N∗ denotes the set of positive integers.
The relationships between the SMP Z and the MRP (J,S) can be written as

Zt = JN(t) ⇔ Jn = ZSn ,

with N(t) := sup{n ∈ N | Sn ≤ t}, t ∈ R+, the counting process of the number of jumps in
the time interval (0, t]. Thus, Zt gives the state of the system at time t.
Let us introduce the semi-Markov kernel Q(t) = {Qi j(t) , i, j ∈ E}, t ≥ 0, defined by

Qi j(t) = P(Jn+1 = j,Xn+1 ≤ t | J0, . . . ,Jn = i,X1, . . . ,Xn) = P(Jn+1 = j,Xn+1 ≤ t | Jn = i).(1)

If (Jn,Sn)n∈N is a MRP, it can be immediately checked that J = (Jn)n∈N is a Markov
chain, called the embedded Markov chain (EMC) with state space E, initial distribution αi :=
P(J0 = i), i ∈ E, and transition probabilities, pi j = P(Jn+1 = j|Jn = i) = Qi j(∞), i, j ∈ E.

Note that the MRP and the SMP are considered homogeneous with respect to the time,
in the sense that Equation (1) is independent of n. All along this work we consider homo-
geneous MRPs/SMPs only. We do we allow transitions to the same state, i.e., pii = 0 for all
i ∈ E, or equivalently Qii(t) = 0, for all i ∈ E, t ∈ R+.

Définition 2.1. For all i, j ∈ E such that pi j ̸= 0, let us denote by :
(i) Fi, the sojourn time distribution in state i, Fi(t)=P(Xn+1≤ t | Jn = i)=∑s

j=1 Qi j(t), t ∈
R+;

(ii) Fi j, the conditional distribution of the sojourn time in state i before going to
state j,
Fi j(t) = P(Xn+1 ≤ t | Jn = i,Jn+1 = j), t ∈ R+.

Obviously, for all i, j ∈ E and t ∈ R+ , we have Qi j(t) = pi jFi j(t).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

368



A. Chafiâa et al.

3 Nonparametric kernel estimators
For all i, j ∈ E and t ≤ T, let us define the following counting processes :

Ni(T )=∑N(T )
l=1 1{Jl−1=i}, the number of visits to state i, up to time T ;. Ni j(T )=∑N(T )

l=1 1{Jl−1=i,Jl= j},
the number of transitions from i to j, up to time T.
For fixed states i and j, let us denote by Xi;l the corresponding sojourn time in state i during
lth visit of this state.
Taking a sample path H (T ) :=

(
J0,X1, . . . ,JN(T )−1,XN(T ),JN(T ),uT

)
, T ∈ R+, where

uT := T − SN(T ) of a Markov renewal processes, for all i, j ∈ E and t ∈ R+, t ≤ T , we
define the kernel estimators of Fi(t), Fi j(t), Qi j(t) and of the derivatives fi j(t), fi(t), qi j(t)
as follows : :

F̂i(t,T ) =
1

Ni(T )

Ni(T )

∑
l=1

H
(

t−Xi;l

hi,T

)
=

1
Ni(T )

N(T )

∑
l=1

H
(

t−Xl

hi,T

)
1{Jl−1=i}; (2)

F̂i j(t,T ) =
1

Ni j(T )

Ni j(T )

∑
l=1

H
(

t−Xi j;l

hi j,T

)
=

1
Ni j(T )

N(T )

∑
l=1

H
(

t−Xl

hi j,T

)
1{Jl−1=i,Jl= j}; (3)

f̂i j(t,T ) =
1

Ni j(T )

Ni j(T )

∑
l=1

1
hi j,T

K
(

t−Xi j;l

hi j,T

)
; (4)

f̂i(t,T ) =
1

Ni(T )

Ni(T )

∑
l=1

1
hi,T

K
(

t−Xi;l

hi,T

)
, (5)

where H(t) =
∫ t
−∞ K(t)dt and with some abuse of notations, we wrote hi,T (resp. hi j,T )

instead of hi,Ni(T ) (resp. hi j,Ni j(T )).

Second, we can introduce a kernel estimators of Qi j(T ) and qi j(t) defined by,

Q̂i j(t,T ) =
1

Ni(T )

Ni j(T )

∑
l=1

H
(

t−Xi j;l

hi j,T

)
, (6)

q̂i j(t,T ) =
1

Ni(T )

Ni j(T )

∑
l=1

1
hi j,T

K
(

t−Xi j;l

hi j,T

)
, (7)

and p̂i j(T ) := Ni j(T )
Ni(T )

is the empirical estimator of pi j.

4 Asymptotic properties of the estimators
Let us first focus on the assumptions we need to derive the asymptotic behavior of our

estimators.
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4.1 Assumptions
All along this article we are working under the following three assumptions.
(H.1) The EMC (Jn)n∈N is an ergodic irreducible Markov chain, with stationary distribu-

tion ν .
(H.2) The SMP is irreducible, aperiodic, with finite mean sojourn times.
(H.3) The SMP (or equivalently, the MRP) is regular, that is Pi(N(t) < ∞) = 1 for all

t > 0, i ∈ E , with Pi(·) means P(·|J0 = i).
In addition, we need to introduce the following conditions.

(H.4) i) Qi j(t),Fi(t) and Fi j(t) are absolutely continuous with respect to the Le-
besgue measure, and let qi j(t), fi(t) and fi j(t) be respectively the correspon-
ding Radon-Nikodym derivative.

ii) The first derivatives fi j and fi are bounded.
(H.5) i) The function H is a distribution function.

ii) The kernel K is density function of bounded variation such that lim
x→∞
|xK(x)| =

0 and |
∫

t jKk(t)dt| < ∞ for j = 0,1, and k = 1,2, where K is the derivative

of H.
(H.6) The smoothing parameters hi,n, hi j,n satisfy lim

n−→∞
hi,n = 0 and lim

n−→∞
nhi,n = ∞,

lim
n−→∞

hi j,n = 0 and lim
n−→∞

nhi j,n = ∞.

(H.7) The series ∑∞
n=1 e−γnh2

i,n and ∑∞
n=1 e−γnh2

i j,n converge for every positive value of
γ .

Our first results concern the uniform strong consistency of the proposed estimators.

Theorem 4.1. For any fixed arbitrary states i, j ∈ E and any fixed arbitrary positive
t ∈R+, t ≤ T , under Assumptions (H.5)-(H.7), the following statement stands true. The
kernel estimator F̂i(t,T ) introduced in (2) is uniformly strongly consistent, i.e.,

max
i

sup
t∈[0,T ]

|F̂i(t,T )−Fi(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.

Corollary 4.2. For any fixed arbitrary states i, j ∈ E and any fixed arbitrary positive
t ∈ R+, t ≤ T , under Assumptions (H.5)-(H.7), the following statements stand true.

(i) The kernel estimator F̂i j(t,T ) introduced in (3) is uniformly strong consistent,
i.e.,

max
i, j

sup
t∈[0,T ]

|F̂i j(t,T )−Fi j(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.

(ii) The kernel estimator f̂i j(t,T ) proposed in (4) is uniformly strong consistent,
i.e.,

max
i, j

sup
t∈[0,T ]

| f̂i j(t,T )− fi j(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.

(iii) The kernel estimator f̂i(t,T ) introduced in (5) is uniformly strong consistent,
i.e.,

max
i

sup
t∈[0,T ]

| f̂i(t,T )− fi(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.
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(iv) The kernel estimator of the semi-Markov kernel density proposed in (3) is
uniformly strongly consistent, i.e.,

max
i, j

sup
t∈[0,T ]

|q̂i j(t,T )−qi j(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.

(v) Since Q̂i j(t,T ) = p̂i j(T ) F̂i j(t,T ), the uniform strong consistency of the esti-
mators p̂i j(T ) and F̂i j(t,T ) allow as to deduce that :

max
i, j

sup
t∈[0,T ]

|Q̂i j(t,T )−Qi j(t)| a.s.−−−→
T→∞

0.

The following results concern the asymptotic normality of the proposed estimators.

Theorem 4.3. For any fixed arbitrary states i, j ∈ E and any fixed arbitrary positive
t ∈ R+, t ≤ T , under Assumptions (H.4), (H.5) and (H.6), the following statements
stand true.

(i)
√

T [F̂i(t,T )−Fi(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

F(i, t)), with the asymptotic variance

σ2
F(i, t) = µiiFi(t) [1−Fi(t)] ,

(ii)
√

T hi j,T [q̂i j(t,T )−qi j(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

q (i, j, t)), with the asymptotic variance

σ2
q (i, j, t) = µiiqi j(t)

∫ ∞

−∞
K2 (z)dz.

where µii is the mean recurrent time of state i for the semi-Markov process (Zt)t∈R+ .

Corollary 4.4. For any fixed arbitrary states i, j ∈ E and any fixed arbitrary positive
t ∈ R+, t ≤ T , under Assumptions (H.4), (H.5) and (H.6), the following statements
stand true.

(i)
√

T [F̂i j(t,T )−Fi j(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

F(i, j, t)), with the asymptotic variance

σ2
F(i, j, t) = µii

pi j
Fi j(t) [1−Fi j(t)] .

(ii)
√

T [Q̂i j(t,T )−Qi j(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

Q(i, j, t)), with the asymptotic variance

σ2
Q(i, j, t) = µiiQi j(t) [1−Qi j(t)] .

(iii)
√

T hi j,T [ f̂i j(t,T )− fi j(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

f (i, j, t)), with the asymptotic va-
riance
σ2

f (i, j, t) = µii
pi j

fi j(t)
∫ ∞
−∞ K2 (z)dz.

(iv)
√

T hi,T [ f̂i(t,T )− fi(t)]
D−−−→

T→∞
N (0,σ2

f (i, t)), with the asymptotic variance

σ2
f (i, t) = µii fi(t)

∫ ∞
−∞ K2 (z)dz.
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5 Concluding remarks
The main contribution of the work presented in this article is the use of the classical

technique of nonparametric Parzen-Rosenblatt kernel estimation for estimating the main cha-
racteristics of a continuous-time semi-Markov process, namely the sojourn time distribution
functions (conditional or not), the semi-Markov kernel and the corresponding densities. We
have proposed kernel estimators for these quantities and investigated the uniform strong
consistency and the asymptotic normality of these estimators.
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[2] P. Lévy (1954). Processus semi-markoviens. Proc. of International Congress of Mathe-
matics, Amsterdam.

[3] R. Pyke (1961). Markov renewal processes : definitions and preliminary properties. Ann.
Math. Statist., 32, 1231–1241.

[4] R. Pyke (1961). Markov renewal processes with finitely many states. Ann. Math. Statist.,
32, 1243–1259.

[5] R. Pyke, R. Schaufele (1964). Limit theorems for Markov renewal processes. Ann. Math.
Statist., 35, 1746–1764.

[6] W.L. Smith (1955). Regenerative stochastic processes. Proc. R. Soc. Lond. Ser. A Math.
Phys. Eng., 232, 6–31.
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Abstract : This article generalizes links between credibility theory and quantile introduced
by Pitselis (2013), Le Courtois (2016) and Sumpf (2018), to define the quantile credibility
premium . We present a system of equations from which the quantile credibility premium
can be calculated. More precisely, we construct a quadratic quantile credibility where pre-
miums are estimated based on the values of quantiles and of squared quantiles under the
non-parametric approaches.Credibility estimators are also established for this model and
numerical examples are presented.
MSC: 62E10 ;62C12

Keywords : Non-Parametric Approach, Quadratic Credibility, Quantile Credibility.

1 Introduction
Credibility models are actuarial tools to distribute premiums fairly among a heteroge-

neous group of policyholders (henceforth called entities). More generally, they can be seen as
prediction methods applicable in any setting where repeated measures are made for subjects
with different risk levels, for recent detailed introductions to credibility theory, see [1, 3, 4] . In
actuarial practice there are cases where the claim distribution is not normal and other cases
where the data are contaminated due to large claims (catastrophic events). On the other
hand insurance regulations (Solvency) may require that a risk margin should be established
on a basis that is intended to secure the insurance liabilities of the insurer at a given level
of sufficiency. For those cases it is more appropriate to use quadratic quantile instead of the
mean for the classical q-credibility model instead of the ordinary least squares estimation.
The aim of this paper is present the a new premium relies on q-quantiles. More specifically,
we incorporate quantiles into the Le Courtois model (2016) following the procedure of Sumpf
(2018). Furthermore, Le Courtois (2016) has constructed a quadratic credible framework un-
der the net quadratic loss function where premiums are estimated based on the values of
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past observations and of past squared observations. Recently, Sumpf (2018) generalized the
credibility framework to define the p-credibility premium by adding higher exponents of the
past observations in the structure of the premium.

The paper is organized as follows. In Section 2, we state the main result of the paper
which is the characterization of the quantile and of squared quantile credibility premium. From
that, we conclude the formula of the quadratic credibility premium. In Section 3, numerical
example of the results in a non-parametric approach is given.

2 Main Results
Our idea consists of replacing P in Lq (P,x) by an expression of the form

α0q +
n

∑
i=1

α1iζ̂pi +
n

∑
i=1

α2iζ̂ 2
pi (1)

depending on the quantile and of squared quantiles. The main result of this paper is showed
in the next proposition.

Proposition 2.1. Under the above assumptions, the estimator of the homogeneous
quantile q-credibility premium can be expressed as a function of the empirical means
of the past values ζ̂p· and ζ̂ 2

p·, can be expressed as

Ξcred
p = Ξp + α̃1ζ̂p·+ α̃2ζ̂ 2

p·

where
α̃1 = nα1,α̃2 = nα2,

and 



α0q + α̃1Ξp (θ)+ α̃2
2 Ξ2

p (θ) = E [Ξp j (θp j)]
α̃1Σ11 + α̃2Σ12 = ρ1
α̃1Σ21 + α̃2Σ22 = ρ2

Under the above assumptions, the linear quantile credibility estimator under the squa-
red error loss function giving the best predictor of X for the next period can be expres-
sed as

P2 = Ξp + α̃1

(
ζ̂p·− εp

)
+ α̃2

(
ζ̂ 2

p·− (Ξ2
p +ψp +νζ̂p

)
).

where
α0q = Ξp (1−α1)−α2

(
Ξ2

p +ψp +νζ̂p

)

and

α1 =
ψp (nωp +ηp)− τp (nτp +ϕp)(

nψp +νζ̂p

)
(nωp +ηp)− (nτp +ϕp)

2

α2 =
τpνζ̂p

−ψpϕp
(

nψp +νζ̂p

)
(nωp +ηp)− (nτp +ϕp)

2
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Preuve. The objective is to solve an optimization problem which we have already ex-
pressed in the sections above :

cov
(

Ξpi (θpi) , ζ̂pk

)
=

n

∑
i=1

α1icov
(

ζ̂pi, ζ̂pk

)
+

n

∑
i=1

α2icov
(

ζ̂ 2
pi, ζ̂pk

)

cov
(

Ξpi (θpi) , ζ̂ 2
pk

)
=

n

∑
i=1

α1icov
(

ζ̂pi, ζ̂ 2
pk

)
+

n

∑
i=1

α2icov
(

ζ̂ 2
pi, ζ̂

2
pk

)

we consider ∀i = 1 : n,α1i = α1 and α2i = α2. Then, Eqs (15) and (17) become
{

α1

(
nψp +νζ̂p

)
+α2 (nτp +ϕp) = ψp

α1 (nτp +ϕp)+α2 (nωp +ηp) = τp

The solutions of the two equations are of the form :

α1 =
ψp (nωp +ηp)− τp (nτp +ϕp)(

nψp +νζ̂p

)
(nωp +ηp)− (nτp +ϕp)

2

α2 =
τpνζ̂p

−ψpϕp
(

nψp +νζ̂p

)
(nωp +ηp)− (nτp +ϕp)

2

Hence, we can write () as :

α0q +nα1εp +nα2

(
ε2

p +ψp +νζ̂p

)
= εp

because
E
(

ζ̂ 2
pk

)
= E

(
ζ̂pk

)2
+ var

(
ζ̂pk

)
= ε2

p +ψp +νζ̂p
.

Finally, denoting Zq by nα1 and Yq by nα2, we have that :

α0q = Ξp (1− α̃1)− α̃2

(
Ξ2

p +ψp +νζ̂p

)

α0q +
n

∑
i=1

α1iζ̂pi +
n

∑
i=1

α2iζ̂ 2
pi

that we rewrite as

α0q +nα1

n
∑

i=1
ζ̂pi

n
+nα2

n
∑

i=1
ζ̂ 2

pi

n
Note that P2 can also be written as

P2 = Ξp + α̃1

(
ζ̂p·−Ξp

)
+ α̃2

(
ζ̂ 2

p·− (Ξ2
p +ψp +νζ̂p

)
).

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 375



Quantile Quadratic Credibility Premium

3 Numerical examples
All the data obtained from the largest social security organization in Greece . The 6

contracts correspond to the 6 different classes, for 22 years of claim experiences, from 1980-
2001.

TABLE 1 – Quantile (median) q-Credibility model
Contract Sick Accid Matern Funer Other Manag
ζ̂pi 16782.50 2003.50 5332 2373.50 3106.50 1884
ζ̂ 2

pi 281655498.50 4014432.50 28442545 5634908.50 9650762.50 3549856
Pcrid

q 16606.54576 2015.733359 5588.204859 2421.082895 3218.05898 1884.37455
ĥ = 2.67184e+15, ĉ = 9.69149e+15, ĝ = 1.06214e+11, b̂ = 5.31716e+11
α0,q =−214.9552496,α1 = 1.128454813,α2 =−7.51554e−06

According to the results above, it can be seen that when the individual experience is
not important, the premiums converge towards the collective, but when there is an important
claims history, the premiums converge in the opposite case.

4 Conclusion
In this paper, we have examined the effect of adding a quadratic correction to credibility

theory. For all of our analysis, we have considered uniform exposures.
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Abstract : In this paper, we study the asymptotic distribution of exponentially growing pro-
cesses in a random stopping time. Under hypothesis of exponential random stopping time,
we prove that the asymptotic distribution of the considered process, in this stopping time,
is a heavy tailed distribution. In particular under some conditions, the continuous time bran-
ching process in the supercritical case, is exponentially growing process, so we prove that
its asymptotic distribution in a random stopping time is a heavy tailed distribution, in the
sense Pareto-like distribution, which are given as examples of applications.
MSC: 60F05 ; 60F10 ; 60J80 ; 60J85

Keywords : exponential growth ; heavy tailed distribution ; branching process

1 Introduction
The asymptotic behavior of branching processes, under various conditions, is widely stu-

died in the literature. Branching processes are stochastic processes which are often used
to model a population which evolves according to precise rules of reproduction. These pro-
cesses being unstable, many methods were introduced to study their asymptotic behavior.

The aim of this paper is to characterize the asymptotic distribution of exponentially gro-
wing processes, in a random stopping time. Under the hypothesis of exponential growing
of a process (Xt)t≥0, we prove that the asymptotic distribution of this process, in particular
branching processes, in a random stopping time T , is a heavy tailed distribution, in the sense
Pareto-like distribution, i.e

P[XT > t]∼Ct−ρ , t→ ∞,

for some C,ρ > 0.
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Asymptotics of supercritical branching processes

We first consider the Bellman-Harris process. Let (Xt)t≥0 be a Bellman-Harris branching
process with offspring mean m, and lifetime distribution G. In the supercritical case (m > 1),
it is established ([4]) that (Xt)t≥0 is an exponentially growing process, in the sense that

lim
t−→∞

Xt

eµt =W ≥ 0, a.s.,

where µ is the unique root of the equation

m
∫ ∞

0
e−µsdG(s) = 1,

called the Malthusian parameter and W is a random variable with expectation

E[W ] = (m−1)(µm2
∫ ∞

0
se−µsdG(s))−1 < ∞.

Consider now a positive random process (Xt)t≥0 such that for r > 0, E[X r
t ]<∞,∀t ≥ 0.

Let T be an exponential random variable with parameter ν and independent of (Xt)t≥0. We
are interested in characterizing the random variable XT , in particular we want show that if,
(Xt)t≥0 is an exponentially growing process,

i.e ∃µ > 0 such that lim
t−→∞

Xt

eµt =W, a.s., (1)

where W is a continuous random variable, such that 0 < E[W ρ ] < ∞, and P[W > 0] = 1,
with ρ = ν

µ > 0. Then the asymptotic distribution of XT is a heavy tailed distribution, in
particular Pareto-like distribution, i.e there exists a constant C > 0 such that,

P[XT > t]∼Ct−ρ , t→ ∞.

The paper is organized as follows. The conditions for which the asymptotic distribution
of a positive random process, in an exponential stopping time, is a Pareto-like distribution
are exposed in section 2. In particular, these conditions are satisfied by continuous-time
branching processes in the supercritical case. These results are proposed as examples of
applications in section 3.

2 Main results
In this section, we will show under some conditions that the asymptotic distribution of a

positive random process, in a random stopping time, is a Pareto-like distribution. For this, we
remark that if the distributions of the Xt are Pareto-like distributions, in the sense that their
right tails are of the form

P[Xs > t]∼ c.t−α , t→ ∞,∀s > 0,

for some α > 0, c > 0. Then the distribution of XT is Pareto-like distribution. Indeed, we
have the following proposition.
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Proposition 2.1. Let (Xt)t≥0 be a real random process, whith Pareto-like distributions,
and let T be a real positive random variable and independent of (Xt)t>0, then XT is a
Pareto-like distribution, i.e we have

P[XT > t]∼ c.t−α , t→ ∞,

for some α > 0, c > 0.

Proposition 2.2 below gives a general condition for Pareto-like distribution of XT .

Proposition 2.2. Let (Xt)t≥0 be a positive random process such that for r > 0,
E[X r

t ] < ∞, ∀t ≥ 0, and satisfying condition (1). Let T be an exponential random va-
riable with parameter ν < µ.r and independent of (Xt)t≥0, such that

f or all a > 0,
∫ a

0
E[X r

y ]e
−νydy < ∞. (2)

Then XT is a Pareto-like distribution i.e as t tends to infinity,

P[XT > t]∼ E[W ρ ]t−ρ , with ρ =
ν
µ
.

Preuve. For a > 0, we have

P[XT > t] =
∫ ∞

0
P[Xy > t]νe−νydy =

∫ a

0
P[Xy > t]νe−νydy+

∫ ∞

a
P[Xy > t]νe−νydy.

By Markov’s inequality and from hypothesis (2)

lim
t−→∞

tρ
∫ a

0
P[Xy > t]νe−νydy≤ lim

t−→∞
tρ−r

∫ a

0
νE[X r

y ]e
−νydy = 0, 0 < ρ < r.

On the other hand, according to (1) and for a large enough,

lim
t−→∞

tρ
∫ ∞

a
P[Xy > t]νe−νydy = E[W ρ ].

It follows that,

lim
t−→∞

tρ P[XT > t] = lim
t−→∞

tρ
∫ ∞

0
P[Xy > t]νe−νydy = E[W ρ ],

i.e
P[XT > t]∼ E[W ρ ]t−ρ , t→ ∞.

3 Examples of applications
In this section, we give some examples of processes where the conditions of Proposition

2.2 are satisfied.
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Example 1 : Case of the process Xt =Weµt

Proposition 3.1. Let (Xt)t≥0 be the process defined by Xt =Weµt , with µ > 0 and W
a continuous random variable such that 0 < E[W ] < ∞ and P[W > 0] = 1. If T is an
exponential random variable with parameter ν (ν < µ) and independent of (Xt)t≥0,
then XT is a Pareto-like distribution i.e as t tends to infinity, there exists C > 0, such
that

P[XT > t]∼C.t−ρ , with ρ =
ν
µ
.

Preuve. We apply Proposition 2.2.
By hypothesis Xte−µt =W, P[W > 0] = 1 and 0 < E[W ρ ]< ∞, since 0 < E[W ]< ∞.
So the condition (1) is satisfied.
The condition (2) is satisfied also, indeed for a > 0

∫ a

0
E[Xy]νe−νydy =

∫ a

0
E[W ]νe(µ−ν)ydy =

E[W ]ν
µ−ν

(e(µ−ν)a−1)< ∞.

Therefore, there exists C > 0, (C = E[W ρ ]) such that,

P[XT > t]∼C.t−ρ , t −→ ∞, with ρ =
ν
µ
.

Example 2 : Case of a Markov branching process
Proposition 3.2. Let (Xt)t≥0 be a continuous-time Markov branching process with
offspring distribution (pk)k≥0, offspring mean m and exponential lifetime distribution
with parameter λ . Let T be an exponential random variable with parameter ν such
that λ (m− 1) > ν and independent of (Xt)t≥0. If X0 = 1, p0 = 0 and ∑kpk lnk < ∞,
then XT is a Pareto-like distribution i.e as t tends to infinity, there exists C > 0 such that

P[XT > t]∼C.t−ρ , with ρ =
ν

λ (m−1)
.

Preuve. The condition (1) is satisfied by the following theorem of Athreya-Ney [2,
p. 111].

Théorème 3.1. [2] The process (e−µtXt)t≥0 with µ = λ (m− 1), is a non-negative
martingale and hence

lim
t→∞

e−µtXt =W exists a.s.

On the other hand, with the condition ∑kpk lnk < ∞, the following theorem of
Athreya-Ney [2, p. 112] shows that W is a continuous random variable and gives its
expectation.

Théorème 3.2. [2] Let W be as defined in theorem 3.1 and assume m > 1. Then

P[W = 0] = 1 or E[W ] = 1,
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the latter is holding if and only if ∑kpk lnk < ∞.
Furthermore if ∑kpk lnk < ∞, then
i) P[W = 0] = q = P[∃t : Xt = 0],
and
ii) There exists a continuous density function w(x) on (0,∞) such that
for 0 < x1 < x2 < ∞

P[x1 ≤W ≤ x2] =
∫ x2

x1

w(x)dx.

Hence 0 < E[W ρ ]< ∞.
From hypothesis, p0 = 0, the extinction probability q is zero, hence
P[W > 0] = 1. And for a > 0,

∫ a

0
E[Xt ]νe−νtdt < ∞.

Indeed, by the following theorem of Harris [4, p. 103].

Théorème 3.3. [4] If X0 = 1, then

E[Xt ] = eµt .

We get
∫ a

0
E[Xt ]νe−νtdt =

∫ a

0
νe(µ−ν)tdt =

ν
µ−ν

(e(µ−ν)a−1)< ∞.

So, by Proposition2.2 , there exists C > 0 such that,

P[XT > t]∼C.t−ρ , t→ ∞.

Remarque 3.1. When p2 = 1 in the previous case, (Xt)t≥0 is a pure-birth process with
rate λ (the individual lifetimes are exponentially distributed with parameter λ ), also
called the Yule process.
In this case, (Xt)t≥0 satisfies the conditions of Proposition 3.2, i.e ∃C > 0 such that, as
t→ ∞,

P[XT > t]∼C.t−ρ , with ρ =
ν
λ
,

since p2 = 1, we have

p0 = 0, m = ∑kpk = 2, and ∑kpk lnk = 2ln2 < ∞.

Example 3 : Case of a Bellman-Harris branching process
Proposition 3.3. Let (Xt)t≥0 be a Bellman-Harris branching process with offspring
distribution (pk)k≥0 and lifetime distribution F. Let T be an exponential random va-
riable with parameter ν and independent of (Xt)t≥0 and let α > ν be the Malthu-
sian parameter for the offspring mean m and the lifetime distribution F. If X0 = 1,
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p0 = 0, m > 1, F(0+) = 0 and ∑kpk lnk < ∞, then XT is a Pareto-like distribution i.e
there exists C > 0 such that

P[XT > t]∼C.t−ρ , t −→ ∞, with ρ =
ν
α
.

To prove Proposition 3.3, we use the following proposition.

Proposition 3.4. Let (Xt)t≥0 be a Bellman-Harris branching process with offspring
mean m and let τ be the individual’s lifetime with distribution function F. If X0 = 1,
m > 1 and mF(0+)< 1, then ∃θ > 0 such that

E[Xt ]≤
eθ t

1−mE[e−θτ ]
, with mE[e−θτ ]< 1.

Preuve. (Proposition 3.3)
The condition (1) is satisfied by the following theorem of Athreya-Ney [3].

Théorème 3.4. [3] If p0 = 0, m > 1, F(0+) = 0 and ∑kpk lnk < ∞, then

lim
t→∞

e−αtXt =W

exists almost surely and P[W > 0] = 1.

And let Vt = Xt/n1eαt , with

n1 =
m−1

αm2
∫ ∞

0 te−αtdF(t)
.

By the following theorem of Athreya-Ney [2, p. 172].

Théorème 3.5. [2] Assume that m > 1.
(i) If ∑kpk lnk = ∞, then Vt → 0 in probability.
(ii) If ∑kpk lnk < ∞, then Vt converges in distribution to a non-negative random va-
riable V having the following properties :
a) E[V ] = 1.
b) The distribution of V is absolutely continuous on (0,∞).

We have E[V ] = 1, hence E[W ] = n1, with W = n1V, which shows that
0 < E[W ρ ]< ∞ and W is a continuous random variable.
On the other hand, by Proposition 3.4, for a > 0,

∫ a

0
E[Xy]e−νydy ≤

∫ a

0

eθy

1−mE[e−θτ ]
e−νydy

≤
∫ a

0

eθa

1−mE[e−θτ ]
e−νydy

=
eθa

ν(mE[e−θτ ]−1)
(e−νa−1)< ∞,

which is the condition (2). Therefore with Proposition 2.2, there exists C > 0
(C = nρ

1E[V
ρ ]) such that

P[XT > t]∼C.t−ρ , t −→ ∞.
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Abstract : A bias reduction to a kernel estimator of the tail index of randomly right-truncated
Pareto-type distributions is made. The asymptotic normality of the derived estimator is esta-
blished by assuming the second-order condition of regular variation.

Keywords : Bias reduction ; Extreme value index ; Kernel estimation ; Truncated data.

1 Introduction
Let (Xi,Yi) , i = 1, ..., N ≥ 1 be a sample from a couple (X,Y) of independent positive

random variables (rv’s) defined over a probability space (Ω,A ,P) , with continuous distri-
bution functions (df’s) F and G respectively. Suppose that X is right-truncated by Y, in the
sense that Xi is only observed when Xi ≤ Yi. Thus, let us denote (Xi,Yi) , i = 1, ...,n to
be the observed data, as copies of a couple of dependent rv’s (X ,Y ) corresponding to the
truncated sample (Xi,Yi) , i = 1, ..., N, where n = nN is a random sequence of discrete
rv’s. By the weak law of large numbers, we have

n/N P→ p := P(X≤ Y) =
∫ ∞

0
F(w)dG(w) , (1)

as N→∞, where the notation
P→ stands for the convergence in probability. The marginal df’s

F∗ and G∗ corresponding to the joint df of (X ,Y ) are given by F∗ (x) := p−1 ∫ x
0 G(w)dF(w)

and G∗ (x) := p−1 ∫ x
0 F(w)dG(w) . The notation φ := 1−φ stands for the distribution tail

of df φ . In the sequel, we are dealing with the concept of regular variation. A df ψ is said
to be regularly varying at infinity with negative index −1/ζ , notation ψ ∈ RV (−1/ζ ) , if
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ψ (st)/ψ (t)→ s−1/ζ , as t → ∞, for s > 0. The rate of this convergence is expressed in
terms of the second-order condition : for any x > 0, we have

Uψ (tx)/Uψ (t)− xζ

Ãψ (t)
→ xζ xτ −1

τ
, as t→ ∞, (2)

where τ < 0 denotes the second-order parameter,Uψ (t) := ψ−1 (1−1/t) , t > 1, stands

for the tail quantile function pertaining to df ψ and Ãψ is a function tending to zero and not
changing signs near infinity with regularly varying absolute value of index τ. The second
order condition (2) is equivalent to

ψ (tx)/ψ (t)− x−1/ζ

Aψ (t)
→ x−1/ζ xτ/ζ −1

τζ
, as t→ ∞, (3)

where Aψ := Ãψ (1/ψ). A function ψ that satisfies assumption (3) is denoted ψ ∈RV 2
(
−1/ζ ;τ,Aψ

)
.

Let us now assume that the tails of both df’s F and G are regularly varying, that is F ∈
RV (−1/γ1) and G∈RV (−1/γ2) ,with γ1,γ2 > 0.Under this assumption, F∗ ∈RV (−1/γ)
and G∗ ∈RV (−1/γ2) too, where γ := γ1γ2

γ1+γ2
. The estimation of the tail index γ1 was ad-

dressed for the first time in Gardes and Stupfler(2015) [4] where the authors used the pre-
vious formula of γ to propose an estimator as a function of Hill estimators of tail indices
γ and γ2. These estimators are based on the top order statistics Xn−k:n ≤ ... ≤ Xn:n and
Yn−k:n ≤ ... ≤ Yn:n pertaining to the samples (X1, ...,Xn) and (Y1, ...,Yn) respectively. The
sample fraction k = kn being a sequence of integers such that, kn → ∞ and kn/n→ 0 as
n→ ∞. Benchaira et al.(2016a) [2] used a Woodroofe-integral with a random threshold, to
derive the following estimator to γ1

γ̂1 :=
1

nFn (Xn−k:n)

k

∑
i=1

Fn (Xn−i+1:n)

Cn (Xn−i+1:n)
log

Xn−i+1:n

Xn−k:n
, (4)

where Cn (x) := 1
n

n
∑

i=1
1(Xi ≤ x≤ Yi) and Fn (x) := ∏Xi>x exp

{
− 1

nCn (Xi)

}
, is the so-

called Woodroofe’s nonparametric estimator of df F. By means of Lynden-Bell integral with
deterministic threshold, Worms and Worms(2016) in [8] proposed a similar estimator to
γ1 and established its asymptotic normality. Benchaira et al.(2016b) [3] proposed a Kernel
(smoothed) version to γ̂1 given by

γ̂1,K :=
1

nFn (Xn−k:n)

k

∑
i=1

Fn (Xn−i+1:n)

Cn (Xn−i+1:n)
gK

(
Fn (Xn−i+1:n)

Fn (Xn−k:n)

)
log

Xn−i+1:n

Xn−k:n
,

where gK is the Lebesgue derivative of function s→ sK (s) and K is a nonnegative kernel
function satisfying the following assumptions :

– [A1] K (s)≥ 0 for s ∈ (0,1] , otherwise K (s) = 0.
– [A2] gK is positive nonincreasing over some interval in (0,1] .
– [A3]

∫
R K (s)ds = 1.

– [A4] K and its first and second Lebesgue derivatives K′ and K′′ are bounded.
– [A5] K is nonincreasing.
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Assuming the second-order conditions

F ∈RV 2 (−1/γ1;τ1,AF) and G ∈RV 2 (−1/γ2;τ2,AG) , (5)

Benchaira et al.(2016b) [3] also showed that, whenever γ1 < γ2, one has

√
k (γ̂1,K− γ1)

D
= N

(
0,
(
γ2/γ1

)2
∫ 1

0
ϕ2

K (s)ds
)
+η1,K

√
kAF (n/k)+oP (1) , (6)

as n→∞, provided that
√

kAF (n/k) = O(1) , where η1,K := η1,K (τ1) =
∫ 1

0 s−τ1K (s)ds,
and

ϕK (s) (7)

= s−1
∫ s

0
t−γ/γ2

{
K
(

tγ/γ1
)
− γ1

γ2
t−γ2/γ1K

(
tγ/γ1

)
+ tγ/γ1K′

(
tγ/γ1

)}
dt.

2 Bias reduction of γ̂1,K

In this section we propose a bias reduction to γ̂1,K by means of a weighted estimator to
the rate of convergence AF (n/k) . More precisely, given estimators for η1,K and AF (n/k) ,
denoted η̂1,K and ÂF,K (n/k) , we propose an asymptotically centred normal estimator of γ1
defined by

γ̂∗1,K := γ̂1,K− η̂1,KÂF,K (n/k) . (8)

For the construction of ÂF,K (n/k) , we opt for a similar approach as the one used in Ben-
chaira et al.(2016b) [3] to the bias-reduction in tail index estimation for censored data by
introducing a weight function. To this end, let us define

Lt,K :=
∫ ∞

1

F(tx)
F(t)

K
(

F(tx)
F(t)

)
dx
x

(9)

and

Et,K (β ) := 1−β
∫ ∞

1
x−β−1K∗

(
F(tx)
F(t)

)
dx,

for β > 0, where K∗ is a measurable positive weight function that depends on K.
We showed that for a fixed β > 0, we have Lt,K→ γ1 and Et,K (β )→ η2,K as t→∞, where

η2,K = η2,K (β ;γ1) := 1−βγ1
∫ 1

0 sγ1β−1K∗ (s)ds. Moreover, we show that

AF (t) =
Et,K (β )− f∗ (Lt,K)

η3,K− f ′∗ (γ1)η1,K
(1+o(1)) , as t→ ∞, (10)

where

f∗ (x) := 1−βx
∫ 1

0
sβx−1K∗ (s)ds, for β > 0, (11)

and

η3,K = η3,K (β ;τ1,γ1) :=
β
τ1

∫ 1

0
sγ1β (1− s−τ1

)
K (s)ds.
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Let us set

η4,K = η4,K (β ;γ1) := f ′∗ (γ1) =−β
∫ 1

0
sβγ1−1 (βγ1 logs+1)K∗ (s)ds.

To obtain an estimator to AF (n/k) it suffices to substitute, in (10) , both γ1 and Lt,K by
γ̂1,K and replace ηi,K , i = 1, ...,4 by their respective estimators η̂1,K := η1,K (τ̂1) , η̂2,K :=
η2,K (β ; γ̂1) , η̂3,K := η3,K (β ; τ̂1, γ̂1) and η̂4,K := η4,K (β ; γ̂1) , where τ̂1 is the consistent
estimator for second-order parameter τ1 first proposed by Haouas et al.(2019) [6]. It is
worth mentioning that η̂2,K coincides with f∗ (γ̂1,K) , this means that η̂2,K is an estimator
for f∗ (Lt,K) . For the estimation of Et,K (β ) , we substitute F by Fn and t by Xn−k:n, to get

Êk,K (β ) = 1−β
∫ ∞

1
K∗
(

Fn (xXn−k:n)

Fn (Xn−k:n)

)
x−β−1dx, (12)

which by an integration by parts becomes

Êk,K (β ) =
∫ ∞

Xn−k:n

K
(

Fn (x)
Fn (Xn−k:n)

)
(x/Xn−k:n)

−β d
Fn (x)

Fn (Xn−k:n)
.

The relation between df’s F and F∗ is
∫ ∞

x dF(y)/F(y)=
∫ ∞

x dF∗ (y)/C (y) ,where C (y) :=
P(X ≤ y≤ Y ) denotes the theoretical counterpart of Cn defined above in Woodroofe’s non-
parametric estimator Fn, see for instance equation (1) in Strzalkowska-Kominiak and Stute(2009)
cite [7]. Differentiating leads to the following crucial equation C (x)dF(x) = F(x)dF∗ (x) ,
which implies that Cn (x)dFn (x) = Fn (x)dF∗n (x) , where F∗n being the empirical counter-
part of df F∗. This allows to rewrite (12) into

Êk,K (β ) =
∫ ∞

Xn−k:n

Fn (x)
Cn (x)

K
(

Fn (x)
Fn (Xn−k:n)

)
(x/Xn−k:n)

−β d
F∗n (x)

Fn (Xn−k:n)
,

which may be made into

Êk,K (β ) =
1

nFn (Xn−k:n)

k

i=1

Fn (Xn−i+1:n)

Cn (Xn−i+1:n)
K
(

Fn (Xn−i+1:n)

Fn (Xn−k:n)

)(
Xn−i+1:n

Xn−k:n

)−β
. (13)

A smoothed estimator

ÂF,K (n/k) :=
Êk,K (β )− η̂2,K

η̂3,K− η̂4,K η̂1,K
,

is now constructed of AF (n/k) . Substituting this expression in (8) we end up with the new
bias-reduced estimator of γ1 :

γ̂∗1,K (β ) := γ̂1,K− η̂1,K
Êk,K (β )− η̂2,K

η̂3,K− η̂4,K η̂1,K
, for β > 0.

Under some regularity assumptions, we show that

√
k
(
γ̂∗1,K (β )− γ1

) D→N

(
0,
(
γ2/γ1

)2
∫ 1

0
q2

β ,K (s)ds
)
,
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as n→ ∞, provided that γ1 < γ2, where

qβ ,K (s) :=
γ
γ1

Kβ

(
sγ/γ1

)
− γ

γ2
s−γ/γ1

∫ sγ/γ1

0
u−γ2/γ Kβ (u)du,

with Kβ (u) := u−1 ∫ u
0
(
1+ρKη4,K +ρKsβγ1

)
K (s)ds and ρK := (η3,K/η1,K−η4,K)

−1 .
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On the estimation of Signed Periodic INAR
Models
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Abstract : We present in this work an integer valued autoregressive time series model
that can handle both positive and negative integer values on one hand, and the periodicity
feature on the other hand. The aim behind this class of models is to tackle the nonnegativity
restriction over most of integer valued time series models, feature that entangle the mode-
ling of many practical phenomena. First we present the model and its main assumptions
and notations, then we provide the estimation procedure through the maximum likelihood
procedure and finally test its performance through simulation study.

Keywords : Signed integer valued time series ; Periodic Time series models ; Maximum like-
lihood estimation ; Simulation study

1 Introduction
In the last few decades, there have been a growing interest in studying non-negative

integer-valued time series, in particular, time series of counts. These time series of counts
occur naturally associated with counting processes of events, objects or individuals in spe-
cified time intervals (Weiß, 2018). Several models have been proposed in order to take into
account the different features of frequently observed integer-valued time series, such as, ex-
cess of zeros, volatility changes in time, asymmetric distributions, low counts, overdispersion
and others (Kedem and Fokianos 2005 ; Fokianos 2012 ; Monteiro, Scotto, and Pereira 2012 ;
Yang 2012 ; Bourguignon 2016 ; Weiß 2018, among others). However, all the previous mo-
dels are based on the binomial thinning operator introduced by Steutel and Van Harn (1979),
where all the coefficients of the models must be positive. Thus, they can only applied to
positive integer-valued time series. Therefore, the modeling of the series with negative au-
tocorrelations is excluded. Nevertheless, integer-valued time series with negative values are
very frequent in practice, and can also appear when taking differences of positives integer-
valued time series. In this paper, we extended the work of Chesneau and Kachour (2012),
where their model is based on the signed thinning operator to the periodic case. A signed
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periodic INAR(1) process, S-PINAR(1), with period S is introduced. Furthermore, we present
the conditional maximum likelihood as an estimation method. Finally, the performance of the
proposed estimation method is shown via an extensive simulation study.

2 Presentation of the model
A periodically correlated Integer-Valued process {Xt , t ∈ Z} in the sense of Gladyshev
(1961), with period S (where S ≥ 2), is said to satisfy a Signed Periodic Integer-Valued
Autoregressive model, with orders p, noted SPINARS(1), if it is a solution of the following
linear stochastic equation

Xt = Ft �Xt−1 + εt , t ∈ Z (2.1)

where {εt , t ∈ Z} is a sequence of uncorrelated and independent integer-valued random
variables, and follows a periodic Skellam distribution with periodic parameters, λt and βt of
period S, i.e., λt+rS = λt and βt+rS = βt , ∀t,r ∈ Z. For each t, the innovation process εt is
assumed to be independent of Xt−1 and Ft �Xt−1. and where ”�” stands, to the so-called
signed thinning operator introduced by Kachour and Truquet (2011) (Latour and Truquet
(2008)), which is a natural extension of the binomial thinning operator of Steutel-Van Harn
(1979) to Z-valued random variables. In the periodic case, the signed thinning operator,
denoted by Ft�, is defined by

Ft �Xt−1 =

{
sign(Xt−1)

|Xt−1|
i=1 Yi,t (ϕt) , Xt−1 6= 0,
0 otherwise,

(2.2)

where, for an integer x

sign(x) =
{

1 if x > 0,
−1 if x < 0,

and Ft represents the common distribution of the periodic sequence of i.i.d. counting se-
quences {Yi,t , i ∈ N, t ∈ Z}. Therefore, all counting sequences associated to the operator
Ft� are mutually independent. According to Kachour and Truquet (2011), we consider that
Ft , the distribution of the periodic sequence of i.i.d. random variables {Yi,t , i ∈ N, t ∈ Z},
has probability mass function given by

P(Yi,t (ϕt) = α) =





(1−ϕt)
2 , α =−1,

2ϕt (1−ϕt) , α = 0,
ϕ2

t , α = 1,
(2.3)

where ϕt is periodic in t with period S, i.e., ϕt+rS = ϕt , ∀t,r ∈ Z, and ϕt ∈ [0,1].
Letting t = s+ τS for s = 1,2, . . . ,S and τ ∈ Z, the SPINARS(1) model (2.1) can be

rewritten in the equivalent form

Xs+τS = Fs+τS�Xs−1+τS + εs+τS (2.4)

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

390



F. Ouzzani et al.

3 Estimation procedure : Conditional Maximum Like-
lihood

We provide in this section the parameters estimation through the conditional Maximum
Likelihood procedure. For our estimation procedure, we adopt the Skellam distribution for
innovation process with periodic parameters λ1,t and λ2,t . Let, θ s = (ϕs,λ1,s,λ2,s)

′ be the
column vector containing all parameters to be estimated for the season s. At fixed time t =
s+ rS, the conditional mass function is given by :

P(Xt = x;Xt−1 = xt−1,θ s) =
|xt−1|
∑

z=−|xt−1|
Bin(sign(xt−1)(xt−1 + z),2 |xt−1| ,ϕs)

×Skl (x− z,λ1,s,λ2,s) ,

where Bin(x,n, p), Skl (x,λ1,s,λ2,s) and sign(x) denotes the binomial mass function, Skel-
lam mass function and the sign of the value x, respectively. Hence, the Conditional log-
likelihood, l (X ,θ) is expressed as follows :

l (X ,θ) =
N−1

∑
r=0

S

∑
s=1

log(P(Xs+rS = xs+rS;Xs−1+rS = xs−1+rS,θ s)) ,

where X = (X1, ...,XNS)
′ and θ = (θ 1, ...,θ s)

′ . The Conditional maximum Likelihood es-
timator cannot be directly obtained by maximizin the prevvious equation, respectively to θ .
So, the estimation is performed using an optimization routine. We provide a simulation study
for a S−PINAR4(1) model. The Boxplots shown in figures 1, and 2 become narrower as
well as the size series increase. This prove that the method is consistent and convergent.

FIGURE 1 – Figure 1. Boxplots for ϕ̂s
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FIGURE 2 – Figure 2. Boxplots for λ̂1,s (top) and λ̂2,s (bottom)
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Abstract : This work is concerned with count time series taking values in non-negative inte-
gers. We deal with an integer-valued time series model that we called the Markov-switching
periodic integer-valued ARCH model (MS−PINARCH). This new model, that we intro-
duce, takes into account, not only, heteroskedasticity often encountered in many integer-
valued time series, but also the hidden periodicity in the autocovariance structure and struc-
tural changes that appear in the dynamics of this type of series. The main goal of this work
is to provide some of its probabilistic properties such as the periodic first and second orders
stationarity conditions. Furthermore, the estimation of the model parameters is tackled using
the Hamilton filter and its performance is shown through a simulation study.

Keywords : Periodic Integer valued time series ; Markov Switching models ; Periodic statio-
narity ;Hamilton Filter ; Simulation study

1 Introduction
Integer-valued time series models have received growing attention recently. Indeed,

Time series of counts are commonly observed in real-world applications. Hence, several re-
searchers have studied and used this type of models in order to model series encountered in
various practical fields, such as medicine and epidemiology (e.g. the number of infections by
some diseases like Campylobacteriosis studied by Ferland et al, 2006, Bentarzi & Bentarzi,
2017 and Ouzzani & Bentarzi, 2021), sociology (the number of unemployed people in the
short-term study by Monteiro et al in (2010)), among others.

In fact, real-valued time series models are insufficient to reproduce the discrete nature
of counting phenomena which arise when one is interested in the number of occurrences
of a particular event within a specified time interval. Consequently, many researchers have
introduced analogues of these models that consider the integer character of time series, in
addition to other features such as, heteroskedasticity, multimodality, regime changes, nonli-
nearity, periodicity, overdispersion and underdispersion. So, many discrete-valued time series
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models have been introduced in the literature as, INAR model (Al-Osh & Alzaid, 1987) which
is analogous to the usual autoregressive (AR) one, INARCH model (Weiss, 2010) which
is similar to the well-known ARCH model of Engle (1982), INGARCH model (Ferland et
al, 2006), which is suitable to model heteroskedasticity in integer-valued time series, just like
Bollerslev’s GARCH (1986), periodic INGARCH model (Bentarzi & Bentarzi, 2017) that can
be seen as the integer-valued version of PGARCH (Bollerslev & Ghysels, 1996), and many
others.

Furthermore, Markov-switching (MS) models have attracted a lot of attention in the eco-
nometric literature since the seminal paper of Hamilton (1989) and continue to gain popularity
especially in time series which exhibit structural changes. In MS models, the parameters are
allowed to depend on the state of an unobserved Markov chain. So, at each period of time,
there is a certain probability to belong to a regime and a transition probability from one regime
to another. A considerable interest has been dedicated in the last decades to the analysis
of various aspects of Markov-switching models. We particularly mention the MS−ARCH
(Cai, 1994) and MS−GARCH (Dueker, 1997, Haas et al, 2004) models. The latter has re-
cently been introduced in its integer-valued version, namely MS− INGARCH, by Chen et
al, 2019, thus allowing integer-valued heteroskedastic series of counts exhibiting changes in
behaviour to be better described and modelled.

Moreover, many phenomena show periodicity in their behaviour, due to the relationship
with periodic schedules such as epidemics which depends on natural seasons, traffic acci-
dents that depend on days of the week, and many others. In real-valued problems, resear-
chers tend to work around this problem by adopting the principle of seasonal differentiation,
but this technique shows flaws for integer-valued problems essentially because of the loss of
positivity of the obtained series.

In order to obtain a more tractable model that allows us to capture heteroskedasticity,
regime changes, periodicity hidden in the autocovariance structure and other features com-
monly encountered in integer-valued time series, we propose to include in the INARCH
model the concepts of periodicity and Markov regime switching. This new model that we
obtain is a Markov-switching periodic INARCH (MS−PINARCH) model.

2 Definitions, Notations and Assumptions
Consider the Markov-switching periodic INARCH model of order q and period S, defined

as follows 



Yt |Ft−1 ∼ P (λt)

λt =
d
∑

k=1
α(k)

0,t 1(∆t=k)+
q
∑

i=1

d
∑

k=1
α(k)

i,t 1(∆t=k)Yt−i
; t ∈ Z (1)

where 1(·) denotes the indicator function, (∆t) is a homogeneous Markov chain with finite
state space E ={1,2, . . . ,d}, P (·) represents the Poisson distribution and Ft−1 is the

σ−filed generated by {Yt−1,Yt−2,Yt−3, . . .} . The parameters α(k)
i,t , for 0≤ i≤ q are perio-

dic functions with period S, such that α(k)
0,t > 0 and α(k)

i,t ≥ 0 for 1≤ i≤ q.
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Let

α0,t (∆t) : =
d

∑
k=1

α(k)
0,t 1(∆t=k),

αi,t (∆t) : =
d

∑
k=1

α(k)
i,t 1(∆t=k), i = 1, . . . ,q,

hence one can rewrite the model (1) in a simple form as follows

λt = α0,t (∆t)+αi,t (∆t)Yt−i. (2)

Throughout this work we make the following assumptions : the process (∆t) is a homoge-
neous, stationary, irreducible, and aperiodic Markov chain with finite state-space E ={1,2, . . . ,d} .
The transition probabilities matrix of this process,P, is defined by its elements pi, j =P(∆t = j |∆t−1 = i ) ,
and since the irreducibility and the aperiodicity, a unique stationary distribution π =(π1, ...,πK)

′

is guaranteed.

3 Parameter estimation of the MS-PINARCH model
In order to estimate the model’s parameters, we choose the Hamilton filter (1994), which

has been shown to be powerful and useful when a Markov regime switching is identified. This
filter is based on both the Maximum Likelihood principle and the trajectories enumeration (e.g.
Aliat and Hamdi ; 2018). But in our case, enumerating trajectories is not required since the
instantaneous likelihood function involves only the knowledge of the actual regime.

Let β be the vector containing the model parameters and the transition probabilities
between the states of the Markov chain. For a given realization YT = (y1,y2, . . . ,yT ) of
model (1) , it is possible to estimate the vector parameter β by maximizing the following
log-likelihood function with respect to β

L (β ) =
T

∑
t=1

log(P(Yt = yt |Ft−1))

=
T

∑
t=1

log

(
d

∑
k=1

P(Yt = yt | ∆t = k,Ft−1)P(∆t = k |Ft−1)

)

=
T

∑
t=1

log
(

ξ
′
t|t−1 ηt

)
. (3)

where ξt|t−1 is a (d×1) vector containing the predicted occurrence probabilities, estimated
for each trajectory, and ηt defines the (d×1) vector containing the conditional probabilities
of the observation, at time t, knowing the current Markov chain state, given by :

ξt|t−1 =




P(∆t = 1 |Ft−1)
P(∆t = 2 |Ft−1)

...
P(∆t = d |Ft−1)


 and ηt =




P(Yt = yt |∆t = 1,Ft−1 )
P(Yt = yt |∆t = 2,Ft−1 )

...
P(Yt = yt |∆t = d,Ft−1 )
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where Ft = (Yt ,β ) is the set of the information available up to time t, and

P(Yt = yt |∆t = k,Ft−1 ) =

(
α(k)

0,t +∑q
i=1 α(k)

i,t yt−i

)yt

yt !
× exp

{
−α(k)

0,t −
q

∑
i=1

α(k)
i,t yt−i

}

(4)
In order to be able to compute the log-likelihood in (3), we obviously need to quantify the
conditional probabilities P(∆t = k |Ft−1) which can be achieved by iterating these two
equations

ξt|t =
ξt|t−1 �ηt

1
(
ξt|t−1 �ηt

) and ξt+1|t = Pξt|t (5)

such that � defines the element-by-element product, and 1 = (1,1, ...,1) which is a row
vector of size d.
Finally, these results can be summarized in the following algorithm.

1. Initialization of the algorithm

(a) Choose initial values of the vector ξ1|0 and then compute ξt|t−1 from (5) , for
t = 2, . . . ,q.

(b) Compute the elements of ηt from (4) , for t = 1, . . . ,q.

2. Calculating the log-likelihood function

(a) For t = q+1 to T
– Compute the vector ξt|t−1 using (5) .
– Update the vector ηt using (4)

(b) Compute the log-likelihood function L (β ) from (3) .

3. Use an optimization routine to find β̂ that maximizes L (β ) under the different constraints
of the model.
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Abstract : In this paper we consider the problem of spectral analysis for unevenly spaced
time series. We extend the result of quantile periodogram developed in [2] for unevenly sam-
pling. The ultimate goal of this study is to investigate the asymptotic property of the quantile
periodogram for unevenly spaced time series. We demonstrate the usefulness of the propo-
sed periodogram in detecting the hidden frequency from the time series with big gaps and
outliers. We evaluate the performance of our periodogram function using simulations.
MSC: MSC code1 ; MSC code2 ; more

Keywords : Quantile regression, Periodicity, Unevenly spaced, time series analysis

1 Introduction
The analysis of time-series data is becoming increasingly common in astrophysics re-

search, and will continue to grow in various fields of study. An unevenly (or unequally or
irregularly) spaced time series is a sequence of observation time and value pairs (tn,Yn) in
which the spacing of observation times is not constant.The analysis of unevenly spaced time
series are limited by issues such as unevenly sampled data, measurement uncertainties, and
the statistical methods we employ. A several methods were originally developed in statistics
and signal processing have been applied to study the periodic pattern in uneven spaced time
series. Wherefore, astronomers and statisticians used the periodogram for detecting a hidden
frequency in the unevenly spaced time series. Therefore, most of the popular periodogram
methods are based on least square regression fitting of the observing data with a linear com-
bination of trial functions ( cos(ωt),sin(ωt)). The least squares periodogram , also called
the Lomb-Scargle (LS) periodogram proposed a modification on the ordinary periodogram to
deal with unevenly samples.The Lomb-Scargle periodogram is efficient for Gaussian white
noise, while it suffers from considerable degradation of performance when the noise has a
heavy-tailed distribution. To overcome this probleme we propose a new periodogram that are
constructed from trigonometrique quantile regression. The main contribution of the proposed
periodogram is to evaluate the significance of the periodic patterns for unevenly spaced time
series.
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2 The Least Squares Periodogram
In this section, we review some of a standard method of time series spectral analysis for

both evenly and unevenly spaced time series. Most of the popular periodogram methods are
based on fitting a sine waves of the form y(t) = a(ω)cos(ωt)+ b(ω)sin(ωt) using least
squares regression.

2.1 The Classical Periodogram
Any time series {Y1,Y2, ...,Yn} can be expressed as a combination of cosine and sine

waves with differing periods and amplitudes as follows :

Yt = λ +
M

∑
m=1

β1m cos(ωmt)+β2m sin(ωmt), (1)

whith ωm := 2πm
n ∈ (0,π) is a Fourier frequency, and βm = [β1m,β2m]

T are the regression
parameters.

The ordinary periodogram of {Yt} is defined by :

In(ωm) =
1
n

∣∣∣∣∣
n

∑
t=1

Yt exp(itωm)

∣∣∣∣∣

2

, (2)

Note that this formula also can be rewritten as :

In(ωm) =
n
4
∥β̂m(ωm)∥2

2, (3)

We denote β̂m(ωm) to be the least square regression solution :

β̂m(ωm) = arg min
β∈R2

n

∑
t=1

(Yt −λ −
M

∑
m=1

β1m cos(ωmt)+β2m sin(ωmt))2,

= arg min
β∈R2
∥Yt −XT (ωm)β∥2

2, (4)

Where X(ωm) = [cos(ωmt),sin(ωmt)]T are the harmonic regressors.

2.2 Lomb-Scargle periodogram
The Lomb-Scargle periodogram is a common and useful tool in the frequency analysis

of unevenly spaced time series. Despite its many shortcomings [5], The application of the LS
periodogram has become very popular in various fields of study.

2.2.1 The Model

Suppose a set of discret-time noisy samples y(tk), k = 1,2, ..,n, is acquired by sampling
on unequally time instants tk from a continuous- time signal y(t)

y(tk) = β1(ω)cos(ω(tk−ϕ))+β2(ω)sin(ω(tk−ϕ))+ ε(tk),

= xT (tk,ω)β (ω)+ ε(tk), (5)
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where β (ω) = [β1(ω),β2(ω)]T is the regression coefficients, ω could be any real num-
ber, the errors ε(tk) are independent with zero mean and variance σ2

ε and ϕ is defined by :

ϕ =
1

2ω
arctan




n
∑

k=1
sin(2ωtk)

n
∑

k=1
cos(2ωtk)


 (6)

The coefficient vector β (ω) can be obtained by minimizing the mean squared error of fitting
as :

β̂ (ω) = arg min
β∈R2

n

∑
k=1

(y(tk)−β1 cos(ω(tk−ϕ))−β2 sin(ω(tk−ϕ)))2,

= arg min
β∈R2
∥y(tk)− xT (tk,ω)β (ω)∥2

2, (7)

The Lomb-Scargle periodogram [3, 4] is given by

PLS(ω) =
1

2σ̂2

[
n
∑

k=1
((y(tk)− ȳ)cos(ω(tk−ϕ))

]2

n
∑

k=1
cos2(ω(tk−ϕ))

+

[
n
∑

k=1
((y(tk)− ȳ)sin(ω(tk−ϕ)))

]2

n
∑

k=1
sin2(ω(tk−ϕ))

,

=
1

2σ̂2 (β̂
2
1 (ω)+ β̂ 2

2 (ω)), (8)

2.3 Quantile Periodogram for spectral analysis of evenly spaced
time series

As a generalization of the ordinary periodogram, Li [2] introduced the quantile periodo-
gram as

Q(ωm) =
n
4
∥β̂τ(ωm)∥2

2 (9)

Where β̂τ = [β̂τ,1, β̂τ,2], λ̂ denotes the quantile regression coeficient defined by

β̂τ(ωm) = arg min
β∈R2

ρτ(Yt −XT (ωm)β (ωm)) (10)

and

λ̂ = arg min
λ ,∈R

n

∑
t=1

ρτ(Yt −λ ),

with ρ is the check function introduced by Koenker [1] defined as :

ρτ(u) = u{τ− I(u < 0)}=
{
−(1− τ)u si u < 0
τu si u > 0

Where I() is the indicator function and τ is the quantile level.
The optimization problem in 10 can be solved efficiently by linear programming techniques
[1]
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2.4 Quantile Periodogam for spectral analysis of unevenly spaced
time series

The least squares loss function in 2 is very sensitive to outliers in the observation data.
In addition, the problem of detecting and estimating the frequency of a sinusoidal signal
from noisy observations where the noise has a heavy-tailed distribution occur.To address
this problem a quantile periodogram is proposed. It is constructed from quantile regression
estimates in a trigonometric linear model.

β̃τ(ω) = arg min
(βτ,1,βτ,2)∈R2

n

∑
k=1

ρτ(y(tk)−βτ,1 cos(ω(tk−ϕ))−βτ,2 sin(ω(tk−ϕ))),

(11)
where 0 < τ < 1 and and ρτ(u) = u(τ− I(u)< 0) is the check function. Therefore, instead
of fitting the models mentioned in 5 we fit the model below :

y(tk) = xT (tk,ω)β (ω)+ ε(tk), (12)

The quantile periodogram is defined by :

Qτ(ω) =
n
4
∥β̃τ(ω)∥2

2 (13)

3 Results
Théorème 3.1. First, we start by giving some technical assumption which are required.

(C1) ftk(u) := F
′

tk(u) exists for all u and Ftk(u+λ )−Ftk(λ ) = ftk(λ )u+O(ud+1)
uniformly for |u| ≤ u0.

(C2) Ftk(λ ) = τ and ftk(λ ) = κ for all k.

(C3) n−1 lim
n→+∞

n
∑

k=1
xT (tk,ω)x(tk,ω) = Ω a positive definite matrix.

Under the assumptions (C1), (C2), and (C3) we have :

√
n(β̃τ(ω))−β (ω))

A∼N(0,η2Ω−1) (14)

This asymptotic distribution for the regression quantile can be used to investigate the
asymptotic distribution of the quantile periodogram defined in 13

Théorème 3.2. Under the assumptions (C1), (C2), and (C3) we have :

Q̃τ(ω)
A∼Γ(1,η2) (15)

4 Numerical Examples
In this section, we illustrate the utility of quantile periodogram for spectral analysis of

unevenly spaced time series data using two numerical examples.
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4.1 Example
we generate a sequence of time series from the following model :

y(tk) = 3cos(ω0tk)+σε εtk , (16)

where tk are arbitary ω0 = 2π×0.2 and εtk∼N (0,2) or εtk∼C (0,1)
In particular, for normal distribution, the Lomb-Scargle periodogram fail to estimate the fre-
quency, meaning that they almost lose their estimation ability. Beside, the quantile periodo-
gram delivers the highest detection and provides a reliable estimation under the Cauchy error
setting. In summary, our proposed periodograms are more efficient in frequencies estimation
from the data including outliers and big gaps.

5 Conclusion
In this paper, we investigated the application of different regression techniques (least

squares, quantile regression) for periodicity detection in irregularly sampled time series. We
show that the distribution of the quantile periodogram is a scaled gamma distribution. Simu-
lations are reported on the performance of the proposed periodogram

References
[1] Koenker, R. Bassett Jr, G. (1978). Regression quantiles, Econometrica : Journal of the

Econometric Society 33–50

[2] Li, T.H.(2012) Quantile periodograms. Journal of the American Statistical Association
107 (498) 765 776.

[3] Lomb, N. R. (1976). Least-Squares Frequency Analysis of Unequaly Spaced Data. As-
trophysics and Space Science. Vol. 39, , pp. 447–462.

[4] Scargle, J. D, (1982). Studies in Astronomical Time Series Analysis. II. Statistical As-
pects of Spectral Analysis of Unevenly Spaced Data. Astrophysical Journal. Vol. 263,
pp. 835–853.

[5] VanderPlas, J. T. (2018). Understanding the Lomb-Scargle Periodogram ApJS, 236,
16.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 402



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Nonlinear least squares estimation of the
unrestricted periodic EXPAR(1) model
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Abstract : In this paper, we study the strong consistency and asymptotic normality pro-
perties of nonlinear least squares (NLS) estimator of the periodic EXPAR(1) model. The
general statistical literature on estimation of nonlinear models of Gallant and White[5] is
used. Simulation study and one real example are given to assess the performance of this
NLS.
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1 Introduction
The problem of estimation in nonlinear context is more complicated, it has been approa-

ched by many authors, see, for instance, Tong (1990)[8] and Bierens (1994)[3]. The nonlinear
least squares (NLS) and the quasi-maximum likelihood estimators (QMLE) are essentially
used in this case. The NLS estimator of parameter θ is the one that minimizes the sum
of squared residuals or the one that solves the first-order conditions of the minimization pro-
blem. The application requires the strict stationarity of the model and we will use the standard
tools as the compactness and the Taylor expansion. In this paper, we prove the consistency
and the asymptotic normality of the NLS estimator for the PEXPAR(1) model. We obtain the
same results as Amendola and Francq (2009)[1] for their QMLE for the non periodic EX-
PAR(1) and for the CLSE (conditional least squares estimators) of Tjøstheim (1986) [7] who
uses slightly different conditions.

∗Corresponding Author
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2 Definition of the NLS estimator for PEXPARS(1) mo-
del

The proces {Yt ; t ∈Z} is said to follow a periodic exponential autoregressive PEXPARS(1),
with period S(S≥ 2) , if it satisfies :

Yt = (α0
t,1 +α0

t,2exp(−γ0
t Y 2

t−1))Yt−1 + εt , t ∈ Z (1)

Where {εt ; t ∈ Z} is i.i.d. process with mean 0 and finite variance σ2
t and γt > 0.

The autoregressive parameters αt,1,αt,2∀t ∈ Z, the nonlinear parameter,γt , and the inno-
vation variance σ2

t are periodic, in time, with period S, i.e.,
αt+kS,1 = αt,1,αt+kS,2 = αt,2,γt+kS = γt , and σ2

t+kS = σ2
t ,∀k, t ∈ Z.

Putting t = i+Sτ, i = 1,2, . . . ,S and τ ∈ Z, one can rewrite Equation (1) in the equivalente
form :

Yi+Sτ = (α0
i,1 +α0

i,2exp(−γ0
i Y 2

i+Sτ−1))Yi+Sτ−1 + εi+Sτ , i = 1, . . . ,S,τ ∈ Z (2)

FIGURE 1 – Simulated series from PEXPAR2(1)model.

The vector of the parameters θ =(θ ′1, . . . ,θ
′
S)
′ ∈R3S where θi =(αi,1,αi,2,γi)

′, i= 1, . . . ,S,
belongs to a parameter space of the form :
Θ S ⊂ (]− 1,+1[×]− 1,+1[×]0,∞[)S. The true value of the parameters is unknown and
denoted by : θi,0 = (α0

i,1,α
0
i,2γ0

i )
′, i = 1, . . . ,S, and θ0 = (θ ′1,0, . . . ,θ

′
S,0)
′ ∈ R3S.

Suppose that the observations Y1, . . . ,Yn constitute a realization of length n from (2) and
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n = m which means that we have m full cycle of data. The NLS estimator of θ is the one that
minimizes the sum of squared residuals.
Let θ̂n the NLS estimator which is defined as a measurable solution of the following mi-

nimization problem with respect to θ :θ̂n = arg inf
θ∈ΘS

Q̃n(θ). Where Qn(θ) = 1
n

n
∑

t=1
`t and

`t(θ) = (Yt − (αt,1 +αt,2exp(−γtY 2
t−1))Yt−1)

2.
The initial value is unknown but its choice is not important for the asymptotic behavior of
the NLS estimator so we put Y0 = 0 which defines the operational criterion Q̃n(θ), then

θ̂n = arg inf
θ∈ΘS

Q̃n(θ).

Q̃n(θ) =
1
S

S

∑
i=1

1
m

m−1

∑
τ=0

(Yi+Sτ − (αi,1 +αi,2exp(−γiY 2
i+Sτ−1))Yi+Sτ−1)

2 =
1
S

S

∑
i=1

Q̃i,m(θi).

(3)
The existence of a solution to (3) is guaranteed under the assumption :
A1 : ΘS is compact Borel set⊂ R3S. The assumption of compactness of ΘS plays a key
role this ensures that the infimum over ΘS exists see, for instance, theorem 1.6.1 (Bierens
1994, 16). To obtain the estimators we differentiate Q̃i,m(θi) with respect to each parameter
θi, i = 1, . . . ,S. The first-order condition of the NLS minimization problem is a system of 3S
nonlinear equations with 3S unknowns. For a given season i, the gradient vector of Q̃i,m(θi)
is

∂ Q̃i,m(θi)

∂θi
=−2

1
m

m−1

∑
τ=0

(Yi+Sτ−(αi,1+αi,2exp(−γiY 2
i+Sτ−1))Yi+Sτ−1)×




Yi+Sτ−1
Yi+Sτ−1exp(−γiY 2

i+Sτ−1)
−αi,2Y 3

i+Sτ−1exp(−γiY 2
i+Sτ−1)


 .

(4)

Then analytical solutions cannot be found for
∂ Q̃i,m(θi)

∂θi
= 0 and the NLS estimators θ̂i,m must

be calculated by numerical optimization such as gradient or quasi-Newton method. Under the
hypothesis that the expectation exists, we have

E


(Yi+Sτ − (α0

i,1 +α0
i,2exp(−γ0

i Y 2
i+Sτ−1))Yi+Sτ−1)




Yi+Sτ−1
Yi+Sτ−1exp(−γ0

i Y 2
i+Sτ−1)

−α0
i,2Y 3

i+Sτ−1exp(−γ0
i Y 2

i+Sτ−1)




= 0

(5)

which is the asymptotic version of
∂ Q̃i,m(θi)

∂θi
= 0 at θi,0 by the ergodic theorem.

3 Asymptotic behavior of the NLS estimator
We make the following assumptions to show strong consistency and asymptotic distribu-

tion.
A2 : (i)Yt is periodically strictly stationary, a sufficient condition for this is |αi,1|+ |αi,2| < 1
for i = 1, . . . ,S.
(ii)E(ε2

t )< ∞, for any t ∈ Z.
A3 :θi,0 belongs to the interior Θ◦ ofΘ.
A4 :E(ε6

t ) < ∞, for any t ∈ Z.The first theorem states the strong consistency of the NLSE

θ̂i,m.
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Theorem 1
Under assumptions A1-A2, the nonlinear least squares estimators θ̂i,m are strongly consistent,
i.e. almost surely
θ̂i,m−→θi,0 as m−→∞ The limiting distribution of is given by the following result.
Theorem 2
Under assumptions A1−A4,√

m(θ̂i,m−θi,0)D−→
m−→∞

N
(
03S ,2σ2

i J−1
i

)
,

where Ji = E
(

∂ 2`i,τ (θi,0)

∂θi∂θ ′i

)

is a positive definite matrix. Furthermore, θ̂i,m and θ̂ j,m are asymptotically independent,
i 6= j, i, j = 1, . . . ,S.

4 Simulation results
The asymptotic properties of the NLS estimator are shown by a small simulation study.

We generate time series from the PEXPAR2(1) models with sizes n = 300 and 600.
We consider N = 1000 Monte Carlo replications and report the mean value of NLS es-
timations and their standard deviations. Table 1 gives the estimation for the parameters
θ = (−0.7,0.2,2;0.5,−0.4,1)′. The programs are written in R using the nlm function.

NLSE α1,1 α1,2 γ1 α2,1 α2,2 γ2
n = 300 −0.7005 0.2012 2.0006 0.4975 −0.4013 1.0001

sd 0.0309 0.0307 0.0147 0.0597 0.0586 0.0147
n = 600 −0.7003 0.2000 1.9997 0.4999 −0.3989 0.9995

sd 0.0270 0.0271 0.0142 0.0436 0.0411 0.0144
Table1 : Estimation results for PEXPAR2(1).

From Table 1, we can see that the parameters are well estimated and the standard deviation
decreases when n increases showing that the estimates are consistent.

5 Application
As an example, we fit the model PEXPAR12(1) to the famous monthly Fraser River flow

data by the NLS method, from January 1915 to December 1990. The estimation results of
the parameters are given in Table 2.

i Jan Feb Mar Apr May Jun
αi,1 0.6829 0.8145 0.7652 0.7069 0.1805 0.2368
αi,2 -0.4936 -1.2685 0.2472 2.5652 0.0450 -4.6453
γi 46.6180 242.1705 16.8679 104.7684 27.9312 440.3529
i Jul Aug Sep Oct Nov Dec

αi,1 0.6748 0.7616 0.7066 0.7842 0.7406 0.7369
αi,2 0.9969 -1.4752 1.3841 0.3392 1.5638 1.6418
γi 146.5914 248.9337 153.4060 6.5568 97.6726 153.5859

Table 2 : Parameter estimation of the PEXPAR12 (1) .
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FIGURE 2 – Comparison between the real values and their forecasted values.

In Figure 2, we give a comparison between the real values and their forecasted values for
the last year. Monthly residual variances for restricted PEXPAR12(1) model with γ = 4 and
LSE method and PEXPAR12 (1) with NLS method are comparable as shown in Table 3.

i Jan Feb Mar Apr May Jun
σ2

LSE 0.0268 0.0238 0.0281 0.0850 0.0451 0.0282
σ2

NLS 0.0265 0.0241 0.0280 0.0851 0.0455 0.0273
i Jul Aug Sep Oct Nov Dec

σ2
LSE 0.0258 0.0131 0.0241 0.0363 0.0480 0.0388

σ2
NLS 0.0270 0.0129 0.0237 0.0369 0.0473 0.0388

Table 3 : Monthly residual variances.

6 Conclusion
Given the importance of the PEXPAR model, we were interested to estimate its para-

meters using the NLS method which is clearly a nonlinear optimization procedure involving
all the calculation difficulties specific to this procedure. Our estimators are consistent and
asymptotically normal, the results of the simulations show that we have the asymptotic pro-
perties. In the application we have worked with the Fraser River flow series known for its
nonlinearity and periodicity, the estimated model is competitive. We considered, here, a suf-
ficient condition of strict stationarity but this subject deserves further research.
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Abstract : For the autoregressive model with indexed random coefficients in two dimen-
sions of order (p1, p2) ∈ N2, 2D− RCAR(p1, p2) in short, the authors in [6] obtained
estimates of the unknown parameters and furthermore they showed strong consistency if
the fourth moment of the considered stochastic process exists. In this paper we show that
the maximum likelihood estimates satisfy a central limit theorem, i.e. we prove that the esti-
mates are asymptotically normally distributed.
MSC: 62H11 ; 62H12 ;60B10 ; 60B12 ; 60G50 ;60G60

Keywords : Likelihood Estimates ; 2D-RCAR Models ; Central Limit Theorem ; asymptotic
normality

1 Introduction
In recent years, interest in nonlinear random field models has been growing steadily[1,

2, 3, 4]. This field generates new interesting problems and the results of the research can be
applied in many branches of science such as econometrics, biometry, hydrology, etc. Some
of the models formulated in these disciplines are non-linear, their linear approximations may
lose much of the information, so predictions may suffer from inaccuracy. Indeed, the variability
of a process may depend on the information available. This reality has motivated extensive
research to relax the constant variance assumption imposed by traditional linear models.
Among the proposed models, we focus on autoregressive models whose coefficients are
assumed not to be constant, but subject to random perturbations, called random coefficient
autoregressive models (RCAR).

In our previous work [6], we first developed a Maximum Likelihood Estimation (MLE)
procedure for estimating the unknown parameters of 2D−RCAR(p1, p2). Then, we proved
that the estimates are strongly consistent. In this work, we focus on deriving the Central Limit
Theorem of the Maximum Likelihood Estimates of the Parameters of 2D-RCAR Models.
∗Corresponding Author
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2 Preliminaries & Problem formulation
Two-dimensional indexed random coefficient autoregressive models (2D-RCAR) is a ge-

neralization of 2D-AR models. The introduction of 2D-RCAR models is motivated by the fact
that the fixed coefficients hypothesis for 2D-AR Model is not very realistic. Indeed, the au-
toregressive models with coefficients assumed to be not constant, but subjected to random
perturbations allow accurate handling of the non-homogeneity of a process and ensure a
faithful interpretation of real-valued spatial phenomena.

2D-AR 2D-RCAR
+ Random Coefficient

Bibi. et al [5] realised a well-structured framework for analyzing the 2D−RCAR(p1, p2), (p1, p2)∈
N2 models. Using these models enables us to exploit all the analytical tools and formulate
new results. We borrow the following definition which gives the main analytical features of the
class of 2D−RCAR(p1, p2) models.

Définition 2.1 ([5]). Autoregressive valued random field
{

Xs,t ,(s, t) ∈ Z2
}

defined in
the probability space (Ω,F,P) is called two-dimensional indexed random coefficient
autoregressive model with order (p1, p2) ∈ N2 denoted by 2D−RCAR(p1, p2) if it is a
solution of the following stochastic equation

Xs,t =

p1

∑
i=0

p2

∑
j=0

(i, j)6=(0,0)

(ζ (i, j)+ζs,t(i, j))Xs−i,t− j + εs,t , (s, t) ∈ Z2. (1)

where

(i) The innovation process
{

εs,t ,(s, t) ∈ Z2
}

is an independent and identically distri-
buted (i.i.d) sequence of random fields with mean zero and variance σ2.

(ii) ζ = (ζ (i, j),(i, j) ∈ ℑ)> is a real vector of constants, where for any positive inte-
gers p1, p2,k, l, we define the set

ℑ = {(k, l);0≤ k ≤ p1,0≤ l ≤ p2,(k, l) 6= (0,0)} .
(iii) We suppose that ζ

s,t
= (ζs,t(i, j);(i, j) ∈ ℑ,(s, t) ∈2) is taken with respect to the

lexicographic order. Then the perturbation process (ζ
s,t
,(s, t) ∈2) is a strictly

stationary process of independent vectors of random fields with zero mean and
variance var(ζ

s,t
) = E(ζ

s,t
ζ>s,t) = Λ, independent of

{
εs,t ,(s, t) ∈2

}
.

(iv) The variance of εs,t , σ2 ≥ c1 > 0 , while the smallest eigenvalue of Λ is bounded
below by c2, where c1 and c2 > 0 are both arbitrarily small

Let Wst = Km2−1vec(Ys,t−1Y>s,t−1), where Ys,t−1 = (Xk,l ;(1,1)≤ (k, l) < (m,m))>.

3 Maximum Likelihood Estimates of the Parameters of
2D-RCAR

In order to be able to use nonlinear random field models in practice, it is necessary to
be able to fit the models to the data and to estimate the unknown parameters. The computa-
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tional procedure used to determine the unknown parameters of the process (1) is based on
the optimization of the likelihood function which, under certain conditions, is shown to give
strongly consistent estimates of the true parameters. Model (1) may be rewritten in the form
of autoregressive process as :

Xs,t = ζ>Ys,t−1 +us,t , (2)

where us,t is the residual function defined as us,t = ζ
s,t

Ys,t−1 + εs,t , with E(us,t |Fs,t) =

Ys,t−1E(ζ
s,t
)+E(εs,t) = 0. Since ζ

s,t
and εs,t are independent of the σ−field Fs,t and Xs,t

is Fst -measurable. From the structure of the model (1), we have

E(Xs,t |Fs,t) = ζ>Ys,t−1 and E
(
u2

s,t |Fs,t
)
= σ2 +Γ>Ws,t , Γ = vech(Λ). (3)

3.1 Construction of the Maximum Likelihood Estimates
Given a sample

(
Xk,l ;k = 1, ...,m; l = 1, ...,m

)
of size m2 from the random field {Xs,t}

generated by the model (1) which is strictly stationary Fs,t -measurable satisfying conditions
(i) and (iv). To avoid cumbersome notations we put λ = m2. The purpose is to obtain the
likelihood function conditional on the values {Xs,t ;1− p1 < s≤ 0,1− p2 < t ≤ 0}, as if we
were assuming the joint normality of εs,t and ζs,t .

So that the derivation of the maximum likelihood estimates to be clear, we use the follo-
wing step-by-step estimation procedure.
Step 1 : given As−q1,t−q2 ∈ Fs,t , let f (Xs,t , ...,Xs−q1,t−q2 |As−q1,t−q2+1) denotes the density
of Xs,t , ...,Xs−q1,t−q2+1. Hence, it follows from (3) that

fmm{X11, ...,Xm,m|X0,1, . . . ,X1−p1,1−p2}=
m

∏
s=1

m

∏
t=1

f (Xs,t |X0,1, . . . ,X1−p1,1−p2)

= (2π)−
λ
2

m

∏
s=1

m

∏
t=1

(σ2 +ΓWs,t)
− 1

2 × exp

{
−1

2
(Xs,t −ζ>Ys,t−1)

2

σ2 +Γ>Ws,t

}

= L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
,

the resulting L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
is the likelihood function conditional on {X00 . . .X1−p1,1−p2}.

However, instead of the maximization of this latter, it will be more practical and appropriate to

think to the minimization of the monotone function of the likelihood L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
, namely

L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
=−2λ−1 ln

(
L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

))
− ln(2π)

= λ−1
m

∑
s=1

m

∑
t=1

ln(σ2 +Γ>Wst)+λ−1
m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Xs,t −ζ>Ys,t−1)
2

σ2 +Γ>Ws,t
.

It will be seen that the likelihood function to be optimized is nonlinear in the parameters (to
be estimated) so it is necessary to use the following procedure to find the estimates.
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Step 2 : the function L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
is nonlinear in σ2 and Γ and there is no fully de-

fined expression for the estimates ζ̂
mm

, Γ̂mm and σ̂2
mm of ζ , Γ and σ2, respectively, which

minimize L̃mm

(
ζ ,Γ,σ2

)
. Hence, by letting ρ = Γ

σ2 , we may equivalently minimize a func-

tion of ρ alone by concentrating out the parameters ζ and σ2.

L̃mm

(
ζ ,ρ,σ2

)
= ln(σ2)+λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

ln(1+ρ>Ws,t)+σ−2λ−1
m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Xs,t −ζ>Ys,t−1)
2

1+ρ>Ws,t
.

(4)

For fixed ρ , the function L̃mm

(
ζ ,ρ,σ2

)
reaches its minimum at ζ = ζ

mm
(ρ) and σ2 =

σ2
mm(ρ), where

ζ mm(ρ) =

(
λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

Ys,t−1Y>s,t−1

1+ρ>Ws,t

)−1

×λ−1
m

∑
s=1

m

∑
t=1

Xs,tYs,t−1

1+ρ>Ws,t
,

and

σ2
mm(ρ) = λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Xs,t −ζ>mm(ρ)Ys,t−1)
2

1+ρ>Ws,t
.

Finally, the maximum likelihood estimates ζ̂
mm

, Γ̂mm and σ̂2
mm are obtained by calculating

ρ̂mm, where ρ̂mm minimizes the function

L∗mm(ρ) = ln(σ2
mm(ρ))+λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

ln(1+ ρ̂mmWs,t).

The estimates ζ̂
mm

, Γ̂mm and σ2
mm are given by σ̂2

mm = σ2
mm(ρ̂), ζ̂

mm
= ζ

mm
(ρ̂) and

Γ̂mm = σ̂2
mmρ̂mm. Note that for λ large enough, the matrix λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Ys,t−1Y>s,t−1)

1+ρT
mmWs,t

is in-

vertible almost everywhere since it is always positive definite. In the opposite case, if it was
not positive definite, it would exist a non zero (p1× p2− 1)-component vector κ such that
κ>Ys,t−1 = 0 almost everywhere. The procedure above is useful if we use an optimal algo-
rithm which doesn’t require the first and second derivatives of the function L∗mm(ρ). For this
reason, it is better to minimize L̃mm(ζ ,ρ), indeed we have

L̃mm(ζ ,ρ) = inf
σ2

L̃m(ζ ,ρ,σ2)−1

= λ−1
m

∑
s=1

m

∑
t=1

ln(1+ρ>Ws,t)+λ−1 ln

(
m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Xs,t −ζ>Ys,t−1)
2

1+ρ>Ws,t

)
.(5)

Finally, the maximum likelihood estimates ζ̂mm, ρ̂mm and σ̂2
mm are obtained from the following
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equations :

L̃mm(ζ̂ mm
, ρ̂mm) = inf

(ζ>,ρ>)∈Θ
L̃mm(ζ ,ρ);

σ̂2
mm(ρ̂) = λ−1

m

∑
s=1

m

∑
t=1

(Xs,t − ζ̂
mm

Ys,t−1)
2

1+ρ>mmWs,t
;

Γ̂mm = σ̂2
mmρ̂mm,

where the set Θ is the set of all λ 2+3λ
2 dimensional vectors (ζ>,ρ>)>, with ζ and ρ contai-

ning λ and λ 2+λ
2 elements, respectively. It is the set over which L̃mm(ζ mm

,ρmm) is to be
minimized. Note that the same estimates will be obtained by minimizing either function (4)
or (5). Using function (4) is suitable only for optimization algorithms that don’t require the
first and second derivatives. The calculation of the derivatives of the function (4) seems to be
complicated and may lead to some loss of accuracy of the estimation procedure. Therefore
it is better to minimize the function (5) of ζ and ρ .

4 Main results : The Central Limit Theorem
The main contribution of this work is stated in the following theorem where we show that

the maximum likelihood estimates satisfy a central limit theorem. Suppose that the real value
θ0,0 = (ζ>0,0,ρ>0,0)

> and that {Xs,t} strictly stationary, and Fs,t−measurable process

Xs,t satisfying (1) with ζ = ζ
0,0

, σ2 = σ2
0,0 and Γ = Γ0,0

For a strictly stationary, and Fs,t−measurable process Xs,t satisfying (1), under assump-

tions (i), (iv). Then λ
1
2 (θ̂mm− θ00) has a limiting normal distribution with mean zero and

covariance matrix H−1JH−1. if ζ
s,t

and εs,t are jointly normal, the covariance matrix reduces

to 2H−1 Where

H =




H11
... H12

... H13
. . . . . . . . . . . .

H>12
... H22

... H23

. . .
... . . . . . . . . .

H>13
... H>23

... H33




, J =




J11
... J12

... J13
. . . . . . . . . . . .

J>12
... J22

... J23

. . .
... . . . . . . . . .

J>13
... J>23

... J33
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H11 = 2E
[(

E
(
u2

00,st |Fs,t
))−1

Ys,t−1Y>s,t−1

]
;

H12 = 2E
{

E [u00,st | Fs,t ]
(
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−2

Ys,t−1W>st
}
= 0;

H13 = 2E
{

E [u00,st | Fs,t ]
(
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−2

Ys,t−1

}
= 0;

H22 = E
{(

E
(
u2

00,st |Fs,t
))−2

Ws,tW t
s,t

}
;

H23 = E
{(

E
(
u2

00,st |Fs,t
))−2

Ws,t

}
;

H23 = E
{(

E
(
u2

00,st |Fs,t
))−2

}
;

J11 = 4E
{

Ws,tW t
s,t
(
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−1

}
;

J12 = 2E
{

u3
00,st

(
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−3

Ys,t−1W t
s,t

}
;

J13 = 2E
{

u3
00,st

(
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−3

Ys,t−1

}
;

J22 = 2E
{(

u2
00,st −σ2

00 +Γ>00W00,st

)2 (
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−4

Ws,tW t
s,t

}
;

J23 = 2E
{(

u2
00,st −σ2

00 +Γ>00W00,st

)2 (
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−4

}
;

J33 = 2E
{(

u2
00,st −σ2

00 +Γ>00W00,st

)2 (
E
(
u2

00,st |Fs,t
))−4

}
;

5 Conclusion
In this paper, we have presented new original theoretical results on estimation in non-

linear random field models. We focus on a two-dimensionally indexed random coefficients
autoregressive model with order (p1, p2) ∈ N2, 2D− RCAR(p1, p2) for short. We have
shown that the maximum likelihood estimates satisfy a central limit theorem, i.e. we proved
that the estimates are asymptotically normally distributed.
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Abstract : We propose a novel class of count time series models, the mixed Poisson
integer-valued stochastic volatility models. The proposed specification, which can be consi-
dered as an integer-valued analogue of the discrete-time stochastic volatility model, encom-
passes a wide range of conditional distributions of counts. We study its probabilistic struc-
ture and develop an easily adaptable Markov chain Monte Carlo algorithm, based on the
Griddy-Gibbs approach that can accommodate any conditional distribution that belongs to
that class. We demonstrate that by considering the cases of Poisson and negative binomial
distributions. The methodology is applied to simulated and real data.
MSC: C00, C10, C11, C13, C22

Keywords : Griddy-Gibbs, Markov chain Monte Carlo, mixed Poisson parameter-driven mo-
dels, stochastic volatility.

1 Introduction
Many count time series models are often related to the Poisson process with a given

parametric intensity. Following the general terminology by Cox (1981), these models can be
classified into observation-driven and parameter-driven, depending on whether the depen-
dence structure of counts is induced by an observed or a latent process, respectively.

The literature on time series of counts has put forward parameter-driven models, which
do not consider a dynamic equation for the latent intensity parameter (Zeger, 1998 ; Davis
et al., 1999, 2000 ; Hay and Pettitt, 2001 ; Davis and Wu, 2009) and unobserved intensity
models, that is, parameter driven models with a dynamic specification for the intensity pa-
rameter (Davis and Rodriguez-Yam, 2005 ; Jung et al., 2006 ; Sorensen, 2019). In the first
case, the parameter-driven models are constructed based on a particular conditional distri-
bution of counts (Poisson, negative binomial, integer-valued exponential family), given some
covariates and an intensity parameter.

In the second case of unobserved intensity models, an autoregressive process (without
an intercept), driven by Gaussian innovations, is assigned to a latent multiplicative or additive
component of the intensity equation. Yet, all the previous research on unobserved intensity
models is restricted solely to the Poisson distribution with an exponential conditional mean
(which is usually a function of covariates as well). In addition, the probabilistic properties of
(Poisson-based) unobserved intensity models have not been studied so far. As such, the ex-
tant literature lacks a general framework for modeling, estimating and studying the theoretical
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properties of unobserved intensity count time series models. The present paper aspires to fill
these gaps.

We propose a broad class of unobserved intensity models for count data, the mixed
Poisson integervalued stochastic volatility (INSV) models. This class of models encompasses
a large number of conditional distributions of counts and is formulated by considering a mixed
Poisson process (Mikosch, 2009), for which the logarithm of the latent conditional mean
parameter (intensity) follows a first-order (drifted) autoregressive model, which in turn, is
driven by independent and identically (not necessarily Gaussian) distributed innovations.

Although we focus on the mixed Poisson INSV model, we show that the present frame-
work can be easily generalized to account for different stochastic processes that are all ba-
sed on the general INSV model. Different stochastic processes lead to different INSV -type
models that correspond to different families of conditional distributions (e.g, the exponen-
tial family). These distributions do not necessarily belong to the class of the mixed Poisson
INSV process. The mixed Poisson INSV model can be considered as the integer-valued
analogue of the stochastic volatility model (Taylor, 1986) for real-valued time series ; hence
the term ”integer-valued stochastic volatility”. As we explain, though, in more detail in Section
2, this term is somewhat a misnomer. Furthermore, since the INSV processes can be seen
as flexible alternatives to the INGARCH processes (see, for example, Christou and Fokia-
nos (2014)), the present work also complements the count time series literature on observed
intensity models.

We study the probabilistic path properties of the mixed Poisson INSV model, such as
ergodicity, mixing, covariance structure and existence of moments. Moreover, by construc-
tion, the proposed model leads to an intractable likelihood function, as it depends on high-
dimensional integrals. Yet, conditional of the intensity parameter, the likelihood function has
a closed form and parameter estimation can be achieved by MCMC methods. The proposed
posterior sampler can be easily modified to accommodate any conditional distribution that
belongs to the family of the mixed Poisson INSV process (or of any INSV-type process). To
demonstrate that, we consider two specific cases of the mixed Poisson INSV specification,
the Poisson INSV model (P-INSV) and the negative binomial INSV model (NB-INSV). For
both models, the parameters of the autoregression are assigned conjugate priors and are
updated from well-defined conditional posterior distributions.

The only difficult updating steps concern the vector of unobserved intensities in both mo-
dels and the dispersion parameter in the negative binomial case. Since the joint conditional
posterior of the latent intensities is of unknown form, we adopt the Griddy-Gibbs technique
(Ritter and Tanner, 1992) and sample them one at a time (element-by-element updating), in
the spirit of Jacquier et al., (1994). The same technique is used for sampling the dispersion
parameter of the negative binomial INSV model. For the negative binomial case, a modified
scale mixture representation, in the spirit of Jacquier et al, (2004), is also used to improve effi-
ciency. Model selection is conducted using the Deviance Information Criterion (Spiegelhalter
et al., 2002).

We carry out a simulation study in order to evaluate the performance of our Bayesian me-
thodology. To empirically illustrate its usefulness, we implement it to financial and health data.
In particular, we exploit the transaction data used by Fokianos et al., (2009) and the Zeger
(1988)’s poliomyelitis data. Both data sets have been widely used in the past in the context
of count data models. Although no covariates are considered in our analysis, the specified
drifted autoregressive latent process not only adds serial dependence and overdispersion to
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the proposed model, but can also be viewed as a proxy for unknown/unavailable covariates
(Davis and Wu, 2009).

2 Representation of the model
Consider the unknown real parameters φ0 and φ1 and an independent and identically

distributed (i.i.d) latent sequence {et , t ∈ Z} with mean zero and unit variance. Let also
{Zt , t ∈ Z} be an i.i.d sequence of positive random variables with unit mean and variance
ρ2 ≥ 0 and {Nt(.), t ∈ Z} be an i.i.d sequence of homogeneous Poisson processes with
unit intensity. The sequences {et , t ∈ Z}, {Zt , t ∈ Z} and {Nt(.), t ∈ Z} are assumed to
be independent.

A mixed Poisson integer-valued stochastic volatility (INSV) model is an observable integer-
valued stochastic process {Yt , t ∈ Z} given by the following equation

Yt = Nt (Ztλt) (1)

where the logarithm of the intensity λt > 0 (latent mean process) follows a first-order
autoregression driven by φ0,φ1 and {et , t ∈ Z}, that is,

log(λt) = φ0 +φ1 log(λt−1)+σet , t ∈ Z (2)

with σ > 0. The model (1)-(2) is novel and enlarges the existing framework of unobserved
intensity models. The family of processes represented by (1) is known as mixed Poisson
process with mixing variable Zt (Mikosch, 2009). Depending on the law of Zt , this class of
models offers a wide range of conditional distributions for Yt given λt .

3 Bayesian inference via Griddy-Gibbs sampling
In this section we propose Bayesian Griddy-Gibbs (BGG) samplers for two cases of

the mixed Poisson INSV model, assuming that the distribution of the innovation in the log-
intensity equation is Gaussian. The first case refers to the Poisson INSV model for which
ρ2 = 0, so the parameter vector to be estimated is θ =

(
φ ′,σ2

)′
, where φ = (φ0,φ1)

′.
The second case refers to the negative binomial INSV model, corresponding to Zt ∼

G
(
ρ−2,ρ−2

)
, with ρ2 > 0. The vector of parameters to be estimated is now θ =

(
φ ′,τ,σ2

)′
,

where τ = ρ−2( the dispersion parameter).

4 Simulation study and empirical examples
We assess the performance of the proposed Bayesian methodology on simulated mixed

Poisson INSV series with Gaussian innovations for the log-intensity equation. In particular,
we consider two cases of the mixed Poisson INSV model ; the P-INSV model and the NB-
INSV model. To illustrate the Bayesian methodology of this paper, we apply the P-INSV and
NB-INSV models to a transaction data set that has been widely used by the relevant empirical
literature.
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Résumé La détection des valeurs aberrantes et leurs localisations est une étape principale
dans plusieurs projets d’exploration des données pour obtenir une analyse cohérente. Le
but de notre travail est de proposer un nouveau test de détection des valeurs aberrantes en
s’inspirant du test proposé par De alba et Van Ryzin [1] pour détecter les valeurs aberrantes
dans un échantillon Gaussien qui provient du changement de variance (dilatation de la
variance).

Mots clés : Bayésien empirique ; échantillon Gaussien ; puissance ; test ; valeurs aberrantes.

1 Introduction
L’approche Bayésienne empirique a été introduite par Robbins [5]. Elle est un mélange

de l’inférence Bayésienne et fréquentiste. Elle représente une approche pour rectifier l’in-
certitude concernant la loi a priori. Les estimateurs associés sont basés sur la formule de
Bayes mais en partant, comme en statistique classique, des données observées, via la loi a
posteriori. Plusieurs travaux ont été publiés sur cette approche, tel que l’article de De alba et
Van Ryzin [1] qui ont proposé l’approche Bayésienne empirique pour la détection des valeurs
aberrantes. Ce probléme de détectiona pris une importance non négligeable dans l’inférence
statistique. Mais bien que l’identification des outliers ait fait l’objet de plusieurs recherches,
la définition de ces valeurs ou anomalies reste imprécise. Hawkins [3] définit les valeurs
aberrantes comme des observations qui s’écartent tellement des autres observations qu’elle
suscite la suspicion qu’elle ait été générée par un mécanisme différent.

La méthode Bayésienne empirique est utilisée pour l’estimation des paramètres d’une
loi lorsque les observations sont des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées qui suivent cette loi. On peut mentionner que cette technique n’est pas une méthode
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Bayésienne pure car elle fait appel à des approximations fréquentistes dans le cas oú l’infor-
mation a priori n’est pas disponible ou insuffisante. Cependant un résultat montre qu’on peut
obtenir des résultats asymptotiquement équivalents à ceux du modéle Bayésien hiérarchique.
L’analyse Bayésienne empirique peut être vue comme une bonne combinaison des méthodes
fréquentistes et Bayésiennes.

1.1 Modéle Bayésien
On appelle modèle Bayésien la donnée d’un modèle paramétrique, f (x|θ), et d’une loi

a priori π(θ) sur les paramètres.

Soit la loi des observations f (x|θ) et la densité a priori π(θ), on peut construire :
i) la loi marginale de x,

f (x) =
∫

Θ
f (x|θ)π(θ)dθ

ii) la loi a posteriori de θ , obtenue par formule de Bayes,

π(θ |x) = f (x|θ)π(θ)∫
Θ f (θ |x)π(θ)dθ

∝ f (x|θ)π(θ)

Autrement dit, la loi a posteriori représente une actualisation de l’information a priori au
vu de l’information apportée par les observations.

1.2 Modèle Bayésien hiérarchique
L’un des problèmes d’une approche Bayésienne classique noté par les fréquentistes est

l’incertitude concernant la loi a priori. Une approche qui essaie de rectifier ce problème est
l’analyse Bayésienne hiérarchique qui met des mesures a priori sur les paramètres de la loi
a priori π(θ).

Définition 1.1. [6] Un modèle Bayésien hiérarchique est un modéle statistique Bayé-
sien ( f (x|θ),π(θ)), dans lequel la loi a priori π(θ) est décomposée en plusieurs lois
conditionnelles

π1(θ |θ1), π2(θ1|θ2), . . . , πn(θn−1|θn)

et une loi marginale πn+1(θn) telle que

π(θ) =
∫

Θ1×...×Θn

π1(θ |θ1), π2(θ2|θ1), . . . , πn+1(θn)dθ1 . . .dθn+1

Les paramètres θi sont appelés hyperparamètres de niveau i (1≤ i≤ n).

1.3 Modèle Bayésien empirique
L’estimation Bayésienne empirique peut être vue comme un complément du modèle

hiérarchique ; l’estimation Bayésienne empirique consiste à estimer la densité a posteriori
lorsque les hyperparamètres sont inconnus.
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On considère x̃, un vecteur de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées de vraisemblance f (x|θ) avec θ un vecteur de paramètres inconnus de fonction de
densité g(θ |λ ) et λ un vecteur de paramètres.
Si λ est connu, alors la densité a posteriori de θ est

π(θ |x) = f (x|θ)g(θ |λ )
m(x|λ )

où m(x|λ ) est la distribution marginale

m(x|λ ) =
∫

Θ
f (x|θ)g(θ |λ )dθ

Si λ est inconnu, dans l’approche Bayésienne, on considère la hyperdistribution a priori
de λ , π(λ ) , et nous définissons la distribution a posteriori de θ de la manière suivante :

π(θ |x) =
∫

f (x|θ)g(θ |λ )π(λ )dλ∫ ∫
f (x|θ)g(θ |λ )π(λ )dθdλ

2 Détection des valeurs aberrantes, la procédure de De
alba et Van Ryzin

On considère un échantillon de taille n,(n− k) observations ont été générées par la loi
normale Xr ∼ N(µ,σ2) tandis que les k observations restantes suivent Xr ∼ N(µ,σ2λ )
(λ > 1). Ce modèle peut encore s’écrire mathématiquement :

Xi1 , . . . ,Xi(n−k) ∼ N(µ,σ2)

Xi j ∼ N(µ,σ2λ ) j = n− k+1 . . .n

On considère alors (X1,Λ1), . . .(Xn,Λn) n paires de variables aléatoires réciproquement
indépendantes, où Xr,(r = 1, . . . ,n) est défini sur l’espace échantillonnal χ et Λr(r =
1, . . . ,n) sur l’espace des paramétres Θ. Les Λr,(r = 1, . . . ,n) sont supposés avoir une
distribution a priori G sur Θ commune et la densité conditionnelle de Xr sachant Λr est
fΛr(xr), r = 1, . . . ,n.

La règle Bayésienne empirique pour la rème observation, r = 1, . . . ,n, est donnée par

t(r)n (xr). Si t(r)n (xr) est obtenue pour chaque r = 1, . . . ,n et que son risque relatif à G
est noté par r∗(t(r)n ,G), alors le vecteur, de dimension n, des fonctions de décision, tn =

{t(r)n (xr) r = 1, . . . ,n} est appelé une procédure Bayésienne empirique de décision. Une
telle procédure nous permet alors de décider si chaque observation Xr,(r = 1, . . . ,n) est
une valeur aberrante ou non.

2.1 Description du modèle
On considère n variables aléatoires X1, . . . ,Xn, où pour Λr = λ , les Xr suivent la loi

normale de moyenne µ et de variance σ2λ , Où µ et σ sont supposés connus. Les Λr ont
une distribution a priori G définie comme suit :

P(Λr = 1) = p
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P(Λr = λ0) = 1− p

2.2 L’objectif du test
Tester chaque variable aléatoire Xr si elle est aberrante ou non. C’est à dire tester si
Xr ∼ N(µ,σ2λ0) ou bien Xr ∼ N(µ,σ2) On a donc hypothèses H0 et H1,

H0 : Xr n’est pas une valeur aberrante Xr ∼ N(µ,σ2) H1 : Xr est une valeur aberrante
Xr ∼ N(µ,σ2λ0)

donc pour chaque Xr on a
H0 : Xr ∼ N(µ,σ2) contre H1 :Xr ∼ N(µ,σ2λ0)

2.3 Description du test
Le test de De alba et Van Ryzin est donné dans le théorème suivant :

Théorème 2.1. Soit A = {a0,a1} l’espace des actions avec ai définie comme suit
ai : est décidée en faveur de Hi pour i = 0,1.
Les fonctions pertes sont données par L(a0,1) = L(a1,λ0). On définit une fonction ∆n
comme suit :

∆n(x) = (1− p̂)L(a0,λ0) fλ0(x)− p̂L(a1,1) f0(x)

où fλ (x) est la densité de X quand λr = 1 ou 0 et p̂ = 1
n ∑n

r=1 ξ0Xr tel que

ξ0(Xr) =
λ0σ2−(Xr−µ)2

σ2(λ0−1) .
La régle de décision est tn(Xr) telle que

tn(Xr) =

{
0 Si ∆n(Xr)≥ 0, Xr n′est pas une valeur aberrante
1 Sinon Xr est une valeur aberrante

Avec le logiciel R, nous avons généré tout d’abord un vecteur de λi de taille n et un
échantillon de variables aléatoires de taille n de loi normale N(µ,σ2λi). Nous calculons l’es-
timateur symétrique de p pour appliquer le test pour chaque valeur de l’échantillon. D’après
les résultats obtenus, nous remarquons que le test ne détecte pas toutes les valeurs conta-
minées par contre il identifie certaines valeurs non contaminées comme aberrantes.

2.3.1 Les avantages du test proposé par De alba et Van Ryzin.

Ils testent chaque valeur de l’échantillon ce qui permets d’éviter le problème d’effet de
masquage. En outre, contrairement à beaucoup d’autres tests, le test détecte l’outlier sans
connaitre au préalable le lieu de contamination et sans même connaitre le nombre d’ outliers
existants.

2.3.2 Les inconvénients du test proposé par De alba et Van Ryzin.

Le test ne détecte pas toutes les valeurs aberrantes de l’échantillon c’est à dire certaines
valeurs contaminées ne sont pas identifiées pas comme outliers .Par contre, il identifie cer-
taines valeurs comme aberrantes alors qu’ elles ne sont pas contaminées.
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3 Nouveau test de détection des valeurs aberrantes dans
un échantillon Gaussien

3.1 Le modèle
Comme le test de De alba et Van Ryzin, on suppose que dans l’échantillon de taille

n,(n− k) observations ont été générées par la loi normale Xr ∼ N(µ,σ2) tandis que les k
observations restantes suivent Xr ∼ N(µ,σ2λ 2) (λ > 1). Ce modèle peut encore s’écrire
mathématiquement :

xi1 , . . . ,xi(n−k) ∼ N(µ,σ2)

xi j ∼ N(µ,σ2λ 2) j = n− k+1 . . .n

3.2 Description du test
On considère n variables aléatoires X1, . . . ,Xn, oú pour Λr = λ 2, les Xr suivent la loi

normale de moyenne µ et de variance σ2λ 2, où µ et σ sont supposés connus. Et les Λr
ont une distribution a priori G définie de la manière suivante :

P(Λr = 1) = p

P(Λr = λ 2
0 ) = 1− p

Pour chaque Xr, on teste H0 :Xr ∼ N(µ,σ2) vs H1 :Xr ∼ N(µ,σ2λ 2
0 )

La statistique de test.
Notons par S la nouvelle statistique de test définie comme suit,

S(x) = (1− p)α fλ0(x)− pβ f0(x)

telle que fλ (x) resprésente la densité de x quand λr = 1 ou λ 2
0 , et α et β des constantes

positives.

Si S(x)≤ 0 x n′est pas une valeur aberrante
Sinon x est une valeur aberrante .

L’algorithme.
1. Poser Rep le nombre de répétitions, n la taille de l’échantillon, α et β sont des constantes
positives.
2. Générer les λr qui ont une fonction de répartition G définie comme suit

P(Λr = 1) = p

P(Λr = λ 2
0 ) = 1− p

3. Pour Rep = 1, . . . ,n, générer X1, . . . ,Xn qui suivent la loi Xr ∼ N(µ,σ2λ 2
r )

4. Calculer
S(x) = (1− p)α fλ0(x)− pβ f0(x)

5. Calculer la probabilité p1 = p(S(x)> 0)
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3.3 Etude de simulation
Dans ce qui suit, nous allons appliquer l’algorithme cité ci dessus. Nous générons un

échantillon de taille n = 30 de variables aléatoires Gaussiennes de moyenne µ = 0 et de
variance σ2, nous considérons p = 0.8, α = 7 et β = 0.09, afin de calculer la probabilité
p1. Deux cas sont considérés ; λ0 = 4

λr 1 1 1 1 1 4 1 1 1 1 4 1 1 1 1
p1 0.0546 0.0531 0.0505 0.0545 0.0542 0.3402 0.0536 0.0553 0.0541 0.0516 0.3362 0.0589 0.0565 0.0537 0.0499

λr 1 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1 1 1 1
p1 0.0545 0.0553 0.0541 0.0547 0.3289 0.0539 0.0589 0.0495 0.3396 0.0567 0.0542 0.0498 0.0570 0.0560 0.0545

λ0 = 10

λr 10 1 10 1 1 1 1 10 1 1 1 10 1 1 1
p1 0.5233 0.0421 0.5310 0.0391 0.0417 0.0410 0.0419 0.5217 0.0427 0.0416 0.0455 0.5212 0.0399 0.0406 0.0410

λr 1 10 1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 10 1 10
p1 0.0465 0.5199 0.0421 0.0423 0.0403 0.0423 0.0450 0.0392 0.0413 0.0416 0.5263 0.0465 0.5213 0.0423 0.5264

3.3.1 Interprétations des tables

Nous remarquons que lorsque λ = 1 la probabilité p1, que nous considérerons comme
une puissance, est très proche de 0.05. Par contre si λ = λ0 > 1 alors p1 > 0.05, plus λ0
augmente et plus la valeur de p1 croit, p1 tend à converger vers 1.

4 Comparaison des procédures de détection
Pour mesurer la performance du nouveau test proposé, trois procédures de détection

des valeurs aberrantes vont maintenant être comparées en termes de capacité à détecter
une seule valeur aberrante.
La comparaison des performances des différentes règles de détection des valeurs aber-
rantes est donnée dans le tableau suivant. Afin de rendre la comparaison équitable, nous
avons adapté la procédure de notre test aux deux autres procédures. Les procédures de
détection des valeurs aberrantes considérées sont les suivantes :
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• Le test proposé par Ferguson (1961a) [4]

b = n

n

∑
i=1

(Xi−X)4

(
n

∑
i=1

(Xi−X)2

)2

• Le test du rapport de maximum de vraisemblance proposé par Barnett et
Lewis [2]

MLR = max
( |X(n)−µ|

s(µ)
,
|µ−X(1)|

s(µ)

)

où s2(µ) =

n

∑
i=1

(Xi−µ)2

n , X(n) = max(Xi), X(1) = min(Xi)
Le graphe au-dessous représente les courbes des puissance des 3 tests
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λ Puissance des 3 tests
b MLR S

1.0 0.0500 0.0470 0.0000
1.2 0.0489 0.0495 0.0647
1.4 0.0578 0.0585 0.1642
1.6 0.0714 0.0717 0.2499
1.7 0.0764 0.0795 0.2773
1.9 0.1091 0.1106 0.3362
2.0 0.1104 0.1118 0.3592
2.2 0.1387 0.1419 0.3910
2.4 0.1693 0.1774 0.4333
3.0 0.2526 0.2627 0.5114
4.0 0.3878 0.4024 0.6105
5.0 0.4789 0.4919 0.6711
6.0 0.5620 0.5726 0.7169
7.0 0.6109 0.6198 0.7376
8.0 0.6636 0.6719 0.7762
10.0 0.7273 0.7332 0.8097
15.0 0.8080 0.8117 0.8608
20.0 0.8588 0.8648 0.8930
25.0 0.8853 0.8875 0.9107
30.0 0.9088 0.9120 0.9258

4.1 Les avantages de la statistique de test S

Comme avec le test de De alba et Van Ryzin, notre statistique teste chaque valeur de
l’échantillon ce qui permet d’éviter le problème d’effet de masquage. En outre, contrairement
aux autres tests, notre test détecte l’outlier sans connaitre au préalable le lieu de contamina-
tion et sans connaitre le nombre d’outliers existants.
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5 Conclusion
Dans notre travail, nous avons évoqué le test Bayésien empirique de De alba et Van

Ryzin qui permet la détection de valeurs aberrantes dans un échantillon Gaussien où peut
survenir une dilatation de la variance. Par la suite, nous avons proposé un nouveau test en
nous inspirant du test précédent, et en l’appliquant avec une approche classique.
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Résumé Le clustering des séries temporelles nous met face à deux grandes
problématiques : le choix d’une mesure de comparaison des séquences à analyser d’une
part et le choix d’un algorithme de groupement des séries temporelles d’autre part. Un choix
efficace de ces deux paramètres permet d’assurer une bonne qualité des partitions obte-
nues. L’algorithme proposé dans ce papier pour le block clustering fournit une double parti-
tion des données, il détecte des groupes ignorés par une simple partition sur les variables.
De plus il permet d’exclure les blocs intégralement homogènes, ce qui peut se révéler très
utile sur des données de taille importante en particulier sur des séries temporelles.

Mots clés : Séries temporelles, Block clustering , mesure de dissimilarité.

1 Introduction
Dans le domaine du clustering, bien que la plupart des méthodes utilisées cherchent à

construire des partitions soit sur l’ensemble des objets soit sur celui des variables séparément,
il existe d’autres méthodes du clustering croisé qui considèrent simultanément les deux en-
sembles. Comparé au clustering classique, en ne privilégiant pas un ensemble sur un autre le
clustering croisé est plus efficace pour découvrir des blocs homogènes dans une matrice de
données. Ces dernières années, cette approche a suscité un grand intérêt dans différentes
communautés scientifiques et dans des domaines variés tels que la fouille de données tex-
tuelles, l’analyse des habitudes de consommation, les systèmes de recommandation et la
bioinformatique. Dans ce dernier, l’analyse de données transcriptomiques décrivant les ex-
pressions de gènes à travers différentes conditions expérimentales, le clustering croisé per-
met d’identifier des sous-ensembles de gènes co-exprimés uniquement à travers un sous-
ensemble de conditions. Il a d’ailleurs été l’objet d’un challenge : la société Netix, dont l’un
des objectifs était de réussir à classer simultanément les utilisateurs de cette société de lo-
cation de dvd et les lms [1].
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TABLE 1 – Tableau 1

1 . . . j . . . p
1 X1

1 . . . X j
1 . . . X p

1
...

...
. . .

...
. . .

...
i X1

i . . . X j
i . . . X p

i
...

...
. . .

...
. . .

...
n X1

n . . . X j
n . . . X p

n

Différentes approches existent, celles-ci diffèrent dans le type et la structure des blocs re-
cherchés. On distingue le clustering croisé par blocs, le clustering croisé imbriqué et le clus-
tering croisé avec chevauchement. Dans la suite de notre travail, nous nous concentrerons
sur le clustering croisé par blocs ou simplement le block clustering [5].

2 Block clustering
L’objectif de la méthode du block clustering est la recherche d’un couple de partitions,

l’une sur les individus (les lignes du tableau étudié), l’autre sur les variables (colonnes),
tel que la perte d’information due au regroupement soit minimale ; c’est-à-dire telle que la
différence entre l’information apportée par le tableau initial et celle apportée par le tableau
obtenu après regroupement soit minimale.

Soit I un ensemble de n individus décrits par variables. Les données sont rangées dans un
tableau de description (Tableau 1) à n lignes et p colonnes, X = (X j

i )1≤i≤n,1≤ j≤p

– X j
i est la valeur prise par l’individu i pour la variable j

– I est un sous ensemble fini contenant n individus.
– J est un sous ensemble fini contenant p variables.
– P = (P1 . . . ,PK) représente une partition de I en K clusters. Q = (Q1 . . . ,QM)

représente une partition de J en M clusters.
– L = {(λ m

k ),k = 1, . . . ,K et m = 1, . . . ,M} , l’ensemble des noyaux (dans notre
cas des représentants), ces noyaux seront associés aux partitions des deux ensembles
I et J.

2.1 Le problème posé
Il s’agit de trouver une partition P = (P1 . . . ,PK) I en K clusters, une partition Q =

(Q1 . . . ,QM) de J en M clusters et un ensemble L des représentants à partir d’un tableau
de données, tel que le critère d’inertie intra-cluster suivant soit minimum.

W (P×Q,L) =
K

∑
k=1

M

∑
m=1

∑
i∈Pk

∑
j∈Qm

D(X j
i ,λ

m
k )
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– D Représente la mesure de dissimilarité utilisée pour classer les données.
– λ m

k Représentant du block de clusters Pk×Qm.
P×Q = {Pk×Qm,k = 1, . . . ,K et m = 1, . . . ,M}
Pk×Qm = {X j

i , i ∈ Pk, j ∈ Qm}

3 L’algorithme proposé
L’algorithme utilisé est le suivant : partant d’un élément (P×Q,L) initial, on fixe Q et on

cherche à améliorer P et L, puis on fixe P et on cherche à améliorer Q et L ; on construit
ainsi une suite (P(n),Q(n),L(n)) qui fait décroitre le critère W . L’algorithme est donc construit
à partir de deux étapes intermédiaires que nous allons préciser.

3.1 Étapes intermédiaires
Soit P et Q un couple de partitions et L le représentant. Fixons Q et cherchons à

améliorer la partition P et le représentant L, c’est-à-dire cherchons une partition P′ et un
représentant L′ tels que : W (P×Q,L)>W (P′×Q,L′).
On peut écrire

W (P×Q,L) =
K

∑
k=1

∑
i∈Pk

( M

∑
m=1

∑
j∈Qm

D(X j
i ,λ

m
k )
)

Considérons l’algorithme des Nuées Dynamiques [3] suivant :

Cette fois-ci le tableau de données est défini comme suit :
– X j

i est une série temporelle correspondant à l’individu i et la variable j.
– I est un sous ensemble fini contenant n séries temporelles.
– J est un sous ensemble fini contenant p séries temporelles.

On notera L l’ensemble des séries λ m
k qui définissent l’ensemble des représentants précédents.

-La mesure D utilisée pour mesurer la proximité entre deux séries temporelles R et C est la
mesure Multiscale Dynamic Time Warping (IMs-DTW) [2] définie comme suit :

DIMS−DTW (R,C) =

√
2

h+h′ ∑
(i, j)∈CH

(ri− c j)2

R = (r1, . . . ,ri, . . . ,rh) et C = (c1, . . . ,c j, . . . ,ch′)
– h et h′ représentent respectivement les longueurs des séries temporelles R et C.
– CH représente le path retenu ou le chemin retenu[4].

Le critère W s’écrit alors de la manière suivante :

W (P×Q,L) =
K

∑
k=1

∑
i∈Pk

( M

∑
m=1

∑
j∈Qm

√
2

len(X j
i )+ len(λ m

k )
∑

(d,l)∈CH
((X j

i )d− (λ m
k )l)2

)

– len(X j
i ) et len(λ m

k ) représentent respectivement les longueurs des séries tempo-

relles X j
i et λ m

k .

1≤ d ≤ len(X j
i ) et 1≤ l ≤ len(λ m

k )
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– CH représente le path retenu [4].
Le critère habituel de la méthode des Nuées Dynamiques défini à partir des éléments que
l’on vient de donner est alors la fonction W (P×Q,L) que l’on cherche à optimiser. Il suffit
de préciser ce que deviennent les fonctions f et h d’affectations et g de représentation.

3.2 Fonctions d’affectations f et h (recherche des clusters) et fonc-
tion de représentation g (recherche des représentants) :

Le tableau de données est le tableau X(I,Q) défini par les Xm
i :

Xm
i = ∑

j∈Qm
X j

i

Les individus sont en lignes et les variables en colonnes. On a donc un ensemble de n séries
temporelles et M variables (séries). La mesure associée à ce nouveau tableau X(I,Q) est
définie par DIMS−DTW (Xm

i ,λ m
k ), la fonction d’affectation f range alors chaque individu en

ligne dans le cluster ayant le représentant le plus proche au sens de la mesure IMs-DTW, en
minimisant la quantité :

M

∑
m=1

DIMS−DTW (Xm
i ,λ m

k )

.
Dans la pratique à Q fixée, on obtient donc M matrices de dissimilarités [6] des individus
par rapport à chaque cluster Qm, on regroupe ces M matrices de dissimilarités pour obtenir
la matrice finale de dissimilarités des n individus décrits par les M variables, cette dernière
permet d’obtenir une nouvelle partition des individus.

De manière symétrique à P fixée, on peut améliorer la partition Q, en calculant K matrices
de dissimilarités des P variables sur les K représentants (λ1,λ2, . . . ,λk, . . . ,λK) puis on
regroupe ces K matrices pour obtenir la matrice finale (P variables décrites par K individus),
cette dernière permet d’améliorer la partition Q des variables.

Quant à la fonction de représentation g, les représentants λ m
k sont obtenus en sélectionnant

à chaque fois le couple (k,m) correspondant au croisement du kème représentant en ligne
avec le mème représentant en colonne.

3.3 Convergence de l’algorithme
L’algorithme est le suivant : A partir d’un triplet (P(0),Q(0),L(0)) on applique alternative-

ment les deux étapes intermédiaires ; on définit ainsi une suite (P(n),Q(n),L(n)) qui vérifie :

W (P(0)×Q(0),L(0))≥W (P(1)×Q(1),L(1))≥ ·· · ≥W (P(n)×Q(n),L(n))≥ . . .

On peut établir à partir de là les propriétés de convergence habituelles. La suite (P(n),Q(n),L(n))
est stationnaire et la valeur du critère associé W (P(n)×Q(n),L(n)) décroit strictement jus-
qu’à la stationnarité. On obtient ainsi une solution localement optimale qui dépend de l’élément
de départ choisi. De plus on a proposé qu’à chaque étape le noyau L(n) utilisé est ob-
tenu en sélectionnant à chaque fois le couple (k,m) correspondant au croisement du kème
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représentant en ligne avec le mème représentant en colonne. On utilise cette propriété pour
simplifier la détermination de l’élément (P(n)×Q(n),L(n)) : il suffit en effet d’avoir un couple
(P(0)×Q(0)), le noyau L(0) est alors construit à partir de ces partitions.
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Abstract : In this paper, we propose a new trust management solution for Intelligent trans-
portation Systems that evaluate the truthfulness degree of a message. Our solution is the
only one that takes into consideration message and vehicle type to calculate trust and de-
cide whether we trust the message enough to take it into consideration or not. We define
and compute several types of trust along with their reliability to assure that the final trust
value is trustworthy and accurate.

Keywords : Trust management, Intelligent transportation system, Vehicle types, Messages
types

1 Introduction
Intelligent Transportation System (ITS) is an emerging transportation system that makes

use of the advanced technologies that development and research has brought us, such as
advanced sensors, information processing, communication and automatic control systems
as a way to sense and communicate important and up-to date information regarding the sur-
rounding we humans can’t see or acquire when we’re on the road, with the purpose of giving
us a real-time, accurate and efficient transportation management system, that serves as a
safety precautions to navigate and avoid any collision or traffic that could delay us any mo-
ment [1].
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During its activity a vehicle receives several messages, the problem is how to decide if a
message is trustworthy or not.There are several solutions to this problem in the literature,
the works [2] [3] [6] used blockchain which helps assure the safety of the data and bringing
robustness to the structure. The method based on deep learning in paper [7] offers a better
independence from humans to select features, but it requires a lot of computation power and
more data to be as equally or more efficient than the usual neural networks. The fake posi-
tion falsification method used in [8] appears to be super-efficient when it comes to position
falsification type of attacks, but not very useful for any other type of attacks, which makes
it non reliable in other situations and scenarios. The authors of [4] [5] and [9] follow a re-
ward/punishment strategy which shows very good results in encouraging selfish nodes to
adapt cooperative behaviors.
None of the existing solutions takes into consideration the type of vehicle who is sending the
message, or the type of message itself, yet this kind of information is essential to know if the
message is trustworthy. For example, if a police car sends us a message about congestion,
we tend to believe it. It is on this idea that our solution is based. So we propose a confidence
calculation method based on the reputation of a vehicle. We break vehicles and messages
down into several types, and then we look at the lie rates of vehicle types in each message
type.
The rest of this paper is organized as follows. we define the context of our work in the section
2. We present, afterward in Section 3, the proposed solution, In 4 how we plan to evaluate
our proposal through simulations. Finally, Section 5 concludes this paper.

2 Context and assumptions
In an intelligent transportation system, the different nodes send several types of mes-

sage, on congestion, on operational safety, on digital keys and certificates, etc. The problem
that arises is that the various vehicles can send false messages, either to clear the road, to
be elected leader of a group, etc. When a vehicle A send a message M to a vehicle B, B have
to decide if it takes it in consideration or no, so B needs to compute the trust degree of the
message, it is in this perspective that our work fits.
In this paper, we assume that there are central entities which determine whether the mes-
sages are false, true or unclassifiable, this information is then communicated to the RSUs
which are responsible for communicating it to the concerned vehicles.

3 The proposed solution
In this section, we present the necessary steps to calculate the trust degree of message.

When a node A send a message M to a node B, B have to compute the trust degree of
the message M(T ). In order to achieve this, we need to go through different steps and
obtain different values. First, we calculate three types of malice degrees of vehicles : Local
malice degree MD(BinA) which is based on the experience of B with A. Friend based malice
degree FMD(BinA), which is based on the experience with the vehicle A of the vehicles that
B trusts. A global malice degree GMD(inA) which is based on the reputation of the node A
in the network.
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We also take into consideration the message and vehicle type in order to compute these
malice degrees, this information are very useful to obtain a more reliable value.

3.1 Local malice degree
The local malice degree is based on the personal experience that a vehicle has towards

an another vehicle, we only use the messages exchanged between them to compute it value.

MD(BinA) =
LN(BinA)
MN(BinA)

With :
– LN(B in A) : the number of lies in the messages sent from A to B.
– MN(B in A) : the number of messages sent from A to B.

3.2 Friends based malice degree
The friend based malice degree uses the malice degree that the friends of the receiving

vehicle (B) have towards the sending vehicle (A).
The friends of a vehicle are those for which it has a malice degree less than or equal to a
threshold.

May :
– Frds : the friends of the vehicle B.
– MDFrds : the malice degrees that the friends have towards A.
– FrdsMsgNbr : the number of messages that A have sent to each friend of B.
– RC : the reliability coefficient of the malice degree.

The friends based malice degree that B has towards A is :

∀i ∈ [1,Frds] : FMD(BinA) =
∑Frds

i=1 (MDFrdsi ∗RCi)

∑Frds
i=1 (RCi)

3.3 Global malice degree
The global malice degree GMD(inA) is computed the same way as the local malice

degree MD(BinA) but we use all the messages that A has sent to all vehicles and not only
B.

3.4 Final malice degree
To compute the final malice degree, we will use all the above computed type of malice

degrees as the following :

May :
MD(BinA) : the local malice degree
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FMD(BinA) : the f riends based malice degree
GMDinA : the global malice degree
Neutral : the Neutrality (0.5)

And their respective reliability :
RL : the reliability o f the local malice degree
RF : the reliability o f the f riends based malice degree
RG : the reliability o f the global malice degree

The formulas (1) (2) (3) represent the reliability of the new computed trust :
RL×RL +RF × (1−RL) ...(1)
(1)× (1)+RG× (1− (1)) ...(2)
(2)× (2)+0.5× (1− (2)) ...(3)

The formulas (A) (B) (C) represent the final malice degree :
MD(BinA)×RL +FMD(BinA)× (1−RL) = (A)
(A)× (1)+GMD(inA)× (1− (1)) = (B)
(B)× (2)+Neutral× (1− (2)) = (C)

3.5 Message trust degree
The message trust degree is the value attributed to the chosen truth value (lie or truth) of

the message. To compute it, wee first need to have the lie percentage value for the message
type in the lies made.
We have the following statement :

M(T ) = 1− l pi

nbrMT

∑
i=1

l pi.ri = FinalMD(BinA)...(1)

With :
– lpi : the lie probability of each message type for the sender vehicle type.
– ri : the different message ratios for the sender vehicle type.
– FinalMD(B in A) : the final malice degree of the vehicle sender at the current time.
– nbrMT : the number of message types

May lri be the percentage of message type i of the lies made

nbrMT

∑
i=1

lri = 1

nbrMT

∑
i=1

lri.FinalMD(BinA) = FinalMD(BinA)...(2)
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∑nbrMT
i=1 (Lpi.ri) = FinalMD(BinA). . . (1)

∑nbrMT
i=1 (Lri.FinalMD(BinA)) = FinalMD(BinA). . . (2)

} nbrMT

∑
i=1

(Lpi.ri)=
nbrMT

∑
i=1

(lri).FinalMD(BinA)

nbrMT

∑
i=1

(Lpi.ri) =
nbrMT

∑
i=1

(lri).FinalMD(BinA)

Since each lpi defines its respective lri (type wise), we have :

∀i ∈ [1,nbrMT ]/nbrMT ∈ N l pi.ri = lri.FinalMD(BinA)

l pi =
lri.FinalMD(BinA)

ri

=⇒M(T ) = 1− lri.FinalMD(BinA)
ri

4 Simulations
During our researches we came across many data-sets, where most of them were ei-

ther too detailed or poor, as we were unable to find a data-set that could fit both our goal
and needs, we decided to generate our own data-set in order to achieve the abstractions we
wanted to have.
The data-set we generated includes 2 sub-data-sets : 1) Vehicles data-set : a specific num-
ber of vehicles (around 400 to 600) that are going to roam and communicate with nearby
vehicles. 2) Messages data-set : a collection of messages of different types that a vehicle
sends to other vehicles during communications (the size of the data-set can vary from 500000
to 600000 messages).

5 Conclusion
In this paper, trust management in intelligent transportation system is considered. The

main contribution of this paper is a solution based on multiple malice degrees computation
which helps to properly define a reliable trust value, we also used the vehicle and message
type to obtain a more reliable value and also took different alternatives for all the possible
scenarios. In the future work we have to compare the results of our solution to some other
existing solutions.
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Abstract : In this paper, we present a new agent-based resource allocation approach for
Cloud Computing environment. Our objective is to design an allocation strategy that aims
to increase the profit of the resource providers while minimising the loss rate of impatient
clients. To do so, the main entities of our system are defined as agents that interact with each
other in order to deliver the requested cloud services with the required quality of service. In
addition, to deal with impatient clients, we introduce the concept of a VIP treatment that
gives its beneficiary a priority access to service providers. A negotiation protocol is hence
proposed that allows an impatient client to negotiate a VIP treatment in order to be served
as soon as possible. In return, these clients have to pay a premium.

Keywords : Resource Allocation ; Cloud Computing ; Multi-Agent Systems ; Queuing sys-
tems ; Negotiation protocol

1 Introduction
Cloud Computing is a computing paradigm that allows remote access to real-time sca-

lable resources. In cloud computing, resources are often scarce and leased by providers on
demand by the consumers. The cloud has then to avail all the demanded services to end-
users through an efficient resource allocation mechanism that has to be fair between clients
and achieve profits. But due to the dynamic availability of finite resources, and the increasing
demand of cloud end-users, it is very difficult for cloud providers to provide all the reques-
ted services in the given time. This can lead to long waiting times, lower quality of service,
and a significant loss of so-called impatient clients. The proposal of this paper seeks to build
an agent-based model for an efficient distributed resource allocation strategy that prices re-
source usage and maximizes provider profit while limiting the loss of impatient clients. A
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Intelligent Cloud Computing Resource Allocation

negotiation protocol is devised to allow impatient clients to benefit from a VIP treatment for
an additional premium. An impatient client who accepts the deal would not join the queue
and could be served as soon as any of the servers becomes available. However, a client
who does not accept this concept may join a FIFO (First In First Out) queue with a certain
probability or leave the system definitively. The VIP client has a non preemptive priority over
the queued clients.

2 Related Works
Resource allocation in cloud computing is a tremendous challenging problem that has

been extensively studied in several research works. Queuing theory have widely been used
in cloud computing environment. In [6], authors have proposed a cloud architecture that
consists of connecting two serially queues based on the non-preemptive priority discipline.
The aim of this work is to reduce the total waiting time. In [5], authors have considered
a Markovian bulk-service queue for cloud computing architecture to model different types
of customers requesting a public cloud-based service, with the aim of improving quality of
service in terms of waiting time. Furthermore, agent-based cloud computing is an emergent
discipline whose goal is to provide cloud computing solutions built on a set of software agents
that can improve cloud resource utilization and service management. Indeed, autonomous
agents could make clouds more efficient in allocating resources. In [2], a multi-agent system
is proposed to assist in determining the best resources for consumers and to create negotia-
tion method among cloud providers and users for fully exploiting the cloud’s capabilities. In
[1], a distributive approach based on a multi-agent system is proposed for finding trustwor-
thy cloud services and ensuring intelligent cloud service discovery from trusted providers.
In [4], authors have proposed a multi-agent system to improve the resource utilisation by
optimising the resource provisioning. In [3], a new resource allocation model based on an
intelligent multi-agent system and reinforcement learning method is presented to optimize
resource allocation in the cloud. In our model, we propose to couple the two approaches, na-
mely queuing systems for performance evaluation of our proposal and multi-agent systems
for an intelligent resource management.

3 Intelligent Cloud Resource Allocation Framework
In our model, we consider three main roles : cloud clients, the broker and service provi-

ders. In the following, we describe in detail the structure and operation of our model.

3.1 System Model Description
We consider a cloud environment with N servers assumed to be identical and any re-

quest could be served by any idle server. Upon its arrival, a client submit a service request to
the cloud provider. If there is a free server then the client is immediately served. Otherwise,
he is informed about the estimated waiting time to be served and should then choose to join
the queue or leave the system definitively. On the other hand, in order to reduce the loss
rate of impatient clients, a VIP treatment is proposed to them to be given priority over the
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FIGURE 1 – System Model Description

queued clients. However, only one client can benefit from this type of treatment at a time.
The impatient client can either accept or refuse such offer. In the first case, a higher price
is then negotiated and in case of agreement the VIP client will be served as soon as one of
the servers becomes available. Clients in the queue are only able to access servers when
they are available. They may leave after joining the queue without getting the service due to
their impatience and may return as new clients for a VIP offer. The cloud computing environ-
ment studied in this paper appears in Figure 1 where the different possible scenarios that
can occur are illustrated.

3.2 Queuing Model
In this section, we consider an M/M/N/R queue with server failures to model cloud

management under our proposal. In the following, jobs represent the client requests as des-
cribed in the above sections.
Jobs arrive at servers, from different clients independently according to the Poisson distri-
bution of rate λ . The service times for each job are independent and identically distributed
random variables with an exponential distribution with rates µ . There are N number of ser-
vers in the cloud system and the total capacity of the system is R, i.e. the buffer size for
waiting jobs is equal to R−N. If a job arrives at the cloud system and finds at least one of
the servers is free, the work is directly taken over by one of the free servers ; otherwise, if
all the servers are busy and the queue is sufficient to accept incoming work, it can join the
queue with probability p or decide to leave the system with probability (1− p) ( impatient
customer). The arrival of a VIP client is considered as a server failure. Servers are subject to
downtime when free. As soon as a server breaks down, it is immediately sent for repair which
correspond to serving a VIP client. The failures take place according to a Poisson process
with parameter β : The repair time of the servers, has an exponential law α . This modeling
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FIGURE 2 – Multi-agent architecture for resource allocation in cloud computing

is given here to allow the performance evaluation of our proposal and to compare it with the
numerical results of the simulation. It also allows to obtain exact expressions showing the
relation between the various parameters of the system and the performances, thus, to have
the possibility of managing them.

3.3 Multi-Agent Model Architecture
Agent technology is a growing methodology in cloud computing environment. Multi-agent

systems (MAS) are very recommended for the modeling of evolving and open systems that
are dynamically modified. We propose a MAS architecture based on three main roles of
agents : Client agent, Provider Agent and Broker Agent as illustrated in Figure 2. The agents
of our resource allocation model are as follows :
- Client Agent : It represents the human cloud user in the cloud environment. It is respon-
sible for identifying the resources and services demanded by the user and submitting the
resulting request to the Broker Agent. It is also responsible to return allocation results to the
corresponding user.
- Provider Agent : It represents the service provider in the cloud environment. It is respon-
sible for maintaining information on the state of the resource and its characteristics. It is also
responsible for managing the resource (allocation, release). For each physical server, there
is a service provider agent. It keeps the Broker Agent informed about its server’s availability.
- Broker Agent : It is the key entity of our system who supervises the whole allocation pro-
cess. It manages the client waiting queue and tracks the status of resources to keep up to
date the resources directory that stores all information about all physical servers. Its main
role is to process client demands by allocating them the requested resources if they are avai-
lable, otherwise it offers them the choice to wait in the queue or to leave the system. It is
also responsible for initiating a negotiation protocol with impatient clients to discuss a VIP
treatment against a premium to be paid. The broker agent is in permanent interaction with
the other two types of agents in order to ensure an efficient and real time management of the
cloud resources.
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3.3.1 Operation of the Proposed Multi-Agent System

There are several scenarios but for the sake of space we will limit ourselves to the des-
cription of the scenario where the broker agent negotiates a VIP treatment with an impatient
customer. Initially, the cloud client agent sends a request to the broker agent asking for a
service. The broker agent checks the availability of the servers, the number of the waiting
clients and the status of the VIP place. In this scenario, all the servers are occupied, the
queue is not empty and the VIP place is free. The Broker Agent informs the corresponding
client Agent about the situation and lets him choose to join the queue or to negotiate a VIP
treatment. in case the client is impatient and interested in this offer then a negotiation proto-
col is established and a service premium is negotiated. If the negotiation ends successfully
the concerned client joins the VIP slot waiting for the next free server. Otherwise it leaves the
system definitely. With this strategy, we ensure to minimize the loss of impatient customers
while increasing the broker agent profit.

4 Experiment and Results
In order to implement our MAS model, we use JADE platform. Several scenarios were

conducted but the main important one concerns the negotiation protocol between the broker
and an impatient client. Figure 3 illustrates the message exchange between the three types
of agents in our system. It is assumed that all servers are busy, the queue is not empty and
the VIP slot is free. After receiving a REQUEST message from a client agent, the broker
agent replies by an INFORM message to inform him about the waiting time for its service
to be processed. As the waiting time is quite long, the broker agent sends a PROPOSE
message to the client agent to propose him a VIP treatment allowing to be served as soon as
a server becomes free for a premium payment. In this scenario, the client agent accepts the
proposal by sending an ACCEPT message. In another scenario, the client agent may refuse
the proposal by sending a REJECT-PROPOSAL message, deciding either to join the waiting
queue or to leave the system. All the experiment scenarios carried out on JADE platform
indicates that the proposed architecture is feasible and efficient.

5 Conclusion
In this paper, we have presented an intelligent cloud resource allocation framework, ba-

sed on a set of intelligent communicating agents and relying on a negotiation mechanism,
aiming to reduce the loss rate of impatient clients while increasing the profit of the providers
agents. Our contribution involves three types of agents : client agent, broker agent, and provi-
der agent. To implement our system, we used the Java programming language, to design the
human-machine interfaces, and the JADE platform to build the agents. Several experiments
were carried out on Jade platform and the obtained results state that the proposed model is
sound and meets the target objectives. For future works, we intend to improve our proposal
by considering the impatient clients as queuing system with an optimal scheduling algorithm.
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FIGURE 3 – The messages exchange between the three agents of the system in the case
when the server is busy, the queue is not empty and the VIP slot slot is free.
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Abstract : The Orthogonal Frequency Division Multiple Access (OFDMA) technology is
now available in the newest version (ax) of the IEEE 802.11 standard to enable Multi-user
(MU) communications in High Efficiency (HE) Wireless Local Area Networks (WLANs). The
main characteristic of this technology is the division of a single 20 MHz transmission channel
into numerous smaller transmission sub-channels known as Resource Units (RUs), which
will be allocated by the Access Points (AP) to the stations (STAs) that are associated with
it in order to ensure MU OFDMA communications. Because the data are of different sizes
and the RUs are of different types, synchronization of multiple data streams becomes an is-
sue. In this paper we propose an Effective Utilization of Resource Units (EU-RUs) in WLAN
networks-based OFDMA MU transmission technique. In order to use RUs efficiently and
prevent wasting bandwidth, we incorporate data aggregation in the simultaneous transmis-
sion of several data streams, as well as the inclusion of padding bits if necessary. The
performance evaluation of the proposed EU-RUs protocol demonstrates that our protocol
improves the UL throughput as well as it reduces the UL loss rate.

Keywords : High Efficiency WLANs ; IEEE 802.11ax Standard ; OFDMA Transmission Tech-
nique ; Multi-User Communications ; effective utilisation ; Performance Evaluation and Com-
parison.

1 Introduction
802.11ax is a new IEEE standard that was released in 2014 for High Efficiency (HE)

Wireless Local Area Networks (WLANs) with the goal of establishing a large user connection,
enhanced throughput, and effective utilization of radio channel [1]. To deal with intensive
WLAN deployment, the 802.11ax task group has worked hard to improve overall spectrum
efficiency by adopting the physical layer technique of Orthogonal Frequency Division Multiple
Access (OFDMA) [2].

OFDMA is one of the new transmission techniques adopted in the 802.11ax standard
to support MU communications [3]. Its primary premise is to divide a 20 MHz transmission
channel into several sub-carriers ; each set of sub-carriers generates a small sub-channel
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known as Resource Unit (RU). In fact, depending on the type of RUs used, there are multiple
alternative configurations for a 20 MHz transmission channel : 26-RU, 52-RU, 106-RU, and
242-RU [4], which are assigned by the Access Points (AP) to the stations (STAs) connected
with it for transmitting multiple data streams simultaneously [5].

According to the transmission sense of the communication, there are two types of traffic
in MU OFDMA communications : downlink and uplink MU OFDMA. In the first type, the AP
simultaneously sends several data streams to several stations of the same Basic Service Set
(BSS) through different RUs. In the second type, by contrast, several stations simultaneously
send several data streams to the AP on different RUs which are allocated to them [6]. In our
study, we focused on MU OFDMA communication in the uplink sense .

The RUs and data in MU OFDMA transmissions are of different sizes [7], resulting in
differing simultaneous data transmission timings, which creates a synchronization problem.
The challenge then is how to effectively use these allocated RUs during the simultaneous
data transmission.

The remainder of this work is structured as follows : first, we offer a quick description of
some existing studies in the literature, second, we describe our proposition, followed by an
evaluation of the proposal’s performance, and finally, we conclude.

2 Related work
Recently, numerous research involving the combination of OFDMA and Medium Access

Control (MAC) has been done. In [8] the authors propose the OFDMA-based Multiple Access
for IEEE 802.11ax (OMAX) protocol, in which they propose the notion of fast backoff to de-
crease the waiting backoff time inherent in competitive access.The OMAX is based on the
Distributed Coordination Function (DCF) protocol and the enhanced Request To Send/Clear
To Send (RTS/CTS) mechanism for reducing overheads. Despite this, data loss remains
since collisions are unavoidable. In [9] the competition is less increased because it suggests
a hybrid access to gather UpLink (UL) requests, but it makes no modifications in terms of
employing RUs compared to the old protocol.

Among the first protocol which is interested in the use of the different RUs as well as it
considers the variable length of the data, [10] proposes the high throughput RU assignment
scheme (HiTRAS). To allocate the RUs to the different STAs in the UL transmission, it uses
the different RU allocation scheme that composes the 20MHz transmission channel, but to
synchronize the transmission of the different UL data streams, it first proposes the degrada-
tion of the transmission rate, then adds padding bits if necessary, which implies an underuse
of RUs. To ensure quality of service, the authors of [11] suggest a Double Random Access
QoS Oriented OFDMA (DRA-OFDMA) MAC Protocol, this protocol is an improvement of the
OMAX protocol. It works as follows : The first random stage is used to gather UL requests
from all STAs, while the second random stage is reserved for STAs having video data to send
their data through RU-26. Since this protocol it only uses RU-26 for data transmission this
generates a waste of RU not use.
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3 Proposal
In this section, we propose an Effective Utilization of Resource Units (EU-RUs) protocol

for IEEE 802.11ax WLAN networks-based OFDMA Multi-User communications, in order to
efficiently use RUs when transmitting different data streams in UL MU OFDMA communi-
cations. The EU-RUs protocol contains two main phases, which are depicted in Figure 1 :
signaling phase and UL transmission and acknowledgment phase.

During the signaling phase, the AP transmits a Buffer Status Report Poll (BSRP) Trigger
frame (TF) after getting access to the transmission channel to enable the STAs to communi-
cate their request. After SIFS, each STA with non-empty queue randomly chooses a RU-26
and sends it BSR request. The AP then allocates the various RUs to the STAs that success-
fully transmitted their BSRs and sends a TF to notify them.

During the UL transmission phase, the STAs designated in TF simultaneously send their
data streams with data aggregation in order to effectively use their assigned RUs, then they
add padding bits if necessary to synchronize the simultaneous transmission of different data
streams. When the AP receives the various data streams, it acknowledges them with a block
ACK.

FIGURE 1 – EU-RUs protocol

4 Performance evaluation
In this part, we evaluate and compare the proposed EU-RUs protocol’s performance with

that of the HiTRAS protocol. To do this, we track the following performance metrics :
– The UL throughput : it represents the average amount of UL data sent (in Kilobits) per

communication cycle.
– The UL loss rate : it represents the average amount of UL padding bits added (in

Kilobits) per communication cycle.
We used the Matlab programming language to implement the operation rules of the EU-RUs
and HiTRAS protocols in order to get the above-mentioned measurements. We utilized the
parameters indicated in Table 1 as input data to perform the simulations.
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TABLE 1 – Simulation parameters.
Parameter Value Parameter Value

Data Packet PHY rates (Mb/s) 11.8, 23.5, 50, 114.7 Channel Bandwidth 20 MHz
Control Packet PHY rates (Mb/s) 0.9, 1.8, 3.8, 8.6 type of RU 26, 52, 106, 242
Short Inter-Frame Space (SIFS) 16 µs Gard interval 0.8 µs

In figure 2, we compare the UL throughput of the EU-RUs protocol to that of the HiTRAS
protocol based on the number of stations in the network. We note that until 25 STAs in
the network, the UL throughput grows with the number of STAs for both protocols ; after
that, we see a decline in the UL throughput due to a decrease in the number of STAs that
randomly access the channel to submit their UL request. However, because to the use of
data aggregation, our approach still provides higher UL throughput.

FIGURE 2 – UL throughput versus number of stations.

In figure 3, we evaluate the UL loss rate of EU-RUs protocol and compare it with Hi-
TRAS protocol according to the number of stations in the network. We show that the HiTRAS
protocol’s UL loss rate is high and follows the growth of its UL throughput, but our protocol
adds minimal padding bits regardless of network size, which is related to the usage of data
aggregation.

FIGURE 3 – UL loss rate versus number of stations.
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5 Conclusion
In this paper, we focus our contribution on effective utilization of resource units in IEEE

802.11ax WLAN networks-based OFDMA Multi-User communications, since the simulta-
neous transmission of several data streams occurs in OFDMA MU communications through
the various RUs.

In this paper, we have proposed a protocol that uses data aggregation to efficiently use
the RUs during the transmission of the various data streams, then adds the padding bits if
necessary to assure the latter’s synchronization. The performance evaluation of the proposed
EU-RUs protocol demonstrates that our protocol improves the UL throughput as well as it
reduces the UL loss rate compared with those of HiTRAS protocol.
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Abstract : In this paper, we present an approach for assessing the quality of learning
content based on factors affecting its quality. Teachers can examine the quality of their lear-
ning content and then work to improve its quality if it is poor The proposed approach is
included in a system consisting of four main parts : the learning environment, the learning
content analysis manager, the learning content assessment manager, and the visualiza-
tion and intervention manager. Understanding how quality factors affect learning content in
e-learning is essential for success in implementing e-learning. We collected 122 answers
from university professors at the University of 8 May 1945 from Guelma in Algeria, which
applies the e-learning platform based on Moodle. Out of several quality factors for learning
content, we found only 3 (three) significantly affecting the quality of educational content -
the description, the path of presentation, and the information provided. The results show
that working to provide these factors correctly will increase the value of the quality of lear-
ning content and thus improve the quality of the e-learning platform.

Keywords : Quality of learning ; Adaptive Learning ; e-Learning ; Learning content

1 Introduction
Quality is a measure of the evaluation of the product or service provided and the estima-

tion of its degree of deviation from possible defects or deficiencies, and is achieved through a
serious commitment to the criteria that are measured and approved to achieve them. the qua-
lity was defined according to the ISO criterion. ( [1,2]). Educational service is one of the most
important areas of service in the services sector. In this regard, the increase in the quality
of higher education in universities serves the purpose of training learners individually to pro-
vide society with the maximum benefit in their professional field. Considering that e-learning
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is one of the most important services provided to the learner, the product it provides to the
learner is the educational content. The educational content is designed according to specific
criteria and uses technological tools to enhance and interact with the learning process to de-
velop the learner’s skills. The wide spread of e-learning sites has resulted in a large amount
of educational content. It has become difficult for learners to choose the best educational
product, which has led to the concept of evaluating the quality of educational content. Which
led us to ask the research question, what are the factors affecting the quality of educational
content in electronic education platforms ? To answer this question, we conducted this study,
which aims to analyze the perceptions of university professors towards the implementation
of e-learning and evaluate the success of the implementation of e-learning and analysis of
factors that affect the quality of e-learning at the University of 8 May 1945. This paper is orga-
nized as follows. Section 2 presents a review of the literature in the area of learning content
quality. The research methodology is presented in Section 3. The description of the propo-
sed approach is discussed in Section 4. Finally, the conclusion of the article is presented in
Section 5.

2 Literature review
Several studies have shown that learning content can influence the quality of learning if

we take into account the learner’s motivation as a constraint for success. [2] has shown that
the quality of learning content influences learning activity, whether during a course, an exam,
or while studying at home. In general, this research examines the role of learning content in
the training of learners. [3] Also, explains the important role of learning content in cognitive
processes, especially in learning tasks and more specifically in distance learning. Therefore,
many works in the field of learning take into consideration the quality of the learning content.
Baradaran V. & Ghorbani E. (2020) [4] proposed a model to be used to evaluate the qua-
lity of this e-learning service from different perspectives. Based on the students’ views, 44
qualitative variables were detected. The identified variables were confirmed by 13 experts.
From another perspective, Almulhem A.(2020) [5] developed a research model starting from
the Delone and Mclean information systems success model to investigate the effects of qua-
lity and organizational factors on students’ satisfaction with the quality of the online learning
system. Data collected from 250 university students at King Faisal University were examined
using the structural equation modeling technique as a means to validate the research model.
In another context, and in the field of influencing factor analysis, Neni S. & Al. (2020) [6], Feby
AM & Al. (2020) [7], Pham CH & Al. (2020) [8], Shahzad A. & Al. (2020) [9] and Susilowati
H. & Al. (2020) [10] analyze the impact of quality factors in the e-learning service (quality
of information, quality system, and quality of service) on student satisfaction in e-learning
platforms. As for the implementation, Dursun T. & Al. (2013) [11] is interested in applying a
service quality assessment model to an online learning system at the university.

In summary, we can state that :

1. It is important to integrate the concept of quality into learning environments.

2. Several works try to propose e-Learning quality, evaluation models.

3. Several works are interested in the evaluation of e-Learning quality based on learning
content.
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4. Learning content characteristics are often used by others as indicators of e-learning
quality.

For this purpose, we propose a new approach to generate graphical visualizations based
on the data collected from the learning content.

3 Methodology
The purpose of this work is to extract the most influencing factors on the quality of educa-

tional content for e-learning platforms in general. With the extraction of these factors affecting
the quality of educational content, we have the opportunity to raise the value of the quality
of e-learning by adhering to the provision of this group of factors. To test the extent of these
factors, we suggest a distance learning system that will embody these proposed factors.

First, we reviewed the literature on the quality of service in e-learning. We have also had
research on the already proposed quality evaluation criteria that have been proposed to work
to improve quality. After that, we conducted a field study aimed at extracting the views of
university professors about the factors that improve the quality of educational content in the
context of e-learning.

Our work plan in this research was simple :

1. Design a questionnaire containing a set of proposed factors that could affect the quality
of e-learning ;

2. Collect data, the questionnaire was placed online and distributed to all university pro-
fessors ;

3. Analyze the statistical results of the professors’ responses ;

4. Propose a model for measuring the quality of learning content in e-learning systems
by interpreting the research results ;

5. Design a system that adopts this new model to measure the quality of learning content.

3.1 University professors’ perceptions about the factors affecting
the quality of learning content

To collect the opinions of university professors about the quality factors in educational
content, we prepared an online reconnaissance to collect data. While preparing this poll, we
followed the Likert scale guidelines for most of our questions, using accurate and detailed
answers to obtain more reliable answers. This section offers results regarding some interes-
ting questions raised in this poll (Example, see figure. 1).

3.2 Analysis of the statistics obtained
By analyzing the results obtained from this poll between 119 university professors in

various disciplines, we can see the following facts :
– In general, the majority of university professors agree that the evaluation of the quality

of the lesson is through three factors : the results of the student evaluation, the method,
and the learning content ;
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FIGURE 1 – Graphical representation of a question from a questionnaire

– In particular, the majority of university professors unite that the quality of the lesson
depends primarily on the quality of learning content ;

– 61% of professors agree that the language preparation language is fundamental in
assessing the quality of learning content ;

– 44% of professors believe that describing chapter content is very important in asses-
sing the quality of learning content, while 27% believe it is imperative ;

– Regarding the student’s satisfaction at the end of the school year, 43% of professors
agree to some extent, as it reflects the quality of distance learning. In contrast, 25% of
the professors agree ;

– Regarding the student’s interaction rate during the educational process, 49% of pro-
fessors agree to some extent, as it reflects the quality of distance learning, while 34%
of the professors agree.

4 Description of the proposed approach
The main objective of our work is to propose a model for evaluating the quality of learning

content. The data associated with the model are collected implicitly from the learning content
created by the teacher. (See fig 2).

Learning 

Content Quality
Descriptive DataInformation Quality

Presentation of 

Learning Content

To what extent it complemented ?

To what extent is it similar to the 
presentation plan?

To what extent is the information 
provided in the learning content 
relevance, precise and up to date ?

FIGURE 2 – Proposed model for assessing the quality of learning content
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4.1 Descriptive Data of learning content
The system considers that the completeness of descriptive content data is one of the

criteria to measure the quality of this content. It must answer the following question : to
what extent is the descriptive data of the learning content supplemented in the Classes ?
(example : there is a small textual description associated with the course)

4.2 Information quality of learning content
The system considers that the quality of the information provided by the learning content

is one of the criteria to measure the quality of this content, and it must answer the following
questions :

– Relevance of learning content information : To what extent is the information pro-
vided in the learning content relevant to the course ? (example : the frequency of use
of keywords of the course subject in the content)

– Extended precision of learning content information : To what extent is the infor-
mation provided in the learning content precise ? (Example : there are references and
links to check the accuracy of the information).

– Learning content news : To what extent is the information provided in the learning
content up to date ? (Example : the last date of update about the current date).

4.3 Presentation of learning content
The system considers that the learning content presentation method is one of the criteria

to measure the quality of this content. He must answer the following question : to what extent
is the presentation plan for the learning content of the course respected ? (Example : the
number of chapters of the courses is in the identified interval).

4.4 QLC System
In this work, we propose a learning content-based quality assessment approach. This

approach has been integrated into a learning system, called QLC (Quality meter Learning
Content , Fig 3). The latter considers the quality status of the learning content and provides
a visualization on the data associated with the quality of the learning content to improve. Our
system consists of a learning platform and three managers :

– A manager who serves the data of indicators associated with quality criteria from the
learning content model ;

– A quality assessment manager uses the indicators calculated from the first manager to
provide digital values for each criterion and a value on the quality of learning content ;

– A visualization and intervention manager, the latter used the values of the criteria and
quality to generate graphic representations and recommendations to increase quality
value.
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Learning content design analysis manager

Calculator of learning content design quality

Manager of recommendation

E-Learning System E-Learning
Database

QLC 
System

FIGURE 3 – General architecture of our QLC system

5 Conclusion
In this paper, we presented a new approach to examining the quality of learning content.

This method has been applied to a system called QLC (QLC : for Qualitymeter Learning
Content). This system is in the form of an e-learning platform. In the article’s final version, we
will present the design of our learning content quality examination form consisting of a set of
criteria and indicators in addition to calculation and classification methods. This is to define
bad quality learning content on our platform, providing its weaknesses to professors to work
to improve the quality of learning content. In addition, our system was tested by professors
and students of the Department of Economics at Guelma University (Algeria). The results
obtained are very encouraging and promising.
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Abstract : The ability to forecast future Blood Glucose Levels (BGL) will enable Type 1
Diabetes (T1D) patients to take preventive actions against impending and undesired events
like hypoglycemia or hyperglycemia. In this paper, we aim to improve the daily lives of T1D
patients by designing Machine Learning (ML) models for predicting BGL in 15, 30, 45, and
60 minutes Prediction Horizons (PHs). We propose a methodology that consists in avera-
ging BGL predictions obtained by applying two ensemble algorithms : (i) eXtreme Gradient
Boosting Regressor (XGBR) and (ii) Gradient Boosting Regressor (GBR). A dataset crea-
ted in real life (Called OHIOT1DM) is used to train and validate these models. According to
averaging approach results, the outcomes in terms of Root Mean Squared Error (RMSE)
and Clarke Grid Error Analysis (CEGA) are very satisfactory and competitive compared to
previous research that uses real data.

Keywords : Type 1 diabetes ; BGL prediction ; Machine learning ; Ensemble methods.

1 Introduction
The ability to predict accurately Blood Glucose Level (BGL) in a short-term Prediction

Horizon (PH) could improve the health and wellbeing of Type 1 Diabetes (T1D) patients by
enabling them to take preventive actions to keep their BGL in the normal range (70 mg/dl
– 180 mg/dl) [1]. This is particularly useful to avoid unwanted periods of hypoglycemia and
hyperglycemia. However, the task of BGL prediction is not trivial due to several factors. One
can mention the amount of carbohydrates, proteins and fats contained in the meal, daytime,
physical activity, stress, illness and possible nonlinearities in BGL evolution [2].
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Several schemes for BGL prediction have been reported in the literature. These latter
can be roughly divided into three main models : (i) Physiological, (ii) Data-driven, and (iii)
hybrid [3].

The use of ML techniques has proven to be effective for solving complex tasks in health
care and chronic diseases like diabetes [4]. For the BGL forecasting problem, several ML
approaches (Which follow the data driven scheme) have been suggested. One can mention :
Artificial Neural Network [19], Grammatical Evolution [3], and ensemble methods [6].

In this paper, we propose to average BGL predictions obtained by applying two ensemble
algorithms : (i) eXtreme Gradient Boosting Regressor (XGBR) and (ii) Gradient Boosting
Regressor (GBR). The models we are proposing are patient dependent. We use OHIOT1DM
dataset [7] to assess the performance of the proposed methodology.

2 Material and methods

2.1 Data processing
This research relied on the OhioT1DM dataset to assess the performance of the propo-

sed methodology. Information about this dataset can be found in [7]. The OHIOT1DM dataset
features have a heterogeneous nature. The dataset contains features with no fixed sampling
frequency and features with values aggregated every 5 minutes. The first group includes
finger-stick glucose measurements, meal-information, insulin bolus, sleep-information, exer-
cise intensity, time of self-reported stress, time of self-reported hypoglycemic events and time
of self-reported illness. The second group includes Continuous Glucose Monitoring (CGM)
readings, basal insulin rate, HR, galvanic skin response, air and skin temperature, and steps
counter. In addition to the initial features, we created new ones based on CGM signals, in-
sulin pump data, and meal information. Indeed, some of these features were selected based
on the results obtained from feature engineering in previous works [8].

2.2 Prediction model building
Ensemble algorithm is a machine learning paradigm in which two or more single mo-

dels are trained to handle a same problem and then combined to produce more accurate
and reliable predictions. Single models are usually generated from a base learning algorithm
such as neural networks and decision trees. It is demonstrated that ensemble models provide
more accurate results than their constituent models [11]. Ensemble models are built in two
stages. The first one aims at defining constituent models while the second one is devoted to
the choice of combination schemes such as majority voting for classification and averaging
for regression. In this research, our methodology is based on the idea that the combina-
tion of two ensemble models leads to more accurate results than those obtained using a
single ensemble model. This has been demonstrated in the work of [12]. GBR and XGBR
are the ensemble models used in this paper since they have demonstrated their efficacy in
the prediction of blood glucose levels in type 1 diabetes [6, 9]. The combination scheme we
have designed is averaging (we assigned equal importance to each single ensemble model).
According to how constituent models are generated, many ensemble methods have been
proposed. One can mention boosting [13] and bagging [11, 14]. GBR and XGBR belong to
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FIGURE 1 – Comparison between real and predicted BGLs for PH=30 min, in patient
544.

the family of boosting algorithms that aim to convert weak models to strong models. They
train a collection of single models sequentially. They try to add new models that do well com-
pared to the previous models [13, 11, 14]. GBR is a generalization of gradient boosting. It
uses decision tree regressor base learner models. The term “gradient” comes from the use
of gradient descent to solve the minimization problem. XGBR is an efficient and scalable
implementation of gradient boosted decision trees. It is designed to improve computational
speed and performance [15]. In this research, for each PH, we averaged the prediction re-
sults obtained from the GBR-based model and those obtained from the XGBR-based model
as follows.

XGBRmodel(F1,F2, . . . ,Fn)×w1 = P1 (1)

GBRmodel(F1,F2, . . . ,Fn)×w2 = P2 (2)

Average(F1,F2, . . . ,Fn) =
P1 +P2

2
(3)

Where F1, . . . ,Fn are the features values, P1 and P2 are the predicted values, w1 is the
weight of XGBR model and w2 is the weight of GBR model. We have assigned the same
weight for the two models (w1 = 1).

Indeed, one of the benefits of averaging scores is that it reduces the overall prediction
error. Also, it is known that averaging predictions often reduces overfitting [16]. For each
patient in the OHIOT1DM dataset, 7 weeks of data are used for training and the last week
are used for testing. The models are trained with different hyper-parameters and they are
tuned using the grid search approach [17].

3 Results
Table 1 represents the mean values of RMSE and CEGA [21] obtained from the mo-

dels evaluated on 12 patients of OHIOT1DM dataset. The averaging of the predictions, AVG
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(XGBR, GBR), shows the best RMSE for all PHs, with a notable reduction compared to the
RMSE of XGBR-based and GBR-based models. In terms of CEGA, the percentage of pre-
dictions that fell in the acceptable zones A and B is slightly better for the AVG (XGBR, GBR)
compared to the two other models for all PHs. It is worth noting that the majority of wrong
predictions are included in zone D while a minority of them are comprised in zone C and no
single prediction is included in zone E.

The RMSE results according to each patient reveal that AVG (XGBR, GBR) outperformed
XGBR-based and GBR-based models for almost all patients and PHs. Notably, the GBR
models shows better results than the XGBR models for almost all patients and PHs. The AVG
(XGBR, GBR) predictions and the real BGL of patients 544 for PH = 30 min are illustrated
in figure 1. Though there exist some prediction errors, we can see that the two curves are
relatively similar, and they tend to have often the same trend most of the time. The CEGA of
the patient 588 based on the AVG (XGBR, GBR) results and PH = 30 min are displayed in
figure 2. It can be observed that almost all of the predictions are scattered in zones A and B
which represents 99.86% of all predictions.

4 Other works
Table 2 presents some previous studies on short-term BGL prediction that has been

performed on real data. It is shown that the prediction results obtained from the ensemble
models developed in this work are comparable to state-of-the-art approaches that used the
OHIOT1DM dataset. The comparison is made in terms of RMSE and CEGA (Percentage of
predictions that fall in acceptable zones A and B).

TABLE 1 – Comparison between our T1D BGL prediction models and previous works.
1*Référence 1*Year 1*Dataset size 1*Method 1*PH (min) 1*RMSE (mg/dl) 1*A + B (%)

2* [9] 2*2018 2*6 patient 2*XGBoost 45 20.377 -
60 - -

4*[3] 4*2018 4*6 patient 4*Grammatical Evolution 30 21.19 98.6 %
45 - -
60 31.34 97.8 %

3*[19] 3*2021 3*6 patients 3*Artifcial Neural Network 30 18,81 -
45 - -
60 30,89 -

3*[20] 3*2020 3*6 patients 3*Fully Convolutional Neural Network. 30 19,27 -
45 - -
60 - -

4*Ourselves 4*2022 4*12 patients 4*AVG(XGBR, GBR) 15 10.661 99.72%
30 19.234 98.50%
45 26.183 97,38%
60 32.079 96.64%

5 Conclusion
This work aims to design a short-time BGL prediction models. We introduced a methodo-

logy based on averaging predictions of BGLs obtained by applying two ensemble algorithms,
namely XGBR and GBR. For PHs of 15, 30, 45, and 60 minutes, the mean RMSE of the 12
patients of the OHIOT1DM dataset are 10.66 mg/dl, 19.23 mg/dl, 26.183, and 32.07 mg/dl,
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h

PH Model RMSE A+B
3*15 XGBR 11.437 99.56%

GBR 10.783 99.72%
AVG 10.661 99.72%

3*30 XGBR 19.926 98.27%
GBR 19.494 98.48%
AVG 19.234 98.50%

3*45 XGBR 26.908 97.25%
GBR 26.823 97.36%
AVG 26.183 97.38%

3*60 XGBR 32.652 96.63%
GBR 33.146 96.62%
AVG 32.079 96.64%

FIGURE 2 – The mean results obtained from the 12 patients of the OHIOT1DM dataset
for PHs of 15, 30, 45, and 60 minutes.

FIGURE 3 – CEGA results for PH of 30 minutes, obtained from patient 588.
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respectively. These results are better than those obtained by applying XGBR or GBR indivi-
dually. Likewise, they are very satisfactory and competitive to previous research studies that
use real data. From a therapeutic point of view, the great majority of the prediction results fell
inside regions A and B which demonstrate the safety of these predictions. In fact, the CGM
data and its derived features are the strongest predictors of the BGL.
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Abstract : In this paper, a new and efficient method for predicting the 5Fu chemotherapy
response in patients with colorectal cancer is discussed, which main goal is to help the de-
cision making process of starting a chemotherapy treatment. The prediction is based on the
results of the Complete Blood Count (CBC) lab test and the patient’s clinical data introduced
to a machine learning model. The main contribution of this paper is : (i) It establishes the
state of the art in neoadjuvant chemotherapy (NAC) for colorectal tumor response prediction
using the CBC test. To our knowledge, this is the first study on the subject. (ii) It evaluates the
impact of clinical data on the prediction process. (iii) It gives a comparison of four different
machine learning models : SVM, LR, and two NNs. (iv) It also proposes a model capable of
predicting NAC response with pretty satisfactory accuracy regarding the size of the training
set. The results have proved that the shallow neural network has best performed in terms
of prediction accuracy (0.81 AUC). This work has proved the effectiveness of the CBC test
in classifying good from bad responders and intends to initiate more studies on the subject
with bigger and more scalable datasets.

Keywords : Machine Learning ; Healthcare ; Colorectal Cancer ; NAC prediction ; Neural Net-
works ; SVM ; LR.

1 Introduction
According to the World Cancer Research Fund Internationa, colorectal cancer is the third

most common cancer diagnosed worldwide [1], The American Cancer Society’s estimates for
the number of colorectal cancer cases in the United States for 2022 are : 106,180 new cases
of colon cancer and 44,850 new cases of rectal cancer [2]. Colorectal cancer (CRC) is consi-
dered to be the second most common cause of cancer deaths when numbers for men and
women are combined. It’s expected to cause about 52,580 deaths by 2022 [2]. Based on
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the projection of aging, population growth and human development, according to [3], the glo-
bal number of new CRC cases is predicted to reach 3.2 million in 2040. Although advances
in understanding colorectal cancer pathogenesis have resulted in more therapeutic choices
including radiation, surgery and embolization an ablation surgery [21], which leads to effec-
tively suppressing cancer progression and prolonging overall survival [4]. However, CRC is
still a leading death cause worldwide[5].

Chemotherapeutic intervention paired with surgery is the principal and most common CRC
therapy and the sole route to increased survival [6]. 5-Fluorouracil (5-FU) is the key com-
ponent of systemic chemotherapy for colorectal cancer (CRC) in both palliative and adjuvant
situations. Several modulation techniques, including the use of 5-FU-based combination re-
gimens and 5-FU pro-drugs, have been developed and used during the last four decades to
boost the anti-tumor efficacy of 5-FU and overcome clinical resistance [7].

Despite hopeful advancements in CRC therapy to date, patient response rates remain mo-
dest, and the benefit of 5-FU-based therapy is usually hampered by the development of
chemoresistance. Inter-individual variability in therapy response in CRC patients may arise
from each person’s unique genomic make-up [7], and Even though 5-FU has proven to be
one of the safest chemotherapy drugs, some CRC patients still experience significant side
and toxic consequences [8].

Many parameters are gathered during therapy treatment of colorectal cancer patients such
as gender, age, tumor origin site, tumor stage, and diverse lab tests like Complete Blood
Count (CBC) considered to be part of the main protocol[23]. Using these parameters many
machine learning approaches can be applied to datasets of CRC patients with the main pur-
pose of helping the decision-making during therapy treatment [9, 22].

In this study, we aimed to predict the patient’s response possibility to 5-FU neoadjuvant che-
motherapy using data collected during the examination process. For this purpose, we used
several machine learning classifiers and architectures such as SVM, Logistic Regression,
and Neural Networks trained with the TCGA Chemotherapy Response Dataset consisting of
97 patients with different colorectal cancer stages, in which each patient presents a good
or bad(good meaning diminution of tumor size leading to downstaging or bad meaning the
increase of tumor size) response to the treatment.

2 Related Work
Numerous studies have looked into the ability of machine learning combined with dif-

ferent patient information like multiparametric MRI and lab tests to predict NAC response at
an early stage, when adaptive treatment may be initiated.

Subramani Mani and all, proposed a machine learning approach consisting of a Bayesian
logistic regression model combined with feature selection to predict response after a single
cycle of neoadjuvant chemotherapy [10]. The authors trained their model on 28 patients with
breast cancer. Quantitative dynamic contrast-enhanced MRI and diffusion-weighted MRI data
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were collected before and after one cycle of NAC, 118 semiquantitative and quantitative fea-
tures combined with 11 clinical features. After getting an AUC of 0.86, an accuracy of 0.86
and a specificity of 0.82, Mani and all showed the efficacy of machine learning models to
predict patient response to NAC therapy.
Deep learning (DL) is certainly a leading model in todays literature, despite the difficulty of
training with small datasets. Authors have tried implementing DL for predicting patient res-
ponse to NAC like Hai-Bin Zhu and all who proposed a deep learning model capable of
predicting patient chemotherapy response with colorectal liver metastases (CRLM) [11]. In
order to train their CNN models, authors have collected 108 MRI of Participants with CRLM
and expected to receive preoperative chemotherapy followed by liver resection. After trai-
ning they obtained best AUC of 0.831 wich outperformed CERIST criteria with AUC 0.619.
Another deep learning approach has been implement by Wei and all [13], authors trained a
ResNet10-based DL radiomics model using a dataset consisting of 192 patients with colo-
rectal liver metastases, result have shown a good AUC value of 0.745 on the test set.

Shayesteh and all[12] also studied the feasibility of predicting treatment response using MRI-
based pre-, post-, and delta-radiomic characteristics in patients with locally advanced rectal
cancer (LARC) treated with neoadjuvant chemoradiation therapy (nCRT), their study inclu-
ded 53 LARC patients before and after nCRT. 96 radiomic features were extracted from T2W
MRIs. As classifiers, the k-nearest neighbors (KNN), Nave Bayes (NB), Random forests (RF),
and eXtreme Gradient Boosting (XGB) techniques were utilized. Authors obtained where RF
and KNN achieved the best results with an AUC of 0.85±0.04 and 0.81±0.14, respectively.
Lu and all [14] trained different machine learning models in order to predict patient response
to FOLFOX treatment.

3 Material and Methods
Our research tries to predict patients’ therapy response to NAC using machine learning

methods. In this section, we describe our methodological procedure as well as a brief over-
view of the dataset used.

3.1 Data Description
For our particular study, datasets are very hard to collect and prepare, To be able to train

a learning algorithm, we need to monitor and save a considerable number of patients with
colorectal cancer before and after state of entering into NAC therapy with 5-FU medication.
Most similar research studies, such as [11,12,13,14], use MRI scans to train models ; howe-
ver, in this work, we wanted to investigate the feasibility of training a model exclusively using
the Complete Blood Count (CBC).
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TABLE 1 – Feature Space Description
Count Mean Std Min Max

Gender 97 0.598 0.493 0 1
Site_of_resection_or_biopsy 97 3.526 2.218 0 7
Tissue_or_organ_of_origin 97 3.526 2.222 0 7
Tumor_stage 97 6.371 2.740 0 10
Response 97 0.608 0.491 0 1
Age_clean 97 22824.546 3995.220 12526 31329
Therapy_start_clean 97 125.813 214.369 0 1277
Therapy_end_clean 97 326.872 266.441 41 1369
B Cells - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.005 0.005 0 0.0414
CD4 T Cells - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.019 0.018 0 0.0868
CD8 T Cells - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.005 0.012 0 0.0985
Dendritic Cells - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.000 0.000 0 0.0026
Macrophage M1 - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.045 0.022 0.0118 0.1262
Macrophage M2 - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.021 0.012 0 0.0675
Monocyte - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.000 0.000 0 0
Natural Killer Cells - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.014 0.008 0 0.0407
Neutrophil - QuanTIseq_lsei_TIL10 97 0.058 0.021 0.0147 0.1388

FIGURE 1 – Different part of colorectal

combined with basic patient clinical information such as age, gender, therapy duration,
and so on, at which CBC results parameters are highly correlated with the state of a cancer
patient. The dataset used in this work is the The Cancer Genome Atlas (TCGA) Chemothe-
rapy Response Dataset [15], it consists of 97 patients with colorectal tumors, each in a dif-
ferent area of the colon Fig 1 show these areas[16], with CBC test results and NAC response.

Before implementing the learning algorithms data have been passed to Standard Scaler (SC)
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to standardize features by removing the mean and scaling to unit variance.

3.2 Learning Methods
The devlopement of a learning algorithm is the second step in a machine learning pro-

ject, In this research study, we had a particular interest in using the best and most known
learning algorithms which the litterature clearly designate the quality classification. The first
used algorithm is Support Vector Machine (SVM), In the feature space, an SVM finds the op-
timal separating (maximal margin) hyperplane between two classes of training data[17]. The
second used classification is the logistic regression (LR) model, which estimates the proba-
bility of inclusion to each class[18], the third model implemented in this study is the neural
network (NN) [20], with different architectures, the first network consists of 16 input neurons,
1 hidden layer of 5 neurons and 2 output neurons and the second architecture consists of 16
input neurons, 2 hidden layers of 7 and 4 neurons and one output neurons. During training,
many optimization techniques have been used like l1 and l2 regularization and adam optimi-
zer to update weights. The overall study process is illusterd in Figure 2.

The three models used in this work have been chosen due to their high efficiency with me-
dical data as explained and proved by Jiang and all [20] after searching machine learning
algorithms within healthcare on PubMed.

FIGURE 2 – Global Project Methodology
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3.3 Experimental Results and Evaluation
The last section of this work is testing the implemented models with data never-seen-

before, we have used different metrics like MSE, Precision, Recall, f1-score and Receiver
operating characteristic (ROC) curve, which quantitive the binary classifier system’s diag-
nostic capabilities. Below are the ROC curve for each algorithm.

FIGURE 3 – Training/Test ROC curve of the four models

Following experiments, we found that the shallow neural network with one hidden layer
of 5 neurons outperformed the quite deeper network and SVM with an AUC of 0.81, and the
LR model with 0.5.

4 Conclusion
In this paper, we studied the feasibility of constructing a machine learning model capable

of predicting patients with colorectal cancer chemotherapy response using CBC test results.
We implemented four models : SVM, LR, and two neural network architectures. Then we trai-
ned these models on the dataset provided by TCGA. The preprocessing stage included data
transformation, data standardization, and data codification. After training, we have noticed a
better classification performance using the shallow neural network with one hidden layer of
5 neurons, giving an AUC of 0.81 compared to the slightly deeper network and SVM, which
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gave a 0.91 AUC score and the LR model with 0.5 AUC. In consideration of the size of the
training dataset, the experimental test results are quite satisfactory.

The first biggest issue with this research study is the lack of data and the difficulties in
obtaining it, despite the fact that there is a need to follow the entire patient’s therapy and
observe his response. The second ”big” concern is human involvement in determining pa-
tient response by viewing mainly tumor size and other parameters. For better outcomes and
to reduce human error, more medical specialists must be consulted on each patient file. A
good future work perspective is to give the decision task to a machine and rate the patient
response on a continuous scale.
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Résumé La virtualisation des fonctions réseaux (Network Functions Virtualization NFV)
est l’un des outils technologiques clés qui caractérisent les environnements Cloud, notam-
ment les réseaux de future génération (la 5G par exemple). la définition d’un schéma de
déploiement définissant pour chaque fonction réseau virtuelle (Virtual Network Functions
VNF) le serveur adéquat dans le but de répondre aux exigences de qualité de service (Qua-
lity of Service QoS). Ce problème est connu dans la littérature sous le nom de placement
des fonctions réseaux. Dans cet article nous proposons une formulation linéaire multi objec-
tif en nombres entiers afin de réduire la latence totale d’un réseau, et minimiser le nombre
des serveurs utilisé, tous en maximisant le nombre de VNFs peuvent être connectés dans
le système. Ainsi, Nous avons proposé un algorithme basé sur l’algorithme d’essaim de par-
ticules (Particle Swarm Optimization PSO) pour résoudre le modèle mathématique, et nous
avons montré par des résultats expérimentaux pour un simple problème du déploiement
des VNFs que notre algorithme propose des résultats efficaces.

Mots clés : Cloud, Virtualisation, Placement des fonctions réseaux , Optimisation, Métaheuristiques.

1 Introduction
Jusqu’à l’heur actuel, le modèle du cloud computing a joué un rôle crucial et major dans

les milieux universitaires et industriels depuis sa création, et dans le monde de l’informatique
et des ordinateurs d’une façon générale. Ce modèle offre des services d’accès à distance
sur des serveurs au travers du réseau Internet [1]. Le Cloud fournit des services virtualisés,la
NFV vise à dématérialiser les fonctions de réseaux traditionnels et en les mettant en œuvre
sous forme des programmes exécutés sur des machines, appelés fonction réseau virtuelles,
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tels que : firewalls, Nat, switching...etc. Elle permet une grande flexibilité liée à l’aspect dy-
namique de leur déploiement, et une indépendance par rapport à la localisation du service,
notamment la réduction des dépenses d’investissement (CAPEX) et des dépenses d’exploi-
tation (OPEX) [2].

Les VNFs sont hébergées dans des centres de données (data centres) sur des ser-
veurs plus précisément [2]. Des études approfondies ont montré que les données recueillies
auprès de 5000 serveurs montrent que seuls 10 à 15 % de leur capacité totale sont utilisés,
et qu’une machine inactive consomme inutilement 70 % de l’énergie des centres de données
[3]. c’est pour cette raisons mentionnée, un de nos objectifs de recherche était de se consa-
crer sur la distribution efficace des VNFs aux serveurs d’hébergement afin de minimiser le
nombre de serveurs utilisés dans les Data-Centers. Nous notons que l’optimisation de l’uti-
lisation de serveurs permet de réduire également la consommation électrique, le coût du
refroidissement et la surface nécessaire [4].

Les futurs réseaux devraient prendre en charge les services et les applications à faible
latence et satisfaire efficacement les exigences de l’utilisateur et la QoS. En outre, gérer
soigneusement le placement des VNFs en termes de latence sur les serveurs permet de
trouver une affectation appropriées des VNFs à latence totale optimale du système [5].

Dans cet article, nous traitons le problème de placement des VNFs comme un problème
de décision multicritère qui consiste à minimiser simultanément le nombre de serveurs uti-
lisés et la latence totale du réseau tout en maximisant le nombre de VNFs qui peuvent être
connectés aux serveurs d’hébergement. Il s’agit de proposer un modèle de programmation
mathématique multi objective en nombre entiers. On a proposé un algorithme à base méta
heuristique pour la résolution du modèle proposé en temps polynomial.

Le reste de ce document est organisé comme suit. La section 2 contient la formulation
du problème et la définition du problème. La section 3 présentes l’algorithme d’optimisation
qu’on a proposé. La section 4 discute des résultats expérimentaux pour un problème simple
de l’affectation de VNFs. Enfin, la section 5 conclut l’article et présente les travaux futurs.

2 Modèle du système et notations
Comme nous avons montré dans la section 1, les demandes élevées des services des

fonctions réseaux virtualisés et d’infrastructures dans des environnements cloud compu-
ting, malgré tous ses avantages, peuvent provoquer des conséquences Indésirables. En re-
vanche, une bonne gestion de ces services joue un rôle majeur dans la réduction du nombre
de serveurs utilisés qui implique la réduction de la consommation d’énergies des centres des
données [4, 6]. D’autre part, la réduction du nombre des serveurs utilisés peut entrainer une
surutilisation des ressources du serveur, ce qui peut avoir un effet important sur la latence
totale du réseau [7]. Donc il est important de trouver la solution efficace de meilleur com-
promis entre la réduction de latence du réseau et le nombre des serveurs, et cela selon les
priorités des fournisseurs de services réseau et les exigences de services.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons à proposer une modélisation mathématique
du problème sous la programmation linéaire entière multi objectifs pour proposer aux four-
nisseurs de services du cloud les solutions de meilleurs compromis entre les critères du
problème définit ci-dessous. Selon nos connaissances, aucun des travaux précédents n’a
étudié ce problème comme un problème de programmation multi objectif pour optimiser si-
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multanément le nombre de serveurs utilisés et la latence totale du réseau tout en maximisant
le nombre de VNFs qui peuvent être connecté dans le système.

On a considéré un scénario de problème similaire à celle qui décrit dans [5, 8]. Et nous
avons développé leurs modèles par un seul modèle qui englobe toutes les cas critiques
importants du problème et de l’est renforcé et l’est rendre plus générale.

Alors, soit un système de n VNFs doivent être connectés aux h serveurs d’hébergement
où n est le nombre de VNF et h est le nombre de serveurs. L’ensemble des VNF est
représenté par : N = {n1,n2,n3, ...,ni } et H = {h1,h2,h3, ...,h j } comme ensemble
de serveurs. Chaque serveur j a sa propre capacité (C j) et de même, une vNF ia l’exigence
(Ri) par exemple CPU,mémoire, IO etc. .MLi est la valeur de latence maximale qu’un VNF
peut prendre en charge. Une matrice de latence I est calculée par la position des utilisa-
teurs des serveurs et de la topologie du réseau, tel que chaque élément Ii j de la matrice
donne la latence entre l’utilisateur du VNF ni au cas où le VNF est situé à hi. De plus, Soit
U l’ensemble de tous les utilisateurs. Chaque ui a un ensemble de VNF assignées.

Compte tenu les données ci-dessus, on doit trouver une affectation optimale de toutes
les VNFs de N à l’ensemble des serveurs H. Pour ce faire, on considère les variables de
décisions binaires xi j et y j, tel que :

xi j =

{
1 si ni alloué à h j
0 sinon

; y j =

{
1 si le serveur j est utilisé
0 sinon

Donc la latence attendue de tous les utilisateurs vers ses VNFs est formulé par :

Z1 = ∑
ni∈N

∑
h j∈H

Ii jxi j (1)

Et le nombre des serveurs utilisés est formulé par :

Z2 = ∑
h j∈H

y j (2)

En fin, la dernière fonction qui représente le nombre des VNFs peuvent connectés aux ser-
veurs, et qu’on veut la maximiser est la suivantes :

Z3 = ∑
ni∈N

∑
h j∈H

xi j (3)

Les objectifs précédent doit être soumis aux certains contraintes des capacités des res-
sources et le degré de satisfaction des services fourni aux clients . Tel que :

∑
ni∈N

Ri.xi j ≤C j.y j ∀h j ∈ H (4)

Cette contrainte garantit que les VNF sont placés sur un serveurs de capacité suffisante
dans le cas où le serveur est sélectionné.

Nous avons encore deux contraints, sont les suivantes :

∑
hi∈H

Ii j.xi j ≤MLi ∀ni ∈ N (5)
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∑
hi∈H

xi j ≤ 1 ∀ni ∈ N (6)

Dans lesquels, la contrainte (5) garantit que les VNF sensibles à la latence sont placés sous
réserve de ne pas violer l’exigence de latence maximale de leurs utilisateurs. La dernière
contrainte (6) garantit que chaque VNFs ne peut pas allouer dans deux serveurs différents
en même temps.

3 Algorithme proposé
Dans cette section, nous présentons brièvement notre approche de résolution. Vue la

complexité de notre modèle, nous avons construit notre algorithme à base métha heuristique
tel que l’optimisation par essaims particulaires. Pour plus de détail sur cette algorithme nous
invitons le lecteur à consulter cette référence [9]. On a considéré la dimension de l’espace
de recherche de notre problème d’optimisation d’écrite dans la section précédente est n le
nombre totale de VNFs dans le réseau. Comme les solutions réalisables dans notre modèle
ne sont pas des vecteurs réels, ce sont des matrices binaires de n ligne et h colonne, alors
l’application de l’algorithme PSO nécessite une phase d’adaptation de modèle d’équations.
Pour ce faire, chaque particule i de l’essaim est modélisée par son vecteur de position−→xi de
n composante, chaque composante xi j représente une affectation d’une VNFs j au serveur
xi j, avec xi j ∈ {0,1,2, ...,h}. xi j = 0 signifie que la VNF j n’a affecté à aucun serveur. Il est
évident qu’à l’aide des équations de déplacement des particules de l’algorithme original PSO
décrit dans [9] produisent des vecteurs de positions à composantes réelles. Pour cela, Nous
connectons la fonction j à l’un des serveurs E(xi j) ou E(xi j)+ 1 où E(xi j) est la partie
entière de xi j. Ainsi, nous avons fixé une vitesse maximale Vmax sur chaque dimension de
chaque particule, car la vitesse de cette dernière peut être exposée à d’énormes oscillations
et provoque la divergence de l’algorithme[10].

Dans notre algorithme d’optimisation, nous avons considéré l’utilisation d’un nombre
maximale de fonctions réseaux virtualisés connectés aux serveurs comme une restriction
conditionnelle dans la résolution.

4 Evaluation des résultats
Afin d’évaluer la performance de notre algorithme d’optimisation et montrer l’efficacité

de notre solution proposée, nous avons effectuait des simulations de certains scénarios du
problème de déploiement VNF de différentes tailles. Nous avons implémenté l’algorithme en
C++, où la plateforme des expériences est un PC équipée de Windows 10, 64 bits dont le
processeur est un i3 1,9 Ghz et la RAM est de 12.00 Go.

En utilisant le solveur IBM CPLEX, nous pouvons calculer la solution optimale exacte
d’un seul critère pour seulement un réseau de petite taille (ne dépasse pas 60 VNFs avec 15
serveurs) à cause de la complexité du modèle mathématique. C’est pour cela, nous avons
fait en premier lieu une comparaison de nos solutions proposées avec les solutions optimales
exactes du problème calculé par le solveur IBM CPLEX. Nous avons utilisé la moyenne des
valeurs des solutions atteintes durant 100 exécutions (Avg) comme une mesure de compa-
raison, et nous enregistrons les meilleures valeurs obtenues entre eux. Concernant les pa-
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ramètres du modèle, leurs valeurs ont pris aléatoirement dans un intervalle de valeurs réelles
pour chaque simulation, tels que : les capacités des serveurs et les exigences de capacités
des VNFs sont respectivement dans l’intervalle 35-80 et 1-15. La latence maximale qu’un
VNFs peut tolérer et les latences entre les VNF et les serveurs hébergés sont respectivement
dans l’intervalle 35-60 et 15-25. Ainsi, pour mieux ajuster les paramètres de l’algorithme avec
notre problème de placement des VNFs, nous avons varié les paramètres de l’algorithme
PSO pour les différents scénarios. Dans cet article, nous allons présenter les résultats obte-
nus par la configuration standard de l’algorithme PSO (les coefficients d’accélération égale
à 2.0) [11]. Une synthèse des exécutions pour différents scénarios de VNFs et de serveurs,
est présentée dans le tableau 1.

TABLE 1 – Comparaisons des résultats

VNFs Serveurs Taille de Nombre Latence Avg Meilleur HD HD
(HD) population d’itérations optimale sol optimal utilisé

20

5 10 150 380 380.45 380 5 5
10 7 40 322 322 322 8 8
15 7 40 326 326 326 10 10
20 5 30 318 318 318 11 12

30

5 25 250 564 565.03 564 5 5
10 10 50 498 498 498 9 9
15 10 50 480 480 480 12 12
20 10 50 475 475 475 10 11

50
10 25 150 827 827.21 827 10 10
15 20 100 798 798 798 11 12
20 20 100 793 793 793 / 18

60 10 30 250 993 993.15 993 10 10
15 30 250 951 951.634 951 15 15

Nous constatons dans le tableau 1, que notre algorithme donne des résultats presque
tous identiques aux solutions optimales exactes fournies par le programme CPLEX en terme
de latence. Et ces résultats sont encore meilleurs que ceux de Ghai et all dans [8, 12] pour
les scénarios de problème qui ne dépasse pas 60 VNFs. Le tableau représente également
les comparaisons en termes de nombre de serveurs utilisé. Nous avons également utilisé le
logiciel CPLEX pour trouver le nombre minimum de serveurs pouvant être utilisés en fixant
la valeur optimale exacte de la latence trouvée précédemment comme une contrainte du
problème. Nous constatons que notre algorithme atteint le nombre minimum exact de ser-
veurs pouvant être utilisés tous en conservant la même latence optimale trouvée précédemment.
Par conséquence, on peut considérer que nos solutions proposées sont plus importantes
en comparaison avec les solutions optimales exactes calculées en considérant seulement le
critère de la minimisation de la latence, car la réduction du nombre de serveurs est également
un facteur très important pour réduire la consommation électrique, le coût du refroidissement,
la surface nécessaire pour l’équipement, et les émissions de gaz Co2, Comme nous l’avons
montré dans la section 2 de ce article. Il convient de noter que ces solutions proposées par
notre algorithme sont produites dans un délai très raisonnable.
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5 Conclusion
Dans cet article, nous avons traité le problème d’optimisation de placement des VNFs

dans les serveurs comme un problème d’affectation multi objective en nombre entier afin de
minimiser la latence totale d’un réseau et minimiser le nombre de serveurs utilisé, en maxi-
misant le nombre des VNFs pourrait être connectés. Nous avons proposé la formulation du
problème et un algorithme basé sur l’algorithme d’essaim de particules PSO pour résoudre
le modèle mathématique. Et compte tenu les résultats expérimentaux, On conclut que notre
algorithme proposé fournit des résultats presque identiques aux solutions optimales exactes
dans un délai très raisonnable, pour différents scénarios de VNFs et de serveurs d’un réseau
à petite échelle. Dans le proche avenir, nous prévoyons d’améliorer notre algorithme pour
fournir encore de meilleurs résultats, et comparer nos résultats avec les méthodes existant
dans la littérature.
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Résumé Les styles d’apprentissage des apprenants constituent une des caractéristiques
importantes lors de la modélisation de l’apprenant dans les environnements d’apprentissage
humain ou les systèmes e-Learning. Ils peuvent être utilisés pour adapter ou personnaliser
le contenu d’apprentissage ou même pour suggérer des recommandations en fonction des
préférences des apprenants. L’objectif de ce travail est de proposer une méthode pour la
classification des styles d’apprentissage des apprenants en utilisant une des techniques
de l’intelligence artificielle, qui est les machines à vecteurs de support (SVM : pour Support
Vector Machines). Cette méthode est basée sur l’analyse du comportement des apprenants
dans un environnement d’apprentissage en ligne. La méthode proposée a été testée sur un
échantillon réel des étudiants et quatre noyaux de la méthode proposée ont été testés. Les
noyaux ”polynomial” et ”linéaire” ont fait preuve d’une grande capacité à classifier les styles
d’apprentissage.
MSC: MSC code1 ; MSC code2 ; more

Mots clés : Style d’Apprentissage ; classification ; Détection Automatique ; Machines à Vec-
teurs de Support ; SVM ; Modèle de Felder et Silverman

1 Introduction
Les apprenants acquièrent et traitent l’information de différentes manières [6] en voyant et en
endentant ; réfléchissant et agissant ; raisonnant logiquement et intuitivement ; mémorisant
et visualisant ; établissant des analogies et construisant des modèles mathématiques. La
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notion de style d’apprentissage repose sur ces différences individuelles d’apprendre. Le
style d’apprentissage d’un individu est son mode personnel de saisie et de traitement de
l’information. En pratique, et en d’autres termes, le style d’apprentissage est la manière
préférentielle d’aborder et de résoudre un problème [5]. Les recherches et les théories
éducatives confirment que la prise en considération des styles d’apprentissage dans les
environnements d’apprentissage à distance peut améliorer la performance académique et la
satisfaction des apprenants[6]. L’approche traditionnelle de détermination des styles d’ap-
prentissage est basée sur des questionnaires élaborés par les psychologues. Dans ces
questionnaires, les apprenants sont appelés à répondre à un ensemble de questions corres-
pondant à un modèle de styles d’apprentissage pour identifier leurs styles d’apprentissage.
Bien que cette approche soit assez simple, elle présente plusieurs faiblesses notamment le
manque de conscience des apprenants de leurs propres préférences. De plus, l’approche
traditionnelle suppose que les styles d’apprentissage sont fixes et ne changent pas avec le
temps. Afin de pallier ces limitations, plusieurs recherches s’intéressent à la détection au-
tomatique des styles d’apprentissage en analysant le comportement d’apprentissage des
apprenants dans les environnements d’apprentissage en ligne [12, 15, 4, 17]. A ce stade,
la question qui se pose est la suivante : quelles sont les caractéristiques du comportement
d’apprentissage qui permettent de détecter automatiquement les styles d’apprentissage des
apprenants dans un environnment d’apprentissage en ligne ?

Dans ce travail, nous proposons une approche à base de noyaux pour la détection au-
tomatique des styles d’apprentissage des apprenants. L’approche proposée est basée sur
l’investigation du comportement d’apprentissage des apprenants dans un environnement
d’apprentissage en ligne.

Dans notre travail, nous nous intéressons au Modèle de Styles d’Apprentissage de Felder
et Silverman (MSAFS). Le MSAFS est le modèle le plus utilisé et le plus approprié pour
les environnements d’apprentissage à distance. Le reste de cet article est organisé comme
suit : dans la section 2, nous présentons la revue de littérature sur les méthodes de détection
automatique des styles d’apprentissage. Dans la section 3, nous décrivons la démarche
suivie par l’approche proposée. La section 4 est réservée à l’expérimentation effectuée et
les résultats obtenus. Finalement, la conclusion générale et les travaux futurs sont présentés
dans la section 5.

2 Travaux connexes
Dans la littérature, plusieurs modèles de style d’apprentissage existent : Kolb [9] , Honey
et Mumford [13], Dunn et Dunn [2], Felder-Silverman [6] et le modèle de VARK [7]. Avant
d’aborder les méthodes utilisées pour identifier les styles d’apprentissage automatiquement,
nous donnons un aperçu sur le MSAFS pour lequel nous avons opté dans ce travail.

2.1 Le modèle de style d’apprentissage de Felder et Silverman
Le modèle de style d’apprentissage de Felder et Silverman (MSAFS) fait référence à quatre
dimensions et chaque dimension définit deux styles d’apprentissage opposés : traitement
(actif / réflectif), perception (sensoriel / intuitif), entrée (visuel / verbal) et compréhension
(séquentiel / global)[6]. Ces quatre dimensions sont définies comme suit :
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• Traitement de l’information : concerne la manière préférée par l’apprenant pour
traiter l’information. Un apprenant actif préfère les activités physiques et le travail en
groupe, alors que le réflectif préfère la réflexion, l’analyse et travailler seul ;
• Perception de l’information : cette dimension s’intéresse au type d’informations que

l’apprenant préfère percevoir. Les apprenants sensoriels sont concrets, pratiques et
orientés vers les faits et les procédures, alors que les intuitifs préfèrent les concepts
abstraits, ils sont innovateurs et orientés vers les théories ;
• Entrée de l’information : concerne le format de présentation et d’encodage des in-

formations préféré par les apprenants. Un apprenant visuel préfère les présentations
visuelles avec des vidéos, images, démonstrations, diagrammes, alors que le verbal
préfère les explications écrites ou verbales ;
• Compréhension de l’information : concerne la manière de progression des appre-

nants pour comprendre. Séquentiel avec des petits pas dans un ordre linéaire, ou
globale avec des grands pas avec un ordre aléatoire.

2.2 Les techniques de détection automatique des styles d’appren-
tissage

Différentes méthodes ont été utilisées pour identifier les styles d’apprentissage automatique-
ment. Ces méthodes sont différentes les unes des autres en fonction de : (i) les attributs
utilisés (les facteurs de personnalités, les facteurs de comportement, etc) ; (ii) les techniques
utilisées (les arbres de décisions (Decision Tree : DT), les réseaux bayésiens (Bayesian Net-
work : BN), la classification bayésienne (Naive Bayes : NB), l’analyse discriminante linéaire
( Linear Discriminant Analysis : LDA), la regréssion logistique (Logistic regression : LR), les
k plus proches voisins (K Nearest Neighbors : KNN), les chaines de markov cachés (Hidden
Markov Model : HMM), le Fôret d’arbre décisionnels (Random Forest : RF), les réseaux de
neurones (Neural Networks : NN), les machines à vecteurs de support (Support Vector Ma-
chines : SVM), etc) ; et (iii) les plateformes d’apprentissage utilisées (Learning Management
System : LMS). Le tableau 1 présente quelques travaux récents dans ce domaine.

3 Une approche automatique à base de noyaux pour la
détection des styles d’apprentissage

L’objectif de ce travail est de proposer une approche automatique pour la détection automa-
tique des styles d’apprentissage basée sur l’analyse du comportement d’apprentissage des
apprenants. La figure 1 illustre la méthodologie que nous avons adoptée pour la classifica-
tion automatique des styles d’apprentissage.

3.1 Préparation des données pour la construction du modèle
Toute action issue d’une interaction avec le système d’apprentissage (accès aux objets d’ap-
prentissage (OB) : cours, exercices, exemples, accès aux outils de communication (forum,
chat), les auto-évaluations, etc) est sauvegardée par le module de collection de traces dans
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Modèle
de SA
choisi

La méthode de détection
utilisée

Le LMS utilisé

Rasheed et al [15] MSAFS DT, RF, SVM, LR, LDA,
KNN, NB

Dutsinma et Temde [3] VARK DT -
Troussas et al [17] MSAFS Multi classifieur : KNN-

SVM-NB
El Aissaoui et al [4] MSAFS Fuzzy C-Means Sup’Management
Nafea et al [14] MSAFS - Moodle
Sheeba et Krishnan [16] MSAFS DT Moodle
Hasibuan et al [8] VARK NN -
Liyanage et al [10] MSAFS DT (J48), BN, NB, RF Moodle
Bousbia et al [1] MSAFS KNN, DT, BN eFAD
Maaliw III [11] MSAFS NB, BN, DT (J48, NB) Moodle

TABLE 1 – Quelques travaux relatifs à la detection automatique des styles d’apprentis-
sage

approche13.pdf

Collection de 
traces

Prétraitement

Extraction de
caractéristiques

Décision 
( SVM )

Apprentissage

Base de 
modèles

Modèle  
apprenant

Le système 
d’apprentissage

Apprenant

FIGURE 1 – Déscription de l’approche proposée

des fichiers log. Le processus de traitement et d’analyse de données passe par la phase de
prétraitement de données et la phase d’extraction de caractéristiques. Le prétraitement est
appliqué sur les fichiers log pour éliminer les actions inutiles, irrégulières et manquantes, et
ne garder que les traces utiles servant comme caractéristiques pertinentes pour le processus
de détection automatique des styles d’apprentissage.

La phase d’extraction de caractéristiques est basée sur les caractéristiques distinctives
entre les quatre dimensions des styles d’apprentissage selon le MSAFS (Actif/Réflectif (A/R),
Sensoriel/Intuitif (S/I), Visuel/Verbal (V/G) et Séquentiel/Global (S/G)). Le tableau 2 présente
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les caracteristiques que nous avons choisi pour identifier automatiquement les styles d’ap-
prentissage. Nous proposons une correspondance entre les styles d’apprentissage et le
comportement d’apprentissage pertinent dans un environnement d’apprentissage en ligne.
Le signe + (Respectivement le signe -) indique une forte (Respectivement une faible) préférence
pour la caractéristique correspondante du point de vue actif, sensoriel, visuel et séquentiel.

0.8

Les caractéristiques A/R S/I V/R S/G

OB

Le taux de visite des objets d’apprentissage - -
Le temps passé sur les objets d’apprentis-
sage

- -

Le taux de visite des objets d’apprentissage
visuels

+

Le taux de visite des vidéos +
Le taux de visite des objets d’apprentissage
verbaux

-

Forum

Nombre de messages sur le forum (par rap-
port au taux de visite moyen)

- -

Le taux de visite des objets d’apprentissage
visuels

+ + -

Le taux de visite du forum par rapport à la
moyenne

- -

Le temps passé dans le forum -

Test
Le taux des tests effectués (basé sur le
nombre total des tests disponible)

+ +

Le temps passé dans les tests (basé sur le
temps consacré aux tests)

- +

Exercices
Le taux des exercices effectués (basé sur les
exercices disponibles)

+ +

Le temps émis pour les exercices (basé sur
le temps consacrés aux exercices)

+

Exemples
Le taux des exemples effectués (basé sur les
exemples disponibles)

+

Le temps émis pour les exemples (basé sur
le temps consacré)

+

Résumés
Le temps passé aux résumés -
Le taux de visite des résumés -

Navigation
Le nombre de fois où un objet d’apprentis-
sage a été ignoré via le menu de navigation
(ou les boutons suivant et précédent)

-

TABLE 2 – Les caractéristiques pertinentes pour les quatre dimensions du MSAFS

3.2 Classification des styles d’apprentissage
3.2.1 Apprentissage

Les vecteurs de caractéristiques construits pendant les deux phases précédentes seront
exploitées par les SVMs pendant la phase de décision. Pour ce faire, nous devons passer
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par la phase d’apprentissage pour estimer un modèle à partir des caractéristiques choisies
(voir 2) et les règles de classification construites. Des fichiers modèles sont générés à la fin
de l’apprentissage (voir la figure 1).

3.2.2 Décision

La dernière étape dans le processus de détection automatique des styles d’apprentissage
est la décision. Les SVMs ont été choisis comme modèle de classification. Le SVM est un
modèle discriminant qui tente de minimiser les erreurs d’apprentissage tout en maximisant la
marge séparant les données d’apprentissage. L’idée essentielle des SVMs consiste à utiliser
des fonctions noyaux (kernel function) et projeter les données de l’espace d’entrée dans un
espace de plus grande dimension, où les données deviennent linéairement séparables.

Les classes de sortie des classifieurs sont les styles d’apprentissage des apprenants
selon le MSAFS.

4 Expérimentation

4.1 Participants
L’approche proposée a été expérimentée sur un échantillon d’étudiants du département d’in-
formatique de l’université 8 Mai 1945 Guelma (Algérie). Cet échantillon est composé de 73
étudiants. Les données de 25 étudiants ont été utilisées pour le test, alors que les données
de 48 étudiants ont été utilisées pour l’apprentissage. Les caractéristiques de classification
ont été extraites en se basant sur le comportement d’apprentissage des 73 étudiants sur le
système d’apprentissage en ligne ADLS (ADLS : Automatic Detection of Learning Styles),
que nous avons implémenté, pendant le semestre 1 de l’année universitaire 2020-2021 sur
trois cours en ligne : � Systèmes Experts �, � Techniques de l’intelligence artificielle � et
� Compilation �.

4.2 Résultats obtenus
Les résultats obtenus après l’utilisation de quatre noyaux (Linéaire, Polynomial, RBF, Sig-
moide ) du modèle SVM sont présentés dans le tableau ??ésulatstableau des résulatsangage
de programmation utilisé est python. Ce choix se justifie par la richesse de ses bibliothèques
dans le domaine de l’apprentissage machine (Machine Learning). Les taux de classification
obtenus auprès des quatre noyaux sont présentés dans le tableau suivant :

Les styles d’apprentissage Linéaire Polynomial RBF Sigmoide
A/R 92% 92% 92% 88%
S/I 92% 92% 88% 88%
V/R 92% 92% 88% 92%
S/G 88% 92% 72% 84%

Taux de classification 91% 92% 85% 88%

TABLE 3 – Les taux de classification obtenus
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5 Conclusion et perspectives
Le travail présenté dans ce papier constitue une partie d’une étude qui vise à personnaliser
un environnement d’apprentissage en ligne en fonction de plusieurs critères. Les styles d’ap-
prentissage font partie de ces critères. Dans ce travail, nous avons proposé une méthode
de détection automatique des styles d’apprentissage à base de noyaux et selon le MSAFS.
D’après les résultats obtenus, nous remarquons que le noyau polynomiale donne le meilleur
taux de classification (moyenne = 92%). Le noyau linéaire présente un taux de classifica-
tion assez proche de celui obtenu par le noyau polynomiale (moyenne = 91%). Ces résulats
confirment la possibité de détecter automatiquement les styles d’apprentissage en analysant
le comportement d’apprentissage des apprenant, dans un environnement d’apprentissage
en ligne.

Cette étude peut aider les éducateurs à améliorer la performance de l’apprentissage en
prenant en compte les styles d’apprentissage des apprenants d’une manière automatique et
dynamique au même temps. Pour les travaux futurs, l’approche proposée peut être utilisée
pour adapter le contenu d’apprentissage en fonction des styles d’apprentissage de chaque
apprenant. En outre, des règles de recommandation peuvent être utilisées pour personna-
liser l’environnement d’apprentissage, en prenant en considération les préférences des ap-
prenants.
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Résumé Malgré l’évolution rapide des services des réseaux sociaux, les commentaires ac-
ceptent de plus en plus de spams. Plus précisément, les commentaires contenants des
dialectes dérivés comme l’arabe occidental utilisé dans la région du Maghreb. Cet article,
propose un système multilingue efficace pour la détection des spomments, qui sont des
commentaires non pertinents publiés sur un réseau social et pouvant être dangereux aux
utilisateurs. Nos expériences sont effectuées sur un dataset collecté par les auteurs vu qu’il
n’existe pas de datasets auparavant. Notre système est basé sur l’algorithme d’apprentis-
sage profond récurrent LSTM (Long Short-Term Memory) qui a montré son efficacité de
classification des spomments Maghrébins en surmontant tous les algorithmes d’apprentis-
sage automatique par une justesse égale à 95.29% et un score F1 égale à 94.87%.

Mots clés : Filtrage des Spams ; Machine learning ; Deep learning ; LSTM ; Maghreb

1 Introduction
Le Maghreb est une région qui comprend l’Algérie, la Tunisie, le Maroc, la Mauritanie

et la Libye. Egalement connue sous le nom d’Afrique du Nord-Ouest, Northwest Africa en
anglais.

L’arabe maghrébin est un mélange de dialectes arabes qui se distinguent clairement des
autres dialectes [6]. La langue arabe est connue par sa délicatesse et sa complexité mor-
phologique [11]. En outre, plusieurs mots arabes peuvent être écrits à partir du même radical
en ajoutant des préfixes, des affixes et des suffixes. Un même mot arabe peut avoir plusieurs
significations en même temps. Les lettres aussi peuvent être écrites sous différentes formes
en changeant leurs positions dans le mot.
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La plupart des internautes Maghrébins affirment que les commentaires dans les réseaux
sociaux sont devenus insupportables à cause des spams commentaires connus sous le nom
de ”Spomment” qui est une combinaison des deux mots ”spam” et ”comment”. Les spom-
ments sont des commentaires non pertinents publiés sur un réseau social par des spam-
meurs pour atteindre différents objectifs comme le détournement de l’opinion publique, le
partage de virus, etc. Ils sont généralement identifiés par la présence de réponses sans rap-
port avec le contenu de la publication[4]. Les spomments en arabe et en arabe et Français
mélangés dans les pays du Maghreb sont difficiles à traiter en raison du manque de filtre
anti-spam efficace.

Les méthodes d’apprentissage automatique et d’apprentissage profond se révèlent ef-
ficaces pour la classification des textes, tels que l’analyse des sentiments et la détection
des spams. Cependant, les chercheurs intéressés par la langue arabe ou l’arabe maghrébin
sont encore très minoritaires par rapport à son usage sur le web. Nous avons lancé des re-
cherches dans google Scholar en utilisant les termes : Spam détection avec les mots English,
Chinese, French, Arabic ou Maghreb. Les résultats obtenus sont illustrés dans la Figure 1
qui montre un grand écart entre les travaux de détection des spams du dialecte Maghrébin
par rapport à d’autres langues.

FIGURE 1 – Diagramme à bâtons des recherches dans Google Scholar

Notre principal défi est de trouver une solution pour les millions d’utilisateurs de réseaux
sociaux en langue arabe qui se battent avec des centaines de spomments reçu chaque jour
dans leur compte Facebook, Twitter, etc. Précisant que, l’absence de Datasets de commen-
taires spam (spomments) en arabe rend notre contribution novatrice. Les contributions de
notre article, se résume en :

– Un système multilingue efficace de détection des spomments destiné pour les utilisa-
teurs Maghrébins. Notre système traite les commentaires en Français, en Arabe et en
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Arabe occidental .
– Une comparaison entre les algorithmes d’apprentissage automatique et notre modèle

en terme de trois métriques d’évaluation.
– Un nouveau mini-dataset composé des commentaires étiquetés spams et légitimes,

pour entrainer les classificateurs à contrer les spomments dans la région du Maghreb.
Ce travail est structuré comme suit : la Section 2 présente les travaux connexes. La Section
3 présente l’architecture de notre système de filtrage des spomments. La Section 4 présente
les expériences et les résultats obtenus. La Section 5 conclut notre article et donne quelques
perspectives pour les travaux à venir.

2 Travaux Connexes
La plupart des travaux liés à la détection des spams sont basés sur l’apprentissage

automatique [10, 13] et l’apprentissage profond [15, 3]. Adel et al.[1] ont proposé un filtrage
bilingue de Short Message Service (SMS). Ce filtre est destiné à détecter les spams en
anglais et en arabe sur la base du contenu du SMS. Les auteurs ont utilisé Naı̈ve Bayésien
sur quatorze caractéristiques extraites tels que la longueur du message, les mots spams, la
présence d’URL, etc. Alharthi et al.[2] ont proposé un détecteur de tweets arabes de faible
qualité (spam) en temps réel. Cet outil léger est composé de deux modèles : le premier
est basé sur le filtrage du contenu textuel des tweets arabe, en utilisant des algorithmes
d’apprentissage profond, CNN (convolutional neural networks) [9] et LSTM(Long Short-Term
Memory) [5], afin de classifier les publications en faible qualité ou non. Le second modèle
est basé sur la classification du compte utilisateur par l’utilisation de ses derniers tweets
afin de les classer comme malveillants ou authentiques. Sonowal et al.[12] ont proposé un
modèle, pour la détection des messages spams. Ils ont choisi d’utiliser des algorithmes de
corrélation pour extraire les 39 caractéristiques les plus pertinentes des messages. Ensuite,
ils ont appliqué des classificateurs tels qu’AdaBoost, Arbre de décision et Random Forest.

L’étude des travaux antérieurs a montré qu’il y a eu beaucoup d’études sur le filtrage
des spams pour la langue anglaise [14, 8] mais très peu pour la langue arabe. Parmi les
travaux traitant les spams arabes il n’y a aucun travail permettant de filtrer les commentaires
utilisant le dialecte Maghrébin. Pour cela, notre principale contribution consiste à développer
un système de filtrage des commentaires Maghrébins.

3 Approche proposée
Pour entrainer notre filtre anti-spomment, nous avons commencé par le nettoyage et le

prétraitement des données. Ensuite, un modèle d’apprentissage en se basant sur les algo-
rithmes de classification est construit. Ce modèle est utilisé en phase de test pour décider si
le commentaire est légitime ou spam. La Figure 2 illustre l’architecture de notre système de
filtrage des spomments.
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FIGURE 2 – Architecture de notre système de filtrage des spomments

3.1 Nettoyage et prétraitement des données
Dans la phase de nettoyage et prétraitement, nous avons opté pour un nettoyage léger

qui se résume sur l’élimination des emojis et les signes de ponctuation dans le texte du
commentaire, ensuite nous avons utilisé l’outil de segmentation Keras [7] pour fragmenter les
mots en jetons basés sur l’espace. Par exemple, [” Madouli compte netflix gratuit ! ! :D ”], sera
nettoyé et segmenté comme suit : [”Madouli”, ”compte”, ”netflix”, ”gratuit”]. Après cette étape,
chaque mot est codé en vecteur à l’aide de Tf-idf Vectorizer de Keras, ces vecteurs seront
l’entrée des classificateurs. Ainsi, chaque commentaire de test passera par le nettoyage et
le prétraitement avant la phase de classification.

3.2 Algorithme de classification
L’apprentissage Automatique (en anglais Machine Learning), est un ensemble de tech-

niques et d’algorithmes pour entrainer la machine à apprendre et faire des prédictions à partir
des données appelées données d’entrainement. Parmi ces algorithmes on trouve :

– Machine à vecteurs de support (SVM pour Support Vector Machines) qui cherche un
hyperplan entre deux différentes catégories,

– Arbre de décision (DT pour Decision Tree), il est appelé arbre de décision à cause de
sa forme graphique commençant par une racine suivie des noeuds fils,

– K plus proches voisins (KNN pour K-Nearest Neighbors) son idée principale est de
prédire que l’individu appartient à la même catégorie qui a le plus d’occurrence dans
les K plus proches voisins en terme de distance,

– Forêt d’arbres décisionnels (RF pour Random Forest), il est basé sur une forêt d’arbres
de décision.

Aujourd’hui l’apprentissage profond (en anglais Deep Learning) est l’un des plus effi-
caces méthodes de classification il est basé sur les réseaux de neurones. Ainsi, pour pouvoir
classifier automatiquement les commentaires, nous avons entrainé un modèle d’apprentis-
sage profond récurrent (RNN) possédant une mémoire interne (LSTM), il est connu aussi par
son efficacité en classification des textes. Notre modèle RNN est composé de deux couches
Bidirectionnelles du type Long Short-Term Memory (LSTM), une de taille 64 et l’autre 32,
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suivie par des couches entièrement connectées. Notre classificateur a une seule sortie avec
une fonction d’activation Sigmoid, sa formule est représenté par l’équation 1.

Sigm(x) =
1

1+ e−x (1)

Où : x est la somme pondérée des entrées du neurone formel.

La sortie de notre réseau représente la probabilité d’appartenance à la classe spam.
Si la sortie est plus grande que 0.5 le commentaire est considéré comme spomment. Pour
vérifier l’efficacité de notre algorithme nous avons entrainé plusieurs algorithmes d’appren-
tissage automatique et nous avons comparé les performances de ces classificateurs avec
notre modèle dans la Section 4.

4 EXPÉRIENCES ET RÉSULTATS
Aucune ressource publique n’a été trouvée pour les expériences. Afin de fournir un en-

semble de données de commentaires Maghrébins, nous avons collecté manuellement 425
commentaires depuis des pages Facebook Maghrébines tel que Hafid Derradji, Nessma
Tv, etc. Nous avons étiqueté par 1 le spomment et par 0 le commentaire légitime. Les
données de formation sont composées de 203 Spomments et 222 commentaires légitimes.
Ensuite ces données ont été divisées en 80% pour l’entrainement et 20% pour la validation.
Le langage de programmation Python a été choisi pour entrainer nos classificateurs. Pour
l’évaluation, la justesse, le score F1, et l’AUC sont les métriques utilisées.

D’après le résultat illustré dans le Tabaleau 1 le modèle d’apprentissage profond LSTM
obtient de meilleurs résultats que les autres classificateurs de ML (Machine Learning), cela
est dû à la capacité de LSTM à apprendre les caractéristiques cachées des données.

Classificateur Justesse Score F1 AUC
K plus proches voisins 87.05% 86.41% 80.85%
Régression logistique 71.76% 61.29% 64.75%
Machine à vecteurs de sup-
port

77.64% 71.64% 74.21%

Arbre de décision 92.94% 91.89% 93.24%
Naive bayésien 67.05% 48.14% 58.10%
Forêt d’arbres décisionnels 91.76% 91.76% 90.11%
Gradient Boost 92.94% 92.85% 89.18%
Ada Boost 92.94% 93.02% 91.89%
Apprentissage profond
réccurant (LSTM)

95.29% 94.87% 95.83%

TABLE 1 – Les resultats des classificateurs

La Figure 3 montre les performances (justesse et perte) atteintes par notre modèle LSTM.
D’après cette figure nous observons que la justesse de validation (validation accuracy en
anglais) monte régulièrement en parallèle avec la justesse d’entrainement (training accuracy
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en anglais) après chaque époque jusqu’à la stabilisation sur 95.29%. De l’autre coté, la
courbe de perte est décroissente d’une façon irrégulière.

FIGURE 3 – Performances justesse et perte du model DL (LSTM)

5 Conclusion
La diversité de langues du dialecte maghrébin (français, kabyle et d’autres dialectes

arabes), nécessite un système de filtrage des commentaires dans les réseaux sociaux. Dans
cet article, nous avons proposé un modèle basé sur l’apprentissage profond récurrent du type
LSTM pour détecter les spomments Maghrébins. Les résultats obtenus montrent que notre
modèle est le meilleur avec une justesse de 95.29% et un score F1 de 94.87%. Il surmonte
d’autres algorithmes tels que l’arbre de décision, K plus proches voisins, Gradient Boost, etc.
Comme perspectives, nous envisageons d’augmenter la taille de notre dataset et d’inclure le
filtrage des spomments kabyles.
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Résumé Les méthodes d’apprentissage profond, et en particulier les réseaux de neurones
convolutifs (CNN), ont permis de réaliser d’énormes progrès dans le domaine de reconnais-
sance des formes. Cependant la majorité des méthodes d’analyse d’images médicales sont
des méthodes supervisées, ce qui requiert une grande quantité de données étiquetées. Le
nombre d’images médicales disponible est usuellement petit et son acquisition étiquetée
est un processus très couteux. C’est pourquoi, au cours de ces dernières années, le
réseau antagoniste génératif (Generative Adversarial Network (GAN)) est devenu la tech-
nique de choix pour la génération et la conversion d’images dans le domaine de l’ima-
gerie médicale. Dans cet article, nous allons exploiter les GANs pour diagnostiquer une
Rétinopathie Diabétique (RD), en proposant une architecture qui permettra en plus d’aug-
menter les données à partir d’une image réelle, de la prétraiter pour améliorer sa qualité
visuelle pour une meilleure classification et un bon diagnostic.

Mots clés : Réseaux neurones ; Generative Adversarial Network (GAN) ; Rétinopathie Diabétique ;
Augmentation de données

1 Introduction
Le GAN a été proposé en 2014 [1] avec l’intention initiale d’imiter des données réelles.

Le GAN repose sur la mise en compétition de deux réseaux de neurones. Ces deux réseaux
sont appelés générateur et discriminateur. Le générateur est entrainé à créer de nouvelles
images qui ressemblent aux images réelles à partir d’un bruit alors que le discriminateur
détermine l’authenticité des images générées. Le plus grand défi dans le domaine de l’ima-
gerie médicale est de faire face aux petits ensembles de données et à la quantité limitée
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de données étiquetées. La collecte de données médicales est une procédure complexe et
coûteuse qui nécessite la collaboration de chercheurs et de radiologues. C’est pourquoi,
l’une des applications majeures des GANs en imagerie médicale est l’augmentation des
données des ensembles contenant des quantités insuffisantes d’images. Les GANs ont étés
très utilisés pour la segmentation d’images [5]. Cependant on retrouve d’autres applications
comme, par exemple, la détection, la classification, la reconstruction, et le débruitage des
images [6]. Comparé à d’autres techniques d’analyse d’images médicales, le GAN n’en est
encore qu’à ses débuts et le nombre de travaux connexes disponibles dans la littérature
est relativement faible dans le domaine Ophtalmologique et plus particulièrement dans le
cas de la rétinopathie diabétique (RD) [9]. La rétinopathie diabétique (RD) est une maladie
fréquente qui provoque une perte de vision, chez les personnes atteintes de diabète. La
gravité de la RD peut être classée en cinq niveaux : normal, modéré, sévère, rétinopathie
diabétique non proliférante (NPDR) et proliférante( PDR). Le diagnostic de la RD est long
et difficile, même pour les ophtalmologistes, c’est pourquoi les modèles de classification au-
tomatique de la RD en utilisant les réseaux de neurones ont commencé à être explorés
au cours des dernières décennies [3]. Entraı̂ner un modèle CNN profond efficace nécessite
généralement une grande quantité de données diverses et équilibrées. Cependant, la dis-
tribution des données de RD sur les différents stades est extrêmement déséquilibrée, car
les images anormales du fond de l’œil ne représentent qu’une petite partie. En plus du
manque de données, les images du fond d’œil souffrent généralement des limites de l’ap-
pareil, de l’habileté de l’examinateur, des variations de l’anatomie oculaire et de la transpa-
rence de l’axe visuel. La qualité de l’image peut influer sur les performances diagnostiques
des images oculaires. C’est pour cela que nous avons pensé à exploiter les GANs pour
l’amélioration de la qualité de l’image acquise. La majorité des GANs ont comme entré un
bruit ou une image à qui on a subi des déformations pour créer des images de synthèses
qui sont proches de la réalité. Dans notre modèle nous proposons une architecture GAN qui
permet de résoudre deux types de problèmes à savoir le prétraitement et la classification
des images. La résolution du premier problème consiste à fournir en entrée une image réelle
au lieu d’un bruit au générateur qui va l’améliorer donc la prétraiter et la soumettre au discri-
minateur, quant au second problème le discriminateur va classer l’image générée selon les
différents stades de la RD. Les images intermédiaires seront exploitées pour l’augmentation
des données.

2 Les GANs en Imagerie Ophtalmologique
La plupart des travaux sur les images ophtalmologiques ont utilisé le GAN à croissance

progressive (PGGAN), le GAN conditionnel, et le GAN à cohérence cyclique (CycleGAN)
[4]. En ophtalmologie les GANs ont étés surtout exploités pour la segmentation et l’augmen-
tation de données [9]. Le GAN conditionnel et ses variants (pix2pix) ont été utiles dans la
majorité des cas pour la segmentation des vaisseaux rétiniens à partir des images de fond
d’œil. Par contre pour l’augmentation des données, nous retrouvons essentiellement, le DC-
GAN pour la génération des images de synthèses du disque Optique ; le PGGAN pour la
génération des images OCT (optical Coherence Tomography) et le diagnostic du glaucome ;
par contre le CycleGAN a été appliqué à l’augmentation des données d’OCT pour les ma-
ladies rétiniennes rares. Dans le domaine de la rétinopathie les GANs n’ont pas encore été
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FIGURE 1 – Modèle Proposé du GAN

très exploités. Nous les retrouvons dans la segmentation pour l’extraction des vaisseaux san-
guin [5] et dans la synthèse des images de fond d’œil. Malgré un certain succès, les lésions
liées à la RD et les détails physiologiques de la rétine ne peuvent pas être synthétisés clai-
rement. Une application DR-GAN a pris en considération les différents grades de la RD [10]
en générant des images de synthèses de haute résolution proche de la réalité pour chaque
stade de cette maladie. Ainsi, les données générées à grande échelle peuvent être utilisées
pour une augmentation plus significative du dataset nécessaire pour entraı̂ner un modèle de
classification de RD. Notre modèle ne consiste pas en la création de données de synthèses
mais en l’exploitation des données réelles, de leurs prétraitements pour une bonne classifi-
cation et pour un enrichissement de la base de données avec des images réelles débruitées.

3 Architecture du GAN Proposée
Ł’objectif est d’utiliser les GANs pour la classification de la RD. Pour cela nous allons

proposer une architecture dun réseau GAN qui permet d’améliorer la qualité des images du
fond d’œil. Notre modèle a été inspiré des GANs utilisés pour la segmentation dans [5] et
de ceux utilisés pour l’augmentation de la résolution de l’image [7]. L’idée est d’introduire
une image réelle d’un fond d’œil au générateur qui va la prétraiter pour améliorer sa qualité
visuelle et le discriminateur va la classer selon les différents stades de la RD ou la rejeter
si l’image ne fait partie d’aucune des classes prédéfinies. La figure 1 présente le schéma
général du modèle proposé.

3.1 Architecture du Générateur G

Notre objectif est que le générateur transforme une image réelle d’un fond d’oeil en
une autre image de meilleur qualité visuelle. C’est pourquoi l’architecture utilisée pour le
générateur G est l’architecture de type Encodeur-Décodeur inspiré du modele RealESRGAN
[8] car il permet de transformer une image à faible résolution en une image haute résolution.
Le modèle de notre générateur G est composé de 2 parties (voir figure 2). L’Encodeur est
un réseau de neurones convolutif qui permet d’extraire les caractéristiques de l’image en
passant par plusieurs couches de convolution. La seconde partie est le Décodeur qui va re-
construire l’image tout en la prétraitant et améliorant sa qualité visuelle en éliminant tous les
bruits et artéfacts mettant en évidence les petites régions et les microanévrysme difficilement
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FIGURE 2 – Modèle Proposé du Générateur G

FIGURE 3 – Modèle Proposé du Déscriminateur D

visible à l’œil nu. Chaque couche de l’Encodeur est composée d’une convolution, normali-
sation, un maxpooling et une fonction d’activation LeakRelu. Dans le cas du Décodeur, on
effectue une déconvolution suivie d’un réechelonnement par un pooling inverse dont l’indice
a été sauvegardé lors du codage et une dernière couche pour afficher la nouvelle image
obtenue.

3.2 Architecture du Discriminateur D

Le rôle du discriminateur D est de classer l’image générée selon les différents stades
de la RD. Contrairement aux discriminateurs des GANs classiques à 2 sorties, l’architecture
de D que nous proposons est un réseau de neurones convolutif profond à 6 sorties. D aura
comme entrée l’image Ig généré par G. Ig passe par un ensemble de traitement de convo-
lution pour l’extraction des paramètres caractéristiques puis par un réseaux de neurones
dense pour la classification. Les sorties (0,1,2,3,4) donnent la classe ou le degré de gravité
de la RD et la sixième sortie (5) permet de déclasser l’image si elle est méconnaissable (voir
figure 3). Chaque classe est représentée par un neurone au niveau de la couche de sortie.
La valeur produite par ces neurones est normalisée via une fonction Softmax. Le résultat
final est interprété comme la probabilité d’appartenance à chaque classe.

3.3 Fonction Coût
Le but du générateur G est d’obtenir une image Ig = Ic (Ic : Image classifiable). Le dis-

criminateur D est entraı̂né à maximiser la probabilité D(I) pour des images I ∼ Ic et à mini-
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miser D(I) pour les images I 6= Ic. Les réseaux antagonistes sont entraı̂nés généralement
en optimisant la fonction de perte, l’entropie croisée, suivant un jeu minimax (voir formule 1)
[2]) :

min
G

max
D

V (D,G) = EI∼pdata(I) [logD(I)]+Ez∼pz(z) [log(1−D(G(z))] (1)

Le générateur produit des images Ig = G(z) à partir d’une image initiale z de sorte que
pendant l’entraı̂nement D(G(Z)) ∼ Ic. Le générateur est entraı̂né à maximiser D(G(z)),
ou de manière équivalente, à minimiser 1−D(G(z)).

3.4 Apprentissage
Le discriminateur D sera entrainé au préalable pour un bon apprentissage des différents

degrés de la RD. Le processus d’entraı̂nement sera effectué de manière itérative pour le
générateur et le discriminateur. Durant l’apprentissage, le générateur G améliore sa capacité
à prétraiter les images du fond d’œil pour ne pas créer d’images erronées à partir d’images
réelles alors que le discriminateur apprend à distinguer les différentes classes de RD et
d’arriver à bien classer l’image générée par G. Les images intermédiaires obtenues par G
et reconnues par D seront utilisées pour augmenter les bases de données par grade de RD
qui souffrent d’un déséquilibre du contenu selon les différents stades de RD.

3.5 Expérimentation

FIGURE 4 – Résultats d’expérémentation
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Des images réelles de différentes classes ont été testées et nous pouvons remarquer
que les images obtenues sont plus nettes (voir figure 4)

4 Conclusion
Dans ce papier, nous nous sommes intéressés aux problèmes des images du fond d’œil

bruitées et à celui de la classification de la RD. Pour cela, nous avons proposé une architec-
ture GAN pour l’amélioration de la qualité visuelle des images réelles et leur prétraitement
afin de garantir une meilleure classification de la RD. Par ailleurs les images générées
sont utilisées pour l’augmentatiom des bases de données afin de pallier au problème de
déséquilibre des données dans les datasets médicaux. Le modèle a été testé sur différentes
images réelles et les résultats sont prometteurs.
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Résumé Plusieurs politiques de maintenance préventive peuvent être mises en place selon
le système étudié et les objectifs recherchés. Nous pouvons citer la maintenance préventive
basée sur l’âge, une politique qui semble être réaliste, puisque lorsque un composant est
remplacé suite à une défaillance son prochain remplacement préventif sera décalé jusqu’à
ce qu’il atteigne l’âge T.
Ce travail consiste en une étude de l’influence du paramètre β , le rapport Cp/Cc ainsi
que la corrélation entre β et η sur le temps optimum dans notre politique. L’étude a été
illustrée par un exemple d’application numérique où nous avons effectivement pu montrer la
sensibilité du temps optimum à ces paramètres.

Mots clés : maintenance préventive ; politique selon l’âge ; étude paramétrique ; optimisation.

1 Introduction
Il a été montré que les dépenses de maintenance varient selon le type d”industrie, les

chiffres généralement rencontrés sont de l’ordre de 15 a 40% des coûts de production [1],
d’où l’importance capitale de la maintenance. La détermination de la fréquence optimale
pour le remplacement préventif des composants s’avère une étape primordiale pour l’effica-
cité du plan de maintenance. De nombreux travaux ont été développés sur la détermination
du moment le plus avantageux pour effectuer cette opération de remplacement préventif. A
cet effet , plusieurs modèles ont été proposés dans la littérature[4, 5]. La politique de mainte-
nance préventive (MP) selon l’âge compte parmi les politiques de MP les plus connues. Elle
a été proposée par Barlow et porchan [2], elle consiste a remplacer le composant par un neuf
lorsque il atteint l’âge T ou à la défaillance selon l’évènement qui se produit en premier. Dans
ce modèle la variable de décision est l’âge T au bout du quel la MP doit être effectuée. En
plus de la fiabilité, les paramètres Cp/Cc,β ,η gouvernent le modèle, d’où l’intérêt d’explorer
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comment l’âge optimum T varie en fonction de la variation de ces paramètres.
Ce travail est organisé comme suit. La section 2 donne une définition de la politique selon
l’âge. La section 3 traite un exemple d’application pour illustrer l’influence des différent pa-
ramètres sur le temps optimum. La section 4 présente les conclusions tirées à travers la
présente étude.

2 Position du problème et définitions
Suivant la politique de MP selon l’âge un composant élémentaire est remplacé quand

il atteint l’âge T ou à la défaillance selon l’événement qui se produit en premier[2]. Le coût
moyen par unité de temps est donné par [3] :

C(T ) = [CpR(T )+ [1−R(T )]Cc]/
∫ T

0
R(t)dt (1)

Où : Le numérateur représente l’espérance du coût total du cycle et le dénominateur représente
l’espérance de la longueur du cycle.
T est l’âge du remplacement préventif (variable de décision)
Cp le coût du remplacement préventif
Cc le coût de défaillance incluant le coût de remplacement
R(t) = 1−F(t) est la fonction de fiabilité ou de survie

Rappelons que cette politique n’est efficace que lorsque le taux de défaillance est crois-
sant. Plusieurs variantes de cette politique existent dans la littérature [4].

Dans le modèle précédent, en plus du coût du préventif Cp et celui du correctif Cc la loi
de fiabilité R(t) joue un rôle important dans le comportement du modèle.

Pour un composant dont la loi de fiabilité est de type Weibull la fiabilité R(t) s’écrit :

Si t > γ R(t)= p (t ¡ T ) = e−((t−γ)/η)β (2)
Si t ≤ γ R(t) = 1

β : Paramètre de forme (β > 0)
γ : Paramètre de position (−∞ > γ >+∞)
η : paramètre d′échelle (η >0)

Notons que la forme des courbes des fonctions statistiques de la loi de Weibull changent
en fonction de la valeur du paramètre de forme β comme suit :
• Lorsque :β = 1 et γ = 0 la loi devient une loi exponentielle.
• Lorsque :β ' 3.65 l’allure de la courbe de densité de probabilité est identique à celle de
la loi normale.
C’est ainsi que :
• Lorsque :β = 1 =⇒ le taux de défaillance λ (t) est constant.
• Lorsque :β < 1 =⇒ le taux de défaillance λ (t) est décroissant.
• Lorsque :β > 1 =⇒ le taux de défaillance λ (t) est croissant.
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Il serait intéressant d’explorer le comportement de l’optimalité de notre modèle en fonc-
tion des différents paramètres le gouvernant à savoir : Cp/Cc,β ,η c’est ce que nous allons
voir dans la section suivante.

3 Exemple d’application

3.1 Comportement du temps optimum en fonction des paramètres
Étudions le temps optimal de remplacement préventif pour différentes valeurs de

Cp/Cc, β , η .

En variant le rapport Cp/Cc on calcule le temps optimum pour plusieurs composants
avec des fiabilités différentes (paramètres β et η différents) ;
les résultats sont contenus dans le tableau suivant :

Tableau 1 : T optimum en fonction de Cp/Cc

ComposantsCp/Cc 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Composant K T* 13392 13392 13392 13392 13392 13392 13392

β = 1, η = 420 C* 34.52 42.86 53.1 47.62 22.62 47.79 32.14
Composant M T* 2247 6240 6240 6240 6240 6240 6240

β = 1.2, η = 320 C* 91.13 109 162.8 170.1 57.63 100.7 131.5
Bague d’étanchéité 286 T* 1339 3085 11622 11622 11622 11622 11622

β = 1.5, η = 905 C* 61.02 60.45 73.07 83.24 17.37 78.71 50.3
Garniture d’étanchéité 460 T* 524 963 9429 9429 9429 9429 9429

β = 1.73, η = 498 C* 181.8 84.23 115.3 9.914 123.3 168.7 63.8
Garniture Oring 285 T* 467 789 1731 8324 8324 8324 8324
β = 1.89, η = 507 C* 119.3 90.64 133.1 143.81 110.8 165.52 88.45

Porte labyrinthe HP 780 T* 1147 1775 3411 8185 8185 8185 8185
β = 2.09, η = 1388 C* 7.936 68.11 77.87 34.07 40.11 52.72 13.86

Bague d’étanchiéité HP 275 T* 215 311 515 8431 8431 8431 8431
β = 2.43, η = 286 C* 149.4 64.56 93.94 196.65 202.7 293.32 281.1
Palier de butée 401 T* 790 1096 1699 17530 17530 17530 17530
β = 2.86, η = 1093 C* 11.77 53.88 24.16 86.55 56.99 82.57 34.42

Palier portant 419 T* 508 645 875 13329 13329 13329 13329
β = 3.55, η = 736 C* 69.91 44.76 67.53 113.2 97.82 86.48 68.28

Composant N T* 580 723 957 12427 12427 12427 12427
β = 3.8, η = 840 C* 43.4 58.06 48.59 82.29 69.84 45.87 57.89
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FIGURE 1 – T optimum en fonction de Cp/Cc

Nous remarquons que le temps optimum tend vers une valeur asymptotique et ce à partir d’une certaine valeur de
Cp/Cc, c’est à dire le temps optimum varie avec la variation de Cp/Cc jusqu’à une certaine valeur de ce dernier.
Ensuite il devient constant. C’est ainsi que nous constatons que pour β = 1.2 et β = 1.5 le temps optimum devient
constant à partir du rapport Cp/Cc = 1.6. Pour β = 1.73 et β = 1.89 il devient constant à partir du rapport
Cp/Cc = 0.8 et à partir β = 2.09 il devient constant à partir de Cp/Cc = 1. Pour β = 1 le temps optimum devient
très grand et constant quelque soit la valeur de Cp/Cc. Ce qui est logique puisque nous sommes en présence d’un
taux de défaillance constant, ce qui suggère de recourir à la maintenance corrective.
Nous constatons que plus β augmente plus la valeur de temps optimum s’éloigne vers des valeurs de Cp/Cc plus
grandes, ce qui peut-être expliqué par le fait que lorsque β est petit, c’est à dire le composant se dégrade lentement, il
est plus profitable de favoriser le correctif même si le coût du préventif est petit. Par contre pour des grandes valeurs
de β c’est à dire le composant se dégrade plus rapidement, il vaut mieux opter pour le préventif. Par ailleurs, il semble
que la corrélation entre les valeurs des paramètres β et η à une influence sur la valeur asymptotique du temps
optimum en fonction de Cp/Cc, c’est ce que nous allons explorer dans la section suivante.

3.2 Corrélation entre β et η et son influence sur le temps optimum
Étudions à présent la corrélation entre β et η et son influence sur le temps optimum.

Fixons Cp/Cc = 0.1367, ensuite calculons le temps optimum pour différentes valeurs de β et η .
Les résultats sont contenus dans le tableau suivant :
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Tableau 2 : T* et la corrélation entre β et η
βη 50 100 170 200 300 450 600 900 1200

1 T* 2911 2845 3311 3951 19573 30072 40769 62574 84774
C* 297.36 148.69 87.45 73.34 49.56 33.04 24.78 16.52 12.39

1.2 T* 110 219 372 438 657 986 1314 1971 2628
C* 315.24 157.62 92.71 78.81 52.54 35.02 26.27 17.51 13.13

1.8 T* 32 63 107 126 189 281 378 568 757
C* 279.62 139.8 82.23 69.9 46.68 31.07 23.3 15.53 11.65

2.1 T* 29 57 97 114 172 257 343 515 686
C* 255.01 127.49 63.75 42.5 75 28.73 21.24 14.16 10.62

2.7 T* 27 55 93 109 164 246 328 492 665
C* 217.08 108.53 63.84 54.26 36.17 24.11 18.08 12.05 9.04

3.2 T* 28 55 94 111 166 219 332 497 663
C* 194.97 97.47 57.33 48.73 32.48 21.65 16.24 10.82 8.12

3.8 T* 28 57 97 114 171 256 341 512 682
C* 175.81 87.88 51.69 43.94 29.29 19.52 14.64 9.76 7.32

FIGURE 2 – L’influence de la corrélation entre β et η sur T*

Nous constatons que le temps optimum augmente avec l’augmentation de β . Autrement dit plus l’écart entre β et η
est grand plus le temps optimum augmente.
Ceci semble logique puisque η est la durée de vie caractéristique, elle représente le temps au bout duquel la
probabilité de défaillance est égale à 63.2% . Autrement dit plus η est grand plus le composant est fiable, ce qui nous
permet de prolonger l’âge de son remplacement préventif.
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Étude de sensibilité

4 Conclusion
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude de l’influence des paramètres β et le rapport Cp/Cc ainsi que
la corrélation entre les deux paramètres β et η sur le temps optimum de la politique de MP selon l’âge. Les résultats
d’étude montrent que effectivement le temps optimum de cette politique est sensible a ces paramètres, nous avons
donc remarqué que le temps optimum varie avec la variation du rapport Cp/Cc jusqu’à une certaine valeur de ce
dernier ( il tend vers une valeur asymptotique), c’est ainsi que nous avons pu voir que plus β augmente plus la valeur
de temps optimum s’éloigne vers des valeurs de Cp/Cc plus grandes. Nous avons aussi remarqué que la corrélation
entre les valeurs des paramètres β et η a une influence sur la valeur asymptotique du temps optimum en fonction de
Cp/Cc de sorte que, plus l’écart entre les deux paramètres est grand plus le temps optimum augmente.
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Résumé  En raison de la nature inflammable et potentiellement explosive des produits traités dans les 

unités pétrolières et gazières, les risques d’incidents catastrophiques sont particulièrement élevés.  La 

législation en vigueur exige la présence sur ces sites de systèmes fixes de luttes anti-incendie 

performants. 

Il ressort donc que les critères de performance ne sont pas clairement établis et restent qualitatifs. Il serait 

donc judicieux de disposer d’une méthodologie permettant une évaluation quantitative de la disponibilité 

opérationnelle de systèmes existants mais également d’un outil d’optimisation de ce type de système en 

phase de conception.  

 

Mots clés : Disponibilité, Pomperie, Anti-incendie 

 

1 Introduction 

Les unités pétrolières et gazières présentent des risques d’incidents catastrophiques particulièrement 

élevés. La législation en vigueur exige la disponibilité sur ces sites de systèmes fixes de luttes anti-incendie 

performants. En règle générale, il est considéré que mise en œuvre des actions suivantes permet de garantir 

un niveau de performance suffisant : 

 disposer de pompes en redondance de manière à ce que les performances du système ne soient pas 

affectées lorsque l'une des pompes est hors service,  

 disposer de pompes avec deux sources d'alimentation différentes (électrique + diesel) pour diminuer la 

vulnérabilité du système (NFPA 20), 

 procéder à des tests réglementaires périodiques. 

 

 

 

 

  

 

 

                             Figure 1 : Schéma de principe d’un système fixe de lutte anti-incendie 

R 

ZF1 ZF2 ZF3 

ZF6 ZF4 ZF5 
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Les systèmes fixes de lutte anti-incendie dans les unités pétrolières et gazières se composent principalement 

de quatre (04) sous-systèmes (Figure.1) : 

 Un réservoir de stockage d’eau (R)  

 Un système de pompage redondant composé d’au moins deux pompes centrifuges en parallèle, 

 Un réseau maillé de canalisations le plus souvent en acier permettant d’acheminer l’eau vers les 

zones potentiels de localisation des sinistres (ZF), 

 Des moyens de projection d’eau ou de mousse vers les installations en cas de feu. 

Les stations de pompage des systèmes fixes de lutte anti-incendie doivent être dotées d'une redondance 

telle que les performances du système ne soient pas affectées lorsque l'une des pompes est hors service 

ou en raison d'une panne ou d'un entretien de routine. 

2 Particularités des Systèmes de Pompage Anti-incendie 

La pomperie des systèmes anti-incendie n'est sollicitée que lors de l’occurrence des incidents de feu ou 

pendant les tests réglementaires périodiques. Les pompes anti-incendie font l'objet d’un certain nombre de 

particularités par rapport aux pompes de process classiques : 

 les durées cumulées de fonctionnement sont assez réduites, 

 le nombre d’arrêts/démarrages est relativement important,  

 la disposition de pompes avec deux sources d'alimentation différentes (diesel +  électrique par 

exemple) [2], 

 Le retour d'expérience en termes de fiabilité est très limité. 

 

Selon NFPA 25 [1], durant les tests périodiques, les pompes à entrainement électrique doivent fonctionner 

un minimum de 10 minutes alors que les pompes à entrainement diesel doivent fonctionner un minimum de 

20 minutes. Pour chaque pompe, en considérant une planification hebdomadaire des tests, le nombre 

d’heures de fonctionnement cumulé sur une période de 20 ans est d’environ 500 heures. Par comparaison 

avec une pompe de process classique, 500 heures correspondent à un nombre d’heures de fonctionnement 

cumulé sur une période d’environ un seul mois. Cependant, cette durée cumulée réduite, qui peut sembler 

constituer un paramètre favorable contre le vieillissement de ces pompes, et contrebalancé par le nombre 

d’arrêts/démarrages relativement important en raison des tests périodiques. Un nombre d’arrêts/démarrages 

élevé, accélère les processus de dégradation et réduit la durée de vie. D’autre part, NFPA 20 [2] ne donne 

aucune indication sur la configuration de redondance. Les pratiques d’ingénierie recommandent, sans fournir 

de détails, le choix entre les configurations suivantes [3]:  

 2 x 100% (1+1 pompes)  

 3 x 50% (2+1  pompes) ; 

 2 x (2 x 50%) (2+2  pompes) 

 

3 Méthodologie d’Analyse 

 
Calculer les probabilités de défaillance à la sollicitation : 

 pour chaque type de scénario feu identifié par l’Etude de danger (EDD), 

 pour chaque configuration de redondance analysée, 

 pour 02 périodicités des tests (hebdomadaire et mensuelle). 

Les probabilités de défaillance des pompes électriques et diesel étant différentes on aura recours à l’usage 

de la fonction génératrice de probabilité [4]   

                                                        
 zn = ∏ [𝑃𝑖 + (1 − 𝑃𝑖)𝑧]𝑛

𝑖=1
                                                      (1) 

Pi : probabilité de défaillance de la  pompe i parmi les n disponibles ; 

Z : variable de la fonction génératrice 

Le développement de l’expression (1) permettra de d’obtenir un polynôme de quatrième degré de la forme : 

                                                   
 zn = ∑ 𝑎𝑖𝑍

𝑖𝑛
𝑖=0

                                                                          (2) 

Avec 

                                                                     𝑃(𝐸1𝑖) = 𝑎𝑖                                                                                       (3)                       511
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 𝑃(𝐸1𝑖) : Probabilité de l’événement E1i 

 E1i   : Evénement consistant en i pompes en état de défaillance 

La probabilité d’avoir au moins k pompes disponibles à la sollicitation  

                                                         𝑃(𝐷𝑘) = 1 − ∑ 𝑃(𝐸1𝑖)
𝑛
𝑘+1                                                                                 (4) 

Cette approche permettra de définir la disponibilité à la sollicitation de la pomperie en fonction du nombre 

de pompes installées n  et du nombre k de pompes à activer. Le risque d’une défaillance de la pomperie au 

moment de la survenance d’un incident  se calcule comme suit : 

                                                    𝑃(𝐴𝑗) = 𝑃(𝐼𝑗){1 − 𝑃(𝐷𝑘)}                                                                   (5)                         

 𝑃(𝐴𝑗) : Probabilité de défaillance de la pomperie simultanément avec la survenance de l’incident  𝐼𝑗  

 𝑃(𝐼𝑗) ∶Frequence estimée de survenance de l’incident feu 𝐼𝑗 

 

4 Taux de Défaillance Génériques des Pompes Incendie 

En utilisant les résultats recueillis dans le cadre du  rapport de collecte et d'analyse de données sur le terrain 

des pompes à incendie de 2012 [5] ,les inspections hebdomadaires des pompes à incendie à moteur 

électrique et diesel se sont avérées être respectivement de 99,4 %. et 99,0% fiable. En extrapolant à une 

fréquence de test mensuelle, des fiabilités annuelles de 97,3 % pour les pompes électriques et de 95,6 % 

pour les pompes diesel ont été élicitées.  

5 Etude de Cas : Station de Stockage  et de Pompage de Hassi 

Berkine (HBN) 
 

5.1 Problématique  

 

La station de pompage de HBN dispose de 4 pompes, 02 pompes à entrainement par moteur électrique et 

02 pompes à entrainement par moteur diésel, en configuration (2+2). Cependant, l’état du moteur 

d’entrainement d’une des pompes diesel est très dégradé. En conséquence, cette étude cherche à vérifier 

si la configuration de redondance actuelle (2+2) peut être ramenée à une configuration (2+1) sans altérer 

significativement les performances du système de lutte anti-incendie.  

 

5.2 Description Sommaire de la Pomperie HBN 

 Deux (02) électropompes incendie de débit 500 m3/h ; 

 Deux (02) pompes diesel incendie de débit 500 m3/h ; 

 Deux (02) pompes jockey de débit 30 m3/h  

 Deux (02) bacs d’eau anti-incendie d'une capacité unitaire de 12 000 m3. 

 

5.3 Fréquences d’Occurrence des Scenarios Feux 

  
 Les fréquences d’occurrence des scénarios feux sont issues de l’étude de danger (Tableau.1) [6], 

 Les débits d’eau nécessaires sont issus du document [7] 

 Si pour un scénario, le débit d’eau nécessaire est supérieur à 500 m3/h, 02 pompes anti-incendie (A-

I) devront être actives, 

 Si le débit d’eau nécessaire est inférieur à 500 m3/h, 01 seule pompe anti-incendie (A-I) devra être 

active. 
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Tableau.1. fréquences d’occurrence des scenarios feux 

Type d’incident Fréquence par an 

𝑃(𝐼𝑗) 

Q-eau 
m3/h 

 Pompes A-I  actives 
k 

Feux de cuvette (I1) 6,30E-02 720 02 

Feux de joint (I2) 9,60E-03 360 01 

Feu sur manifold (I3) 1.80E-02 396 01 

Feux sur réservoir de détente (I4) 9.12E-03 112 01 

Feu sur pompes process (I5) 1.24E-02 355 01 

 

5.4 Résultats 

5.4.1 Tests mensuels  

Dans Les tableaux ci-dessous tableau2, tableau3, et tableau 4 sont mentionnés l’ensemble des résultats 

en considérant les tests mensuels 

           
            Tableau.2. Probabilité des différents états possibles du système de pompage pour deux  
                              Configurations 
 

𝑷(𝑬𝟏𝒊) Désignation 2+2 2+1 

P(E1-0) toutes les pompes disponibles 0,8652 0,9051 

P(E1-1) 01 pompe indisponible 1,28E-01 9,19E-02 

P(E1-2) 2 pompes indisponibles 6,92E-03 3,01E-03 

P(E1-3) 3 pompes indisponibles 1,63E-04 3,21E-05 

P(E1-4) 4 pompes indisponibles 1,41E-06   

Somme 1,0000 1,00E+00 

 
             
 
           Tableau.3. Disponibilité du système de pompage pour deux configurations 
 

𝑷(𝑫𝒌) 
2+2 

2+1 

disponibilité d'au moins 02 pompes P(D2) 0,99984 0,99696 

disponibilité d'au moins 01 pompes  P(D1) 1,00000 0,99997 

 
            
 
          Tableau.4. Probabilité de défaillance de la pomperie simultanément avec la survenance de l’incident 
 

Type d’incident 
𝑷(𝑨𝒋) 2+2 2+1 

feu de cuvette 07 cuvettes 1,04E-05 1,92E-04 

feu de joint 06 bacs 1,35E-08 3,08E-07 

Feu sur manifold 01manifold 2,53E-08 5,76E-07 

Pompes process 03 pompes 3,50E-08 7,96E-07 

Bac de détente 01 bac 1,29E-08 2,93E-07 

 

5.4.2 Tests Hebdomadaires 

Dans Les tableaux ci-dessous tableau5, tableau6, et tableau 7 sont mentionnés l’ensemble des résultats 

en considérant les tests hebdomadaires 
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             Tableau.5. Probabilité des différents états possibles du système de pompage pour deux      

                                 configurations 

𝑷(𝑬𝟏𝒊) Désignation 2+2 2+1 

P(E1-0) toutes les pompes disponibles 0,9354 0,9614 

P(E1-1) 01 pompe indisponible 6,32E-02 3,83E-02 

P(E1-2) 2 pompes indisponibles 1,38E-03 3,57E-04 

P(E1-3) 3 pompes indisponibles 1,06E-05 9,72E-07 

P(E1-4) 4 pompes indisponibles 2,62E-08   

Somme 1,0000 1,00E+00 

 
 
            Tableau.6. Disponibilité du système de pompage pour deux configurations 
 

 
𝑷(𝑫𝒌) 

2+2 2+1 

disponibilité d'au moins 02 pompes  0,99999 0,99964 

disponibilité d'au  moins 01 pompe  1,00000 1,00000 

 
 
 
           Tableau.7. Probabilité de défaillance de la pomperie simultanément avec la survenance de l’incident 
 

 
Type d’incident 𝑷(𝑨𝒋) 2+2 2+1 

feu de cuvette 07 cuvettes 6,69E-07 2,26E-05 

feu de joint 06 bacs 2,52E-10 9,33E-09 

Feu sur manifold 01manifold 4,71E-10 1,75E-08 

Feu sur pompes 03 pompes 6,51E-10 2,41E-08 

Feu bac  détente 01 bac 2,39E-10 8,86E-09 

 

5.5  Synthèse de l’étude de cas 

La station de pompage de HBN dispose de 4 pompes, 02 pompes à entrainement par moteur électrique et 

02 pompes à entrainement par moteur diésel, en configuration (2+2). Cependant, l’état du moteur 

d’entrainement d’une des pompes diesel est très dégradé. Les résultats de cette étude montrent que la 

configuration de redondance actuelle (2+2) peut être ramenée à une configuration (2+1) sans altérer 

significativement les performances du système de lutte anti-incendie en adoptant une planification 

hebdomadaire des tests.  

 

6   Conclusion 

Les critères de performance en vigueur des systèmes fixes de lutte anti-incendie ne sont pas clairement 

établis et restent qualitatifs. Le modèle présenté dans ce travail autorise une estimation quantitative des 

performances des systèmes fixes de lutte anti-incendie via leur disponibilité opérationnelle. Il peut servir 

également comme outil d’optimisation de ce type de système en phase de conception. 
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Résumé L’Analyse RAMS est de plus en plus utilisée au stade de l’ingénierie pour la sélection des 

meilleures solutions de conception des systèmes. Dans ce travail, le choix de la configuration 

optimale des dispositifs de dépressurisation des gazoducs est abordé sous l’aspect d’une analyse 

RAMS. Les résultats de cette étude ont été obtenus lors de la phase de conception d’un gazoduc 

algérien.  

Mots clés : Analyse RAMS ; Gazoduc ; Dépressurisation ; Simulation  

 

 

1 Introduction 
L’analyse RAMS (ou FMDS en terminologie française) se compose de deux axes d’analyse : Un axe 

fiabilité et un axe de sécurité. Elle peut être mise à profit pour comparer des variantes de 

conception différentes en vue de sélectionner les solutions les plus pertinentes. D’autre part, le haut 

niveau de sécurité et une des exigences fondamentales de l’exploitation des ouvrages de transport 

de gaz naturel par canalisation. Les systèmes de dépressurisation par mise à l’évent (fig1),  sont des 

dispositifs de sécurité destinés, en cas de nécessité, à l’évacuation vers l’atmosphère du gaz naturel 

contenu dans la conduite. Les opérations de mise à l’évent sont réalisées en cas d’incident (rupture 

de canalisation, feux, etc.) ou avant les travaux de réparation des canalisations pour éviter les 

risques d’incident.  

 

 

 

 

 

1.Gazoduc ; 2. Vanne d’arrêt ; 3. Event 

Figure 1.   Schéma de principe d’un système de mise à l’évent   

2 3 

1 
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Sur un gazoduc (fig2), les systèmes de mise à l’évent sont installés à intervalles réguliers au niveau 

de tous les postes de sectionnement (PS) et de tous les postes de coupure (PC). 

 

 

 

 

1. PC ;   2. PS 

Figure 2.  Disposition des évents le long d’un gazoduc. 

2 L’Analyse RAMS  
L’acronyme RAMS signifie Reliability [R], Availability [A], Maintainability [M] et Safety [S].  Il s’agira 

donc de comparer l’influence des différentes configurations de système de dépressurisation sur 

chaque composante de l’analyse RAMS. La figure 3 représente les différentes configurations de 

systèmes de dépressurisation installés sur les gazoducs algériens. La présence de vannes de 

régulation est parfois souhaitée en vue de contrôler le débit de mise à l’évent. L’incorporation d’un 

arrête-flamme sur l’évent est parfois préconisée pour prévenir les risques d’inflammation du gaz à la 

sortie. Cependant, ces dispositifs peuvent augmenter significativement la durée de vidange, ce qui 

peut être préjudiciable en situation d’urgence et en termes d’indisponibilité prolongée de l’ouvrage.      

 

 

 

 

           Configuration A                                   Configuration B                                        Configuration C                      

         1. Vanne  d’arrêt                                 2.  Vanne de régulation                    3.  Arrête-flamme                                                                                                                           

Figure 3.  Différentes configuration de raccordement des évents à la canalisation. 
 

3 Durée de Vidange d’un Tronçon 

Durant les réparations de la canalisation, inopinées (suite à un incident) ou planifiées, la durée de 

réparation est  un paramètre très  important.  Une durée de réparation trop longue peut affecter 

sérieusement  les livraisons de gaz aux clients. La durée de vidange (fig4), fait partie de la durée 

d’indisponibilité de l’ouvrage. Il y a lieu de noter, qu’à l’évidence, le processus de mise à l’évent est 

un processus dynamique dans le sens où la pression du gaz dans le tronçon de canalisation diminue 

assez rapidement  au fur et à mesure du déroulement de l’opération. Le développement 

d’approches d’estimation de la durée de vidange a fait l’objet d’un certain nombre de travaux 

[1,2,3] avec des résultats plus ou moins contradictoires. Dans ce travail, une démarche à celle 

développée dans  [5] est mise à profit.  

 

 

1 

2 1 

1 1 

1 

2 3 

1 

2 
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Figure 4 : Durées de vidange simulées des tronçons du gazoduc  

 

4 Etude de Cas  

Le gazoduc relie Rhourde-Nouss  à Hassi R’Mel sur une distance de 530 km. La canalisation de 

diamètre 48 pouces transporte 2 000 000 de Sm3/h de gaz et dispose de 29 PS et 06 PC.  
 Taux de défaillance canalisation : λ’ = 1.10-3 km-1.année-1  

 Fréquence de mise à l’évent  pour des opérations de maintenance  préventive: 02  par 

année équivalent à λ" = 4.10-3 km-1.année-1 ; 

 Durée moyenne de réparation : 48 heures 

 Diamètre de l’évent : 16’’ 

 Cout estimé du gaz non transporté : 1 $ le M BTU, 

 Densité de population (travailleurs) : 3 trav/ha. 

 

4.1 Fiabilité  
La fonction de fiabilité ne dépend que du taux de défaillance λl de la canalisation dans sa totalité : 

                                R(t) = e−λlt                                                                                (1) 

λl = ∑ λi
N
i=1 = λL                                                                             (2) 

La fonction de fiabilité de l’ensemble du gazoduc est donc indépendante de la configuration 

technique adoptée  pour les systèmes de mise à l’évent. Elle est donc identique pour toutes les 

variantes.  
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Figure  5.  Distribution de la fiabilité du gazoduc  GR6. 

 

Pour une durée de fonctionnement  t  fixée, la courbe de fiabilité donne la probabilité d’un 

fonctionnement sans défaillance de l’ensemble de la canalisation. 

4.2 Maintenabilité  
                     La maintenabilité dépend du taux de réparation μl  :  

                                       

                                                 M(t) = 1 − e−μlt                                                          (3) 

La durée de réparation effective est la somme de la durée de vidange Tvi du tronçon et  de la durée 

de réparation technique proprement dite. De ce fait :                                                                                                                                   

                                                  μi =
1

MTTRi+Tvi
                                                                 (4)                                                                                                                          

Il ressort donc que la maintenabilité  est fortement dépendante de la configuration technique 

adoptée pour les systèmes de mise à l’évent (fig6),               

 

Figure  6. Distribution de la maintenabilité pour les configurations 1 et 2. 
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4.3 Disponibilité                                                                         
La disponibilité peut être comprise comme la fraction de temps durant laquelle le gazoduc 

accomplit sa mission aux conditions nominales. La disponibilité dépend du taux de défaillance de la 

canalisation λl  et du taux de réparation μl (et donc de la durée de vidange). De ce fait, la 

disponibilité est dépendante de la configuration technique adoptée (Tableau1),  pour les systèmes 

de mise à l’évent.                                                           

Pour une meilleure lisibilité, il est parfois préférable d’utilisé la notion d’indisponibilité : 

A′ = 1 − A = 1 −
μl

λl+μl
                                                                    (5) 

L’indisponibilité peut être comprise comme la fraction de temps durant laquelle le  gazoduc 

est à l’arrêt pour des raisons de maintenance. 

 Disponibilité 

Quantités 

Annuelles 

transportées en m3 

Quantités 

Transportées 

sur la durée de vie en m3 

Gains 

estimées 

sur la durée de vie en $ 

Gains estimées 

par année  

en $ 

Variante 1 0,9821 16 500 682 183 412 517 054 584 0 0 

variante 2 0,9849 16 547 620 711 413 690 517 775 43 461 600 1 738 464 

variante 3 0,9850 16 549 594 007 413 739 850 183 45 288 726 1 811 549 

Tableau.1 Disponibilité et gains estimés pour les différentes configurations. 

 

4.4 Sécurité 
L’aspect sécurité est traité sous le prisme d’une analyse QRA (Quantitative Risk Assessment) avec 

simulations sous logiciel Phast 7.1 pour les différentes configurations (Tableau2),   

 

 

 

Figure. 7  Exemple de Dispersion du nuage de gaz (phase initiale, configuration1, V= 5m/s) 
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Tableau 2.  Synthèse des résultats de l’analyse des risques 

 

A la lumière de ces résultats, la configuration 2, caractérisée par la suppression des vannes de 

régulation au niveau des PS et leur maintien au niveau des PC, apparait comme la plus rationnelle. 

Cette variante permet une amélioration de la maintenabilité et de la disponibilité de l’ouvrage et 

une augmentation du risque individuel et du risque collectif mais ces derniers restants très 

largement dans la limite des seuils de risque limites internationalement admis. 

5 Conclusion 
La sélection de la configuration optimale des dispositifs de dépressurisation des gazoducs a été 

abordée sous l’aspect d’une analyse RAMS. La configuration caractérisée par la suppression des 

vannes de régulation au niveau des PS et leur maintien au niveau des PC, apparait comme l’option la 

plus rationnelle. 

 

References 
[1] Wei, L.: Calculation of gas pressure relief headers. China Oil and Gas Engineering, P.7-13, (1991). 

[2] Menon, S.: Gas Pipeline hydraulics, (2005). 

[3] Xueli, Y.: Hydraulic calculation of natural gas vent line. Natural Gas Industry, P. 77-81, (1999). 

[4] Jimin, K.: The discussing on gas venting amount in natural gas pipeline. Petrochemical Industry 

Application, P. 16-18, (2009). 

[5] Xiong Yi, Zhong Liping, Zhu Tingting, Research of emergency venting time in natural gas pipeline 

accidents with SPS. Procedia Engineering, P.927-932, (2014). 

[6] CENELEC, Railway applications. The specification and demonstration of RAMS. Part 1. EN 50126-

1, (1999). 

[7] Markeset T., Kumar U.:  Integration of RAMS and risk analysis in product design and 

development work processes. Journal of Quality in Maintenance Engineering. pp.393-410, (2003). 

[8] Smith D.J: Reliability, Maintainability and Risk: Practical Methods for Engineers. Butterwoth-

Heinmann, (2005). 

 

Phase 
Vitesse 
Du vent 

Distance des 
niveaux de radiation en m 

Risque 
Individuel par année 

Risque 
collectif par année 

4 
kw/m2 

8 
kw/m2 

12,5 
kw/m2 

Intérieur 
clôture 

Extérieur 
clôture 

1 décès 2 décès 3 décès 

Var 1 
 

Début 1 m/s 39   
1,5 E-6 7,0. E-7 2,0 E-6 2,0 E-6 1,8E-7 

5 m/s 58 40 28 

Fin 1 m/s 16   
4,0 E-6 1,6 E-7 5,0 E-6 3,0 E-6  

5 m/s 31 23 17 

 Var 
2 & 3 

Début 1 m/s 175 75  
1,9 E-6 1,9 E-6 1,05 E-5 1,05 E-5 1.05 E-5 

5 m/s 220 145 102 

Fin 1 m/s 16   
4,0 E-6 1,6 E-7 5,0 E-6 3,0 E-6  

5 m/s 31 23 17 
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Abstract. The aim of this paper is to study the influence of the space charge on the electric field 

distribution under AC voltage, in a point-barrier-plane electrode system. A new approach to numerical 

simulation has been applied using COMSOL Multiphysics® based on finite element method. This 

model has been developed for a distance between electrodes equal to 5 cm. Simulation results show 

that both the insulating barrier and the space charge have a reducing effect of the electric field and 

consequently the increase of the rigidity of the point-plane system. It was also observed from 

simulations that the nature and the dimensions of the barrier plays an important role on the electric 

field distribution. We finish our work by representing the variations of the distributions of the charge 

carrier densities and the resulting space charge. 

Keywords : space charge, electric field, barrier, point-plane system, numerical method. 

 

1 Introduction 
Dielectric materials are widely used as electrical insulators in a wide variety of applications, from 

electronic components to electrical machines. In order to guarantee the reliability of these 

components and machines, it is necessary to know the limits of use of the insulation used and their 

long-term evolution especially when they have to withstand high voltage gradients. 

During the last three decades, numerous techniques for measuring space charge and polarization 

have been developed [1-5]. They have been used in many studies dealing with the aging processes of 

piezoelectric materials, breaking phenomena in cables or dielectric coatings. 

The complexity of the tests performed in the laboratory makes them of limited use, because of the 

influence of different parameters on these studies. For this reason, the researchers have moved 

towards the use of computer tools where numerical solutions of these equations remain possible. 

523



Effect of Space Charge on Electric Field 

                                                                          MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION 
 

Among these methods, we have used the finite element method, which has now reached a degree of 

maturity and is, in fact, one of the most widely used analytic tools in the engineering disciplines. 

In this study, we determined the distribution of the electric field in the point-barrier-plane air gap 

with an AC voltage. The COMSOL Multiphysics was used for modeling and the finite element method 

was used for simulations. We are interested to study the influence of space charge and the barrier 

(insulating and conductive) on the electric field distribution. The simulation results were verified with 

the experimental results obtained in the laboratory to validate the accuracy of the model. 

2 Simulation model  
There are several approaches for modelling the physical processes in non-thermal gas 

discharges. The hydrodynamic approach is the most widely used and it is therefore 

presented in detail below. 

2.1 Governing Equations 
 

To simulate the electric field in the air, a hydrodynamic model is used. This model 

describes the generation, the annihilation and the movement of three species (electrons, 

positive ions, and negative ions) [6]. It includes a set of mass conservation equations for 

the charge carriers in the gas coupled with the Poisson’s equation for the calculation of 

the electric field and is described by the equations (1) to (4) [6]:  
𝜕𝑁𝑒

𝜕𝑡
+ ∇. (−𝑁𝑒𝑊𝑒 − 𝐷𝑒∇𝑁𝑒) = 𝑅𝑒             (1)       

𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑡
+ ∇. (−𝑁𝑝𝑊𝑝 − 𝐷𝑝∇𝑁𝑝) = 𝑅𝑝     (2) 

𝜕𝑁𝑛

𝜕𝑡
+ ∇. (−𝑁𝑛𝑊𝑛 − 𝐷𝑛∇𝑁𝑛) = 𝑅𝑛     (3) 

(−𝜀0𝜀𝑟∇𝑉) = 𝑞(𝑁𝑝 − 𝑁𝑒 − 𝑁𝑛), 𝐸 = −∇𝑉                     (4) 
 

Here, subscripts e, p, and n indicate the quantities related to electrons, positive ions, and 

negative ions, respectively. N stands for the charge carrier density, [m-3]; D is the 

diffusion coefficient, [m2 s-1]; μ is the mobility, [m2V-1s-1]; E is the vector of electric field, 

[Vm-1]; V is the electric potential, [V]. t stands for time, [s]; and R specifies source terms 

(rates of the processes in discharge plasma), [m-3 s-1]; q = 1.6·10-19 [C] is the elementary 

charge, and εo = 8.854·10-12 [Fm-1] is the permittivity of vacuum.  
   

   The mobility of ions is much lower than that of electrons; hence, the ions are assumed 

immobile. 
 

The so-called source terms on the right-hand side of (1)-(3) include rates of processes 

taking place in the discharge volume. Thus, background ionization, electron impact 

ionization, electron attachment, electron-ion recombination and ion–ion recombination 

are the main phenomena to be considered when (1)-(3) are used to describe the 

development of electron avalanches in air. 

Note that the shown source terms are dependent on the local electric field strength, which 

is obtained by solving equation (4) taking into account the density of the space charge 

(right-hand side of the equation). 
 

The resulting process rates for the different charged particles can be expressed as 

follows [6]: 
 

       𝑅𝑒 = 𝑅𝑖𝑜𝑛 + 𝑅𝑑𝑒𝑡 + 𝑅0 − 𝑅𝑎𝑡𝑡 − 𝑅𝑒𝑝 

       𝑅𝑝 = 𝑅𝑖𝑜𝑛 + 𝑅0 − 𝑅𝑝𝑛 − 𝑅𝑒𝑝                                                      (5) 

       𝑅𝑛 = 𝑅𝑎𝑡𝑡 − 𝑅𝑑𝑒𝑡 − 𝑅𝑝𝑛 
 

Where  𝑅0 represents the rate of background ionization in zero field limit;                   Rion =

αNeWe is the rate of electron impact ionization (𝛼 stands for Townsend’s ionization 

coefficient, m-1); 𝑅𝑎𝑡𝑡 = 𝜂𝑁𝑒𝑊𝑒  is the rate of electron attachment to electronegative 
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molecules (𝜂 is attachment coefficient, m-1); and  𝑅𝑑𝑒𝑡 = 𝑘𝑑𝑒𝑡𝑁𝑒𝑁𝑛 is the rate of 

detachment of electron from negative ions (𝑘𝑑𝑒𝑡 is detachment coefficient, m3/s).  
 

Two types of recombination are considered, electron-ion and ion-ion, with the rates 

 𝑅𝑒𝑝 = 𝛽𝑒𝑝𝑁𝑒𝑁𝑝 and  𝑅𝑝𝑛 = 𝛽𝑝𝑛𝑁𝑝𝑁𝑛 , respectively (𝛽 stands for corresponding 

recombination coefficient, m3/s). 
 

The model parameters used in the present study are adopted from [6,7] and are: 
 

     𝜇𝑝 = 2. 10−4    [m2/V s] 

     𝜇𝑛 = 2.2. 10−4    [m2/V s] 

     𝐷𝑝 = 5.05. 10−6   [m2/s] 

     𝐷𝑛 = 5.56. 10−6   [m2/s]                                                     (6) 

     𝛽𝑒𝑝 = 5. 10−14    [m3/s] 

     𝛽𝑝𝑛 = 2.07. 10−12   [m3/s] 

     𝑘𝑑𝑒𝑡 = 10−18    [m3/s] 

     𝑅0 = 1.7.109    [1/m3 s] 
       

Drift velocity and diffusion coefficient of electrons as a function of the electric field are 

approximated as [6,7]:  
 

        𝑊𝑒 = 3200 (
𝐸

𝑁
)

0.8
                                                        (7)  

        𝐷𝑒 = 0.07 + 8 (
𝐸

𝑁
)

0.8
                                                                     (8) 

 

With  𝑁 = 2,5.1025 [1/m3] is the gas density.  

The equations of the model have been complemented with boundary conditions and 

initial conditions given in [6] and are implemented in the COMSOL Multiphysics software. 

2.2 Implementation 
 

 

The geometry of the used electrodes systems is presented in figure 1.   
 

The model is implemented in COMSOL Multiphysics package. The package’s 

“Convection and diffusion, transient analyzes” and “Electrostatics” application modes are 

used to implement the system of Equations (1)-(4) together with boundary conditions 

shown in figure 2. To accelerate the convergence, a few initial conditions and simplifying 

appropriate assumptions are used. A user-controlled mesh is applied; the meshes 

dimension varies by adapting to the geometry of the arrangement.  

30
 c

m11 mm

30°

a

d

2L

e

20 cm

Plane

Point

r=0.1mm

Barrier

 
Fig1. Point-barrier-plane configuration. 
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Fig2. Computational domain, n is the unit vector normal to the boundary. 

2.3 Validation of the model 
 

To validate our model, we compared it with experimental results of investigations already 

performed using a capacitive probe carried out at the University of Cardiff (Great Britain) 

by Mouhoubi and Boubakeur [8]. 
 

The experimental model is composed of a point, a barrier, and a plane. The various 

elements of this arrangement are described below. 
 

The point-barrier-plane arrangement consists of two electrodes. The high voltage 

electrode (point) consists of a cylindrical tube with a diameter of 11 mm, terminated by a 

conical tip, having an angle of 30°, which terminates in a hemispherical surface with a 

curvature radius 0.1 mm [8]. The grounded electrode consists of a 20 cm wide plane. 

The nature of the barriers used are insulating and conductive. 

The insulating barrier of square form in made of Bakelite with relative permittivity               εr 

= 5.8 measured using a Schering bridge. Its width is 2L = 15 cm and thickness                e 

= 2.1mm and it is in contact with the point, i.e. (a/d = 0%) with: ‘a’ the point-barrier 

distance and, ‘d’ the point-plane distance [8].  
 

The second type of barrier is a copper conductive barrier that has the same dimensions 

as the insulating barrier in Bakelite. The electrical conductivity of this barrier is given by 

COMSOL and is equal to:   = 58.1x106 [S/m]. The user, for our simulation we took, 

defines the relative permittivity:  εr = 1. 

3 Results and discussions 
 

The electric field distribution along symmetry axis taking 

into account the presence of a space charge in the medium 

is determined in this paper. Then, we show the effect of the 

barrier (insulating and conductive) and the space charge on 

the intensity of the electric field and we finish our results by 

representing the variations of the distributions of the charge 

carrier densities and the resulting space charge. 

𝑉 = 𝑉𝑎  

𝑛. (−𝐷𝑒.𝑛∇𝑁𝑒,𝑛) = 0   

𝑁𝑝 = 0 

 

𝜕𝑉

𝜕𝑧
=

𝜕𝑁𝑒,𝑝,𝑛

𝜕𝑧
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑟
= 0   

 

𝜕𝑁𝑒,𝑝,𝑛

𝜕𝑟
= 0 

𝑉 = 0 ,
𝜕𝑁𝑝

𝜕𝑧
= 0 , 𝑁𝑒,𝑛 = 0 
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3.1 Electric field with and without space charge 
 

We start our results by observing the shape and magnitude 

of the electric field on the axis of the high-voltage electrode 

and discussing the space charge effect.  
 

First, we will begin by studying the influence of inserting an insulating barrier in the air 

gap between a point and a grounded plane (figure 3). We note that the introduction of 

the barrier has altered the shape and the value of the field in the point-plane air gap. The 

field with the barrier is lower than without barrier (with or without space charge). These 

results confirm that the barrier acts as a geometric and electrostatic obstacle to the 

evolution of the discharge [9] 

 
Fig3. Influence of insulating barrier on the electric field along symmetry axis: 

(a) without space charge, (b) with space charge 

(V=17 kV, a/d = 20%, d = 5 cm, 2L = 15 cm). 
 

Then, we studied the influence of the space charge on the electric field distribution in 

presence or absence of an insulating barrier (figure 4). 
 

We observe from figure 4 that the electric field in the presence of space charge is reduced 

by comparing with the field without space charge. It can be explained by the presence of 

a superficial charge on the barrier, which is the main cause of the improvement of the 

rigidity of the point-plane systems. Thus, the field in the interval is reduced because the 

charge, which accumulates on the barrier, is positive, then it produces a divergent field 

on the barrier surface (in the opposite direction to the applied field).  

We can observe that the space charge has a reducing effect and that the barrier plays a 

role of an electrostatic obstacle. In conclusion, both the insulating barrier and the space 

charge have a reducing effect of the electric field and consequently the increase of the 

rigidity of the point-plane system.  

 

Fig4. Influence of space charge on the electric field along symmetry axis: 

(a) with barrier, (b) without barrier 

(V=17 kV, a/d = 20%, d = 5 cm, 2L = 15 cm). 

527



Effect of Space Charge on Electric Field 

                                                                          MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION 
 

3.2 Effect of the nature of the barrier 
 

From the figure 5, we note that the introduction of the barrier in the air gap between the 

electrodes changes the field distribution. The field with the barrier is lower than without 

barrier. These results confirm that the barrier acts as a geometric obstacle to the 

evolution of the discharge [10]. 

 

Fig5. Influence of the nature of the barrier on the electric field on the symmetric axis: 
(a) a/d =0%, (b) a/d = 80% 
(V= 17 kV, d = 5 cm, 2L = 15 cm). 

 

The electric field intensity has a relation with the position of the barrier in the interval, so 

it is necessary to choose optimal positions (near the HV electrode) to increase the 

dielectric strength of the point-plane system [10]. 
 

The nature of the barrier plays an important role on the electric field distribution. The 

introduction of a conductive barrier near the point electrode (figure 5a) slightly decreases 

the intensity of the electric field, but when one moves away from this electrode, the 

conductive barrier has no remarkable influence and the rigidity of the system becomes 

similar to that of the point-plane system without a barrier (figure 5b). 

3.3 Effect of the dimensions of the barrier 
 

We observe in Figure 6 that the electric field at the plane on the symmetric axis 

decreases when increasing the width of the barrier. Indeed, this result confirms once 

more the hypothesis of geometric obstacles related to the width of the barrier           [11]. 

As for the influence of the barrier’s thickness, we observe a slight modification of the 

electric field on the symmetric axis when barriers of greater thicknesses are used (Figure 

7).  Therefore, we can say that the thickness has practically only a slight influence [11]. 
 

This result shows that the barrier’s width remains the most influential dimension on the 

dielectric strength of the point-barrier-plane system and not its thickness. The 

experimental and the simulation data are within an error tolerance of +/- 10%. 

 
Fig6. Influence of the width of the barrier on the variation of the electric field as a 

function of the voltage V (a/d = 0 %, d = 5 cm, e = 2.1 mm). 
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Fig7. Influence of the thickness of the barrier on the electric field as a function of the 

voltage V (a/d = 0%, d = 5 cm, 2L = 15 cm). 

3.4 Densities of charge carriers  
 

We finish our results by presenting the variations of the distributions of the densities of 

electrons, positive ions, negative ions, and resulting space charge depending on the 

distance from the point. 
 

From figure 8a, we note that the concentrations of the charge carriers depend on both 

the field configuration and the applied voltage. The increasing voltage causes an 

increase in the electron density in the vicinity of the high voltage electrode due to the 

increase of the field strength and, consequently, the intensity of the ionization [11]. 
 

However, as observed in figure 8b, the levels of the electron concentrations are much 

lower than the densities of the positive ions at the corresponding voltages. We can 

explain this by the loss of electrons at the surface of the point electrode by their 

attachment to the electronegative components of the air [11]. 

 

 
 

Fig8. Variations of densities of charge carriers along symmetry axis:  

(a) electrons,(b) positive ions, (c) negative ions and (d) resulting space charge. 

(d = 5 cm, 2L = 15 cm, a/d=0%). 
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In figure 8c, we present the variation of the negative ion density in the medium between 

electrodes that will take place when the free electrons in the air are attached to the 

electronegative components of the air. This attachment gives rise to increased densities 

of negative ions (figure 8c), which however remain even lower than those of electrons.  

As a result, the positive space charge dominates throughout the discharge space (figure 

8d) except for a very thin layer around the surface of the high voltage electrode where 

the concentration of the positive ions is set to zero [11]. 

4 Conclusion  
In this work, a numerical simulation of the electric field is performed using a 

hydrodynamic model in the COMSOL Multiphysics simulation software. It was concluded 

that the electric field distribution on the symmetry axis decreases by inserting an 

insulating barrier in the gap. We also observed from the simulation results that the space 

charge has a reducing effect and that the barrier plays a role of an electrostatic obstacle. 

A comparison between the insulating barrier and the conductive barrier was made. The 

representation of the charge carrier densities allows understanding better the distribution 

of the space charge in the medium between the electrodes. 
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Abstract : The change in the environment and the increase in competition appeal to the
need for the industry to improve or find new ways to perform its different sectors, especially
the storage sector. A specific Material handling called automated storage/retrieval system
(AS/RS) is recommended to maintain perfect storage/retrieval operations. In this paper, in
order to drive these systems with high degree of performance, we are interested to study
the classical configuration of compact AS/RS system flow-rack. This system has only one
rack and differs in that a bin can hold a plenty of goods. We aim to optimize its configuration
under a specific random retrieving. The model of retrieval time given in this study is based
on a discrete approach and validate through simulation.

Keywords : AS/RS system ; compact AS/RS ; mathematical modelling ; optimization

1 Introduction
The automated storage/retrieval systems (AS/RS) are the one of the technologies that

answer to the demand for just-in-time delivery. They are used not only in warehousing but
also in manufacturing and distribution areas, they have a plenty of advantages, accuracy,
precision, speed as well a better use of the storage space [1]. However, they are quite ex-
pensive. In this paper we are interested to study the compact (multi-deep) AS/RS systems.
These systems have only one rack, and differ by the depth of its bins. Every single bin can
contain a plenty of goods. In general, the performance of this system is measured by its res-
ponse time, hence, in order to improve its performance, we aim in this study to propose a new
proposal method to retrieve the goods. In addition, we propose an analytical model of the re-
trieval time. This paper is organized as follow : first section is the introduction above. Section
two presents a short literature review that done in the concern of compact AS/RS system.

∗Corresponding Author
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The proposal method of retrieving and the analytical model of the retrieval time are presented
in section three. section four shows the optimization procedure. Finally, we summarize the
purpose and the results of this study in section five.

2 Literature review
This section is devoted to the presentation of some works that are focused only in the

study of the multi-deep AS/RS systems. The first study was realized by ([2], [3]), they pro-
posed a model that carry on the design of the system. [4] proposed an analytical model of
the retrieval time for a flow-rack AS/RS without considering the proportion of existence of the
loads in the system. The same model was optimized by [5] and [6] applied two metaheuris-
tics (taboo search and simulated annealing) to optimize the average retrieval time. Moreover,
for the same system [7] presented another analytical model of the retrieval time but here by
considering the proportion of existence of goods in the system. another configuration of a
flow rack AS/RS was proposed by [8], it has only one crane and the bins has a U shape,
also the authors proposed an analytical model of the dual command and used it to optimize
the system dimensions. Moreover, this model was improved by [9] by considering a compact
AS/RS with a full turnover-based storage policy. [10] proposed another analytical models by
taking into account the acceleration and deceleration based on non-approximate speed mo-
del of S/R machine and used it in the optimization process. Furthermore ; [11] optimized the
dimension of the system by using the enumeration technique and [12] in order to optimize
the dual travel time, the authors used the new metaheuristic LSH (Less-Shelves Hungarian)
to chose the best storage and retrieval emplacements.

Another configuration called Bi-directional was proposed in [13], they consider the cranes
work separately, the authors gave an analytical model for the retrieval and dual cycle time.
For the same system [14] proposed another analytical model by considering the cranes work
in collaborative operation modes.

3 Analytical modelling
We are interested to study flow-rack AS/RS presented in [7]. To retrieve a good of type

i from the cell m ; the retrieval machine carry out all the goods that precede the desired one
and put them in the gravitational conveyor one at time. These goods will then be restored in
the other face. Indeed, to retrieve a load from a bin j stored in the cell m the retrieval machine
performs three basic travel, first the retrieval machine moves from its dwell point to the bin
that hold the desired good, we call this travel by ER

1 and its discrete model could be write as
follow :

ER
1 = max

(
t ′h

(∣∣∣∣i−
L+1

2

∣∣∣∣
)

; t ′v

(∣∣∣∣ j−
N−1

2

∣∣∣∣
))

(1)

Once the retrieval machine reaches this bin, it will pick up all the loads m−1 that precede
the desired good one by one and transport them to the gravitational conveyor. Thus, this travel
is called ER

2 and it is repeated 2m times. its discrete model could be write as follow :

ER
2 = max

(
t ′h(L+1− i); t ′v( j−1)

)
(2)
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The third and last elementary travel consists of the moving of the retrieval cranes from
the bin j to the drop-off station. this travel is called by ER

3 . its discrete model is :

ER
3 = max

(
t ′h · i; t ′v ( j−1)

)
(3)

The average time required to retrieve the load stored in the bin j and in a cell m can be
expressed as follow :

ER(i) = ER
1 +2mER

2 +ER
3 (4)

From this and based on a discrete approach, we can write the exact average retrieval
time as follow :

ER(i) =
1

NL

(
N

∑
i=1

L

∑
j=1

(
ER

1 +max
(
t ′h · i; t ′v( j−1)

)
)
+2m

N

∑
i=1

L

∑
j=1

ER
2

)
(5)

By replacing (1), (2) and (3) in (5), we obtain :

ER(i) =
1

NL

(
N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(∣∣∣∣i−
L+1

2

∣∣∣∣

)
; t ′v

(∣∣∣∣ j−
N−1

2

∣∣∣∣

))
+

2m
N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(
L+1− i

)
; t ′v

(
j−1

)))
(6)

The retrieval process consists of choosing randomly a bin from a set of bins which hold
at least a good of type i. Indeed, many scenarios could be considered in the process of
retrieving the desired good of type i from a cell m.

1. To retrieve a good of type i from the the bin j required that at least one good of this
type is stored in this bin, and to retrieve it from a layer 0 required that at a good of the
desired good is stored in the layer 0. The probability to retrieve from the first layer is :

P(layer == 0) =
αi

1− (1−αi)ρM (7)

2. To retrieve a layer from a bin j required that this bin hold at least one load of type i,
and to recover it from layer 1 of this bin, required that a good of type i is stored in the
layer 1 and a good of different type is stored in layer 0. The probability to retrieve from
the layer 1 is :

P(layer == 1) =
αi(1−αi)

1− (1−αi)ρM (8)

3. To retrieve a good from a bin j required that this bin hold at least one load of type i,
and to recover it from layer 2 of this bin, required that a good of type i is stored in the
layer 2 and a good of different type is stored in both of layers 0 and 1. The probability
to retrieve from the layer 2 is :

P(layer == 2) =
αi(1−αi)

2

1− (1−αi)ρM (9)
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in general ;to retrieve a good of type i from a layer j required that a good of this type is stored
in the layer j and goods of different type are stored from layer 0 to layer j−1. the probability
to retrieve from the layer j is :

P(layer == j) =
αi(1−αi)

j

1− (1−αi)ρM (10)

The average rank, could be calculate as follow :

m =
ρM−1

∑
j=0

j ·P(layer == j) (11)

Replacing (18) in (19) :

m =
ρM−1

∑
j=0

j · αi(1−αi)
j

1− (1−αi)ρM (12)

Knowing that :
N

∑
j=0

jx j =
NxN+2− (N +1)+ x

(x−1)2 (13)

The equation (2) becomes :

m =
1−αi

αi(1− (1−αi)ρM)
(14)

By studying the limits of the average retrieval layer m on the extreme points, we find :

lim
αi→1

m = 1 (15)

lim
αi→0

m =
ρM

2
(16)

This means, in case the proportion of load is one (αi ≈ 1), we usually retrieve a load from
the first layer.

However, if the proportion of existence of the goods in the system is nearly 0 (αi ≈ 0)
and stored under a random and uniform manner in the system. The load is usually retrieved
from the middle of the bin.

the general discrete model of the retrieval time required to retrieve all loads existing in
the system is obtained by replacing formula (14) in formula (6), and could be write as follow :

ER(i)=
1

NL

(
N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(∣∣∣∣i−
L+1

2

∣∣∣∣

)
; t ′v

(∣∣∣∣ j−
N−1

2

∣∣∣∣

))
+2

1−αi

αi(1− (1−αi)ρM)
×

N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(
L+1− i

)
; t ′v

(
j−1

)))
(17)
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Thus, we can write the average retrieval time of an AS/RS system, containing K type of
loads, where their proportions are respectively α1 ; α2,. . . αK as :

ER =
K

∑
k=1

αiER(i) (18)

So ;the discrete model of the average retrieval time for an AS/RS filled to ρM and
contains K types of loads where their proportion are respectively α1 ; α2,. . . αK , is :

ER =
1

NL

(
N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(∣∣∣∣i−
L+1

2

∣∣∣∣

)
; t ′v

(∣∣∣∣ j−
N−1

2

∣∣∣∣

))
+2

K

∑
k=1

1−αk

(1− (1−αk)ρM)
×

N

∑
i=1

L

∑
j=1

max

(
t ′h

(
L+1− i

)
; t ′v

(
j−1

)))
(19)

4 Analytical model validation and optimization
Our model is validate through simulation. it consists of tow phases, storage and retrieval

phases. first the system is filled to ρM of its capacity. then, the retrieval phase begin by
selection randomly a bin from all the bins that contain at least one good of type i. furthermore,
retrieve the first load of the desired type found in this chosen bin. A system with 10 bins is
simulated in this part. The capacity of the bins is varied from 100 to 500. This gives overall
systems capacity varied from 1000 to 5000. The proportions of the various types of loads
are varied from 0.1 to 1. see table 2. We compared the results found by our model to those
obtained by simulations. The results show minor errors which prove the accuracy of our
model.

To find the optimal configuration of the flow-rack AS/RS, we apply the enumeration
technique on the discrete model of retrieval time. This technique is exact for reason that it
went through all the possible case. The process is composed of two phases, the storage
phase and the retrieval phase. first, the capacity of the system is defined. Next, filled the
system to ρ of its capacity by considering the proportion of existence of the goods in the
system. After that, we retrieve goods according to the specific retrieving method proposed in
this work i.e, select randomly a bin that hold at least a load of type i between all the bins that
contain a good of this type, than retrieve it. Many configuration of AS/RS are studied here,
varied from 10 to 1000 as well the proportion of existence of goods in the whole of system
is varied from 0.1 to 1. See table , 1 The results of this part are presented in the table.1. It
shows that the best configuration of the flow-rack AS/RS based on this retrieval methodology
is Nl = 1 ; Nc = 2 and M = N

2 . Otherwise, it is preferable to increase the depth of the bins
than increase the horizontal and vertical dimensions of the rack.

5 Conclusion
In this paper, we are interested to study a specific type of compact AS/RS system, called

Flow-rack AS/RS. This system has only one rack, and each bin can hold more than one
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good. This offer a better use of storage area. To improve the performance of this AS/RS, we
build in this work a method to optimize the configuration of the AS/RS. this mean give the
optimal configuration that minimize the travel time, in our case we minimize the retrieval time
based on a specific way of retrieving. The model of retrieval time is given basing on a discrete
approach and have been validated with a high degree of accuracy.
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TABLE 1 – The optimal dimensions of different system dimensions ; N=4
αi

K type System size α1 α2 α3 α4 Nl Nc ρM
4 50 0.1 0.1 0.1 0.7 1 1 50

0.25 0.25 0.25 0.25 1 1 50
100 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 50

0.25 0.25 0.25 0.25 1 2 50
500 0.1 0.1 0.1 0.7 1 2 250

0.25 0.25 0.25 0.25 1 2 250
1000 0.1 0.2 0.3 0.5 1 2 500

0.25 0.25 0.25 0.25 1 2 500

TABLE 2 – Performance comparison of the analytical model vs. simulation.
M=300/M=400

M 300 400
αi m(analytic) m(sim) merrors m(analytic) m(sim) merrors %
0.1 9 9,0504 0,56 9 9,208 2,3111
0.2 4 3,9984 0,04 4 4,0428 1,07
0.3 2,3333 2,3423 0,3842 2,3333 2,3712 1,6228
0.4 1,5 1,5499 3,3266 1,5 1,5162 1,08
0.5 1 1,0009 0,09 1 0,9816 1,84
0.6 0,6666 0,6643 0,355 0,6666 0,6611 0,835
0.7 0,4285 0,4292 0,1466 0,4285 0,4281 0,11
0.8 0,25 0,2441 2,36 0,25 0,2455 1,8
0.9 0,1111 0,1127 1,43 0,1111 0,1136 2,24
1 0 0 0 0 0 0
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Abstract.  Among the many kinds of multi-hazards and man-made disasters, earthquakes dominate 

with regard to their social and economic impact on the urban environment. Seismic hazard 

assessment for infrastructure objects is of substantial importance because it provides valuable 

information for seismic safety and disaster mitigation. The main objective of the study is to integrate 

basic geo-datasets in thematic mapping products and to assess the seismic hazard using GIS 

techniques to provide a basis for disaster management in the case study of the Constantine region in 

Algeria. GIS is applied as a valuable tool to support effective decision-making by managing, 

structuring, and utilizing comprehensive data for disaster prevention. Web GIS is of interest to us in 

future work because it is provided the ease for real-time access and a simultaneous informed 

decision-making process for all stakeholders involved. 

Keywords : Geographic information system (GIS), Data integration, Seismic hazard assessment, 

Disaster risk management. 

1. Introduction 
Seismic activity are the most lethal catastrophes influencing the human environment; fact, 

catastrophic events have defined human history throughout. Global seismic risk, particularly 

susceptibility, is constantly growing as urbanization and development occupy more regions vulnerable 

to the consequences of major earthquakes. Furthermore, unrestrained urban expansion in seismically 

active places is frequently coupled with the construction of seismically dangerous buildings and 

infrastructures, which is typically performed with insufficient understanding of regional seismicity 

features and seismic hazard. The assessment of seismic hazard is the initial stage in the evaluation of 

seismic risk and the first link in the preventative chain. The incorporation of earthquake risk 

assessments into seismic risk reduction programs will allow us to focus on preventing earthquake 

impacts rather than overcoming/following tragedies. The primary goal of this research is to combine 

fundamental spatial geo-datasets into thematic mapping products and to estimate seismic hazard 

using GIS techniques in order to offer a foundation for disaster management in the Constantine area 

of Algeria. The GIS technique used for hazard assessment is based on the analysis and processing of 

the source-geometry, earthquake occurrence model, seismicity characteristics and statistics in each 

source, and suitable attenuation relations. Thus, the seismic hazard at the Constantine site is 

calculated by combining the effects of ground motion caused by earthquakes of various sizes that 

occur at different places within distinct seismic sources and with varying frequency of occurrence. 

Several studies have assessed seismic hazards in Algeria using deterministic and probabilistic methods 

(Mortgat et shah 1978; Hamdache et al. 1998-2001; Pelàez et al. 2004-2005-2006; Bouhadad 1998-

2001-2002; Ayadi 2002-2003; Aoudia 2000; Benouar 1994-1996; Harbi et al. 2004; Boughacha 2004; 

Laouami et al. 2006; Farsi et al. 2007; Bensaibi et al. 2007; Hamidatou et al 2016-2017-2019-2021). 

This study provides a probabilistic assessment of urban area seismic risks based on zoning and 

seismotectonic data. The results suggest that previous studies have underestimated the seismic risks 

in the Constantine region. The probabilistic approach suggests that significant ground movements will 

occur due to seismic hazards (Cornell 1968). (McGuire 1978) presented five hazard analysis steps: (i) 

identification of potential earthquake sources, (ii) assessment of geological, geophysical and 

geometric source parameters, (iii) identification of the seismic motion attenuation patterns, (iv) site 

specific hazard calculations and (v) regional hazard mapping. This study uses the earthquake hazard 

evaluation procedure developed by (Kijko and Sellevoll 1992) to estimate seismic hazard parameters 

in northern Algeria. Seismogenic sources and parameters are established based on field data (CGS 

2003) and geological maps (Vila 1980; Coiffait 1992). 
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2. Case study 
The study area is in the Constantine region in Northeast of Algeria about 430 km east of the capital 

city of Algiers (Fig. 1). The study area extends on about 150 km radius from the center of 

agglomeration of the Constantine city. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1 The study area of Constantie, Northeast Algeria. 

3. Materials and methods 
The method of probabilistic seismic hazard analysis (PSHA) as formulated by (Cornell 1968) requires 

a compiled earthquake catalogue, the models of seismicity and ground-motion predication equations 

(GMPEs). The seismicity model includes three main steps (Fig 2). The initial step requires the 

delineation of all the seismic sources that might have an effect on the area of interest. Second step 

includes determination of the seismicity parameters for each zone. These seismicity parameters are; 

seismic activity rate λ, the maximum expected earthquake magnitude Mmax, and the Gutenberge-

Richter parameter b. A homogeneous earthquake catalog is an important input for estimation of 

seismic hazard study. The preparation of a homogeneous earthquake catalogue for a seismic region 

needs regressed relations for conversion of different magnitudes types, e.g., mb, Ml, to the unified 

surface magnitude Ms. The last step consists of declustering the earthquake catalogue, which involves 

removal of aftershocks and foreshocks. For this purpose, the earthquake catalogue was analysed and 

dependant events were removed based on Gardner and Knopoff (1974) approach considering 100 

days’ time window (Musson 1999). Declustering eliminated 40% events from the catalogue. The 

declustered catalogue includes 3936 earthquakes with MS ≥ 2.0 for the study region. The incomplete 

earthquake data may lead to underestimation of the mean rate of earthquake occurrence. Hence, for 

reliable mean rate of earthquake occurrence for the given magnitude range, the analysis of 

completeness has been carried out by adopting the procedure given by Stepp (1972), which gave the 

extent to which all the reported earthquakes in a catalogue for a given magnitude range and time 

period are complete.  The completeness analysis has been performed by grouping the earthquakes in 

six magnitude classes: 1.0 ≤ Ms ≤ 1.9, 2 ≤ Ms ≤ 2.9, 3.0 ≤ Ms ≤ 3.9, 4.0 ≤ Ms ≤ 4.9, 5.0 ≤ Ms≤5.9 and 

6.0 ≤ Ms ≤ 6.9. 

 

 

 

Fig. 2 The earthquake catalogue and seismic hazard methodology 

The geodatabase data model was developed to ensure an integral and comprehensive data structure 

and to integrate GIS solutions in seismic hazard assessment. It includes the following components: 

geo-datasets, relationships, and seismic hazard assessment models. A data dictionary was 

constructed in order to create an efficient repository of information that supports different 

stakeholders for disaster management. The data dictionary contains description of all the features 
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and attributes currently used. It describes the collection of datasets and includes information about 

object type, feature definition, attribute type, attribute case, data accessibility, valid values and any 

rules or comments regarding the feature. It is important to note that the data layers listed in the data 

dictionary are captured in geodatabase format. The geodatabase data model was implemented in a 

physical ArcGIS file geodatabase ‘‘SHA—Seismic Hazard Assessment’’ (Fig. 3). 

 

Fig 3. Geodatabase schema. 

Figure 4 depicts the regional seismicity pattern. The graphic indicates that seismicity in the region 

(within a radius of 200 km) is not distributed equally in space. As a result, seismicity is characterized 

in geographical zones. Each zone is distinguished by distinct tectonic, seismic, and geological 

properties. The suggested seismic zonation corresponds to the seismotectonic model of the 

Constantine basin and Northern Algeria as a single seismotectonic unit and may be used to affect 

seismic hazard at the Constantine location. A geodatabase was created to analyze seismic hazards. 

Identification of data themes, definition of the contents and representation of each thematic layer, 

extra spatial and database features, such as spatial and attribute linkages, are all part of the 

geodatabase design. The design process of a geodatabase data model for seismic hazard assessment 

in this work includes developing a data structure, defining connection classes and domains, 

constructing spatial relations, connectivity, relation rules, and creating a methodological reference 

document. An ArcGIS file geodatabase was used to hold the geo-datasets. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig 4. Regional seismicity pattern (historical and instrumental earthquakes). 

4. Results and discussion 
The probabilistic seismic hazard estimation software CRISIS-2007 developed by (Ordaz et al. 2012) has 

been used, to produce seismic hazard curves, uniform hazard spectra (UHS) and hazard maps that 

showing peak ground acceleration (PGA), in addition to the six spectral periods (0.1, 0.8, 0.9, 1.0, 1.5 
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and 2.0 s) for three levels of ground shaking (50%, 10%, 2% probability of exceedance in 50 year). 

These spectral periods and the different levels of ground shaking are commonly applied in Algerian 

building codes. For the purpose of estimating ground motion at different points as close as possible, 

the study area has been divided into 144 small grids of size 0.1◦×0.1◦. In the computational scheme, 

parameters such as a, b, mc, Mmax and attenuation models are the input parameters in the CRISIS 

programme and PGA and PSA are the output. Results obtained have been prepared in tabular format 

and used in CRISIS programme to introduce effects of user attenuation model. The estimated PGA has 

been presented in the form of zone maps for different return periods. 

The likelihood that certain levels of intense ground motion will be surpassed at a place within a 

specific time period is referred to as seismic hazard. For a given frequency range, ground motion levels 

(quantity measures used to define ground motion) can be represented in terms of peak ground 

acceleration (velocity, displacement) and/or peak response spectral amplitudes. The hazard analysis 

yields probabilistic estimates of design ground motion levels. The construction of a seismic source 

model (Harbi et al. 1999; Aoudia et al. 2000; CGS 2003; Harbi 2003), which offers seismotectonic 

information a (Meghraoui 1988) as a spatial approximation of earthquake location and recurrence, 

was a major component of this study's seismic hazard assessment (Fig. 5). 

 
Fig 5. The proposed seismic source model, which can be used to assess seismic hazards in Northeast 

Algeria based on geology, tectonics and seismicity. 

A homogenized catalogue for the region with surface-wave magnitude (MS) was used for evaluation 

of a and b values. The period of completeness of the catalogue for different magnitude intervals was 

calculated using Stepp’s method (Stepp 1971). 

Seismic hazard analysis for the Constantine region was performed using a combination of a logic tree 

(Kulkarni et al. 1994; Coppersmith et al. 1986) and Monte Carlo (Bungun et al. 1986) approaches. As 

a result, a set of 200 hazard curves was obtained. On the base of the calculated 200 hazard curves 

were estimated mean, median 15 and 85 % values for PGA (peak ground acceleration), and different 

spectral ordinates under assumption for Log normal distribution of the probability of exceedance. 

Results that are more detailed are presented. In Fig. 6 are presented the mean, median, 15 and 85 % 

uniform hazard spectra for probabilities of exceedance 2.11 9 10-3 (return period of 475 years). 

 

Fig 6. Uniform hazard spectra for probability of exceedance. 
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The results of this study were obtained for a rock soil with 5% damping. The Constantine region 
displayed higher values, specifically around the October 27, 1985 (Ms 6.0) earthquake location. Values 
of 0.2 g and 0.33 g were calculated for a 0.9 s period with return periods of 100 and 475 years, 
respectively. Seismic hazard assessments results are presented as zoning maps for return periods of 
475 and 1000 years based on mean acceleration values for different urbane sites (El-Khroub, 
Tamlouka, El-Harrouch, Ain Smara and Chelghoum-Laid). For major parts of the sites, PGA varies from 
0.10 to 0.29 g. However, small segments in the south part of the  region have hazard level varies from 
0.08g to 0.10 g. Areas located in northern Constantine zone and Mila zone, in general,   the PGA varies 
from 0.068 to 0.25 g for 475 years return period. 

5. Conclusion 
Hazard and seismic risk assessments are necessary in all countries. The ultimate goal of these 

assessments is to ensure public safety in the case of a major event, that is, to avoid major structural 

damage and significant loss of lives. This study presents a theoretical process and probabilistic 

assessment of seismic hazards for a given region based on the methodology proposed by Cornell 

(1968). This process was then applied to the study area. The study results suggest that the cities of 

Constantine and Guelma are subject to lesser seismic hazards than Skikda and Mila, but statistical 

vulnerabilities limit the significance of the conclusions. The calculated acceleration is relatively low 

because the large earthquake epicentres are located near the Constantine city, representing a 

reduced seismic hazard. 

This study presents a theoretical process and probabilistic assessment of seismic hazards for a given 
region based on the methodology proposed by Cornell (1968). This process was then applied to the 
study area. The study results suggest that the cities of Constantine and Guelma are subject to lesser 
seismic risks than Skikda and Mila, but statistical vulnerabilities limit the significance of the 
conclusions. The calculated acceleration is relatively low because the large earthquake epicentres are 
located near Mila, representing a reduced seismic risk. However, the number of earthquakes and time 
period are limited in this study, and a more representative sample would be beneficial for identifying 
seismic hazards and risks in the Constantine region. Although many seismic hazard estimation 
methods exist, they can be combined to implement a first phase of seismic risk reduction and 
prevention in earthquake prone regions. In this study seismic hazard parameters in terms of PGA has 
been estimated considering: (i) compile the earthquake catalogue, Northeast Algeria 1357 to 2014 (ii) 
estimated in terms of spectral acceleration (SA) at many periods (iii) estimated b-value for each 
seismogenic source zone, and (iv) constant b-value obtained considering entire earthquake catalog. 
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Résumé Les modèles d’endommagement sont souvent utilisés dans les simulations des structures par 

la méthode des éléments finis. L'évaluation de la qualité numérique de ces calculs consiste en une 

tâche importante qui peut être effectuée en utilisant un estimateur d'erreur. Cependant, dans le 

cadre de la théorie de la mécanique de l’endommagement, ces estimateurs semblent être beaucoup 

moins abondants dans la littérature. Par ailleurs, leur implantation dans un code de calcul, nécessite 

des efforts considérables. Dans cet article, un nouvel indicateur d'erreur avec relativement moins de 

difficultés pour sa mise en œuvre est proposé. En effet, l’idée de sa construction est basée 

essentiellement sur une technique de lissage local au sens des moindres carrés. Les résultats obtenus 

semblent être en bon accord avec ceux obtenus par l'utilisation de la méthode dite «des résidus». 

Additivement, les propriétés de l’indicateur développé, sont étudiées. En effet, vu la forte non 

linéarité du problème, des analyses du taux de convergence de l’erreur obtenue en fonction du pas 

de chargement, ont été discutées. Ceci a permis de constater une forte variabilité de ce taux entre 

pas successifs. Ainsi, une difficulté majeure a pu être mise en évidence. Elle se situe au niveau de 

l’optimisation automatique ou bien de l’adaptation automatique des maillages pour tous les pas de 

chargements. Néanmoins pour un pas de chargement préalablement choisi par l’utilisateur, des 

calculs optimisés peuvent être effectués. Un exemple test est présenté. 

Mots clés : éléments finis, endommagement, indicateur d'erreur, lissage, méthode des moindres 

carrés, taux de convergence de l’erreur, optimisation du maillage 

1 Introduction 
Les dommages dans les structures sont généralement analysés à l'aide de la théorie de la mécanique 

de l’endommagement. Cette approche décrit l'influence de la perte progressive de l'intégrité du 

matériau due à la propagation et à la coalescence des microfissures et des microcavités. En effet, ces 

modifications de la microstructure conduisent à une dégradation de la rigidité du matériau, observée 

à l'échelle macroscopique. Pour caractériser la densité et l'orientation de ces microdéfauts, l’idée de 

l’introduction d’une variable interne, représentant localement l'état d’endommagement, a permis 

à [10]d’établir son premier modèle. Celui-ci a, par la suite, été amélioré par [15]. Depuis, de nombreux 

autres modèles isotropes et anisotropes ont été développés. Pour les modèles isotropes auxquels 

nous nous limiterons, nous pouvons citer les deux modèles [13], [14]. Ces derniers sont très utilisés 

pour les cas de charges monotones. Pour sa part, le modèle de Von Mises modifié (MVM) introduit 

par [5] semble être très utilisé dans la littérature. Le modèle nommé RICRAG, développé par [17], sera 

utilisé dans le cadre de nos simulations numériques. Il sera brièvement exposé dans la section 

suivante. La justification du choix de ce modèle réside non seulement dans le fait qu’il soit 

relativement récent mais surtout en raison de son efficacité. 

Par ailleurs, il est important de signaler que le comportement simulé est fortement influencé par les 
erreurs de discrétisation, qui doivent être quantifiées et contrôlées. Dans le cas contraire, l'effet de 
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ces erreurs sur les résultats pourrait être interprété de manière erronée. Pour assurer la qualité de la 
solution EF, une tâche importante consiste à évaluer la qualité numérique de la solution en utilisant 
un estimateur d'erreur après analyse ou bien «à posteriori». Pour les problèmes linéaires, différentes 
approches conduisant à divers estimateurs ont été développées. Citons en particulier l'estimateur 
introduit par [1] et basé sur les résidus des équations d'équilibre; les estimateurs liés au lissage 
effectué par [18] et [19] des champs de contraintes; et enfin l'estimateur développé par [11]. Celui-ci 
est basé sur la notion de l’erreur établie au niveau de la relation de comportement. Pour les 
problèmes non linéaires et en particulier, pour la non linéarité due à la mécanique de 
l'endommagement, les travaux disponibles sont beaucoup moins abondants. Cependant, un 
estimateur basé à la fois sur les résidus des équations d’équilibre et des calculs locaux, a été 
développé par [16]. De plus, cette méthode a été améliorée par les contributions récentes de [8]. 
D'autre part, [3] ont adapté l'erreur en relation de comportement citée ci-dessus à un modèle 
d'endommagement non local qu'ils ont développé. Cependant, en raison de sa difficulté, la mise en 
œuvre de cet estimateur semble nécessiter des efforts considérables. 

Dans cet article, un nouvel indicateur d'erreur, basé sur une technique de lissage local au sens des 

moindres carrés, est présenté. En effet, les solutions éléments finis des champs de contraintes et 

d'endommagement sont lissées et considérées comme des solutions de référence. Cette méthode a 

été développée initialement par [6] et [7]. En effet, bien qu'ancienne, cette technique de lissage que 

nous utilisons semble être non seulement simple mais également efficace. De plus, le présent 

indicateur d'erreur est construit par la combinaison explicite de deux termes. Le premier est basé sur 

l'erreur en normes d’énergies portées par l'écart entre la contrainte lissée et celle obtenue par 

éléments finis. De la même manière, le second terme considère l'erreur obtenue par la différence 

entre la solution d'endommagement lissée et celle obtenue numériquement (non lissée). 

D'autre part, afin d'obtenir une optimisation des calculs obtenue grâce à une adaptation du maillage 

par rapport à une erreur prescrite préalablement fixée par l'utilisateur et en vue de réduire ainsi les 

coûts en termes de temps de calculs CPU, la connaissance des propriétés de l’indicateur développé 

est nécessaire. Pour cela, une analyse des propriétés de convergence du présent indicateur, mais 

également de son indice d’efficacité doit être réalisée et discutée. Cette adaptation est basée sur 

l’utilisation par le mailleur d’une "carte de tailles" issue elle-même du calcul d’une «carte d’erreurs» 

ou bien d’une carte de contributions à l'erreur globale fournie par l'indicateur utilisé. Par la suite, en 

utilisant à la fois cet indicateur et des procédures d'adaptation de maillages, un exemple test de 

calculs optimisés sera présenté.  

2 Présentation du modèle d’endommagement utilisé 
Dans cet article, le modèle nommé RICRAG, développé par [17], est celui que nous avons choisi pour 

de la mise en œuvre du présent indicateur d'erreur. Bien connu pour son efficacité et sa robustesse, 

ce modèle est implanté dans le code éléments finis CAST3M développé par le CEA en France [2]. A cet 

effet, il sera utilisé dans toutes nos simulations. Cette section consiste en une brève présentation des 

principes de base de ce modèle et de sa formulation. La présentation exhaustive de ce modèle 

dépasse le cadre de cet article et peut être trouvée dans [17]. Formulé dans le cadre de la 

thermodynamique des processus irréversibles, un potentiel d'état a été introduit tel qu'il prend en 

compte l'élasticité, l'endommagement, le glissement entre les surfaces fissurées et les écrouissages 

comme suit : 

𝜌𝛹 =  
1

2
{
𝜅

3
((1 − 𝑑)〈휀𝑘𝑘〉+

2 − 〈−휀𝑘𝑘〉+
2 ) + 2(1 − 𝑑)𝜇휀𝑖𝑗

𝐷휀𝑖𝑗
𝐷 + 2𝑑𝜇(휀𝑖𝑗

𝐷 − 휀𝑖𝑗
𝜋 )(휀𝑖𝑗

𝐷 − 휀𝑖𝑗
𝜋 )

+ 𝛾𝛼𝑖𝑗𝛼𝑖𝑗} + 𝛨(𝑧).                                                                                             (1) 

En couplant l'endommagement à l'élasticité, les premier et deuxième termes  de l'équation (01) ci-

dessus introduisent une seule variable scalaire d'endommagement d afin de représenter la diminution 

de la rigidité.  est la densité du matériau, κ et   sont respectivement les modules de compressibilité 

volumique et de cisaillement. 휀𝑖𝑗 est le tenseur des déformations du second ordre et 휀𝑖𝑗
𝐷  est le tenseur 

déviatorique des déformations du second ordre tel que  휀𝑖𝑗
𝐷 =  휀𝑖𝑗 −

1

3
휀𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗  où δij est le tenseur de 

Kronecker du second ordre. Rappelons que la variable scalaire d'endommagement d évolue de 0 à 1 

c'est-à-dire : du matériau vierge à l'état rompu respectivement. Il convient également de noter que 

l'effet unilatéral est pris en compte par la séparation du tenseur de déformation total en parties 
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positives et négatives comme le montre le premier terme. Le symbole < >+ désigne la partie positive 

du tenseur. Le troisième terme (2𝑑𝜇(휀𝑖𝑗
𝐷 − 휀𝑖𝑗

𝜋 )(휀𝑖𝑗
𝐷 − 휀𝑖𝑗

𝜋 )) représente le mécanisme de glissement 

par contact avec frottement où 휀𝑖𝑗
𝜋  est le tenseur de glissement du second ordre. 

Finalement, les derniers termes (𝛾𝛼𝑖𝑗𝛼𝑖𝑗) et 𝜢(𝑧) sont introduits pour tenir compte de la part de 

l'énergie de déformation restituée. Ce sont respectivement les taux de restitution d'énergie dus aux 

frottements et à l’écrouissage. Les écrouissages cinématiques et isotropes sont pris en compte. En 

effet, 𝛾 est un paramètre matériel, 𝛼𝑖𝑗 le tenseur du second ordre associé à l’écrouissage cinématique, 

z la variable interne liée à l'écrouissage isotrope et 𝜢 la fonction de consolidation. 

Après développement (voir [17]), on peut déduire les premières équations d'état telles que : 

𝜎𝑖𝑗 =
𝜕𝜌𝛹

𝜕휀𝑖𝑗
=

𝜅

3
((1 − 𝑑)〈휀𝑘𝑘〉+ − 〈−휀𝑘𝑘〉+)𝛿𝑖𝑗 + 2(1 − 𝑑)𝜇휀𝑖𝑗

𝐷 + 2𝑑𝜇(휀𝑖𝑗
𝐷 − 휀𝑖𝑗

𝜋 ).              (2) 

La deuxième équation d'état dans (03) permet d'obtenir le taux de restitution d'énergie Y  lié à 

l’endommagement. Il peut être obtenu en différenciant le potentiel d'état par rapport à la variable 

scalaire d’endommagement d : 

𝑌 = −
𝜕𝜌𝛹

𝜕𝑑
=

1

2
{
𝜅

3
〈휀𝑘𝑘〉+

2 + 2𝜇휀𝑖𝑗
𝐷휀𝑖𝑗

𝐷 + 2𝜇(휀𝑖𝑗
𝐷 − 휀𝑖𝑗

𝜋 )(휀𝑖𝑗
𝐷 − 휀𝑖𝑗

𝜋 )}                      (3) 

Une surface seuil d’endommagement et notée 𝑓𝑑 est introduite : 

𝑓𝑑 = �̅� − (𝑌0 + 𝑍)    telle que    �̇� = �̇�𝑑 .
𝜕𝑓𝑑

𝜕�̅�
.                                        (4) 

où �̇�𝑑 est un multiplicateur de Lagrange et Z une force thermodynamique associée à l'écrouissage 

isotrope. Finalement, l’expression de la variable d’endommagement d peut être écrite comme suit:  

𝑑 = 1 −
1

1+(ADirH(〈𝜀𝑖𝑗〉+〈𝜎𝑖𝑗〉+)+AInd(1−H(〈𝜀𝑖𝑗〉+〈𝜎𝑖𝑗〉+)))(�̅�𝑛𝑙−𝑌0)
.                            (5)  

ADir et AInd sont des paramètres matériaux qui peuvent être interprétés comme des coefficients de 

fragilité, respectivement, en traction et en compression et H la fonction de Heaviside. 

3 L’Indicateur d’erreur développé 
Considérons le domaine  muni d’une frontière Γ telle que Γ =  ΓD U ΓF où ΓD et ΓF sont à la fois deux 

parties complémentaires et disjointes. Sur ΓD le champ de déplacements est supposé connu. Pour 

simplifier nous supposerons que  est encastré sur ΓD. Une densité de forces surfaciques notée ℱ est 

appliquée sur la frontière ΓF. Ω est soumise à une densité de forces volumiques  𝒇 (figure 01). La 

notation 𝒏 désigne le vecteur normal unitaire sortant de Γ. 

 

Figure 01: Position du problème 

Le problème consiste à trouver le champ d'endommagement scalaire d, le champ de vecteurs 

déplacements 𝒖 et le champ des tenseurs de contraintes 𝝈 dans Ω satisfaisant les équations (01) à 

(05) et les conditions cinématiques (06) et d’équilibre (07) et (08) comme suit :  

𝒖 = 𝟎                            𝑠𝑢𝑟 ΓD                                                        (6) 

𝒅𝒊𝒗 𝝈 + 𝒇 = 0           𝑠𝑢𝑟  Ω                                                         (7) 

𝝈 𝒏 =  𝓕                      𝑠𝑢𝑟 ΓF                                                         (8) 
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En considérant les champs de triplets suivants (𝝈, 𝒖, 𝑑) et (𝝈ℎ, 𝒖ℎ, 𝑑ℎ)  représentant respectivement 

les solutions exactes et approchées définis sur Ω, définissons la quantité: 

𝒆 = [‖𝝈 − 𝝈ℎ‖𝜎,Ω
2 + 𝐶𝑑 . ∫ (𝑑 − 𝑑ℎ)2𝑑Ω

Ω

]

1/2

                                       (9) 

avec 𝐶𝑑un paramètre constant et non nul qui a la même dimension que l’erreur en norme d’énergie 
‖𝝈 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴 telle que : 

  ‖𝝈 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴 =  (∫ (𝝈 − 𝝈ℎ)𝑻

𝜴

 𝑪−𝟏(𝝈 − 𝝈ℎ) 𝒅𝜴)

𝟏/𝟐

                                  (10) 

𝑪 est un tenseur d'élasticité symétrique d'ordre quatre. Par définition, la quantité 𝒆 représente la 

définition exacte de l'erreur associée à la solution obtenue (𝝈𝒉, 𝒖𝒉, 𝒅𝒉).  

La solution exacte est généralement inconnue. L'idée consiste à calculer un indicateur de l'erreur sur 
la solution éléments finis en substituant les champs de contraintes exactes que sont les inconnues 𝝈 
et d’endommagements 𝑑 dans (09) par un champ de contraintes et d’endommagements lissés �̃�𝒉 et 

�̃�ℎ possédant de  meilleures propriétés de régularités et de continuité entre éléments. Cette idée est 
complétée par l'utilisation de certaines propriétés de super convergence au niveau des points 
d'intégration sur lesquels les contraintes sont obtenues avec une grande précision [6]. Par la suite, 
l'erreur peut être définie par la différence en termes de normes d'énergie entre cette solution à haut 
degré de précision et celle fournie par éléments finis. Cette erreur est donc estimée en substituant le 
premier terme de (09)‖𝝈 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴 par ‖�̃�𝒉 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴 telle qu’une approximation de l'erreur sera 

notée 𝒆𝒔peut être calculée par l'expression suivante : 

𝒆𝒔 = [‖�̃�𝒉 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴
𝟐 + 𝑪𝒅. ∫ (�̃�𝒉 − 𝒅𝒉)

𝟐
𝒅𝜴

𝜴

]

𝟏/𝟐

                            (11) 

La technique de lissage utilisée est celle utilisant la méthode locale des moindres carrés telle que 
présentée par [6]. Par ailleurs, on associe à la mesure d'erreur dans (11) l'erreur relative globale 
définie par : 

휀 = [
‖�̃�𝒉 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴

𝟐

‖�̃�𝒉 + 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴
𝟐 +

∫ (�̃�𝒉 − 𝒅𝒉)
𝟐

𝒅𝜴
𝜴

∫ (�̃�𝒉 + 𝒅𝒉)
𝟐

𝒅𝜴
𝜴

]

𝟏
𝟐

                                       (12)   

Ainsi ε consiste en une précision globale qui permet d'évaluer la qualité globale de la solution par 
éléments finis. Constitué de la somme de deux termes indépendants, la particularité de cet indicateur 
est que ε peut être décomposé en deux types d'erreur. Ce qui constitue un avantage. En effet, le 
premier terme : 

𝜺𝝈 =
‖�̃�𝒉 − 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴

‖�̃�𝒉 + 𝝈𝒉‖𝝈,𝜴

                                                         (13) 

est appelé "l’erreur relative en contraintes". Il consiste en est l’erreur portée par le champ solution 
de contraintes. Le second terme noté 휀𝑑, désigne "l’erreur relative d’endommagement" portée par le 
champ solution scalaire d’endommagement telle que : 

휀𝑑 = (
∫ (�̃�𝒉 − 𝒅𝒉)

𝟐
𝒅𝜴

𝜴

∫ (�̃�𝒉 + 𝒅𝒉)
𝟐

𝒅𝜴
𝜴

)

𝟏
𝟐⁄

                                             (14) 

Finalement, la relation entre 휀, 휀𝜎 et 휀𝑑 , peut être écrite sous la forme suivante:  

휀2 =  휀𝜎
2 +  휀𝑑

2                                                             (15) 
D’autre part, considérons 𝐸 une partie de Ω . Ainsi, on définit la contribution locale de 
𝐸 à l’erreur relative globale 휀 grâce  à la quantité 휀𝐸, telle que: 

휀𝐸 = [
‖�̃�ℎ − 𝝈ℎ‖𝝈,𝐸

2

‖�̃�ℎ + 𝝈ℎ‖𝝈,𝛺
2 +

∫ (�̃�ℎ − 𝑑ℎ)
2

𝑑𝐸
𝐸

∫ (�̃�ℎ + 𝑑ℎ)
2

𝑑𝛺
𝛺

]

1
2

                           (16) 

En pratique, 𝐸 est un élément de la décrétisation du maillage associé à Ω. Les contributions locales 
permettent d'obtenir des informations concernant les erreurs localisées sur la structure. Par 
construction, on a : 

ε2 = ∑   εE
2

E

                                                             (17) 
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4 Propriétés de l’indicateur développé 
Après avoir développé le présent indicateur d'erreur, la connaissance de ses propriétés est nécessaire. 
A cet effet, un test numérique de référence largement utilisé dans la littérature est réalisé. Il s'agit 
d’un test à poutre entaillée par un seul bord ou SENB test (figure 2). En effet, soumise à un chargement 
antisymétrique appliqué en quatre points, les charges appliquées F1= 10F/11 et F2= F/11 sont 
illustrées en figure 2 telles que F augmente par incréments de (0) zéro à (138F) avec F= 0,7 KN. Les 
deux autres charges sont les réactions d’appuis. Par ailleurs, il est à noter que la mise en œuvre de 
cet indicateur d'erreur est réalisée à l'aide du code éléments finis CAST3M développé par le CEA en 
France. Les essais sont effectués avec l'utilisation du modèle d'endommagement de RICRAG [17] 
présenté en section 2 ci-dessus et dont les paramètres matériau sont illustrés dans le tableau 1 ci-
dessous. 

Table 1: Paramètres matériau 

Module de Young 
E (GPa) 

Coefficient de 

Poisson  
Fragilité en 
traction ADir 

Fragilité en 
compression AInd 

Résistance à la 
traction Ft  (Pa) 

28 0.2 1.0 x 10-2 1.0 x 10-4 3.6 x 10+6 

 

Figure 2: test de poutre entaillée par un seul bord (SENB test) 

En utilisant des maillages composés d'éléments de type quadrilatères à quatre nœuds QUA4, Les 
calculs effectués ont permis d’obtenir la distribution des dommages telle qu’illustrée dans les figures 
03 ci-dessous. La forme arquée de la zone endommagée sous l'entaille est identique à celle obtenue 
par plusieurs auteurs tels que [8], [9] et autres.  

 

Figure 3: Distribution de l’endommagement pour la forme non déformée et déformée. 

Par ailleurs, l'avantage et l’originalité du présent indicateur résident dans sa capacité à dissocier entre 
l’erreur portée par le champ de contraintes εσet l'erreur portée par le champ d’endommagement εd. 
Par conséquent, cela offre la possibilité d'obtenir trois représentations différentes des cartes 
d'erreurs. La première concerne la représentation des contributions des éléments à l'erreur relative 
globale ε ou carte d'erreur globale (figure 4-a). La deuxième carte représente les contributions des 
éléments à l'erreur relative en contrainte εσ ou carte d'erreur en contraintes (figure 4-b). Enfin la 
troisième montre la contribution des éléments à l'erreur relative d'endommagement εd ou carte 
d'erreur d'endommagement (figure 4-c). Par ailleurs, en observant les figures (4-a) et (4-c), il est aisé 
de constater que les erreurs globales et d'endommagement sont particulièrement marquées dans la 
zone située au voisinage des frontières des zones endommagées. Ce résultat est en parfait accord 
avec la carte de distribution des erreurs obtenue par [16] qui ont utilisé un estimateur d'erreur de 
type résiduel basé sur des calculs locaux. 

           

a) carte d’erreur globales  b) carte d’erreurs en contraintes  c) carte d’erreurs d’endommagement 
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Figure 4 : maillage de 26816 éléments tels que   휀 = 4.89%  휀𝜎 = 4.37% et  휀𝑑  = 2.20 % 

En ce qui concerne l’étude de convergence de notre indicateur, celle-ci sera essentiellement réalisée 
avec la méthode de raffinement de type –h qui consiste en réduction des tailles uniformes des 
éléments des maillages à subdivisions uniformes et successifs comme le montre l’exemple de la figure 
5 ci-dessous.  

                    
a) Maillage initial de 1676 éléments QUA4 

avec une taille d'élément uniforme (h=10mm) 
b) Premier raffinement: Maillage de 6704 éléments 

avec une taille d'élément uniforme (h = 5 mm) 

Figure 5: Exemple de raffinement de maillages pour un test SENB  

Cela étant dit, afin d'effectuer une adaptation automatique pas à pas du maillage, la connaissance de 
l'évolution du taux de convergence d'erreur reste essentielle. Rappelons en effet la relation a priori 
bien connue entre l'erreur globale relative ε et la taille des éléments finis du maillage h telle que : 

휀 = 𝐶. ℎ𝑝                                                                          (18) 

où C est une constante positive non nulle et p le taux de convergence de l'erreur. L'exposant p est 
égal à 1 pour les solutions à allures régulières et reste inférieur à 1 en présence de singularités ou en 
présence de zones à forts gradients. Cela étant dit, pour certains pas de chargements que nous avons 
choisis, les évolutions de ces trois erreurs en fonction des tailles h des éléments sont représentées 
sur les figures 6 à 8.  

Ces courbes montrent bien la propriété de convergence pour les trois erreurs ε, εσ et εd. Toutefois, 
ces figures (6 à 8) montrent également l'influence de l'intensité de la charge appliquée sur les taux de 
convergence d'erreur p. Plus précisément, on peut facilement relever avec la représentation en 
échelles logarithmiques de ces figures un autre résultat plus important. Il consiste en la forte variation 
des taux de convergence de l’erreur d’endommagement au fur et à mesure que l’intensité du 
chargement augmente. Ce résultat important est également montré pour chaque pas de chargement 
sur la figure 9.  

                         
Figure 6: évolutions de l'erreur globale avec le 
raffinement uniforme du maillage pour quatre 

valeurs différentes du chargement  

Figure 7: évolutions de l'erreur en contraintes avec le 
raffinement uniforme du maillage pour quatre valeurs 

différentes du chargement 

 

                   
Figure 8: évolutions de l'erreur d’endommagement 

avec le raffinement uniforme du maillage pour 
quatre valeurs différentes du chargement 

Figure 9: SENB test évolutions des taux de convergences p des 
trois erreurs ε , εσ et εd en fonction du chargement 

5 Optimisation ou adaptation des maillages 
L’objectif d’une procédure d’adaptation de maillage est de garantir à l’utilisateur un niveau de précision tout 

en minimisant les coûts de calcul. En utilisant la h-génération qui est la procédure la plus utilisée : on modifie 

la taille et la topologie des éléments, mais on conserve le même type de fonctions de forme pour les 
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différents maillages. Pour cela, on utilise la méthode adoptée par [12] où un maillage T* est considéré 

comme optimal pour une mesure d’erreur  si : 



 

) maillagedu  élémentsd' (nombre  minimumest  N

rutilisateul'par  fixéeerreur   ,  
*

0

*T

Pour 

                 (19) 

En utilisant le code de calcul CAST3M [2], la résolution du problème s’effectue en adoptant la procédure 
suivante [4]: 

 Calcul sur un premier maillage T relativement grossier 

 Calcul sur T de l’erreur relative globale   et des contributions locales E 

 Détermination des caractéristiques du maillage optimal T* 
 Second calcul éléments finis sur le maillage T*. 

Soit l’exemple d’un calcul en comportement endommageable utilisant le modèle RICRAG pour la poutre 
illustrée en figure 02. Les propriétés matérielles sont celles du tableau 01. Les conditions aux limites sont 
celles de la figure 02 avec les mêmes charges que celles expliquées en section 4. En appliquant le présent 
indicateur à un maillage initial, grossier et composé de 765 éléments quadrilatéraux à quatre nœuds (figure 

10), une précision globale 휀 de 12,20 % est d'abord obtenue. La déformée et une carte de distribution du 
champ d'endommagement sont également représentées sur la figure 11. Les cartes d’erreurs relatives en 
contraintes, en endommagements et globales obtenues avec ce maillage grossier sont respectivement 

visibles sur les figures 12 à 14. Pour une erreur prescrite 0=5%, la résolution du problème (19) donne une 

carte de tailles d'éléments à prescrire au mailleur EF telle qu’illustrée sur la figure 15. Après résolution, un 
maillage optimisé composé de 5958 (figure 16) est fourni. L'indicateur développé fournit également une 

précision globale =4,86% avec une erreur relative de contrainte =3,39% et une erreur relative 

d'endommagement d=3,48%. Les cartes d’erreurs globales, en contraintes et en endommagements 
obtenues avec ce maillage adapté sont visibles sur les figures 17 à 19. 

  
Figure 10: Maillage grossier initial composé de 

765 éléments  
Figure 11: déformée  et distribution de 

l’endommagement (amplifié 63 fois) 

 

   
Figure 12: Carte d’erreurs en contraintes sur 

maillage initial avec   =11.37 % 

Figure 13 Carte d’erreurs en endommagements sur 

maillage initial avec  d=4.43% 

 

 
Figure14: Carte de contributions à l’erreur relative globale 

sur maillage initial = 12.20 % 

Figure 15: Carte des tailles des éléments à prescrire 

pour une erreur prescrite 0 =5%. 

l 

   
Figure 16: maillage optimisé à 5958 éléments QUA4 

avec une précision finale  = 4.86% 

Figure 17: carte de contributions à l’erreur relative globale du 

maillage optimisé =4.86% 

 

 
Figure 18 Carte d’erreurs en contraintes sur maillage 

optimisé avec   = 3.39 % 

Figure 19: Carte d’erreurs en endommagements sur 

maillage optimisé avec  d = 3.48 % 
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6 Discussion et Conclusion 
Basé sur des techniques de lissage local au sens des moindres carrés, un nouvel indicateur d'erreur avec 
relativement moins de difficultés pour sa mise en œuvre et avec un temps CPU significativement réduit est 
développé. Pour les champs de distributions des erreurs, les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux 
obtenus par l'utilisation de la méthode dite «des résidus». Cependant, pour l'erreur relative globale, les 
valeurs obtenues sont plus grandes que celles fournies par celle des résidus. Ceci peut s'expliquer par le fait 
que cette erreur globale soit composée de deux termes (erreur d'endommagement et erreur en contraintes) 
qui ont les mêmes ordres de grandeur. D'autre part, les analyses de convergence ont mis en évidence une 
forte variation du taux de convergence de l'erreur d'endommagement avec le pas de chargement. Ce qui 
constitue une difficulté majeure pour obtenir une adaptation automatique pas à pas du maillage. En effet, 
dans le cadre de calculs non linéaires et devant les besoins actuels de développer des programmes utilisant 
des adaptations automatiques des maillages, cette forte variation constituerait une difficulté majeure dans 
le sens où il devient nécessaire de calculer ce taux de convergence p de l'erreur et ce, pour chaque pas 
chargement. Ce qui rend les calculs assez coûteux en termes de temps CPU. Néanmoins, pour un pas 
préalablement choisi, des calculs optimisés peuvent être effectués par le présent indicateur. Son 
amélioration doit faire l'objet de recherches futures. 
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Résumé Les coursiers en marches d’escalier sont des ouvrages hydrauliques spéciaux
conçus pour une dissipation efficace de l’énergie cinétique de l’écoulement afin d’éviter
l’érosion du lit aval des barrages. La détermination des dimensions du coursier en marches
d’escalier est un problème majeur dans la construction des barrages vue le grand nombre
de variables qui rentre en jeux, la non-linéarité de la fonction objectif ainsi que la présence
des contraintes. Dans ce document, l’algorithme à essaim de particules (PSO) est utilisé
pour déterminer la meilleure géométrie de coursier en marches d’escalier pour maximiser
le taux de dissipation d’énergie. les résultats obtenus ont été comparés avec les résultats
précédemment obtenues en utilisant les algorithmes génétiques.

Mots clés : Coursier en marches d’escalier ; Optimisation ; PSO.

1 Introduction
Les ouvrages de dissipation d’énergie sont vitaux pour la protection des barrages contre

l’énergie provenant de l’eau acheminée à travers l’évacuateur de crues. Ces ouvrages per-
mettent d’assurer la stabilité des barrages et de lutter contre l’érosion du lit en aval de celui-ci.
Parmi ces ouvrages, on trouve les coursiers en marches d’escalier qui ont l’avantage de dis-
siper une grande énergie de l’écoulement qui peut atteindre 90% de l’énergie totale ce qui
permet ainsi de réduire les dimensions du bassin de dissipation d’énergie en aval.

Plusieurs paramètres conditionnent la dissipation d’énergie dans les coursiers en marches
d’escalier à savoir le débit d’écoulement, la hauteur et la longueur des marches, la largeur du
coursier ainsi que la pente de coursier [1]. Pour quantifier le taux de dissipation d’énergie plu-
sieurs formules empiriques ont été proposées en se basant sur des données expérimentales
comme le cas de [2] et [3] ou sur d’autres techniques telles que les méthodes d’intelli-
gence artificielle présentées par [6], [4] et [5]. La détermination des dimensions du coursier
en marches d’escalier est un problème majeur dans la construction des barrages qui est
reliée à un grand nombre de variables. En plus les équations qui existent dans la littérature
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pour quantifier le taux de dissipation d’énergie sont non-linéaires et souvent présentent des
contraintes. Dans ce contexte, quelque travaux d’optimisation ont été réalisés dans le but de
trouver la meilleur géométrie de coursier en marche d’escalier afin de maximiser le taux de
dissipation d’énergie à savoir ceux de [9] en utilisant la méthode dite ”the Feasible Direction
Method” (FDM) et [7] en utilisant les algorithmes génétiques (GA).

Récemment, l’utilisation et le développement des méthodes d’optimisation basées sur
l’heuristique ont considérablement augmenté. Ces méthodes peuvent éliminer la plupart des
difficultés des méthodes classiques. Les algorithmes d’optimisation les plus populaires uti-
lisés pour résoudre ces problèmes sont les algorithmes génétiques (GA) et la méthode à
essaim de particules (PSO : Particle Swarm Optimisation). Ils sont appliqués avec succès à
différentes applications d’optimisation d’ingénierie. PSO est l’un des algorithmes les plus po-
pulaires capables de trouver des résultats précis et efficaces avec un faible temps de calcul.

Dans ce travail, l’algorithme PSO est utilisé pour déterminer les dimensions optimales
du coursier en marches d’escalier afin de maximiser le taux de dissipation d’énergie. Les
variables de décision comprennent la pente de coursier, la largeur du coursier, la hauteur
des marches ainsi que la charge sur la crête. Les résultats obtenus sont comparés à ceux
précédemment obtenus par [7] en utilisant les algorithmes génétiques.

2 Estimation du taux de dissipation d’énergie
Les coursiers en marches d’escalier sont caractérisés par le taux élevé de la dissipation

d’énergie. Les marches agissent comme de grands éléments rugueux qui augmentent la
résistance de l’écoulement et conduisent à un taux de dissipation d’énergie plus élevé par
rapport aux coursiers lisses. Ce taux de dissipation est donné comme suit :

∆E
Emax

=
Emax−Eres

Emax
= 1− Eres

Hdam +1.5yc
(1)

∆E
Emax

= 1− Eres

yc

(
Hdam

yc
+1.5

)−1

(2)

avec, ∆E/Emax le taux de dissipation d’énergie, Emax l’énergie maximale disponible à la
crête du barrage, yc la hauteur critique d’écoulement, Hdam la hauteur du barrage.

L’écoulement turbulent dans un coursier en marches d’escalier est subdivisé en deux
types, l’écoulement quasi-uniforme qui se produit pour Hdam/yc > He/yc et l’écoulement
non uniforme qui se produit pour 0.5≤ Hdam/yc ≤ He/yc avec He est la hauteur ...

Pour le cas d’écoulement quasi-uniforme le terme Eres/yc est calculé comme suit[8] :

(
Eres

yc

)

u
= cosα

(
f

8 sinα

)1
3 +

1
2

(
f

8 sinα

)2
3 (3)

(
Eres

yc

)

u
=

(
f

8 sinα

)1
3 +

1
2

(
f

8 sinα

)2
3 (4)

où, f est le coefficient de frottement
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L’équation 3 est valable pour 19 ≤ α ≤ 55 ainsi que pour 5.7 ≤ α ≤ 19 et h/yc <
13(tanα)2−2.73(tanα)+0.373 et l’équation 4 est valable pour 5.7≤ α ≤ 19 et h/yc >
13(tanα)2−2.73(tanα)+0.373

pour le cas d’écoulement non uniforme, Eres/yc est calculé comme suit [8] :

(
Eres

yc

)

non−uni f orm
= 1.5+

((
Eres

yc

)

u
−1.5

)(
1−
(

1− Hdam

He

)m)
(5)

avec, m =− α
25 +4

3 Algorithme à essaim de particules
Les algorithmes à essaim de particules ont été introduits par Kennedy et Eberhart en

1995. Ces algorithmes sont inspirés du comportement social des animaux (essaims d’in-
sectes, bancs de poissons ou des nuées d’oiseaux) dans le but de simuler des interactions
sociales. PSO est un algorithme de recherche basé sur la population dans lequel les par-
ticules changent de position avec le temps en combinant trois tendances : la propension à
suivre son propre chemin, la tendance à revenir vers sa meilleure position, et la tendance à
aller vers la meilleure position trouvée par l’essaim.

Considérant un espace de recherche avec n particules, chaque particule de la population
est modélisée par une position Xi et une vitesse Vi. La qualité de la position d’une particule
est déterminée par la valeur de la fonction objectif en ce point. La meilleure position d’une
particule i est notée Pbest

i . La meilleure position globale de l’essaim correspond à la meilleur
position enregistrée par toutes les particules. Cette position globale est notée Gbest .

Au départ de l’algorithme, les particules de l’essaim sont initialisées de manière aléatoire
dans l’espace de recherche. A chaque itération, chaque particule se déplace en combinant
linéairement les trois composantes à savoir, sa vitesse et sa meilleure position actuelle ainsi
que la meilleure performance de ses voisines. En effet, à l’itération t + 1, la vitesse et la
position des particules sont calculées comme suit :

{
V t+1

i =W V t
i + c1 r1

(
Pbest

i −X t
i
)
+ c2 r2

(
Gbest −X t

i
)

X t+1
i = X t

i +V t+1
i

(6)

avec, i = 1,2, ...,n. W est le poids d’inertie, c1 et c2 sont des paramètres constants appelés
coefficients d’accélération. r1 et r2 sont des valeurs aléatoires variant entre 0 et 1. X t

i et V t
i

sont la position et la vitesse actuelles de la particule i à l’itération t.

4 Etude de cas
Pour tester les performances de l’algorithme PSO, un coursier lisse d’un barrage en Iran

a été considéré pour l’étude de cas. L’objectif est d’optimiser les dimensions d’un coursier en
marches d’escalier comme alternative au coursier lisse existant. Ce problème a été introduit
pour la première fois et résolu à l’aide des algorithmes génétiques par [7]. La hauteur du
coursier de ce barrage est de 28m et les débits totaux considérés sont : 422 m3/s, 560.2
m3/s et 776,9 m3/s.
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L’objective de cette étude est de déterminer les dimensions optimales des coursiers en
marches d’escalier (la pente du coursier et sa largeur de coursier, la hauteur des marches
ainsi que la charge sur la crête) pour maximiser le taux de dissipation d’énergie, donc mini-
miser le taux d’énergie résiduelle. La fonction objectif utilisée est donnée par :

Eres

Emax
=

Eres

yc

(
Hdam

yc
+1.5

)−1

(7)

sous les contraintes suivantes :

g(1) = h− yc

(
7
6
(tanα)1/6

)
≤ 0 (8)

g(2) = 0.25yc−h≤ 0 (9)

g(3) = Q−30b≤ 0 (10)

g(4) = Q−C b(Hd)
3/2 ≤ 0 (11)

g(5) = Hchute−L tan(α)≤ 0 (12)

Les limites des variables de décision sont données dans le tableau 1.

TABLE 1 – Limites des variables
Variables Limite inférieure Limite supérieure

α 10.33 17.63
b(m) 20 26

h 0.2 3
Hchute 24 26

Hd 4 5.8

La résolution du problème d’optimisation en utilisant PSO permet d’avoir les résultats
représentés dans les tableaux ??ésultaats1résultaats1t ??ésultaats3résultaats3 les trois
valeurs utilisées du débit. Ces résultats montrent bien que la géométrie obtenue en utili-
sant PSO permet de dissiper une énergie plus importante que celle présentée par [7]. Les
géométries données par PSO fournissent un gain de dissipations d’énergie de 4.78%, 4.41%
et 5.08% pour lés trois valeurs des débits 422m3/s, 560.2m3/s, 776.9m3/s respectivement.

TABLE 2 – Résultats d’optimisation pour Q = 422 m3/s
Paramètre Coursier lisse Optimisation avec GA [7] Optimisation avec PSO

α 10.66 13.04 10.33
b(m) 26 23.8 26
h(m) - 1.63 2.19
Hchute 25.14 26 26

Hd 5.6 2.46 5.48
Eres/Emax 58.76 23.86 19.08
∆E/Emax 41.23 76.14 80.92
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TABLE 3 – Résultats d’optimisation pour Q = 560.2m3/s
Paramétre Coursier lisse Optimisation avec GA [7] Optimisation avec PSO

α 10.66 13.00 10.33
b(m) 26 25.9 26
h(m) - 1.85 3
Hchute 25.14 26 26

Hd 5.6 4.67 5.8
Eres/Emax 58.76 26.82 22.41
∆E/Emax 41.23 73.18 77.59

TABLE 4 – Résultats d’optimisation pour Q = 776.9 m2/s
Paramètre Coursier lisse Optimisation avec GA [7] Optimisation avec PSO

α 10.66 13 10.33
b(m) 26 25.99 26
h(m) - 2.28 3
Hchute 25.14 26 26

Hd 5.6 5.78 5.8
Eres/Emax 58.76 31.88 26.8
∆E/Emax 41.23 68.12 73.2

5 Conclusion
Dans cette étude, la capacité de l’algorithme PSO en tant qu’outil efficace pour l’opti-

misation des dimensions des coursiers en marche d’escalier a été étudiée. L’algorithme a
été appliqué à un problème précédemment analysé à l’aide de GA. Les résultats obtenus
ont montré que la PSO peut résoudre efficacement ce type de problème de conception et
atteindre facilement l’optimum global.
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Résumé Dans le but de valoriser les sables concassés, d’encourager et d’orienter leurs
utilisation dans la composition des bétons, une nouvelle et différente approche optimisée
d’une station de concassage est proposée, afin de prédire la teneure en fillers TF des sables
concassés.
Une étude de cas concernant l’unité de traitement de sable concassé de l’ENG EL- HA-
CHIMIA, située au nord de l’Algérie, est prise comme exemple d’application à l’approche
proposée. La teneur en fillers est principalement régi par trois paramètres : l’ouverture
de sortie du concasseur secondaire (OSCS), ouverture de sortie du concasseur tertiaire
(OSCT) et la vitesse de rotation du concasseur tertiaire (VRCT). Après avoir délimité leurs
domaines de variation, des expériences in-situ sont lancées avec un impact minimal sur
les perturbations de fabrication. Un modèle mathématique, basé sur la méthode des plans
d’expériences, est élaboré afin de représenter l’évolution de la teneur en fillers en fonc-
tion des trois paramètres. Le modèle est validé par des tests statistiques puis confronté à
d’autres mesures expérimentales. A partir de l’exploitation de modèle on a pu mettre au
point des abaques pratiques permettant au fabricant le repérage visuel de la réponse dans
la région du domaine expérimental, et aussi de connaı̂tre les différentes combinaisons des
facteurs opératoires permettant de conduire à une teneur en fillers désirée.

Mots clés : : Sables concassés ; fillers ; modélisation et optimisation ; méthode des plans
d’expérience

∗Corresponding Author

558

http://www.univ-bejaia.dz/moad22
https://orcid.org/0000-0001-5121-7865
https://orcid.org/0000-0002-4358-7441


Optimisation des paramètres d’un process de concassage

1 Introduction
Les développements remarquables dans les secteurs du Bâtiments et Travaux Publics

ont induit, au cours des trois dernières décennies, une augmentation considérable de la
consommation de granulats en Algérie, environ 445 millions de tonnes par an dont 159
millions de tonnes de sable, et les stocks disponibles ne satisfont plus la demande. Cette
insuffisance de matériaux, risque de compromettre beaucoup de chantiers dans les secteurs
de l’habitat, des travaux publics et de l’hydraulique. Compte tenu de cette forte croissance
de la demande de sable et des lois interdisant l’extraction de matières alluviales des lits des
rivières, le remplacement du sable des rivières et de la mer par le sable concassé dans la
composition du béton constitue une alternative pour limiter l’extraction sauvage et illégale de
ce matériau, et contribuer aussi à la protection de l’environnement.

Parallèlement à cette situation, des carrières de granulats, généralement d’origine cal-
caire, produisent du sable résultant des opérations de concassage. Ces sables étaient uti-
lisés beaucoup-plus dans le secteur des travaux publics et non pas dans la confection des
bétons. La limitation du taux de fillers (éléments passant à 63 µm) des sables pour les bétons
ordinaires par rapport aux normes en vigueurs est une démarche très coûteuse en termes
de technologie (processus d’élaboration) et de consommation d’énergie. Les fines de sable
concassé ont un effet prononcé sur les propriétés rhéologiques du béton frais. Des études
[8, 11, 10, 6] montrent que la présence des éléments fins en quantité non contrôlées dans
une formulation d’un mortier ou d’un béton est à l’origine de nombreuses défaillances, telles
que des résistances mécaniques faibles et des retraits importants qui sont à l’origine des
fissurations.

S’inscrivant dans un courant de recherche de solutions plus rationnelles, le présent travail
propose une nouvelle et différente approche optimisée qui consiste à valoriser l’utilisation du
sable concassé dans la composition des bétons par la maitrise de sa qualité, précisément,
sa teneur en fillers (TF), par la modélisation et l’optimisation du processus d’élaboration des
sables concassés en utilisant la méthode des plans d’expériences.

Afin de produire un sable concassé, il est nécessaire d’utiliser un ensemble de plusieurs
stages de concassage assurés par différents types de concasseurs dont le but principal
est de réduire la taille de la roche aux dimensions souhaitées. Le type, la position et le
réglage de certains paramètres de ces concasseurs influencent largement la qualité des
sables concassés.

Une étude de cas concernant l’unité de traitement de sable concassé d’ENG EL-HACHIMIA,
située au nord de l’Algérie, est prise comme exemple d’application à l’approche proposée.
Le processus dans cette usine est principalement régi par trois paramètres, à savoir l’ouver-
ture de sortie du concasseur secondaire (OSCS), ouverture de sortie du concasseur tertiaire
(OSCT) et la vitesse de rotation du concasseur tertiaire (VRCT). Un modèle mathématique
(TF) est conçu pour prédire l’évolution de la teneur en fillers en fonction de ces trois pa-
ramètres.

L’objectif de cette modélisation est de concevoir une fonction mathématique décrivant
l’évolution de la teneur en fillers (TF) des sables de concassage en fonction de l’ouverture de
sortie du concasseur secondaire (OSCS), ouverture de sortie du concasseur tertiaire(OSCT)
et vitesse de rotation du concasseur tertiaire (VRCT). Utilisant ce modèle, nous pouvons
prédire la teneur en fillers en fonction de l’ajustement de ces paramètres.
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TABLE 1 – Caractérisation chimiques de
la roche mère du gisement de l’ENG EL-
HACHIMIA.
Oxyde de calcium (CaO) 50.68%
Oxyde de silicium (SiO2) 4.51%
Oxyde de fer (Fe2O3) 0.54 %
Oxyde d’aluminium (Al2O3) 1.09 %
Oxyde de magnésium (MgO) 1.01 %
Oxyde de potacium (K2O) -
Oxyde de sodium (Na2O) -
Sulfate soluble dans l’eau 0.0024%
Sulfate soluble dans l’acide 0.54%
Perte au feu (PF) 40.70 %

TABLE 2 – Variation des niveaux des fac-
teurs

Facteurs Niv bas (-1) Niv haut (+1)
X1 OSCS
(mm)

20 100

X2OSCT
(mm)

10 40

X3
VRCT
(m/s)

30 60

2 Méthodologie Expérimentale

2.1 Processus de traitement des granulats de l’ENG EL-HACHIMIA
La fabrication du sable concassé 0/4 mm au sein de l’installation de traitement des gra-

nulats de l’ENG unité EL-HACHIMIA est le résultat d’une succession d’opérations. Ce pro-
cessus de traitement est subdivisé en trois niveaux de traitement (stages) à savoir : stage
primaire, stage secondaire et enfin le stage de finition tertiaire, chaque stage comporte plu-
sieurs étapes de traitement. L’unité EL-HACHIMIA exploite un gisement de calcaire massif
dur. Les résultats d’analyse minéralogique par Diffraction à Rayons X (DRX), de plusieurs
échantillons de la roche (tout-venant) montre une composition minéralogique essentielle-
ment de calcite (CaCO3), Dolomite CaMg(CO3)2 et de quartz (SiO2). Ces résultats sont
confirmés par l’analyse chimique représentée sur le tableau 1.

2.2 Modélisation par plans d’expériences
La méthode des plans d’expériences est appliquée dans notre approche pour étudier

l’influence de l’ouverture de sortie du concasseur secondaire (OSCS), ouverture de sor-
tie du concasseur tertiaire (OSCT) et la vitesse de rotation du concasseur tertiaire (VRCT)
influençant la réponse qui est : la teneur en fillers de sable concassé (TF), et pour modéliser
la relation entre eux. Dans l’objectif d’évaluer cette influence et de concevoir cette relation
sur une station de traitement en activité avec un minimum de conséquences financières
pour l’entreprise, nous avons adopté le plan d’expériences factoriel complet 23.Tel que défini
par Montgomery [9], un plan factoriel complet est un plan expérimental avec un nombre de
niveaux limités à deux (bas et haut) pour chaque facteur ; il prend en compte toutes les
combinaisons entre les niveaux des facteurs au cours de l’expérience [7]. Dans notre cas la
variation des niveaux des trois facteurs est présentée dans le tableau 2.

Le nombre d’expériences peut être calculé à partir d’une formule utilisant un plan facto-
riel complet : 2k, où k est le nombre de facteurs (= 3 dans le cas présent). En conséquence,
huit expériences peuvent être appliquées pour étudier les effets des facteurs [3, 4].
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TABLE 3 – Résultats (TF) du plan facto-
riels complet 23

Pt expérimental X1 X2 X3 Y=TF%
A -1 -1 -1 13.719
B +1 -1 -1 11.900
C -1 +1 -1 9.224
D +1 +1 -1 8.525
E -1 -1 +1 14.325
F +1 -1 +1 12.542
G -1 +1 +1 11.966
H +1 +1 +1 9.682

TABLE 4 – Effets des facteurs sur la te-
neur en fines du sable concassé.

Facteur Effet
a0 11.4856
a1 -0.8229
a2 -1.6356
a3 0.6429
a12 0.0779
a13 -0.1941
a23 0.331
a123 -0.2029

Le détail de chaque point expérimental et les résultats obtenus sont explicités dans le Ta-
bleau 3. Pour chaque point expérimental on répète l’essai cinq fois, pour s’assurer de la
reproductibilité des résultats. Le prélèvement d’échantillons de sable concassé 0/4mm dans
l’usine de traitement est effectué avec la procédure de prélèvement de matériaux en cours
d’écoulement conformément à la norme [NFP 18-552].

3 Résultats et discussion

3.1 Conception du modèle analytique
Une meilleure teneur en fillers dans un sable concassé est liée en grande partie au

réglage des paramètres de la station de traitement des granulats préalablement choisies
(ouverture de sortie du concasseur secondaire (X1), ouverture de sortie du concasseur ter-
tiaire (X2) et la vitesse de rotation du concasseur tertiaire (X3). Le but de cette modélisation
est de calculer l’effet de chaque facteur sur la réponse et de trouver, par le biais d’un modèle
mathématique, une relation fidèle entre ces trois paramètres et la teneur en fillers (TF), pour
ce faire nous partons du modèle mathématique associé aux plans factoriels complets 2k

[3, 4, 12] qui s’écrit :

y = a0 +a1 x1 +a2 x2 +a3 x3 +a12 x1 x2 +a13 x1 x3 +a123 x1 x2 x3 (1)

Les résultats obtenus à partir des huit expériences sont présentés dans le tableau 3,
avec les niveaux bas (-1) et haut (+1) tels que spécifiés dans le tableau 2. Connaissant la
réponse (y) on aura le système d’equation 2
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TABLE 5 – Signification des effets.
Terme Effet t j Valeur Student Signification

a1 -0.8229 7.667 Signifiant
a2 -1.6356 15.261 Signifiant
a3 0.6429 5.998 1.697 Signifiant
a12 0.0779 0.727 Non-Signifiant
a13 -1.1941 1.809 Signifiant
a23 0.331 3.087 Signifiant
a123 -0.2029 1.893 Signifiant

TABLE 6 – TF exp-TF modèle
N° TF exp TF prédites
1 13.719 13.640
2 11.99 11.994
3 9.224 9.708
4 8.528 8.450
5 14.325 14.268
6 12.541 12.622
7 11.966 12.048
8 9.682 9.626




13.719
11.900
9.224
8.528
14.325
12.541
11.966
9.682




=




+1 −1 −1 −1 +1 +1 +1 −1
+1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1
+1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1
+1 +1 +1 −1 +1 −1 − −1
+1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1
+1 +1 −1 +1 −1 +1 −1 −1
+1 −1 +1 +1 −1 −1 +1 −1
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1







a0
a1
a2
a3
a12
a13
a23
a123




(2)

La solution du système ci-dessus est de déterminer le vecteur colonne a tableau 4, tel que :
a = X−1Y .

3.2 Validation du modèle par l’analyse statistique
Après avoir conçu l’équation de régression polynomiale du taux de fines exprimé en

fonction des trois facteurs (OSCS, OSCT et VRCT), il est nécessaire de valider le modèle
par des tests statistiques.
La signification des différents coefficients calculés a été vérifiée par le test de Student pour
un niveau de confiance de 95 %. Ce test permet de déterminer si parmi les coefficients
du modèle, existe des coefficients non significatifs, lesquels seront éliminés de l’équation
de régression car leurs influences sur la teneur en fines sont négligeables. Les effets des
facteurs et les valeurs de Student (t j) sont présentés dans le tableau 5.

Les résultats du tableau 5 motrent que l’interaction OSCS – OSCT est statistiquement in-
signifiante. Selon GOUPY [4] les interactions d’ordre 3 ou d’ordre plus élevé sont considérées
négligeable, dans notre cas, pour un meilleur ajustment du modèle (TF) élaboré on suppose
que l’interaction OSCS-OSCT-VRCT est négligeable, donc le modèle retenu s’écrit comme
indique l’equation 3

yi = 11.4856−0.823 x1−1.635 x2 +0.645 x3−0.194 x1 x3 +0.331 x2 x3 (3)
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Le test de la validité de l’equation de régression est basé sur la statistique de FISHER.La
valeur tabulée du test de FISHER pour le niveau de signification α =0.05 et le nombre de
degré de liberté ( f1 = k− 1 = 5) et ( f2 = N− k = 2) est de 19.3. La valeur F calculée
pour ce modèle est égale à 33.13 est supérieure à celle tabulée, donc l’equation de regres-
sion est donc trés significative sur la réponse. le test de FISHER a montré que l’équation
de régression3 retenue décrit l’expérience de façon adéquate. Les réponses expérimentales
et les réponses prédites par le modèle sont présentées dans le tableau6. Le coefficient de
détermination (R2 = 0,9985) est très proche de 1. Cela montre que le modèle mathématique
proposé est capable de prédire avec une précision très satisfaisante les valeurs expérimentales
mesurées. Nous avons également sélectionné un autre point expérimental dans le domaine
d’étude pour vérifier la validité du modèle en dehors des points utilisés pour le plan d’expériences
factoriel complet 2k. Les résultats des tests expérimentaux sur cinq échantillons sont rap-
portés dans le tableau 7. On voit que la valeur prédite est proche de la moyenne des valeurs
mesurées et reste à l’intérieur de l’intervalle délimité par la moyenne± écart type (SD), soit :
10.61 ∈ [8,21%,11,43%]

TABLE 7 – Validation du modèle par un autre point expérimental (OSCS=50mm,
OSCT=25mm, VRCT=30m/s)
N° Essai (TF%) expérimentales (TF%) moyenne Ecart type (TF%) prédites

1 11.64
2 9.13
3 11.42 9.824 1.61 10.61
4 8.04
5 8.89

En conclusion, les tests statistiques et graphiques permettent de considérer notre modèle
Equation 3 comme étant bon pour représenter les résultats du plan d’expériences. L’analyse
du modèle élaboré Equation3, montre une augmentation du taux de fillers avec l’augmenta-
tion de la VRCT, ce qui corrobore certaines constatations antérieures [5, 1]. Cette augmen-
tation du taux de fillers est réduite par l’élargissement de l’ouverture de décharge des deux
concasseurs (OSCS et OSCT).

3.3 Optimisation des paramètres opératoires
L’objectif de ce travail est d’optimiser l’ensemble des paramètres opératoires de la sta-

tion de traitement des granulats de l’ENG EL-HACHIMIA et d’obtenir un réglage optimal de
celle-ci, afin d’avoir un sable concassé qui répond aux prescriptions des normes en vigueur,
qui fixent la teneur en fillers des sables de concassage. Après avoir identifié les facteurs
expérimentaux les plus importants avec leurs nivaux de variation. L’approche méthodologique
de la méthode des plans d’expériences (plan factoriel complet à deux niveaux 2k), permettra
d’optimiser les trois paramètres de fonctionnement de l’unité de concassage de l’ENG EL-
HACHIMIA afin de prédire le taux de fillers (TF) selon les besoins des clients, en utilisant les
surfaces de réponses et les courbes iso valeurs.

Selon le modèle proposé (équations 3), l’optimisation consiste à restituer l’équation
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TF (OSCS, OSCT, VRCT) et trouver toutes les valeurs des paramètres de fonctionnement
OSCS, OSCT et VRCT qui entrainent un état souhaité de l’installation de concassage.

Les figures 1,2 sont proposées comme des abaques de prédiction de la teneur en fillers,
pour une utilisation pratique par l’opérateur, ceci en utilisant l’optimisation graphique (courbes
iso-teneurs en fillers) en fixant l’un des paramètres (VRCT) et en cherchant les deux autres
(OSCS-OSCT) pour une teneur en fillers souhaitée.

FIGURE 1 – Abaques de prédiction de la teneur en fillers pour VRCT= 30m/s

FIGURE 2 – Abaques de prédiction de la teneur en fillers pour VRCT= 60m/s

4 Conclusion
Cette étude met en évidence l’influence des trois paramètres préalablement choisis sur

le taux de fillers des sables concassés. La confrontation des résultats expérimentaux aux
résultats obtenus par le modèle établi par la méthode des plans d’expériences montre une
convergence dans les résultats obtenus.
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Le réglage des concasseurs, a une grande influence sur la teneur en fillers du produit
fini. Il faut donc que les appareils choisis, soient bien réglés et bien utilisés. Maintenant, avec
la présence de ces abaques, il est possible de définir un objectif de production pour une
distribution granulométrique souhaitée caractérisée par sa teneur en fillers, en agissant sur
le réglage des paramètres opératoires du processus d’élaboration des sables concassés.

Le modèle et abaques développés sont des outils méthodologiques adaptés à l’optimi-
sation de l’installation. Ils permettent en particulier de prédire la teneur en fillers des sables
concassés.
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Résumé L’objet de cet article est de diminuer les temps d’attentes des patients au ser-
vice d’urgence de l’hôpital de Tlemcen dont le but d’améliorer sa performance. Tout en
sachant que ces services subissent un afflux important d’où la nécessité d’une bonne ges-
tion des ressources humaines et matérielles. Dans ce contexte, nous avons posé comme
point centrale de notre recherche l’étude du flux de patients au sein du service d’urgence.
Nous présentons à travers cet article, la démarche suivie pour la modélisation, ainsi que
les résultats obtenus par simulation. La finalité du travail sera l’amélioration par un scénario
� What-if � une solution opérationnelle inspirée d’une proposition stratégique qui est la
mise en œuvre d’une nouvelle structure par l’État, pour minimiser les temps d’attentes des
patients aux urgences.

Mots clés : service des urgences ; flux de patients ; modélisation ; simulation ; temps d’at-
tente

1 Introduction
Le service des urgences est un système dans lequel une variété de services médicaux,

de prestataires et de personnel auxiliaire doivent collaborer pour trier, diagnostiquer et trai-
ter des problèmes médicaux allant du bénin au danger de mort. L’encombrement est un
déséquilibre entre la demande et la capacité des services d’urgence à fournir des soins est
le principal obstacle au quel doit faire face tous les services d’urgences mondiaux dû a quoi
les délai d’attente se voit augmenté [1]. Selon le NHS britannique, l’amélioration du flux de
patients pour éviter l’encombrement hospitalière est un défi contemporain. Dans cet article
l’objectif principale est de réduire le temps d’attente des patients au sein d’Urgences Médico-
Chirurgicales de Tlemcen. La prestation de services au sein des urgences s’avère être com-
plexe et multifactorielle, avec une variété d’aléas générant ainsi un grand nombre de circuits
indéterministes d’où le choix de la simulation. Puisque celle-ci permet de reproduire le fonc-
tionnement du système, de tester les multiples scénarios possibles afin de pouvoir suggérer
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d’éventuelles améliorations. Notre étude a été réalisée au UMC du Centre Hospitalier Uni-
versitaire (CHU) de Tlemcen durant la période du 14 février au 13 mai 2022. Le service
accueille tout patient dont l’état nécessite une prise en charge immédiate, qu’il s’agisse de
soins médicaux, chirurgicaux ou médico-chirurgicaux, à toute heure de la journée, 24h/24.

2 Modélisation de flux de patient
Afin de bien visualiser le flux de patients au sein d’UMC de Tlemcen, nous avons utilisé

un � flowchart � qui est une représentation graphique qui aide a visualiser un processus
en étapes discrètes organisées dans la séquence d’événements. Le � flowchart � fournit
une base pour le modèle de simulation d’événements discrets. Ce dernier est représenté en
fonction du flux de patients existant du système étudié.

Dès l’arrivée d’un patient à l’accueil un tri préliminaire sera fait soit par la réceptionniste
ou par un médecin généraliste à la base des données anamnestiques, clinique, et motif de
la visite, afin de distinguer les vrais des faux patients et en fonction du type de la pathologie
le malade sera référé à l’unité la plus appropriée pour sa prise en charge qui peut être soit
médicale ou chirurgicale.

2.1 Parcours des patients relevant de l’unité médicale
Les médecins généralistes au niveaux des urgences font face à deux cas de figures :

Des patient étant dans un état stable, ce qui donne amplement le temps au médecins de faire
leurs diagnostics en passant par une consultation et si besoin des examens complémentaires
(scanner, radio, bilans. . . ) ou un avis de médecins généraliste ou les deux au même temps,
pour en conclure à un diagnostic évident. En fonction de ce dernier le médecin prend une
décision à propos du parcours du patient qui peut être admis dès le départ dans l’Unité
d’Hospitalisation de Court Durée. Pour les patient étant dans un état instable représentent
soit une urgence absolue ou relative. Si c’est une urgence absolue dont le pronostic vital est
engagé est immédiatement acheminée vers la Salle d’Accueil des Urgences Vitales (SAUV),
ou la salle de déchoquage. Sinon, une urgence relative elle ne sera pas admise aux SAUV
immédiatement mais nécessite une stabilisation de l’état du patient pour ne pas se transfor-
mer en urgence absolue. La figure 1 shématise de manière plus détaillée le parcours des
patients dans l’unité médicale.

2.2 Parcours des patients relevant de l’unité chirurgicale
L’unité chirurgicale est répartie en cinq disciplines (traumatologie, chirurgie générale, uro-

logie, neurochirurgie, ORL). Lorsque le patient est stable, il consultera un résident spécialiste
conformément à la pathologie d’urgence. Si le diagnostic ne peut être posé, le résident peut
référer à son maitre-assistant, ou aux examens complémentaires, ou il peut laisser le patient
en observation sans commencer le traitement, car certaines pathologies ne sont souvent pas
immédiatement symptomatiques. La figure 2 représente de façon plus détaillé le processus
d’admission des patients dans l’unité chirurgicale.
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FIGURE 1 – Flowchart du processus d’admission des patients dans l’unité médicale

FIGURE 2 – Flowchart du processus d’admission des patients dans l’unité chirurgicale
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FIGURE 3 – Modèle arena du parcours de patient au sein d’UMC

FIGURE 4 – Sous modèle arena de faux patients

3 Simulation de l’existant
Le choix de la simulation est raisonnable lorsqu’il s’agit de reproduire le fonctionnement

d’un système, et de tester des scénarios pour proposer d’éventuelles améliorations. Dans
cette étude, nous avons utilisé le logiciel Arena, pour modéliser le système étudié. Nous
présentons dans cette partie uniquement l’unité médicale.

Dans UMC de Tlemcen, il est plus fréquent que les patients seront accueillis par une
réceptionniste que par un médecin généraliste avec les probabilités (80%, 20%) chacun.
L’aiguillage de patient par la réceptionniste est un processus avec un temps de traitement qui
dure 3min et suit une loi normale d’écart type 1 min. Or, Puisque la ressource réceptionniste
n’est pas une infirmière d’accueil et d’orientation elle peut effectuer que des orientations
mineures (avec une probabilité de 20%). Donc le tri se fait majoritairement par une ressource
de médecins généralistes qui est basé sur un calendrier ou les premières 6h de la journée
sont assuré par 3 médecins généralistes, idem pour les 6h d’après-midi et les 12h de nuit
sont assuré par deux médecins généralistes. Le tri par les médecins est un processus avec
un temps de traitement qui suit une loi uniforme de minimum 5 min et maximum 10 min. Il
est mentionné que le taux des faux patients (68.75%) est plus élevé que le taux des vrais
patients (31.25%). De plus le flux des urgences médicale est plus intense (58.75%) que
celui des urgence chirurgicale (41.25%) (d’après les témoignages et aussi en observant le
système le phénomène d’encombrement est plus présent dans l’unité médicale). La figure
3 présente le modèle arena du parcours de patient au sein d’UMC. Le sous modèle des
faux patients représenté par la figure 4 commence par un test d’admissibilité avec 90% que
cette tranche de patient sera réorienté vers un point de consultation externe (non admis),
et seulement 10% seront admis si le médecin généraliste suspecte une pathologie grave et
une consultation sera effectuer qui dure au minimum 5min et au maximum 15min dont le
médecin peut faire recours aux examens complémentaires (probabilité 15%) pour tranché
qu’il ne s’agit pas d’une véritable urgence et à ce moment-là c’est dernier sont libéré du
système. La figure 5 représente le processus des vrai patients relevant de l’unité médicale.
Cette figure commence par le sous processus investigation. Ceci représente le processus qui
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FIGURE 5 – Sous modèle arena de vrai patients relevant de l’unité médicale

a comme entrée des entités patient stable (71.87%) relevant de l’unité médicale, ils passeront
initialement par une consultation chez le médecin généraliste dans un box de consultation
médicale et cette opération dure (minimum 5 min, maximum 15 min). Ensuite si le médecin
n’arrive pas a posé un diagnostic (46.2% diagnostic évident), il fait recours à un médecin
spécialiste (58.33%), ou des examens complémentaires (71.4%). Les médecins spécialistes
seront introduits sur Arena par un ensemble de 57 ressources (selon le tableau de garde
médicale et chirurgicale d’UMC). Pour qu’un médecin spécialiste donne son avis il faut qu’il
examine le patient, cette opération dure minimum 5 min et maximum 20 min. Le temps de
traitement des examens complémentaires (ensemble composée de trois ressources) suit une
loi uniforme entre la valeur minimale 5 min et la valeur maximale 45 min.

4 Résultats de la simulation
Dans le but d’obtenir des résultats fiables et satisfaisants, les conditions initiales de la

simulation sont 10 réplications du modèle sur un an en régime transitoire, avec une période
de préchauffage (Warm Up Period) de 10 jours pour stabiliser le système avant son lance-
ment. À la fin de la simulation, nous avons remarqué que la demi-largeur de l’intervalle de
confiance est très faible, indiquant que les résultats sont très satisfaisants. Nous avons ob-
tenu 22814 patients qui ont quitté le service des urgences après un an. En outre, selon les
statistiques du rapport, un patient reste en traitement effectif en moyenne 1,66 heure, et la
durée moyenne passée dans les files d’attentes est de 177,62 heures. Nous avons remarqué
que la file d’attente la plus critique de tout le système est celle de l’unité d’hospitalisation de
courte durée (1027,2 patients), avec un temps d’attente moyen de 2626,64. La majorité des
ressources goulots (chaise ou brancard, labo, lit UHCD, radio, salle d’observation, scanner)
atteignent un taux d’utilisation de 100%.

4.1 Amélioration par un scénario « What-if »
Les goulots d’étranglements sont principalement les ressources physiques (lits, unité

d’investigation). Ces derniers augmentent les temps d’attentes et affectent la prise en charge.
Comme solution, on propose l’augmentation de la capacité matérielle par le biais d’une simu-
lation d’un scénario de déménagement de staff des UMC actuelle vers la nouvelle structure
récemment bâtie.
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FIGURE 6 – Comparaison entre les temps d’attentes dans les files d’attentes

FIGURE 7 – Comparaison entre les files d’attentes avant et après amélioration

4.2 Simulation du scénario d’aménagement
Les conditions initiales de la simulation ont été maintenues : 10 réplications, 1an en

régime transitoire, période de préchauffage (Warm Up Period) de 10 jours. Des changements
ont été appliqué au niveau des ressources : lit d’UHCD, chaise ou brancard, scanner, lit de
SAUV, salle de bloc opératoire, lit dans la salle de réveille.

D’après la figure 6 et 7, nous constatons une diminution significative du temps d’attente,
ainsi que du nombre de patients dans les files d’attentes.

5 Conclusion
L’objectif de ce travail est d’améliorer les délais d’attentes des patients au sein de service

d’urgence de Tlemcen. Pour ce faire nous avons simulé sous le logiciel arena un modèle qui
reflète le fonctionnement des anciennes urgences, dans le but de détecter les dysfonction-
nements de ce dernier. Nous avons remarqué des temps d’attente trop élevés, et des files
d’attente encombré, ainsi que des ressources qui ont atteint leur taux d’occupation maxi-
male de 100%. Enfin, nous avons amélioré les performances du système plus précisément
le temps d’attente par le biais d’un scénario � What if � : l’ouverture d’une future urgence.
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Abstract : In this work, we present an application of cooperative game in a banking network.
Banks have found their interest in networking in order to allow their customers access to
multiple machines. The network allows the continuity of the service to the customers even
in case of breakdown of their own machines, as well as considerable savings in comparison
with the expansion of their own network. In such a system, there is a difference between
the costs incurred by a bank and the actual costs caused by the customers of that bank.
The fixing of interchange fees is equivalent to the allocation of the total cost resulting from
such a network, and the fee structure will be the result of a negotiation process involving the
participating banks. The different concepts of cooperative game solutions were applied to
solve the problem of allocating costs.
MSC: 91A06 ; 91A12 ; 91A80
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1 Introduction
The ATM (Automated Teller Machine) network has contributed significantly to the reliable

execution of most of the financial services of customers. According to Hannan et al. [3], ATMs
can provide significant benefits to banks and customers. The machines can allow customers
to withdraw and deposit money at more convenient times and places than during branch ope-
ning hours. At the same time, automating services that were previously performed manually,
ATMs can reduce the costs of handling certain customer requests. These potential benefits
are multiplied when banks share their ATMs with others, allowing customers of other banks
to access their accounts through an ATM.
For all these different reasons, ATM networks have formed, consisting of several banks,
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where customers of one bank can use the ATMs of any bank in the network. In such a sys-
tem, there is a difference between the costs incurred by a bank and the costs actually caused
by the customers of that bank. Such imbalances in network usage can be compensated by
setting interchange fees. Each time a customer of bank i uses an ATM of bank j, bank i
must pay a fee fi j to bank j. The setting of interchange fees is equivalent to the allocation
of the total cost resulting from such a network, and the fee structure will be the result of a
negotiation process involving the participating banks.

2 Game model
In this section, we consider the following ATM game assuming that :

1. N be the set of players (banks) and L the set of locations (city, part of a city,...etc).

2. nl
i the number of transactions from bank i ∈N in location l ∈ L.

3. nl(S) = ∑i∈S nl
i is the number of transactions owned by S in location l, ∀S⊆N .

4. Let Al be the set of banks that have ATMs in location l, Al ⊆N .

5. L1 := {l ∈ L, |Al | = 1} be the set of locations where only one bank is represented,
and let LM := {l ∈ L, |Al |> 1} the set of places where several banks are represen-
ted. We assume that L = L1∪LM , i.e there are ATMs in all locations.

Regarding customer behavior, we assume that, if a coalition S has formed a network, we
will have :

A1 : Transactions at a particular location will be processed by an ATM if one or more
members of S have an ATM there.
A2 : When a customer of bank (i ∈ S) performs a transaction in location l, and if the

bank has ATMs in location l, the customer will use one of the ATMs of bank i.
Transaction costs are assumed to be the same for all banks.

– The cost of the transaction will be α if the customer uses an ATM of his own bank.
– If he uses an ATM from another bank, the transaction cost will be β where β > α .
– The cost of non-ATM transactions is complex, as there are several alternatives to using

ATMs, such as withdrawing cash at the counter, writing a check to a third party in
exchange for cash, or use of a repayment facility.

In Gow and Thomas’s four banks example [4], the cost of over-the-counter cash withdrawal
is used as an approximation of this cost. We assume that the cost of a non-ATM transaction
is γ where γ > β . Suppose S forms a network. The assumptions A1 and A2 imply, for any
location l ∈ L and S ⊆N , that the total amount of transaction costs at location l is given
by :

cl(S) :=

{
∑i∈S∩Al αnl

i +∑i∈S\Al βnl
i i f S∩Al 6= /0,

∑i∈S γnl
i otherwise.

(1)

2.0.1 Example

Consider a location l where the three banks B1, B2 et B3 have customers. The number
of transactions of customers of these banks at l is given as follows :
nl

B1
= 150, nl

B2
= 200, nl

B3
= 250.

ATM or non-ATM transaction costs are given as follows :
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∗ α = 2 for customers using ATMs of their own bank,
∗ β = 4 if customers using ATMs of the other bank,
∗ γ = 10 for non-ATM transactions.
Banks B1 and B3 have ATMs at location l, so we have Al = {B1,B3}. Then, these

parameters fix the cost set of the coalition cl .
The cost at which coalition {B1} is able to serve all its customers is cl({B1}) = αnl

B1
=

300, since B1 ∈ Al . Similarly, we calculate cl({B3}) = αnl
B3

= 500. Since B2 /∈ Al , we

have cl({B2}) = γnl
B2

= 2000 .

The cost of serving customers of B1 and B2 together are cl({B1,B2})=αnl
B1
+βnl

B2
=

300+ 800 = 1100. The customers of B1 and B3 are all served by their own bank’s ATM,
hence cl({B1,B3 ) = α(nl

B1
+nl

B3
) = 800 and cl({B2,B3}) = αnl

B3
+βnl

B2
= 1300. The

cost associated with each coalition, as shown in the following table :

S {B1} {B2} {B3} {B1,B2} {B1,B3} {B2,B3} N
cl(S) 300 2000 500 1100 800 1300 1600

TABLE 1 – The values for cl .

To link this game to reality, it would be appropriate to study the corresponding cost re-
duction game vl .
Let sl

i = (γ −β )nl
i the cost savings that occur if transactions from bank i ∈N \Al can be

processed through an ATM of another bank.
The single-location ATM game vl is given by, for all S⊆N .

vl(S) = ∑
i∈S

cl({i})− cl(S) =

{
∑i∈S\Al sl

i i f S∩Al 6= /0,
0 otherwise.

(2)

Or

vl(S) = ∑
i∈S

cl({i})− cl(S) =

{
(γ−β )nl

i(S\Al) i f S∩Al 6= /0,
0 otherwise.

(3)

The coalition cost savings for this example are shown in the table below.
Note that the cost savings, i.e. the values of vl , come from the transactions of banks that
do not have an ATM in the location l, i.e. the bank B2 in this case. Note also that individual
coalitions have zero values. Individual players spare no cost whether or not they have ticket
ATMs.

S {B1} {B2} {B3} {B1,B2} {B1,B3} {B2,B3} N
S\Al /0 /0 /0 B2 /0 B2 B2

vl(S) 0 0 0 1200 0 1200 1200

TABLE 2 – The values for vl .

The ATM game v is obtained by aggregating over all locations, i.e. for each S⊆N ,

v(S) := ∑
l∈L

vl(S) = (γ−β ) ∑
l∈L:S∩Al 6= /0

nl(S\Al). (4)
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Or
v(S) := ∑

l∈L
vl(S) = ∑

l∈L:S∩Al 6= /0

sl(S\Al). (5)

Given the savings game (N ,v), the core is given as follows :

core(v) = {x ∈ Rn : x(N ) = v(N ),x(S)≥ v(S), ∀S⊂N }.

If v has a non-empty core, then the value of τ , is given by

∑
i∈N

τi(v) = v(N ).

3 Allocation rules for ATM game
Two allocations will be defined and we also study their relation with the theoretical solu-

tions of existing games. Consider the ATM game v defined by the equations (4) or (5).

3.1 The equal share rule
We first see an allocation rule that distributes the cost savings equally between the ow-

ners of the transactions and the owner of the ATMs. We have for each i ∈N

yi = ∑
l∈L1

wl
i + ∑

l∈LM

xl
i

=
γ−β

2 ∑
l∈L1:i/∈Al

nl
i +

γ−β
2 ∑

l∈L1:i∈Al

nl(N \{i})

+(γ−β ) ∑
l∈LM :i/∈Al

nl
i ,

(6)

with

wl
i =





(γ−β
2
)
nl(N \{i}) i f i = il ,

(γ−β
2
)
nl

i otherwise.

(7)

xl
i =

{
0 i f i ∈ Al ,

(γ−β )nl
i otherwise

(8)

Proposition 3.1. [1] If y results from the equal sharing rule, then y = τ(v).

3.2 The transaction-based rule
Suppose banks with ATMs receive no reward for the cost savings they provide to banks

without ATMs. Cost savings are rewarded by the bank that owns the transactions for which
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the savings are made. Thus, for all l ∈ L, we choose xl as defined by the formula (8), then
we sum over the set of locations. This gives the allocation vector z given by, for each i ∈N ,

z = ∑
l∈L

xl = (γ−β ) ∑
l∈L:i/∈Al

nl
i . (9)

Proposition 3.2. [1] If L = LM , and y results from the transaction-based rule, then
core(v) = {z}.

We have established algorithms to calculate the values of the parameters :
– cl(S) : The total transaction cost of the coalition S,
– vl(S) : Coalition cost savings,
– v(S) : The cost savings of the coalition S in several locations,
– wl and xl : Allocations,
– y and z : Distribution of cost savings,

in the case of several banks and locations and we have treated an example consisting of four
banks.

4 Conclusion
In this work, we have studied the problem of cost allocation in a banking network, more

precisely ATM networks, using the concepts of cooperative game theory. This study allowed
us to see how the cost savings are distributed between banks that have ATMs and others to
satisfy the financial transactions of the bank’s various customers, according to the characte-
ristics of each location in terms of the number of banks that have ATMs and the other banks
that do not have but are in cooperation with it.

References
[1] Bjrndal, E. , Hamers, H., Koster, M. : Cost allocation in a bank ATM network. Math Meth

Oper Res 59 405418 (2004).

[2] Giannakoudi, S. : Internet banking : the digital voyage of banking and money in cybers-
pace. Information and Communications Technology Law. 39 3, 205-243, (1999).

[3] Hannan, T.H., Kiser, E.K., Prager, R.A., McAndrews, J.J. : To surcharge or not to sur-
charge : An empirical investigation of ATM pricing. Review of economics and Statistics
85 4, 9901002 (2003).

[4] Gow, S., Thomas, L. : Interchange fees for bank ATM networks. Naval Research Logis-
tics, 45, 407-417 (1998).

[5] Muto, S., Nakayama, M., Potters, J., Tijs, S. : On big boss games. The Economic Studies
Quarterly, 39 4, 303-321 (1988).

[6] Potters, J., Tijs, S.H. : Information market games with more than one informed player.
Methods of Operations Research, 63, 313-324 (1989).

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 578



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

CVaR-GARCH-Copula models in forecasting the
market risk : Evidence from the exchange rate

market
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Abstract : This study aims to empiricaly investigate the class of GARCH models combined
with copula dependence modeling to forecast the Value at Risk (VaR) and the Conditional
Value at Risk (CVaR) based on 11 years of daily returns from exchange rate market of
three currencies ; EUR/CNY, USD/CNY and EUR/USD. Indeed, this approach has been
adopted not only to forecast VaR and CVaR of bivariate portfolios, but also to compare the
obtained results to those coming from the same portfolios without including the dependence
structure modeling by using various recents backtesting procedure.The findings suggest
that the dependency structure captured by the student copula are better compared to others
copulas in the class of elliptical and archemidean copulas.Moreover, when we combine the
AR(1)-GARCH(1,1) with the Student distribution and this copula, the predicted values of VaR
and CVaR are more precise than those obtained without taking into account the dependency
structure.

Keywords : VaR and CVaR ; GARCH Models ; Copula Theory ; Backtesting ; Exchange Rate.

1 Introduction
Over the last three decades, financial and monetary crisis became more frequent. The

rise of volatility in times of crisis, correlated with the fall of the financial market price is parti-
cularly worrying. A typical example of this phenomenon is that of the 2008 subprime crisis,
which announced the collapse of the US bank Lehman - Brothers disappeared on September
15, 2008.
Recently, according to the recommendations of the Bank for International Settlements (BIS)
and Basel Committee on Banking Supervision (BCBS), Risk prediction plays an important
role in the financial industry and banking and the use of Value at Risk (VaR) as a measure of
risk is the best way to guard against market risk (Du & Escanciano, 2017).
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Moreover, the VaR is widely used by financial institutions, it is a common tool for measuring
and managing risk for financial institutions, it has the advantage that having a simple and
clear financial interpretation. However, VaR suffers from several limitations. Conceptually, the
VaR is just a theoretical measure of a probable potential loss and focus only on measuring
the distribution quantile, consequently, it fails to control for the tail of the distribution beyond
the VaR under classical assumptions (such as normality) and gives no indication about the
extent of these losses. Also, the VaR is not a coherent measure of risk because it does not
satisfy the subadditivity condition which goes against the principle of diversification theory,
this means that the risk of a portfolio can be larger than the sum of the risks of its compo-
nents when measured by VaR which penalizes diversification theory (Artzner, Delbaen, Eber,
& Heath, 1999 ; Rootzén & Kluppelberg, 1999 ; Acerbi & Tasche, 2002).
To overcome weaknesses of VaR, Acerbi and Tasche (2002) propose a new risk’s measure
called ”Expected Shortfall” (ES) or ”Conditional Value at Risk” (CVaR), it measures the expec-
ted loss of a position beyond a given confidence level, the ES has several suitable properties
of a coherent and spectral risk’s measure (Wei, 2021). It captures the risk more efficiently
than the VaR and since that all switch from a Value-at-Risk (VaR) to an Expected Shortfall
risk measurement approach under recommendations of Basel IV.
From a computational point of view, it seems that the VaR and ES calculations grow up
from the simple procedures (i.e the historical simulation) to the more complicated ones (i.e
Monte Carlo simulation, the EVT, Copula theory) in twenty-six years. Recently, The applica-
tion of copulas in the estimation of th VaR was introduced for the first time by (Embrechts,
Resnick, & Samorodnitsky (1999), Cherubini, Luciano, & Vecchiato (2004) summarized the
applications of Copula in finance, Jondeau and Rockinger (2006), Chen and Fan (2006) and
Fernandez (2008) popularize the model GARCH-Copula in modeling dependence structure
between stocks markets.
The literature related to VaR and CVaR has experienced a spectacular abundance during the
2000s. McNeil and Frey (2000)attempt to estimate VaR and CVaR by fitting a GARCH model
and after that they use the EVT to model the tail of the distribution of the innovations. The
authors found that this approach is better suited for both VaR and CVaR and over perform
the standard GARCH approach. Likewise, Pafka & Kondor (2001) analyze the performance
of the RiskMetrics method on the 30 stocks of DJIA index.The obtained results show the use-
fulness in the estimation of the Value at Risk. Ghorbel & Trabelsi (2009) proposea method
which combines time series, extreme value theory and copula models to estimate the Value
at Risk of a portfolio. The results indicate that the conditional extreme value copula method
offers reasonable and acceptable forecasts of VaR than others methods.
Recentely, Zhang et Al. (2014) introduce C-Vine, D-Vine and R-Vine models to investigate
the measurement of VaR and ES of the international stock index portfolio with Vine copula
models. The authors found that the three vine copula models are able to effectively fore-
cast the VaR and ES of the international stock markets portfolio according to the backtesting
results. Yu et al. (2018) use the combination of GARCH-type-EVT models and vine copula
methods to measure the VaR and ES of a portfolio consist of four crude oil assets. The
main findings show that the adopted models can describe the portfolio risk accurately. Fur-
thermore, Cerqueti, Giacalone, & Panarello (2019)employ a modified Gaussian Copula to
evaluate the CVaR in the framework of portfolio theory ; they found that the performances of
the new method surpass the classical ones for the dataset used in this study. Since then,
this study combines between Copulas and GARCH models to predict the values of VaR and
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CVaR for bivariate portfolios containing currencies. The suitability of GARCH-Copula class
will be tested using several backtesting procedures.
The remainder of this study is structured as follows. Section 2 presents the methodology.
The used data are presented in section 3, while the obtained results and discussions are
provided in section 4. Finally, the main conclusions are reported in section 5.

2 Methodology
The accuracy of the estimated VaR and CVaR depend mainly on the used models. Mo-

reover, for an adequate estimation of the VaR and CVaR, the characteristics of the financial
series must be clearly defined. Therefore, our attention is drawn to two fundamental charac-
teristics in this study :

– Leptocurticity : the empirical distributions of the yields exhibit an excess of Kurtosis
(Kurtosis is greater than 3).

– The clustering of volatilities : that is, big changes tend to follow big changes and small
changes tend to follow small ones.

Recently, many authors suggest that the most common way of treating leptocurticity is to as-
sume an appropriate probability distribution (Fantazzini, 2009),and the effects of aggregation
of volatility are reduced by allowing volatility to vary across time instead of constant volatility.
So, the adopted methodology is similar to that employed by McNeil and Frey (2000), where
the latter has had a lot of success recently in the empirical studies. It was used in several
previous studies (Lima & Néri, 2007 ; Ghorbel & Trabelsi, 2009). Indeed, the used model in
paper is composed from several parts. In the first part, we model the conditional mean, and
then we introduced the conditional variance as the second part with different distributions,
while the copula models are the last part of the studied model.

3 Used Data
The used data, which include three daily exchange rate currencies : the USD/CNY,

EUR/CNY, and EUR/USD, coming from the database of Yahoo Finance website (http ://fi-
nance.yahoo.com/) and covering the period from January 1, 2009, to September 27, 2019,
constituting a total of 2802 observations. We divided the data into two subsamples : the
in-sample period, from January 1,2009, to December 31, 2015 with 1826 observations, is
reserved to the estimations, while the out of sample period, from January 1, 2016, to Sep-
tember 27, 2019 with 976 observations will be used to assess the quality of the VaR and
CVaR forecasting. For more details, the descriptive analysis of the used data is given as fol-
lows :
First,we examine the daily logarithm returns, defined as rt = (log(pt)− log(pt−1)× 100
where pt is the closing price at the day t. The fact that working with the returns makes all
series in a comparable metric and deals with the stationary concept, as can be seen from
the point of view by making a comparison between the figures below.
It’s worth noting that Figure 1 illustrates the evolution of the time series over the period study,
It could be seen that the volatility clusters are clearly remarkable in the three time series of
returns. In addition, the EUR/CNY and EUR/USD are more volatile than USD/CNY.
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FIGURE 1 – Daily returns of the three foreign exchange rates
Source : elaborated by the authors

4 Empirical Results and Discussions
As mentioned in the methodology, we consider an estimation of CVaR based on AR(1)-

GARCH(1,1) under the student distribution combined with copula model for three foreign ex-
change markets ; EUR/CNY, USD/CNY and EUR/USD. First, we estimate an AR(1)-GARCH(1,1)
model under the student distribution for each time series using the rolling estimation proce-
dure with a window of 1000 observations and forecasting the 1-day-ahead VaR and CVaR.
In total, we have 976 forecasted values of VaR and CVaR at different significance level. At
each estimation step, we use the best copula fitted for standardized residual series (the t-
Copula in our case) after the transformation of margins to the uniform scale [0,1]. Estimating
the copula’s parameter will be performed by following two steps ; we simulate from the cho-
sen copula 2802 bivariate standardized residuals and form 2802 equally weighted portfolios.
Further detail, Table 1 shows the number of violations, cumulative violations and the critical
violations of the three exchange rates’ returns. We conclude that the used model to model
each exchange rate separately is not enough suitable, because the violations aren’t enough
close to the theoretical number of violations especially at the coverage level of 5%. Further
detail, we see that the average of violations on 976 one-day-ahead VaR forecasted is about
9 days for the three currencies. The USD / CNY is the farthest from the critical value of the
violations with 11 exceptions, followed by EUR / CNY with 9 exceptions then by EUR / USD
with at least 8 exceptions for the significance level of 5%. For the 1% level of significance, we
see the same remark, for the cumulative violations, the results suggest that our used model
to forecast CVaR is adequate and gives a suitable estimation of risks compared to effective
losses.

TABLE 1 – Number of violations, violations and cumulative violations of time series
USD/CNY EUR/CNY EUR/USD

V(5%) 60 40 41
CV(10%) 56.04 40.78 46.09
NV(5%) 48.80 48.80 48.80
V(1%) 12 10 7
CV(2.5%) 15.25 10.8 8.82
NV(1%) 9.76 9.76 9.76

Table 2 reports the p-values’ backtest of Escansiano & Du (2017), conducted on the three
series of returns, for VaR and CVaR at level of 10%, 2,5% for CVaR, and 5% and 1% for
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VaR. It’s clear that all p-Values are more than 5%, except one for the conditional backtest of
CVaR(10%) of USD/CNY implying that the null hypothesis of an adequate rate of exceptions
and independence between exceptions cannot be rejected for all exchange rate time series
(except USD/CNY for CVaR(10%)).This means the used model to forecast the two measure
of risk is very suitable.
In the next step, we re-estimate this model for three bivariate portfolios constructed from
the three previous time series taking into account the copula and modeling the dependency
structure. Then, we use the backtesting tests in view to judge whether the obtained results of
the forecast accuracy of VaR and CVaR or not.

TABLE 2 – p-Values of backtesting CVaR and VaR on different currencies
CVaR (10%) CVaR (2,5%) VaR (5%) VaR (1%)

Unconditional USD/CNY 0.2214 0.3208 0.1358 0.5155
EUR/CNY 0.1119 0.6168 0.1556 0.9392

backtest EUR/USD 0.5994 0.1720 0.2135 0.2954
Conditional USD/CNY 0.0118 0.1505 0.1721 0.3384

EUR/CNY 0.6796 0.9285 0.2686 0.9911
backtest (h=5) EUR/USD 0.7610 0.9685 0.8616 0.9993

Robust USD/CNY 0.7859 0.7747 0.6799 0.7629
Unconditional EUR/CNY 0.1794 0.6419 0.2241 0.9431

backtest EUR/USD 0.6480 0.2136 0.2660 0.3274
Robust USD/CNY 0.5306 0.3242 0.1758 0.3385

Conditional EUR/CNY 0.6838 0.9302 0.2695 0.9912
backtest (h=5) EUR/USD 0.7677 0.9700 0.8618 0.9993
**, significant at the 1% level ; *, significant at the 5% level.

Regarding Table 3, it is clear that copula models combined with AR(1)-GARCH(1,1) and
the student distribution provide more accuracy of VaR and CVaRwhich is translated by the
number of violations and cumulative violation close to its theoretical compared to the case
without considering the dependence structure.

TABLE 3 – Number of violations, violations and cumulative violations of portfolios
with and without dependence structure modeling

Without copula With copula
Portfolio 01 Portfolio 02 Portfolio 03 Portfolio 01 Portfolio 02 Portfolio 03

V (5%) 44 37 39 48 40 44
CV (10%) 41,98 38,73 41,92 50,89 42,27 48,48
NV (5%) 48,80 48,80 48,80 48,80 48,80 48,80
V (1%) 10 6 9 17 9 4
CV (2.5%) 9,98 8,11 10,41 11,05 11,76 13,79
NV (1%) 9,76 9,76 9,76 9,76 9,76 9,76

Source : elaborated by the authors

Finally, Table 4 reports p-Values of backtesting CVaR and VaR according to the test of Escan-
siano and Du (2017). The findings show that all p-values of tests with respect to all portfolios
VaR and CVaR estimation with copula are better than those obtained for the same portfolios
without copula modeling. Further, we suggest that only portfolio including USD/CNY is suffe-
ring from an under-estimation of risk only if we leave the dependence outside our modeling.
This is the consequences of the trade crisis between USA and China during the forecast
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period of VaR and CVaR. Nevertheless, introducing the copula in the model, the forecasted
VaR and CVaR are more accurate even in the crisis period.
The main conclusion of these results is, despite the presence of certain dynamics obser-
ved in the time series of returns of the currencies in question the chosen model, namely
AR(1)-GARCH(1,1) model estimated under the Student distribution for the errors, captures
with satisfactorily this dynamic. We have also combined this model with the copula models in
order to forecast the value-at-risk and the conditional value-at-risk in a period characterized
by disturbing turmoil in the forex market and the results are more accurate even in times of
crisis such results is confirmed by backtesting tests.

TABLE 4 – p-values of backtesting CVaR and VaR on different portfolios with and
without dependence structure modeling

Portfolios CVaR (10%) CVaR (2,5%) VaR (5%) VaR (1%)

Without
dependence

structure
modeling

Unconditional
backtest

Portfolio 01 0,1824 0,3967 0,4592 0,9392
Portfolio 02 0,0373 0,0772 0,0480 0,1238
Portfolio 03 0,1694 0,5148 0,1094 0,7992

Conditional
backtest (h=5)

Portfolio 01 0,0615 0,6027 0,0384 0,9911
Portfolio 02 0,6891 0,9948 0,8719 0,9999
Portfolio 03 0,9549 0,9800 0,9706 0,9947

Robust
Unconditional

backtest

Portfolio 01 0.2338 0.4396 0.5128 0.9424
Portfolio 02 0.0748 0.1133 0.0942 0.1649
Portfolio 03 0.2504 0.5384 0.1648 0.8115

Robust
Conditional

backtest (h=5)

Portfolio 01 0.0669 0.6642 0.0401 0.9912
Portfolio 02 0.7072 0.9952 0.8726 0.9999
Portfolio 03 0.9580 0.9804 0.9708 0.9948

With
dependence

structure
modeling

Unconditional
backtest

Portfolio 01 0.7138 0.7718 0.9058 0.9392
Portfolio 02 0.2059 0.8675 0.1556 0.2954
Portfolio 03 0.9516 0.6119 0.4592 0.7071

Conditional
backtest (h=5)

Portfolio 01 0.9832 0.3811 0.9117 0.9911
Portfolio 02 0.6082 0.8472 0.6189 0.9993
Portfolio 03 0.2497 0.8945 0.4403 0.9869

Robust
Unconditional

backtest

Portfolio 01 0.7392 0.7898 0.9138 0.9421
Portfolio 02 0.2757 0.8822 0.2218 0.3278
Portfolio 03 0.9596 0.6409 0.5149 0.7176

Robust
Conditional

backtest (h=5)

Portfolio 01 0.9847 0.3845 0.9115 0.9913
Portfolio 02 0.6143 0.8516 0.6194 0.9993
Portfolio 03 0.2704 0.8957 0.4419 0.9873

**, significant at the 1% level ; *, significant at the 5% level.

We also conduct the McNeil and Frey (2000) test of CVaR on the three exchange rates
and the three portfolios with and without copulas models ; the bootstrapped p-values of the
test are reported in Table 5. Wereject the null hypothesis that the excess of actual time se-
ries when the VaR is violated is i.i.d and has zero mean for the nine series’ return (three
exchange rate returns, three portfolios returns without copula and three portfolios return with
copula modeling) at 1% significance level VaR estimation. This means that CVaR is systema-
tically underestimated at this level estimation even if we take into account the dependence
structure, however, this is not true for the 5% significance level, and the CVaR is just esti-
mated when we introduce the dependence structure on the basic model almost for all time
series as the test show in Table 5 below.
In summary, all obtained results in this study are in line with those obtained in the pre-
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TABLE 5 – Boostrapped p-values of McNeil and Frey test
1% 5%

Exchange rate return
USD/CNY 0,0002 0,0161
EUR/CNY 0,0039 0,0001
EUR/USD 0,0216 0,0014

Portfolios return without copulas
Portfolio 01 0,0062 0,0002
Portfolio 02 0,0198 0,0005
Portfolio 03 0,0073 0,0007

Portfolios return without copulas
Portfolio 01 0,0001 0,0000
Portfolio 02 0,0118 0,0018
Portfolio 03 0,4455 0,0000

vious studies(Du & Escanciano, 2017 ; McNeil & Frey, 2000). We proved that the AR(1)-
GARCH(1,1) model with the Student Distribution combined and the Student copula model is
more flexible in quiet periods likes in agitated periods. The dependence between assets is the
key to a successful modeling of financial time series, especially for the forecasting purposes.

5 Conclusions
Both VaR and CVaR are widely used to measure financial risks ; however the accuracy of

their estimation is important insofar that provides more information for risk managers. In this
research, we tried to study the validity of the GARCH model combined with copula models
to forecast the market risk using a series of tests. The risk measure used in this study is the
conditional value at risk, in more precision, we introduce the AR(1)-GARCH(1,1) estimated
under the student distribution combined with the student copula model to forecast the CVaR.
This model incorporates some features liked to the dynamic observed in markets such as
clustering and fat-tailed disturbances.
We found that the used approach in our research provides more precise forecast of VaR and
CVaR since it takes into account the dependence structure or the relation between assets in
the portfolio. These results are confirmed by two backtesting procedures.
Despite the effectiveness of our approach, the article has some limits, we consider in our pa-
per only the AR(1)-GARCH(1,1) model with the student distribution and the student copula for
dependence structure. Future researches may investigate further models that overpowered
the GARCH(1,1) model with other different distribution and other copula models
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Abstract : In this paper, we give a brief overview on nonparametric regression estimation
for functional stationary ergodic data. Specifically, the kernel type estimator of the regression
operator for functional stationary ergodic data, in different cases ; complete data, missing at
random (MAR), and censored data, is presented. Based on the literature, important asymp-
totic properties of the estimator are given.
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1 Introduction
Over the last two decades, the statistics literature on the nonparametric functional statis-

tics analysis was extensive. The reader can be referred to [9, 21, 10, 12, 6, 18, 4, 24] for an
overview on the subject.

The problem of regression has attracted a considerable attention and generated an ex-
tensive research studies over time. For a comprehensive literature on the topic, we may refer
to [7, 12, 20, 3, 5, 23, 19]).

This work provides a short overview on the nonparametric estimation of regression func-
tion at which the covariate is functional and the data are sampled from a stationary and
ergodic process. For an interesting discussion about the ergodic theory, we refer to [14, 15].
The article is organized as follows : In Section 02, we present basic results of functional re-
gression model. Section 03 is devoted to the nonparametric regression estimation whenever
functional stationary ergodic data are considered. For this model, three cases are exami-
ned ; complete data, missing at random and censored data. Finally, some comments on the
presented results are given in Section 04.
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2 Basic results of functional regression model
Consider the regression model defined by

Yi = m(Xi)+ εi, i = 1, ...n (1)

where m(X) =E(Y |X) is the regression operator of Y given X and (X1, ...,Xn) is a sample
of independent variables taking values in some infinite-dimensional space H . Here, we
assume that (Y1, ...,Yn) are i.i.d. real variables. Then, the functional kernel estimate is given
as

m̂(x) =

n

∑
i=1

YiK
{

x−Xi

h

}

n

∑
i=1

K
{

x−Xi

h

} , (2)

where K is kernel function and h = hn is a sequence of positive real numbers such that
lim

n−→+∞
hn = 0. [10] showed under mild conditions on K and h the almost complete pointwise

rates of convergence, that is for any x ∈H :

m̂(x)−m(x) = O(hβ )+Oa.co.

(√
1

nφx(h)

)

with φx(h) = P(d(X ,x)≤ h) and d is a pseudo-distance of the functional space H .
Under general conditions, it has been proved in [11] that the uniform rates of convergence

are given as :

sup
x∈C
|m̂(x)−m(x)|= O(hβ )+Oa.c.o.




√√√√ logNC

(
logn

n

)

nφx(h)


 ,

where C is a subset of a semi-metric space H and NC (ε) is the minimal number of balls
of radius ε which are necessary to cover the set C .

3 Regression function estimator for functional statio-
nary ergodic data.

For x ∈H (separable Hilbert space), a well known kernel-type estimator of m(x) is
presented as in (2) where (Xi,Yi)1≤i≤n is a sequence of stationary and ergodic functio-
nal random samples with distributed as pair (X ,Y ), such that Yi is a real valued random
variable and Xi takes value in H with the norm ‖.‖ generated by an inner product <
., . >. Let Fi be the σ -field generated by {(X1,Y1), . . . ,(Xi−1,Yi−1)}. For x ∈H , let Dt =

d(x,Xi) = |x−Xi|, Fx(u) = P(Di ≤ u) = P(X ∈ B(x,u)) and FFi−1
x (u) = P(Di ≤ u |Fi−1) =

P(X ∈ B(x,u) |Fi−1) be the distribution function and the conditional distribution function,
given the σ -field Fi−1, of (Di)i≥1, respectively.

In the case of complete data, the pointwise rate of almost sure convergence for the
kernel regression estimate has been shown in [15]. Under general hypotheses and conditions
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lim
n→∞

nφ (h) = ∞ and lim
n→∞
{nφ (h)}−1 logn = 0, it has been proved that :

sup
x∈C
|m̂(x)−m(x)|= Oa.s.

(
hβ
)
+Oa.s.

(√
logn

nφx(h)

)
.

A uniform version of this result over the subset C ; a class of elements in the functional space
H , has been also given in [15]. Under general assumptions, conditions logN(η ,C ,dC )

nλ 2
n φ(h) = 0 and

∑n≥1 exp
(
−λ 2

n O(nφ (h)}
)
< ∞, it has been proven that

sup
x∈C
|m̂(x)−m(x)|= Oa.s.

(
hβ
)
+Oa.s. (λn) ,

where for any η > 0, N (η ,C ,d) = min
{

n : ∃c1,...,cn∈C ∀x∈C ∃k∈{1....,n)dC (x,ck)< η
}

is a

number which measures how full is the class C and λn is a sequence of positive real numbers
that tends to zero, as n→ ∞ and η = ηn = o(h).

3.1 The case of missing at random data
In incomplete case with MAR for the response variable, we have incomplete sample of

size n from (X ,Y,δ ) which is denoted by {(Xi,Yi,δi),1 ≤ i ≤ n} where δi = 1 if Yi is
observed, and δi = 0 otherwise. Meanwhile the Bernoulli random variable δ is satisfied with

P(δ = 1|X = x,Y = y) = P(δ = 1|X = x) = π(x) = π(x),

where π(x) is a functional operator. This condition shows that δ and Y are conditionally inde-
pendent given X . Based on the incomplete data {(Xi,Yi,δi),1≤ i≤ n}, the new functional
estimator of m(x) adapted to MAR response can be defined as

m̃(x) =

n

∑
i=1

δiYiK
{

x−Xi

h

}

n

∑
i=1

δiK
{

x−Xi

h

} .

Under general assumptions and condition nφ(h)2β

log logn → 0 as n→ ∞, the convergence rate in
probability of the estimator m̃(x) has been showed in [16] :

(√
nφ(h)

log logn

)
m̃(x)−m(x) P→ 0. (3)

Further, under general hypotheses and the following condition

hβ√nφ(h)→ n as n→ ∞, (4)

[16] showed that √
nφ (h){m̃(x)−m(x)} D→N (0,σ2(x)), (5)

where
D→ means the convergence in distribution, f a deterministic nonnegative bounded

function, τ0 a nondecreasing bounded function, and σ2(x) = M2V (x)
M2

1 π(x) f (x) with

M j = K j(1)−
∫ 1

0

(
K j
)′
(u)τ0(u)du, (6)

for j ∈ {1,2}.
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3.2 The case of random censorship
Suppose that (Ci)1≤i≤n is a sequence of i.i.d. censoring random variables with com-

mon unknown continuous distributed function G. We observe only the n pairs (Zi,δi) with
Zi = min{Yi,Ci}, and δi = I{Yi≤Ci} for i = 1,2, ...n, where IA denotes the indicator func-
tion of the set A. We assume that (Ci)1≤i≤n and (Xi,Yi)1≤i≤n are independent. Based on
(Xi,Zi,δi)1≤i≤n, the estimator ofm(x) is constructed as follows :

m̃(x) =

n

∑
i=1

ỸiK
{

x−Xi

h

}

n

∑
i=1

K
{

x−Xi

h

} , (7)

where Ỹi = δiZiḠ−1(Zi) with G(·) = 1−G(·). As G(·) is unknown, it is not possible to
employ the estimator (8) in practice. Thus, G(·) is replaced with its Kaplan-Meier estimator
defined as :

Gn(t) = 1−Gn(t) =





n

∏
i=1

(
1−

1−δ(i)
n− i+1

)I{Z(i)≤t}

, if t < Z(n);

0, if t ≥ Z(n),

where Z(1) < Z(2) < .. . < Z(n) are the order statistics of Zi and δ(i) is the concomitant of
Z(i). Therefore, a the estimator of m(x) is defined as :

m̂(x) =

n

∑
i=1

ŶiK
{

x−Xi

h

}

n

∑
i=1

K
{

x−Xi

h

} ,

where Ŷi = δiZiḠ−1
n (Zi).

Under some hypotheses and the following condition

logn
nφ(h)

→ 0 as n→ ∞, (8)

it has been shown in [17] that

m̂(x)−m(x) = Oa.s.

(
hβ
)
+Oa.s.

(√
logn

nφx(h)

)
. (9)

The asymptotic normality of the estimator has also been given by [17]. Under some
hypotheses, conditions (4) and (8), we have

√
nφ (h){m̂(x)−m(x)} D→N (0,σ2(x)), (10)

where f a deterministic nonnegative bounded function, τ0 a nondecreasing bounded func-
tion, and σ2(x) = M2V (x)

M2
1 f (x) with M j given in (6).
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4 Comments on the results established
– The result presented in (9) extends the result established in the complete observations

(see Theorem in [15]) to the case where the response variables are of random right
censorship. It is well observed that the convergence rate of the estimator m̂(x) is
similar to that in complete case

– The result given in (10) extends the result done in Theorem 1 presented by [14] to the
case where the response variables are random right censorship.

– The results established in (3) and (5) have been further extended in Theorem 1 and
Theorem 2, respectively, given in [2] to the case where when the observations are
linked by the single index structure.
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Abstract : The analysis of the production system for generator sets at AMIMER ENERGIE
presents difficulties since the description of the system status must take into account the
information of each part of the frame. Thus, the high waiting times for some pre-stocks and
the missed delivery deadlines will affect the company’s production efficiency.

In this paper, we have focused on the modelling and performance analysis of the chassis
production line at the level of the boiler shop. We first proposed a detailed modelling of
this system using Petri nets. This tool allowed us to obtain a detailed and semantically
accurate analysis of the production of the frames. Secondly, we calculated performance
indices that allowed us to see the influence of the variation of the inter-arrival rate and the
service rates on the system performance. The interpretation of the results obtained indicates
the measures to be taken to meet the company’s objectives

Keywords : AMIMER ENERGIE company ; Production system; Modelling ; Performance
evaluation ; Petri nets

1 Introduction
For several years, the context of globalization and increased competition have defined

a new economic and industrial order for goods producing companies. Indeed, these compa-
nies are daily confronted with the need to control and improve the performance of all their
processes in order to guarantee their durability and competitiveness[5]. In this environment,
each company must optimise customer satisfaction and improve its overall performance by
improving the ”quality, cost, time” [6]. This is particularly the case for a production line, as
performance improvement has always been an important objective since humans have been
making objects.
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AMIMER ENERGIE is the Algerian leader in the design, manufacture and installation
of all-power generators [7]. In order to better position itself in a market subject to strong
competition, the company AMIMER ENERGIE is considering making certain modifications to
its production management system because it is encountering certain blocking problems in its
production plan, such as bottlenecks (long waiting times at the level of certain pre-storage,
delivery deadlines that are not respected, etc.), which are problems that can be solved by
using the methods and techniques of Operations Research.

In the production plan of AMIMER ENERGIE, the managers identified several bottle-
necks, such as : overproduction, unnecessary movements and treatments, under-utilisation
of skills, long waiting times for some pre-storage, etc. All these factors affect the efficiency
of the production process. To overcome some of these problems (blockages), we propose in
this work a study of the performance of the production chain of AMIMER ENERGIE company
via Petri nets tool are a high-level graphical formalism, which allows an easier description of
complex systems behavior [3, 4, 2].
These networks are graphical and mathematical tools for modelling and verifying the dynamic
behaviour of complex systems, including production systems, computer and telecommunica-
tions systems, transport networks, etc. A crucial point that is inherent in PN is that they can
be extended as required. In addition to its various analytical features, it offers the possibility of
qualitative analysis (modelling the dynamic behaviour of a repairable system in the presence
of faults) [1].

2 Production line
The generating set is composed of several parts that are produced and assembled by

different workshops : boiler making, electrical engineering, mechanical assembly, electrome-
chanical assembly, test bench
In this work, the study was devoted only to the boiler making workshop.

2.1 Boilermaking workshop
This workshop covers all the activities of implementation of any type of metal (sheets,

angles, UPN...) in sheets of tubes constituting a finished product for this workshop but a
semi-finished product for the production unit. It consists of three sections : Cutting, Welding,
Painting.

2.2 Presentation
We shall observe the stages of transformation of a part in the different sections of the

boiler making workshop, see FIGURE 1.
When a part arrives in the boiler room, it passes through several machines to undergo va-
rious transformations in order to obtain a semi-finished product. Then, after undergoing these
transformations, it will be transferred either to other sections of the same workshop or to other
workshops. The description and analysis of the different stages of transformation of the parts
in the workshop allow us to model this situation.
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FIGURE 1 – Diagram of the process of transformation of parts in the boiler room.

• The production system operates from 8 am to 4.30 pm, with a one-hour break from 12
pm to 1 pm. During this period, the machines are not running, although there are products in
the system.
• The arrival time of the parts differs. That is, the arrival efficiency is higher in the mor-

ning from 8 am to 11 am. It decreases from 11 am to 12 pm and becomes low from 1 pm
to 4.30 pm. These parts are stored in one of the storage areas : S0,S1,S2,S3,S4,S5, SFD
(cutting section final stock), SFS (welding section final stock) et SFC (boiler room final stock).

• The parts are transferred by operators (O1, O2, O3, O4, O5, O6 et O7) who are dis-
tributed over the five machines : M1 (Guillotine), M2 (Punching machine), M3 (Angle cutter),
M4 (Folding machine) and M5 (Turning).

• To produce a certain product X, an unprocessed part (sheet metal) is taken from the
stock S0. It is transferred by the two operators O1 and O2 to the machine M1 where it un-
dergoes the first transformation. Once this operation is completed, the part is transported by
the same operators to stock S1. Operator O3 retrieves the part from stock S1 and places it
in machine M2 where it undergoes the second transformation. Then, it will either be sent to
another section of the same workshop, or it will be transferred to machine M3 by operator O4
where it will undergo the third transformation. The part arrives at machine M4, by operators
O5 and O6, to undergo the last operation. Finally, the finished product X is transported by
operators O5 and O6 to the finished product stock in the cutting section. While some parts
go directly from the S0 stock to the M5 machine where they undergo a transformation. Then,
these parts are transported by operator O7 to SFD and then to the other sections of the
same workshop
Since the assignment of a part to the angle milling machine and the lathe is very rare, they
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had to be ignored. This allowed us to propose a new scheme given by the following figure :

FIGURE 2 – Simplified diagram of the parts transformation process in the boiler room.

2.3 The problem
The current environment of generator production is characterised by highly competitive

markets. Customer requirements and expectations are becoming more and more demanding
in terms of quality, cost and delivery times. Indeed, it can be difficult to pre-assess the correct
way to eliminate those bottlenecks that affect the production workflow. To do this, it is neces-
sary to focus on those items that slow down production and propose all possible solutions.
In order to better position itself in such a highly competitive market, AMIMER ENERGIE is
considering improving its production management system because it is encountering some
bottleneck problems in its production plan. Among the problems identified by the managers
are :
• Anarchic management of storage of semi-finished products.
• Frequent stock-outs in the warehouse of certain components and elementary parts at the
start of production.
• Frequent breakdowns of certain machines in the production line.
• Non-optimal allocation of manpower in some workshops.
• Very high waiting times for parts in the welding and painting sections.

To overcome some of these problems (blockages), we propose in this work a study of the
performance of the production chain of the company AMIMER ENERGIE via the mathemati-
cal and graphic tool of modelling and analysis which is the Petri nets.

3 The transformation process Petri model of chassis parts
In this section, we will detail the path of each part of a chassis via the (PN), (see Figure

3). The capacity of the population is represented by the positive integer parameter N which
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appears as the initial marking of the PS0 place.
In this model we have two categories of places such as :

FIGURE 3 – PN modelling the process of transformation of the parts of a chassis in the boiler room.

• Category 1 : The places PS0 ; PS1 ; PS2 ; PSFD ; PSFS ; PSFC which represent the intermediate
stocks and the input and output stocks.
• Category 2 : places PM1 ; PM2 ; PM3 ; PM4 ; PM5 which represent machines.
• TiM = {tiM1 ; tiM2} is a set of two immediate transitions, such that :
tiM1 : represents the arrival of a workpiece at machine 1.
tiM2 : represents the arrival of a part at machine 2.
• T = {t1 ; t2 ; t3 ; t4 ; t5 t6 ; t7 ; t8 ; t9 ; t10 ; t11.} eis a set of timed transitions, such that :
t1 : represents the service of machine 1 (cutting the sheet).
t2 : represents the service of machine 2 (punching the sheet).
t3 : represents the arrival of the part at machine 3.
t4 : represents the service of machine 3.
t5 : represents the arrival of the part at PSFD stock.
t6 : represents the arrival of the part at machine 4.
t7 : represents the service of machine 4 (welding the parts).
t8 : represents the arrival of the part at machine 5 via PSFS.
t9 : represents the arrival of the part at machine 5 via PSFD.
t10 : represents the service of machine 5 (paint work).
t11 : represents the total service of the boiler workshop.
Note : the inhibiting arc allowing the test at zero, which indicates one of the conditions for
crossing the transition is that the place contains no tokens.

4 Modelling the production process of a "2" range chas-
sis via Petri nets (PN) :

The description given in the previous section, the complexity of the studied process, as
well as the presence of the phenomena of parallelism and resource sharing, led us to call
upon PN for an adequate and valid evaluation of the various performance indices. For this
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purpose, the Petri Net V12 module of the GRIF software was used.

This section is devoted to presenting the results we obtained by evaluating the perfor-
mance of our production system.
For this purpose, we considered four cases according to the parameters to be varied :
Case 1 : Evaluate the performance of our production line in its current state (real case).
Case 2 : Evaluate the performance of our production line by varying the service rates.
Case 3 : Evaluate the performance of our production line by varying the rates of inter-arrival.
Case 4 : Evaluate the performance of our production chain by varying the service rates and
the inter-arrival rates.

5 Conclusion
In this work, we have modelled the production system of the boiler workshop of the

AMIMER ENERGIE company via the PN. This model allowed us to better visualise all the
manufacturing stages of a chassis from the arrival of the raw material (sheet metal) to the
painting. In a second step, we were able to evaluate the main performance indices using
the GRIF software. Indeed, we noticed that the waiting time for parts in the welding and
painting sections is very high and the layout of the six welding stations is insufficient to meet
the production needs. This led us to vary the service rates and inter-arrival rates in these
two sections to eliminate the bottlenecks. We found the ideal parameters that minimise the
waiting time, and consequently minimise the manufacturing time of a chassis. The results we
obtained show that we can go from manufacturing three and a half units per day to four units
per day. nce of all workshops.
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1 Introduction
In statistical analysis, an observation will be termed discordant if it is statistically unrea-

sonable on the basis of some prescribed probability model. Moreover, it is an observation
known to have been generated by a different probability model, such a discordant observa-
tion need not necessarily show up as an outlier. Some writers use the word ”outlier” for an
observation which is both surprising and discordant, a term such as ”suspect value” is then
used by them to describe a surprising value (an outlier in our sense) see [1].
According to [7], an outlier is an observation that deviates so much from other observations
as to arouse suspicion that it was generated by a different mechanism. To identify these out-
liers of varying degrees of discordancy in the sample, a discordancy test is performed.
There are several discordancy test procedures, a very popular procedure model called block
test statistic which is used to test for discordancy of k outliers in the data, and then either
zero or k outliers are declared discordant in a single hypothesis test. (See[5], [10], [14]).
Outlier detection has a long history and many papers have been published in the literature.
Until the 1960s, most of the published works on outliers in univariate samples were in the
context of normal distributions [3]. A large volume of literature has been devoted to the de-
tection and handling of outliers in the data. [2], [7] provided excellent literature surveys.For
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example, testing for outlier in exponential samples had been studied by various authors in-
cluding [15], [14] , [5],[18], [17], [13],[11], [16], etc.
The aim of this paper is to perform a comparative study of outlier detection methods for ex-
ponential samples, using power comparison and p-value. Single and multiple outliers cases
are considered.
The format of the paper is as follows. Section 2 is devoted to define the discordancy test
and the model also it contains the three test statistics to be compared. In the last section a
simulation study to compare the test statistics discussed in the previous section. We finish
with a conclusion.

2 Discordancy test and proposed test statistics
Consider the model given by a sample (X1,X2, . . . ,Xn) of iid random variables distribu-

ted according to exponential distribution with parameter θ > 0 and x> 0, denoted by Ex(θ),
f (x;θ) = θ exp(−xθ).
Suppose that,k observations (k < n) are distributed according to Ex(θ/b) instead of Ex(θ)
with b > 1. These k observations with greater mean are called upper outliers.
(X(1),X(2),X(3), · · · ,X(n)) are order statistics corresponding to the sample (X1,X2,X3, · · · ,Xn).
We use the discordancy test for testing the outliers.
Hypothesis testing

H0 :b = 1 ie X1,X2,X3, · · · ,Xn are exp(θ), θ > 0 unknown.

Hk :b > 1 ie X(1),X(2),X(3), · · · ,X(n−k) are exp(θ)
X(n−k+1),X(n−k+2) · · · ,X(n) are exp( θ

b ), b > 1

We assume that the decision criterion is : the hypothesis H0 is rejected when T > tc, with
tc = tc(α) being the critical value corresponding to test statistic T to the significance level
α .

In this section, we propose to compare the performance of three known statistics using
intensive Monte Carlo study. To perform this comparison, we consider a sample of our model
and suppose that a single or two outliers occur.

The proposed test statistics, considered in this comparative study are as follows :
The first one is defined by

DIX =
X(n)−X(n−k)

X(n)

This test statistic is a Dixon type test statistic. It was proposed by [4]. Its null distribution was
obtained by [15] and[9]. Moreover, and[5] established its distribution under H1.

The second one is the maximum likelihood ratio test (MLR) given by for the first time
by[6]. The null distribution was derived by [5],[19], [16]. This test statistic is based on the ratio
of the sum of the observations suspected to be outliers to the sum of all observations of the
sample. Its expression is

MLR =
∑n

j=n−k+1 X( j)

Sn

The Third test statistic is proposed by [13],the authors computed explicitly the critical values
of LK in the presence of single outlier. However, when multiple outliers occurs, approximate
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critical values are obtained only. defined by

LK =
(X(n)−X(n−k))

Sn

The comparative study is done using the empirical power and p-values criterions.

3 Comparative study
To evaluate the performance of the discordancy test of the statistics , a simulation study

is performed to compare the performance of the three test statistics.
In this section, we compare the performance of the three statistics discussed in the previous
section according to power and p-value comparison.

To perform this comparison, we consider a sample of our model and suppose that a
two outliers occur at some specific position. To compare the performance of the tests, the
simulation study using 10000 samples generated from Ex(1) and the 9 and 10th simulated
value X9 and X10 is replaced by bX9 , b ≥ 1. This has the effect of producing one contami-
nant observation from Ex(1/b) in the sample. Tables 1 and 2 give the power and p-value
respectively of the test statistics DIX, MLR,and LK for b = 1(0.5)25 and α = 0.05

Empirical powers

n b Empirical power
DIX LK MLR

40 1 0.0513 0.0524 0.0538
1.5 0.0598 0.0610 0.0565
2 0.0855 0.0888 0.0906
2.5 0.1215 0.1348 0.1334
3 0.1618 0.1835 0.1909
3.5 0.2197 0.2513 0.2519
4 0.2647 0.2946 0.3083
4.5 0.3181 0.3489 0.3541
5 0.3573 0.3955 0.4149
5.5 0.4008 0.4321 0.4529
6 0.4365 0.4736 0.4922
6.5 0.4685 0.5142 0.5405
7 0.5208 0.5528 0.5711
7.5 0.5435 0.5857 0.5994

Table 1.Empirical power of the three statistics for 40
in the presence of two outliers in the sample
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FIGURE 1 – Empirical powers of different test statistics at α = 0.05 for n = 40, k = 2

The table and Figure 1, show that the three test statistics have the same behavior but
MLR is more powerful than two other statistics.

Comparison using p-values

n b p-value
DIX LK MLR

40 1 0.2029 0.7652 0.4235
1.5 0.2076 0.7658 0.4768
2 0.2045 0.7698 0.5267
2.5 0.2092 0.7675 0.5303
3 0.3832 0.7764 0.3876
3.5 0.6180 0.8999 0.2680
4 0.6210 0.8613 0.1812
4.5 0.6178 0.6789 0.1211
5 0.5161 0.5142 0.0074
5.5 0.3726 0.3898 0.0765
6 0.2699 0.2766 0.0501
6.5 0.1905 0.1928 0.0305
7 0.1352 0.1517 0.0205
7.5 0.0982 0.1015 0.0136

Table 2. p-value of the three statistics for n = 40
in the presence of two outliers in the sample
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FIGURE 2 – p-values of different test statistics at α = 0.05 for n = 40, k = 2

Comparison with p-value shows that in the table and Figure 2, DIXON and LK statistics
detect the outliers at approximately at b= 8, however MLR is lower than α = 0.05 and detect
the outliers for b = 5;5 and its p-value decreases rapidly compared to the others statistics

4 Conclusion
We compared to MLR, LK and DIXON test statistics for detecting one or multiple upper

outliers in exponential samples under slippage alternative using the empirical powers and p-
value. This comparative study is done using exhaustive Monte Carlo techniques for detection
of two outliers, we showed that MLR is the most powerful, using the p-value comparison we
remarque that MLR detect better than LK and DIXON, the three statistics detect well, for the
great value of b.
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Abstract :
In this paper, we propose a Knowledge-Based Decision Support System (KBDSS) based

on a case-based reasoning model where the knowledge and the experience are retained
and stored in a knowledge base in the form of a case base and an analogical reasoning
is used to retrieve the most relevant case from the case base. However, with the diversity
of the attributes describing the cases, it becomes difficult to distinguish the most reliable
one covering the requirements of users. In other words, it is necessary to set weightings for
each attribute forming the context of the problem. To do this, we use the Analytic Hierarchy
Process method (AHP) to calculate the attributes’ weights and determine the importance of
each attribute in relation to other attributes. In this way, the case-based reasoning perfor-
mance is enhanced and the knowledge-based decision support system increases the reuse
of experiential knowledge across cases and their components, and reduces the time needed
to make a choice. We are experimenting with our system in a financial field, more precisely,
to commercial loan assessment, a multiple attribute decision problem where expertise is
needed to evaluate the loan amount.

Keywords : Knowledge-Based Systems, Decision Support Systems, Case-Based Reaso-
ning, Analytic Hierarchy Process, Information Retrieval.

1 Introduction
Experiential knowledge is of significant value to the organization and particularly useful

for users engaged in similar decision making activities. It clearly helps them in the decision
process, and reduces the time required to come to a decision, especially in critical situations
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[1],[2] and [3]. Integrating experiential knowledge within the knowledge base, knowledge-
based systems with features such as explanation ability, heuristic inference, reasoning with
uncertainty and structured representation of knowledge are invaluable tools in the decision-
making process [4]. To develop these systems, Case-Based Reasoning (CBR) is the most
suited model that implements knowledge base. Indeed, the case-based reasoning formalism
reflects faithfully human knowledge by storing data about significant experiences as ”cases”
and reasoning by analogy [5].

In this paper, we propose a knowledge-based decision support system (KBDSS) where
the knowledge and the experience are retained and stored in a knowledge base in the form
of a case base. The decision support system based on the case base increases the reuse of
experiential knowledge across cases and their components, and reduces the time needed to
make a choice. However, with the diversity of the attributes, it becomes difficult to distinguish
the most reliable attributes covering user’s requirements. In other words, it is necessary to
set weightings for each criterion forming the context of the problem in order to classify them
according to their relevance during the decision phase. To do so, we determine the impor-
tance of each attribute in relation to other attributes, expressed in terms of weights applying
Analytic Hierarchy Process (AHP) method. Using the AHP method allows to classify attri-
butes, calculate their weights and measure the similarity between cases this will enhance the
case-based reasoning performance and retrieving the most relevant similar cases.

We are experimenting with our system in a financial field, more precisely, to commercial
loan assessment, a multiple attribute decision problem where expertise is needed to evaluate
the loan amount. The remaining part of the paper is organized as follows. First, in section
2 we give a literature review on knowledge based decision support systems, case-based
reasoning, and the most common multi-criteria methods that is AHP. Next, we present our
knowledge-based approach to decision support system. In section 4 we apply our approach
to a bank loan assessment to illustrate the feasibility and applicability of our idea. Finally,
concluding remarks and future work are given in section 5.

2 Literature Review
Knowledge-Based Systems (KBS) require a more detailed specification of the solving

knowledge (represented in terms of attributes, constraints, and/or similarity metrics) as well
as the corresponding items (semantic properties have to be specified) [6] [7]. Integrating a
KBS within a knowledge-based decision support system allows learning about user expe-
riences over time and automatically suggesting solutions that ?t the learned user’s model. It
provides solutions based on the domain knowledge of what problem features will match a
user’s interest.

In knowledge-based decision support systems, the experiential knowledge is organi-
zed in a knowledge base taking originally the form of a database. However, over the years,
the knowledge becomes more complex and its nature has evolved. The case base struc-
turation then takes place in the intelligent support of problem solving. Such a knowledge
representation can provide uniform and consistent experiential knowledge [8].

Case-Based Reasoning (CBR) systems [5] are the most prevalent models that imple-
ment knowledge based systems. Most case-based reasoning systems represent problems
and solutions as cases. A case generally represents a problem situation which has been
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captured and learned that can be reused to solve new problems. It is referred to as a past
case. Correspondingly, a new case is the description of a new problem to be solved.

To process a user request, the system initiates a search in the case base to retrieves
similar problems that should be suggested to the user i.e. those that satisfy these user re-
quirements and terminates the process by retaining the new case. Sometime the solution
retrieved can be straightforwardly reused in the new problem, but in the majority of the si-
tuations the retrieved solution is not directly applicable and must be adapted to the specific
requirements of the new problem.

3 Knowledge-Based Decision Support System
Our approach to develop a Knowledge-Based Decision Support System (KBDSS) is

mainly based on case-based reasoning model where knowledge is organized in cases, and
uses analogical reasoning. A case is defined as a couple of components (problem, solution),
storing both the problem description and the solution applied in that situation. The problem
component of the case is the user’s query, it is typically represented by a set of problem
features, those specified by the user, and the solution component of the case is the problem
itself.

The number of cases in the case base is constantly increasing due continuous retai-
ning of new cases. In order to reduce the research time and to increase the effectiveness of
the retrieval process, the latter is carried out in two steps : The first one consists in organizing
the case base in such a way just a subset of relevant cases is selected whilst the second one
is dedicated to the similarity measurement and the ranking of source cases included in the
subset.

3.1 Case Representation and Indexing
Case indexing considers the clues that characterize the case and thus helps to dis-

tinguish one case from another. It refers to creating additional data structures, partitioning
knowledge base, and assigning indexes to cases to speed up the process, and to facilitate
and ensure retrieving a relevant subset of cases at appropriate times by focusing on the most
relevant features. The assigned specific indexes identify under what conditions the cases may
be useful, and also suggest the applicability of the case to a new one when retrieved. These
features or attributes can be either of nominal type or numeric one.

To organize and represent cases for efficient retrieval, a flat case base is the simplest
and most common way. In this organization all the cases are represented at one level by a
vector of attributes-values. However, the major drawback of this structure remains the ex-
haustive search throughout the case base which requires a huge computational effort. This
drawback may even increase sharply if the number of the cases and the attributes step up.

To overcome these shortcomings, we use a binary decision tree structure. Trees result
in recursively partitioning a dataset into subsets. In such a hierarchical structure, cases are
organized into categories in order to reduce the number of candidate cases used to measure
case similarity. Indexing trees also enable richer case representations of past situations than
a simple database, since a case includes information about the context of the event as well
as details. Using this manageable structure, a balance is found between storage methods
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that preserve the semantic richness of cases and their indexes, and methods that support
efficient searching and simplify access to relevant cases.

3.2 Case Retrieval
The retrieval process is driven by a similarity metric that computes the similarity of the

problem description, i.e., the current user requirements and the past problems in the case
base. However in an effort to enhance the case-based reasoning performance and retrieving
the most relevant similar cases, we do determine the importance of each attribute in relation
to other attributes, expressed in terms of weights. To this end, Analytic Hierarchy Process
(AHP) method is used to classify attributes, calculate their weights and measure the similarity
between cases.

3.3 Analytic Hierarchy Process (AHP) to assigning features weights
AHP is a popular Multi-Criteria Decision-making Method (MCDM) developed by Saaty

in the 1970s [9], designed to solve complex multi-criteria decision problems. AHP is aimed
at integrating different measures into a single overall score for ranking decision alternatives.
To set priorities, weights are assigned to each attribute through a process of comparative
judgements based on pair-wise comparisons on a scale 1 to 9 in a matrix A where each
attribute is compared at a peer level in terms of importance. Priorities are calculated from the
comparison matrix A by the eigenvalue method (Equation (1)) :

A∗w = λ ∗w. (1)

Where A is the comparison matrix, w is the vector of the priorities, and λ is the maximal
eigenvalue.

3.4 Similarity measures
Similarity measure calculates the degree of similarity between the source cases and the

target case. This operation is carried out over two stages :

1. The local similarities are used to compute similarities between values of single attri-
butes. They are calculated for each attribute i by comparing the value of the target case
ci with the corresponding source one si. However, as problem features are described
by different types of values (nominal or numeric), the local similarity is calculated re-
garding these types.

a) For numerical values, the local similarity is often calculated with a distance mea-
surement. We used the Euclidian and the Manhattan distances which are in fact
particular kinds of the Minkowski measurement (the equation(2)) : For two cases
C and S, ci and si, represent respectively the ith feature of C and S, and wi the
associated weight to this feature.

d(C,S) =

(
L

∑
i=1

wi|ci− si|p
) 1

p

(2)
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As the global distance cannot be calculated due to the different features values
types, we get a local distance for each feature. For numerical features, the cal-
culation of the local distance is based on the following the equation (3) : (derived
from the equation (1)) :

d(ci,si) = |ci− si| (3)

To normalize the distance calculation, we introduce the Inti function to explicitly
express the definition domain. This function expresses the difference between
the maximum and the minimum values for the feature I ( equation (4))

d(ci,si) =
|ci− si|

inti
(4)

Finally, the local similarity for a numerical characteristic can be calculated from
the distance given by the equation (4). According to the equation (5), two closest
problems are the most similar.

sim(c,s) = 1− |ci− si|
inti

(5)

b) For nominal features, the local measurement considers two values equation(6) :

sim(ci,si) =

{
1 if ci = si
0 if ci 6= si

(6)

2. The global similarity is calculated from all the local similarities in order to establish
similarities and more precisely the degree of similarity between the target problem
and source ones. The target problem (C) is compared with a source problem (S) in
the case base by the global similarity measurement (the equation (7)) with the weight
wi :

wi = 1− ri−1
max(ri)

(7)

The global similarity criteria allow ranking all the source cases from the most similar to
the less one. For each attribute, the corresponding weight is calculated by the equation
(7) where wi is the attribute weight, ri is the importance rank of the attribute in the
CBR system, and max(ri) is the maximum value of importance between the attributes
(equation (8)) :

sim(C,S) =
∑n

i wisim(ci,si)

∑n
i wi

(8)
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4 Experiments and Results
We experiment our knowledge-based approach for decision support system on a case

of bank loan assessment for housing. The loan assessment process is complex, subjective
and highly judgmental. The loan granting decision is based on information presented in the
financial statements plus information related to customers and the collateral. Frequently this
qualitative information is of great value to the loan assessment. This ill-structured nature of
the loan assessment process prevented the bank officer from applying any rigorous mathe-
matical or analytical methods. Usually a bank (or another loan agency) makes decisions by
utilizing experienced loan officers to perform the requisite tasks and evaluations.
The willingness to develop a knowledge-based decision support system for the bank aims to
support the bank financial officer and endow them tools to check the loan application crite-
ria, determines the amount for that loan which both satisfies his financial needs based on to
make his expert knowledge and past experiences analysis, reduces the time and improves
the quality of the evaluation.
To grant a loan for customers for housing, the bank officers must take into account some
lineaments such as faades of the plot of land and whether is built or not. These features,
varying from one area of land to another, allow its real price evaluation so that if the customer
would be unable to repay the loan, the bank can sell the land or housing with this price. We
considered a sample of 122 land properties, all types combined (rural or urban, built or not
built, one or two facades, or even three, etc.). Table 1 presents an example of a loan request.

22cmLoan requested (Millions of DA) Property

Type of the plot Area (m2) Zone Nbr of the facades Conditions

5 Built 350.50 Urban 1 70

TABLE 1 – Example of a loan request

To evaluate the effectiveness of the search strategies, we use statistical measures such
Precision, Recall, Accuracy and F-Measure. There is an inverse relationship between preci-
sion and recall. Increasing precision often involves reducing recall. The inverse relationship
between precision and recall compels the system to come to a compromise between them.
To this end, F-Measure (F-score) is calculated. All these measures are calculated for both
systems (Table 2) in order to evaluate their performance.

Precision Recall Accuracy F-mesure
CBR-DSS 0,321 0,529 0,779 0,4
FreeCBR 0,215 0,824 0,557 0,341

TABLE 2 – GMSS and FreeCBR comparison based on statistical values
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5 Conclusion
We applied our kknowledge-based approach to decision support systems on bank loan

assessment to provide bank loan officers with access to past experience using a case-based
reasoning mechanism. The case-based reasoning is enhanced by assigning weights to the
attributes and selecting the most important ones using AHP method.
Overall the experiments showed in this study that the knowledge-based decision support sys-
tem using CBR to search and recall previous decisions improve the efficiency of performance
of the bank officers.
In order to evaluate the proposed system, a comparative performance was undertaken with
FreeCBR, a conventional CBR, using statistical parameters. We found that the proposed sys-
tem shows better results and outperforms the conventional FreeCBR particularly in relation
to precision and accuracy measures. Nevertheless, more experiments and comparisons with
other systems are needed to set the performance of our system.
In future work, we plan to improve our system in the case retrieving step to allow calcula-
ting and retrieving the similar cases and choosing the most appropriate and relevant source
case(s) by coupling the traditional similarity measure with the fuzzy sets theory.
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Abstract : Advances in Internet of Things (IoT) applications have enabled the development
of smart wireless solutions. This paper aims to present the implementation of a smart irriga-
tion system based on IoT technology. In the proposed system, the ESP32 micro-controller
has been used with several compatible sensors and actuators to take control and suitable
decision. Sensors used include soil moisture, DHT22, and Ultra-son HC-SR04, while actua-
tors used include a water pump, OLED display, and relay. In addition, Wi-Fi is used as a
wireless communication medium to enable the real-time interaction between users and the
proposed smart irrigation system, besides Blynk App which is used as a local server that
provides the ability to monitor the system remotely. The soil moisture sensor senses the
level of soil moisture and determines if it is dry or wet. If the soil is dry, the irrigation motor
operates watering the plants at the time of need for real water, and switches OFF when the
soil is wet in part to save water. The benefit of employing this irrigation system is to reduce
human interference and ensure proper irrigation and it is quite feasible and affordable. The
solar panel is used to pow-red our system which increases its advantages because it does
not consume any energy.

Keywords : Smart Irrigation ; IoT ; Blynk App ; node MCU esp32 ; solar panel.

1 Introduction
In the present era, one of the greatest problems faced by the world is water scarcity and

agriculture being a demanding occupation consumes plenty of water. Therefore, a system is
required that uses water judiciously [1]. Algeria, like other countries too, is largely affected
by water scarcity. Water resources in Algeria are very limited and unequally distributed in
space and time. The country has one of the lowest per capita water supplies in the world.
The renewable water resources in Algeria amount to 600 m3 per capita per year, which is
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below the UN threshold for water poverty (1000 m3/year/ capita). Irrigated agriculture is still
the largest water user in the country, using about 65% of all water resources. However, the
increasing competition over scarce water resources due to rapid urbanization has become a
severe constraint and a serious threat to irrigated agriculture sustainability [2].

To get out of this crisis, new solutions must be found to solve this problem of irrigation.
With the water requirements in irrigation being large, there is a need for a smart irrigation

system that can save about 80% of the water.
Therefore, it was necessary to find a way to test the condition of the ground before pro-

viding water in the fields. This mechanism would reduce the farmer’s workload and help
maintain suitable soil conditions for improved agricultural production and better quality. Thus,
the evolution of technology in the fields of computing and electronics such as wireless sen-
sor networks and the Internet of Things (IoT) has made it possible to design smart irrigation
systems that eliminate direct farmer involvement.

In our project, we created an automatic irrigation system for small spaces such as gar-
dens and house plants which can detect the water content in the soil and automatically
irrigate the garden. It is achieved by installing sensors in the field to monitor the soil moisture
which transmits the data to the micro-controller for estimation of the water demands of plants.
Additional to the soil moisture sensor, the DHT22 is also used to know what temperature of
the crop field and in this way to obtain both values such as temperature and humidity of the
environment. These sensors are connected to the Internet via the Wi-Fi module (ESP32).
This interconnected activity is to give additional sensitivity to the irrigation system.

Using this smart irrigation can save about 80% of water. We all know that there are
several factors such as air humidity, soil type. . . etc. Which greatly affect the growth and
development of plants, and that every person or gardener has his way of watering and dealing
with plants. This system can be programmed for different crop requirements and seasonal
changes thanks to the network of sensors used. This system is most suitable for irrigation
and makes human life easier and raised the question of following the garden. In addition, our
system is applicable in all agricultural fields.

2 Types of irrigation systems
There are two methods of irrigation : Conventional Irrigation System and smart irrigation

system.

2.1 Conventional Irrigation System
Conventional irrigation method is manually worked. The irrigation scheme is based on

real-time weather soil conditions observed manually. The watering schedule is driven by a
heuristic based on the experience of the farmer. In this type there are many methods :

(a) Sprinkle irrigation : It is a method of irrigation in which water is distributed similarly
to rainfall. It covers a large system. Water is allowed to pass through pipes and in between
intervals of pipe, a sprinkler is connected which spreads the water to plants, which seems like
rain falling on the surface. This irrigation system is used to irrigate crops, lawns, landscapes,
golf courses, and other areas [3].
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(b) Drip System : Drip irrigation is a technique large used, Whenever plants required
water, the nozzle is turned on and sub-pipes spread the water to the roots of the plants. This
method of irrigation is the most efficient water and nutrient delivery system for growing crops
because it saves water and increases yield.

(c) Channel System : Channel system uses canals to pump water. This method of irri-
gation has many advantages. From rivers, canals will be constructed and from canals with
pumps water is planted in plants.

2.2 Automated Irrigation System
These systems can reduce water consumption in a field by 50%. And also minimize elec-

trical energy expenses by using a set of solar panels and batteries rechargeable, the platform
is equipped with various humidity sensors buried in the ground which makes it possible to
calculate the real needs of the soil in water and to regulate the flow accordingly thanks to a
small electronic unit. This system makes it possible to control constantly and in real-time the
various atmospheric and soil parameters, and the needs of the plants.

3 Proposed system

3.1 Architecture design
The automatic irrigation system was designed to continuously sense the moisture level of

the soil. The system responds appropriately by watering the soil with the exact amount of wa-
ter required and then shuts down the water supply when the required amount of soil moisture
is achieved. The reference amount of soil moisture is already fed to the microcontroller be-
forehand. This reference soil moisture content was made to be adjustable for the three most
common soil types (sandy, loamy and clayey soils). When the system is powered and the
input signal enters, the ESP32 microcontroller reads the temperature, and humidity values
from the DHT22 sensor, and the soil moisture value, this is compared to the reference value.
This reference value depends on the type of plant, in this case, for example, if the system
needs to be tested for “Aloe vera”, according to the MINAGRI, it would have a reference value
of 30–50% of humidity. If the temperature rises above 30 or falls below 10, the system will
send a notification to the smartphone. Also if the soil moisture is lower than 30% the system
turns ON the pump, and until 50 % the system turns OFF the pump. All values are shown on
the OLED display and our interface on Blynk App.

Figure1 shows the block diagram of our project and the different connections between the
different components.
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FIGURE 1 – proposed system diagram

3.2 System Hardware
The proposed irrigation system is based on an ESP32 board connected to some sensors

and actuators which are remotely controlled by our interface in Blynk App.
The following table describes the main hardware used.

Components Type Specifications

ESP 32
It is a low-cost, low-power system on a
chip (SoC) series with Wi-Fi & dual-
mode Bluetooth capabilities.

Sensors Soil moisture
It measures the content of water and
humidity in the soil.

Ultrason HC-
SR04

Is an electronic device that measures
the distance of a target object by
emitting ultrasonic sound waves and
converting the reflected sound into an
electrical signal[4].

DHT-22
Is used to monitor temperature and
humidity amounts[4].

Ultrason HC-
SR04

Is an electronic device that measures
the distance of a target object by

emitting ultrasonic sound waves and
converting the reflected sound into an

electrical signal[4].
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Actuators Water pump
It is used as an amphibious pump and is
ideal for reliable fountains.

Solar panel

Also known as ”PV panels” are used to
convert light from the sun, which is
composed of particles of energy called
”photons”, into electricity that can be
used to power electrical loads.

OLED display It is a tool for displaying sensor data.
relay Is used for switching loads and controlling appliances [5]

3.3 System Software
The software used is described in Table 2.

Software Specifications

Arduino IDE

It is software that allows to write, modify a
program and convert it into a series of
understandable instructions for the Arduino
card[6].

Blynk App

It is an IoT platform that allows in particular to
design a mobile application (Android and iOS)
to control and visualize the data of an embedded
system via a public or private cloud server. The
design of the mobile application (Android and
iOS) based on widgets (graphic elements) is
carried out by simple drag & drop without
writing a line of code.

3.4 Principe of operation
In our smart irrigation system, various sensors such as soil moisture sensor, and DHT22

sensor are connected to the input pins of the Arduino microcontroller. Arduino is a micro-
controller that acts as a brain for the whole system. The values detected by the sensors are
displayed on the OLED display screen and will be transferred to the actuators to act on this
data. If the detected value exceeds the threshold values set in the program, the pump will
be automatically turned on/off by the relay circuit and it is connected to the control circuit
which helps to switch the voltage. The Arduino also logs soil moisture and water usage data
in Thing-speak cloud, configured using ESP32 WIFI module. The same data is also acquired
and displayed in the Android application via the Internet.

In our project and to make the system connected and remotely controllable, we have the
choice of working either with a WiFi card for Arduino or a Bluetooth module, the latter has a
command area of fewer than 15 meters, which forced us to use the ESP32 (WI-FI) module.

The control card will allow to receive the commands and execute them then send the
states of the various sensors and actuators. In our project, this card provides :

• Irrigation control.

• Correct operation of the pump.
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• Reading data received from soil moisture and DHT22 sensors.
Our project has additional support which is a computer USB port (5V 200mA) to regularly

communicate information to simulate the project in reduced form, by supplying the system
with 12V. We control the current required to drive the pump using a relay. By using this
system, the farmer can access the details about the condition of the field anywhere at any
time.

4 Implementation of IOT smart irrigation system
Figure 2 shows the circuit implemented by FRITZING. For the realization of our global

FIGURE 2 – Implemented Circuit with ESP32 module.

system, we went through several steps. These steps are grouped into two parts

• First part : design and production of the entire electronic system.

• Second part : The mobile application (Blynk).
The software Proteus is used in this section to do the simulation of our system before

doing the realization. Figure 3 shows the irrigation system structure with Proteus.
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FIGURE 3 – irrigation system with Proteus.

4.1 Design and realization
To obtain results that show the automation efficiency of our smart irrigation system, three

tests were performed as shown in Figure 4

I. Adoui et al.

Figure 3: irrigation system with Proteus.

4.1 Design and realization
To obtain results that show the automation efficiency of our smart irrigation system, three

tests were performed as shown in Figure 4

Figure 4: The Smart irrigation system.
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FIGURE 4 – The Smart irrigation system.
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The screenshots of the results of the designed system obtained on android application
are shown in figure 5.

One advantage of this app is that it, real-time as well as historical data of measurements
of air temperature, air humidity, soil humidity and the water level in the tank can be obtained
from anywhere using the app. Similarly, The system can operate in two modes automatic
mode and manual mode.

Blynk application offers a very flexible wat to send notifications. Such Notifications are
part of our automatic irrigation system. In our system three different notifications are used.
The first notification if the plant needs water (fig 6.a). The second notification if the watering
process is over (fig 6.b). And the last notification if the tank water level drops as shown in
the figure 6.c. Figure 7 shows the project that’s used as an (IoT) Smart Irrigation system
controlled by Blynk application is running

FIGURE 5 – Our interface on the Blynk App.

Irrigation system using Blynk App

The screenshots of the results of the designed system obtained on android application
are shown in figure 5.

One advantage of this app is that it, real-time as well as historical data of measurements
of air temperature, air humidity, soil humidity and the water level in the tank can be obtained
from anywhere using the app. Similarly, The system can operate in two modes automatic
mode and manual mode.

Blynk application offers a very flexible wat to send notifications. Such Notifications are
part of our automatic irrigation system. In our system three different notifications are used.
The first notification if the plant needs water (fig 6.a). The second notification if the watering
process is over (fig 6.b). And the last notification if the tank water level drops as shown in
the figure 6.c. Figure 7 shows the project that’s used as an (IoT) Smart Irrigation system
controlled by Blynk application is running

Figure 5: Our interface on the Blynk App.

Figure 6: Blynk App Test.
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FIGURE 7 – Final Implementation of the proposed IoT smart

5 Conclusion
This research paper focuses on an IoT smart irrigation system based on Wi-Fi using open-

source software and open hardware. Where a new approach that provides a reasonable
and less expensive way to monitor and regulate a smart system was proposed and realized
utilizing Blynk App. The proposed IoT smart irrigation is cost-effective compared to other
approaches to building such systems. The suggested system includes sensors like soil mois-
ture, DHT22, Ultra-son HC- SR04, and actuators such as a water pump, OLED display, and
relay. In the meantime, these sensors are connected to the Internet via the ESP32 module.
The farmer can control the irrigation system via the report displayed from the application
Blynk on the mobile. The application works to display readings from sensors and control the
water pump in case of an emergency. This is to alert the user and make the system easy to
use. One of the most important results of this research work is the success in creating an
effective, reliable, and cost- effective prototype of an IoT smart irrigation system based on
the Blynk App. In this project, Cam concluded that using the Internet of Things in agriculture
can reduce water wastage human intervention and conserves energy and the environment.

To improve the circuit in order to approach the plants real life, study can adopt intelligent
algorithms based on system learning.
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Abstract : In this paper, we study an M[X ]/G/1 retrial queue with two classes of custo-
mers : transit and recurrent customers, service subject to break down occurring randomly at
any instant while serving customers, delaying repair service and Bernoulli vacation at each
service completion.

Keywords : Retrial queue ; batch arrival ; bernoulli vacation ; breakdown ; delayed repair ;
recurrent customers ; supplementary variable.

1 Introduction
Retrial queueing system have been widely used to model many practical problems arin-

sing in telephone switching system, telecommunication network, computer network and comp-
puter systems. The fundamental feature of these queue is that a customer who finds all the
servers busy are obliged to leave the service but some time later they come bake to the ser-
vice facility. Between trials, a customers is said to be in ”orbit”. The detailed overviews of the
related references with retrial queues can be found in the book of (Falin and Templeton,1997)
and the surveys papers of (Artalejo, 1994), (Aissani,1994) and (Farahmand,1990).

In recent years, retrial queueing with breakdown was introduced by several othors as
(Choudhury and Tadj, 2009 ; Choudhury and Ke, 2012 ; Kim and Lee, 2013 ; Jain and Bhagat,
2014 ; Yi Peng and Jinbiao wu 2021). The repair of broken down server is also an important
factor. Practically, the reliable server may breakdown or stops working during any phase of
service and will need to be repaired.

Moreno (2004) studied an M/G/1 retrial queue in which there is a fixed number K,K >
0 of recurrent customers who immediately return to the orbit after being served, and transit
customers who leave the system forever after the service. The concept of recurrent custo-
mers in retrial queue was examined by (Gao, S., Liu, Z and Dong, H 2012). Generally, the
service times of recurrent customers can be considered as an idle time of server which will
∗Corresponding Author
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be used for other tasks such as preventive maintenance, priority tasks, machine repair and
scanning a new work, etc.

2 Description of the model
We consider an MX/G/1 queueing system, with two classes of customers : transit (also

called ordinary) customers and a fixed number K(K ≥ 1) of recurrent (also called perma-
nent) customers, where the number of individual transit customers arrive to the system ac-
cording to a compound Poisson process with rate λ . The size of successive arriving batches
is X1,X2, ..., where X1,X2, ... are identically and independently distributed (i.i.d) random va-
riables with probability mass function (p.m.f) gn = P{X = n},n ≥ 1,probability generating
function (PGF) g(z) = E(zX ) and we denote g[k] = E(X(X −1)...(X − k+1)). If a transit
customers find the service busy or broken, then all the arriving transit customers join the or-
bit (retrial group) with probability p or leave the system with probability q = 1− p. But if the
server is free then he starts serving the customer from the batch which is on the head of the
queue whereas others leave the service area and join the orbit in accordance with an FCFS
discipline, in order to seek service again and again until it finds the server free. The time of
successive repeated attempts of any transit customers follow an arbitrary law with probabi-
lity distribution function A(x), density function a(x) and Laplace-Stieldjer transform LA(s).
The service time of the transit customers are independently and identically distributed with a
probability distribution function B1(x), a density function b1(x), Laplace-Stieldjes transform
LB1(s) and nth moments β1n.

There is a fixed number K of recurrent customers in the system. Once served, recurrent
customers immediately return to the retrial group. We assume that only the recurrent at the
head of the orbit is allowed to access the server. The time of successive repeated attempts
of any recurrent customers follow an exponential law with a finite mean γ−1 (constant re-
trial policy). The service time of the recurrent customers are independently and identically
distributed with a probability distribution function B2(x), a density function b2(x), a Laplace-
Stieldjes transform LB2(s) and nth moments β2n.

While the server is serving any classes of customers, it may breakdown at any time and
the server will be down for a short interval of time exponentially distribution with mean µ−1.
When the server fails, it takes some time known Delaytime before starting the repair. The
Delay times of the server are i.i.d random variable with probability distribution function D(x),
density function ψ(x), Laplace-Stieldjes transform LD(s) and two first moments φ1,φ2.

After delay time, a repair begins immediately, the repair time has a distribution function
C(x), a density function c(x), a Laplace-Stieldjes transform LC(s) and the first two moments
γ1,γ2. The customers whose service is interrupted remains in service. Once the time of repair
completed, the server takes over the service of this customers.

After each service completion the server takes Bernoulli vacation, i.e., after each service
completion the service may go for a vacation with probability (1− r) or with probability r he
may serve the next unit. The vacation times follow an arbitrary law with probability distribu-
tion function V (x), density function v(x) and Laplace-Stieldjer transform LV (s). This type of
queueing model is known as MX/G/1 Bernoulli vacation queue with recurrent customers,
unreliable service during which a breakdown period, a delay period and a repair period occur.

The condition completion rates for the repeated attempts of transit customers, for the
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service of transit customers, for the service of recurrent customers, for repair, for delay and
for vacation times are respectively given by :

α(x)= a(x)
1−A(x) , β1(x)=

b1(x)
1−B1(x)

, β2(x)=
b2(x)
1−B2

, γ(x)= c(x)
1−C(x) , θ(x)= ψ(x)

1−D(x) , ν(x)=
v(x)

1−V (x)

3 Staedy-state distribution
The aim of this section is to obtain the joint distribution of the server state and the queue

length in the steady state of the process {Y (t), t ≥ 0}. The state of the system at time t can
be described by the following Markov process.

{Y (t), t ≥ 0}= {(S(t),S∗(t),N(t),ξ0(t),ξ11(t),ξ12(t),ξ2(t),ξ3(t),ξ4(t)); t ≥ 0}

We denote S(t) the server state

S(t) =





0, If the server is idle at time t ;
1, If the server is busy at time t ;
2, If the server is waiting for repair at time t ;
3, If the server is under repair at time t ;
4, If the server is on vacation at time t.

We define S∗(t) as a type of customers in service.

S∗(t) =
{

1, If the server is occupied by the transit customers ;
2, If the server is occupied by the recurrent customers.

Let N(t) be the orbit size (i.e, number of customers in the retrial group) at time t. If S(t) =
0 and N(t) > K, then ξ0(t) represents the elapsed retrial time of the transit customer ; if
S(t) = 1 and S∗(t) = 1, we define ξ11(t) as the elapsed service time of the transit customer ;
if S(t) = 1 and S∗(t) = 2, we define ξ12(t) as the elapsed service time of the recurrent
customer ; il S(t) = 2, we define ξ2(t) as the elapsed repair time ; if S(t) = 3, we difine
ξ3(t) as the elapsed delay time ; if S(t) = 4, we define ξ4(t) as the elapsed vacation time.

we first definite the state probabilistes,state densities and joint state probability densities
for the Markov process Y (t), t ≥ 0. By considering transitions of the process between time t
and t +dt and taking t→∞, we obtain the following differential equations in steady-state as
follows :

(λ + γ)P0,K = r
∫ ∞

0
β1(x)P1,K(x)+ r

∫ ∞

0
β2(x)P2,K−1(x)dx+

∫ ∞

0
ν(x)VK(x)dx, (1)

∂P0,n(x)
∂x

+(λ + γ +α(x))P0,n(x) = 0, n≥ K +1, (2)

(
∂
∂x

+λ p+µ +β1(x))P1,n(x) = λ p(1−δn,K)
n−K

∑
j=1

g jP1,n− j(x)

+
∫ ∞

0
γ(y)R1,n(x,y)dy, n≥ K,

(3)
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(
∂
∂x

+λ p+µ +β2(x))P2,n(x) = λ p(1−δn,K−1)
n−K+1

∑
j=1

g jP2,n− j(x)

+
∫ ∞

0
γ(y)R2,n(x,y)dy, n≥ K−1,

(4)

(
∂
∂y

+λ p+θ(y))D1,n(x,y) = λ p(1−δn,K)
n−K

∑
j=1

g jD1,n− j(x,y), n≥ K, (5)

(
∂
∂y

+λ p+θ(y))D2,n(x,y) = λ p(1−δn,K−1)
n−K+1

∑
j=1

g jD2,n− j(x,y), n≥ K−1,

(6)

(
∂
∂y

+λ p+ γ(x))R1,n(x,y) = λ p(1−δn,K)
n−K

∑
j=1

g jR1,n− j(x,y), n≥ K, (7)

(
∂
∂y

+λ p+ γ(x))R2,n(x,y) = λ p(1−δn,K−1)
n−K+1

∑
j=1

g jR2,n− j(x,y), n≥ K−1, (8)

(
∂
∂y

+λ p+ν(y))Vn(y) = λ p(1−δn,K)
n−K

∑
j=1

g jVn− j(y), n≥ K. (9)

The steady-state boundary conditions are

P0,n(0) = r
∫ ∞

0
P1,n(x)β1(x)dx+ r

∫ ∞

0
P2,n−1(x)β2(x)dx+

∫ ∞

0
ν(x)Vn(x)dx, n > K,

(10)

P1,n(0) = λ
n−K

∑
j=1

(1−δn,K)g j

∫ ∞

0
P0,n+1− j(x)dx+

∫ ∞

0
α(x)P0,n+1(x)dx

+λgn+1−KP0,K , n≥ K,

(11)

P2,n(0) = γ(1−δn,K−1)
∫ ∞

0
P0,n+1(x)dx+ γδn,K−1P0,K , n≥ K−1, (12)

D1,n(x,0) = µP1,n(x), n≥ K, (13)
D2,n(x,0) = µP2,n(x), n≥ K−1, (14)

R1,n(x,0) =
∫ ∞

0
D1,n(x,y)θ(y)dy, n≥ K, (15)

R2,n(x,0) =
∫ ∞

0
D2,n(x,y)θ(y)dy, n≥ K−1, (16)

Vn(0) = (1− r)
∫ ∞

0
P1,n(x)β1(x)dx+(1− r)

∫ ∞

0
P2,n−1(x)β2(x)dx, n≥ K, (17)
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and the normalizing condition is

P0,K + ∑
n>K

∫ ∞

0
P0,n(x)dx+ ∑

n≥K

(∫ ∞

0
P2,n(x)dx+

∫ ∞

0

∫ ∞

0
D2,n(x,y)dxdy

+
∫ ∞

0
R2,n(x,y)dxdy

)
+ ∑

n≥K

(∫ ∞

0
P1,n(x)dx+

∫ ∞

0

∫ ∞

0
D1,n(x,y)dxdy

+
∫ ∞

0
R1,n(x,y)dxdy+

∫ ∞

0
Vn(x)dx

)
= 1

(18)

The following theorem gives the joint distribution of the server state and queue length in
terms of probability generating function.

Théorème 3.1. Under the stability condition, the probabilities generating functions
are given by :

P0(z,x) =
(λ + γ)[(λ + γ)−H(z)R(z)]P0KzK+1

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

× (1−A(x))e−(λ+γ)x,

P1(z,x) =
(λ + γ)LA(λ + γ)[λ (1−g(z))+ γ(1− k2(z)R(z))]P0KzK

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

× (1−B1(x))e−G(z)x,

P2(z,x) =
γ(λ + γ)LA(λ + γ)[R(z)k1(z)− z]P0KzK−1

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

× (1−B2(x))e−G(z))x,

Vs(z,x) =
(1− r)(λ + γ)LA(λ + γ)[(λ + γ)k1(z)− zH(z)]P0KzK

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

× (1−V (x))e−λ p(1−g(z))x,

R1(z,x,y) =
(λ + γ)LA(λ + γ)[λ (1−g(z))+ γ(1− k2(z)R(z))]P0KzK

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

×µ(1−B1(x))(1−C(y))LD(λ p(1−g(z)))e−(G(z)x+λ p(1−g(z))y),

R2(z,x,y) =
γ(λ + γ)LA(λ + γ)[R(z)k1(z)− z]P0KzK−1

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

×µ(1−B2(x))(1−C(y))LD(λ p(1−g(z)))e−(G(z)x+λ p(1−g(z))y)

D1(z,x,y) =
(λ + γ)LA(λ + γ)[λ (1−g(z))+ γ(1− k2(z)R(z))]P0KzK−1

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

×µ(1−B1(x))(1−D(y))e−(G(z)x+λ p(1−g(z))y),
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D2(z,x,y) =
γ(λ + γ)LA(λ + γ)[R(z)k1(z)− z]P0KzK−1

(1−LA(λ + γ))H(z)R(z)z− (λ + γ)[z−LA(λ + γ)R(z)k1(z)]

×µ(1−B2(x))(1−D(y))e−(G(z)x+λ p(1−g(z))y)

P0K =
λ pg1[(λ + γLA(λ + γ))(1−ρ1)− (λg1 + γρ2)(1−LA(λ + γ))]

(λ + γ)LA(λ + γ)[λg1(1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg1]

Where
R(z) = r+(1− r)LV (λ p(1−g(z)))
H(z) = λ z−1g(z)k1(z)+ γk2(z)
G(z) = λ p(1−g(z))+µ−µLD(λ p(1−g(z)))LC(λ p(1−g(z)))
ki(z) = LBi(G(z)) i = 1,2

Remarque 3.1. like all the probabilities are written according to P0K . Hence from
normalizing condition (18)we get

P0K = 1−ρ

Then it immediately follows that the steady state condition is ρ < 1, where ρ is given
as follow

ρ =
(λ + γ)LA(λ + γ)[λg1ρ1 + γρ2]+λ pg1(1−LA(λ + γ))[λρ1 + γρ2−λ (1−g1)]

(λ + γ)LA(λ + γ)[λg1(1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg1]
(19)

4 Performance Measures
In this section, we derive some performance measures of the system under the steady

state condition.

Corollaire 4.1. 1. The mean number of transit customers in the retrial group is
given by

E(NT ) =
λg2

[1]ρ3(1− p)− γg[2]ρ2 + γρ4g[1]
2g[1](λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])

+
(1−LA(λ + γ))(λg[2]+ γρ4 +2(λg[1]ρ1 + γρ2))+(λ + γLA(λ + γ))ρ3

2{(λ + γLA(λ + γ))(1−ρ1)− (λg[1]+ γρ2)(1−LA(λ + γ))}
(20)

2. The mean number of transit customers in the system is given by

E(LT ) =
2k′1(1)g[1](λg[1]+ γρ2)+g[1](λg[1]ρ3(1− p)+ γρ4)− γg[2]ρ2

2g[1](λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])

+
λ pg[1]((1−LA(λ + γ))(λg[2]+2λg[1]ρ1 +2γρ2 + γρ4)+(λ + γLA(λ + γ))ρ3)

2(λ + γ)LA(λ + γ)(λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])P0K

(21)
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3. The mean orbit size is given by

E(N) = (K−1)+
λ pg[1]+ γρ2− γk

′
2(1)(1−ρ1)

λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1]

+
λ pg[1](1−LA(λ + γ))(λg[1]ρ1 + γρ2)

(λ + γ)LA(λ + γ)(λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])P0K

+
λ pg[1]{(1−LA(λ + γ))(λg[2]+ γρ4)+(λ + γLA(λ + γ))ρ3}

2(λ + γ)LA(λ + γ)(λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])P0K

+
λg2

[1](1− p)(ρ3 +2ρ1)− γg[2]ρ2 + γg[1]ρ4

2g[1](λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])

(22)

4. The mean system size is given by

E(L) = K +
2k′1(1)g[1](λg[1]+ γρ2)+g[1](λg[1]ρ3(1− p)+ γρ4)− γg[2]ρ2

2g[1](λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])

+
λ pg[1]((1−LA(λ + γ))(λg[2]+2λg[1]ρ1 +2γρ2 + γρ4)+(λ + γLA(λ + γ))ρ3)

2(λ + γ)LA(λ + γ)(λg[1](1− p)ρ1 + γρ2 +λ pg[1])P0K

(23)

Where
ρ1 = λ pg[1]{(1− r)η1 +(1+µγ1 +µφ1)β11}
ρ2 = λ pg[1]{(1− r)η1 +(1+µγ1 +µφ1)β21}
ρ3 = R′′(1)+2R′(1)k′1(1)+ k′′1(1)
ρ4 = R′′(1)+2R′(1)k′2(1)+ k′′2(1)
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Abstract : The contamination game of a grid graph G(n,m) is a dynamic variant of the
domination [7], similar to the power domination [8]. This standard is introduced by Haynes,
Hedetniemi and Henning in 2002 [6], which is initially defined as a basic domination for a
set of vertices S in a graph G, and then a propagation of this domination in all vertices of G,
while starting with S. On the other hand, the contamination phenomena in G(n,m) is inter-
preted by an evolutionary automaton cellular, which aims to propagate viruses according to
a given propagation rules. In this paper, we define a mathematical self-playing game called
a contamination game based on the power domination, in which, we identify the minimum
number of contaminant cells for G(n,m), called the contamination number and denoted
γc(G(n,m)).
MSC: 0C569 ; 05C12

Keywords : Domination ; Power domination in graph ; Contamination in a grid graph

1 Introduction
Electric power systems need to be monitored in real-time. One way to achieve this task

is to place phase measurement units at selected locations in the system.The power system
monitoring problem is a combinatorial optimization problem that consists of minimizing the
number of measurement devices to be put in an electric power system. The power system
monitoring problem has been formulated as a graph theory domination problem by Haynes,
Hedetniemi, Hedetniemi, and Henning in [7]. This problem is of somehow different flavor than
standard domination type problems, since putting a phase measurement unit into a vertex of
a graph can have global effects. For instance, if an electric power system can be modeled by
a path, then a single measurement unit suffices to monitor the system no matter how long is
the path.

Let G = (V,E) be a connected graph. For a vertex v of G, let N(v) denote the open neigh-
borhood of v, and for a subset S of V let N(S) = (∪v∈SN (v))\S. We denote with M(S) the
set monitored by S, defined algorithmically as follows [4] :
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Algorithm 1 Construction of a monitored set M(S)

Input: Graph G = (V,E) and S⊂V .

Output: M(S) : the monitored set by S.

1: Initiate M(S)← S∪N(S);
2: While there exists v ∈M(S) such that N(v)∩ (V\M(S)) = {w} do

3: M(S)←M(S)∪{w};
4: EndWhile ;

5: Return M(S) ;

The set S is called a power dominating set of G if M(S) =V and the power domination num-
ber, denoted by γπ(G), is the minimum cardinality of a power dominating set. Various papers
have addressed the power domination number, in which they essentially concentrate on its
algorithmic point of view. This problem is proven to be NP-complete even when restricted to
bipartite graphs, chordal graphs, planar graphs, circle graphs and split graphs [4]. In contrast,
the problem can be solved in polynomial time for trees and interval graphs [4, 6]. Dorfling and
Henning obtained closed formulas for the power domination numbers of grid graphs [5]. This
result is in striking contrast with the fact that a determination of such formulas for the usual
domination number of grid graphs is an open problem [7]. Now, a natural description of a grid
is a cartesian product of two paths. However, there exist other graph products such as the
strong, the direct, and the lexicographic product [7].
In this paper we introduce a new variant of domination characterized as a virus-contamination
in grid graph G(n,m), which is defined in two steps :

(1) Local domination for a few cells of G(n,m).

(2) Propagation on all cells of G(n,m) according to a given initial contamination rules.

2 Power Contamination on the Grid
Let G(n,m) = (V,E) be a grid graph, and S⊂V . The set S is said to be a contaminating

set if a full contamination of G(n,m) can be achieved from S and the power contamination
number γc(G(n,m)) is the minimum cardinality of a power contaminating set. In the following,
we will illustrate the problem as a self-playing game, in order to deal with the problem of
contamination in G(n,m).

For a vertex v of G(n,m), let M(v) and VN(v) denote, respectively, Moore neighborhood
(see Fig.1(a)) and Von Neumann neighborhood (see Fig.1(b)) of v, extended to the cells at
the edge of G(n,m).
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FIGURE 1 – Moore and Von Newmann neighborhoods of the black cell.

2.1 Contamination Rules in G(n,m)

The contamination game of G(n,m) can be seen as a cellular automaton, or a model
where each state leads automatically to the next state from predefined rules. This game takes
place on G(n,m), whose cells are considered by analogy as living cells, which can take two
different states ”sick” or ”healthy”. At each step, the state of any cell is determined by the state
of its eight neighbors, in regards to a given initial contamination rules. The goal of this game
is to find the minimum number of initial contaminated cells γc(G(n,m)), such that the entire
grid is contaminated. This kind of contamination can be seen as an evolutionary cellular
automaton, which models an epidemiological phenomenon, illustrating the propagation of
viruses in living cells.

The space of states is a two-dimensional grid of sick or healthy living cells. The chosen
transition rule depends on the number and position of the contaminated living neighboring
cells that surround a cell, it corresponds to Moore neighborhood.

A cell v is contaminated by two sick cells v1 and v2, if one of the following conditions is
fulfilled :

(1) v1,v2 ∈ VN(v),
(2) v1,v2 6∈ VN(v) and M(v1) ∩ M(v2) = {v}·
The possible configurations which satisfies these conditions are given in Figure 2.

FIGURE 2 – The contamination rules of the blue cell.

The following algorithm illustrates the contamination and spread process which yield the
contaminated set S, according to the contamination rules :
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Algorithm 2 Construction of a contaminated set C(S)

Input: Graph G = (V,E) and S⊂V .

Output: C(S) : the subset of vertices contaminated by S.

1: Initialize C(S)← S;
2: While ∃v ∈V\C(S), such that the conditions (1) or (2) are satisfied do

3: C(S)←C(S)∪{v};
4: End While ;

5: Return C(S) ;

2.2 Mathematical Model
Let x(k)i j be the decision variable at the step k,

x(k)i j =

{
1 if the cell (i, j) is contaminated in step k ;

0 else.

The goal of this game is to find the minimum number of contaminating cells γc(G(n,m)) at
the step 0, so that the entire grid is contaminated after k0 steps, according to Algorithm 2.

The objective is the following :

M in(Z) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

x(0)i j
(k0 steps) 

n

∑
i=1

m

∑
j=1

x(k0)
i j = nm,

according to the contamination rules presented above, which are written as follows :

k→ k+1





x(k)i j x(k)i+, j+ ≤ x(k+1)
i+1, j+1, ∀i = 1,n−2, ∀ j = 1,m−1; (Fig.2(a))

x(k)i j x(k)i+, j− ≤ x(k+1)
i+1, j−1, ∀i = 1,n−1, ∀ j = 1,m−1; (Fig.2(b))

x(k)i j x(k)i+, j ≤ x(k+1)
i+1, j , ∀i = 1,n−2, ∀ j = 1,m; (Fig.2(c))

x(k)i j x(k)i, j+ ≤ x(k+1)
i, j+1 , ∀i = 1,n, ∀ j = 1,m−2; (Fig.2(d))

x(k)i j x(k)i+1, j−1 ≤ x(k+1)
i+1, j , ∀i = 1,n−1, ∀ j = 1,m; (Fig.2(e))

x(k)i j x(k)i+1, j+1 ≤ x(k+1)
i, j+1 , ∀i = 1,n−1, ∀ j = 1,m−1; (Fig.2( f ))

x(k)i j x(k)i+1, j−1 ≤ x(k+1)
i, j−1 , ∀i = 1,n−1, ∀ j = 1,m−1; (Fig.2(g))

x(k)i j x(k)i+1, j+1 ≤ x(k+1)
i+1, j , ∀i = 1,n−1, ∀ j =,m−1; (Fig.2(h))

x(k)i j ∈ {0,1}, ∀i = 1,n, ∀ j = 1,m, ∀k ∈ N.
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3 Contamination on Strong Product of Two Paths
A natural representation of a grid G(n,m) is as the strong product of two paths Pn�Pm,

such that :

1. Each cell of G(n,m) is represented by a vertex v in Pn�Pm.

2. The neighbors between two cells in G(n,m) is represented by an edge in Pn�Pm.

FIGURE 3 – G(3,4) modeled as the strong product of paths.

The number of neighbors of each cell in G(n,m) represents the degree of the corresponding
vertex in Pn�Pm, as shown in Figure 3. This implies that the virus-contamination on G(n,m)
is equivalent as on Pn�Pm.

The evolution of the total contamination of the grid G(3,4) is shown in Figure 4.

FIGURE 4 – The evolution of the total contamination of G(3,4).

4 Main Results
Lemma 4.1. For any positive integer m, the contamination number of the path Pm is :

γc(Pm) = 1+
⌊m

2

⌋
.

Théorème 4.1. Let n,m be two positive integers. Then we have

γc(Pn�Pm)≤





max
{⌊n

2

⌋
,
⌊m

2

⌋}
+1 if m and n have the same parity,

max
{⌈n

2

⌉
,
⌈m

2

⌉}
+1 else.
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Corollaire 4.1. For any positive integer n, we have :

γc(Pn�Pn)≤
⌊n

2

⌋
+1.

5 Conclusion
In this work, we have introduced a new dynamic variant of domination, which has the

same principle of unfolding as power domination. This type of domination can be interpreted
as a biological phenomenon or an evolutionary social phenomenon, which is called a conta-
mination game and takes place in the grid graph G(n,m). We identified an upper bound for
the minimum number of contaminant cells γc(G(n,m)) in G(n,m).
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Abstract : Flow shop scheduling problems have been widely studied in the literature due
to their application in many industries. Most of the researchers in this area of scheduling
deal with machines as the only resource in conducting production tasks. However, other
additional resources such as raw materials are usually not only required for processing
jobs but also are often restricted, we refer to this resource as non-renewable. To close the
problem to real-world condition, this paper addresses a permutation flow shop scheduling
problem subject to non-renewable resources constraints, where the objective function is to
minimize the total flowtime. Since the considered problem is strongly NP-hard, application
of meta-heuristics is indispensable. Therefore, two meta-heuristic algorithms including a
Genetic Algorithm (GA) and Particle Swarm Optimization Algorithm (PSO) are suggested to
find optimal or near optimal solutions. The computational results demonstrated that in small
to medium scale problems, PSO is more effective than GA, but in large scale problems the
suggested GA statistically outperformed the PSO for our investigated problem.

Keywords : flow shop scheduling problem ; non-renewable resources constraints ; meta-
heuristics ; total flowtime

1 Introduction
Scheduling problem is a significant issue that has a major impact on increasing the pro-

ductivity of manufacturing systems, it concerns to assign a set of limited resources (rene-
wable and/or non-renewable) to a set of tasks (jobs) with respect to operational constraints
such that the optimal usage of available resources is obtained.

Among the different possible configurations in manufacturing systems, this paper focuses
on a Flow Shop (FS) environment since it can be found in lots of applications in chemical,
pharmaceutical, steel, food and assembly industries. The FS problem is defined as a produc-
tion problem where a set of n jobs have to be executed with identical flow patterns on a set
of m machines. When the order of jobs processing on all machines is the same, we have the
Permutation Flow Shop Scheduling Problem (PFSP). This kind of problem is NP-hard [1].
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Due to the strong industrial background, the PFSSP has received a considerable atten-
tion from researchers. In most of PFSSP studies, the only resource considered is the ma-
chine. However, in most real life manufacturing environment, jobs may also require, besides
machines additional resources such as raw materials. We refer to these resources as non-
renewable or consumable resources. Taking into account the availability of non-renewable
resources in the production process implies that not only machine must be free when starting
a job, but also the non-renewable resources must be available in sufficient quantities. There
are several applications of PFSSP subject to non-renewable resources in industry practice.
Paint shop of an automobile manufacturer is an example of such problem. Assume that the
paint shop is switching to paint a batch of automobiles in black. At any time moment, if the
quantity of paint will be not sufficient to paint the automobile being processed than the pro-
cess will be stopped until the replenishment of the required quantity of paint from outside the
production system. Consequently, the efficiency of production will be affected by the delay
caused by the unavailability of resource.

Motivated by the previously described background, this paper explores the PFSSP that
takes into account the non-renewable resources. In terms of the objective function to be op-
timized, the maximum completion time or makespan has been the most analyzed criterion
in the literature. However, in many real industries the total flowtime metrics have taken more
relevance than those referring to the makespan. The total flowtime is an important perfor-
mance measure in production scheduling as it affects the inventory levels and lead times.
Moreover, minimizing this performance measure not only enables a time-based competition
but also results in reduced work in process.

In our problem, once the required quantity of non-renewable resource is not enough
to process job, the job being processed must be stopped until the availability of the required
quantity of consumable resource. This issue will result in some jobs being late and a relatively
larger flowtime is generated. It has been recognized that the inventory level increases as the
total flowtime increases. Therefore, this paper aims to find a smaller total flowtime schedule
that considers both the availability of renewable and non-renewable resources in PFSSP.

Laribi et al. [2] and Györgyi et al. [3] performed a comprehensive literature review of
scheduling problems related to this research. The authors in [2] developed also an integer
programming model and proposed an approximate resolution method based on a genetic al-
gorithm to investigate the flow shop scheduling problem subject to non-renewable resources
constraints. Their objective is to find a schedule that minimizes the makespan. To obtain bet-
ter and more robust solutions, the Taguchi method is performed for tuning the parameters
and operators of the algorithm. To the best of our knowledge, all of the previous research in
PFSSP subject to non-renewable resource constraints address only the minimization of the
makespan criterion. That is to say, there is no other research that investigates the resources
constraints FS problems by considering minimization of total flowtime as objective.

2 Problem Statement
Following the three-field classification scheme used by Toker et al. [4], we denote the in-

vestigated scheduling problem as Fm|prmu,NR|∑C j, where m is the number of machines,
prmu denotes that only permutation schedules are allowed, NR indicates the existence of
non-renewable resources and ∑C j denotes the total completion time minimization (total flow-
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time) as the optimization criterion. The assumptions of this research are :
– A set J = {J1,J2, ...,Jn} of n jobs must be processed on a set M = {M1,M2, ...,Mm}

of m machines sequentially.
– Each job j, j ∈ {1, ...,n} requires a fixed positive processing time Pi j on every ma-

chine i, i ∈ {1, ...,m} .
– Besides machines, we assume the existing of a set R= {R1,R2, ...,Rr} of r additional

non-renewable resources.
– We assume that r = m, i.e., each consumable resource is dedicated to one and only

one machine (unshared resource).
– Each resource Rl , l ∈ {1, ...,r} is delivered from external suppliers to the machine

where there is a need with limited amounts at several fixed delivery dates.
– The job can only start processing when the required non-renewable resource is avai-

lable in sufficient quantities.
– After processing a job, the stock of resource is decreased by the applied quantities.
– Each job can be processed on only one machine at a time and each machine can

process only one job at a time.
– The sequence of jobs is the same on every machine (permutation schedule).
– No preemption is allowed i.e., job once started on machine, continues in processing

until it is completed.

3 Approximate resolution method
Meta-heuristics have as a purpose determining in a reasonable time, approximate solu-

tion to an optimization problem when there is no exact method to solve it effectively. In this
section, we investigate two meta-heuristics based population : genetic algorithm and particle
swarm optimization for solving the proposed problem.

3.1 Genetic algorithm
Genetic Algorithm (GA) is meta-heuristic that use analogies with genetic biological pro-

cesses to solve optimization problems. GA is implemented as iterative algorithm that use a
population of individuals to represent possible solutions to the considered problem. In each
iteration, the best individuals of the population produce an offspring through crossover and
mutation operators. These new individuals, along with some of their parents, form a new
population that is used in the next iteration. This process is repeated until a good solution is
found or a specified number of generations have been executed. The pseudo-code of the pro-
posed GA for the considered PFSSP can be summarized by algorithm 1 where Psize refers to
the population size, Pc represents the crossover probability, Pm denotes mutation probability
and tmax for maximum number of generations.

3.2 Particle swarm optimization
Particle Swarm Optimization (PSO) is an evolutionary technique for solving unconstrai-

ned continuous optimization problems. It imitating the behavior of flocks of birds, schools of
fish searching for food by implementing an information sharing approach. Like GA, PSO is
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Algorithm 1 GA for the considered PFSSP
Initialize parameters Psize, Pc, Pm and tmax.
Generate initial population randomly (Psize=200 individuals).
Calculate the fitness (total flowtime criterion) for each individual.
while number of iterations ≤tmax do

Select the best fit individuals using wheel selection procedure.
Recombine pairs of parents using two-points crossover with Pc=0.9.
Mutate resulting offspring using shift mutation with Pm=0.15.
Evaluate fitness of new individuals.
Replacement using elitism strategy.

end while
Output best individual found.

also a population based search algorithm where each individual is referred as particle and
represents a potential solution. PSO system starts with a randomly generated initial popu-
lation (swarm) of individuals (particles) and searches iteratively in the searching space for
optimal solution. The original PSO was designed for a continuous solution space so it can
not be used for PFSSP. In what follow, we modified the PSO position representation, particle
velocity and the updating mechanism, to make PSO suitable for the considered problem.

– Solution representation : For solving the PFSSP subject to resources constraints, we
use the permutation representation mechanism, i.e., each particle i is represented by
a sequence Xi = {xi1,xi2, ...,xin}, xi j ∈ n.

– Updating the particles : since particle position Xi and velocity Vi are both a permutation
of jobs then the crossover operator⊗ can be used to redefine the model of the original
PSO algorithm. So, position and velocity of the particle can be updated respectively
according to equation (1) and (2). It can be found that, each particle in the swarm
follows two best solutions, the personal best position found by itself denoted by pbesti
and the global best position in the entire swarm denoted by gbest.

X t+1
i = X t

i ⊗V t+1
i (1)

V t+1
i = pbestt

i ⊗gbestt+1 (2)

– Crossover operator : The crossover used for these equations is the two-points crosso-
ver. Applying this operator, we can get two offspring particles, we compare them and
we pick the particle with the smaller total flowtime criterion as a final offspring particle.

– Diversification : it can be observed from the two previous equations that if personal
best position has the same permutation as global best position and if the new achieved
velocity has the same sequence as the current position then the evolution process will
be stagnated. To prevent the trend, the mutations operator denoted by M is introduced
to eliminate the stagnation and avoid premature convergence.
The following equations are used receptively for the two conditions :

V t+1
i = M(gbestt) (3)
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X t+1
i = M(X t

i ) (4)

The pseudo-code of the proposed PSO algorithm for the considered PFSSP is given in algo-
rithm 2

Algorithm 2 PSO for considered PFSSP
Initialize parameters N and tmax.
Generate randomly the swarm of N particles (N=200).
Evaluate the total flowtime criterion for each particle i in the swarm.
Find pbesti for each particle and gbest for all particles.
while maximal number of iterations is not achieved do

for each particle i do
By Eq.1 update the position of each particle.
By Eq.2 update the velocity of each particle.
Apply the diversification strategy using eq.3 and eq.4.
Evaluate the fitness of the new particle position.
Update the pbesti for each particle and gbest for all particles.

end for
end while
Output gbest.

4 Computational results
In order to evaluate the performance of the proposed algorithms for total flowtime (TFT)

minimization in PFSSP under non-renewable resources constraints, the instances tested
were those of 10, 20, 50 and 100 jobs with 5 and 10 machines taken from the benchmark ins-
tances introduced by [2] where the availability of the non-renewable resources is assumed to
be Non-uniform arrival, i.e,. the availability function of each non-renewable resource is assu-
med to be either an increasing, a decreasing or a random staircase function. Table 1 reports
the performance of both GA and PSO for small to large problems. The experiments results
show that the PSO outperform GA for small to medium instances. However, for large size
problem (up to 50 jobs with 10 machines) GA become more effective than PSO. Regarding
the CPU times, GA found a solution more quickly for all instances.

5 Conclusion
Optimization methods such as GA and PSO are two approaches based population, they

have proved them selves to be effective solution to optimization problems. The objective of
this paper is to compare the performance of these two optimization algorithms for PFSSP
subject to non-renewable resources with minimizing the total flowtime. The results show that
the PSO algorithm has obtained better performance for small to medium problems. However,
for large problems GA surpassed PSO. As future works, we try to improve the efficiency of
the proposed PSO by hybridizing it with other search heuristics since the advantage of the
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Instances GA PSO
n m TFT CPU(s) TFT CPU(s)

10 5 4588 0.14 4570 10.67
10 10 3906 0.15 3906 11.72
20 5 14292 0.35 14259 12.3
20 10 10761 0.55 10708 29.15
50 5 63666 1.80 62651 30.87
50 10 88551 2.34 90592 35.38

100 5 357717 12.17 367839 57.62
100 10 373061 16.25 378383 76,10

TABLE 1 – Comparaison of total flowtime obtained using GA and PSO

proposed PSO model is that there are no parameters to adjust except the swarm size and the
maximum number of generation which allows us to save time of tedious work of parameter
turning.

References
[1] M. . R. Garey and D. S. Johnson, “The complexity of flowshop and jobshop scheduling,”

Mathematics of operations research, vol. 2, pp. 117–129, 1976.

[2] I. Laribi, F. Yalaoui, and Z. Sari, “Permutation flow shop scheduling problem under non-
renewable resources constraints,” Int. J. Mathematical Modelling and Numerical Optimi-
sation, 2018, forthcoming.

[3] P. Györgyi and T. Kis, “Minimizing total weighted completion time on a single machine
subject to non-renewable resource constraints,” Journal of Scheduling, vol. 22, no. 6, pp.
623–634, 2019.

[4] A. Toker, S. Kondakci, and N. Erkip, “Scheduling under a non-renewable resource
constraint.” Operational Research Society, vol. 42, pp. 811–814, 1991.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

641



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Optmisation of Batch stochastic (s,Q) continuous
review inventory system with retrial demands

Lydia Bazizi ∗1, Fazia Rahmoune2, and Ouiza Lekadir3

1LaMOS Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
lydia.bazizi@univ-bejaia.dz

2LaMOS Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
fazia.rahmoune@univ-bejaia.dz

3LaMOS Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
ouiza.lekadir@univ-bejaia.dz

Abstract : In this paper, we analyze an (s,Q) continuous review inventory system with
batch arrivals, batch retrials and immediate service, using the BDSPNs(Batch Determinis-
tic and Stochastic Petri Nets). Arriving batch demands enter to the system according to
Poissonian process and are served immediately from the stock on hand. If the system is
out-of-stock, the arriving demands join a virtual orbit with limited capacity and repeat their
requests after a random time exponentially distributed, under the constant retrial policy.
However, in the case of full orbit, the arriving demands are definitively rejected from the sys-
tem. The mechanism of the considered system can be described by a bi-dimensional CTMC
(Continuous-Time Markov Chain) expressed by the inventory level and the number batch de-
mands in the orbit. Moreover, we derived some performance measures at the steady state
are derived through a recursive algorithm. Finally, an optimisation problem is numerically
studied.

Keywords : : (s,Q) Inventory systems ; BDSPNs, Partial backlog assumption ; CTMC ; Per-
formance measures ; Recursive algorithm.

1 Introduction
In the literature of inventory systems with shortages, an unsatisfied demand is faced to

two principales situations : completely ordered(backlog case) or completely lost(lost sales
case). Otherwise, in daily situations, it is more reasonable to assume that some of excess
demands are backordered and the rest is lost which is known as the partial backlog case.
The most common works dealing with this assumption are [5, 7, 2].
In out-of-stock situation, the unsatisfied demand can wait in a virtual orbit and makes suc-
cessives attempts before it received its service. This concept gave rise to the retrial theory
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in the context of inventory systems, which was first proposed by Artalejo et al. in [2]. Since
then, inventory systems with retrials have received considerable attention in many research
works [10, 8, 6, 14].

To analyze these complex inventory systems, several modeling tools have been investi-
gated among others, Markov chains ([2, 6, 10]), Queuing theory([1, 12, 9]),finaly Petri nets
(PNs) ([3, 11]).

Labadi et al. in [3] have proposed a new formalism named the BDSPNs (Batch Determi-
nistic and Stochastic Petri Nets) which respond to the need of representing a finite quantity
(batch), also this formalism is structured to be responsive to represent stochastic and deter-
ministic events.

In the present work, we have selected the BDSPNs to analyse an inventory system with
batch retrial demands in the partial backlog case.

2 Description of the considered inventory system and
the BDSPN associated model

2.1 Description of the considered inventory system
The considered system can be represented in Figure 1.

FIGURE 1 – The (s,Q) continuous review inventory system with partially backlogged
batch demands

2.2 The associated BDSPN model
In this section, we model the described inventory system using the BDSPNs formalism

represented in Figure 1.
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Guard functions condition
[Fprio1] If (M(P.serv) 6= 0) & (M(P.stock)≥ n).
[Fprio2] If (M(P.serv) 6= 0) & (M(P.stock) = 0).
[Fprio3] If (M(P.serv) 6= 0) & (M(P.stock) = 0) & (M(P.orbit) = K).

FIGURE 2 – The BDSPN model of the considered inventory system.

3 The stochastic analysis of the BDSPN model
The stochastic analysis of the studied system through the BDSPNs formalism is done by

steps :
As a first step, we have generated the reachability graph of the BDSPN model representing
the state space of the system. As a second step, from the ismorphism proprety between the
rechability graph and the graph of CTMC states, we have obtained the stochastic process.

The stochastic process of the studied inventory system is the bi-dimensional continuous
time Markov chain represented by the stock level and the number of batch demands in the
orbit, with the discrete state space Ωn

M = {(ni,nl)/0≤ i≤ α,0≤ l ≤ γ}, where α,γ ∈N,
and n ∈ N∗.

The infinitesimal generator P∞ matrix representation is written as follows :

P∞(l;m) =




0 1 2 . . . K−1 K
0 A0 C

1 B A1
. . .

2 B A1
. . .

...
. . .

. . . C
K−1 B A1 C
K B A1




COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 644



Optmisation of Batch stochastic (s,Q) continuous review inventory system

Such as A0,A1,C and B are square matrices of order (α +1).

3.1 The steady state probabilities distribution
The steady state probabilities distribution Π=(Π0,Π1,Π2, ...,Πγ), where : Πl =(π l

0,π
l
1, ...,π

l
α),

∀l ∈ {0,1, ..,γ} is obtained by solving the following linear system :




ΠP∞ = 0;

γ
∑

l=0

α
∑

i=0
π l

i = 1.

To solve the system above, we have to solve α × (γ + 1) independent linear equations.
The schema of resolution of the linear system can be described by a backward recursive
procedure.

3.2 Performances measures
The most important performance measures at the steady state while adapting formulas

which are applied to BDSPNs.

1. The expected inventory level per unit, noted EI(u) :

EI(u) = ∑
M j∈Ωn

M

M j(P.stock)πM j = n
γ

∑
l=0

α

∑
i=1

iπ l
i . (1)

Where : M j(P.stock) is the number of tokens in the place P.stock in the marking M j,
and πM j is the steady-state probability that the process is at the state (marking) M j in
the set of tangible markings Ωn

M .

2. The expected number of batch demands in the orbit, noted Eo :

Eo = ∑
µ j∈GµA(BDSPNs,µ0)

Card
[
µ j(P.orbit)

]
πµ j =

α

∑
i=0

γ

∑
l=1

lπ l
i . (2)

Where GµA(BDSPNs,µ0) is the set of accessible µ-marking from the initial µ-
marking µ0 and Card(µ j(P.orbit) represent the cardinality of the set µ j(P.orbit).

3. The expected rate of lost demands, noted El :

El = λProba
[
[(M(P.stock) = 0]and[M(P.orbit) = K]

]
= λπγ

0 , (3)

Where πγ
0 is the probability that a primary batch demand will be lost.

4. The expected reorder level, noted Er :

Er = ∑
M j∈S(T.repl)

µπM j =
γ

∑
l=0

β

∑
i=0

µπ l
i . (4)

Where S(T.repl) is the set of M-marking at which the transition T.repl is enabled.
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5. The overall served-retrial rate, noted θser :

θser = ∑
M j∈S(T.retr)

θπM j = θ
α

∑
i=1

γ

∑
l=1

π l
i (5)

Where : S(T.retr) is the set of tangible M-marking at which the transition T.retr is
enabled and

[
M(P.stock)> 0

]
.

4 Total cost analysis
In this section, we study numerically an optimisation problem which consists on the mini-

misation of a total cost function given in equation 9 with respect to the decision variables (the
reorder level s and the the maximum inventory level S), this part is presented the sub-section
4.1.

4.1 Optimisation Problem
In this sub-section, we pose the problem of minimizing the total cost function (formula

(9)), the constraints are formulated in (7) and (8). The whole problem is formulated as follows :

Min(s,S,K)Ct(s,S,K) (6)
subject to.S− s > s+n (7)

s,S,K ∈ N,n ∈ N∗ (8)

Such as :
Ct(s,S,K) = chEI(u)+(f+ cpQ)Er + cwEo + clEl , (9)

The optimisation problem 6 is solved using a numerical procedure which is expressed as
follows :

4.1.1 Solution Procedure

The optimisation problem is a three-dimensional problem and the different performance
measures included in the total cost function are expressed using the stationary distribution,
which is given in recursive form, that makes the analysis very difficult. To overcome this
problem, we proceed numerically.

The results are illustrated with suitable numerical examples and we investigate the impact
of different model-parameters on the optimality of the total cost function Ct and the decision
variables (s,S,K).
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Abstract : Sleep apnea-hypopnea syndrome (SAHS) is a sleep disease in which breathing
pauses often during sleep. One of the physiological changes that occur during apnea is an
alteration in the electroencephalogram (EEG) signal, which may be utilized to identify and
monitor sleep apnea occurrences. In this paper, we suggested a technique for automatically
distinguishing sleep apnea-hypopnea events (SAHE) using EEG signal features. We used
an empirical wavelet transform (EWT) to divide the EEG signals of C3-A2 and C4-A1 into
ten sub-bands. Following that, we extracted the frequency characteristics by calculating the
cross-power spectral density (CPSD) of the EEG (C3-A2) sub-bands with the EEG (C4-A1)
sub-bands. The extracted characteristics were fed into popular machine learning classifiers
including Knearest neighbors (KNN), Support Vector Machines (SVM), decision trees (DT),
and Multilayer perceptron neural networks (MLPNN). In order to achieve better performance
of the proposed algorithm, we propose to train MLPNN by combining particle swarm optimi-
zation algorithm and gravitational search algorithm (PSOGSA). As a result, after using the
PSOGSA method, the MLPNN accuracy increased from 92.6389% to 96.1667%. In terms of
sensitivity and specificity, the suggested technique achieved 97.78% and 97.96%, respecti-
vely. As a consequence, it is possible to infer that the suggested strategy generates better
or equivalent outcomes when compared to earlier efforts in this subject.

Keywords : Electroencephalogram (EEG) ; sleep apnea-hypopnea events (SAHE) ; empiri-
cal wavelet transform (EWT) ; sub-band, cross power spectral density (CPSD) ; popular clas-
sifiers ; Multilayer perceptron neural networks (MLPNN) ; PSOGSA
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1 Introduction
Sleep apnea–hypopnea syndrome (SAHS) is a respiratory disease that causes partial

or total closure of the upper airways while sleeping [1], [2]. Inadequate sleep at night and
mental exhaustion during the day may both have a significant negative impact on our lives
when sleep interruptions occur. Sleep stage scoring and apnea/hypopnea identification are
two of the most difficult challenges in sleep analysis [3]. Ischemic heart disease, circulatory
dysfunction, and stroke have all been linked to untreated SAHS [4]. As a result, detecting the
existence of hypopnea-apnea syndrome early is critical. The standard definition of apnea is
the cessation of airflow for at least 10 seconds or the average number of hypoventilations per
hour (breathing disorder index) greater than 5 times. However, hypopnea refers to a 30de-
crease in airflow for at least 10 seconds with a blood oxygen saturation decrease of 4Obs-
tructive sleep apnea (OSA), Central Sleep Apnea (CSA), and Mixed Sleep Apnea (MSA) are
the three kinds of sleep apnea [5]. OSA is the most prevalent kind of apnea seen in clinical
practice. It completely closes the upper airway and relaxes the throat muscles, impeding the
passage of breathing during sleep [6]. The process by which the center of the brain stops
directing the muscles that control breathing is known as CSA, causing respiratory flow to
stop. MSA is a mixture of these two kinds, with obstructive apnea in the first half and central
apnea in the second, or vice versa. The number of apneas plus hypopneas per hour of sleep
is referred to as the sleep apnea hypopnea index (AHI), and it is connected to the severity of
apneas. Polysomnography (PSG) is currently regarded as the gold standard for SAHS diag-
nosis. PSG necessitates nocturnal recording of a variety of physiological data from patients,
including electroencephalogram (EEG), electrocardiogram (ECG), electromyogram (EMG),
electrooculogram (EOG), thoracic and abdominal respiration movements, oxygen saturation
(SpO2), and airflow (AF) [7]. However, in order to monitor and detect cases of SAHE, a sleep
technician is required. This is challenging, costly, and time consuming. Several studies have
been conducted in order to establish an automated SAHS events detection approach that
makes use of several bio-signals such as ECG, EEG, EMG, and EOG [3]. In recent years,
more study has focused on using a single signal function to automatically diagnose the pre-
sence of SAHS. Among these, the EEG signal has gotten a lot of attention. The reason for
this is because EEG readings represent brain electrical activity, which has a strong asso-
ciation with sleep phases and sleep quality, and apnea occurrences severely disrupt sleep
quality [9]. In summary, the primary goal of this study is to recognize SAHE using only EEG
signals. Several studies highlight the role of EEG signals in the mechanistic classification
and recognition of SAHE. Tagluk et al. [10] investigates the bispectral characteristics of an
EEG signal, analyzing the degree of quadratic phase coupling (QPC) in each sub-band. The
approach described in [11] employs sub-frame-based characteristics that are modeled for
band-limited signals acquired using basic bandpass filtering. However, the effect of incorpo-
rating higher frequency bands (40Hz) on apnea diagnosis is not explored in the technique.
The expectation of recognizing sleep disturbed breathing episodes in an apnea patient is
explored in [12] by evaluating the features of EEG frequency bands and EMG signal. In [13],
apnea episodes inside an apnea patient are recognized using entropy values derived from
each frequency band of an EEG signal. In [14], sub-frame-based features are extracted,
and feature fluctuation within a frame is modeled using Rician PDF and model parameters,
as well as some statistical factors. The authors of [15] presented Hermite coefficient-based
EEG signal decomposition for apnea detection utilizing artificial bee colony optimization. In
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FIGURE 1 – Graphical representation of proposed approach to detect and classify
SAHS.

the present work, automatic classification of SAHE is performed by analyzing the EEG (C3A2
C4A1) signals into ten sub-bands by EWT technique, extracting the frequency characteris-
tics using CPSD and optimized classifier MLPNN-PSOGSA. The proposed system used to
perform the classification of SAHE is shown in Figure 1. The following is how the paper is
structured. Section 2 describes the material utilized as well as the parameters obtained. Sec-
tion 3 provides a full overview of the characteristics derived in this study. Section 4 explains
the classifiers that were employed. Section 5 presents the experimental results, while Section
6 interprets the results. Section 7 brings the paper to a close.

2 Methods and material

2.1 EEG Database
The data used in this study was obtained from the St. Vincent’s University Hospital/University

College Dublin Sleep Apnea Database (UCD database) available online from PhysioNet
which provides a variety of physiological signals for biomedical research. The availability
of the UCD database offers easy validation and assessment of our approach. The C3-A2
and C4-A1 EEG signals of 25 patients were selected on random as the research subjects.
The 25 patients included 21 men and 4 women, between the ages of 28-68 (average 50 ± 10
years), with a BMI range of 25.1-42.5 kg/m2 (average 31.6 ± 4.0 kg/m2), and an AHI range of
1.7-90.9 (average 24.1 ± 20.3 events/h). Each recording contains 5.9- to 7.7-h EEG signals
as well as an annotation file with detailed onset time and duration of every apnea/hypopnea
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FIGURE 2 – MLPNN-PSOGSA model for classification task.

event. The sampling frequency of the EEG signal was 128 Hz. The data is composed of over-
night polysomnography data recorded by the Jaeger–Toennies system (Erich Jaeger GmbH,
Germany) [15] [16].

2.2 EWT Based EEG Signals Decomposition
Wang and James suggested in [17] to use the EWT approach to overcome the limita-

tions of the EMD method in signal decomposition and analysis. The EWT approach may
deconstruct any non-stationary signal into distinct modes by applying a filter bank made
of adaptive wavelet filters, with each mode being modified around a specified frequency to
meet the characteristics of intrinsic mode functions (IMF) [18]. The different main steps of
the EWT algorithm are described as follows [18] : The Fast Fourier Transform (FFT) is used
to get the signal spectrum from 0 to . To acquire the segmentation, for the Fourier spectrum,
the EWT boundary detection approach is used. Empirical wavelets are used as band-pass
filters for all spectrum segmentations, and a parameter ß based on Meyer’s wavelets and
LittlewoodPaley theory [19]. The scale space parameter was chosen to conduct spectrum
boundary identification for EEG signals decompositions, whereas the number of modes was
empirically selected to be 10 for each individual channel.

2.3 Feature extraction
The goal of this study is to look at the EEG sub-band signal in the frequency domain

to see if any new indices or characteristics can be found that might help characterize SAHE
better. The feature extraction method is used to obtain hidden discriminative properties of
EEG data in order to conduct SAHE classification. Using an empirical wavelet transform, the
EEG signals from C3A2 and C4A1 leads are divided into 10 IMF (Sub-Bands). The crosss-
pectral density (CSD) of time series x and y as a function of frequency f,[CPSD]xy (f), is the
Fourier transform of the cross-correlation function (CCF) of time series x and y [20] : The
CPSD compares the frequency domains of each of the sub-signals (IMFs) for C3A2 leads
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FIGURE 3 – Cross power spectral density (CPSD) of the first four sub-bands : (a-d)
Normal ; (e-h) SAH

with C4A1, allowing for the detection of rhythms shared by the two sub-signals. Several cha-
racteristics were derived from the CPSD signals. For classification, the total of ninety (9 ×
10) cross power spectral density characteristics from each sub-band is recovered. Table 1
summarizes the brief explanation used to compute all of the frequency characteristics.

2.4 Classification
2.4.1 Optimized MLPNN by using PSO GSA

Generally, there are three methods of using a heuristic algorithm for training MLPNN.
First, heuristic algorithms are used for finding a combination of weights and biases which
provide the minimum error for an MLPNN. Second, heuristic algorithms are employed as a
way to find a proper structure for an MLPNN in a particular problem. The last method is to
use an evolutionary algorithm to tune the parameters of a gradient-based learning algorithm,
such as the learning rate and momentum. In the first case, the structure is fixed before trai-
ning MLPNN. The duty of a training algorithm is to find a proper value for all connection
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weights and biases in order to minimize the overall MLPNN error. In the second case, the
structures of MLPNN vary. A training algorithm is applied to an MLPNN to determine the best
structure for a certain problem. Changing the structure can be accomplished by manipulating
the connections between neurons, the number of hidden layers, and the number of hidden
nodes in each layer of the MLPNN. In this paper, PSO, GSA, and PSOGSA are applied to an
MLPNN using the first method ; these mechanisms are called MLPNNPSO, MLPNNGSA, and
MLPNNPSOGSA, respectively. This means that the structure of the MLPNN is fixed ; PSO,
GSA, and PSOGSA find a combination of weights and biases which yield the minimum error
for the MLPNN. In order to design MLPNNPSO, MLPNNGSA, and FNNPSOGSA, the follo-
wing basic elements need to be defined. First, a fitness function using the error of the MLPNN
should be defined to evaluate agents’ fitness in MLPNNPSO, MLPNNGSA, and MLPNNP-
SOGSA. Second, an encoding strategy should be defined to encode the weights and biases
of the MLPNN for the agents of MLPNNPSO, MLPNNGSA, and MLPNNPSOGSA. These
elements are described below [21].

3 Results
Experiments are carried out using MATLAB to implement the suggested approach for

automatic diagnosis of sleep apnea-hypopnea events. We adopt EWT for EEG signal classi-
fications in this work since it has been shown to be particularly beneficial for non-linear and
non-stationary signal analysis [22].The MATLAB code of EWT for decomposing the EEG si-
gnal into the IMF is publicly available. A boundary detection approach is used to extract ten
IMF sub-bands from each SAHE and non-SAHE signal. After signal decomposition for both
classes, ten IMF are produced from low to high-level decomposition (up to bottom direction in
the plot). The two previous graphs show the frequency amplitude in the signal’s time axis, as
well as the residue of normal or sleep apnea-hypopnea events. Figure 3 depicts the current
CPSD technique pattern as well as a graphical representation of the extracted characteristics
for the first four major IMFs. The Welch’s approach used in CPSD reduces noise in the rated
power spectra, resulting in a smoother spectral curve with a single peak. Nine different types
of statistical and all CPSD signal-based features are extracted from the subbands (IMFs)
for C3A2 leads with C4A1 of both the classes, as shown in Table 1. Unstable feature se-
lection performance leads to reduced performance in the final classifier, therefore only the
most significant features are employed to maximize classifier performance. The ttest is used
to identify the most important characteristics and decrease model complexity. The traits with
the lowest p-values are judged to be the most significant. Here, out of theten CPSD signals of
subands (IMFs) for C3A2 leads with C4A1, only four are identified as important and used to
train the classifiers for optimal performance. Table 2 summarizes the p-values of retrieved fea-
tures from each CPSD signal. Table 2 shows that all statistical parameters except PSD(75%)
(Hz) are of interest and usefulness in distinguishing between the SAHE and normal events.
Figure 3 depicts a box plot depiction of the most significant CPSD features. Figure 3 also
highlighted how two groups varied in terms of all CPSD features of four first sub-bands. For
identifying SAHE, we used the suggested feature set as input to prominent classifiers such
as k-Nearest Neighbor (KNN) [23], support vector machine (SVM) [24], decision trees (DT)
[25], and MLPNN [26]. The results of this study are shown in Figure 5 and Table 3. Figure 6
depicts the ROC diagrams and confusion matrices for each classifier in identifying SAHE. In
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this figure, it can be shown that all classifiers performed well in identifying SAHE. As shown
in Figure 6 and Table 3, the KNN approach has the greatest classification accuracy among
well-known classifiers, with a value of 93.16%. In the following degree, the SVM approach
has a higher classification score, with an accuracy of 92.52%. Furthermore, the accuracy of
the two classifiers MLPNN and DT was 90.08% and 84.36respectively. Table 3 also includes
the AUC values for each of the classifiers. According to these results, KNN and SVM have
the greatest AUC values, with values equal to 0.9847 and 0.9742 for these two classifiers,
respectively. This paper’s concept is not confined to the specified feature set. In this research,
we presented the PSOGSA approach for training MLPNN in the classification phase to boost
detection efficiency even more. In this step, we utilized the MLPNN weights and biases as
optimization variables in the PSOGSA technique, and by minimizing a cost function, in this
instance the MSE, we selected the optimal weights and biases that resulted in the least cost
function. In order to do this, we examined, in addition to the PSOGSA method, additional
well-known evolutionary algorithms such as particle swarm optimization (PSO) and the gra-
vitational search algorithm (GSA).

4 Discussion
In this work, empirical wavelet transform (EWT) was utilized to decompose EEG signals

of normal and sleep apnea apnea/hypopnea events into IMF sub-bands. EWT is an adap-
tive method that decomposes non-stationary and non-linear EEG data by using frequency
information in the signal spectrum. It is noted that each IMF mode are grouped in decrea-
sing order of frequency, in which initial row of the picture is related highest frequency. Figure
3 displays the current CPSD approach pattern as well as a graphical representation of the
extracted features for the first four main IMFs. The Welch’s technique employed in CPSD
minimizes noise in the rated power spectra, resulting in a smoother spectral curve with a
single peak. Nine distinct types of statistics and all CPSD signal-based characteristics are
recovered from the sub-bands (IMFs) for C3A2 leads with C4A1 of both the classes, as can
be seen in Table 1. Frequency domain-based features such as sum of the amplitudes of the
power spectral density, maximum power spectral density, frequency where the power spec-
tral density (PSD) is maximum, frequency containing 2550power spectral density signal PSD
between the upper and lower frequencies of the band where the PSD is located using a
threshold of 3 dB, lower frequency of the BW3db and upper frequency of the BW3db are
extracted from obtained CPSD of sub-bands which forma feature vector of 90 (9*10). Statis-
tical t-test was done to examine the significance of extracted characteristics as provided in
Table 2. This work employed UCD dataset to assess the performance of the proposed tech-
nique. The major goal of this work was to analyze the EEG signal using the EWT method
to extract characteristics with the capacity to reliably diagnose sleep apnea/hypopnea and
normal events. These feature vectors must then be fed into a classifier for final detection. In
this study, various classifiers were evaluated and their performance was compared. The KNN
and SVM algorithms produced the best classification accuracy, while the remaining classi-
fiers produced respectable results. As a result, the suggested feature vector has the potential
to be useful in identifying SAHE. In the second half of this paper’s suggested notion, we used
PSO, GSA and PSOGSA to train the MLPNN in the classification phase and presented it as
a recommended classifier. The findings of this section demonstrated that the proposed ap-

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 654



Automatic classification of sleep apnea-hypopnea events using EWT-based frequency
characteristics of EEG signals and neural networks trained by hybrid PSO GSA

proach had the highest accuracy. To assess the findings, we showed convergence curves of
various evolutionary algorithms for training MLPNNs, which reveal that the PSOGSA method
outperformed the others in training.

5 Conclusion
This research describes a new approach for automatically detecting sleep apnea and nor-

mal classes that uses EWT-based features in the feature extraction phase and MLPNNPSO
in the classification phase. The EWT technique was used to extract its IMFs. The feature set
was then chosen based on these IMFs. The classification results using popular approaches
reveal that multiple methods have acceptable accuracy, demonstrating the potential of the
suggested feature set in this task. Furthermore, this research employs MLPNN-PSOGSA,
which results in good detection accuracy. Instead of using the PSO technique for learning, we
employed the PSOGSA algorithm to train MLPNN and dubbed it ’MLPNN-PSOGSA.’ Based
on the findings, the suggested technique can identify with high accuracy, as when MLPNN
training was done using the PSO algorithm, the accuracy was 92.50the PSOGSA algorithm
was employed, the accuracy climbed to 96.16%. It was discovered that the PSOGSA method
outperformed the PSO algorithm in MLPNN training.

FIGURE 4 – Box-plot of significant frequency domain features extracted from the first
four sub-bands of SAH and the normal class.
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FIGURE 5 – Receiver operating characteristic (ROC) curves and confusion matrices of
popular classifiers ordered from left to right : KNN, SVM, DT and MLPNN respecti-
vely

FIGURE 6 – Receiver operating characteristic (ROC) curves and confusion matrices
of optimized classifiers ordered from left to right : MPLNN+PSO, MLPNN+GSA, and
MLPNN+PSOGSA respectively
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Abstract : One typical sleep problem is called obstructive sleep apnea (OSA) syndrome.
The current automatic OSA detection approaches largely focus on feature extraction and
classifier selection based on physiological data as an alternative to polysomnography (PSG)
for OSA screening. We need to know the different classes as early as possible so that we
can take precision the faster the better. Therefore researchers has been continuously trying
on looking for better treatment and faster way of diagnosing the sleep apnea in a more
accurate way so as to reduce the time spend on it and focus more on the treatment part.
In this project, in order to diagnose the sleep apnea, we need to extract the heart rate data
from the electrocardiogram (ECG) device and from there the Entropy method will be used
to extract the features out from it and this features include the approximate entropy, sample
entropy and bispectral entropy (HOS1 and HOS2). Then after getting the features, the t-test
program will be used to check on the probability value so as to know whether how good
the heart rate data. From here, 4 different classifiers have been used to run the entropies
features and they are the Decision Tree (DT), K-Nearest Neighbor (KNN), Support Vector
Machine Classifier (SVM) and the Probabilistic Neural Network (PNN). After getting the
Classifiers output results it shows that the SVM classifier is the best classifier among the
4 different types as it yields better output values than the others. The results SVM yields
86.9% of accuracy, 85.3% of sensitivity and 88.6% of specificity.

Keywords : heart rate ; obstruct sleep apnea ; bispectral entropy ; classifiers

1 Introduction
Obstructive sleep apnea syndrome (OSAS) is a respiratory disease that causes partial

or total closure of the upper airways while sleeping [1], [2]. Inadequate sleep at night and
mental exhaustion during the day may both have a significant negative impact on our lives
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when sleep interruptions occur. Sleep stage scoring and apnea-hypopnea identification are
two of the most difficult challenges in sleep analysis [3]. Ischemic heart disease, circulatory
dysfunction, and stroke have all been linked to untreated OSAS [4]. As a result, detecting the
existence of hypopnea-apnea syndrome early is critical. The standard definition of apnea is
the cessation of airflow for at least 10 seconds or the average number of hypoventilations
per hour (breathing disorder index) greater than 5 times. However, hypopnea refers to a 30%
decrease in airflow for at least 10 seconds with a blood oxygen saturation decrease of 4%.
Obstructive sleep apnea (OSA), Central Sleep Apnea (CSA), and Mixed Sleep Apnea (MSA)
are the three kinds of sleep apnea [5]. OSA is the most prevalent kind of apnea seen inclini-
cal practice. It completely closes the upper airway and relaxes the throat muscles, impeding
the passage of breathing during sleep [6]. The process by which the center of the brain stops
directing the muscles that control breathing is known as CSA, causing respiratory flow to
stop. MSA is a mixture of these two kinds, with obstructive apnea in the first half and central
apnea in the second, or vice versa. The number of apneas plus hypopneas per hour of sleep
is referred to as the sleep apnea hypopnea index (AHI), and it is connected to the severity of
apneas. Polysomnography (PSG) is currently regarded as the gold standard for SAHS diag-
nosis. PSG necessitates nocturnal recording of a variety of physiological data from patients,
including electroencephalogram (EEG), electrocardiogram (ECG), electromyogram (EMG),
electrooculogram (EOG), thoracic and abdominal respiration movements, oxygen saturation
(SpO2), and airflow (AF) [3]. However, in order to monitor and detect cases of OSAS, a sleep
technician is required. This is challenging, costly, and time consuming. Several studies have
been conducted in order to establish an automated SAHS events detection approach that
makes use of several bio-signals such as ECG, EEG, EMG, and EOG [7]. In recent years,
more study has focused on using a single signal function to automatically diagnose the pre-
sence of SAHS. Among these, the ECG signal has gotten a lot of attention. The reason for
this is because ECG readings represent heart electrical activity, which has a strong asso-
ciation with sleep phases and sleep quality, and apnea occurrences severely disrupt sleep
quality [8]. In summary, the primary goal of this study is to recognize SAHE using only ECG
signals. Under this work, the entropy method has been used. This entropy program help
to get the features then input to the Classifier program so as to compare which Classifier
program can get the best result among the 4 Classifiers. The entropy is the numerical mea-
surement for the randomness of an electrical signal. The Classifier been used in this project
is acting as an Artificial Neutral Network (ANN). This ANN is like our brain whereby we need
to train it and then do testing to it to make sure it is working correctly as per required. So far
the entropy method has been used in the EEG signal which is able to get good features thus
we will be using it to get the good features from the ECG signal for running them through
the Classifier by using a student’s t-test method to check the p value then train and test it.
The main goal of this project is to develop the software to detect the OSA. Analyse which is
the best Classifier which will yield the best result among the 4 different types of classifiers, in
terms of their accuracy by comparing the data output. The layout of the project is shown in
block diagram in terms of a process flow chart as per below in figure 1.
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1.png

FIGURE 1 – Proposed System

2 Methods

2.1 Database
The HuGCDN2014-OXI database contains records for 83 subjects. Each of them in-

cludes an ECG lead, digitized at 200 Hz, and the SpO2 signal, digitized at 50 Hz. As in the
case of Physionet, each minute was labeled as apneic or non-apneic by an expert, based
on simultaneously recorded polysomnography. Sleep studies and the labeling process were
performed according to guidelines defined by the AASM [10]. Three groups are defined : 1st)
CONTROL : 38 healthy subjects with an AHI less than 5. 2nd) DESATURATING PATIENTS :
34 patients with OSAS, with an AHI greater than 25, who show a desaturating pattern during
apneic episodes. 3rd) NON-DESATURATING PATIENTS : 11 patients with OSAS, with an
AHI greater than 25, who do not always show a desaturating pattern during apneic episodes.
A patient was defined as ’non-desaturated’ when their ODI was less than half their AHI.

2.2 Entropies
2.2.1 Approximate Entropy

The Approximate Entropy (ApEn) is a logarithmic likelihood which data are close to one
another, will stay close together within next data comparison pattern. This means that the
ApEn has the regularity of data measurement. The important fact with ApEn is that it mea-
sures the disorder of heart rate signal [11]. It is able to detect changes in the underlying for
episodic behaviour which do not reflect at the peak amplitude or occurrence [11]. When the
ApEn values are small, their regularity will be high and while the ApEn values are big then
their regularity will become low. The values in term of index show the overall predictability and
complexity of time series. This ApEn which is proposed by SM Pincus [12] has a model inde-
pendent, scale invariant and also discriminate time series whereby future’s clear recognition
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2.png

FIGURE 2 – Typical plots for OSA Normal HR : (a c) HOS 3rd order cumulant and
(b d) contour.

is not easy [16]. It has 1 equations as per stated below [12] :

3.png

The below equation is correlation integral with a fixed parameter of e for setting compa-
rison tolerant.

4.png

2.2.2 Sample Entropy

This Sample Entropy (SampEn) is one of the tools for investigation on dynamics of the
heart rate and time series. It is similar to ApEn with small difference in computation and
measures the signal complexity in same way as ApEn but with different parameters of r and
N whereby SampEn decrease consistently as r increase. This method which is proposed
by Joshua S Richman, has a negative natural logarithm of estimated conditional probability
which length m matches pointwise that is within tolerance r which match at next point. The
equation of Sample Entropy is stated as per below [13] :

where t = 0,1,... then m-1 with B(0) = N, length of input series. The above equation is
calculated by carrying out the runs of points which matches within tolerance r until no match
is encountered and during this process the template match count is stored in the counters

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

662



H. Benghenia et al.

5.png

of C(t) and D(t) from length k up to m. The process starts by searching all the points which
matches first point which is within the tolerance r. The points which match will have length
1 and those which do not match will have length 0. When the length 1 matches the second
point, it will turn length 2 and for the length 0 which matches second point will turn length 1.
Thus this carries on till the data ended.

2.2.3 Bispectral Entropies

The Bispectral Entropies (HOS1 and HOS2) are known as the Higher Order Spectra
(HOS) which are the spectral that represent higher order moment or the cumulant of signal
[11]. This bispectrum is the 3rd order Fourier Transform correlation of signal whereby the
equation is shown as below [11] :

6.png

where the C( f ) is Fourier Transform of signal a(nT ) while E[ ] denote the expectation
operation. The frequency ( f ) may be normalise by Nyquist frequency in the range of 0 and 1
[11]. The bispectral entropies are obtained so as to characterize the irregularity or regularity
of heart rate variability through the bispectral plot and thus below are the equations [11] :
Bispectral Entropy 1 (HOS1) :

8.png
The Ω = Region which is inside the triangle Bispectral Entropy 2 (HOS2) :

9.png
The Ω = Region which is inside the triangle

2.3 Classifiers
[h] Under this work, the 4 classifiers which will be used are Support Vector Machine

Classifier (SVM), K-Nearest Neighbour (KNN), Decision Tree (DT) and Probabilistic Neural
Network (PNN). Below are the brief explanations to the 4 different classifiers.

2.3.1 Support Vector Machine (SVM)

It is a supervised learning method which performs the classification by constructing a
separating hyper-plane in an n-dimensional space that separates input data classes. Using
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FIGURE 3 – Computation of Non-redundant Zone
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radial basis function (RBF) the input data is mapped to a high-dimensional feature space,
such that the mapped data will be more partitioned as compared to the initial input data [14].

2.3.2 K-Nearest Neighbor (KNN)

It is a simple classifier which assigns a feature vector to the class. It uses the minimum
distance from the test data to the training samples to determine the k-nearest neighbors. We
have used k=2 and the separation was evaluated using Euclidean distance [15].

2.3.3 Decision Tree (DT)

In this classifier, the significant features are first used to build a tree and group of rules
are generated from this tree to determine the class of test images [16].

2.3.4 Probabilistic Neural Network (PNN)

It is a type of radial basis network employed for classification. The operations are orga-
nised into multi-layered feedforward network with four layers : input, hidden, summation, and
output [17].

3 Results and discussion
After running the Entropy programs such as the Approximate Entropy, Sample Entropy

and Bispectral Entropies (HOS1 and HOS2), the table 1 shown below are the features col-
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lected from the 2 different types of heart rate data (Normal OSA). Fig. 2 shows the typical
3rd order cumulant and its contour plot of normal and OSA heart rate. Before input features
into the classifier programs, I need to run the features through t-test program to check the
probability value (p-value). I have used this t-test program as there are only 2 different types
of features to be compared. The ANOVA test is for those which have more than 3 different
features to compare. The below table 1 showed the values which are captured under the
output result. From table shown above, it can be seen that the p-value is very near to zero
value and this means that the smaller the value, the better discriminating capability the fea-
tures have. From the above results, it shows that Normal mean/ median values are higher
than OSA mean/ median values and the HOS1 and HOS2 yield better p values than ApEn
and SampEn. The table1 below shows the value for SD of normal and OSA features. There
are a total of 4 different classifier programs used to run the normal and OSA features after
doing the t-test run. The 4 different classifier programs are Decision Tree (DT), K-Nearest
Neighbor (KNN), Probabilistic Neural Network (PNN) and Support Vector Machine Classifier
(SVM). Below tables are the outputs results for all the testing and training results for the
different Classifier programs. After comparing the four different classifiers from above table,
the best results obtained are from SVM Classifier for overall values. Even though the KNN
has the highest specificity value but its sensitivity value is low thus it is not consider the best
classifier for normally the sensitivity and specificity value needs to be high for both than can
consider as good results. The accuracy value of SVM showed the highest among the others.
The KNN and SVM have very close output values as their concept is similar to each other.
KNN is a multilayer perceptron method while PNN consisted of only 4 layers. From the table
above, it shows that the best classifier is SVM then KNN and follows by PNN and lastly is DT.
After running the program for this automated identification of sleep obstructive apnea project,
the results for all the entropies mean values of normal are high and all the entropies mean
values of OSA are low. This shows that the experiment is good as it yield the same results
in practical and as per discussed in theory. In theory, the normal heart rates are more ran-
dom varying which yield high entropies values whereas for OSA class, their heart rates are
slowly varying which yield low entropies values. Since this program yield good results, it is
then able to assist the doctors in diagnosing patients’ sleep desorders conditions. Firstly, the
ECG signal has been collected from the patients and go through the preprocessing method
to remove the unwanted signals such as the high frequency signals, baseline wander and
powerline interference signals, then after this process the required heart rate data is obtai-
ned. After this, the data will be input into the entropies programs to extract out the entropy
features such as the ApEn, SampEn, Bispectral HOS1 and HOS2 features. Lastly then will
go through the classifiers’ programs by inputting the entropy features to get the output results
of different cardiac classes. The experiment has showed that the SVM classifier is the best
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classifier among the others such as the KNN, PNN and DT classifiers. As the overall output
results is the best among the other 3 classifiers. From the output results of SVM and KNN
were almost the same as this might be due to their similar method between them. Thus in
practical it proven that SVM is better than KNN as stated in theory for it yield a better overall
results than KNN. The difference only lies on the Accuracy and Specificity by referring to the
average output result under Table 2.

4 Conclusions
The sleep problems have always been one of the cause of death worldwide and thus the

heart rate data has been the raw material for the diagnose of sleep apnea. With the help
of the ECG device, the heart rate variability data has been extracted from the ECG signal
so that it can be used to extract the features out by using the Entropy methods such as the
approximate entropy, Sample entropy and bispectral entropy. After using the student t-test
program to check the p value for the normal and apnea heart rate data, and run through the
classifiers programs of Decision Tree (DT), K-Nearest Neighbor (KNN), Probabilistic Neural
Network (PNN) and Support Vector Machine Classifier (SVM), the results show that the SVM
Classifier is the best among the others as it has a better results compare to the other 3
classifiers by having the sensitivity value of 85.3% and specificity value of 88.6%. Thus this
shows that the SVM Classifier can do a better job in classifying the heart rate data more
accurately. The accuracy of the proposed design also depend on some of the factors such
as number of data, quality of training set and extracted parameters.
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Abstract : In this paper, we study the homeomorphic property of solutions of multi-
dimensional stochastic differential equations.
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1 Introduction
As the dynamical behavior of many important random phenomena can be described by

continuous stochastic differential equations (SDE). In this work, we are interested by the
following stochastic differential equation :

{
dXt = σ (t,Xt)dBt +b(t,Xt)dt
X0 = x

(1)

where σ : R+×Rd →Rd×Rn, and b : R+×Rd →Rd are Borel measurable functions
and Bt is an n-dimensional standard Brownian motion defined on a complete probability
space (Ω,F ,P) and x is the initial condition defined inRd .
At first, to get the existence and uniqueness of solution of (1), we shall impose the following
hypotheses :
Assume there is a positive constant K such that for all x,y ∈Rd we have,

H1. The uniform Lipschitz condition :

|σ(t,x)−σ(t,y)| ≤ K|x− y|,

|b(t,x)−b(t,y)| ≤ K|x− y|.
∗Corresponding Author
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H2. Linear growth :
|σ(t,x)| ≤ K(1+ |x|),
|b(t,x)| ≤ K(1+ |x|).

Then the stochastic differential equation (1) has unique strong solution Xt(x) = Xt(x,w) with
continuous paths which satisfies :

Xt(x) = x+
∫ t

0
σ (r,Xr)dBr +

∫ t

0
b(r,Xr)dr.

Furthermore, the solution depend continuously on the initial data x, that is, the two-parameter
process Xt(x) is jointly continuous in t and x.

2 Homeomorphic Property of The Solution of SDE
The regularity of the solution of SDE such as the continuity, the differentiability and the

diffeomorphic properties with respect to the initial state has been discussed by many authors,
we refer [2, 1, 3, 4]. In this section, we show the homeomorphic property of the solution of
equation (1), the purpose is to prove that the mapping x→ Xt(x,w) is one to one and onto
under the above hypotheses.

Lemma 2.1. Let T > 0 and p be any real number. Then there is a positive constant
C1

p,T such that

E [|Xt(x)−Xt(y)|p]≤C1
p,T |x− y|p, ∀x,y ∈Rd , ∀t ∈ [0,T ]. (2)

Lemma 2.2. Define

gt(x,y) =
1

|Xt(x)−Xt(y)|
Then gt(x,y) is continuous in [0,∞)×{(x,y) ∈R2d |x 6= y}.

By previous results, we conclude that x→ Xt(x,w) is one to one for all t > 0, the follo-
wing lemmas are destiny for the onto property.

Lemma 2.3. For any T > 0 and any real number p there is a positive constant C2
p,T

such that

E
[
1+ |Xt(x)|2

]p ≤C2
p,T
[
1+ |x|2

]p
, ∀x ∈Rd , ∀t ∈ [0,T ]. (3)

Lemma 2.4. Let Rd =Rd ∪{∞} and define

Ht(x) =





1
1+ |Xt(x)|

i f x ∈Rd ,

0 i f x = ∞.

So Ht(x) is continuous on [0,∞)×Rd .

By the previous lemma we similarly define Xt(∞) = ∞, then Xt(x) is continuous on

[0,∞)×Rd , since it is homotopically equivalent to the identity map x→ X0(x) = x on Rd ,
then the mapping x→ Xt(x,w) is onto for all t > 0.
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3 Conclusion
The map Xt(x,w) is continuous, one to one and onto. Hence the inverse map X−1

t (x,w)
is well defined, one to one and onto. It is continuous. Indeed, the map Xt(x,w) is continuous

and one to one from the compact space Rd into itself, it is a closed map. Therefore, the
inverse map X−1

t (x,w) is continuous. So for almost all w, Xt(x) is a homeomorphism ofRd .
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Abstract : The present paper deals with an MX/M/c queueing system with differentiated
working vacations, Bernoulli schedule vacation interruption, balking and reneging, and
impatience timers which depend on the states of the servers. Once the system is empty, the
servers wait a random amount of time before they go on a working vacation during which
service is provided at a lower rate. At the instant of the service achievement in the vacation
period, if there are customers present in the system, the vacation is interrupted and the
servers return to the regular busy period with probability β ′ or continues the working
vacation with probability 1− β ′. Whenever the working vacation ends, the servers return
to the normal busy period . If the system is empty, the servers can take another working
vacation of shorter duration. Whenever a customer arrives at the system, he activates a
random impatience timer. If his service has not been completed before his impatience timer
expires, the customer may abandon the system. For the proposed model, we present the
steady-state equations .
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On an MX/M/c queue

1 Introduction
Queuing systems subject to working vacation policy have been extensively studied due

to their wide applications in computer and communication network, manufacturing system
and data etc. Many working vacation policies improve the adaptability for optimal design of
queuing systems. These models have been studied by different researchers. As a general
rule, in working vacation policy, the server resumes its work at the normal service rate after
the end of the vacation, only if customers are waiting in the system. Li and Tian [4] introdu-
ced vacation interruptions in an infinite-buffer Markovian single server queue with working
vacation policy at which the server may come back from the vacation to the regular working
level once the number of customers attain a certain value in the vacation period Various
queuing situations occur where customers tend to be discouraged by a long queue. As a
consequence, customers decide either not to join the queue (balk) or leave after logging into
the queue without being served because of their impatience (renege). Numerous researchers
have been attracted by the analysis of the impatience behavior in queuing models with vaca-
tion and working vacation. Yue et. al [7] dealt with impatience behavior in an M/M/1 queue
under multiple working vacation policy. A finite buffer renewal input queuing model with bal-
king and multiple working vacations has been carried out by Vijaya Laxmi and Jyothsna [5].
Then, Vijaya Laxmi and Jyothsna [6] analyzed the impatience behavior in a queuing model
with Bernoulli schedule vacation interruption. Later, Bouchentouf and Yahiaoui [1] investiga-
ted a M/M/1 queuing model with feedback, reneging and retention of reneged customers,
multiple working vacations and Bernoulli schedule vacation interruption. Recently, Bouchen-
touf et al. [3] investigated On impatience in Markovian M/M/1/DWV queue with vacation
interruption . Then, Bouchentouf and Guendouzi [2] analyzed MX/M/c bernoulli feedback
queue with variant multiple working vacations and impatient customers performance and
economic analysis.
In this investigation, we consider a MX/M/c/N queuing system with waiting servers, bal-
king and reneging, under differentiated working vacations and Bernoulli schedule vacation
interruption at which the servers are subject to two types of working vacation, namely : wor-
king vacation after the busy period and working vacation taken immediately after the server
has just returned from previous working vacation to find that there are no customers in the
queue. In this paper, we derive the steady-state equations of the system .

2 Model description
We consider a MX/M/c/N queueing system with differentiated two working vacations.

Customers arrive in batches according to a Poisson process with rate λ . The arrival batch
size X is a random variable with probability mass function P(X = l) = bl ; l = 1,2, ...N.
They are served in accordance with First Come First Served ’FCFS’ discipline. The service
time during normal busy period follows an exponential distribution with rate µ. The queueing
system consists of c servers, all the servers go on working vacation synchronously once the
system becomes empty, and they also return to the system as one at the same time. If the
servers return from the working vacation period to find an empty queue, they immediately
leave all together for another working vacation. Otherwise, they return to serve the queue.
On the other hand, if no arrival takes place during the regular busy period, the servers wait
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for a random duration of time before leaving for working vacation. The waiting server duration
follows an exponential distribution with rate ω. After the waiting time duration is finished,
they leave for an initial type-1 vacation exponentially distributed with parameter φ1. Upon
return from the initial type-1 vacation if the servers do not find any customers waiting in the
queue, they leave for the second type-2 vacation of shorter duration which follows exponential
distributions with parameter φ2 Otherwise, they return to the normal busy period and starts
serving the customers present in the system.
If a customers arrives during the vacation periods, the system immediately resumes services
and switches to the busy period. That is, the servers are supposed to be interrupted under
the Bernoulli rule, i.e., at a service completion instant during this period if there are customers
in the system, the server may interrupt the vacation and switch to normal busy period with
probability β ′ or continue the vacation with probability β = 1−β ′. It is worth noting that the
vacation service rate can be only applied to the first customer who arrives during a vacation
period.
During vacation period, customers are served at lower rate. The service time during this
period follows an exponential distribution with rate ν , with ν < µ.
In normal busy period, type-I, and type-II working vacations, each arriving customer activates
an individual timer, exponentially distributed with parameters ξ0 and ξ1, ξ2, respectively,
such that, if the customer’s service has not begun before the customer’s timer expires, he
abandons the queue never to return.
The inter-arrival times, service times, waiting times, working vacation times, and impatience
times are mutually independent. The service discipline is First-Come, First-Served.

3 Steady-state analysis
Let L(t) denote the number of customers in the system at time t, and let S(t) be the

status of the servers at time t. For the mathematical representation of the proposed model
at an instant t, we consider the following states of the system based on the status of the
servers :

S(t) =





0, when the servers are in busy period at time t;
1, when the servers are in type-1 working vacation period at time t;
2, when the servers are in type-2 working vacation period at time t;

The bi-variate process {(L(t);S(t)); t ≥ 0} represents two-dimensional infinite state Mar-
kov chain in continuous time with state space :

Ω = {( j,n) : j = 0,1,2;n = 0,1, ....,N} .
Let Pj,n = lim

t→∞
P{S(t) = j,L(t) = n}, ( j,n) ∈ Ω, denote the system state probabilities.

Applying the Markov process theory, we obtain the following set of steady-state equations

(λ +ω)P0,0 = (µ +ξ0)P0,1, n = 0,
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(λ +µ +ξ0)P0,1 = λb1P0,0 + γ1P1,1 + γ2P2,1 +2β ′νP1,2

+2(1−β )νP2,2 +2(µ +ξ0)P0,2, n = 1,

(λ +n(µ +ξ0))P0,n = λ ∑n
m=1 bmP0,n−m + γ1P1,n + γ2P2,n +(n+1)(1−β )νP1,n+1

+(n+1)(1−β )νP2,n+1 +(n+1)(µ +ξ0)P0,n+1,

2≤ n≤ c−1

(λ + cµ +nξ0)P0,n = λ ∑n
m=1 bmP0,n−m + γ1P1,n + γ2P2,n + c(1−β )νP1,n+1

+cβ ′νP2,n+1 +(cµ +(n+1)ξ0)P0,n+1,

c≤ n≤ N−1

N(µ +ξ0)P0,N = λ
N

∑
m=1

bmP0,N−m + γ1P1,N + γ2P2,N , n = N,

(λ + γ1)P1,0 = ωP0,0 +(ν +ξ1)P1,1, n = 0,

(λ +ν +ξ1 + γ1)P1,1 = λb1P1,0 +2(βν +ξ1)P1,2, n = 1,

(λ +n(ν +ξ1)+ γ1)P1,n = λ ∑n
m=1 bmP1,n−m +(n+1)(βν +ξ1)P1,n+1,

2≤ n≤ c−1,

(λ + cν +nξ1 + γ1)P1,n = λ ∑n
m=1 bmP1,n−m +(cβν +(n+1)ξ1)P1,n+1,

c≤ n≤ N−1,

(N(ν +ξ1)+ γ1)P1,N = λ
N

∑
m=1

bmP1,N−m, n = N,

λP2,0 = γ1P1,0 +(ν +ξ2)P2,1, n = 0,

(λ +ν +ξ2 + γ2)P2,1 = λb1P2,0 +2(βν +ξ2)P2,2, n = 1,

(λ +n(ν +ξ2)+ γ2)P2,n = λ ∑n
m=1 bmP2,n−m +(n+1)(βν +ξ2)P2,n+1,

2≤ n≤ c−1,
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(λ + cν +nξ2 + γ2)P2,n = λ ∑n
m=1 bmP2,n−m +(cβν +(n+1)ξ2)P2,n+1,

c≤ n≤ N−1,

(N(ν +ξ2)+ γ2)P2,N = λ
N

∑
m=1

bmP2,N−m, n = N,

The normalization condition is

N

∑
n=0

P0,n +
N

∑
n=0

P1,n +
N

∑
n=0

P2,n = 1

4 Conlusion
In this paper, we considered a MX/M/c/N queuing model subject to differentiated wor-

king vacations, Bernoulli schedule vacation interruption, waiting server and customer’ impa-
tience during both busy and working vacation periods. We obtained the steady-state equa-
tions of the considered system. The steady-state solution of the system, as well as useful
characteristics of the queuing model, will be the subject of further work.
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Abstract : In this paper, we consider a constrained bi-matrix game with the payoffs and the
linear constraints are intuitionistic fuzzy numbers (IFN). Based on a ranking method for in-
tuitionistic fuzzy numbers, we propose an approach for solving the considered game. In this
approach, the constrained bi-matrix game with (IFN) is converted into a crisp constrained
bi-matrix game. Finally, a parametric quadratic optimisation model is given to compute the
solution of this game.
MSC: 91A10 ; 28E10.
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1 Introduction
A bi-matrix game is among one of the most important model in non cooperative games.

It is a two person non-zero(constant)-sum game in which each player has finitely many pure
strategies. A player is allowed to randomize his strategy according to a probability distribution
on his pure strategy set, which defines a mixed strategy for the player. In some real situations,
choice of mixed strategies is subject to linear constraints. Such a bi-matrix games are called
constrained bi-matrix games. However, in many bi-matrix games problems coming from real
life situation, the two players often lack information about other players’ behavior or about
the environment. This lack of precision (indeterminacy) may be modeled using the concept
of intuitionistic fuzzy set (IFS) [1]. This concept is a generalisation of a fuzzy set and introdu-
ced by Atanassov [1]. It is characterized by a membership function and a non-membership
function [2]. Intuitionistic fuzzy set is very useful in providing a flexible model to model uncer-
tainty involved in decision making [4]. The concept of intuitionistic fuzzy number is defined by
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Burillo et al. [3] and a simple mathematical expression of this concept is given by Xu [6]. The
bi-matrix game with payoffs of IFNs is studied in [8] and to the best of our knowledge, there
is no study on constrained bi-matrix games with payoffs and constraints of IFNs.
In this paper, we propose an approach to solve the constrained bi-matrix game with payoffs
and constraints of IFNs.
The rest of this paper is organized as follows. In Section 2, some basic definitions on (IFS)
and (IFN) are given and the required notations are explained. Section 3 contains the propo-
sed approach. A Numerical example is given in section 4. Section 5 concludes the paper.

2 The Concept of Intuitionistic Fuzzy Information and
Ranking Method

2.1 The Concept of Intuitionistic Fuzzy Information
Definition 1. [1] An intuitionistic fuzzy set (IFS) is an object having the following
form :

Ã = {〈x,µÃ(x),υÃ(x)〉 : x ∈ X}
which is characterized by a membership function : µÃ : X → [0.1],x ∈ X → µÃ ∈ [0,1]
and a nonmembership function : υ : X → [0.1],x ∈ X → υÃ ∈ [0,1]
with the condition : µÃ(x)+υÃ(x)≤ 1,
where µÃ(x) and υÃ(x) represent, respectively, the membership degree and the non-
membership degree of x in A.

Moreover, for each IFS A in X, if πÃ(x) = 1−µÃ(x)−υÃ(x), ∀x ∈ X .
Then A(x) is called an indeterminancy degree of x to A.

Definition 2. [2] Let Ã = {< x,µÃ(x),υÃ(x)> |x ∈ X} and B̃ = {< x,µB̃(x),υB̃(x)>
|x ∈ X} be two IFSs in the finite universal set X = {x1,x2, ...,xn} . The operations over
IFNs are stipulated as follows :

1. Ã+ B̃ = {< x,µÃ(x)+µB̃(x)−µÃ(x)µB̃(x),υÃ(x)υB̃(x)> |x ∈ X}
2. ÃB = {< x,µÃ(x)µB̃(x),υÃ(x)+υB̃(x)−υÃ(x)υB̃(x)> |x ∈ X}

Definition 3. [6] ã =< µã;υã > is an intuitionistic fuzzy number (IFN) or an intui-
tionistic fuzzy value (IFV), where µã(x) ∈ [0,1],υã(x) ∈ [0,1], µã(x) +υã(x)≤ 1. And
πã = 1−µã(x) −υã(x) is characterized by a hesitancy function.

2.2 The Ranking Method and Proprieties
Remark 1. The intuitionistic fuzzy number (IFN) ã =< µã,υã > is mathematically
equivalent to a closed interval fuzzy number ã = [µã,1−υã]. Similarly, and IFS Ã =
{< x,µÃ(x),υÃ(x) > |x ∈U} is mathematically equivalent to a closed interval fuzzy set[
µÃ(x),1−υÃ(x)

]
.
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Yager [7] introduced the attitude factor corresponding to Basic Unit-intervals Monotonic
(BUM) function Q(y) as follow υ =

∫ 1
0 Q(y)dy (υ ∈ [0,1]) and he proved that the bigger

the value of υ , the higher the degree of player’s risk preference. So that the risk preferences
of players are determined by their BUM functions .

Definition 4. Let ã =< µã,υã > be an intuitionistic fuzzy number (IFN), if there is any
basic unit-interval monotonic (BUM) function Q(x) ∈ Γ. Then for an interval number
[µã,1−υã], have

F([µã,1−υã],V ) = µã[1−
∫ 1

0
Q(x)dx]+ (1−υã)

∫ 1

0
Q(x)dx = µã +V (1−µã−υã)

(1)
It is called the mean value of risk preference, i.e.

F(ã,V ) = F([µã,1−υã],V ) = µã +V (1−µã−υã) (2)

Remark 2. [7] The parameter reflects players’s preference information about hesi-
tancy. V ∈ [0, 1

2 ) : shows that the player is risk averse, who favors the hesitancy of
the membership degree. V ∈ ( 1

2 ,1] : shows that the player is risk prone, hesitancy gets
more resolved in favor of nonmembership degree. V = 1

2 : shows that the player is
neutral.

Definition 5. [8] Assume that ã =< µã;υã > and b̃ =< µb̃;υb̃ > be two IFNs in a set.
Then, ã≤IF b̃ if and only if F(ã,V )≤ F(b̃,V ) is always valid for any given parameter
V ∈ [0,1].
Similarly, the order relation ”≥IF ” can be defined. Namely, ã≥IF b̃ if and only if for
a given parameter V ∈ [0,1], F(ã,V )≥ F(b̃,V ).

Theorem 1. [8] For a given V ∈ [0,1], the Eq.1 is a unit interval monotone increasing
function on V ∈ [0,1], with the following good properties :

– For any IFN ã =< µã;υã >, then ã≥IF ã is always valid.
– For any IFNs ã =< µã;υã > and b̃ =< µb̃;υb̃ >, if ã ≥IF b̃ and b̃ ≥IF ã, then

ã =IF b̃.
– For any IFNs ã =< µã;υã >, b̃ =< µb̃υb̃ > and c̃ =< µc̃υc̃ >, if ã ≥IF b̃ and

b̃≥IF c̃, then ã≥IF c̃.
– For any IFNs ã =< µã;υã >, b̃ =< µb̃υb̃ > and c̃ =< µc̃υc̃ >, if ã ≥IF b̃, then

ã+ c̃≥IF b̃+ c̃ for any IFN c̃.

3 Problem Description ant its Solution
Let G1 =< S1× S2,A,B > be the constrained bi-matrix game with mixed strategies,

where I1 = {α1,α2, ...,αn}, I2 = {β1,β2, ...,βm} are the sets of pure strategies of player I

and player II, respectively. X = {x ∈ R|x ≥ 0,
n

∑
i=1

xi = 1}, Y = {y ∈ R|y ≥ 0,
m

∑
j=1

y j = 1}

are the sets of mixed strategies of player I and player II, respectively. D1x ≤ d1,∀x ∈ X
and D2y ≥ d2,∀y ∈ Y are the linear constraints on the mixed strategies of player I and

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 678



Quadratic Parametric Approach for Constrained Bi-matrix Games with Payoffs and Constraints
Represented by IFNs

II, respectively. A and B are the payoff matrices of player I and player II, respectively, with
A,B ∈ Rn×m. The aim of each player is to maximize her/his gain.
In this paper, we consider the game G2 =< S̃1× S̃2, Ã, B̃ >, where the entries of Ã, B̃, D̃1,
D̃2, d̃1 and d̃2 are intuitionistic fuzzy number, with S̃1 = {x ∈ X , D̃1x ≤IF d̃1}, S̃2 = {y ∈
Y, D̃2y ≤IF d̃2} are the sets of the linear constraint on the mixed strategies of player I and
player II, respectively. Where, D1 ∈ Rp×n, D2 ∈ Rm×q, d1 ∈ Rp and d2 ∈ Rq. G2 is called
an intuitionistic fuzzy constrained bi-matrix game.

Definition 6. The pair of strategies (x∗,y∗) is an IFN-Nash equilibrium for the game
G2 if

xT Ãy∗ ≤IF xT∗Ãy∗ ∀x ∈ S̃1

xT∗B̃y≤IF xT∗B̃y∗ ∀y ∈ S̃2

Following the idea in [5], there exists an IFN-Nash equilibrium for the game G2, (x∗,y∗)∈
S̃1× S̃2 which is the solution of the mathematical programming model (P1)

(P1)





max
IF

xT (Ã+ B̃)y− µ̃− υ̃

Ãy≤IF µ̃
xT B̃≤IF υ̃
D̃1x≤IF d̃1

D̃2y≥IF d̃2

xT en = 1, yT em = 1
x≥ 0, y≥ 0

Applying the ranking function (see equation (1) ), for V1 ∈ [0,1] and V2 ∈ [0,1], we have

Ã(V1) = F
(
(ãi j(αi,β j))n×m,V1

)
=
(

F((ãi j(αi,β j),V1)
)

n×m
.

F((ãi j(αi,β j),V1) = µãi j(αi,β j)+V1

(
1−µãi j(αi,β j)−υãi j(αi,β j)

)
.

B̃(V2) = F(
(

b̃ik(αi,βk)
)

m×p
,V2) =

(
F((b̃ik(αi,βk),V2)

)

m×p
.

F((b̃i j(αi,β j),V2) = µb̃i j(αi,β j)
+V2

(
1−µb̃i j(αi,β j)

−υb̃i j(αi,β j)

)
.

In the same way, we calculate D̃1 and D̃2 , d̃1 and d̃2.

The definition of IFN-Nash equilibrium is reformulated using the equation (1) and parame-
ters V1 ∈, V2 ∈ [0,1].

Definition 7. The pair of strategies (x∗,y∗)∈ S̃1(V1)× S̃2(V2) is a (V1,V2)-Nash equi-
librium for the game G2 if

xÃ(V1)y∗ ≤ x∗Ã(V1)y∗ ∀x ∈ S̃1(V1)

x∗B̃(V2)y≤ x∗B̃(V2)y∗ ∀y ∈ S̃2(V2)
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Where S̃1(V1) =

{
x ∈ X ,∑p

k=1 ∑n
i=1 xi

[
µD̃1

ik(αi,βk)
+V1

(
1−µD̃1

ik(αi,βk)
−υD̃1

ik(αi,βk)

)]
≤

{F(d1,V1)}
}

and S̃2(V2) =

{
y ∈ Y,∑q

l=1 ∑m
j=1 y j

[
µD̃2

l j(αl ,β j)
+ V2

(
1− µD̃2

l j(αl ,β j)
−

υD̃2
l j(αl ,β j)

)]
≤ {F(d2,V2)}

}

The parametric bi-matrix game < S̃1(V1)× S̃2(V2), Ã(V1), B̃(V2) > has at least one
Nash equilibrium wich is an (V1,V2)-Nash equilibrium for the game G2 ant it can be obtained
by solving the problem (P.F) :

P.F





max
{

∑m
j=1 ∑n

i=1 xi

[
µãi j(αi,β j)+V1

(
1−µãi j(αi,β j)−υãi j(αi,β j)

)
+µb̃i j(αi,β j)

+V2

(
1−µb̃i j(αi,β j)

−υb̃i j(αi,β j)

]
y j− µ̃(V1)− υ̃(V2)

}

∑m
j=1 y j

[
µãi j(αi,β j)+V1

(
1−µãi j(αi,β j)−υãi j(αi,β j)

)]
≤ µ(V1) ∀i = 1..n.

∑n
i=1 xi

[
µD̃1

ik(αi,βk)
+V1

(
1−µD̃1

ik(αi,βk)
−υD̃1

ik(αi,βk)

)]
≤ d1

k (V1) ∀k = 1..p.

∑n
i=1 xi

[
µb̃i j(αi,β j)

+V2

(
1−µb̃i j(αi,β j)

−υb̃i j(αi,β j)

)]
≤ υ(V2) ∀ j = 1..m.

∑m
j=1 y j

[
µD̃2

l j(αl ,β j)
+V2

(
1−µD̃2

l j(αl ,β j)
−υD̃2

l j(αl ,β j)

)]
≤ d2

l (V2) ∀l = 1..q.

∑n
i=1 xi = 1

∑m
j=1 y j = 1

y j ≥ 0 ∀ j = 1, ...,n
xi ≥ 0 ∀i = 1, ...,m

(3)

4 Numerical results
We consider two hydroelectric companies engaged in competitive bidding for the power

supply qualification. When more constraints are imposed on the mixed strategies, both par-
ties take the fact that the bidding prices are ”high, flat, and low”. The uncertainty on the
payoffs and the constraints is expressed using intuitionistic fuzzy numbers. For example, as-
sume that the data of the companies are :

F(Ã,V1) =



(0.8+0.2V1) (0.6+0.3V1) (0.9)
(0.5+0.2V1) (0.7+0.3V1) (0.8+0.1V1)
(0.9+0.2V1) (0.6+0.2V1) (0.7+0.1V1)




F(B̃,V2) =



(0.6+0.2V2) (0.8+0.2V2) (0.6+0.2V2)
(0.5+0.2V2) (0.9) (0.7+0.3V2)
(0.5+0.2V2) (0.5+0.2V2) (0.9+0.1V2)




F(D̃1,V1) =



(0.6+0.1V1) (0.7+0.2V1) (0.5+0.1V1)
(0.6+0.3V1) (0.8+0.1V1) (0.7+0.3V1)
(0.5+0.1V1) (0.9) (0.7+0.1V1)
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F(D̃2,V2) =



(0.6+0.2V2) (0.8+0.1V2) (0.5+0.2V2)
(0.8+0.2V2) (0.5+0.3V2) (0.6+0.2V2)
(0.6+0.1V2) (0.9) (0.8+0.1V2)




F(d̃1,V1) =
(
(0.8s+0.1V1) (0.9) (0.6+0.1V1)

)

F(d̃2,V2) =
(
(0.9+0.1V2) (0.8+0.1V2) (0.8)

)

V1 V2 x∗(V1) y∗(V2) µ∗(V1) υ∗(V2)

0.6 0.9




1
0
0







0.4762
0.5238

0


 0.8629 0.9158

5 Conclusion
In this paper, we proposed an approach to study the bi-matrix game where the payoffs

and the constraints are fuzzy intuitionistic numbers. The proposed approach is illustrated
by an application related to the conflict of hydropower companies competition, where the
decision information is uncertain, and strategy selection depends on players judgements. A
numerical example is given
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Abstract : In this paper, we attempt to establish the strong uniform consistency with a rate
of Lynden-Bell estimator when the random variables of interest and the truncated variables
form a widely orthant dependent (WOD) sequences. Then, asymptotic results for hazard
rate function are established as an application of the main results. The performances of the
proposed estimators are illustrated via some simulations.
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1 Introduction
In classical statistical inference, the observed random variables (rv’s) of interest

are generally assumed to be independent and identically distributed (iid). However, in
many survival or reliability studies, the assumption of independence is often too strong
to be realistic. In addition, it is common to have data which are not only dependent but
incomplete too. The incomplete data case we consider in this work is that generated
by random left truncation (RLT) mechanism. This model first appeared in astronomy,
but it occurs also in several fields such as medicine, epidemiology, biometrics and
economics. Our focus in the present paper is to study the asymptotic properties of
the Lynden-Bell estimator when the random variables of interest and the truncated
∗Corresponding Author
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variables form a (WOD) sequences. The concept of WOD rv’s was introduced by Wang
et al. ([4], 2013) as follows

Définition 1.1. For a sequence of random variables {XN ,N ≥ 1}, if there exists a finite
real sequence {gU (N),N ≥ 1} satisfying for N ≥ 1 and ∀xi ∈ (−∞,+∞), 1≤ i≤ N,

P(X1 > x1,X2 > x2, · · · ,XN > xN)6 gU (N)
N

∏
i=1

P(Xi > xi)

and if there also exists a sequence {gL(N),N ≥ 1} satisfying for N ≥ 1 and ∀xi ∈
(−∞,+∞), 1≤ i≤ N,

P(X1 6 x1,X2 6 x2, · · · ,XN 6 xN)6 gL(N)
N

∏
i=1

P(Xi 6 xi)

Then the random sequence {XN ,N ≥ 1} is called Widely Orthant Dependent (WOD)
with dominant coefficient g(N) = max{gU (N),gL(N)}.

2 Basic definitions and notation
Let X and Y be two independent real random variables defined on the same pro-

bability space (Ω,A ,P), with continuous distribution functions (df’s) F and G res-
pectively. In the RLT model, the rv of interest X and the truncating rv Y are obser-
vable only if X ≥ Y , while nothing is observed if X < Y . In this paper we follow the
same sampling scheme as that of Woodroofe ([5], 1985) whose observable sample
of size n = ∑N

i=1 1{Xi≥Yi}, is a subset of N pairs {(Xi,Yi),1 ≤ i ≤ N}, where N is de-
terministic but unknown while n is random. Without possible confusion we still de-
note {(Xi,Yi),1≤ i≤ n≤ N} the observed pairs from the original N-sample. Now, set
τ := P(X ≥ Y ) and without further mention we shall assume that we observe at least
one pair (X1,Y1) i.e., τ > 0, because otherwise no data will be available.
In the sequel, all probability statements are to be interpreted as conditional probability
ones, i.e., P(·) = P(·|X ≥ Y ). Likewise E and E will denote the expectation operators
related to P and P, respectively. Then conditionally on n, the asymptotic results are
stated considering n→ +∞ which remain true with respect to the probability P since
n≤ N.
Under RLT model, the conditional joint distribution of an observed (X ,Y ) (see Stute
([3], 1993)), becomes

H(x,y) := P(X 6 x,Y 6 y)

= P(X 6 x,Y 6 y|X > Y ) =
1
τ

∫ x

−∞
G(y∧ z)dF(z),

where y∧ z := min(y,z). The marginal distributions are defined by

F(x) :=
1
τ

∫ x

−∞
G(z)dF(z) and G(y) :=

1
τ

∫ +∞

−∞
G(y∧ z)dF(z).
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Let aw = inf{u : W (u) > 0} and bw = sup{u : W (u) < 1} be the lower and upper
bounds of the W df support. As pointed out in Woodroofe ([5], 1985), F and G can be
estimated completely only if

aG 6 aF , bG 6 bF and
∫ ∞

aF

dF
G

< ∞.

Let C(·) be the function defined by

C(x) := P(Y 6 x6 X) = G(x)−F(x) =
1
τ

G(x)[1−F(x)], aG < x < bF . (1)

The functions F, G and C can respectively be estimated empirically by

Fn(x)=
1
n

n

∑
i=1

1{Xi6x}, Gn(y)=
1
n

n

∑
i=1

1{Yi6y} and Cn(x)=Gn(x)−Fn(x)=
1
n

n

∑
i=1

1{Yi6x6Xi},

Lynden-Bell ([2], 1971) constructed a nonparametric estimators of F and G given by

F̂n(x) = 1− ∏
i:Xi6x

[
nCn(Xi)−1

nCn(Xi)

]
and Ĝn(y) = ∏

i:Yi>y

[
nCn(Yi)−1

nCn(Yi)

]
.

According to the expression of C(·) in (1), and replacing F and G by their respective
non-parametric maximum likelihood estimators, He and Yang ([1], 1998) proposed an
estimator for τ , namely

τn(x) =
Ĝn(x)[1− F̂n(x)]

Cn(x)
1{Cn(x)6=0} =: τn. (2)

3 Main Results
Now we state our main results as follows.

3.1 Strong consistence of Lynden Bell estimator
In the following theorem, the rate of the strong uniform convergence of the Lynden

Bell estimator is given.

Théorème 3.1. Under standard conditions, we have

sup
x∈D
|F̂n(x)−F(x)|= O(n−1/2 log1/2(ng(n))) a.s., as n→ ∞.

The following Corollary states a rate of convergence for the estimator τn towards
the rate of no truncation τ .

Corollaire 3.1. Under the conditions of the theorem 3.1, we have

|τn− τ|= O(n−1/2 log1/2(ng(n))) a.s., as n→ ∞.
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3.2 Application to Hazard Rate Estimation
Note that the function C(.) intervenes also in the cumulative risk function associa-

ted to F defined for bG 6 bF by

Λ(x) :=
∫ x

aF

dF(z)
1−F(z)

=
∫ x

aF

dF(z)
C(z)

.

Then it is clear that Λ(·) can be estimated by

Λn(x) =
∫ x

aF

dFn(z)
Cn(z)

=
1
n

n

∑
i=1

1{Xi6x}
Cn(Xi)

.

By differentiation we obtain the hazard rate function

λ (x)dx =
dF(x)

1−F(x)
=

dF(x)
C(x)

.

So, a natural kernel estimator for λ (·) is given by

λ̂n(x) =
1
hn

∫
K
(

x−u
hn

)
dΛn(u) =

1
nhn

n

∑
i=1

1
Cn(Xi)

K
(

x−Xi

hn

)
,

where K is a kernel function and hn is a sequence of positive bandwidths converging
to zero so that nhn→+∞. The strong uniform consistence with rate of the hazard rate
function estimator is given in the following

Théorème 3.2. Under ssumptions concerning the kernel, bandwidths and hazard func-
tion, we have

sup
x∈D

∣∣∣λ̂ (x)−λ (x)
∣∣∣= O



√

log(ng(n))
nhn

+h2
n


 a.s., as n→ ∞.

4 Simulation Study
For a given functional L and its estimate L̂n, the GMSE computed along B Monte

Carlo trials is defined as

GMSE =
1

BH

B

∑
k=1

H

∑
j=1

(
L̂n,k(x j)−L(x j)

)2
,

where H is the number of equidistant points x j belonging to the range [−3,3] and
L̂n,k(x j) is the value of L̂n(x j) computed at iteration k.
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4.1 The performance of Lynden Bell estimator

TABLE 1 – Lynden-Bell estimator with n∈ {50,100,500} and different truncation rates
TR ≈ 10%, 30%, 50%

n 50 100 500
1− τ
10%
30%
50%

GMSE
0.0041
0.0048
0.0055

GMSE
0.0020
0.0021
0.0024

GMSE
4.2825×10−4

4.3375×10−4

4.5901×10−4

FIGURE 1 – Lynden-Bell estimator : n=50 and TR ≈ 10%, 30%, 50%

FIGURE 2 – Lynden-Bell estimator : n=100 and TR ≈ 10%, 30%, 50%
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FIGURE 3 – Lynden-Bell estimator : n=500 and TR ≈ 10%, 30%, 50%

4.2 The performance of the hazard rate function estimator

TABLE 2 – Hazard rate estimator with n ∈ {50,100,500} and different truncation rates
TR ≈ 10%, 30%, 50%

n 50 100 500
1− τ
10%
30%
50%

GMSE
0.0626
0.0667
0.0672

GMSE
0.0332
0.0345
0.0391

GMSE
0.0102
0.0112
0.0128

FIGURE 4 – Hazard rate estimator : n=50 and TR ≈ 10%, 30%, 50%
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FIGURE 5 – Hazard rate estimator : n=100 and TR ≈ 10%, 30%, 50%

FIGURE 6 – Hazard rate estimator : n=500 and TR ≈ 10%, 30%, 50%

4.3 Some comments on the simulation results
– The tables and figures above indicate that the quality of our estimators is slightly

affected by the rate of truncation (1− τ), and deteriorates moderately as the
rate increases. Nevertheless, we observe that the performance of our estimators
improves as the sample size n increases.

– For small sizes, the figures reveal the existence of a bump at the right of the
hazard rate estimator, and this gradually disappears when the size increases even
for large rates of truncation.

– The figures suggest that our estimators fit well the target curves provided that the
truncation rate is not too excessive.

5 Conclusion
Our main contribution in this paper extended some existing asymptotic results sta-

ted in iid, strong mixing and associated left truncated data to WOD ones. Strong uni-
form convergence rates for the proposed estimators were stated and they are around
O
(

n−1/2 ln1/2(ng(n))
)

. Simulation studies were conducted to assess the impact of
both WOD and incompleteness on the estimation. These simulations revealed that the
estimators are slightly affected by the truncation rate (1−τ), and deteriorates modera-
tely for sufficiently large rates, however, the performances of our estimators improve
as the sample size n increases.
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on family inverse gamma and beta prime kernels are illustrated by a simulation study and
real data.
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1 Classical multivariate IG and BP kernel estimator
Let X1,...,Xn be independent and identically distributed (i.i.d.) d-variate random variables

with an unknown density f on the support Td , where T = [0,∞[d . The MV-IG or MV-BP
kernel estimator is defined as :

f̂MV− j(x) =
1
n

n

∑
i=1

d

∏
l=1

K j(xl ,hl)(Xil), (1)

by [1], where Xi = (Xi1, ...,Xid), i = 1, ...,n, x = (x1, ...,xd) is the target (point where the
density is estimated), h = (h1, ...,hd) is the vector of bandwidths and j = IG,BP and the
explicit form of the univariate kernel K j(xl ,hl)(Xil) is given in table 1.
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TABLE 1 – Univariate continuous(Beta prime and Inverse gamma) kernels.
Kernel( j) Explicit form
IG KIG(α,β )(y) =

β α

Γ(α) (1/y)α+1 exp(−β/y),

where α = h+x
h +1 and β = x(h+x)

h .

BP KBP(λ ,µ)( y) = yλ−1(1+y)−λ−µ

β (λ ,µ) ,

where λ = x2

h + x+1 and µ = x
h +

1
x+h +1.

1.1 Asymptotic properties
The following theorem presents the asymptotic bias and variance of the MV-IG and MV-

BP kernel estimators. We assume that

A1. f has two continuous and bounded derivatives.

A2. The sequence of bandwidths h = h(n) satisfies limn→∞ h = 0.

Let f̂MV− j be the multivariate IG and BP kernel estimator defined by (1). For a given x =
(x1, ...,xd) and under assumptions A1 and A2, then :
(i) the bias of the MV-j kernel estimators admit the following expansion

bias( f̂MV− j(x)) =
d

∑
l=1

q j(xl , f )hl +o(
d

∑
l=1

hl), (2)

where the explicit form of q j(xl , f ) is given in table 2. Similarly, when n→ ∞ and h→ 0 the

TABLE 2 – Explicit form of q j(xl , f ).
Kernel( j) Explicit form

IG qIG(xl , f ) = 1
2

∂ 2 f (x)
∂x2

l
xl ,

BP qBP(xl , f ) =
(

∂ f (x)
∂xl

+ (1+xl)
2

∂ 2 f (x)
∂x2

l

)
.

asymptotic variance is

Var( f̂MV− j(x)) =
f (x)

n

d

∏
l=1

p j(xl ,hl)+o

(
1

n∏d
l=1 h1/2

l

)
, (3)

where the explicit form of p j(xl ,hl) is given in table 3.

1.2 Global propriety
The criterion to use for the global propriety is the mean integrated squared error (MISE)

defined as

MISE( f̂MV− j) =
∫

Td

bias2( f̂MV− j(x))dx+
∫

Td

Var( f̂MV− j(x))dx, (4)
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TABLE 3 – Explicit form of p j(xl ,hl).
Kernel( j) Explicit form
IG pIG(xl ,hl) =

1
2
√

2π
h−1/2

l x−1/2
l ,

BP pBP(xl ,hl) =
1

2
√

π h−1/2
l (1+ xl)

−1/2.

Using the expressions of the bias and variance given in Theorem 1, then the MISE is given
as

MISE( f̂MV− j)=
∫

Td

(
d

∑
l=1

q j(xl , f )hl

)2

dx+
∫

Td

(
f (x)

n

d

∏
l=1

p j(xl ,hl)dx

)
+o

(
d

∑
l=1

hl +
1

n∏d
l=1 h1/2

l

)
,

(5)
In practice, the choice of the vector of bandwidths is a crucial issue in kernel method. By
minimizing (5) in the bandwidths h := (h1, ...,hd) and for the raison of simplification, we
obtain the optimal values of the vector bandwidth h that minimizes (5) by

hopt
j =




d
∫
Td

∏d
l=1 p j(xl ,hl)dx

2
∫
Td

(
∑d

l=1 q j(xl , f )hl
)2

dx




−2/(4+d)

n−2/(4+d). (6)

It is clear that the bandwidth given by (6) can not be used directly in practice because it
depends on the unknown probability density function f and its derivatives. For this reason,
we adapted the rule of thumb (RT) method for the choice of the vector bandwidth h.

2 Illustrations from simulated data
We study the finite-sample performance for MV-IG and MV-BP kernel density estimators

for bivariate positive data. We consider independent bivariate densities defined as follows :
(a) D1 is the independent bivariate log-normal density LN(1,1) :

f (x)= f (x1,x2)=
1

x1
√

2π
exp(
−1
2

(ln(x1)−1)2× 1
x2
√

2π
exp(
−1
2

(ln(x2)−1)2, x1,x2 > 0.

(b) D2 D1 is the independent bivariate weibull density W(1,3) :

f (x) = f (x1,x2) =
α
β
(

x1

β
)α−1 exp(

−x1

β
)α × α

β
(

x2

β
)α−1 exp(

−x2

β
)α , x1,x2 > 0.

(c) D3 D1 is the independent bivariate Burr density B(1,3,1) :

f (x) = f (x1,x2) =
3x2

1
(1+ x1)2 ×

3x2
2

(1+ x2)2 , x1,x2 > 0.

We denote, Nsim = 50 by the number of replications for the simulation of sizes n = 100,500,
and 1000, (h1,h2) is the vector optimal smoothing obtained by Rule of thumb method with
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hi = σ(Xi)n−1/3, i = 1,2 and ÎSE is given by

ÎSE =
1

Nsim

Nsim

∑
k=1

∑
x∈T
{ f̂ [k]MV− j(x)− f (x)}2, (7)

with f̂ [k]MV− j(x) is the bivariate kernel density estimator using sample number k.
Table 4 shows the mean of ISE’s values and their standard deviation errors and the vector

TABLE 4 – Simulation results of the ÎSE using IG and BP kernel.
Density kernel n=100 n=500 n=1000

(h1,h2) (0.8767042,1.3799611) (0.6901637,0.7875452) (0.5835652,0.5163064)
D1 IG ISE 0.0010352723 0.0009045413 0.0007236238

sd 0.0007799581 0.0005392274 0.0004521922

(h1,h2) (1.356684,1.202949) (0.8641217,0.5571118) (0.5730319,0.3929826)
D1 BP ISE 0.0005550663 0.0003420857 0.0002548075

sd 0.0004675856 0.0003249692 0.0001011554

(h1,h2) (0.6514942,0.6994583) (0.4005152,0.4067706) (0.3114757,0.2980058)
D2 IG ISE 0.009187499 0.004493854 0.002904386

sd 0.025690774 0.005202581 0.006709728

(h1,h2) (0.5185393,0.7119182) (0.3750751,0.4600215) (0.3055599,0.2664675)
D2 BP ISE 0.0007517253 0.0004205959 0.0003001276

sd 0.0005572645 0.0003245142 0.0003206460

(h1,h2) (0.4140829,0.2399655) (0.1632253,0.1685424) (0.1201479, 0.2717701)
D3 IG ISE 0.1194627 0.03153384 0.02212012

sd 0.1022244 0.03205237 0.04269175

(h1,h2) (0.1363838,0.1745816) (0.10920127,0.07998911) (0.1030934,0.1040732)
D3 BP ISE 0.1409753 0.12739466 0.02222098

sd 0.1025521 0.08908954 0.06475188

smoothing parameter. From Table 4, we can observe that the mean of ISE based on 50
replications decrease as sample size n increases for the all models ; which indicates that our
proposed estimator is consistent. The Beta prime kernel outperform better than the inverse
gamma kernel in the sense of integrated squared error criterion for the log-normal and weibull
models.

3 Real data analysis
This section is reserved to illustrate the performances of the MV-IG and MV-BP kernel

density estimators for BMD bivariate data measured in g/cm2 for 24 individuals ; see also [3].
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The data were already analyzed by using the dependent bivariate BS distribution (parame-
tric approach). Because the positivity of the considered data, the IG and BP kernels are the
appropriate kernels to analyse them. Now, we apply the MV-IG, MV-BP kernel estimators to
estimate the PDF for BMD data. Note that, the corresponding vector bandwidths for the esti-
mators are chosen using the RT procedure. The density estimates are represented in Figure
1. The obtained results show the the satisfactory smoothing quality of the two estimators.
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FIGURE 1 – Contour and surface plots of estimated BMD data with sample size n = 24,
using IG (left) and BP (right) kernels.

4 Conclusion
This article has proposed the classical and the IG and BP kernel density estimators

in the context of multivariate positive data. We have demontrate the asymptotic proprieties
of the proposed estimator such as the bias, the variance and the mean ingrate squared
error (MISE). The performances of the classical density estimator are investigated through
simulation study for independent and real bivariate positive data in the sense of integrated
suqred error (ISE) criterion.
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Abstract : This paper addresses the problem of estimating the mode of a density function
under non parametric conditions based on an orthogonal series method. We give a rigorous,
theoretical account of the estimator’s properties(bias, variance, mean square error, conver-
gence of the bias, convergence of the variance, convergence of the mean square error and
convergence in probability).Our results show that some of the theoretical properties of Or-
thogonal series’s estimator are similar to those of Parzen’s estimator. For example, under
the condition that the density has two bounded derivatives in a neighborhood of the mode,
and the density is uniformly continuous.
MSC: MSC code1 ; 62G07, code2 ;62G20

Keywords : Mode estimation ; Orthogonal series ; Density estimation ; Convergence in pro-
bability.

1 Introduction
The most fundamental problem in statistics is the determination of the unknown den-

sity of probability function h(.) and the mode x0. Several works have been devoted to the
estimation of the mode under non parametric conditions. Most of these works require regu-
larity conditions such as the existence of the density function, the density being Lipschitz or
being twice differentiable, for example. Given a sample set X1, ...,Xn of independent iden-
tically distributed variables, each with the unknown probability density h(.) and mode x0.
We want to estimate x0 from this sample set. The classic nonparametric estimator of the
mode x0 is the kernel estimator introduced by Parzen (1962). The last quinquennial has
seen an increased interest and numerous papers are dealing with the problem of the mode.
To quote only a few of them, Mokkadem (2006) studied mode rate and large deviation sup-
per bounds for the kernel mode estimator. Hermann and Ziegler (2004) obtained rates of
nonparametric estimation of the mode in absence of smoothness assumptions. However, the
most of the available studies concentrate on kernel estimator introduced by Parzen (1962),
and the majority of studies (see for example Asselin de beauville (1978), Gasser, Hall and
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Presnell (1998)) have consisted of Monte Carlo experiments, with very little attention being
paid to theoretical results. There does not even exist a description of theoretical proper-
ties of the mode estimators using orthogonal series. But, in many areas of mathematical
analysis, the smoothness of a function is more readily determined by the behaviour of its
Fourier series. our thesis in this paper is that the latter approach is natural and convenient
when analyzing properties orthogonal series density and mode estimators. orthogonal se-
ries density estimators were introduced by Cencove (1962) and have since been applied to
several different areas (harmonic analysis, signal processing, image compression, functio-
nal statistics ...). Orthogonal series estimators have found favor in applications because of
the ease with which they can bean be calculated and for their good performance with the
multivariate data (see Frey (1976)). In the last decade however, several papers have appea-
red which deal with the estimation of orthogonalnal expansion of densities . Some notable
examples include (Bosq and Blank(2007), Herrick, Nason and Silverman (2001), and Efro-
movich (2010)). This method assumes that a square-integrable h(.) can be represented as
a convergent orthogonal series expansion, h(x) = ∑∞

k=0 akek(x), x ∈Ω , where {ek(.)}∞
k=0

is a complete orthonormal system of functions on a set Ω of the real line that is, satisfying∫
Ω ek(x)e j(x)dx = δk j, 0≤ k, j < ∞, where δk j is the delta Kronecker and {ak} are Fourier

coeffcients defined by ak =
∫

Ω ek(x)h(x)dx = E[ek(X)], k = 0,1, .... Orthonormal systems
proposed for {ek(.)}∞

k=0 are those with compact support (such as the Fourier, trigonometric,
and Haar systems on [0;1], and Legendre systems on [−1;1] and those with unbounded
support such as the Hermite system on (−∞,∞), and Laguerre system on [0;∞[, (see Walter
(1994)). A discussion of trigonometric systems can be found in (Efromovich (2010)). Clas-
sical orthogonal polynomials, including Legendre, Gegenbauer, Jacobi, and Chebyshev, are
a popular choice as well ; (see Walter (1994), Budzkis and Radavicius (2005)). Our aim in
the present paper is to provide a rigorous account of several theoretical aspects of Orthogo-
nal series mode estimator and we generalize the terme of the variance given by Asselin de
beauville (1978) in trigonometric cases. In particular we prove the convergence in probability
of the estimator. and we give its statistical and asymptotic properties(bias, variance, mean
square error, convergence of the bias, convergence of the variance and convergence of the
mean square error).

2 Nonparametric mode estimator using orthogonal series

Let h(.) be a continuous, strictly positive probability density and x0 denote the mode of h
. This method assumes that a square-integrable h(.) can be represented as a convergent or-
thogonal series expansion, h(x) = ∑∞

k=0 akek(x), x∈Ω, where {ek(.)}∞
k=0 is a complete or-

thonormal system of functions on a set Ω of the real line that is, satisfying
∫

Ω ek(x)e j(x)dx=
δi j, 0≤ k, j < ∞, where δi j is the delta Kronecker and {ak} are Fourier coefficients defined
by ak =

∫
Ω ek(x)h(x)dx = E[ek(X)],k = 0, . . . . Given an independent sample, X1, ...,Xn

from h(.) and a system {ek(.)}∞
k=0, the {ak} can be estimated unbiasedly by âk =

1
n ∑n

i=1 ek(Xi).

The estimator of h(.) is given by ĥdn(x) = ∑dn
k=0 âkek(x) where (dn) is a sequence of posi-

tive numbers chosen such that dn −→ ∞ when n −→ ∞. The mode estimator’s (x̂0) using
orthogonal series is defined by

ĥdn(x̂0) = sup
x

ĥdn(x). (1)
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We shall assume throughout that h(.) and ĥdn(.) obeys the following conditions.

1. The probability density function h is uniformly continuous in x ∈ Ω and h(x0) =
supx h(x), and we assume that x0 is unique.

2. h has two bounded derivatives in a neighborhood of x0, h′′(x0)< 0

3. h′(x0) = 0

4. ĥ′dn(x̂0) = 0 and ĥ′′dn(x0)< 0.

Théorème 2.1. If :

1. M = supx, j | e j(x) |< ∞,

2. E(ĥdn(x))−→ h(x) as n−→ ∞,

then
lim

n−→∞
P[| x̂0− x0 |≥ ε] = 0,∀ε > 0. (2)

3 Statistical properties of x̂0

If x̂0 is the mode of ĥdn(x). By Taylor’s theorem,

ĥ′dn(x̂0) = 0 = ĥ′dn(x0)+(x̂0− x0)ĥ′′dn(x0)+ .... (3)

If the sample size is large enough. One may write :

x̂0− x0 =−
ĥ′dn(x0)

ĥ′′dn(x0)
=

ĥ′dn(x0)

Ĥ ′′dn(x0)
. (4)

Where Ĥ ′′dn(x0) =−ĥ′′dn(x0)

3.1 Bias of the Estimator
Let L(Y1,Y2, ...,Yk) be a function of k random variables such that E(Yi) = αi, i = 1, ...,k

and Var(Yi) = 0(ϕ(n)) where ϕ(n)−→ 0 as n−→ ∞. Taylor’ series of L(.) in a neighbo-
rhood of α = (α1,α2, ...,αk) gives

L(Y1,Y2, ...,Yk) = L(α)+
k

∑
i=1

L′i(α)(Yi−αi)+O(ϕ(n)), (5)

and

Var(L(.)) =
k

∑
i=1

[L′i(α)]2Var(Yi)+
k

∑
i=1

k

∑
j=1, j 6=i

L′i(α)L′j(α)Cov(Yi,Yj)+O(ϕ(n)). (6)

Where L′i(α) = ∂L(.)
∂Yi

.

Théorème 3.1. If :
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1. supx,k | ek(x) |= M < ∞, supx,k | e′k(x) |= M′ < ∞ and supx,k | e′′k (x) |= M′′ < ∞,

2. dn = o(
√

n)

3. E(ĥ′dn(x0))−→ h′(x0) and E(ĥ′′dn(x0))−→ h′′(x0) as n−→ ∞, then

the estimator x̂0 asymptotically unbiased.

Théorème 3.2. If :

1. supx,k | ek(x) |= M < ∞, supx,k | e′k(x) |= M′ < ∞ and supx,k | e′′k (x) |= M′′ < ∞,

2. dn = o(
√

n), then

Var(x̂0) =
Var[ĥ′dn

(x0)]

E[Ĥ ′′dn
(x0)]2

+
Var[Ĥ ′′dn

(x0)]

E[Ĥ ′′dn
(x0)]4

−
2E(ĥ′dn

(x0))Cov(ĥ′dn
(x0), Ĥ ′′dn

(x0))

[E(Ĥ ′′dn
(x0))]3

. (7)

Théorème 3.3. If :

1. supx,k | ek(x) |= M < ∞, supx,k | e′k(x) |= M′ < ∞ and supx,k | e′′k (x) |= M′′ < ∞,

2. dn = o(
√

n), then

lim
n−→∞

Var(x̂0) = 0. (8)

3.2 Mean square error
Théorème 3.4. If :

1. supx,k | ek(x) |= M < ∞, supx,k | e′k(x) |= M′ < ∞ and supx,k | e′′k (x) |= M′′ < ∞,

2. dn = o(
√

n), then

E | x̂0−x0 |2=
Var[ĥ′dn

(x0)]

E[Ĥ ′′dn
(x0)]2

+
Var[Ĥ ′′dn(x0)]

E[Ĥ ′′dn(x0)]4
−

2E(ĥ′dn
(x0))Cov(ĥ′dn

(x0), Ĥ ′′dn
(x0))

[E(Ĥ ′′dn
(x0))]3

+
E2(ĥ′dn(x0))

E2(Ĥ ′′dn(x0))

Théorème 3.5. If

1. supx,k | ek(x) |= M < ∞, supx,k | e′k(x) |= M′ < ∞ and supx,k | e′′k (x) |= M′′ < ∞,

2. dn = o(
√

n),

3. E(ĥ′dn(x0))−→ h′(x0) and E(ĥ′′dn(x0))−→ h′′(x0) as n−→ ∞, then

lim
n−→∞

E | x̂0− x0 |2= 0. (9)
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4 Simulation studies
In order to study the behaviour of the mode estimator based on an orthogonal se-

ries method, we simulate m = 100 samples of the Beta distribution B(2,5), with size n
∈ {100,1000,3000,
5000,7000,10000}. Results of simulation study are given in Table 4.

Algorithm 4.1 Algorithm of simulation

1. Simulate m = 100 samples of the B(2,5) with n ∈
{100,1000,3000,5000,7000,10000}.

2. Estimate the probability density function by orthogonal series using the cosine
basis which defined by :

ek(x) =

{
1 if k = 0.√

2cos(kπx) , if k = 1,2, ...

3. Estimate the mode, we note it x̂0.

4. Calculate the empirical mean squared error ( ˆMSE) associated to each sample,
the ˆMSE is defined as :

ˆMSE :=
1
m

m

∑
1
(x̂0− x0)

2 (10)

with x0 is the theoretical mode of B(2,5), which is equal to : x0 = 1/5

n x̂0 ˆMSE
100 0.26955 0.0170172

1000 0.18484 0.00049024
3000 0.19904 0.00158610
5000 0.21053 0.00133805
7000 0.21221 0.00067957
10000 0.21348 0.00032670

TABLE 1 – Behavior of x̂0 and ˆMSE in function of sample size n.

From the table 4, we observe that :

1. The estimated mode by orthogonal series is close to the theoretical value of mode.

2. The values of ˆMSE decreases as the samples size increases.

5 Conclusion
Nonparametric mode estimation is the only to go when we are no information on the den-

sity itself. The simplicity and good performance of orthogonal series density estimator have
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been applied to several different areas (harmonic analysis, signal processing, image com-
pression, physical analysis, functional statistics ...). In this paper we have provide a rigorous
account of several theoretical aspects of Orthogonal series’s mode estimator. Our results
show that some of the theoretical properties of Orthogonal series’s estimator are similar to
those of Parzen’s estimator. For example, under the condition that the density has two boun-
ded derivatives in a neighborhood of the mode, and the density is uniformly continuous.
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Abstract : We consider a retrial queueing system with search of customers from the or-
bit, where the server stay idle after his active period .The model was proposed in the first
time by Tuan Phung-Duc [9] for cloud computing systems where the processing unit (ser-
ver) and the storage unit (orbit) are separated. Of our parts we propose to study the effects
of performance measures on the system. The model is explicitly analyzed in terms of ge-
nerating functions. Assuming the search time to be no negligible, the source, service, and
retrial times to be independent random variables, we perform the steady-state analysis of
the model computing various steady-state performance measures and illustrative numerical
examples are presented.

Keywords : Retrial queueing systems ; orbital search ; cloud systems.

1 Introduction
In the retrial queueing system, customers arriving to a busy system join a group of blo-

cked customers called orbit and try to capture a free server after a random amount of time.
Such systems occur in communication and computer networks, aircraft landing and takeoff,
machine repair, inventory control, and in several other fields. For a systematic account of
the fundamental methods and results on this topic, we refer to the monograph by Falin and
Templeton [7], Artalejo and Gomez-Corral [4]. A review of the main results can be found in
[11], [2], and [1].

Most of the literature on retrial queues assumes that after completion of each service the
server will remain idle in the system until the arrival of the next primary or retrial. But in real
life, we always want to minimize the idle time of the server and minimize the holding costs.
So it is necessary to study the retrial queue with orbital search. That is, after completion of
each service, the server may actively search the customer from the orbit. Then a service is
followed by another service if a search is made, otherwise a service is followed by an idle
period. In the context of a classical queue, Neuts and Ramalhoto [12] introduced the notion
of search (at a service completion epoch) for customers. The search for orbital customers for
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M/G/1 queue with retrials was introduced by Artalejo et al [3]. So far seldom research work
on retrial queue with orbital search has been done, readers are referred to [13], [5], [8], [6]
and [14]. In this model the search mechanism is initiated after some idle time of the server.
This model is motivated from cloud computing systems where the processing unit and the
storage unit are separated [9]. We propose, several numerical results to study the effect of
certain parameters keys on the characteristics of the model.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 describes the queueing model in
details while section 3 is devoted to the analysis of the model. In section 4, some numerical
examples are given to illustrate the features of our model. Concluding remarks are presented
in section 5.

2 Model Formulation
We consider a single server retrial queue with orbital search of customers. The detailed

description of the model is given as follows : Customers arrive at the system according to
a Poisson process with rate λ . Service time of incoming customers follows the exponential
distribution with rate µ . After the completion of the service the server stays idle for an ex-
ponentially distributed time with rate α . All customers (primary or orbital) who arrive during
this idle time is immediately served. We assume that there is no waiting space and therefore
if an arriving customer finds the server free, the customer begins his service immediately,
otherwise an arriving customer finds the server busy (serving a customer or searching) join
pool of blocked customers called orbit in accordance with FCFS discipline. Inter-retrial time
have an exponential distribution with rate θ . After the idle time, the server starts searching
for a customer in the orbit with exponentially distributed of rate ν .

We assume that inter-arrival times, retrial time, service times, and searching times are
mutually independent of each other.

3 Steady state analysis
Let N(t) be the number of customers in the retrial queue at time t ≥ 0, and C(t) be

the state of the server at time t as follows :

C(t) =





0, if the server is idle,
1, if the server is serving a customer,
2, if the server is searching for a customer.

We then have the fact that {X(t) = (C(t),N(t)), t ≥ 0} forms a Markov chain on the state
space S = {0,1,2}×N. The Markov chain {X(t), t ≥ 0}is ergodic if and only if λ < µ .
Let pi j = lim

t→∞
P(C(t) = i,N(t) = j), where pi,−1 = 0(i= 1,2), the balance equations read

as follows :

(λ +α)p0,0 = µ p1,0 +ν p2,0 , (1)
(λ +α + jθ)p0, j = µ p1, j j ≥ 1, (2)

(λ +µ)p1, j = ( j+1)θ p0, j+1 +ν p2, j+1 +λ p1, j−1 +λ p0, j j ≥ 0,
(λ +ν)p2, j = α p0, j +λ p2, j−1 j ≥ 0, (3)
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We define the partial generation functions P0(z), P1(z) and P2(z) as :

P0(z) =
∞

∑
j=0

p0, jz j,P1(z) =
∞

∑
j=0

p1, jz j and P2(z) =
∞

∑
j=0

p2, jz j.

Transforming the above balance equations to generating functions we obtain,

(λ +α)P0(z)+θzP
′
0(z) = µP1(z)+ν p2,0, (4)

(λ +µ)P1(z) = θP
′
0(z)+

ν
z
(P2(z)− p2,0)+λ zP1(z)+λP0(z), (5)

(λ +ν)P2(z) = αP0(z)+λ zP2(z). (6)

By summing the above equation and arranging the result, we obtain the equation of the
balance between the flows coming into and out the orbit :

λ (P1(z)+P2(z)) = θP
′
0(z)+

ν(P2(z)− p2,0)

z
. (7)

From 4 and 6, we obtain

P1(z) =
(λ +α)P0(z)+θzP

′
0(z)−ν p2,0

µ
, (8)

P2(z) =
αP0(z)

(λ +ν−λ z)
. (9)

Substituting these two expressions into 7 and arranging the result yields

P
′
0(z) = A(z)P0(z)+B(z), (10)

where

A(z) =
a
z
+

b
(1−λ z

µ )
+

c

(1− λ z
λ+ν )

,B(z) =
ν p2,0

θz
,

where a,b and c are given by

a =
−αν

θ(λ +ν)
,b =

λ 2(λ +α +ν−µ)
θ µ(λ +ν−µ)

,c =
λ 2αµ

(λ +ν)2θ(µ−λ −ν)
.

The solution of the differential equation 10 is given by :

P0(z) =
ν p2,0

θ
za
(

µ−λ
µ−λ z

) bµ
λ
(

ν
λ +ν−λ z

) c(λ+ν)
λ
∫ z

0
x−(a+1)

(
µ−λ
µ−λx

)− bµ
λ
(

ν
λ +ν−λx

)− c(λ+ν)
λ

dx.

From 7, 9 and 10, we have

P1(1)+P2(1) = (
θ
λ

A(1)+
α
λ
)P0(1). (11)

We also have the normalization condition :

P0(1)+P1(1)+P2(1) = 1.
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Therefore, from the expression for P0(z), we obtain the expression for p2,0 as follows.

p2,0 =
θ(1− λ

µ )

(λ +µ)
∫ 1

0 x−(a+1)
(

µ−λ
µ−λx

)− bµ
λ
(

ν
λ+ν−λx

)− c(λ+ν)
λ dx

. (12)

So from this equation, we obtain the fact that the stability condition for the model is λ < µ [9].

Corollary
– The generating function of the orbit size, P(z), is given by :

P(z) = P0(z)+P1(z)+P2(z) =
(

1+
α

(ν +λ −λ z)
+

+α +λ +θzA(z)
µ

)
P0(z)+

ν p2,0

µ
.

– The generating function of the system size, Φ(z), is given by :

Φ(z) = P0(z)+ zP1(z)+P2(z) =
(

1+
α

(ν +λ −λ z)
+

(α +λ )z+θz2A(z)
µ

)
P0(z)+

ν p2,0

µ
(z+1).

– The probability that the server is idle but the system is not empty,denote by P0 , is given by :

P0 = P0(1) =
ν(1− λ

µ )

α+ν .
– The probability that the server is busy, denote by P1 , is given by :

P1 = P1(1) = λ
µ .

– The probability that the server is searching of customers in orbit, denote by P2 , is given by :

P2 = P2(1) =
α(1− λ

µ )

α+ν
– The mean orbit size, no, is given by : no = P

′
(1).

– The mean system size, ns, is given by : ns = Φ′
(1) = no +P1(1).

– The average time a customer spends in the system W , and the average time a customer spends
in the orbit Wq are found by using the Little’s formula W = ns

λ ,Wq =
no
λ .

4 Numerical Examples
In this section we shall present some numerical examples using MATLAB in order to illustrate the

effect of various parameters in the system performance measures.

4.1 Effect of λ on performance measures
We assume that µ = 10,ν = 2.5,θ = 1.34 and α = 3.
Remark : From Figs.1 we can see that the probabilities that the server is idle P0, in search of

customers P2 decrease monotonously. The probability P1 that the server is busy, the orbit size and
waiting times of customers in the orbit and in the system increase, which agree with our expectations.

4.2 Effect of ν on performance measures
We assume that µ = 4,λ = 2.2,α = 1.2,and θ = 1.44.
Remark : From Figs.2, we can see that when ν ∈ [2.2,3], the average times a customer’s spends

in the orbit and in the system decreases. The probability that the server is busy P1 it’s stable and equal
to 0.5, when the other probabilities differs from monotony.
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4.3 Effect of α on performance measures
We assume that µ = 10,λ = 5,ν = 2.5, and θ = 1.33.
Remark : In Figs. 3 show that as functions of α , the number of customer in the system and in the

orbit, the average time a customer spends in the system and in the orbit increase monotonously.

5 Conclusion
In this paper, we present a queueing model for cloud computing systems where the processing unit

and the storage unit are separated. The model is analyzed in terms of generating functions. We also
present some numerical examples to study the effect of some key parameters on the characteristics of
the model. For future work, we would like to extend this model to a multiserver setting which may call
for a level-dependent QBD formulation [10].
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Abstract : In this work, we propose a natural extension of threshold ARCH (TARCH) pro-
cesses to periodically time-varying coefficients (PTARCH). Some theoretical probabilistic
properties of PTARCH are discussed. This models, can be viewed as a special of random
coefficient ARCH models. For this class of processes, we establish theoretical conditions,
which ensure that the process in the threshold model is strictly and second-order stationary
(in periodic sense). Some examples as special cases are proposed and studied.
MSC: 62F12 ; 62M10.

Keywords : Periodic threshold ARCH models ; Strictly periodically stationary.

1 Introduction
In recent years, many papers discussed the periodic generalized autoregressive condi-

tionally heteroskedastic models (PGARCHs) process introduced by Bollerslev and Ghysels
[6], and this process has been proved to be a power tool for modeling and forecasting of
many non stationary time series, which makes a distinctive by a stochastic conditional va-
riance with periodic dynamics. Generally, by PGARCHs process, we mean a discrete-time
strictly stationary process (εn,n ∈ Z ),Z = {0,±1,±2, ...} defined on some probability
space (Ω,F ,P) and satisfying the factorization

εn = hnen, (1.1)

where the innovation process (en,n ∈Z ) is a sequence independent and identically distri-
buted with zero mean and unit variance (i.i.d (0,1)) defined on the same probability space

∗Corresponding Author
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(Ω,F ,P) and time-varying coefficients ”volatility” process (hn,n∈Z ) satisfy the recursion

h2
n = α0 (sn)+

q

∑
i=1

αi (sn)ε2
n−i +

p

∑
j=1

β j (sn)h2
n− j, (1.2)

wherein (αi (sn) ,0≤ i≤ q) and (β j (sn) ,0≤ j ≤ p) are non negative periodic functions
with period s with α0 (t) > 0. (sn)n is a periodic sequence of positive integers with finite
state space S = {1, ...,s} defined by sn := kI∆(k) (n) with ∆(k) := {sn+ k,n ∈ Z} which
refers to the stage or ”season” of the periodic cycle at time n. PGARCHs model is poten-
tially more efficient than standard one, it becomes increasingly important and an efficient tool
to model seasonal asset returns of stocks, exchange rates and other financial time series
and continues to gain a growing interest of researchers (see Aknouche and Bibi [1] ; Bibi
and Lescheb [3] ; Lescheb [8]). This interest is due to its multiple advantages, for instance,
among others, it is capable to capture the stylized facts, e.g., volatility clustering, leptokurti-
city, dependency without correlation and tail heaviness. However, in some asymmetric finan-
cial data sets exhibiting the so-called leverage effect characterized by Cov

(
en−k,h2

n < 0
)
,

for some k > 0, the PGARCHs models are incapable to model such data without further
extensions. This finding, led Rodriguez and Ruiz [10] to study five of the most popular speci-
fications of the time-invariant asymmetric volatility process (hn,n ∈ Z) with leverage effect,
namely, the generalized quadratic ARCH(GQARCH), the threshold GARCH (T GARCH),
the GJR−GARCH(GJR), the exponential GARCH(EGARCH) and the asymmetric po-
wer GARCH(APGARCH) models. These models are important in modelling, forecasting
and in capturing the asymmetry of the volatility and hence are purported to be able to cap-
ture the leverage. In this paper, we provide the model so-called periodic threshold ARCH
(PTARCH) model defined by Equation (1.1) and

∀n ∈ Z : hn = α0 (sn)+
q

∑
i=1

αi (sn)ε+n−i +βi (sn)ε−n−i, (1.3)

where |εn|= ε+n + ε−n and εn = ε+n − ε−n with ε+n = max(εn,0) , ε−n = min(εn,0). (sn)n
is a periodic sequence of positive integers with finite state space S = {1, ...,s} defined
by sn := kI∆(k) (n) with ∆(k) := {sn+ k,n ∈ Z} which refers to the stage or ”season” of
the periodic cycle at time n, (en)n∈Z is a sequence of independent identically distributed
(i.i.d.) random variables defined on the same probability space (Ω,A,P) with zero mean
and unit variance and ek is independent of εn for k > n (the independence of (en)n∈Z may
be relaxed to a martingale difference assumption). In equation (1.1) and (1.3), the volatility
process (hn)n∈Z depending at time n, not necessarily symmetrically, through the coefficients
αi (sn) and βi (sn) together on the modulus and the sign of the past innovations. By setting
n = st +υ , εst+υ = εt (υ) , hst+υ = ht (υ) and est+υ = et (υ), Model (1.1) and (1.3) may
be equivalently written as

εt (υ) = ht (υ)et (υ) and ht (υ) = α0 (υ)+
q

∑
i=1

αi (υ)ε+t (υ− i)+βi (υ)ε−t (υ− i) ,

(1.4)
which we will make heavy use. In (1.4), α0 (υ) ,αi (υ) and βi (υ) with i ∈ {1, ...,q} are the
model coefficients at season υ and εt (υ) refers to εt during the υ− th “season” or regime,
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υ ∈ {1, ...,s} of cycle t. For the convenience, εt (υ) = εt−1 (υ + s) , ht (υ) = ht−1 (υ + s)
and et (υ) = et−1 (υ + s) if υ < 0. The non-periodic notations (εt) , (ht) , (et) etc. will be
used interchangeably with the periodic notations (εt (υ)) , (ht (υ)) , (et (υ)) etc. Note that
there are not restrictions to guarantee the positivity of ht (υ). However, the parameters of
TARCH(q) model have to be restricted to guarantee the stationarity (in periodic sense) and
the existence of moment of some orders. The process (εn)n∈Z is globally non stationary,
but is stationary within each period, are becoming an appealing tool for investigating both
volatility and distinct “seasonal” patterns with threshold effect and continue to gain a growing
interest especially in finance and monetary economics. Before processing, some algebraic
notations are used throughout the paper.

I(n) is the n×n identity matrix, O(n,m) denotes the matrix of order n×m whose entries
are zeros, for simplicity we set O(n,m) := O(n,m) and O(n,m) := O(n,m). The spectral radius
of squared matrix M is noted ρ (M), ‖.‖ refers to the standard norm in Rn or the uniform
induced norm in the space M(n) of n× n matrices. ⊗ denotes the Kronecker product of
matrices. Vec(M) is the usual column stacking vector of the matrix M. For any p > 0, Lp
= Lp (Ω,A,P) denotes the space of random variables X defined on some probability space

(Ω,A,P) such that E
{
|X |P

}
<+∞. The usual norm in Lp is given by ‖X‖p = E

{
|X |P

}

if p ∈]0,1[ and
(

E
{
|X |P

}) 1
p

otherwise.

2 Probabilistic Properties of PTARCH

Now, define for each υ ∈ S, the q−vector α1:q (υ) := (α1,α2, ...,αq)
′,

β
1:q

(υ) := (β1,β2, ...,βq)
′, 2q−vector H0 = (1,−1,0, ...,0)′ , 2q−random vectors

ε t (υ) :=
(
ε+t (υ) ,ε−t (υ) , ...,ε+t (υ−q+1) ,ε−t (υ−q+1)

)′
,

η t (et (υ)) := α0 (υ)
(
e+t (υ) ,e−t (υ) ,0, ...,0

)′
and 2q×2q−random matrix

Mυ (et (υ)) =




α1:q−1 (υ)e+t (υ)β
1:q−1

(υ)e+t (υ) αq (υ)e+t (υ)βq (υ)e+t (υ)
α1:q−1 (υ)e−t (υ)β

1:q−1
(υ)e−t (υ) αq (υ)e−t (υ)βq (υ)e−t (υ)

I(2(q−1)×2(q−1)) O(2(q−1)×1)


 .

With the above notations, equation (1.4) may be rewritten in state-space form εt =
H0ε t (υ) and

ε t (υ) = Mυ (et (υ))ε t (υ−1)+ηυ (et (υ)) (2.1)

Equation (2.1) is the same as the defining equation for independent periodic distribution
(i.p.d) random coefficient autoregressive models introduced recently by Aknouche and Guer-
byenne [2]. In this section, we are interested in causal solution of equation (2.1), i.e., the
solution (εt)t of model (1.1) and (1.3) such that εt is a measurable function of et−i for i≥ 0.
For this purpose, iterating Equation (2.1) s−time to get

ε t (s) =

{
s−1

∏
υ=0

Ms−υ (et (s−υ))

}
ε t (0)+

s

∑
k=1

{
s−k−1

∏
υ=0

Ms−υ (et (s−υ))

}
ηk (et (k))
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By setting ε t (0) = ε t , the last equation can be rewritten as

ε t+1 = H (et)ε t +η (et) , (2.2)

where

et = (et (1) ...,et (s))
′ , H (et) =

{
s−1
∏

υ=0
Ms−υ (et (s−υ))

}
,

and

η (et) =
s
∑

k=1

{
s−k−1

∏
υ=0

Ms−υ (et (s−υ))
}

ηk (et (k)) .

However, Equations similar to (2.2) were studied extensively in the literature (e,g., Bou-
gerol and Picard [4, 5] and the references therein)

2.1 Strict periodic stationarity
The existence of causal solution of (1.1) and (1.3) is equivalent to the existence of the

one of (2.2). Indeed, it is obvious that any causal solution of (1.1) and (1.3) leads via (2.1) to
the one of (2.2) and vice versa in a way that any component of a stationary solution of the
dual process (( ε ′t(1), ..., ε ′t(s))t∈Z (see Gladyshev [7] for more details) is one of (1.1) and
(1.3). In what follows, we examine the necessary and sufficient conditions ensuring the strict
stationarity of the models (2.2),the corresponding solution of equation (2.1) is however called
strictly periodic stationary (SPS). The key tool in studying the strict stationarity of (2.2) is
the top-Lyapunov exponent γL(H) associated with the sequence of random matrices (Ht)t
defined in equation (2.2) and given by,

γL (H) := inf
t >0

{
1
t

E

{
log

∥∥∥∥∥
t−1

∏
j=0

H
(
et− j

)
∥∥∥∥∥

}}
a.s.
= lim

t→∞

{
1
t

log

∥∥∥∥∥
t−1

∏
j=0

H
(
et− j

)
∥∥∥∥∥

}
. (2.3)

The last part of the above equation can be easily proved using Kingman’s [9] subadditive er-
godic theorem and the existence of γL(H) is guaranteed by the fact that E{log+ ‖H(et)‖}≤
E{‖H(et)‖}<+∞, where log+(x) = max(logx,0) for any x > 0. This shows that γL (H)
is independent of the chosen norm, so

γL (H) := lim
t→∞

{
1
t

log
∥∥∥∏t−1

j=0H
(
et− j

)∥∥∥
}
= logρ

(
∏t−1

υ=0Hs−υ
)
,

when H (et) is non-random matrix.

Exemple 2.1.
In PTARCH2(1) models, the necessary and sufficient condition ensuring the existence

of strictly periodically stationary solution is that
2
∑

ϑ=1
E
{

log
{

α1 (υ)e+0 +β1 (υ)e−0
}}

<

0. The zones for stationarity associated for TARCH(1) and for PTARCH2(1) with
α1 (2) = 0.25α1 (1), β1 (2) = 0.25β1 (1) and et  N (0,1) are shown in Figure(1).

It is clearly observed that the corresponding zone to TARCH(1) is less restrictive
than of that corresponding to PTARCH2(1).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

711



W. Slimani et al.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

α
1
(1)

β
1
(1
)

FIGURE 1 – Displayed is the stationary zones of TARCH(1)(dashed line) and
PTARCH2(1) (full line)

Proposition 2.1. If γL (H)< 0 then there is δ > 0 such that E(hδ
t )< ∞ and E(|εt |δ )<

∞ for all t.

Théorème 2.1. Equation (2.2) has a causal strictly stationary solution given by the
series

ε t+1 = ∑
k≥0

{
k−1

∏
j=0

H
(
et− j

)
}

η
(
et−k

)
(2.4)

if and only if γL(H) is strictly negative, the series (2.4) converges absolutely almost
surely and constitute the unique ergodic solution process to (2.2) and hence Equation
(2.1) is SPS process and admits a causal solution given by the series

ε t (υ) = ∑
k≥0

{
k−1

∏
j=0

Mυ−i (et (υ− i))

}
ηυ−k (et (υ− k)) (2.5)

which converges absolutely almost surely and the process (H ′0ε t(υ))t∈Z constitute the
unique, causal, SPS and periodically ergodic solution of equation (1.1) and (1.3).

Remarque 2.1. Even if the condition γL(H)< 0 could be used as a necessary and suf-
ficient condition for the strict stationarity of equation similar to (2.2), it is of little use
for practical checking of stationarity since this condition involve the limit of products
of infinitely many random matrices. Hence, some simple sufficient conditions ensuring
the negativity of γL(H) can be given :

1. If E

{
log

∥∥∥∥∥
s−1

∏
υ=0

Hs−υ (et (s−υ))

∥∥∥∥∥

}
< 0 or E

∥∥∥∥∥
s−1

∏
υ=0

Hs−υ (et (s−υ))

∥∥∥∥∥< 1 then γL(H)<

0.
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2. If E

{
log

∥∥∥∥∥
r

∏
j=0

H
(
et− j

)
∥∥∥∥∥

}
< 0 then γL(H)< 0.

3. If ρ(H)< 1, then γL(H)< 0 where H = E

{
s−1

∏
υ=0

Hs−υ (et (s−υ))

}
.

2.2 Second-order periodic stationarity
In this subsection we examine the conditions ensuring the existence of a unique causal

periodically ergodic and periodically correlated (PC) solution to (1.4). Formally a second-
order process (εt)t∈Z is said to be PC with period s, if for any integers t and k, E {εt+s}=
E {εt} and Cov(εt+s,εk+s) = Cov(εt ,εk), so when s = 1 a PC process is equivalent to
second-order stationary process. PC time series are common in many scientific fields where
the observed phenomena have significant periodic behavior in mean, variance and cova-
riance structure, namely in meteorology, hydrology, finance and economy. For convenience,
we shall considered the centred version of the state-space representation (2.1), i.e

ε̃ t+1 = H (et) ε̃ t + η̃ (et) . (2.6)

The main properties of the representation (2.6) are summarized in the following proposition.

Proposition 2.2. Consider the PTARCH(q) model (1.4) with state space representa-
tion (2.6), then the ε̃ l is orthogonal to η̃ (ek), i.e., E

{
ε̃ lη̃

′ (ek)
}
= 0 for all k ≥ l.

Théorème 2.2. Assume that

E
{

e4
t
}
< ∞ and ρ

(
E
{

H⊗2 (et)
})

< 1, (2.7)

then the series ε̃ t+1 = ∑
k≥0

{
k−1
∏
j=0

H
(
et− j

)
}

η̃
(
et−k

)
converges absolutely a.s and in

mean and constitute the unique, causal, strictly stationary having moments up to second-
order.

Remarque 2.2. For PTARCHs(1), the following assertions hold

1. When γL(H)> 0, almost surely ht →+∞ at an exponential rate, i.e.,
ρ tht →+∞ and ρ tε2

t →+∞ as t→+∞ for any ρ > e−γL(H).

2. When γL(H) = 0, in distribution ht →+∞, and ε2
t →+∞ as t→+∞.
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Abstract : Intelligent Transportation Systems (ITS) have emerged as a new technology
in the field of transport. This intelligence comes from the fact that vehicles can drive by
ensuring a certain level of security. Several approaches have been proposed in this area.
The aim of this paper is to ensure the authentication of a driver based on his behavior. To
achieve this goal, we have proposed a method which authenticates the driver based on a
set of characteristics before and after the vehicle start up, namely the adjustment of the
mirrors, seat,etc. The proposition is modeled with a graph theory. The results we obtained
have demonstrated the feasibility of our proposal by giving a low rate of false rejection and
false acceptance.

Keywords : Intelligent transport systems (ITS) ; Authentication ; Behavior ; Driver authentica-
tion ; Graph .

1 Introduction
Nowdays, the automation of tasks is becoming very important in our daily life, whatever

the field, smart homes, smart cities,etc., with the aim of improving the standard of living of
users, which requires greater knowledge of their privacy, but this is not without risks. Until
now, vehicle security has remained classic, mainly using locking devices, alarms or finger-
prints. The need for novelty in this area, especially in intelligent vehicles that communicate
more and more sensitive information with each other, has pushed the scientific community to
think about new methods to enhance the security of transportation systems, this which gave
birth to a new field of research called “Intelligent Transport Systems” (ITS). In recent years,
researchers are interested in the case of the smart car especially in driver authentication
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which led to a huge development in the latter. Several schemes have been developed based
on physical, biological and behavioral characteristics. In the area of physical biometrics, Kali-
kova et al. [6] have proposed an approach which is based on the use of an ear thermogram to
identify a driver. This thermogram provides information about the temperature distribution on
the surface of the ear which allows to determine its shape, an artificial neural network is used
to verify the legitimacy of the driver. Other researchers are interested in biological biome-
trics such as Santos et al.[4] have exploited the biometric aspect of electrocardiogram ECG
signals more precisely on the QRS complex in order to distinguish between a trustworthy dri-
ver and a malicious one. Some researchers have found that the physical features of the driver
are not the only things that make us unique. In fact, driving patterns can distinguish one rider
from another, Sei-Wang Chen et al. [1] have proposed a method for representing a driver’s
driving behavior in the form of graphs called Driving Habit Graph (DHG). Simulation results
have shown that the DHG method can effectively represent the driving style of a driver. In
the other hand, Putri et al. [2] have defined a new gaussian mixture model (GMM) based be-
havioral modeling approach to represent pre-processed data features with higher predictive
accuracy. The proposed methods were compared with the GMM baseline and the simulation
results proved the high degree of accuracy of these proposed methods compared with the
GMM method. an other approche is proposed by Burton et al. [5] to solves the problem of in-
security and unreliable transportation systems caused by vehicle misuse through continuous
driver authentication which consists in building a model of driving activities through a set of
features extracted during driving by applying various machine learning algorithms . In order
to provide a high degree of protection in intelligent transportation systems Yang et al.[3] have
also suggested a new mechanism for authenticating a driver based on the upper part of his
or her body more exactly on the dynamics of these upper body joint angles.The approach
can authenticate the driver by matching the driving behaviors of the current driver with the
driving behaviors of the vehicle owner.

In the rest of this paper some main concepts will be presented in the section 2. We
present, afterward in Section 3, the main phases of our protocol of authentication. In Section
4, we analyze our protocol performances. Finally, Section 5 concludes this paper.

2 Problem Statement and Definitions
After studying the behavior of a driver we found that the latter is confronted with certain

very common actions between drivers but in a different order of execution from one to ano-
ther, which motivated us to study these actions and deduce a general behavior that will be
able to distinguish them. To realize this, we first differentiated between the actions that the
driver performs before starting the car and the actions performed during the driving phase.
Before a car driver starts driving, he first performs certain actions, in our work we consider
the following actions :

– Mirror adjustment(MA) : Each driver adjusts the mirrors according to their size and
preferences, we take in consideration the three mirrors : central mirror (CM), left side
mirror (LSM), right side mirror (RSM). At first, for the sake of simplicity, we are only
interested in the degrees of horizontal adjustment.

– Steering wheel adjustment (SWA) : this action will be taken into account in relation to
its position in centimeters.
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– Positioning of the seat (PS) : A driver adjusts his seat in relation to his habits, we take
into consideration the adjustment of the height (HS) in centimeters, depth in centime-
ters (DS) and seat bib in radians (BS).

– The Seat Belt (SB) : This action is taken into consideration, in relation to the order of
its execution, for example there are people who put it on before starting the engine
and others who put it on afterwards.

– Engine ignition (EI) : This action is taken into account in the execution order.
Once the driver starts driving, it can be noticed that the passage from one speed to another
is done in the same speed interval for the same driver. This is why it can be considered
as a characteristic which makes it possible to identify a driver. then, we consider only the
minimum and maximum speeds reached as an action to engage a particular gear. We note
V(i,i+1)max and V(i,i−1)max, the respective maximum speeds of the passage from speed i to
speed i+ 1 and from speed i to speed i− 1, and V(i,i+1)min and V(i,i−1)min the respective
minimum speeds of the transition from speed i to i+1 and i to i−1.

3 Our proposal authentication system
Authentication of intelligent vehicle systems is a very sensitive part to protect the vehicle

from unauthorized access. To achieve this goal, we propose a new behavioral method of the
driver to authenticate him, since he sits on the seat of his car until he hits the engine. For this,
we have chosen to use graph theory to model these selected behaviors. The construction of
the graph G = N,V begins by forming the states which represent the actions of the driver
discussed in the section 2, and in the form of arcs the conditions and probabilities which
determine the order execution of actions. To train our model we divide it into two phases :

FIGURE 1 – General Graph
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3.1 Modeling phase of the typical driver Before and after starting
– Before starting : We divide the set of behaviors into two essential parts, namely the

behaviors of the possible adjustments (step1) : of the seat (PS), of the steering wheel
(SWA) and the mirrors (MA) ; as well as the vehicle starting actions (step2) : Engine
ignition (EI) and seat belt (SB) as mentioned in the figure 1. The transition between
two nodes of the graph are done with conditions such as the interval of adjustments
mentioned on each arc, and probability which is fixed by statistics in learning phase.

– After starting : In our proposal we considered that the order of gear change must be
imperatively respected, which means that in order to change from the first gear to the
third gear the driver must first go through the second gear. As shown below :

{
vi −→ v j if j = i+1 (1)

For the downshift process we assume that the transition from a speed i to a speed i-1
is done directly, but to move to a speed lower than i-1 the passage through the neutral
gear is mandatory. This hypothesis can be represented as follows.

{
vi←− v j if i = j−1
vi −→ pm−→ v j if i < j−1

(2)

3.2 Authentication verification phase
In order to ensure the authentication of a driver before and after starting driving, we

have defined an acceptance index I which indicates the degree of similarity between the
acquired biometric information and the reference model that represents the legitimate driver
characteristics recorded during the modeling phase. This index takes a value between 0 and
1, it is calculated on the basis of two indices generated during the two authentication phases
as follow.

I =
I1 ∗m+ I2

1+m
(3)

m : is a coefficient that makes the actions of phase 1 more important than those of phase 2.
– Before starting : we generate an index I1 from two sub-indices I11 and I12 which

correspond respectively to the steps 1 and 2, as shown in this equation :

I1 =





I11 + I12

I11 = I11 +a∗ x1 +b∗ y1

I12 = I12 + c∗ x2 +d ∗ y2

(4)

(a,b) =

{
(0,1) If it’s the right action

(−1,0) Else
(c,d) =

{
(0,1) If it’s the right action

(−1,0) Else

– after starting : In this case the variation of the speed is frequent for each passage of a
speed to another one we verify if it is in the interval of the reference model or not and
according to this comparison the acceptance index it varies by the following function :

{
I2 = I2 + x∗ min(|V−V(i,i+1)min|,max|V−V(i,i+1)max|)

100 + y∗
Int
1.5−|V−Vavg|

100
(5)
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With : (x,y) =

{
(0,1) If it’s in the range of the reference model

(−1,0) Else

Int =V(i,i+1)max−V(i,i+1)min.

V(i,i+1)avg =
V(i,i+1)max+V(i,i+1)min

2
The increment and decrement of these indices I1 and I2 is done according to the result
of comparison between the observed behavior and the reference model (if the value of the
observed model belongs to the interval of the reference model). Once the acceptance index
of the observed driver is calculated, it will be compared to a particular value (fixed during the
simulation) in order to validate the legitimacy of the driver.

4 Simulation results
We performed our simulations on a platform using JAVA. We applied our approach on

50 drivers and initialized the intervals of the reference model according to the data extracted
from the legitimate driver. These data are stored in a database created under the MySQL
server. This simulation allows us to evaluate the performance of our proposal by evaluating
the False Acceptance Rate (FAR) and the False Rejection Rate (FRR).

FIGURE 2 – a- Curve illustrating the values of the FAR. b- Curve illustrating the values
of the FRR. c- Curve illustrating the values of the FAR/FRR.

The figure 2-a- shows the variation of the FAR according to the acceptance index, the
FAR is defined as the percentage of impostor drivers who were wrongly recognized as a
legitimate driver. We notice that the value of FAR degrades as the value of the acceptance
index increases and from 0.4 the rate of FAR tends to 0.

Figure2-b- shows the variation of the FRR considered as the percentage of legitimate dri-
vers that were recognized as impostors as a function of the acceptance index. We notice that
if the value of the acceptance index is fixed between [0,0.5] the FRR is null, over this value
the FRR increases until it reaches the maximum, this is due to the value of the acceptance
index that is higher than the matching index of the legitimate drivers.

In the figure Figure 2-c- shows the evolution of the FRR and the FAR according to the
acceptance index. Comparing these results, we notice that our proposal achieves the best
performance when the acceptance index is set between 0.4 and 0.5.

In order to be able to fix the value of the matching index to which the acceptance index
must be compared, simulations on 20 drivers with 20 authentication attempts for each driver
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were carried out. The simulation results shows that if the matching index is set to 0.4 we will
have an illegitimate driver who will be accepted twice as the good driver : FAR ≈ 0.005 and
FRR ≈ 0. If the matching index is set to 0.5 we will have two legitimate drivers that will be
rejected, one of which is rejected twice and the other only just once : FAR ≈ 0 and FRR ≈
0.0075.

From this results the acceptance index will be compared at 0.5. The choice of this value
is justified by the fact that a driver who has been falsely rejected can reauthenticate himself
while a driver who has been falsely accepted can generate serious risks.

5 Conclusion
To conclude, the driving behavior of a driver was analyzed from certain actions before

and after his departure. Driving behavior was also modeled by graph theory to prove its
validity. and finally, the results showed that our proposal based on the behavior of conductors
offers good performance by setting the value of our acceptance index.
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Abstract :
In this work, we analyze a retrial queue with reliable server and two types of primary cus-
tomers persistent and impatient having different general service distributions. After this, we
suggest a supplementary variables method for analysis of the Markov process, which des-
cribes the functioning of the system, and find the joint distribution of the server state in terms
of generating functions, and some performance measures of the system, such as the mean
number of customers in the retrial queue and in the system.

Keywords : retrial queue ; reliable server ; impatient ; persistent ; supplementary variables
method ; performance measures.

1 Introduction
Retrial queuing systems have been widely used to model many practical problems arising

in production systems and quality control issues, telecommunication technology, computer
systems, and telephone networks. For a recent account of this system can be found in the
monographs of (Yang & Templeton, 1987 [7] ; Falin, 1990 [4] ; Falin & Templeton, 1997[5] ;
Aissani & Artalejo, 1998 [1] ; Artalejo & Gómez-Corral, 2008 [2] ; Boualem, 2014[3] ; Taleb &
Aissani, 2016[6] ; Aissani & Ferhat, 2018[8] ; and Zirem & Boualem, 2019[9]).

All of these aforementioned works deal with cases various retrial queueing models which
may have some of the following characteristics : (i) Poisson arrivals, batch arrivals, (ii) expo-
nentially or generally distributed service times, (iii) single or multiple servers, (iv) reliable or
unreliable server, (v) single or multiple orbit. But in this paper we are interested just in a new
version of a reliable retrial queue with persistent and impatient customers.
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The remainder of this article is organized as follows. Firstly, we introduce the mathema-
tical description of the model. After this, by using supplementary variables technique and
probability generating function method, we study steady-state distribution of the model. Fi-
nally, we describe it in terms of generating function and then we give some performance
measures.

2 Model Description
We consider an M/G/1 retrial queue with two types of customers : persistent(arrival

type1) and impatient(arrival type2). The persistent and impatient customers arrive according
to independent Poisson processes with rate λ1 > 0 and λ2 > 0 respectively.

– If an arriving primary customer persistent or impatient finds the server free, it is served
immediately and leaves the system after service completion.

– If an arriving persistent customer finds the server busy, it join the orbit and returns later
to try again until it finds the server free.

– If an arriving impatient customer finds the server busy, it join the orbit with probability
m or leave the system with probability 1−m.

– If the server is free then it starts serving the customer from the batch which is on the
head of the queue in accordance with an FCFS(First Come First Served) discipline.

– The persistent customer at the head of the retrial queue attempts to reach the server
in a random time exponentially distributed with rate α1 > 0.

– The impatient customer at the head of the retrial queue attempts to reach the server
in a random time exponentially distributed with rate α2 > 0.

– The retrial customer is required to cancel its attempt for service if a primary customers
arrives first. In this case, if the retrial customer was persistent will return to it position in
the retrial queue, but if the retrial customer was impatient chooses return to it position
in the retrial queue with probability q or leave the system with probability 1−q.

– Secondary customer become impatient after a limited patience duration when this
duration expires, they leave the system forever without having reached their service,
the impatient duration follows an exponential distribution of rate ϕ > 0.

– Successive service times for customers of type1 and type2 are independent with com-
mon probability distribution function Bi(x), i = 1,2, density function bi(x), i = 1,2,
and conditional completion rate βi(x), i = 1,2. With ;

βi(x) =
bi(x)

1−Bi(x)
, i = 1,2.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

722



N. Dehamnia et al.

FIGURE 1 – Schematic representation of the queueing model.

3 Steady state distribution
The state of the system at time t can be described by the Markov process :

X(t) = {C(t),N(t),ξ 1(t),ξ 2(t), t ≥ 0}, with :
– C(t) : represent the server state at time t such as,

C(t)=





0 i f the server is f ree at time t.
1 i f the server is busy with persistent customer at time t.
2 i f the server is busy with impatient customer at time t.

– N(t) : represent the number of customers in the retrial queue at time t.
– ξ 1(t) : the elapsed service time for persistent customer at time t.
– ξ 2(t) : the elapsed service time for impatient customer at time t.

We introduce the following functions which describe the joint distribution of the server
state as follows :
P0,n(t) = P(C(t) = 0,N(t) = n), n≥ 0 ,
P1,n(t,x)∂x = P(C(t) = 1,N(t) = n,x≤ ξ 1(t)< x+∂x), n≥ 0,x > 0,
P2,n(t,x)∂x = P(C(t) = 2,N(t) = n,x≤ ξ 2(t)< x+∂x), n≥ 0,x > 0.
The limiting probabilities when the stability condition is met are
lim
t→∞

P0,n(t) = P0,n, n≥ 0,

lim
t→∞

P1,n(t,x) = P1,n(x), n≥ 0,

lim
t→∞

P2,n(t,x) = P2,n(x), n≥ 0 .

Using the supplementary variable technique, the Kolmogorov forward equations, which
govern the system under the steady-state conditions, can be written as follows :

[(λ1 +λ2)+(α1 +α2)]P0,n =
∫ ∞

0
P1.n(x)β1(x)dx+

∫ ∞

0
P2.n(x)β2(x)dx,n≥ 0,

(1)
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[λ1 +β1(x)+
∂
∂x

]P1,n(x) = λ1P1,n−1(x),n≥ 0, (2)

[mλ2 +β2(x)+ϕ +
∂
∂x

]P2,n(x) = ϕP2,n+1(x)+mλ2P2,n−1(x),n≥ 0, (3)

The boundary conditions are given as follows :

P1,n(0) = λ1P0,n +α1P0,n+1,n≥ 0, (4)
P2,n(0) = qλ2P0,n +[α2 +(1−q)λ2]P0,n+1,n≥ 0, (5)

The normalizing condition is :

∞

∑
n=0

(P0,n +
∫ ∞

0
P1,n(x)dx+

∫ ∞

0
P2,n(x)dx) = 1. (6)

We introduce the following generating functions which are convergent for each x > 0,
P0(z) = ∑∞

n=0 P0,nzn, P1(z,x) = ∑∞
n=0 P1,n(x)zn, P2(z,x) = ∑∞

n=0 P2,n(x)zn.
The equations.(1)–(6) are transformed into the equations

[(λ1 +λ2)+(α1 +α2)]P0(z) =
∫ ∞

0
P1(z,x)β1(x)dx+

∫ ∞

0
P2(z,x)β2(x)dx, (7)

[λ1 +β1(x)+
∂
∂x

]P1(z,x) = λ1zP1(z,x), (8)

[mλ2 +β2(x)+ϕ +
∂
∂x

]P2(z,x) =
ϕ
z

P2(z,x)+mλ2zP2(z,x), (9)

P1(z,0) = λ1P0(z)+
α1

z
P0(z), (10)

P2(z,0) = qλ2P0(z)+
[α2 +(1−q)λ2]

z
P0(z), (11)

P0(1)+
∫ ∞

0
P1(1,x)dx+

∫ ∞

0
P2(1,x)dx = 1. (12)

Solving (8) and (9), we obtain

P1(z,x) = (
λ1z+α1

z
)P0(z)(1−B1(x))e−λ1(1−z)x, (13)

P2(z,x) = (
qλ2z+α2 +(1−q)λ2

z
)P0(z)(1−B2(x))e−(mλ2(1−z)+ ϕ(z−1)

z )x. (14)

3.1 Theorem
If the stability condition is fulfilled, we can obtain
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3.1.1 Corollary

In steady state, the marginal generating functions of the orbit size are given by
– P0(z) when the server is free,

– P1(z) = (λ1z+α1
z )P0(z)L̄B1(λ1(1− z)) when the server is busy with persistent custo-

mer,

– P2(z) = ( qλ2z+α2+(1−q)λ2
z )P0(z)L̄B2((mλ2− ϕ

z )(1−z)) when the server is busy with
impatient customer.

3.1.2 Corollary

Let Nq and Ns be the numbers of customers in the retrial queue and in the system in
steady state, respectively. Then the generating functions of Nq and Ns are given by

Pq(z)= [1+(λ1z+α1
z )L̄B1(λ1(1−z))+( qλ2z+α2+(1−q)λ2

z )L̄B2((mλ2− ϕ
z )(1−z))]P0(z),

Ps(z)= [1+z((λ1z+α1
z )L̄B1(λ1(1−z))+( qλ2z+α2+(1−q)λ2

z )L̄B2((mλ2− ϕ
z )(1−z)))]P0(z).

The results of corollary 3.1.2 are derived from relations

Pq(z) = E[zNq ] = P0(z)+P1(z)+P2(z),
Ps(z) = E[zNs ] = P0(z)+ z(P1(z)+P2(z)).
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Abstract : We deal with an infinite-space single server Markovian queue with working
breakdown, balking, and reneging, both single and multiple vacation. In addition, we sup-
pose that once the regular busy period is terminated, the server has to wait a random period
before he goes on a vacation (waiting server). The steady-state solution of the queueing
system has been established via the matrix geometric method.
MSC: 60K25 ; 68M20 ; 90B22

Keywords : Queueing models ; impatience ; vacation ; matrix method ; working breakdown.

1 Introduction
During recent years, the literature on queueing systems with customers’ impatience have

paid a great attention because of their wide applications in several real life situations, such
as communication and telecommunication systems, production/manufacturing systems, etc.
For recent research works on the subject, the reader may refer to Yue et al. [6]. Wang and
Chang [5], Afroun et al.[1]. Bouchentouf et al. [2, 3] and the references therein.

In this work, we consider an infinite-space single server Markovian queue subjected to
single and multiple vacation, with waiting server, working breakdown, balking, and reneging.
The considered system is appropriate to model several real life situations, such as commu-
nication and telecommunication systems, production/manufacturing systems, etc. However,
to the best of our knowledge, there is no work where the various features (waiting server,
working breakdown, balking, reneging, single and multiple vacation) have been considered
together for unreliable server queueing models, even in the most recent studies. This moti-
vates us to study the proposed system which regroups all these features at the same time.
∗Corresponding Author
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2 Model description
We consider an M(λ )/M(µ1)/1/∞/FCFS. The system alternates between up state

and down state. In the up state, it is either in regular state or in vacation state. In the down
state it is in the working repair state. Once the regular busy period is terminated, the server
has to wait a random period before he goes on a working vacation. The waiting time has an
exponential distribution with rate η . The vacation period follows an exponential distribution
with rate φ . Further, the queueing system is analyzed under both single (at vacation period
completion, the server switches to the busy period and stays there waiting for a new arrival)
and multiple (if at the end of working vacation, the system is still empty, the server takes
another vacation) vacations. Let δ be the indicator function :

δ =

{
1, for the single vacation policy ;
0, for the multiple vacation policy.

During a regular busy period, the server may break down, and the breakdowns are sup-
posed to occur according to a Poisson process with rate ϕ. In addition, once the system
breaks downs, the system immediately goes to reparation period whose duration follows an
exponential duration with rate γ.

When the system is in the breakdown state, it still offers customer service but at a lower
service rate. The service time in this state follows an exponential distribution with rate µ2
(µ2 < µ1).

A customer on arrival finds n customers in the system, decides to enter the queue with
probability θ or balk with probability 1−θ .

Whenever a customer arrives at the system and finds the server on vacation, or on wor-
king reparation periods, he respectively activates an impatience timer T0, T2. If the custo-
mer’s service has not been completed before the customer’s timer expires, the customer
may abandon the system. This time Tj j = 0,2, is a random variable exponentially distri-
buted with rate ξ j. In addition, we assume that the customers timers are independent and
identically distributed random variables and independent of the number of waiting customers.

3 System states process
The queueing system suggested can be analyzed as a quasi-birth-and-death(QBD) pro-

cess. Let N (t) be the number of customers in the system at the moment t, N (t) ≥ 0.
Let

J (t) =





0, The system is in a vacation period ;
1, The system is in a busy period ;
2, The system in a working breakdown period

be the state of the servers at the moment t ≥ 0.
Here, we take Ωt = {(N (t);J (t))}. Then, easily, we can see that {Ωt ; t ≥ 0} is a

regular irreducible continuous time Markov chain (CTMC) with state space S={(n, j) : n ∈
Z+; j = 0,1,2} where n denotes the number of customer in the queue and j denotes the
server state.

Following the concept of Neuts [4], the infinitesimal generator Q for the process can be
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represented in the block matrix form

Q =




A0 B0
C1 A1 B1

C2 A2 B1
. . .

. . .
. . .

CN AN B1
. . .

. . .
. . .




,

where N is a sufficiently large number such that when the number of customers n ≥ N, we
approximate the matrices An and Cn by AN and CN , respectively.

A0 =



−(λ +δφ) δφ 0

η −(λ +η +ϕ) ϕ
0 γ −(λ + γ)




B0 =




λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ


, B1 =




θλ 0 0
0 θλ 0
0 0 θλ




An =



−(θλ +nξ0 +φ) φ 0

0 −(θλ +µ1 +ϕ) ϕ
0 γ −(θλ +µ2 +nξ2 + γ)


 , n≥ 1

Cn =




nξ0 0 0
0 µ1 0
0 0 µ2 +nξ2


 , n≥ 1

4 Stability condition
Théorème 4.1. The Markov chain Ωt has a stationary distribution if and only if the
following inequality

θλ <
γµ1 +ϕ (µ2 +Nξ2)

γ +ϕ
is satisfied.

Preuve. From the Theorem 3.1.1 of Neuts [4], the approximated system is stable and
the steady-state probability vector exists if and only if

Y B1e < YCNe, (1)

where Y is the invariant probability of the matrix F = CN +AN +B1. The vector Y
satisfies Y F = 0 and Ye = 1, where e is a column vector with all elements are equal to
one. After doing a calculation, the vector Y = [0,γ/(ϕ+γ),ϕ/(ϕ+γ)] can be obtained.
Substituting B1 and CN into (1) and doing some routine manipulation leads to

θλ <
γµ1 +ϕ (µ2 +Nξ2)

γ +ϕ

which completes the proof of the Theorem.
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4.1 Steady-state solution
Let πn, j = lim

t→∞
P{N (t) = n;J (t) = j}, (n; j) ∈ S, denote the steady-state system

probabilities of the Markov chain (Ωt)t≥0.
The system of balance (Chapman-Kolmogorov) equations for these probabilities is given

as follows :

(λ +δφ)π0,0 = ηπ0,1 +ξ0π1,0, n = 0,
(θλ +ξ0 +φ)π1,0 = λπ0,0 +2ξ0π2,0, n = 1,

(θλ +nξ0 +φ)πn,0 = θλπn−1,0 +(n+1)ξ0πn+1,0, n≥ 2,
(λ +η +ϕ)π0,1 = δφπ0,0 +µ1π1,1 + γπ0,2, n = 0,

(θλ +µ1 +ϕ)π1,1 = λπ0,1 +µ1π2,1 +φπ1,0 + γπ1,2, n = 1,
(θλ +µ1 +ϕ)πn,1 = θλπn−1,1 +µ1πn+1,1 +φπn,0 + γπn,2, n≥ 2,

(λ + γ)π0,2 = ϕπ0,1 +(µ2 +ξ1)π1,2, n = 0,
(θλ +µ2 +ξ1 + γ)π1,2 = λπ0,2 +(µ2 +2ξ1)π2,2 +ϕπ1,0, n = 1,
(θλ +µ2 +nξ1 + γ)πn,2 = θλπn−1,2 +(µ2 +(n+1)ξ1)πn+1,2 +ϕπn,0, n≥ 2,

The normalizing condition is as

∞

∑
n=0

πn,0 +
∞

∑
n=0

πn,1 +
∞

∑
n=0

πn,2 = 1.

Under the stability condition, the system of balance equations can be done in the follo-
wing matrix form as : 




ΠQ = 0,
∞

∑
n=0

Πnen = 1.

where e is a column vector with all elements are equal to 1. Π = (Π0,Π1, ...) is the steady-
state probability vector of the transition rate matrix Q, and Πn is given as :

Πn = (πn,0,πn,1,πn,2), n≥ 1.

When the stability condition is fulfilled, the sub-vectors of Π satisfy

Πn = ΠNRn−N , n≥ N, (2)

where the matrix R is the minimal non-negative solution of the matrix quadratic equation

B1 +RAN +R2CN = 0.

As in [4], we can calculate the successive approximation

Rn+1 =−(B1 +R2
nCN)(AN)

−1,n≥ 0.
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From equation ΠQ = 0, we obtain

Π0A0 +Π1C1 = 0 (3)
Π0B0 +Π1A1 +Π2C2 = 0 (4)

Πn−1B1 +ΠnAn +Πn+1Cn+1 = 0, 2≤ n≤ N−1 (5)
ΠN−1B1 +ΠNAN +ΠN+1RCN = 0 (6)

ΠNRn−N−1B1 +ΠNRn−NAN +ΠNRn−N+1CN = 0 for n≥ N +1. (7)

The normalizing condition is as :
∞

∑
n=0

Πnen = 1. (8)

From equation (3) to (6), after some mathematical manipulations, we get

Πn−1= Πnψn, 1≤ n≤ N (9)

and

ΠN [ψNB1 +AN +RCN ] = 0, (10)

where
ψ1 =−C1 (A0)

−1 ,

ψ2 =−C2 (A1 +ψ1B0)
−1 ,

ψn =−Cn
(
An−1 +ψn−1B1

)−1
, for 3≤ n≤ N.

Using equation (8) and (9) we obtain

ΠN

[
N

∑
n=1

l

∏
i=N

ψi +(I-R)−1

]
en = 1 (11)

Solving equation (10) and (11), yields ΠN . We use equation (2) and (9) to get Πn for
n≥ 0
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Abstract : Protecting a machine from malicious mobile codes based on mobile code analy-
sis, especially, programs rewriting while using formal methods have been proven secure. A
rewriting code approach based on process algebra has been proposed to reinforce security
programs, where it reduces the problem of reinforcing security policies to a problem of sol-
ving a system of algebraic equations. Despite the robustness of this approach in obtaining
a code respecting a given policy from a code which does not respect it, it is still too abstract
to be applied to a real language, which is one of the fundamental issues. In this paper, we
propose a new approach to automatic mobile code security reinforcement that aims to inhe-
rit the robustness of the process algebra-based code rewriting approach and to achieve a
relatively high level of facility in applying this approach on a real language.

Keywords : Automatic reinforcement ; Mobile Codes ; Security Policy ; Process Algebra ; Lo-
gic

1 Introduction
Recently, research in distributed systems has seen the emergence of a new techno-

logy that is mobile codes. A mobile code is a set of instructions written in a programming
language that runs on one or more machines to which it is temporarily linked. The main
advantages of mobile codes are bandwidth optimization and flexibility. In turn, increased
flexibility is accompanied by a more vulnerable cost of intrusions. Mobile codes generated
by malicious machines can attack the environment where they run through several types of
attacks, namely, denial of service, masquerade, attack on privacy, etc. Therefore, protecting
the machine from malicious mobile code is a requirement. Different methods have been used
with the aim of protecting a machine from malicious code. Among them, authentication and
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access control methods [1] [2], and analysis of mobile code methods, namely, static analysis
[3] [4], dynamic analysis [5], and hybrid methods or programs rewriting methods with finite
state automata [6], algebraic method [7], and so on. Although the former category for ap-
plying security is rather simple and can be described as preventive, their major drawback is
that they base their decision to execute a code or not on its origin and not on the code itself.
Indeed, it is not because we trust a host that it cannot send a malicious code. Static analysis
is limited to checking basic security properties. To check the high-level security properties,
values of variables are often required. This is why the use of dynamic analysis techniques
is necessary. However, these techniques cause a considerable loss of performance. These
losses are mainly caused by the tests added in the code. Hybrid methods are the most in-
teresting method, because they try to combine the advantages of both static and dynamic
methods. They enable to modify a program to make it compatible with a given security policy.
In its basic step [7], the proposed solution allows obtaining a code respecting a given policy
from a code which does not respect it, therefore, we can say that it allows the execution of
all the codes. However, the proposed approach is still too abstract to be applied to a real
language. In this paper, we propose a new automatic reinforcement approach of mobile code
security that efficiently enhances the robustness of the mechanism proposed in [7] by fur-
ther enriching their aspects. We intend to redefine the technique by making improvements in
several levels to facilitate its application in a real language.

2 The proposed solution
In our work, we propose to redefine the technique proposed in [7] by making impro-

vements in several levels to be applied in a real language. Indeed, we propose to specify
the properties by a high level logic formalism. Moreover, we propose to introduce the unifi-
cation modulo an equational theory in order to take into account the equivalent actions of
the program. The equivalence of the actions is reduced to their effects on the environment.
Finally, we optimize the calculation of the Greatest Common Factor (GCF) by characterizing
the actions with zero effect on the considered security property. In what follows, we give the
detailed description of the algebraic approach that allows to enforce security properties on
a program. First, we introduce some definitions. Then, we present the logic that will allow to
specify the security properties and describe the approach adopted in order to generate the
secure program.

2.1 Definitions
Définition 2.1. Greatest Common Factor (GCF) : Let P and Q be two processes, the
GCF of P and Q, denoted by PuQ, is a process P

′
such that the following conditions

hold :

– P
′ v P

– P
′ v Q

– ∀P”,P” v P and
P” v Q−→ P” v P

′

where, αv β means that all traces of α are traces of β .
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Définition 2.2. The derivative [8] of a process P with respect to an action α , denoted
by ∂α(P), is the process that remains to be executed after having executed the action
α . Thus, the derivative is defined as follows : ∂α(P) = {P

′ |P α−→ P
′}.

Définition 2.3. The function δ (P) defines the set of actions by which a process P can
start its execution. Thus, this function is defined as follows : δ (P) = {α|∃P′ ∧P α−→
P
′}.

Définition 2.4. Unification : Two terms a and b belonging to T (F,X) (a term defined
on a set of symbols F and a set of variables X, T (F,X) denotes the algebra of terms
defined on F and X) are unifiable if there exists a substitution σ : X v T (F,X) such
that σ(a) = σ(b). The most general unifier of a and b noted mgu(a,b) is a substitution
σ such that :





σ(a) = σ(b)

∀σ ′ : σ ′(a) = σ ′(b), ∃σ ” : σ ′ = σ o σ ”

Définition 2.5. Unification modulo equational theory : Let E be an equational theory
a =E b and only if a↓= b↓ in E, where a↓ denotes the normal form of a∈ E. Two terms
a and b belonging to T (F,X) are unifiable modulo equational theory, if there exists a
substitution σ : X v T (F,X) such that σ(a) =E σ(b). The general unifier of a and b is
noted mguE(a,b) is a substitution σ such that :





σ(a) =E σ(b)

σ ′ , σ ” : σ ′(a) = σ ′(b) and σ = σ ′ o σ ”

2.2 Logical language for the security policies specification
Logic languages are widely used as a formal language to specify security policies.

Indeed, logics allow to express security properties in a more natural way. In the context of
our work, we have realized the need to define a logic to describe the security policies that
will be used during the reinforcement process. It must meet three criteria, namely : (i) linear
and temporal, or a logic that allows to express properties that verify a linear model is needed,
the assumption of linearity means that a process can only be in one state at a given time ;
(ii) well suited for the specification of safety properties, and (iii) allowing the specification
of infinite properties. There are programs that run indefinitely and it is important to be able to
capture this kind of behavior. The use of logic as a language for specifying security policies
has led to the introduction of a new operator for calculating the GCF (denoted uℵ ) between
a process and a logic formula such that P

′
= Puℵ Φ respects the following properties :

P
′ |= Φ (1)

P
′ v P (2)

∀Q : (Q |= Φ∧Qv P)−→ Qv P
′

(3)
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The property 1 ensures that the process P
′

satisfies the security policy Φ, the property
2 ensures that all traces of Puℵ Φ are also traces of P, and the property 3 ensures that P

′

is the most general program (the largest in terms of execution traces) that satisfies Φ.
In order to meet the above criteria, we have defined a logic, noted ℵ, inspired by the

formalism for extended regular expressions. Intuitively, ℵ is a linear logic that expresses the
regular language class, but with the possibility of expressing possibility to express infinite
properties. Our choice is motivated by the fact that we are looking for a logic that marries well
with the syntax of process algebras in order to meet our main objective, which is to enforce a
security policy on a program. We have chosen the most used operators by temporal logics,
and which correspond to our needs to express the security properties. Let α an action, the
syntax of ℵ is presented below.

Φ ::=> | 0 | 1 | α | ¬Φ |Φ.Φ
′ |Φ∨Φ

′ | next(Φ) | ∪(Φ, Φ
′
)

where
– > indicates true.
– 0, 1 indicates the formulas corresponding to the blocked (respectively terminated)

processes.
– α indicates the formula corresponding to an elementary action.
– ¬Φ represents the negation of a formula.
– Φ.Φ′ represents Conjunction of two formulas.
– Φ∨Φ′ represents the inclusive ’or ’ between two formulas.
– next(Φ) indicates that from the next action, the formula Φ will be true.
– ∪(Φ, Φ′) indicates that Φ′ will become true when Φ stops being true.

2.3 Optimization of the reinforcement
During our study, we have noticed that there are derivatives of a formula that do not

change, this is where the idea of optimization came from. For this reason, we define the set
of irrelevant actions of a logical formula. This set contains the actions that do not change
the state of a formula if we calculate its derivatives with respect to them. We define the
function Γ that calculates the irrelevant actions of the formula. An action α has no effect on
the environment if ∂α(ϕi) = ϕi, whatever the sub-formula ϕi of ϕ .





Γ0(ϕ) = /0

Γi(ϕ) =
⋃

α∈ϕ+

ℵ
∂ i

α (ϕ)=ϕ

{α}

Where
ℵ ∂ i

α(ϕ) is the ith derivative with respect to α , and ϕ+ is the set of actions of ϕ .
We generalize this definition as follows : Γ(ϕ) =

⋃∞
i=1 Γi(ϕ).
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2.4 Algorithm
The problem of enforcing a security property on a program P turns to find PuE Φ, a

GCF of P and Φ. The idea is to generate a linear system where its resolution gives PuE Φ.
Therefore, from the previous properties given above, we construct the algorithm (cf., Algo-
rithm 1) allowing to compute the GCF of P and Φ by generating a linear system and resolving
it. The function o(x) allows to knew weather x↓ or not. O(α, β , A) is an operator that is
used to find the substitutions (if they exist) that make two actions equivalent, and adds the
substitutions of constants as an additional condition, the A will contain the irrelevant actions,
so if our action α is not relevant, we remain in the same state and without substitution.

Algorithm 1 Algorithm for the calculation of PuE Φ

1: E←{PuE Φ = o(P)×o(Φ)+∑
(α, β )∈δ (P)×ℵ

δ (Φ)
(µ, σ)∈O(α, β , Γ(Φ))

µ.(∂α(P)σ uE
ℵ ∂β (Φ)σ)} ;

2: while exists expression equivalent to Pi uΦi in the right member of any equation
in E that does not appear in the left limb do

3: E ← E ∪ {Pi uE Φi = o(Pi) × o(Φi) + ∑
(α, β )∈δ (Pi)×

ℵ
δ (Φi)

(µ, σ)∈O(α, β , Γ(Φi))

µ.(∂α(Pi)σ uE

ℵ ∂β (Φi)σ)} ;
4: end while
5: Return the solution of the linear system E.

3 Implementation
To validate the proposed approach, we have applied it on a real language that is the C

language under the Linux operating system, which has a built-in C compiler, namely the gcc
compiler.

The implemented grammar allows to represent all the actions of a program, a condition,
a loop and condition, a loop and simple operations. This grammar is represented by the fol-
lowing BNF (Backus-Naur Form) grammar :
P :: instruction OMEGA/condition COND instruction OMEGA/instruction∗instruction OMEGA
Instruction :: a(var,var).inst/a(var,cte).inst/r(var).inst/s(var).inst/w(var).inst
Var :: a/b/c. . . /z
Cte :: 1/2/. . . ../100
Condition :: (var = var) ET condition/(var = cte) ET condition/(var = var) OU
condition/(var = cte) OU condition/(var > var) ET condition/(var > cte) ET
condition/(var > var) OU condition/(var > cte) OU condition/(var < var) ET
condition/(var < cte) ET condition/(var < var) OU condition/(var < cte) OU
condition/epsilon

Firstly, we have introduced the process ((s = 0)CONDs(s)∗), which has a condition
in a loop which is not allowed by the grammar. Therefore, the prototype indicates that the
introduced process does not respect the grammar.

In the second case, we have introduced the following process P = a(z,2).r(x).(x <
0)CONDa(x,x+1).s(x)OMEGA and the following security policy Φ= 7r(y)∗r(y).a(y,y−
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z).7s(0)OMEGA. Thus, the implemented prototype generates a system of equations and
does not solve the system.

4 Conclusion
In this paper, the mobile codes security problem is considered, where we’ve proposed

an approach for an automatic reinforcement of mobile code security. The main contribution of
this paper is the construction of an efficient security approach that can be applied for a real
language. To do this, the security properties are specified by a high level logic formalism. For
the validation of the proposed approach, we have applied it on a real language that is the C
language.
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Résumé Le besoin de la planification existe dans la plupart des entreprises. Général Em-
ballage comme toute entreprise essaye d’assurer une bonne planification de la production
de ces machines mais elle se trouve confronté à des côuts liés à sa production. L’objectif
principal de notre travail est la minimisation de la rogne (chute) dans la production des
plaques du carton ondulé au sein de l’entreprise Général Emballage, en proposant des
plans de découpe optimaux. Notre travail est basé sur une étude statistique prévisionnelle
afin d’estimer la demande du produit étudié. Ensuite, nous avons formulé notre problème
comme un problème de ” Cutting stock ” qui est un programme linéaire en nombre entiers.
Pour la résolution du problème ; la méthode de ” génération de colonnes ” a été appliqué
sous Matlab. Les résultats obtenus indiquent que les plans de découpe trouvés minimisent
la chute totale dans la production des plaques du carton ondulé.

Mots clés : L’entreprise Général Emballage ; Optimisation Combinatoire ; Cutting Stock ;
Rogne ; Méthodes de prévision ; Génération de Colonnes ; Emballage

1 Introduction
L’entreprise GE (Gènèral Emballage) est leader en Algèrie de l’industrie du carton on-

dulé. Elle a très tot mise sur l’application des approches scientifiques en s’impliquant dans
les programmes de formation avec l’universitè. De ce fait, le carton ondulè prend de plus
en plus une place importante dans l’industrie ”Packaging” et comme toute entreprise, GE se
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739

http://www.univ-bejaia.dz/moad22
https://orcid.org/0000-0002-9749-8049


Production du Carton Ondulé au niveau de l’Entreprise Générale Embalage

trouve confrontèe à une forte mutation de son environnement se traduisant par une clientèle
de plus en plus exigeante sur le coût, la qualitè du produit et les dèlais de livraison.

Le principal problème rencontrè à GE est un problème qui consiste en la planification
de la production qui peut être dèfini comme ètant un ensemble de dècisions, qui doivent
être prises à court et à moyen terme afin de convertir des matières premières en produits
finis. Plus prècisement, il s’agit d’un problème de minimisation des chutes (Rognes) lors du
processus de dècoupe des Plaques du carton ondulè au niveau de l’entreprise GE. Notre
ètude consiste à rècencer tout les plans de dècoupe et à mettre en oeuvre un modèle
mathèmatique pour minimiser la chute engendrèe par les dècoupes de ces dernières.

2 Prévision de la demande

2.1 Etude prévisionnelle de la série des demandes du produit "Plaque
du carton ondulé"

Cette étude comporte : Récolte des données, une analyse préliminaire des données,
l’identification du modèle, l’estimation des paramètres du modèle et enfin les prévisions. On
va résumé brièvement cette étude prévosionnelle réalisée. En premier lieu, nous avons ef-
fectué une collecte de donnés nécessaires pour analyser le fonctionnement des processus
de demande et de production au niveau du service de production de l’entreprise la GE. Ces
donnés représentent les quantités mensuelles demandés (produites) en tonne, et cela de-
puis Janvier 2015 jusqu’à Décembre 2018. La chronique des demandes Plaque (yt , t ≥ 0)
est illustrée par son graphe qui a fait apparaı̂tre une tendance croissante. Il a été nécessaire
de modifier la série originale en utilisant une différenciation d’ordre 1 pour éliminer la ten-
dance d’où d = 1. On obtient alors la nouvelle chronique : Qt = (1−B)yt . En deuxième
lieu, on a représenté le corrélogramme et le corrélogramme partiel de la série originale ”De-
mande Plaque”. En troisième lieu, la série yt on l’a différenciée une seule fois pour éliminer la
tendance et nous avons obtenu le graphe de la série différenciée Qt . De plus, on a remarqué
que yt ainsi que Qt ne possèdent pas une composante saisonnière. Pour ces raisons, on a
suggèré comme modèle le processus ARIMA(p;d;q) avec d = 1. Pour la détermination
des paramètres p et q, on a analysé les coefficients de corrélation et d’autocorrélation par-
tiel. D’après le corrélogramme de la série différenciée obtenu, il y a six pics significatifs.
Donc, on a pris Qmax = 7, d’où, q ∈ {0;1;2;3;4;5;6;7}.
Et d’après le corrélogramme partiel de la série différenciée qu’o a obtenu, il y a quatre pics
significatifs donc on a pris Pmax = 5, d’où, p ∈ {0;1;2;3;4;5}.
Aprés plusieurs essais, nous avons trouvé que le modèle le plus approprié est le processus
ARIMA(2 ; 1 ; 0) ; nous avons estimé donc le modèle : yt = (1+φ1)yt−1 +(φ2−φ1)yt−2 +
φ2yt−3 + εt . Une fois le modèle établi, il faut estimer ses pafamètres. Les estimateurs
des coéfficients de ce modèle et leurs variances sont donnés par : φ̂1 = −0,4224, φ̂2 =
−0,3951, σ̂(φ̂1) = 0,1378, σ̂(φ̂2) = 0,1597.

Des tests sont réalisés pour valider notre modèle. En effet, la taille de l’échantillon est
n = 48 tandis que le nombre de paramètres estimés est k = 2. Le test de Student a donné
une statistique :
Autres tests sur le bruit planc, Nous avons obtenu le corrélogramme et le corrélogramme
partiel des résidus.

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

740



S. Behloul et al.

Par la suite, nous avons vérifié que tous les estimateurs sont significatifs, alors le modèle
sera conservé si les résidus peuvent être considérés comme un bruit blanc ainsi qu’en
témoignent le comportement des autocorrélations et des autocorrélations partielles qu’on
a obtenu qui sont tous inclus dans l’enveloppe. Cette constatation est confirmée par le test
de Box et Ljung dont la réalisation de la statistique Q′ sur l’hypothèse de la nullité des 20
premiers coéfficients de corrélation des résidus au niveau de signification α = 0.05 est :
Q′ = 18,996 < χ2

(18;0.05) = 28,87. On accepte l’hypothèse que les résidus forment un pro-
cessus bruit blanc.
Donc on a retenu le modèle :

yt = 0,5776yt−1 +0,0273yt−2−0,3951yt−3 + εt .

Enfin, en quatrième lieu Les prévisions pour l’année 2019 sont calculées en utilisant
la formule. ces prévision sont illustrées dans une figure, à partir de la quelle on remarque
que les prévisions de la demande Plaque semblent avoir une tendance régulière qui diffère
des fluctuations de la série originale. De ce fait, l’entreprise devrait produire des quantités
comprise entre 3600 et 3800 tonnes pour chaque mois en 2019.

2.2 Etude comparative
En dehors des validations fondamentales des modèles de la demande, il était intéressant

de comparer les résultats donnés par le modèle que nous avons établi et ses prévisions avec
les données réelles des demandes collectées.ce qui est illustré dans une figure. à partir
de la quelle on a constaté qu’au début de janvier, nos prévisions et les demandes réelles
enregistrées au niveau de GE sont presque identiques. Par la suite, elles décroient avec le
même comportement jusqu’au mois de fevrier avec un écart un peu plus important et cela
est bien justié par le manque de demandes au début de l’année. Pour le mois de mars la
diminution de production (demandes) est justifiée par la grève d’une semaine (dont deux
jours durant lesquels l’entreprise était à l’arrêt de production).

3 Modélisation et Résolution du problème
Dans ce travail on a établi un programme linéaire en nombres entiers (PLNE) afin de

minimiser les coûts liés à la production du produit fini (plaque du carton ondulé). Pour cela,
plusieurs actions ont été déployées, à savoir : l’augmentation de la productivité des machines
sur les trois sites de production (Akbou, Setif, Oran), ainsi que la diminution de la rogne.

3.1 Description du problème
GE possède deux onduleuses à savoir Fosber et Medesa, le fonctionnement de ces

machines est le suivant :
– Le procédé de fabrication débute avec l’arrivée de bobines de papier à l’onduleuse.
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– Ensuite les bobines de 2,4 m ( qui est la norme dans chaque usine) sont transportées
sur un tapis roulant automatisé jusqu’à l’onduleuse.

– La fabrication nécessite deux bobines de papier ; une pour le papier de face dite cou-
verture et une seconde pour le papier cannelure. Le papier de face sera alors annexé
aux cannelures à l’aide de la presse lisse. Le produit sortant est donc un carton simple
face, ce dernier doit joindre une autre feuille de papier couverture sur la face cannelée
pour former le carton double face.

– Puis les tables chauffantes reçoivent le carton double face qui passe à ce niveau sous
des rouleaux presseures afin d’assurer le mantien de l’encollage.

– Une fois la production du carton ondulé terminée, il faut le couper à l’aide de la ma-
chine coupeuse pour obtenir la largeur désirée.

Le problème est alors de trouver une manière efficace afin d’exploiter la matière première
pour un minimum de chutes. Notre but est de regrouper les commandes des clients selon un
modèle de découpe qui permet d’avoir une rogne minimale.

3.1.1 Définition de la chute (la Rogne)

On appelle chute toute pièce restante après l’opération de découpe. La rogne est un
facteur important pour la constitution d’un programme de production onduleuse optimisé, ce
facteur sera l’objet de notre étude.

3.2 Modélisation du problème
3.2.1 Données de base

On connait les informations suivantes : • La largeur de la bobine, • Le nombre, le type
(dimensions) de plaques à découper.

3.2.2 Indices, paramétres, données et variables

• Indices : Soit i le type (dimension) de découpe d’une plaque i = 1, ...,n, et soit j le
modèle de découpe d’une plaque j = 1, ...,m.
• Paramètres : Soit n : le nombre total de type de découpe et soit m le nombre total de
modèle de découpe.
• Données : Soit L la largeur de la bobine et soit di la demande de plaques de type i.
• Variable : Soit : ∗ ai j : le nombre de plaques de type i découpées selon le modèle j. ∗
y j : le nombre de plaques découpées selon le modèle j. ∗ c j : la chute pour le modèle j.

3.3 Formulation mathématique du problème
• Contraintes :

∗ La somme de plaques de type i découpées selon le modèle j doit être supérieur ou égale

à la demande di.
m
∑
j=1

ai jy j ≥ di, i = 1,n

∗ Le nombre de plaques découpées doit être un entier naturel, yi ∈ N, j = 1m.
• Fonction objectif : Le service planification à GE vise à minimiser la chute enregitrée
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lors de processus de production Minimiser ∑ j = 1mc jy j. Donc le modèle mathématique
construit est un modèle de ”Cutting Stock” qui se formalise comme suit :

3.4 Résolution du problème et interprétation des résultats
Le modèle établi est un PLNE, pour le résoudre on a utilisé la méthode de génératio

de colonnes, de plus on a utilisé le Logiciel de planification et de contrôle de la production
utilisée par Général Emballage (PC-Topp).

3.4.1 Présentation des résultats et interprétation

Une fois que les demandes clients arrivent, le logiciel PC-Topp classe les commandes
selon leurs délai de livraison Le tableau ci-dessous représente les longueurs (en millimètres)
des types de Laize utilisés dans notre application : Des résultats sont obtenus en appliquant

Table 3. Types de laize.

la méthode de génération de colonnes sous Matlab. En effet, avec cette méthode les types
(i) de plaques sont données par les différentes longueurs (Laizes) données. Dans notre
cas, on a considéré 8 types de Laize qui dépendent de la demande des clients. L’application
de l’algorithme de génération de colonnes nous a permis de construire des combinaisons
de ces types qui représentent les plans de découpe ( j) en minimisant la chute associée à
chaque plan de découpe. En effet, la méthode a pour objectif de maximiser le nombre de
découpes (plaques), ce qui est équivalent à minimiser le métrage utilisé dans une bobine .
Les résultats obtenus montre que le métrage utilisé est 7350 m qui ne dépasse pas 8000 m
(la longueur d’une bobine). Les rognes obtenues sont réduites et ne dépasses pas la valeur
100 mm (la norme exigée par le service production).
Le nombre de plaques associées à chaque plan de découpe est obtenu et résumé en ta-
bleaux. Ces tableaux montrent que quelques plans réalisés satisfont la demande et pour le
reste des plans le nombre de plaques produites ne réponds pas à la demande client ; cela
est justié par la capacité limitée des machines et le manque des qualités du papier ; c’est
pour ce la que l’entreprise produit par tranche (et le reste des commandes seront produites
dans les prochains programmes).

3.4.2 Etude comparative

Pour vérifier l’éficacité de nos résultats, nous avons effectué une étude comparative
entre nos résultats et ceux trouvés à l’aide du PC-Topp. De cette étude comparative, on a
constaté que les rognes associées pour chaque plan de découpe prennent des valeurs dans
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{22,34,48,50,60,68,96,100} et celles trouvées à l’aide du PC-Topp sont dans {30,34,50,60,68,74,82,84,92
et elles respectent la norme exigée par l’entreprise GE (ne dépassent pas 100 mm). Comme
la production des plaques du carton ondulé est importante par rapport aux autres produits
(70% de la capacité de production totale), nous avons comparé les quantitées calculées
avec Matlab et celles produites à Générale Emballage. Nous avons trouvé que les chutes
sont minimales et certaines valeurs sont inférieurs à celles trouvées par le PC-Topp. Par
conséquent les résultats trouvés donnent une bonne gestion de production puisque elle per-
mettent de Satisfaire la demande des clients. Dans cette section, nous avons déterminé un
plan de découpe pour l’entreprise Général Emballage. Nous avons déterminé les quantités
de plaques à produire avec une chute minimale, et ce, en utilisant le solveur Matlab.

4 Conclusion
Le but de ce travail est de dèterminer une bonne planification de la production afin

de satisfaire la demande des clients. Ainsi, en premier lieu nous avons effectuè une ètude
prèvisionnelle d’un produit fini ” Plaques du carton ondulè ” pour avons estimer la demande
de ce produit en utilisant une mèthode de Box et Jenkins. En second lieu nous avons identifiè
le modèle mathèmatique comme ètant un programme linèaire en nombre entier (PLNE). La
rèsolution de notre problème revient à rèsoudre un problème de dècoupe qui est un problème
d’optimisation combinatoire. De ce fait, on s’est orientè vers une mèthode exacte (gènèration
de colonnes) où nous avons utilisè le solveur Matlab. Pour chaque plan de dècoupe pro-
posè ; nous avons calculè la chute (Rogne) associèe. A partir des rèsultats obtenus, on peut
conclure que les plans de dècoupes trouvès donnent des chutes minimales qui respectent les
exigences de l’entreprise. Ce travail peut être complètè par des ètudes permettant d’èvaluer
au mieux les diférentes exigences de l’entreprise GE telles que : • Envisager une autre
mèthode à appliquer pour le problème de dècoupe. • Recycler l’ensemble de ces dèchets
de production et de ces rejets industriels. • Crèation des espaces de stockage pour les
produits finis.
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Résumé Dans ce papier, nous avons étudié un problème rencontré dans les cellules robo-
tisées réentrantes où les pièces doivent rester sur les machines pendant un temps illimité.
Les pièces sont transportées d’une machiné à l’autre par un robot central ayant la capa-
cité de permutation. Un des problèmes est d’optimiser les mouvements du robot afin d’avoir
la meilleure productivité. On s’intéressera au cas de la production cyclique pour une cellule
équilibrée et déséquilibrée à deux machines. On montrera qu’il existe des 3 cycles optimaux
d’une unité strictement dominants les 3 cycles restants.

Mots clés : Cellules robotisées circulaires, Chain-reentrant, maximisation du débit, produc-
tion cyclique.

1 Introduction
Les robots industriels font partie intégrante des systèmes de fabrication modernes en

raison de leurs fonctions importantes telles que le soudage, l’assemblage, les essais et l’ins-
pection dans les chaı̂nes de production des industries légères et lourdes. Dans les systèmes
de fabrication cellulaire, l’une des principales applications des robots est la manipulation des
matériaux entre les machines [1].

Une cellule robotique d’un flow-shop est composée de m machines M1,M2, . . . ,Mm
et d’un robot chargé de manipuler les pièces entre les machines. La cellule est équipée
d’un tampon d’entrée qui fournit les pièces à produire en quantité infinie, et d’un tampon
de sortie également de capacité infinie. Ces deux tampons sont modélisés par deux ma-
chines supplémentaires. Chaque pièce doit être prélevée dans le tampon d’entrée, transférée
séquentiellement sur chaque machine (M1, M2, etc. jusqu’à Mm), puis transférée dans le
tampon de sortie. Asfahl [5] a utilisé pour la première fois ce concept pour décrire une cellule
robotique composée de trois machines pour la fabrication de pièces moulées destinées à
l’assemblage différentiel de camions. Deux configurations principales sont étudiées dans la
littérature : D’une part, la cellule robotique est linéaire ou bien semi-circulaire où les tam-
pons d’entrée et de sortie sont séparés et situés respectivement à chaque extrémité de la
ligne [2] (voir Figure 1). D’autre part, la cellule robotique est circulaire, où les machines sont
disposées en cercle. Par ailleurs les tampons d’entrée et de sortie occupent soit le même
emplacement (M0 = Mm+1) (voir Figure 2), soit un emplacement très proche [3], [4].
∗Corresponding Author
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FIGURE 1 – Cellules robotisées linéaires à trois machines.

FIGURE 2 – Cellules robotisées circulaires à trois machines.

2 Présentation du problème, définitions, notations
Dans ce papier, nous nous intéressons au problème d’ordonnancement flow shop à deux

machines dans des cellules robotisées circulaires, qui sont constituées d’un robot central
avec capacité de permutation. Ainsi, lorsque le robot et la machine sont tous les deux oc-
cupés, on peut permuter deux pièces en même temps (le robot charge la pièce i et décharge
la pièce i+ 1 à la machine occupée simultanément), et une contrainte de recirculation de
type chaı̂ne-rentrant. La séquence d’exécution des pièces dans le problème de la cellule
robotique circulaire réentrante est comme suit (M1,M2,M1). On remarque qu’une fois le
passage sur les machines terminé, il y a un retour à la première machine. Les cellules ro-
botiques traditionnelles étaient fondées sur l’idée que le robot ne pouvait pas charger une
machine déjà occupée. Cependant, nous pouvons lever cette hypothèse en supposant que
le robot et la machine sont tous les deux occupés dans le chargement ou le déchargement
d’une pièce.

Pour la production de masse, il est opérationnellement pertinent de préférer la program-
mation cyclique. Cela signifie que le robot peut effectuer les mêmes activités indéfiniment,
chaque itération laissant la cellule dans le même état, avec les mêmes machines chargées
et vides. La séquence élémentaire est appelée un cycle. Les cycles à une unité sont des
cycles spécifiques qui produisent exactement une pièce : au cours d’une itération, exacte-
ment une pièce entre dans la cellule, et une pièce traitée sort de la cellule. L’objectif est
de trouver une séquence cyclique de mouvements de robot qui minimise le temps de cycle
d’une unité nécessaire pour produire une pièce, ou de manière équivalente qui augmente le
débit lorsque chaque pièce entre dans la première machine seulement deux fois
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2.1 Définitions et notations
Définition 2.1. Dans la cellule robotisée réentrante avec capacité de permutation,
nous définissons une séquence d’activités : A+

i ,A
−
1 ,As+

i ,As−
1 et A−0 pour tous i ∈ {0,1}.

A+
i Il s’agit de la séquence d’activités suivante :

1. Le robot charge une pièce depuis Mi.

2. Le robot transporte cette pièce depuis Mi à Mi+1.

3. Le robot décharge cette pièce sur Mi+1.

As+
i Il s’agit de la séquence d’activités suivante :

1. Le robot charge une pièce depuis Mi.

2. Le robot transporte cette pièce depuis Mi à Mi+1.

3. En même temps que le robot charge une pièce depuis Mi+1, il décharge la pièce
transportée sur Mi+1. (Swap).

A−1 Il s’agit de la séquence d’activités suivante :

1. Le robot charge une pièce depuis M2.

2. Le robot transporte cette pièce depuis M2 à M1.

3. Le robot décharge cette pièce sur M1.

As−
1 Il s’agit de la séquence d’activités suivante :

1. Le robot charge une pièce depuis M2.

2. Le robot transporte cette pièce depuis M2 à M1.

3. En même temps que le robot charge une pièce de M1, il décharge la pièce trans-
portée sur M1 (Swap).

A−0 Il s’agit de la séquence d’activités suivante :

1. Le robot charge une pièce depuis M1.

2. Le robot transporte cette pièce depuis M1 à M0.

3. Le robot décharge cette pièce sur M0.

Définition 2.2. Soient πi et π j deux cycles de mouvement de robot et Π l’ensemble de
tous les cycles de mouvement de robot réalisables, sachant que πi,π j ∈ Π. πi domine
π j si et seulement si T (πi)≤ T (π j) où T (πi) et T (π j) sont les temps des cycles πi et π j
respectivement.

Définition 2.3. Un cycle de déplacement de robot π∗ ∈ Π est dit optimal si T (π∗)
est inférieur à tout autre T (πi) , où πi ∈ Π pour tout i. En outre, T (π∗) est considéré
comme le temps de cycle optimal si et seulement si π∗ est un cycle de déplacement de
robot optimal.

Nous utiliserons, Les notations et hypothèses suivantes :
• ε le temps de chargement des machines par le robot (le temps de déchargement des

machines par le robot est également ε).
• ε̂ le temps de permutation du robot entre deux pièces (ε̂ = 2ε).
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• δ le temps de trajet entre deux machines/tampons consécutifs Mi et Mi+1 (dans les
deux sens) avec i ∈ {0,1,2}. Comme les tampons d’entrée et de sortie se trouvent
au même endroit, le temps de parcours entre M0 et M3 est égal à 0.

• pi, pour i∈{1,2}, le temps de traitement sur les machines (dans le cas non équilibré),
et p le temps de traitement sur une machine quelconque dans le cas équilibré.

• p′1 le deuxième temps de traitement de la pièce dans la première machine (dans le
cas non équilibré), et p dans le cas équilibré.

• wi le temps d’attente à la machine i, i ∈ {1,2}, pendant l’exécution de π j.
• w′1 le temps d’attente du second passage sur la machine 1 pendant l’exécution de π j.
• T (π j) temps de cycle moyen à long terme du cycle de déplacement du robot π j pour

produire une pièce.
• Le temps de trajet entre deux machines quelconques Mi et M j est donné par δi j =

min(|i− j| ,m+1−|i− j|)δ .

3 Résultats et discussions
3.1 Définition des cycles

Lorsque nous considérons la capacité de permutation dans notre problème, nous nous
rendons compte qu’il est beaucoup plus compliqué que les autres problèmes qui n’ont pas
de capacité de permutation, ce qui entraı̂ne une augmentation significative du nombre de
cycles de mouvement du robot ainsi qu’une augmentation significative du nombre de cycles
de mouvement du robot réalisables. Il y a 8 cycles dans le problème de cellule robotique
réentrante à deux machines avec capacité de permutation. Deux de ces cycles ne sont pas
réalisables, comme indiqué dans le tableau 1.

TABLE 1 – Définition de cycles de cellule robotique réentrante à 2 machines
Cycles réalisables Cycles non réalisables
π0 =

(
A+

0 A+
1 A−1 A−0

)
π6 =

(
A+

0 A−1 A−0 A+
1

)

π1 =
(
A+

0 As+
1 A−1 A−0

)
π7 =

(
A+

0 A+
1 A−0 A−1

)

π2 =
(
As+

0 A−0 A−1 A+
1

)

π3 =
(
As+

0 A−0 A+
1 A−1

)

π4 =
(
As+

0 A−0 As+
1 A−1

)

π5 =
(
A+

0 As−
1 A+

1 A−0
)

3.2 Cycles du mouvement du robot
1. Cycle π0

Cas non équilibré : T (π0) = 4δ +8ε +w1 +w2 +w′1
On a : w1 = p1, w2 = p2 et w′1 = p′1
T (π0) = 4δ +8ε + p1 + p2 + p′1
Cas équilibré : T (π0) = 4δ +8ε +3p

2. Cycle π1
Cas non équilibré : T (π1) = 4δ +8ε ++w1 +w2 +w′1
On a : w1 = p1, w2 = max{0, p2− (p1 + p′1 +4δ +6ε)} et w′1 = p′1.
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T (π1) = 4δ +8ε + p1 + p′1 +max{0, p2− (p1 + p′1 +4δ +6ε)}
Cas équilibré : T (π1) = 4δ +8ε +2p

3. Cycle π2
Cas non équilibré : T (π2) = 6δ +8ε +w1 +w2 +w′1
On a : w1 = max{0, p1− (3δ +2ε +w2)}, w2 = max{0, p2− (4δ +4ε +w′1)}
et w′1 = max{0, p′1− (3δ +2ε)}.
T (π2) = 6δ +8ε +max{0, p1− (3δ +2ε), p2− (4δ +4ε), p′1− (3δ +2ε), p′1 +
p1− (6δ +4ε)}
Cas équilibré : T (π2) = 6δ +8ε +max{0,2p− (6δ +4ε)}

4. Cycle π3
Cas non équilibré : T (π3) = 6δ +8ε +w1 +w2 +w′1
On a : w1 = max{0, p1− (2δ + ε)}, w2 = p2 et w′1 = max{0, p′1− (2δ + ε)}.
T (π3) = 6δ + 8ε +max{p2, p1 + p2− (2δ + ε), p′1 + p2− (2δ + ε), p1 + p′1 +
p2− (4δ +2ε)}
Cas équilibré : T (π3) = 6δ +8ε +max{p,3p− (4δ +2ε)}

5. Cycle π4
Cas non équilibré : T (π4) = 6δ +8ε +w1 +w2 +w′1
On a : w1 = max{0, p1− (2δ + ε)}, w2 = max{0, p2− (6δ +6ε +w1 +w′1)} et
w′1 = max{0, p′1− (2δ + ε)}.
T (π4)= 6δ +8ε+max{0, p1− (2δ + ε), p2− (6δ +6ε), p′1− (2δ + ε), p1 + p′1− (4δ +2ε)}
Cas équilibré : T (π4) = 6δ +8ε +max{0,2p− (4δ +2ε)}

6. Cycle π5
Cas non équilibré : T (π5) = 6δ +8ε +w1 +w2 +w′1
On a : w1 = max{0, p1− (2δ + ε +w2)}, w2 = max{0, p2− (4δ +4ε +w′1)} et
w′1 = max{0, p′1− (2δ + ε)}.
T (π5)= 6δ +8ε+max{0, p1− (2δ + ε), p2− (4δ +4ε), p′1− (2δ + ε), p1 + p′1− (4δ +2ε)}
Cas équilibré : T (π5) = 6δ +8ε +max{0,2p− (4δ +2ε)}

3.3 régions d’optimalité dans cas équilibré
Théorème 3.1. Nous avons,

1. Le cycle π1 domine le cycle π0.

2. Le cycle π4 domine le cycle π3.

Théorème 3.2. Nous avons,

1. Si p≤ δ alors π1 est un cycle optimal à 1 unité.

2. Si δ < p≤ 2δ + ε alors π2, π4 et π5 sont des cycles optimaux à 1 unité.

3. Si 2δ + ε < p≤ 3δ +2ε alors π2 est un cycle optimal à 1 unité.

4. Si p > 3δ +2ε alors π1 est un cycle optimal à 1 unité.

3.4 régions d’optimalité dans cas déséquilibré
Théorème 3.3. Nous avons,

1. Le cycle π1 domine le cycle π0.

2. Le cycle π4 domine le cycle π3.

Théorème 3.4. Si p1 + p′1 > 2δ alors π2 et π4 dominent π1.
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Théorème 3.5. Si p1 + p′1 ≤ 2δ alors π1 est un cycle optimal à 1 unité.

Théorème 3.6. Si p1+ p′1 > 2δ et si p2 ≥ 4δ +4ε , p2 ≥ p1+2δ +3ε , p2 ≥ p′1+2δ +
3ε et p2 ≥ p1 + p′1 +2ε alors π4 est un cycle optimal à 1 unité qui domine π2, sinon le
π2 est un cycle optimal à 1 unité.

4 Conclusion
Dans ce résumé on a montré que, dans une cellule robotisée réentrante et équilibrée

à deux machines. Pour cela on a montré qu’il existe des 3 cycles d’une unité strictement
dominants les 3 cycles restants. Le but maintenant est de d’élargir ces méthodes pour des
cellules taille (m > 2) pour les pièces identiques du cas déséquilibré.

Références
[1] Foumani, M., Jenab, K. : Cycle time analysis in reentrant robotic cells with swap ability.

International Journal of Production Research, 50, 22, 6372–6387 (2012).

[2] Crama, Y.,Van De Klundert, J. : Cyclic scheduling of identical parts in a robotic cell.
Operations Research, 45, 6, 952–965 (1997).

[3] Rajapakshe, T., Dawande, Mi., Sriskandarajah, C : Quantifying the impact of layout on
productivity : An analysis from robotic-cell manufacturing. Operations Research, 59, 2,
440–454 (2011).

[4] Jung, K.S., Geismar, H.N., Pinedo, M.,Sriskandarajah, C. : Approximations to optimal
sequences in single-gripper and dual-gripper robotic cells with circular layouts. IIE Tran-
sactions 47, 6, 634–652 (2015).

[5] Asfahl, C.R : Robots and manufacturing automation. NJohn Wiley & Sons, Inc (1985).

MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

750



COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
MÉTHODES ET OUTILS D’AIDE À LA DÉCISION

Application de la programmation de but linéaire
dans la planification de la production au sein de

l’ALFADITEX ∗

Elhadi Boughani1, Ouiza Lekadir ID †2, and Djamil Aı̈ssani 3

1LaMos Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
scor_lhadi@hotmail.com

2LaMos Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
ouiza.lekadir@univ-bejaia.dz

3LaMOS Research Unit, Operational Research Department, University of Bejaia, Algeria,
djamil.aissani@univ-bejaia.dz

Résumé Le travail réalisé dans ce papier vise à donner un moyen d’améliorer la planifi-
cation de la production au sein de l’entreprise ALFADITEX, basée essentiellement sur les
prévisions de ventes. En effets, plusieurs facteurs peuvent rendre, la solution des prévisions
de ventes est insuffisante à la satisfaction des objectifs de l’entreprise (plus de profit,
contraintes subites de matières premières de stocks, de changement de produits . . .), im-
posant la nécessité du recours à d’autre outils de modélisation. Par la suite on montrera
comment la programmation de buts linéaire peut améliorer la gestion de la planification de
la production en optimisant la solution proposée par la prévision des ventes.

Mots clés : Programmation de but ; Programmation multiobjectifs ; Méthodes de prévision ;
Séries chronologiques ; Méthode de Box et Jenkins ; Planification de la production.

1 Modèlisation et prévision des ventes
Pour le calcul des prévisions des demandes mensuelles futures allant de janvier 2005 à

décembre 2005 nous avons appliqué la méthode de Box et Jenkins pour les séries dont l’his-
torique était important. Les série d’historique de taille moyen sont modélisées par le lissage
exponentiel. Les résultats obtenus par les deux méthodes sont résumés dans le tableau sui-
vant, Tapis, FeutreIM37, Mol.Eco, Feutre 180 NI, Coton napp, Mol.Teint, C.gouraya, T.77003,
T.84000, O.300/200, O.90200, FT36, Serpil sont les différents produits de l’entreprise ALFA-
DITEX.
∗ALgérie FAbrication DIvers TEXtiles
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TABLE 1 – Résumé des prévisions
Tapis FeutreIM37 Mol.Eco Feutre 180 NI Coton nappé Mol.Teintheight4884
24089 64126 1116 15991 14529
6688 23260 64126 1116 15991 14529
5668 23706 64126 1116 15991 14529
6244 23463 64126 1116 15991 14529
5919 23595 64126 1116 15991 14529
6103 23523 64126 1116 15991 14529
5999 23562 64126 1116 15991 14529
6058 23541 64126 1116 15991 14529
6024 23552 64126 1116 15991 14529
6043 23546 64126 1116 15991 14529
6033 23549 64126 1116 15991 14529
6039 23548 64126 1116 15991 14529

TABLE 2 – Résumé des prévisions (suite)
C.gouraya T.77003 T.84000 O.300/200 O.90/200 FT36 Serpil

5231 7349 16711 34186 29850.63 6241 13856
5093 734b9 17032 34724 29850.63 6241 13856
4955 7349 17353 35262 29850.63 6241 13856
4817 7349 17673 35800 29850.63 6241 13856
4679 7349 17994 36338 29850.63 6241 13856
4541 7349 18315 36875 29850.63 6241 13856
4403 7349 18635 37413 29850.63 6241 13856
4265 7349 18956 37951 29850.63 6241 13856
4127 7349 19277 38489 29850.63 6241 13856
3990 7349 19598 39027 29850.63 6241 13856
3852 7349 19918 39564 29850.63 6241 13856
3714 7349 20239 40102 29850.63 6241 13856

2 Amélioration de la planification par la Programma-
tion de buts linéaire

Pour améliorer le plan de production proposé par les prévision, on propose de résoudre
le programme de programmation de buts linéaire suivant :
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Max Z = ∑P
i=1 CiX t

i , t ∈ {1,12}\{8}
goal(X t

i = Zt
i );(Z

t
i = Ot

i) ; i = 1,P; t ∈ {1,12}\{8}
Sous/contraintes
Capacité : X t

i ≤ Kt
i , i = 1,P , t ∈ {1,12}\{8}

Stock : Smin
i ≤ St

i ≤ Smax
i i = 1,P, t ∈ {1,12}\{8}

demande : X t
i +St

i ≥ Pt
i , i = 1,P , t ∈ {1,12}\{8}

Demande Août : S8
i ≥ P8

i i = 1,P
X t

i ≥ 0, , i = 1,P , , t ∈ {1,12}\{8}
St

i ≥ 0, i = 1,P, t ∈ {1,12}

(1)

X t
i : La quantité de l’article i à produire pendant la periode t, ; St

i : La quantité de l’article
i que l’on doit avoir en stock à l’instant t ; Ci j : Le CA (chiffre d’affaire) de l’article i ; Kt

i :
capacité de production de l’article i pour la periode t, ; Smin

i : Stock minimum autorisé de
l’article i, i = 1,P ; Smax

i : Stock maximum autorisé de l’article i, ; Pt
i : La prévision de la

demande de l’article i pour la période t

2.1 La fonction objectif
L’objectif pour ce premier modèle est de maximiser le profit global engendré par tous les

produits. Elle s’écrit sous la forme : Max Z = ∑P
i=1 CiX t

i ,T = {1,12}\{8}

3 Résultats et discussion
Pour chaque période un modèle est formulé. Pour chaque période nous avons un total

de 28 variables (14 sur les articles et les 14 autres sur les stocks) et 28 contraintes (14 sur
les capacités mensuelles et les 14 autres sur les demandes minimales prévisionnelles du
marché). La résolution s’est fait sur le logiciel MOPEN (Multi Objective Programming ENve-
lopment), un environnement de plusieurs méthodes de résolution des problèmes d’optimisa-
tion multiobjectifs.

3.1 Application des méthodes de la PB
En prennant en comme les niveaux d’aspiration les objectifs mensuels de production,

les poids sont determinés en ordonnant les buts du plus au moins important en utilisant l’op-
tion ”Simple valuating methods”. Les solutions trouvées en resolvant chaque modèle avec la
programmation de compromis sont resumés dans les tableaux suivants : Les resultats de l’ap-
plication de la programmation de compromis montrent une pleine utilisation des capacités mensuels
de production. Nous allons par la suite utiliser les résultats relatives aux chiffres d’affaire comme les
niveaux d’aspiration des chiffres d’affaire mensuels de l’entreprise. Ainsi nous aurons 15 buts repartis
en 06 niveaux de priorité.
1. Le niveau de priorité P1 est affecté aux produits aux produits de tensions tels que le molleton
économique, le molleton teint et la serpillière
2. Le niveau de priorité P2 est affecté aux produits tapis, feutre IM37, feutre T36 et feutre 180NI ;
3. Le niveau de priorité P3 est affecté aux produits ouate 300/200 et ouate 90/200.
4. Dans le niveau de priorité P4 nous avons les produits coton nappé et feutre matelas ;
5. Le niveau de priorité P5 est réservé aux produits des fils cardés tels que le tissu 84000, tissu 77003
et le couverture gouraya.
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TABLE 3 – Résultats mensuelles de la programmation de compromis
variables Jan Fév Mars Avr Mai Juin

X t
1 8982 8165 8982 8165 8982 8165

X t
2 36353 33048 36353 33048 36353 33048

X t
3 4010 3645 4010 3645 4010 3645

X t
4 2406 2187 2406 2187 2406 2187

X t
5 90605 82368 90605 82368 90605 82368

X t
6 16474 14976 16474 14976 16474 14976

X t
7 8237 7488 8237 7488 8237 7488

X t
8 16038 14580 16038 14580 16038 14580

X t
9 44907 40824 44907 40824 44907 40824

X t
10 34928 31752 34928 31752 34928 31752

X t
11 21384 19440 21384 19440 21384 19440

X t
12 36315 33014 36315 33014 36315 33014

X t
13 11431 11300 11431 11300 11431 11300

X t
14 20755 18870 20755 18870 20755 18870

CA (DA) Zt 57160700 51964000 57160700 51964000 57160700 5196400

TABLE 4 – Résultats mensuelles de la programmation de compromis (suite)
variables Juil Sept Oct Nov Déc

X t
1 8217 7826 8609 7826 8217

X t
2 33783 32174 35391 32174 33783

X t
3 3653 3478 3826 3478 3653

X t
4 1826 1739 1913 1739 1826

X t
5 68478 65218 71739 65218 68478

X t
6 9130 8696 9565 8696 9130

X t
7 4563 4348 4782 4348 4563

X t
8 13697 13043 14348 13043 13697

X t
9 41087 39130 43044 39130 41087

X t
10 31956 30435 33478 30435 31956

X t
11 20089 19130 21043 19130 20089

X t
12 15340 14608 16070 14608 15340

X t
13 4566 14347 4783 14347 4566

X t
14 12052 11480 12626 11480 12052

CA (DA) Zt 54056300 51964000 57160700 51964000 54056300

6. Finalement, le niveau de priorité P6 est pour le chiffre d’affaire mensuel.
Les priorités ainsi que les niveaux d’aspiration définis, nous allons donc appliquer la méthode lexico-
graphique pour dégager un plan de production pour 2005.

3.2 Application de la méthode lexicographique
Le logiciel MOPEN nous offre les choix suivants : • MINMAX si le décideur désire minimiser la

déviation maximale des buts ;• WEIGHTED si l’objectif est de minimiser la somme des déviations
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ponderées pour chaque niveau de priorité ; • EXTENDED dans le cas décideur désire minimiser la
déviation maximale avec un certain poids et la somme pondérée des déviations pour chaque niveau
de priorité.
En utilisant alors la méthode lexicographique, nous trouvons les résultats resumés dans les tableaux
suivants (On présentera les résultats du mois de Janvier, pour les autre mois une analyse similaire est
fait) :

TABLE 5 – Résultats pour Janvier 2005
variables Jan d1−

i - d1+
i S1

i
X1

1 8609 0 0 20866
X1

2 35391 0 0 43363
X1

3 3826 0 0 10892
X1

4 1913 0 0 5160
X1

5 71739 0 0 69161
X1

6 9565 0 0 17076
X1

7 4782 0 0 347
X1

8 14348 0 0 51143
X1

9 43044 0 0 65422
X1

10 33478 0 0 44265
X1

11 21043 0 0 1143
X1

12 16070 0 0 2708
X1

13 4783 0 0 2566
X1

14 12626 0 0 1341
Z1 45188000 11972700 0
U1 0.209458

3.2.1 Interprétation des résultats et analyse sensitive

Les résultats obtenus montrent que tous les buts sur les objectifs de production sont pleinement
atteints (dt+

i = dt−
i = 0). Ceci peut s’expliquer par le fait que les objectifs de production sont inférieurs

aux capacités pratiques des lignes de production. Cependant les buts sur les chiffres d’affaire mensuels
(niveau de priorité 6) sont déviés négativement d’un montant de l’ordre de 11.000.000DA.
On a étudier la situation où si la direction de l’entreprise désire diminuer cet écart indésirable tout en
maintenant les objectifs mensuels de production, ainsi les futures résultats par exemple pour le mois
de janvier en changeant uniquement le niveau de priorité du chiffre d’affaire sont obtenus.

Ces résultats obtenus montrent le caractère conflictuel entre la maximisation du CA et les objectifs
de production de l’entreprise Alfaditex. Donc une diminution du niveau de priorité entraı̂ne une dimi-
nution du CA mensuel (déviation négativement) et un achèvement des buts de niveau supérieur sont
pleinement achevés. La même étude faite pour les autres mois de l’année nous renseigne que pour
avoir le profit maximal souhaité il faut faut augmenter les niveaux d’aspiration jusqu’à leurs capacités
pratiques. Cette solution n’est pas souvent acceptée à cause d’un problème de matières premières
(déchets textiles et fibres synthétiques). Si maintenant, l’entreprise désire produire exactement les
prévisions des demandes. les prévisions seront alors les valeurs d’aspiration des differents modèles.
En mettant le CA en priorité 1.
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4 Conclusion
On déduit de cette étude qu’avoir un CA maximal et une faible utlisation des capacités des lignes

de production sont deux objectifs contradictoires. Grâce à la programmation de but nous avons pu
évaluer les écarts entre les réalisations et les buts que l’entreprise s’est fixé. Les résultats nous in-
diquent que tous les objectifs de production sont atteints avec un dépassement, ce qui veut dire que
pour atteindre le but du CA, l’entreprise doit etre en pleine capacité. Cette solution n’est pas implan-
table à cause du manque de déchets textiles sur le territoire national et de la concurrence accrue
que connaı̂t actuellement le secteur textile. Pour pallier à ce problème, au lieu de mettre le but du CA
au premier niveau de priorité si les décideurs deviennent moins exigeants en plaçant ce but dans le
deuxième niveau, alors dans ce cas l’objectif de production des tissus molleton seront atteints (priorité).
Le logiciel MOPEN offre également la possibilité de changer à tout moment de niveau d’aspiration ou
de relaxer avec un certain pourcentage les buts non achevés. D’un point de vue technique, on peut
dire que la programmation de but offre un outil d’analyse précieux pour la résolution des problèmes
de décision, quand l’espace des décisions possible est déterminé par un ensemble de contraintes
qui influent simultanément sur plusieurs objectifs. Comme l’achèvement de tels multiples objectifs est
souvent impossible, la programmation de but crée l’espace de solutions satisfaisant en spécifiant des
niveaux d’aspiration.
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Résumé La méthode PERT (Project Evaluation and Review Technique) est un outil large-
ment utilisé dans la gestion des projets industriels. Elle permet notamment de déterminer la
durée totale d’un projet ou encore les marges de temps dont un chef de projet dispose sur
certaines tâches, dans le cas où les durées individuelles de ces tâches sont incertaines.
Cette méthode se décline sous plusieurs approches, notamment le PERT stochastique.
Dans ce travail, nous avons considéré un projet de construction pris en charge par
l’entreprise RTC-Sonatrach de Béjaia qui consiste à réaliser des aménagements divers à la
station de compression SC3 du gazoduc 42” Moudjbara (W.Djelfa).
Nous avons appliqué la méthode PERT et sa variante PERT stochastique pour voir en
pratique ce que chaque méthode peut apporter.

Mots clés : La méthode PERT ; La méthode PERT stochastique ; La gestion des projets

1 Introduction
Les projet de recherche et développement consistent généralement en un nombre de

tâches ou d’activités liées les unes aux autres. certaines tâches peuvent être effectuées si-
multanément, ou ne peuvent commencer qu’après que d’autres soient achevées. Chaque
activité prend du temps avant de se terminer et peut nécessiter des ressources diverses [1].

Le développement des méthodes efficaces pour une gestion optimale des projets [2]
s’avère indispensable pour toute entreprise, qui souhaite durer dans le temps. Les entre-
prises algériennes les plus distinguées comme RTC-Sonatrach de Béjaia n’échappent pas à
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cette règle. C’est pour cette raison que cette entreprise est engagée sur la voie de l’investis-
sement dans la recherche de nouvelles stratégies de gestion.

Dans ce travail, notre but principal, est de satisfaire les objectifs en optimisant la durée to-
tale du projet, ceci en se basant sur un projet qui consiste à la réalisation des aménagements
divers à la station de compression SC3 du gazoduc GG1 42”Moudjbara (W.Djelfa), et ce en
utilisant les méthodes PERT [3] et PERT stochastique .

2 Position du problème
Toute entreprise économique est confrontée aux problèmes de réussite de nouveau pro-

jet qui dépassent les coûts et les délais et ne satisfont pas les exigences initialement re-
quises. La RTC-Sonatrach de Béjaia a pris en charge de réaliser des aménagements divers
à la station de compression SC3 du gazoduc GG1 42” Moudjbara (W. Djelfa). En tant que
maı̂tre de l’ouvrage, elle souhaite établir des prévisions aux différents paramètres de ce
projet, à savoire : délai, ressources, coûts, · · · . Le problème est de chercher une mêthode
efficace d’ordonnancement et de planification des tâches d’un projet dans le but d’optimi-
ser la durée totale d’un projet. Pour cela, nous avons établir un planning prévisionnel de
réalisataion qui prendre en considération les points suivant :

– Enoncer clairement le contenu du projet ;
– Les activités qui constituent le projet ;
– Etabmlir les liens entre les activités, leurs antériorités, leurs durées ;
– Optimiser le délai du projet.

3 Description du problème
Le projet de construction pris en charge par l’entreprise RTC-Sonatrach de Béjaia consiste

à réaliser les aménagements divers à la station de compression SC3 du gazoduc GG1
42” Moudjbara (W. Djelfa) doivent porter essentiellement sur les travaux des ouvrages sui-
vants : Poste de garde ; Magasin d’entreposage ; Abri véhicules sécurité ; Deux abri véhicules
légers ; Sous-ponte/ bâtiment sécurité ; Voirie et réseaux divers(VRD).

4 Formulation du problème
Ce projet est constitué de 20 activités dont les description et les durées estimées par le

maitre d’oeuvre sont données dans le tableau suivant :
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N° de l’activité Nom de l’activité Description des activité Durée(en jours) Prédécesseurs
1 A Instalation du chantier 10 -
2 B Terrassement + évacuation 80 1
3 C Infrastructure 60 2
4 D Assainissement 20 3
5 E Dallage 30 2 et 3
6 F Superstructure 30 4 et 5
7 G Maçonnerie 10 6
8 H Electricité 90 7
9 I Charpente métalique 25 7
10 J Enduits 20 8
11 K Revêtements 35 10
12 L Etanchéité 6 9
13 M Menuiserie métalique 5 7
14 N Peinture 20 11,12 et 13
15 O Menuiserie aliminium 10 14
16 P Plomberie 12 11 et 14
17 Q Télécommunication 5 15 et 16
18 R Climatisation 4 14
19 S VRD 30 11
20 T Remise en état des lieux 20 17,18 et 20

Pour certaines activités n’ayant pas de relations d’antériorités strictes, on est obligé de
les éclater en sous-activités pour mettre en évidence les relations d’antériorité stricte, et afin
de pouvoir tracer un réseau PERT.
Après l’éclatement de ces tâches, on obtient 23 tâche. Le tableau suivant représente les 23
tâches, leurs durées et leurs prédécesseurs.
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N° de l’activité Nom de l’activité Description des activité Durée(en jours) Prédécesseurs
1 A1 Instalation du chantier (1) 5 -
2 A2 Instalation du chantier (2) 5 1
3 B1 Terrassement + évacuation (1) 40 1
4 B2 Terrassement + évacuation (2) 40 3
5 C Infrastructure 60 3
6 D Assainissement 20 4
7 E Dallage 30 2 et 5
8 F Superstructure 30 6 et 7
9 G Maçonnerie 10 8
10 H Electricité 90 9
11 I Charpente métalique 25 9
12 J Enduits 20 10
13 K1 Revêtements(1) 20 12
14 K2 Revêtements (2) 15 13
15 L Etanchéité 6 11
16 M Menuiserie métalique 5 9
17 N Peinture 20 13,15 et 16
18 O Menuiserie aliminium 10 17
19 P Plomberie 12 14 et 17
20 Q Télécommunication 5 18 et 19
21 R Climatisation 4 17
22 S VRD 30 13
23 T Remise en état des lieux 20 20,21 et 22

5 Résolution du problème

5.1 Minimisation de la durée totale du projet : Application de la
méthode PERT

A partir des dates au plus tôt et les dates au plus tard de chaque activité, on introduit le
réseau PERT. On constate que la durée minimale de la réalisation de projet est de 362 jours.
Les tâches critiques sont : A1,B1,C,E,F,G,H,J,K1,N,P,Q,T . Alors, le chemin critique
est l’ensemble des tâches critique(Le chemin présenté en rouge sur le graphe de la figure).
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5.2 Application de la méthode PERT stochastique
On calcule les dates de début au plus tôt et au plus tard et avec ces valeurs, on va construire
le réseau pour la méthode PERT stochastique où les durées des tâches vont changées.

Intéresons nous maintenant aux temps au plus tôt pour les événements:
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Noeud i Chemin E(ui) Var(ui)
0 0 0 0
1 0-1 5 0.44
2 0-1-2 47 7.55
3 0-1-2-3 89 14.66
4 0-1-2-4 109 23.55
5 0-1-2-4-5 140 27.55
6 0-1-2-4-5-6 171 32.99
7 0-1-2-4-5-6-7 181 33.43
8 0-1-2-4-5-6-7-8 272 38.87
9 0-1-2-4-5-6-7-8-9 293 41.64
10 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10 313 44.41
11 0-1-2-4-5-6-7-11 206 36.2
12 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12 313 44.41
13 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12-13 334 51.52
14 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12-13-14 334 51.52
15 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12-13-14-15 347 54.29
16 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12-13-14-15-16 352 54.4
17 0-1-2-4-5-6-7-8-9-10-12-13-14-15-16-17 372 56.17

Selon le tableau précédent, on constate que la durée minimale de la réalisation du projet
est de 372 jours. Les tâches critiques sont : A1,B1,C,E,F,G,H,J,K1,N,P,Q,T. Alors, le
chemin critique est l’ensemble des tâches critiques.

6 Interprétation des résultats des deux méthodes :
Pour l’ordonnancement des tâches de ce projet, on a utilisé deux méthodes : PERT

et PERT stochastique. Après l’application de ces deux méthodes, on est arrivé au résultat
suivante :
Avec la méthode PERT, on constate que la durée minimale de la réalisation du projet est
de 362 jours. Et les tâches critiques sont : A1, B1, C, E, F, G, H, J, K1, N, P, Q, T. Alors, le
chemin critique est l’ensemble des tâches crititiques.
Par contre, avec la méthode PERT stochastique, la durée minimale de la réalisation du projet
est de 372 jours, soit 10 jours de plus par rapport à la la méthode PERT. Et les tâches
critiques sont les mêmes avec la méthode PERT, donc on aura le même chemin critique
avec la méthode PERT stochastique.

7 Conclusion
Dans ce travail, nous avons considéré un projet de construction pris en charge par l’entre-

prise RTC-Sonatrach de Béjaia qui consiste à réaliser des aménagements divers à la station
de compression SC3 de gazoduc GG1 42”Moudjbara(W.Djelfa). On a appliqué la méthode
PERT et sa variante PERT stochastique pour voir en pratique ce que chaque méthode peut
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apporter.
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Résumé Dans ce travail, nous avons proposé un plan optimal de maintenance préventive
pour les équipements informatiques au niveau de l’entreprise NAFTAL de Béjaia. Dans un
premier temps, nous avons étudié la fiabilité de ces derniers. Puis, nous avons adopté
une politique de maintenance préventive périodique imparfaite avec réparation minimale
à la défaillance. Plus précisément, nous avons déterminé la période optimale entre les
révisions générales qui minimise le coût de la maintenance préventive, tout en considérant
l’efficacité de cette dernière. Afin d’examiner la possibilité de prolonger la période des
révisions générales, nous avons aussi étudié l’impact de l’efficacité de la maintenance sur
les équipements.

Mots clés : Optimisation de la Maintenance, Fiabilité des Equipements, Politique de Mainte-
nance, Efficacité de la Maintenance, Révision Générale

1 Introduction
De nos jours, la sûreté de fonctionnement est devenue une préoccupation majeure dans

la plupart des domaines industriels. En effet, les risques techniques qui peuvent mettre en
cause la fiabilité, la disponibilité ou la sécurité d’un matériel ou d’une installation doivent être
maı̂trisés. Les systèmes défectueux sont généralement réparés plutôt que remplacés en rai-
son du coût élevé du remplacement (Gan et al., 2022 [2] ; Liu et al., 2022 [3]). La maintenance
préventive est fréquemment utilisées pour améliorer la fiabilité des systèmes et réduire les
coûts d’exploitation (Liu et Wang, 2021 [1]).

Avec un personnel de plus de 2800 agents, l’entreprise NAFTAL (intégrée dans le groupe
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SONATRACH) est le premier distributeur des produits pétroliers en Algérie. Elle contribue à
hauteur de 51% de l’énergie finale en fournissant 8 millions de tonnes de produits pétroliers
par an sous forme de carburant, (gaz de pétrole liquifié, bitumes et lubrifiant). La branche
GPL est créée par la décision N.S.754 du 27.08.2003. Elle est chargée des activités liées au
transport, stockage, enfûtage, distribution, promotion et développement des GPL sur tout le
territoire national.

Le district GPL de Béjaia dispose d’un nombre considérable d’équipements informa-
tiques. La maintenance de ces derniers devient une nécessité pour l’amélioration de leur fia-
bilité, la prévention de défaillance et la réduction des coûts de maintenance. Il est intéressant
aussi d’établir un plan de maintenance des équipements tout en tenant compte de leur
état de fonctionnement. Pour cela le département technique et maintenance du district GPL
adopte une politique de maintenance préventive qui consiste à faire subir aux machines des
révisions partielles et générales. Une révision est une intervention sur la machine après avoir
réalisé un certain nombre d’heures de fonctionnement.

Des études sur la fiabilté et la maintenance des systèmes ont été menées dans le cadre
de projets de fin de cycle de master, au sein de différentes entreprises à Béjaia. Nous citons,
deux études réalisées au niveau de ”l’EPB ” (Entreprise Portuaire de Bejaia) : Bouhamou
et Oukaour (1998) [6] et Amari et Ouali (2015) [9]. A BMT (Bejaia Mediterranean Terminal),
nous citons l’étude de Benkerrou et Bendjoudi (2013) [8]. A l’entreprise MAC-SOUM (Akbou),
Chahboune et Hammou (2016) [11] ont étudié la disponibilité des équipements de la chaı̂ne
de production. Au niveau de la RTC-Sonatrach Bejaia, on retrouve les travaux de Ouarab et
Dadi (2016) [5], Boukhezar et Hammouche (2016) [7], Boutinzar et Azegagh (2018) [10], etc.

L’objectif de notre étude est l’optimisation de la maintenance préventive des équipements
informatiques au niveau du district GPL de Béjaia.

2 Position du problème
La connaissance des caractéristiques de fiabilité est essentielle quelque soit le système

simple (un équipement) ou complexe. L’usure et le renouvellement des équipements en-
gendrent des coûts qu’on doit gérer d’une manière optimale. Au niveau du district GPL de
l’entreprise NAFTAL (de Béjaia), les agents du département technique et maintenance en-
registrent un nombre important de pannes des équipements informatiques, cela représente
un signe de vieillissement de ces derniers. C’est la raison pour laquelle les agents de main-
tenance envisagent de faire un renouvellement de ces équipements, mais qu’après avoir
bénéficier encore de leurs services. Ainsi, une nouvelle politique de maintenance s’avère
nécessaire pour l’optimisation de la période de renouvellement. Dans notre travail nous al-
lons examiner la possibilité de pouvoir la prolonger.
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3 Formulation et modélisation du problème

3.1 Les données des durées de vie
L’étude est faite sur un groupe d’ordinateurs ayant les mêmes caractéristiques et qui ont

subi un nombre important de pannes durant trois années . Nous avons obtenu un échantillon
de durées de vie, de taille n = 40. Soit T la variable aléatoire représentant la duré de vie des
q́uipements choisis. Pour la modélisation de la fiabilité de ces derniers, nous espérons que la
variable T suive la loi de weibull à deux paramètres (η et β ). Nous avons effectué le test de
Kolmogorov-Smirnov avec le logiciel ”R” et le résultat renvoie que la variable aléatoire ”durée
de vie des équipements”, suit bien la loi de Weibull de paramètres β = 2.7 et η = 3131.5
(Dmax < d(40,0.05), Dmax = 0.1081, d(40,0.05) = 0.214).

3.2 Le modèle
En se basant sur la politique de maintenance adoptée par le district, nous avons opté

pour la politique de ”maintenance préventive périodique imparfaite avec réparation minimale
à la défaillance ”.Cette dernière nous a permit de choisir un modèle d’optimisation adéquat.
Ce modèle est celui de Gertsbakh (2000) [4]. Suivant cette politique, l’équipement reçoit juste
des maintenances imparfaites.

3.2.1 Construction du modèle
Ce modèle est basé sur les hypothèses suivantes : Les actions de maintenance préventive

sont effectuées suivant des périodes programmées à l’avance. Les durées inter-maintenances
préventives sont fixées et égales. Le coût de maintenance préventive (révision générale)
Crg est le même à chaque intervention. L’effet de chaque action de maintenance préventive
(révision générale) est constant, il fait varier le taux de défaillance exponentiellement, d’une
quantité égale à eα . Après K cycles, le système sera renouvelé et un coût Crl sera dépensé.
Le coût d’une réparation minimale Cmin est le même à chaque intervention après défaillance.

On a pour un seul cycle :

C(T ) =
Cminh(T )+Crg

T
(1)

pour (K−1) cycles :

C(T,K) =
Cminh(T )(1+ eα + · · ·+ eα(K−1))+(K−1)Crg +Crl

KT
(2)

où : Cmin : coût de la réparation minimale. Crg : coût de la révision générale. K : nombre
de révisions générales avant de renouveler l’équipement. Crl : coût de renouvellement du
système. eα : facteur de dégradation.
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4 Optimisation de la périodicité des révisions générales
Le but est de déterminer la période optimale pour faire une révision générale, notée T ∗

et qui minimise la fonction de coût de maintenance par unité de temps. La fonction objectif à
minimiser est la suivante :

C(T,K) =
Cminh(T )(1+ eα + · · ·+ eα(K−1))+(K−1)Crg +Crl

KT
(3)

Tel que le nombre moyen de défaillances dans un intervalle [0,T ] est donné par :

h(T ) =
∫ T

0
λ (t)dt

pour K cycles :

h(T,K) =
∫ T

0
λ (t ∗K)dt

Après intégration de h(T,K), on trouve :

h(T,K) = (
KT
η

)β

On remplace h(T,K) dans le modèle de coût C(T,K) et on trouve :

C(T,K) =

Cmin[(
KT
η

)β ](1+ eα + e2α + · · ·+ eα(K−1))(K−1)Crg +Crl

KT
(4)

D’après Gertsbakh [4], on a :

(1+ eα + e2α + · · ·+ eα(k−1)) =
eKα −1
(eα −1)

Alors :

C(T,K) =

Cmin[(
KT
η

)β ](eKα −1)/(eα −1)+(K−1)Crg +Crl

KT
(5)

Après dérivation de C(T,K) par rapport à la variable T , on trouve :

T ∗ = β

√√√√√
(K−1)Crg +Crl

(β −1)(Cmin[(
K
η
)β ](eKα −1)/(eα −1))

(6)
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L’estimation des coûts de maintenance des ordinateurs s’avère complexe. Lors de l’esti-
mation des coûts, nous nous sommes basés sur les hypothèses : les coûts qui n’ont pas
d’incidences significatives sur cette étude sont négligeables, le coût de chaque intervention
comprend le coût de la pièce de rechange et le coût de la main-d’oeuvre. Dans le modèle
d’optimisation, nous avons supposé que les coûts sont identiques pour chaque intervention.
Pour cela, nous allons déterminer un coût minimal pour les maintenances correctives et un
coût moyen pour les maintenances préventives.

Après optimisation, la périodicité des révisions générales est T ∗= 3056.7h, ce qui veut
dire que le renouvellement des ordinateurs s’impose quand on atteint 12 cycles, sachant que
12 cycles font 36678h, ce qui nous donne presque 4 ans.

5 Impact de l’efficacité de la maintenance sur la pé-
riode de renouvellement des ordinateurs

L’objectif est d’étudier comment l’efficacité de la maintenance influe sur la période de
renouvellement des ordinateurs. La méthode utilisée consiste à faire varier le paramètre de
l’efficacité de la maintenance préventive α de 5%, 15%, 25%, 55%, 75% et de 80% par
rapport à sa valeur initiale, puis calculer les coûts de maintenance par unité de temps et les
comparer avec les résultats obtenus dans la partie précédente.

A partir des résultats obtenus, nous remarquons que l’amélioration de l’efficacité des différentes
valeurs de α prolonge la période de révision générale des ordinateurs, avec des coût réduits.

6 Conclusion
L’objectif principal de notre travail est l’optimisation de la maintenance préventive du

matériel informatique au sein du district GPL de Béjaia. Ainsi, un plan de maintenance s’ap-
puyant sur la politique de maintenance préventive périodique imparfaite avec réparation mi-
nimale à la défaillance, est proposé. Nous rappelons qu’une politique de maintenance opti-
male est celle qui permet d’améliorer la disponibilité et réduire la probabilité de défaillance
au moindre coût.

Graĉe aux résultats obtenus, nous avons démontré qu’après l’adaptation d’une politique
de maintenance préventive imparfaite avec réparation minimale, on a pu prolonger la période
T des révisions générales de 896 h.
Le renouvellement de notre système sera après 12 cycles, avec un coût de maintenance
préventive égal à 940 DA/h, sachant que 12 cycles correspondent à 36680 h. Ceci nous
donne presque 4 ans.
Afin d’améliorer encore la maintenance, nous avons proposé d’augmenter le paramètre d’ef-
ficacité de cette dernière. Grâce aux résultats obtenus, nous avons constaté que la prise en
compte de l’amélioration de l’efficacité permet d’augmenter la durée de vie du système.
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tention de BMT. Département de Recherche Opérationnelle, Université de Béjaı̈a.
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Résumé
Dans ce travail, nous montrons comment utiliser les réseaux de Petri pour modéliser et
évaluer les performances de systèmes d’attente avec arrivées par groupes de taille fixe avec
une seule source finie Ma/M/1//N. Pour ces systèmes il y’a des résultats analytiques
exactes, mais compliqués donc difficiles à exploiter. Ainsi, après une modélisation appro-
priée en utilisant le formalisme des RdPSG (Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés)
qui s’adapte à la structure de ces systèmes, nous avons pu construire le graphe des mar-
quages du modèle qui nous a permis de construire la chaı̂ne de Markov qui lui est associée.
A partir de cette chaı̂ne de Markov la distribution stationnaire est calculée et elle nous a per-
mis d’obtenir les indices de performances de ces systèmes étudiés.

Mots clés : Systèmes de files d’attente ; Arrivées par groupes ; Source finie ; Réseaux de
Petri généralisés ; Modélisation

1 Introduction
Les files d’attente ont été intégrées dans la modélisation et à l’évaluation des perfor-

mances de divers systèmes informatiques, réseaux de communication, systèmes de pro-
duction, etc. Grâce à tous ces développements, la théorie des files d’attente est aujourd’hui
largement utilisée et ses applications sont multiples.
Dans les problèmes de file d’attente ordinaires, il est supposé que les clients arrivent par
unité à la station, cependant cette hypothèse ne reflète pas toujours la réalité des systèmes
d’attente réels où les clients arrivent par groupes, à titre d’exemple on peut citer les lettres
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arrivant à un bureau de poste, les navires arrivant à un port en convoi, les personnes allant
à un théâtre, un restaurant, etc. Ainsi pour la modélisation de ce genre de systèmes de files
d’attente (SFA) en plus de la modélisation classique il a été décidé par convention de prendre
en compte la taille des groupes et l’ajouter à la notation de Kendall soit décrite comme une
variable aléatoire ou comme un nombre fixe. L’étude des files d’attente avec arrivées par
groupes a été introduite par les travaux d’Erlang [2] (1948). Les SFA avec arrivées ou ser-
vices par groupes ont fait l’objet de nombreux travaux [6, 7].
Notre travail consiste à faire usage du formalisme RdPSG pour modéliser le système Ma/M/1//N
et d’évaluer ses performances. La puissance d’expression de ce formalisme nous a permis
une modélisation très détaillée et sémantiquement précise qui a réduit la compléxité de ce
système [1, 5, 3, 4].

2 Modélisation du système Ma/M/1//N par les RdPSG
On considère une file d’attente à source fini et arrivées par groupes à un seul serveur

Ma/M/1//N, dans laquelle la taille du groupe est fixée à ”a”. Le nombre de clients dans
la source noté N (entier positif) doit être un multiplicateur de ”a”. Les clients arrivent suivant
un processus de Poisson de taux λ . Le service des clients se fait suivant la loi exponentielle
de paramètre µ . La FIGURE 1 représente une modélisation du système par les RdPSG.

FIGURE 1 – Le RdPSG modélisant le système Ma/M/1//N.

Dans ce modèle on a :
– La place PA contient les clients libres (source), représentés par N jetons. C’est-à-dire,

aucun des N clients n’est arrivé dans le système ;
– La place PM représente la file d’attente ;
– La place Pservi représente l’état ’ Le serveur est occupé par le client ’ ;
– La place PSC représente l’état ’ Le serveur est libre ’, représenté par un seul jeton.
– Le marquage initial du réseau est alors donné par :

M0 = (M(PA),M(PM),M(Pservi),M(PSC)) = (N,0,0,1).
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Ceci, signifie que tous les clients sont initialement libres et que le serveur est disponible.
La transition Tarriv n’est franchissable que si le nombre de clients (commandes) dans la
source est un multiplicateur de la taille fixe qu’on a appelé ”a”. Si on a le nombre de jetons
N est multiplicateur de ”a” dans la place PA alors le taux de franchissement est égale à Nλ .
La condition de dépendance du taux de franchissement est représentée par le symbole #
placé à coté de la transition Tarriv.
La transition immédiate SERV sera tirée si la place PM contient un jeton et la place PSC
contient un jeton c’est-à-dire que le serveur est libre, donc un jeton sera enlevé de la place
PM pour donner naissance à un jeton dans la place Pservi. Ce jeton représente le serveur qui
est occupé par un client.
La transition Tf in représente la fin du service du client, elle ne sera franchie que s’il y’a un
jeton dans la place Pservi. Dans ce cas un jeton sera déposé dans la place PA qui représente
la condition que le client devient libre, et un autre jeton sera déposé dans la place Psc
représentant le serveur qui devient libre.
Le taux de franchissement de la transition temporisé Tf in est égale à µ .

3 Application sur le système M2/M/1//12

Nous considérons la file d’attente M3/M/1//12 où la taille du groupe a = 3 et la taille
de la source est finie N = 12 clients. Les clients arrivent selon un processus de Poisson de
taux λ . Le taux de service des clients est µ . Le marquage initial est le suivant :

M0 = (M(PA),M(PM),M(Pservis),M(PSC)) = (12,0,0,1).

La figure suivante illustre la chaı̂ne de Markov associée au modèle RdPSG obtenu.

FIGURE 2 – Chaîne de Markov réduite associée à M3/M/1//12.

Le générateur infinitésimal Q de la chaı̂ne de Markov est calculé. De ce générateur Q on
a pu calculer la distribution stationnaire π du système, ainsi que ses indices de performances.
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Nous pouvons maintenant calculer les indices de performances :

– Le taux moyen effectif des arrivées des clients (ηN) :

ηN = ∑
j∈SM j

λ (M j)π j = 12λπ0+9λπ2+6λπ3+3λπ5+10λπ7+7λπ10+4λπ13+11λπ15+8λπ18+5λπ20.

– Le nombre moyen de clients dans la file (ηM) :

ηM =∑
j

M j(pM)π j = 2π2+5π3+8π5+π7+π8+4π10+7π13+10π16+3π18+5π20+9π21.

– Le nombre moyen de clients dans le système (ηS) :

ηS = ∑
j
[M j(PM)+M j(Pservis)]π j.

= 3π2+6π3+9π5+2π7+2π8+5π10+8π13+π15+11π16+4π18+6π20+π21.

– Le temps moyen d’attente des clients dans la file (WN) :

WN =
ηM

ηN
=

2π2 +5π3 +8π5 +π7 +π8 +4π10 +7π13 +10π16 +3π18 +5π20 +9π21

12λπ0 +9λπ2 +6λπ3 +3λπ5 +10λπ7 +7λπ10 +4λπ13 +11λπ15 +8λπ18 +5λπ20
.

– Le temps moyen de réponse (τN) :

τN =
ηS

ηN
=

3π2 +6π3 +9π5 +2π7 +2π8 +5π10 +8π13 +π15 +11π16 +4π18 +6π20 +π21

12λπ0 +9λπ2 +6λπ3 +3λπ5 +10λπ7 +7λπ10 +4λπ13 +11λπ15 +8λπ18 +5λπ20
.

Nous avons analysé le système Ma/M/1//N avec plusieurs valeurs de N et plusieurs
valeurs de ”a”. Néanmoins, le graphe de la chaı̂ne de Markov associée avec N quelconque
a été obtenue d’une manière récursive (voir FIGURE (3)).
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FIGURE 3 – La chîane de Markov réduite associée à Ma/M/1//N.
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4 Conclusion
Dans ce travail, nous avons modélisé les systèmes de files d’attentes avec arrivées par

groupes à source finie via les RdPSG. Nous avons montré comment construire la chaı̂ne
de Markov à partir du graphe des marquages et nous avons donné les formules permettant
l’obtention des paramètres de performance de notre modèle étudié. Finalement, nous avons
évalué les indices de performances de notre système avec différentes valeurs de N, ”a”
et de λ et µ . A partir des résultats de cette étude nous prouvons l’efficacité de l’approche
proposée.
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Résumé La classification du trafic Internet est un domaine en plein évolution. Le but de
la classification du trafic Internet est de comprendre le type du trafic porté sur Internet en
examinant les paquets IP circulants sur le Web. Plusieurs approches de classification ont
été étudiées pour le trafic Internet, chacune se base sur un critère bien précis (numéros de
ports, charge utile, comportement de l’hôte et fonctionnalités de flux). Dans cet article, nous
proposons une approche basée sur les fonctionnalités de flux pour établir une classification
du trafic Internet. Nous avons fait recours à deux techniques supervisées de l’apprentissage
automatique (Réseau bayésien et Arbres de décision), et dans le but d’améliorer les perfor-
mances, nous avons procedé par une sélection d’attributs par recherche local. Toutes nos
méthodes sont implémentées et validées sur le benchmark NIMS.arff.

Mots clés : Trafic Internet ; Paquets IP ; Flux ; Apprentissage Automatique ; Classification ;
Sélection d’attributs ; Recherche Locale ; Benchmark.

1 Introduction
Grâce à ses multiples services, le réseau Internet connait une utilisation trés élevée.

Cette augmentation d’utilisation s’avère problématique quand à la maitrise complète du réseau,
d’autant plus avec l’apparition des services de réseau pair à pair(P2P) et des applications
temps réel. La fouille de données ou bien Data Mining en propose des methodes et tech-
niques, telles que la sélection d’attributs et la classification, pour remédier à ce problème. En
rapport avec le trafic Internet, les deux techniques citees, collaborent afin d’attribuer chaque
paquet circulant à une catégorie prédéfinie, procurant ainsi une qualité de service (QoS) et
une surveillance de paquets pour la sécurité. Dans ce travail, on fait recours en premier lieu
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à deux algorithmes de classification très utilisés dans la classification du trafic Internet, à sa-
voir le bayésien naı̈f et le C4.5. Ensuite, afin d’améliorer les performances, nous présentons
notre approche basée sur les fonctionnalités de flux qui effectue une sélection d’attributs par
recherche local. Nous présentons en derniers, l’implémentation de l’approche proposée ainsi
que nos resultats obtenues sur le benchmark NIMS.arff.

2 Algorithmes étudiés
Le bayésien naı̈f et le C4.5 sont issus de concepts différents, cette dissemblance se

reflète sur la classification des données et par conséquent sur les résultats atteints.

2.1 classificateur bayésien naïf (BN)
Le classificateur bayésien naı̈f est une technique de classification bayésienne basée sur

l’application du théorème de Bayes avec des hypothèses naı̈ves qui supposent l’indépendance
des caractéristiques appelées aussi attributs. Le modèle construit est un modèle probabiliste
conditionnel exprimé par l’équation 1

P(C/A1, ...,An) =
P(C)∏n

i=1 P(Ai/C)

P(A1, ...,An)
(1)

Ce modèle correspond au calcul de la probabilité pour qu’un objet ait comme classe C
en fonction de ses attributs A1, ...,An. P(C/A1, ...,An) appelé évidence est donné par
l’équation 2.

P(A1, ...,An) =
k

∑
i=1

P(Ci)P(A1, ...,An/Ci) (2)

Où k indique le nombre de classes.
Afin de déterminer la classe d’un objet, les probabilités de chaque classe en fonction des
attributs de cet objet sont calculées et la plus grande est considérée (règle du maximum a
posteriori MAP). La Table 1, présente les avantages et les inconvénients du classifieur BN.

Avantages Inconvénients
Simple et facile à implémenter L’attribut cible ne peut pas être numérique

Ne demande pas d’avoir des
informations sur les attributs
pour classifier

L’hypothèse de distribution normale des valeurs des attributs numériques est dif-
ficile à vérifier car le fait que les valeurs observées parmi les exemples d’appren-
tissage soient ou non normalement distribuées n’implique pas que la valeur de
l’attribut le soit vraiment [1]

Rapide, même avec un en-
semble large de données Selon l’étude [2], le bayésien naïf donne de meilleures performances dans deux

cas : une forte indépendance entre les attributs ou le contraire, une forte
dépendance entre eux. Or entre ces deux extrémités, le classificateur est moins
performant

Besoin de moins de données
d’entrainement

TABLE 1 – Avantages et Inconvénients du BN

2.2 C4.5
L’algorithme C4.5 tel que ses prédécesseurs, construit un modèle graphique sous forme

d’arbre où les nœuds, branches et feuilles représentent respectivement les attributs, va-
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leurs de l’attribut et classes. Durant la phase de construction, la sélection d’attribut pour
chaque nœud est mesurée par une valeur appelé rapport de gain, ce dernier est calculé en
fonction d’autres mesures comme l’entropie et le gain d’information. Les avantages et les
inconvénients du C4.5 sont donnés par la Table 2.

Avantages Inconvénients
Le modèle créé est simple et facile à in-
terpréter La complexité augmente avec l’augmentation de classes

Il manipule les attributs catégoriques et
numériques Il reconstruit le modèle en introduisant de nouvelles données

Il manipule les valeurs d’attributs man-
quantes

Moins rapide comparant à d’autres classificateurs à cause du choix de
l’attribut et l’élagage

Il effectue l’élagage de l’arbre une fois
créé L’attribut cible ne peut pas être numérique

Certaines branches sont vides à cause des nœuds qui ont zéro valeur ou
proche de zéro valeur, ce qui rend par conséquent l’arbre plus grand et
plus complexe

TABLE 2 – Avantages et Inconvénients du C4.5

2.3 Bayésien Naif et C4.5 pour le trafic Internet
Plusieurs études ont fait recours à ces derniers pour la classification du trafic Internet.

Le C4.5 triomphe avec un taux de succès dépassant 95%, le BN quand à lui, atteint un taux
de succès d’environ 65% pouvant etre amelioré avec une selection d’attributs [4, 5, 6].

3 Approche proposée
Pour la majorité des algorithmes d’apprentissage, la dimensionnalité est un facteur qui

peut nuire à leurs compétences (coût, complexité et performance). Dans ce cas, la sélection
d’attributs s’avère efficace. La sélection d’attributs (voir la figure 1) est une opération qui
consiste à sélectionner un sous ensemble d’attributs S depuis un ensemble d’attributs de
départ A de manière à améliorer les résultats de la classification [7, 8].

FIGURE 1 – Processus de sélection d’attributs[9]
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3.1 Définition du problème
Nous définissons notre problème comme suit :
– X l’ensemble d’apprentissage.
– C un classificateur.
– Evaluer une fonction d’évaluation dont les arguments sont un ensemble d’attributs et un classificateur.
– Accuracy la fonction objectif mesurant la qualité d’un modèle S. Elle calcule le pourcentage de prédictions correctes.

Notre approche consiste à chercher une solution Slocale en partant d’une solution initiale
Sinit comprenant tous les attributs de l’ensemble X initialement, tel que :

Evaluer(Slocale,C), Evaluer(Sinit ,C), Accuracy(Slocale)> Accuracy(Sinit)

Et ∀S ∈V (Sinit) Evaluer(S,C), Accuracy(Slocale,C)> Accuracy(S,C)

V (S) : représente le voisinage de la solution S.

3.2 Méthodologie
Notre algorithme (voir Algorithme 1 3.2) propose une démarche de sélection d’attributs

ayant les caractéristiques suivantes :

1. Procédure de génération : procédure heuristique backward.

2. Fonction d’évaluation : algorithme d’apprentissage supervisé (le BN ou C4.5)

3. Fonction objectif : taux de succès de classification.

4. Critère d’arrêt : atteinte d’un optimum local.

5. Procédure de validation : classifier avec le BN ou avec le C4.5.

6. Procédure de recherche locale : Hill-Climbing.

Algorithm 1 Sélection d’attributs par recherche locale
Require: Sinit : solution initiale ; C : le classificateur utilisé
Ensure: Slocale : solution retournée par l’algorithme
1: Stop← Faux
2: repeat
3: Evaluer(Sinit ,C)
4: slist ←Voisinage(S)
5: for Sol in Slist do
6: Evaluer(Sol,C)
7: end for
8: Sl ← getSolutionMaxAccuracy(Slist)
9: if Sl .accuracy > Sinit .accuracy then

10: Sinit ← Sl
11: else
12: Stop←V rai
13: end if
14: until Stop ==V rai
15: return Slocale← Sinit

Pour l’étape de validation, nous avons pensé à plusieurs combinaisons de manière à
effectuer la sélection d’attributs avec un classificateur C1 (BN ou C4.5) et valider l’ensemble
sélectionné avec un classificateur C2 (BN ou C4.5), notant que C1 peut être le même classi-
ficateur que C2.
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4 Implémentation et résultats numériques
Dans cette section, nous présentons d’abord le benchmark NIMS.arff, puis nous expo-

sons les différents résultats obtenus par notre approche.

4.1 NIMS
L’ensemble de données NIMS est téléchargé depuis le site [10]. Il est étiqueté par AllAp-

plicationsOverSSHLabeldTraffic. NIMS contient 23 attributs (22 attributs numériques et l’at-
tribut cible) caractérisant les flux transportés, et un total de 713851 instances. Nous avons
utilisé 10% seulement du dataset en gardant 10% d’instances de chaque classe, au total
donc 71385 instances.

4.2 Implémentation
Nous avons développé une api en JAVA afin de mettre en œuvre l’approche proposée

et classifier l’ensemble des données avec les deux classificateurs abordés en deployant la
bibliothèque WEKA. Notre application permet éventuellement d’analyser, modifier, visualiser
sous forme de graphes n’importe quels ensembles de données en format arff ou csv.

4.3 Résultats numériques
Afin de valider notre approche, nous avons utilisé deux méthodes différentes pour le

test : le pourcentage split à 66% et la validation croisée à 10 folds. Dans la Table 3, nous
présentons les résultats de la sélection d’attributs de l’approche, et dans la Table 4, nous
présentons les différents taux de succès (%) obtenues lors de la classification des données
NIMS sans et avec l’approche.

Sélection(méthode/fonction objectif) Attributs supprimés Attributs restants

Split 66% BN 16 6
C4.5 2 20

CV 10 Folds BN 14 8
C4.5 5 17

TABLE 3 – Résultats de la sélection d’attributs

Méthodes test Split 66% CV 10 folds
Sélection d’attributs (Fonction Objectif) Aucun BN C4.5 Aucun BN C4.5
Validation BN 66.5 94.24 38.97 70.89 93.76 70.68
Validation C4.5 98.17 97.67 98.87 99.95 99.94 99.96

TABLE 4 – Résultats de la classification

Selon les différents résultats, nous pouvons dire que :
– Le BN est moins performant que le C4.5.
– Les attributs supprimés lors de la sélection en utilisant chaque classificateur et selon chaque méthode de test ne sont pas

les mêmes.
– Lorsque nous utilisons le même classificateur dans les deux phases (sélection et validation), nous constatons une amélioration

en particulier pour le BN.
– Par contre, nous avons constaté une baisse de taux de succès en combinant les deux classificateurs, notamment le cas de

la sélection avec le C4.5 et la classification avec le BN en utilisant le Split 66%, qui a donné un résultat très faible 38.97%.
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5 Conclusion
Dans ce travail nous avons étudié deux techniques de classification supervisée (BN &

C4.5) et avons proposé une approche visant à améliorer leurs résultats de classification du
trafic Internet. Notre approche prouve que la sélection d’attributs joue un rôle très important
dans l’amélioration des résultats d’un classificateur. Nous avons conclu de ce travail, que cer-
tains attributs peuvent être importants pour un classificateur mais moins importants pour un
autre et que certains classificateurs ne sont pas adaptés l’un pour l’autre, il faut donc faire at-
tention lors de l’hybridation. Comme perspectives, on envisage d’aborder d’autres approches
méta-heuristiques pour la sélection d’attributs, comme les algorithmes évolutionnaires ainsi
que d’exploiter des modèles de deep learning pour faire la classification.
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Résumé Dans ce travail, nous proposons de réaliser une étude statistique sur le barrage
Béni Haroun, et une étude de prévision sur la pluviométrie de l’année 2016 par la méthode
de Box et Jenkins. L’objectif de ce travail, est de déterminer le nombre de wilaya que le
barrage peut alimenter en plus des wilayas déjà alimentées. D’après l’étude de prévision
réalisée, nous avons déduit que le barrage peut alimenter cinq wilayas en eau potable et
deux autres wilayas en eau d’irrigation.

Mots clés : Alimentation en eau ; Barrage Béni Haroun ; Méthode Box et Jenkins ; Prévision.

1 Introduction
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la modélisation des changements cli-

matiques liés aux quantités pluviométriques obtenues en millimètres par mois, sur la période
allant de l’année 2010 jusqu’à l’année 2015 du barrage Béni Haroun [1]. Sur toute cette
période le barrage Béni Haroun alimente deux régions pour l’irrigation et deux wilayas en
eau potable et il est prévu d’alimenter trois autres wilayas.
L’objectif du travail, est de répondre à une des problématiques rencontrée au niveau de ce
barrage qui est : ”est-ce que les apports pluviométriques peuvent compenser les quantités
transférées”. Une étude de prévision statistique s’impose pour répondre aux besoins du bar-
rage. Nous avons réaliser une modélisation statistique des données climatologiques obte-
nues au sein du barrage de Béni Haroun. Nous avons appliqué la méthode de prévision, Box
et Jenkins avec le logiciel R [2]. Des prévisions des quantités pluviométriques en millimètres
sur une durée de douze mois et de six ans ont été déduites.
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2 Modélisation statistique des données de la pluviomé-
trie

2.1 Collecte des données
Les données proviennent des annuaires statistiques établis par le service d’exploitation

de la direction du barrage de Béni Haroun, où nous nous sommes intéressés aux données
concernant la climatologie : la pluviométrie par mois, données par le tableau 1.

TABLE 1 – Les données de la pluviométrie en millimètres
Mois \ Année 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Janvier 96 21.4 52.5 112 69 195
Février 47.5 160 197.5 180 59 192
Mars 56.5 38 40.5 69 253 98
Avril 34.6 60 93.5 30 10 4.5
Mai 81 1.3 6.5 39 24.5 26.6
Juin 22 00 10.5 3.5 21 3
Juillet 2.5 00 2 3.5 00 00
Août 3 00 4 26.5 00 17.5
Septembre 33 25 49 27 0.5 38
Octobre 74 89 9.5 54.5 5.5 82.5
Novembre 100 57 35 248.5 63 82.5
Décembre 61.1 99 55.5 67.5 202 0.5

2.2 Application de la méthode de Box et Jenkins
Dans cette section, nous effectuons une analyse préliminaire qui va permettre de visuali-

ser le corrélogramme et le corrélogramme partiel de la série originale présenté par la figure 3.
Le graphe de l’autocorrélation présente une décroissance lente tandis que l’autocorrélation
partielle apparaı̂t tronquée, cela confirme la non stationnarité de notre série (figure 1).

L’examen des deux graphes de la figure 1, confirme l’existence d’une tendance crois-
sante et une composante saisonnière. Alors, il est nécessaire de différencier la série originale
avec une différenciation d’ordre 12 pour éliminer cette saisonnalité. La figure 2 représente la
série après la différenciation nécessaire.

(a) Corrélogramme. (b) Corrélogramme partiel.

FIGURE 1 – Corrélogramme et Corrélogramme partiel de la série originale.
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FIGURE 2 – Série après la différenciation

a) Identification du modèle
D’après le graphe de la série originale (Figure 3 (b)), on constate que cette série est
sujette à une saisonnalité d’ordre 12 (12 mois) et une tendance croissante linéairement.
Donc, le modèle adéquat est SARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s=12. En appliquant à la série
originale un filtre ordinaire d’ordre 1 (d = 1) et un filtre saisonnier d’ordre 1 (D = 1),
on a obtenu une série sans tendance ni saisonnalité. Nous avons choisi le modèle
SARIMA(5,1,2)(0,1,1)12.

(a) Série originale (b) Décomposition de la série
originale.

FIGURE 3 – Série originale et sa décomposition.

b) Estimation des paramètres du modèle
Après l’ajustement, les estimateurs et les écarts types des paramètres du modèle sont
donnés par le tableau ci-dessous :

φ̂1 φ̂2 φ̂3 φ̂4 φ̂5 θ̂1 θ̂s
Estimateurs 0.8081 -0.4970 -0.6295 004411 -0.9210 0.9982 -1.0000
Écart-type 0.1813 0.1668 0.1649 0.1738 0.1538 0.0933 0.1648

D’après ces résultats, on peut remarquer que les estimateurs vérifient les conditions
de stationnarité (|φ̂ |< 1, |θ̂ |< 1 et |θ̂s|< 1 ) et d’inversibilité.
Le modèle s’écrit :

(
1− φ̂1B− φ̂2B2− φ̂3B3− φ̂4B4− φ̂5B5)(1−B)

(
1−B12)yt =

(
1− θ̂B

)(
1− θ̂sB12)εt .

Alors :
(
1−0.8081B−0.3970B2−0.6295B3−0.4411B4−0.9210B5)(1−B)

(
1−B12)yt = (1−0.9982B)

(
1−B12)εt .
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c) Validation du modèle
Tests sur les coefficients du modèle. La valeur critique lue sur la table de Student est
T(72, 0.025) = 2,39. Tester :

H0 : ”φ̂i = 0” contre H1 : ”φ̂i 6= 0”

Ce test est basé sur la statistique : ti =
|φ̂i|

σ̂(φ̂i)
y t(n−7, α

2 )
et ti =

|θ̂ |
σ̂(θ̂) y t(n−7, α

2 )
. Si

ti =
|φ̂i|

σ̂(φ̂i)
> T (72,0.025) = 2,39, alors l’hypothèse H0 sera rejetée.

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

ti 4.45 2.97 3.81 2.53 5.98 10.69 6. 06
Décision Rejeter H0 Rejeter H0 Rejeter H0 Rejeter H0 Rejeter H0 Rejeter H0 Rejeter H0

Toutes les hypothèses H0 des paramètres estimés sont rejetées, alors les estimateurs
des paramètres φ̂i, θ̂ et θ̂s sont significativement différents de zéro.

d) Examen des résidus
Test sur les résidus : ce test est basé sur la statistique suivante :

Q = n(n+2)
M

∑
i=1

ρ2
i

n− i
y χ2

M−k

Tester :
H0 : ”ρi = 0, i = 1,M” contre H1 : ”∃i ∈ 1,M, tq ρi 6= 0”

où :

ρi : désignent les coefficients d’autocorrélations théoriques,

M : partie entière de min( n
2 ,3
√

n), alors M = 25.

La valeur empirique de la statistique de Box et Ljung, Q∗ = 13.6550. Au niveau de
signification α = 0.05, la valeur critique de la loi de khi-deux est :

χ2
M−k(α) = χ2

25−7(0.05) = 28.8693.

Comme Q∗ = 13.6550 < χ2
18(0.05) = 28.8693, alors on ne rejette pas l’hypothèse

H0, par conséquent les résidus forment un bruit blanc. Le corrélogramme et le corrélogramme
partiel des résidus nous montrent clairement que tous les pics sont à l’intérieure de
l’enveloppe voir la figure 4 .

FIGURE 4 – Corrélogramme et corrélogramme partiel des résidus
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e) Prévision
Les prévisions obtenues selon le modèle SARIMA(5,1,1)(0,1,1)12 sont données
par le tableau 2.2 et représentées par la figure 5

Mois Valeur - prévue Mois Valeur - prévue
Janvier 103.50 Juillet 17.09
Février 173.01 Août 16.86
Mars 134.82 Septembre 44.47
Avril 42.81 Octobre 61.58
Mai 42.77 Novembre 115.42
Juin 14.26 Décembre 93.48

TABLE 2 – Prévisions par la méthode Box et Jenkins

FIGURE 5 – Série originale et sa prévision

3 Nombre de wilayas que le barrage Béni Haroun peut
alimenter

Pour répondre à l’objectif principal qui est, combien de wilayas peuvent être alimentées ?
on a besoin de certaines informations.

• La quantité d’eau actuelle dans le barrage de Béni Haroun est 1 milliard m3,

• La quantité d’eau qu’il faut garder dans le barrage, afin d’éviter la sécheresse,

• Le besoin de chaque wilaya en quantité d’eau annuelle.

Le barrage doit alimenter cinq Wilayas en eau potable (AEP) et deux régions pour l’irrigation
pour cette année. Alors les besoins en eau de ces wilayas ont été déjà récupérées, elles sont
présentées par les valeurs données dans les tableaux suivants :

Qte AEP / Wilaya Constantine Mila Batna Khenchla Oum Elbouaghi
AEP 108.24 47.5 93.10 26 21.3

TABLE 3 – Besoins en quantités d’AEP des cinq wilayas.

Qte irrigation / Wilaya Téleghma chemora
Eau d’irrigation 44 89.50

TABLE 4 – Besoin en quantités d’eau d’irrigation.

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
UNIVERSITÉ DE BÉJAIA, 15-17 NOVEMBRE 2022 786



Modélisation et prévision de la pluviométrie

Alors la quantité d’eau qui sera transférée est :

QDtAEP =
5

∑
j=1

BQD j = BQDConstantine +BQDMila +BQDBatna +BQDKhenchla +BQDOumelbouaghi

= 108.24+47.5+93.10+26+21.3 = 296.14 H m3.

et

QDtirri =
2

∑
j=1

BQD j = BQDTeleghma +BQDChemora = 44+89.5 = 133.5 H m3.

telle que :

QDtAEP : quantité d’eau potable transférée et QDtirri : quantité d’eau d’irrigation transférée,

BQD : besoin en quantité d’eau potable. Alors la quantité d’eau totale transférée est :
QDT = QDtAEP +QDtirri = 296.14+133.5 = 29.64 H m3.

La quantité d’eau qui doit toujours être présente au barrage est de volume équivalent à la
cote 172 m VTM (volume de la tranche morte) est 242 H m3, sachant que la quantité initiale
dans le barrage (QDBI ) est de 1 milliard m3. Cependant le volume d’eau restant dans le
barrage sera :

QDBF = QDBI − (V T M+QDT ) = 1000−242−29.64 = 328.36 H m3.

On remarque que le barrage contient une quantité qui permet d’alimenter un nombre de
wilayas inférieur au nombre de wilayas déjà alimenté, ou bien prévu d’être alimenté ; que
ce soit en eau potable ou pour l’irrigation des régions selon leurs besoins, mais en prenant
toujours en compte la quantité d’eau qui s’évapore, ainsi que le niveau minimal d’eau dans
le barrage.

4 Conclusion
Dans ce travail, nous avons réalisé une étude sur le barrage Béni Hahoun, où nous nous

sommes intéressés au nombre de wilayas que ce dernier peut alimenter en plus des wilayas
déjà alimentées (Mila et Constantine). Ce travail, est basé sur une étude de prévision de
la pluviométrie de l’année 2016, par les deux méthodes lissage exponentiel et Box et Jen-
kins. Les résultats obtenus montre que le barrage Béni Haroun peut alimenter cinq wilayas
(Constantine, Mila, Batna, Khenchla et Oum Elbouaghi) en eau potable et deux wilayas en
eau d’irrigation (Téleghma et chemora), tout en gardant une quantité d’eau dans le barrage
qui peut alimenter un nombre de wilayas inférieur à cinq.
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Rhumel, Algérie) : aménagements hydrauliques et contraintes morpho-géologiques.
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Résumé Une chaı̂ne logistique, dite aussi ”supply chain”, correspond aux différentes étapes
liées à la chaine d’approvisionnement, de l’achat des matières premières à la livraison d’un
produit ou service au client. Elle représente tous les intervenants oeuvrant à garantir et
optimiser la production. Dans ce travail, nous allons nous intéresser à un ensemble de
modèles et d’approches issus de la RO et de l’IA qui peuvent être impliquées dans la gestion
et l’optimisation de la supply chain. L’objectif est de mettre en évidence l’intérêt de telles
applications tout en mettant l’accent sur les éventuelles interactions qui peuvent avoir lieu.

Mots clés : Supply chain, localisation, routage, clustering, théorie des jeux, métaheuristiques.

1 Introduction
La science mathématique de la localisation d’établissements a attiré beaucoup de re-

cherche dans l’optimisation discrète et continue depuis près de cinq décennies. Les cher-
cheurs se sont focalisés sur les algorithmes et les formulations dans divers problèmes de
localisation, que ce soit dans le secteur public ou privé (ReVelle et Eiselt, 2005 [8]).

Une application courante des problèmes de localisation comprend un distributeur choi-
sissant où implanter un centre de distribution dans une chaı̂ne d’approvisionnement, un fa-
bricant sélectionnant un bon emplacement pour placer son entrepôt, ou même les urbanistes
définissant où placer une installation récréative. Cependant, les nouvelles applications des
problèmes de localisation concernent l’emplacement des comptes bancaires, l’emplacement
de la base de données dans les réseaux informatiques, la sélection des fournisseurs, etc.
(Arabani et Farahani, 2012 [9]).
∗Corresponding Author
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2 Problème de localisation et probème de transport de
marchandise

L’évolution des modes de consommation, le développement du commerce électronique,
mais aussi les changements de types de productions industrielles ont favorisé dernièrement
le développement du problème de transport de marchandises. La gestion de cette activité
soulève le problème de la construction d’un système de distribution efficace. Ceci comprend
le choix des localisations des dépôts où les marchandises sont stockées ainsi que le calcul
des tournées de véhicules nécessaires à la distribution de ces marchandises. Ces deux
points sont étroitement liés et si une solution optimale doit être trouvée, ils ne peuvent être
résolus séparément. L’idée est de combiner deux niveaux de décision, tactique (affectation
entre les noeuds) et stratégique (la localisation de dépôts).

3 Problème de localisation et problème de routage : pro-
blème de localisation-routage

L’élaboration de tournées de véhicules, date des années 1960. A cette époque, c’est
essentiellement la relation étroite entre la localisation et le transport qui est mise en évidence,
mais la difficulté du problème est loin d’être cernée (Von Boventer, 1961 [10] ; Maranzana,
1964 [11] ; Webb, 1968 [12] ; Lawrence et Pengilly, 1969 [13] ; Christofides et Eilon, 1969
[14] ; Higgins, 1972 [15]). Watson-Gandy et Dohrn (1973) [16] ont été être les premiers à
considérer réellement la visite des clients lors de la localisation, en utilisant une fonction
non-linéaire des distances pour représenter les arrêts lors d’un trajet, tout en utilisant une
fonction-vente dans laquelle les ventes déclinent quand la distance au dépôt augmente.

4 Clustering et problème de localisation-routage
Le clustering est une technique du data mining utilisée pour la classification non-supervisée

d’un ensemble d’objets en des groupes dit clusters, sans avoir des connaissances au préalable
ou du moins une connaissances parfaites des caractéristiques des groupes à former, tout en
optimisant un ensemble de critères désirés.

Le problème de clustering a des applications nombreuses et variées, notamment dans
les problèmes de routages et de localisation dans les chaı̂nes d’approvisionnement. L’intérêt
de cette approche pour ce type de problèmes est principalement la réduction de la taille
du problème, de plus elle permet de prendre en considération des contraintes spécifiques à
chaque cas particulier. Elle peut être utilisé soit en tant que méthode de résolution ou comme
une étape de pré-traitement des données avant la résolution.

A titre d’exemples, nous pouvons citer le travail de Oudouar et El Fellahi [4] où une nou-
velle approche a été proposée pour traiter le problème de routage de véhicules multi-dépôts.
Elle consiste à combiner deux niveaux de décision : le niveau stratégique qui se manifeste
par la localisation des entrepôts, et le niveau tactique qui implique le développement des
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tournées de véhicules. L’avantage d’une telle approche est que l’inclusion des tournées fu-
tures dans la résolution d’un problème de localisation a permis des gains significatifs sur les
coûts totaux.

Dans [3], une approche de localisation-acheminement basée sur le clustering a été ap-
pliquée pour redéfinir une chaı̂ne d’approvisionnement agroalimentaire pour la commerciali-
sation des volailles. Les auteurs ont proposé un modèle mathématique en trois étapes, qu’ils
ont résolu par un processus séquentiel. En effet, ils ont proposé de former des clusters de
clients en prenant en compte à la fois les coût économiques et écologiques du transport des
marchandises. Ils ont également identifié les abattoirs à installer, à fermer ou à rouvrir. Par
la suite, un calcul du meilleur routage pour livrer les clients a été fait pour chaque abattoir.
L’approche proposée a donné lieu à des résultats intéressants sur le cas réel étudié.

Un autre travail qui concerne la localisation a été proposé dans [6]. Dans ce travail,
un nouveau modèle de clustering hiérarchique est proposé pour le choix de l’emplacement
des installations, qui peut prendre en charge de manière flexible une grande variété d’ob-
jectifs d’optimisation et les combinaisons de contraintes pratiques multiples qui sont essen-
tielles dans les scénarios logistiques réels. Au-delà de l’algorithme original de clustering
hiérarchique, il incorpore un mécanisme d’anticipation qui atténue le ”piège de l’avidité” en
utilisant des informations globales. Ces avantages permettent à la méthode proposée de
générer des solutions fiables avec une grande efficacité temporelle.

Notons aussi que le clustering des clients pour le processus de distribution est large-
ment utilisée dans le choix de l’emplacement, l’optimisation des itinéraires de distribution
et l’optimisation de l’ordonnancement des véhicules du centre de distribution de la logis-
tique énergétique. Pour résoudre le problème du clustering de clients dont l’emplacement du
centre de distribution est inconnu, Zhong et al. [7] ont proposé un algorithme de clustering
qui tient compte de la structure du réseau de distribution et de la contrainte de volume de dis-
tribution, ce qui compense le fait que la distance euclidienne classique ne tient pas compte
des informations sur les routes. Les résultats expérimentaux obtenues avec cet algorithme
indiquent clairement que le concept du clustering peut traiter efficacement des ensembles de
données spatiales à grande échelle, et que le processus de clustering n’est pas affecté par
les clients isolés. Le clustering peut être appliqués efficacement à l’emplacement du centre
de distribution, à l’optimisation des coûts de distribution, à l’optimisation des itinéraires de
distribution et à la division de la zone de distribution de l’optimisation de la planification des
véhicules.

5 Théorie des jeux et problème de localisation
Ces dernières années, on retrouve quelques travaux étudiant des problèmes de locali-

sation par la théorie des jeux coopératifs (voir par exemple Serra et ReVelle, 1993 [17], 1994
[29]), Mallozzi (2007) [18], Fernandez et al. (2014) [31] ; Konur et Geunes(2012) [19] ; Diaz-
Banez et al. (2011) [20] ; Berman et Gavious (2007) [21] ; Reilly (2012) [22] ; Saidani et al.
(2012) [?] et Fernandez et al. (2007) [30]) et non coopératifs (Puerto et al. (2012) [23] ; Puerto
et al. (2011) [24] ; Goemans et Skutella (2004) [25] ; Xua et Dub(2006) [26] et de Devanur
et al. (2005) [27]). La modélisation par les jeux intervient souvent pour la représentation des
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problèmes de localisation des établissements concurrentiels, où les différents acteurs ont
généralement des intérêts antagonistes. Dans de tels jeu, on considère que les joueurs sont
les concurrents, les stratégies sont les lieux de localisation et les fonctions de paiement sont
les fonctions de coût. Une solution à ce problème consiste à déterminer un équilibre de Nash
du jeu (dans le cas où il existe évidemment).

6 L’aspect multicritère dans les problèmes de localisa-
tion

La conception des supply chains est, à la base, un problème de décision multicritères qui
inclut à la fois des critères quantitatifs et qualitatifs (qualité des produits, délai de livraison,
préférences des clients, . . . ). Le plus souvent, le coût total, incluant toutes les activités de la
chaı̂ne, est utilisé comme seul critère de décision à optimiser. Cette optimisation monocritère
n’est plus suffisante dans une économie dominée par les clients, avec des préoccupations
sociales et environnementales de plus en plus fortes.

A titre d’exemple pour ce type d’applications, nous pouvant citer le travail présenté dans
[1] où les auteurs proposent d’utiliser la programmation par but pour résoudre un problème
de localisation des installations et d’allocation des produits avec des objectifs multiples et
concurrents. Le modèle proposé décrit la situation dans laquelle une entreprise évalue six
sites potentiels d’implantation d’usines de production dans quatre états, qui desserviraient
quatre centres de distribution. Le modèle prend en compte de multiples objectifs, y compris
plusieurs facteurs qualitatifs de l’analyse de l’emplacement et les objectifs liés aux coûts ont
été pris en compte dans le modèle. Le résultat du modèle indique que la programmation
par objectifs est l’une des techniques prometteuses qui sont applicables aux problèmes de
localisation/allocation du monde réel.

7 Résolution des problèmes de localisation et métaheu-
ristiques

Les problèmes de localisation statique des établissements sont généralement modélisés
par des programmes linéaires mixtes (Mixed Integer Programming). Un outil qui permet de
résoudre ce type de modèle d’une manière exacte est la méthode de Branch and Bound
(BB). Néanmoins, cette méthode n’est efficace que pour les problèmes de petites tailles.
Plusieurs chercheurs se sont donc intéressés à l’adaptation des métaheuristiques comme
les algorithmes génétiques, les algorithmes de colonies d’abeilles, le recuit simulé, la re-
cherche tabou, etc. Les métaheuristiques sont plus rapides que la méthode de Branch and
Bound lorsque l’instance en question est de grande tailles, elles retournent généralement
des solutions proches de l’optimum.

En gestion de chaı̂nes logistiques, les métaheuristiques sont surtout utilisées pour déterminer
les tournées optimales une fois que l’affectation des clients aux entrepôts est bien établie.
C’est le cas par exemple de l’article de Mottaki et al.[2], qui ont proposé de traiter le problème
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du voyageur de commerce en adaptant un algorithme génétique, qui permet de prendre en
compte la congestion des chemin à considérer lors de la définition de la tournée optimale.

8 Conclusion
Dans ce papier, nous nous somme intéressés à un certain nombre de problèmes liés

à la gestion de la supply chain d’un système de production. Nous avons dans un premier
temps défini séparément le problème de localisation et le problème de transport de marchan-
dise. Par la suite, nous avons évoqué la raison de l’émergence du problème de localisation-
routage. Nous avons enchainé par un survol de quelques travaux illustrant l’intérêt de l’ap-
proche par clustering pour la localisation des dépôts et l’affectation des clients dans les
chaines d’approvisionnement. Enfin, nous avons évoqué le rôle de la théorie des jeux dans
les problèmes de localisation, puis le pourquoi du recours aux méta heuristiques pour résoudre
des modèles linéaires à variables mixtes qui représentes des problèmes de localisation.

Ce papier n’est qu’un petit aperçu de ces application, que nous comptons développer
en proposant une classification plus rigoureuses des problèmes traités et des approches
utilisées pour la gestion et l’optimisation de ces chaines logistique.
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Abstract La nécessité d’enrichir la théorie sur la mesure de l’utilité décisionnelle de l’information 

comptable financière d’entreprise u-DC est toujours d’actualité. Notre choix est alors basé d’une part 

sur l’usage des modèles théoriques statistiques, pour mesurer u-DC produite par un échantillon de 

dix entreprises Algériennes de production, d’autre part sur nos jugements et sur les jugements des 

comptables de ces entreprises enquêtées. A cet effet, il est raisonnable sans doute que la 

concordance entre les résultats ne peut faire valider notre hypothèse théorique que par rapport aux 

modèles statistiques théoriques de mesure de u-DC. 

Keywords : Mesure de l’utilité décisionnelle de l’information comptable financière ; Analyse 

quantitative ; Jugements ; Echantillon d'entreprises Algériennes de production. 

 

1 Introduction 
Dans le cadre de la gouvernance d’entreprise, les principaux organismes internationaux de 

normalisation ont attribué l’objectif d’utilité décisionnelle à la comptabilité financière [15] [8]. Le 

concept de la qualité de l’information comptable financière est alors tracé1 [15]. Dans cette 

perspective, deux sous objectifs peuvent être identifiés, à savoir l’utilité décisionnelle en termes 

d'évaluation et l’utilité décisionnelle en termes de contrat [12]. Cependant, ces deux objectifs peuvent 

être en contradiction l'un avec l'autre [12] [4] [9]. En plus, la définition d’u-DC dépende des auteurs 

et des systèmes comptables financiers. La raison de la multiplicité d'interprétation de ce concept en 

vient sans doute de la multiplicité de son utilisation [19] [22]. Par ailleurs, la majorité des études 

précédentes sont réalisées suivant de modèles quantitatifs statistiques basés sur l’usage de chiffres 

comptables: Le modèle de Jones (1991)  [13], de Healy (1985) [20] [16], de Collins et Hribar (2000) [5]  

[22] et le modèle de Roychowdhury (2006) [17]. Cependant, malgré les avantages d'une telle 

utilisation de ces modèles et des modèles statistiques en général, leur apport peut être critiqué  [21]. 

D’ailleurs, bien qu'il n'y ait pas de réponse satisfaisante sur le problème de l'évaluation et de la mesure 

de u-DC, la littérature comptable documente que le modèle de Jones (1991) [13] et le modèle modifié 

de Jones [6] [22] sont les plus utilisés. Bien que plusieurs auteurs aient développé et amélioré ces 

modèles cependant, la question de leur efficacité est toujours d’actualité [1] [10]. En effet, la 

comptabilité peut-être assimile à un système d’information  [3] dynamique réel dans l’entreprise [7] 

                                                                            
1 Le cadre conceptuel du FASB (SFAC n°2) fut le premier à proposer une définition de la qualité de 

l’information comptable. La recherche Académique s’est intéressée au concept de la qualité de l’information 
comptable dans le cadre des conflits d’agence. 
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[18] [23]. De ce fait, sur le plan pratique il y a plusieurs systèmes comptables de l’information 

financière. 

2 Les hypothèses 
La théorie de l’agence, telle qu’elle élaborée par Jensen et Meckling (1976) [11]  constitue la base de 

conception de la gouvernance d’entreprise. Elle évoque que les entreprises modernes sont 

caractérisées par la séparation entre la propriété et le contrôle et l’existence de conflits d’intérêts 

entre les dirigeants et les actionnaires. En effet, les dirigeants pouvant avoir des intérêts différents de 

ceux des actionnaires, profitent de l’avantage informationnel qu’ils détiennent pour orienter la 

gestion de l’entreprise vers la réalisation de leur objectif personnel. Des mécanismes de contrôle 

internes2 et externes3 sont alors, définis afin de contraindre leur gestion au profit des actionnaires.  

Même si, cette conception est la plus acceptée, cependant la conception contractuelle partenariale 

devient de plus en plus importante. En outre, la comptabilité peut être définie comme un ensemble 

d’énoncés comptables qui sont liés entre eux, et qui visent à traduire une partie de la réalité 

économique et ou juridique de l’entreprise. Le modèle comptable anglo-saxon et le modèle 

continental européen peuvent être distingués  [14] . Aussi, la définition de la comptabilité porte sur 

la description des activités et processus d’information dans l’entreprise [2] [18] etc. u-DC peut être 

alors analysée suivant le système d’information et suivant l’opinion4 des mangers [2] . 

 Hypothèse n°1 : u-DC dépende de la qualité du système d’information 

 Hypothèse n°2 : u-DC peut être traitée suivant l’opinion des comptables  

 Hypothèse N°3: u-DC dépendedu  degré d’application des règles comptables Schipper and 

Vincent (2003) [19] expliquent que u-DC se définie de quatre façons différentes mais non 

mutuellement exclusives : Suivant la relation entre les flux de trésorerie, les accruals5 et les 

résultats ; Par la persistance, la variabilité et la prédictibilité des résultats comptable ; Par 

l’utilisation des caractéristiques qualitatives des cadres conceptuels comptables; Sur les 

décisions de mesure des dirigeants.  

 Hypothèse n°4: u-DC peut être mesurée suivant la relation entre le chiffre d’affaire, le total 

des accruals, les cash-flow opérationnels et le résultat net de l’exercice de l’entreprise 

 Hypothèse n°5 : u-DC peut être mesurée suivant la persistance, la variabilité et la 

prédictibilité des résultats nets de l’entreprise. 

3 Méthodologie 
Des questions face à face6 sur les problèmes d’application du SCF et sur la pertinence de l’information 

issue de son application par rapport au PCN, sont posées aux responsables de la comptabilité générale 

et des finances des entreprises enquêtées. Des questions fermées7 sur le système d’information 

comptable de ces entreprises et des questions à choix multiples QCM8 sur le dégrée d’application du 

SCF, sont aussi diffusées aux mêmes responsables. Les systèmes d’information sont analysés 

principalement suivants leurs caractéristiques de fonctionnement et de leurs impacts sur u-DC. Ainsi 

des pourcentages sont calculés et analysés. Ensuite, à partir de l’interview les problèmes de 

l’application normale du SCF sont présentées suivants de taux d’entreprises. Enfin, des pourcentages 

                                                                            
2 Le contrôle interne, structure de propriété, l’intéressement des dirigeants, audit interne, fonctionnement 

du système d’information, etc. 
3 Les normes comptables financières, la régulation comptable, la qualité de l’audit externe, le contrôle par 

le marché, etc.   
4 La méthode de quantification des jugements est davantage utilisée dans les recherches sur les 

déterminants externes de la qualité de l’information comptable financière ou dans les recherches sur les 
déterminants des systèmes de l’information comptable financière dans les entreprises. 
5 Qui veut dire charges, produits et éléments comptables calculés et décalés  
6 Questionnaire n°2 de l’interview. 
7 Questionnaire n°1 
8 Questionnaire n°3 
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moyens de l’application des règles du SCF par rapport à l’ancien PCN sont calculés à partir du 

Questionnaire N°3.Des graphiques, analyses de variances et des régressions sont effectuées sur le 

logiciel Excel. Enfin, sur la base des modèles théoriques de mesure de u-DC, une analyse des chiffres 

comptables de deux entreprises a été réalisée9.  

      Par ailleurs, les entreprises enquêtées doivent être structurées et possédant ainsi une structure 

bien définie et un système d’information comptable. Ensuite, elles doivent avoir l’activité de 

production comme étant principale. Selon le docteur CHABI Tayeb (2007) [2] la complexité du système 

d’information comptable de l’entreprise est lié au fait que l’entreprise doit comporter une activité de 

production qui est en interaction avec les activités d’investissement et de financement qui 

permettent ainsi des règles du PCN10.  

      Ensuite, l’utilisation des techniques de la comptabilité et l’application des  règles du SCF. En effet, 

pour qu’il soit possible de réaliser notre enquête, il faut que l’échantillon comporte des entreprises 

qui appliquent eux même les règles du SCF possédant un système d’information comptable ; La 

prise de décision et l’usage de l’information comptable est réalisée par les dirigeants ou par les 

actionnaires et propriétaires. En outre, la taille des entreprises enquêtées doit être moyenne ou 

grande, dépendamment des ressources mises en œuvre. Cette caractéristique permet de 

s’assurer que ces entreprises possèdent un système d’information comptable très développé, 

possédant les moyens du travail comptable efficaces, et un système qui converge vers 

l’application complète et efficace des règles du SCF. Enfin, l’échantillon de notre enquête est 

composé de dix entreprises Algériennes de production.  

4 Résultats et conclusion 
Cette étude nous a permis de montrer qu’il y a une concordance et complémentarité entre les 

résultats de l’analyse des données issues du questionnaire n°1, du questionnaire n°2 et du 

questionnaire n°3, et ce concernant le problème d’évaluation des immobilisations, des stocks et 

des provisions. Donc, on peut affirmer la validité de nos hypothèses à savoir, u-DC peut être 

analysée suivant la qualité des systèmes d’information, la qualité de l’application des règles 

comptables financières et suivant l’opinion des comptables. Cela bien entendu est en plus de 

l’application des modèles théoriques de mesure de la qualité de l’information comptable 

financière. Par ailleurs, puisque ces résultats sont en relation avec l’application des modèles 

statistiques et de la théorie sur la mesure de u-DC, la logique en veut sans doute que la question 

sur la théorie de mesure de u-DC est toujours d’actualité. 

5 Limites et perspectives de recherches 
      Le problème de notre étude est lié au fait que l’enquête n’a pas été réalisée auprès des 

propriétaires d’entreprises enquêtées, au sens d’investisseurs actuels. En outre, l’échantillon 

consulté est très réduit et dés fois, des entreprises qui font parties du même groupe sont 

consultées. En plus, il n’y a que quatre entreprises qui ont répondu au questionnaire N°3. Avec 

ces faiblesses, en réalité il est utile de réaliser une analyse quantitative des données comptables 

des entreprises de production.  Particulièrement, en utilisant les modèles d’analyse des accruals 

spécifiques et le modèle de capitalisation des charges spécifié dans cette étude. Enfin, cette 

recherche propose d’aborder u-DC sous la vision de gestion et de communication et ce, par 

rapport aux conséquences économiques de la régulation comptable. Enfin,  

 l’étude nous a permis de proposer un modèle à tester sur les chiffres comptables11 :  

 

                                                                            
9 Suivant la relation entre les flux de trésorerie, le chiffre d’affaire, les accruals et les résultats ; et suivant la persistance, 

la variabilité et la prédictibilité des résultats comptables. 
10 Dans notre cas c’est le SCF. 
11 Le calcul des accruals non issu des comptes de résultats peut être possible par l’utilisation de l’équation: Résultat t = 
variation des Actifs – variation des passifs + résultats t-1. Six autres fonctions peuvent être construites des caractéristiques 
des éléments comptables. Par exemple variation de la trésorerie de gestion + variation de la trésorerie non de gestion = 
variation de la trésorerie ; etc. 
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Charges = a + A. Rev +B. Inc  

Charges = a + A. Rev +B. Inc +C. Cac 

Charges = a + A. Rev +B. Inc +C. Cac + D.Ncac 

Charges = a + A. Rev +B. Inc +C. Cac + D. Ncac + F. Ocf 

 

Avec :  

 

Ocf: Casf- flow opérationnels  

 Rev: Chiffre d’affaire  

 Inc : Produits opérationnels  

 Ncac : Accruals non courants non de gestion 

Cac : Accruals courants non de gestion 
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Résumé L’entreprise portuaire de Béjaia (EPB) est l’unique entreprise algérienne qui avait
mis en exploitation un Centre de Transit de Marchandises Dangereuses (CTMD). Ce centre
reçoit des quantités importantes en conteneurs pour lesquels il n’est pas performant vu le
manque d’espace. l’objectif fixé dans ce travail est de proposer une application d’automati-
sation qui permet d’établir une solution réalisable qui consiste à satisfaire les contraintes de
sûreté et de sécurité exigées par le CTMD et par la qualité des marchandises Dangereuses
(MD) tout en essayant de réduire le nombre de zones d’entreposage et d’améliorer la capa-
cité de stockage. Et ce, en faisant appel à l’outil de la programmation par contraintes (PPC)
pour la résolution du problème de satisfaction par contraintes (CSP).

1 Introduction
Le Centre de Transit des Marchandises Dangereuses (CTMD) reçoit des quantités

importantes en conteneur pour lequel il n’est pas performant vu le manque d’espace.
Donc, on est amené à optimiser l’espace restant dans l’attente d’une extension.

2 Modélisation du problème d’entreposage des conte-
neurs au niveau du CTMD

la méthode mathématique adoptée dans notre application pour le problème d’entre-
posage au niveau du CTMD au port de Béjaia est celle de Satisfaction Par Contraintes
[1, 2, 3, 4, 8] en faisant appel à l’outil de la programmation par contraintes (PPC)
[5, 6], donc pour présenter cette application il y’a lieu en premier lieu de définir le
truplet (X ,D,C), [2, 7] où :
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• X :l’ensemble des Variables ;
• D :l’ensemble des Domaines finis ;
•C :L’ensemble des Contraintes.

2.1 Ensemble des variables
Les valeurs des variables peuvent ne pas être des entiers consécutifs ou des valeurs

numériques [10, 9] .En tenant compte de la table de ségrégation et des données sta-
tistiques du centre de transit des marchandises dangereuses, nous avons pu subdiviser
ce centre en sept (7) zones de différentes classes qui sont : Ω : L’ensemble des zones
d’entreposage dans le CTMD.

Ω = {Z1,Z2,Z3,Z4,Z5,Z6,Z7}

Où, chaque zone comprend une ou deux classes différentes telles que :
• Z1={Classe 8} ;
• Z2={Classes 9, 4.2} ;
• Z3={Classe 3} ;
• Z4={Classe 6.1} ;
• Z5={Classe 5.1} ;
• Z6={Classes 4.1, 4.3} ;
• Z7={Classe 2.1, 2.2 (Classe 2)}.

Chaque zone Zi, i = 1, ..,7, contient un nombre fini SZi de cellules k j, où chaque cellule
k j, j = 1, ..,SZi contient deux positions possibles, (P1,P2).

• On note l’ensemble des classes : C=(2.1, 2.2, 3, 4.1, 4.2, 4.3, 5.1, 6.1, 8, 9), pour
simplifier les notations, on note cet ensemble de classes par :C′=(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10).
• On note un conteneur par "TC" et comme on a deux types de conteneurs, alors cha-
cun d’eux sera noté par :

T =

{
TC1 , si TC de type1 (TC de vingt pieds ) ;
TC2 , si TC de type2 (TC de quarente pieds ).

• On a prit les dimensions exactes du conteneur (TC) de vingt pieds comme dimen-
sion d’un emplacement dans toutes les zones.
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FIGURE 1 – Les dimensions d’un emplacement d’un conteneur.

• Par ailleurs, on a proposé un plan d’entreposage qui tient compte de consignes de
sécurité :

FIGURE 2 – Plan d’entreposage.

• On définit par ailleurs :
• Evide : l’ensemble des emplacements vides qui sont susceptibles de recevoir un

conteneur (TC) dans chaque zone i, i = 1, ...,7.
• Eocc : l’ensemble des emplacements occupés par des TC’s.

• L’ensemble des variables X est :

X = {TC,C′,CTC,Cp,T,Nb1,Nb2,Evide,Eocc,Zi,k j,P}.

avec les variables non déjà définies qui sont les suivantes :
•CTC : la classe des conteneurs arrivés ou sortis ;
•Cp : la classe de conteneur déjà placé ;

COLLOQUE INTERNATIONAL MOAD’22
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• Nb1 : nombre de TC de type 1 arrivés ou sortis ;
• Nb2 : nombre de TC de type 2 arrivés ou sortis.
• Les variables d’états sont définies comme suit :

Epkz =





1 , si le conteneur est de type 1 (ou type 2) de classe C est placé dans la position P
de la cellule k j de la zone Zi;

0, sinon.

2.2 Ensemble des domaines

D = {DTC,DC′ ,DCTC ,DCp ,DT ,DNb1 ,DNb2 ,DEvide ,DEocc ,DZi ,Dk j ,DP}.

Tels que :
•DT : {1,2}; •DC′ : {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; •DCTC : {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};
• DCp : {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; • DNb1 : 1,200; • DZi : 1,7;
• Dk j : 1,SZi ; • DP : {1,2}.

2.3 Ensemble des contraintes
• L’ensemble des contraintes qui lient les variables est :

C = (CT,C,CC,Zi ,CT,C,Zi,k j ,P).

• Les contraintes logiques sont :
1. Un TC de 20 pieds occupe un emplacement et un TC de 40 pieds occupe deux

emplacements, ce qu’on peut formuler par :

Z=7

∑
Z=1

K=SZi

∑
K=1

P=2

∑
P=1

EP,k j ,Zi =

{
1, si T = TC1;
2, si T = TC2.

(1)

2. On peut gerber un conteneur de 40 pieds sur deux conteneurs de 20 pieds, mais
on peut pas faire l’inverse car on risque de défaire le 40 pieds, ceci se formule
par :

Z=7

∑
Z=1

K j=SZi

∑
K=1

(2TC1 ∗EP1,k j ,Zi ∧1TC2 ∗EP2,k j ,Zi) = 1. (2)

• Les contraintes de ségrégation :
Soit la matrice de séparation des classes (voir TABLE 1) qui résume le nombre

d’emplacements qui doivent séparer les marchandises des différentes classes. De cette
table, on a définit trois ensembles de compatibilité ou d’incompatibilité :
• Ccomp : est l’ensemble des classes compatibles avec la classe Cp ;
• Cinco1 : est l’ensemble des classes incompatibles de degré 1, qui signifie qu’on

doit laisser un emplacement avec la classe Cp ;
• Cinco2 : est l’ensemble des classes incompatibles de degré 2, qui signifie qu’on

doit laisser deux emplacements avec la classe Cp.
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c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 2 1 2 0 2 0 1 0
2 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
3 2 1 0 0 2 1 2 0 0 0
4 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0
5 2 1 2 1 0 1 2 1 1 0
6 0 0 1 0 1 0 2 0 1 0
7 2 0 2 1 2 2 0 1 2 0
8 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
9 1 0 0 1 1 1 2 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

TABLE 1 – Table de séparation des marchandises dangereuses.

Ainsi, on définit les contraintes de ségrégation suivantes :

1. Si l’emplacement E1,k j ,Zi est occupé par un TC de classe C′ alors on ne pourra
affecter à l’emplacement E2,k j ,Zi que des TC de classe Ccomp, ce qui se formule
par :

(E1,k j ,Zi ∧E2,k j ,Zi) = 1 =⇒ (Cp ∈CComp) (3)

2. La valuation ’0’ dans la TABLE1 veut dire que l’affectation est permise là où il
y a des emplacements vides sans ségrégation :

((EP,k j ,Zi = 1)∧ (CTC ∈CComp)) =⇒ (EP+1,k j ,Zi)∨ (EP,k j+1,Zi) = 1. (4)

3. La valuation ’1’ veut dire qu’il faut laisser ’un emplacement’ vide :

((EP,k j ,Zi = 1)∧ (CTC ∈Cinco1)) =⇒ (EP+1,k j ,Zi)∨ (EP,k j+1,Zi ∨EP,K,Z+1) = 0.
(5)

((EP,k j ,Zi = 1)∧ (CTC ∈Cinco1)) =⇒ (EP,K j+2,Zi)∧ (EP,k j ,Zi+2) = 1. (6)

4. La valuation ’2’ veut dire qu’il faut laisser ’deux emplacements’ vides :
(
(EP,k j ,Zi = 1) ∧ (CTC ∈Cinco2)

)

⇓ (7)
(EP+1,k j ,Zi)∨ (EP,k j+1,Zi)∨ (EP,Ki,Zi+1) ∨(EP,k j+2,Zi)∨ (EP,k j ,Zi+2) = 0.

((EP,k j ,Zi = 1)∧ (CTC ∈Cinco2)) =⇒ (EP,k j+3,Zi)∧ (EP,k j ,Zi+3) = 1 (8)

P = 1,2 , k j = 1,SZi , Zi = 1,7.

Même explication par rapport à la valuation ’1’, Mais, en valuation ’2’, i.e. on doit
laisser deux emplacements vides.
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3 Résolution du problème
En tenant compte de toutes les contraintes décrites précédemment, on a construit

le programme de notre application d’affectation des conteneurs des MD au niveau du
CTMD nommée "Automatisation-entreposage-TC-CTMD-EPB".

FIGURE 3 – Les différentes fonctions principales de l’application "Automatisation-entreposage-TC-CTMD-
EPB".
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3.1 Exemple d’application
la résolution de cet algorithme nous permet de trouver un vecteur V ( j) = (Zi,k j,P),

qui représente la zone qu’on doit affecter au TC arrivé, ainsi que sa cellule et sa posi-
tion. En premier lieu on a déclaré la matrice initiale d’entreposage du CTMD qui décrit
la situation qui stipule que le CTMD comporte 109 conteneurs de 20 pieds : 33 TCs de
classe 3 est placé dans la zonne (Z3),37 TCs de classe 8 est placé dans la zone (Z1), 26
TCs de classe 9 est placé dans la zone (Z2), 6 TCs de classe 5.1 est placé dans la zone
(Z5), 4 TCs de classe 6.1 est placé dans la zone (Z5) et 3 TCs de classe 2 est placé dans
la zone (Z7) .
• Cet exemple n’est pas une situation réelle mais c’est un exemple qu’on a construit
nous même pour décrire une situation de saturation d’une zone et ce afin d’illustrer
notre application dans le cas d’utilisation de la table de ségrégation. Ainsi, on suppose
l’arrivée de 18 TCs, tels que : 5 TCs de type1 (20 pieds) de classe 2.2, 6 TCs de type2
(40 pieds) de classe 2.1, 2 TCs de type1 (20 pieds) de classe 4.1 et 5 TCs de type2
(40 pieds) de classe 9 sachant qu’il y’a eux de sortie de 3 TCs de type 1 de classe 3.
L’entreposage établi par notre application est illustré dans la figure suivante :

FIGURE 4 – La situation après l’affectation des TCs arrivés.

V(1)=(Z=7, k=2, P=2) ; V(10)=(Z=1,k=21, P=1,Z=1,k=22, P=1) ;
V(2)=(Z=7, k=3, P=1) ; V(11)=(Z=1,k=21, P=2,Z=1,k=22, P=2) ;
V(3)=(Z=7, k=3, P=2) ; V(12)=(Z=6, k=1, P=1) ;
V(4)=(Z=7, k=4, P=1) ; V(13)=(Z=6, k=1, P=2) ;
V(5)=(Z=7, k=4, P=2) ; V(14)=(Z=2, k=14, P=1, Z=2,k=15, P=1) ;
V(6)=(Z=7, k=5, P=1,Z=7,k=6, P=1) ; V(15)=(Z=2, k=14, P=2, Z=2,k=15, P=2) ;
V(7)=(Z=7, k=5, P=2,Z=7,k=6, P=2) ; V(16)=(Z=2, k=16, P=1, Z=2,k=17, P=1) ;
V(8)=(Z=7, k=6, P=1,Z=7,k=7, P=1) ; V(17)=(Z=2, k=16, P=2, Z=2,k=17, P=2) ;
V(9)=(Z=7, k=6, P=2,Z=7,k=7, P=2) ; V(18)=(Z=2,k=18, P=1,Z=2,k=19, P=2).
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4 Conclusion
Ce plan que nous avons proposé nous a ramené à améliorer la capacité de sto-

ckage du CTMD plus que 33%. Nous avons envisagé de proposer une application
d’automatisation qui permet d’établir une solution réalisable qui consiste à satisfaire
les contraintes de sûreté et de sécurité exigées par le CTMD et par la qualité des MD.
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Résumé L’application des méthodes scientifiques de la recherche opérationnelle au niveau
des entreprises est indispensable pour améliorer leurs processus de production. En parti-
culier, il est plus que nécessaire pour une entreprise de production d’établir une politique
optimale de gestion des stocks.
Dans ce travail, nous avons étudié un problème clé de la gestion des stocks relevé au sein
de la SARL Ramdy. L’objectif de cette étude est de choisir un modèle de gestion qui réflète
mieux les caractéristiques du système étudié, qui est basé sur le réapprovisionnement en
matières premières (poudre de lait).

Mots clés : Entreprise Ramdy, Gestion des stocks, Prévision, Réapprovisionnement.

1 Introduction
La gestion des stocks fournit une politique d’approvisionnement qui assure une dispo-

nibilité permanente d’articles afin de satisfaire les demandes tout en minimisant les coût
engendrés. Gérer un stock composé d’un nombre important de matières premières, cas de
l’entreprise Ramdy, ne permet pas d’accorder le même intérêt pour chaque article. On peut
considérer cette gestion comme sélective, en outre, elle ne peut gérer l’ensemble de stock.
L’objectif de ce travail est de construire un modèle de gestion qui consiste à la recherche
d’un niveau maximum à avoir en stock et la période de réapprovisionnement afin d’éviter les
ruptures de stock. En faisant appel au classement des articles par la méthode ABC, nous
avons déterminé la poudre de lait comme la seule matière première appartenant à la classe
A. Pour cette dernière, une étude prévisionnelle a été effectuée en utilisant le logiciel R.
L’ajustement de la consommation de la poudre de lait par une loi connue nous a permis de
valider un modèle stochastique de gestion des stocks (modèle (Q,r)), toute en calculant la
quantité optimale de commande et le point de commande.
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2 Classification des produits selon la méthode ABC
Afin de déterminer et de choisir les éléments à étudier, on a effectué une analyse ABC.

Les résultats de classification sont représentés dans le tableau ci-dessous

FIGURE 1 – Tableau d’analyse ABC des Achats pour l’année 2015

D’aprés l’analyse ABC, on remarque que la poudre de lait est l’une des matiéres premiéres
les plus importantes pour l’entreprise Ramdy. En effet l’achat de cette derniére a connu une
augmentation considérable entre l’année 2012 et 2015 et cela peut être justifié par le volume
de consommation de la poudre de lait dans la production. Pour cela, nous avons opté pour
la modélisation d’un seul type de produit qui est la poudre de lait.

3 Le choix de la politique de gestion des stocks
En prenant en considération le fait que la demande de la poudre de lait est aléatoire,

donc on aura à choisir un modèle de gestion des stocks parmi les modèles stochastiques
suivants
-Le modèle (Q,r).
–Le modèle (R,T ).
–Le modèle (Q,r, t).
–Le modèle (R,r,T ).

Notre choix s’est porté sur le modèle (Q,r) pour plusieurs raisons :

• Il permet de réduire le stock de sécurité mais aussi de se protéger contre un éventuel
prolongement du délai de livraison ou une augmentation de la demande.

• Permet d’éviter les ruptures de stocks.
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• Adapté aux matières premières dont la demande est partiellement irrégulière (de-
mande al éatoire).

• Permet de minimiser le coût total de la gestion (en limitant le nombre de commande
et donc le coût de passation de commande globale) et il permet de réagir d’une manière
éfficace, au bon moment et de faire face aux al éas li és à la demande.

• En prenant en consid ération le fait que l’achat de la poudre de lait est à l’ étranger et le
d élai de livraison qui est fix é à deux mois au minimum fait exclure automatiquement les poli-
tiques de gestion à r évision p ériodique (augmentation des risques de rupture de stock pour
une p ériode de temps importante) et cela va engendrer des pertes tr és importantes et aussi
il peut causer même l’arrêt de la production en cas d’une variation importante de la demande.

• Comme la poudre de lait est un produit n écessaire et sur lequel se base la production
dans la SARL Ramdy, elle demande un suivi permanant de niveau de stock (d’une manière
continue).

4 Détermination des paramètres du modèle (Q,r)

Pour déterminer les paramètres du modèle choisi, nous avons choisi l’excel qui est un
environnement facile à manipuler. Pour cela nous avons eu besoin de définir les variables
d’entrée et les variables de sortie.
1. Entrées :
On introduit les données telles que :
– La demande moyenne annuelle D.
– Le coût de lancement d’une commande Ca.
– Le coût de mantien Cs.
– Le délai de livraison L.
– La demande moyenne durant la période µ .
– La valeur associée au risque de rupture choisi Z.
– La valeur de l’ecart type s.
2. Sorties :
– La quantité optimale de commande : Q∗.
– Le point de commande : r.
– Le stock de sécurité : Ss.
– Le coût de gestion : Ct .

4.1 Application et interprétation des résultats
Sous l’excel, nous avons eu le tableau suivant
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FIGURE 2 – Le tableau obtenu avec excel

FIGURE 3 – Les paramètres utilisés

Le choix du modèle (Q,r) est motivé par le fait qu’il offre de meilleurs estimations concernant
la quantité à commander et le point de commande.

Sous l’excel, nous avons obtenu les résultats suivants :
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FIGURE 4 – Les résultats obtenus

D’après les résultat obtenus, on remarque à chaque fois que le niveau de stocks de
la poudre de lait atteint 282013,1901 tonnes on lance une commande de quantitéégale à
246059,6416 tonnes, cette quantité permet de minimiser le coˆut total et d’éviter la rupture
de stocks et on remarque aussi d’une fa ¸con logique qu’un taux de serviceélevé (99.9) en-
traine un stock de sécurité important quiégale à 239967,9901 tonnes.
La quantité optimale et le point de commande trouvé sont valable juste pour l’année 2016,
mais pour les années qui suivent, on doit refaire le même travail(calcul des prévisions, calcul
de la quantité optimale de commande et le point de commande), on doit tenir en compte
de toutes les prévisions des années précèdentes alors la moyenne et l’écart type de la de-
mande vont changé et automatiquement la quantité optimale et le point de commande vont
changé aussi. Nous proposons aux responsables de l’entreprise de revoir leurs politiques de
réapprovisionnemnt afin de pouvoir affronter les nouvelles perspectiveséconomiques, sans
oublier de tenir compte de la notion de la quantité optimale de commande qui doit ˆetre
déterminée avec soin et précision, afin de diminuer les surcoˆuts de stockage et d’éviter les
ruptures. L’entreprise doit se baser sur l’historique de la demande afin qu’elle puisse prévoir
la quantité à approvisionner

5 Conclusion
Comme toute entreprise, la SARL Ramdy doit s’adapter aux besoins de ses clients et

de répondre de la maniére la plus rentable possible. Dans ce cadre, nous voyons l’impor-
tance de la politique d’approvisionnement dont les choix d’orientation doivent être guidés par
les objectifs à atteindre. Notre étude a pour objectif d’examiner un cas pratique au sein de
l’entreprise Ramdy, elle est basée sur les données recceillies à partir des archives de l’entre-
prise, malgré le manque de données pour certaines articles et l’absence des données pour
d’autres.
Nous avons choisi un modèle de gestion qui offre un meilleur service et qui minimise le coût
de gestion totale et qui permet d’éviter surtout les pénuries
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Bejaia (2005).
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            Il y a 30 ans de cela, le Colloque International MOAD’1992 (Méthodes et  Outils 

d’Aide à la Décision) était organisé à Béjaia [voir le Compte Rendu publié par  la revue 

MATAPLI   de   la   SMAI   (Société   Française   des   Mathématiques   Appliquées    et 

Industrielles),  n° 35,  1993,  pp. 71 – 72].  Après Sidi Bel Abbès (2000),  Saïda (2003)  et 

Béjaia (2007), la 5ème édition du MOAD est programmée de nouveau à Béjaia du 15 au 

17 novembre 2022,  en  tenant  compte  des  évolutions  scientifiques  et  technologiques  de  

ces dernières années.  

Cette manifestation (06 conférences plénières, 136 communications, une table ronde) 

couvre  tous  les  aspects  (mathématiques,  techniques,  économiques,  opérationnels) 

des Méthodes et Outils d'Aide à la Décision.  Son principal objectif est de  confronter 

différentes disciplines s’occupant   de   la  décision,  notamment des domaines où s’est 

manifesté  ces  dernières  années  un effort d’analyse scientifique et/ou des espérances 

de synthèse théorique (ou de réalisations pratiques et spécialisées) assez important. 
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