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Introduction géenérale

Dans de nombreux problémes d’ingénierie, particuliérement en Génie civil, les ingénieurs
sont confrontés a des problémes faisant intervenir des domaines non bornés, notamment
lorsqu’il s’agit de I’investigation des effets d’interaction sols-structures ou d’interaction
fluides-structures. De plus, dans certaines situations, le domaine d’étude présente des
irrégularités geometriques ou des matériaux a comportement complexes, alors, le recours a la
méthode des éléments finis est indispensable.

Par ailleurs, la méthode des éléments finis est mal adaptée a la discrétisation des domaines
non bornés et induit de grandes difficultés sur le positionnement de la limite de troncature
ainsi que la condition a imposer sur cette derniere pour prendre en compte le caractere ouvert
du domaine d’étude [17,12,13,29,30,39,43]. Pour traiter ce genre de situations, la technique
classique consiste en la discrétisation d’une grande partie du domaine, mais en conséquence,
cela conduit a des tailles de maillages trés grandes et a des calculs tres colteux termes de
temps de calcul et de mémoire de stockage [17,12,13,43].

De plus, lorsqu’il s’agit du phénoméne de propagation d’ondes, et quand une onde heurtant
une limite de troncature, cette derniére sera réfléchie, ce qui induit des erreurs dans les calculs
et de fausser complétement la solution recherchée [24,29]. Donc, il est nécessaire d’introduire
d’une maniére artificielle des conditions convenables sur la limite de troncature, de facon a
tenir compte de la condition de radiation a I’infini. Ces conditions permettent ainsi d’absorber
I’énergie des ondes sortant du domaine d’étude et d’annuler toutes réflexions parasites

provoquées par la troncature du domaine [29,30].

D'autres parts, on trouve dans la littérature plusieurs travaux de recherche, qui ont été
effectués, en proposants de divers techniques et approches développées dans le but
d’améliorer les modéles d’éléments finis traitant, ce genre de situations. Parmi ces approches,
on distingue :
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- Les éléments infini [1,8,18,34,36,38,44].

- Technique de couplage éléments finis—¢léments de frontieres [12,20,30,39].

- Eléments absorbants [13,22,24,29,31,35,39,41].

- Couches absorbantes parfaitement adaptées (PML) [4,6,21,25].

- Utiliser des procédures purement numériques telles que celles proposées par Wolf et
Song [20,42,43].

Dans ce travail, on s'intéresse a l'utilisation des éléments absorbants ou frontieres absorbantes
en élastodynamique des domaines semi-infinis. Ces éléments consistent a imposer sur la
limite de troncature du domaine, des forces de raideurs et des forces d’amortissement comme
condition de radiation. Le logiciel de calcul en éléments finis utilisé dans ce travail est le SAP
2000 version 19. Afin de tester la performance de ces éléments, des applications en
déformations planes ont été effectuées sous différents chargements a savoir sinusoidale,
triangulaire et constant. Ainsi, I'influence de la taille du domaine sur la convergence de la
solution a été examinée.

Ce mémoire est organise en quatre chapitres distincts. Dans le premier, on a donné un apercu
sur les différentes techniques de modélisation des domaines non bornes a savoir les éléments
infinis, les couches absorbantes parfaitement adaptées PML et les éléments de frontiéres.
Dans le deuxieme chapitre, on a exposé le concept d'application des éléments absorbants par
des forces de raideurs et des forces d'amortissement. Le troisieme chapitre est consacré a la
formulation en éléments finis et a l'insertion des éléments absorbants dans la discrétisation
spatiale des domaines semi-infinis en élastodynamique. Le quatrieme chapitre est consacré
aux applications, réalisées en déformations planes, et a I'étude de la performance des éléments
absorbants, sur la solution, sous l'effet des différents chargements a savoir sinusoidale,
triangulaire et constant.




Chapitre 1

Recherche Bibliographique sur les technigues de
modeélisations des domaines non bornés

1.1 Introduction

Dans le but d’améliorer les modéles d’éléments finis traitant des domaines infinis ou semi-
infinis, plusieurs techniques et approches ont été développées et proposées comme conditions
de radiations a I'infini. Dans ce chapitre, nous allons donner un apercu sur trois méthodes de
prise en compte du caractére ouvert du domaine d'étude. La premiére technique est celle de
I'utilisation des éléments infinis pour représenter le champ lointain en favorisant une
décroissance artificielle du champ de variables par des fonctions d’interpolations
décroissantes ou par des transformations géométriques ascendantes. La deuxieme technique
consiste en l'insertion d'une couche absorbante parfaitement adaptée (PML) de sorte que les
ondes puissent entrer dans cette couche sans étre réfléchies. La troisieme méthode est
I'utilisation de la technique de couplage entre les éléments finis et les éléments de frontiéres
ou la de radiation est prise en compte automatiquement par la solution fondamentale des
équations intégrales de frontieres.

1.2 Eléments infinis

La nécessiter de traiter des domaines non bornés et le succés de la méthode des éléments finis
ont conduit au développement des éléments infinis. Les premiers éléments infinis ont fait
I'objet d'une thése doctorat d'Ungless et Anderson en 1973 ou leur travail n’a été publiée
qu’en 1977 cité par [8, 27]. Ainsi, le premier travail publié sur les éléments infinis est I’article
de Zienkiewicz et Bettess, paru en 1975 cité par [8, 27] .L’idée introduite dans 1’élément
d’Ungless et Anderson était 1’utilisation d’une fonction de forme, qui varie comme 1/(1 + r)
dans la direction radiale r. Ceci est suffisamment simple pour manier la plus part des
opérations analytiquement. L’¢élément était tridimensionnel a base triangulaire, définie dans le

plan local xy et s’étend a partir de cette base a I’infini dans la direction z.
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Les matrices élémentaires étaient calculées en utilisant I’intégration analytique dans le plan
xy et lintégration numérique par la régle des trapézes dans la direction z apres une

transformation géométrique [8,2,34,11].

Une autre origine de la formulation des éléments infinis, totalement différente est décrite par
Bettess. Le domaine de I’¢1ément est étendu a 1’infini en utilisant n’importe quel élément fini
comme base. Les fonctions de forme sont ensuite multipliees par des fonctions de
décroissance appropriées au probleme traité. Une décroissance de type exponentielle a été
d’abord utilisée et les matrices ¢lémentaires obtenues comprenaient des termes d’intégrales de

polyndmes multipliés par e ™" qui sont simplement évaluées analytiqguement [8].

Ces deux origines de formulation des éléments infinis ont constitué les deux lignes principales
du développement de nouveaux types d’éléments. Ce qui a conduit & la classification des
éléments infinis en deux approches [8,27]: I’approche directe par des fonctions de forme
décroissantes et 1’approche inverse (indirecte) par des fonctions de transformations

géomeétriques.

Par ailleurs, les éléments infinis classiques ont été développés initialement pour traiter des
problémes de potentiel en domaines ouverts, gouvernés par I'équation de Laplace, et les
problémes d'élastostatique en milieux infinis et semi-infinis. Comme ces éléments sont mal
adaptés aux problemes faisant intervenir la propagation d'ondes, Bettess et Zienkiewicz ont
développé de nouveaux é€léments, appelés “€léments infinis périodiques® traitant 1'équation
d’Helmbholtz et I'équation d'onde [8, 27,46]. Ainsi, une autre classification peut étre utilisée a
savoir les éléments infinis classiques et les éléments infinis périodiques.

1.2.1 Eléements infinis classiques

L’idée dans cette approche consiste en I’extension du domaine de définition de 1’¢lément fini
naturel et I’élément de référence jusqu'a I’infini dans la direction considérée. Ainsi, la
fonction de forme complete V; d’un élément infini, associée au nceud i, est la multiplication
de la fonction de forme N; d’un élément fini ordinaire par une fonction f; qui décroit
asymptotiquement vers zéro a I’infini. De plus, la fonction f; doit étre égale a 1’unité au

nceud considéré i :

Vi(x»}’) = Ni(x’y)fi(x'y) (11)
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Figure 1- 1-1 : Elément infini classique Q4 dans la direction x selon I’approche directe — (a) élément reél ; (b)
élément de référence.

Dans le tableau suivant, on présente les fonctions & décroissance exponentielle et en
puissance.

Tableau 1-1:Fonction f; a décroissance exponentielle et puissance

Type de décroissance | Décroissance dans le sens x | Décroissance dans les deux sens x ety
Exponentielle (x;—x) (x;—x+yi-y)
fix)=¢€t fixy)=e 1L
Puissance o0 = [xi _ xo]n fGoy) = [xi - Xo]" [yl. — yo]m
i x — %, L X — X Y —Yo

Dans le tableau 1.1, I’introduction de x; et/ou y;, permet d’assurer la valeur unité de f; au
niveau du nceud i auquel est associée. Pour les paramétres L et n et m permettant de
contréler la décroissance de f;. Pour x, et/ou y,, est un point quelconque appelé pble. Pour
éviter la singularité, ce point doit étre en dehors de 1’élément dans le sens opposé a celle

s’étendant a ’infini.

Pour insérer les éléments infinis classiques, avec des fonctions de forme décroissantes
(approche directe), dans un programme de calcul en éléments finis, les modifications
nécessaires consistent essentiellement a 1’intégration numérique et a 1’évaluation de nouvelles
fonctions de forme et de leurs dérivées. Les points et les poids d’intégration numerique sont
calculés selon la méthode de Gauss-Laguerre, puis modifiés pour I’intervalle[—1, +oo[. La
matrice Jacobienne ainsi que le maillage d’éléments finis initial du domaine restent inchangés.

Par ailleurs, il existe une autre formulation des éléments infinis classiques dite approche
inverse. Dans cette approche, le concept est de considérer un élément fini de réference avec
un choix des fonctions de transformations géométriques ascendantes de telle sorte a avoir une
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singularité aux nceuds limites. Cette singularité permet ainsi de projeter les nceuds physiques

de I’¢élément réel correspondants a 1’infini.

[}
I
1 a 1 a 1
1 1 1
o—=—====-= o o
X0 X1 X X X3 = 00
) RS
1 2 3
o % o
E=-1 & E=+1

Figure 1-2:Transformation géométrique de Zienkiewicz d’un élément infini unidimensionnel.

Une telle transformation pour un élément linéique peut s’exprimer par :

—2¢ 1+ ¢
x = Ri(§) x1+ R($) xp = [TE X+ [1 . X2 (1.2)
La transformation géométrique (1.2) permet d’avoir x = x; quand ¢ = —1, x = x, quand

§=0et x= 4+ooquand & = +1.

Pour un élément infini Q4 dans la direction horizontale (fig.1.3), les fonctions de
transformations géométriques sont données dans le tableau 1.2 suivant :

Tableau 1-2: Fonction de transformation géométrique d’'un élément infini Q4.

nceud 1 2 3 4
'3 -1 +1 +1 -1
n -1 -1 +1 +1
R 1-m/0=%) - - A+mn/A=%)
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n
K (x2,52) (x2,52) Il
2.y 272 (-1,1) a1
=,
3
(x1,¥1) (x2,¥1) > (-1,-1) 1,-1)
@) (b)

Figure 1-3:transformation de géométrique- élément infini Q4 dans la direction horizontale : (a) élément réel ;
(b) élément de référence

L’avantage de cette approche est dans 1’utilisation directe des polyndmes ordinaires d’élément
finis avec I’intégration numérique standard de Gauss-Legendre. Le seul changement requis
pour modifier un programme de calcul en éléments finis, dans le but d’intégrer des éléments
infinis, consiste en un nouveau calcul de la matrice Jacobienne avec les dérivées des fonctions
de transformation géométrique R; au lieu de celles des fonctions de forme N;.

1.2.2 Eléments infinis périodiques

Comme on I’a signalé précédemment, les éléments infinis classiques sont mal adaptés aux
problémes faisant intervenir la propagation des ondes. Ceci a conduit Bettess et Zienkiewicz a
développé les éléments infinis périodiques traitant les équations d’Helmholtz et d’onde [8,

27,46]. L’idée est de multiplier les fonctions de forme V; des elements infinis de I’approche
directe par elkr :
M;(x,y) =Vi(x,y) e*" (1.3)

Avec i =+v—1, V; la fonction de forme de ¢lément infini de I’approche directe de

I’expression (1.1). Il vient ainsi :
M;(x,y) = N;(x,y) f;(x,y) e (1.3)

Avec k le nombre d’ondes fonction de la longueur d’onde A et qui s’exprime par :
k= — (1.4)

r est la distance radiale entre le nceud (x4, y;) et le nceud considéré j :

r =Ax?+ Ay? = J(xl - xj)2 + (y1 - yj)z (1.5)
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Les fonctions de formes des éléments infinis périodiques contiennent des termes faisant
intervenir la propagation d’ondes. Et pour le calcul des matrices élémentaires de ces ¢léments,
on doit faire appel a I’intégration numérique de Newton-Cotes au lieu de celle de Gauss-
Laguerre [8].

1.3 Couches absorbantes parfaitement adaptées (PML)

La méthode des couches absorbantes parfaitement adaptées, dont leur nom en anglais
Perfectly Matched Layers (PML), est une alternative a d’autres techniques de prise en compte
des conditions de radiations des domaines non bornés. Ce sont des couches, a épaisseur finie,
qui entourent la frontiére du domaine d’étude afin de forcer les ondes a s’amortir en
parcourant une distance donnée dans le domaine absorbant [45]. Les PML jouent ainsi le réle
d’une condition aux limites absorbantes. L’idée est de remplacer la frontiére absorbante par
une couche absorbante, de largeur finie, imposée sur la frontiére de troncature artificielle du
domaine d’étude, et qui posséde la propriété d’absorber presque parfaitement toutes les ondes
sortant du domaine d’étude sans générer aucune réflexion parasite [4, 6, 14, 16, 21, 32,45]. Le
concept de PML a été introduit pour la premiére fois par Bérenger en 1994 pour résoudre les
équations de Maxwell en électromagnétique cité par [4, 6, 16]. Leurs premiere utilisations en
élastodynamique été dans les travaux Hatinsgs et ses collaborateurs en 1996 cité par [3,14].
Depuis, elles ont été reformulées plusieurs fois pour résoudre d’autres équations d’ondes. Les
PML deviennent maintenant une technique abondamment utilisée pour simuler la condition
aux limites de radiation des ondes, que ce soit en électromagnétique, en acoustique ou encore
en élastodynamique [3]

1.3.1 PML unidimensionnel en élastodynamique

On considére une barre semi-infinie, de forces de volume négligeables, de module d’Yong E,
de section A et de masse volumique p (Fig. 1.4a). Pour résoudre ce probléme avec la PML,
on tronque la barre a une distance finie L (Q = x € [0, L] ), ensuite, on introduit a la limite de
troncature une couche fictive de longueur finie Lp ( Qpy, =X € [L,L + Lp[ ). La partie
fictive de la barre est la couche absorbante parfaitement adaptée (PML) sur laquelle la

variable spatiale X est complexe (Figure 1.4b).

L’équation de mouvement qui régit la partie  réelle de la barra est donnée dans le domaine
fréquentiel par :
0%

ﬁ + kzﬁ = O (16)
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F—>x (3 —x (b)

E Ap —_— Q QpmL
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L Lp
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< > <

v

Figure 1-4Probléme unidimensionnel- (a) Barre semi-infinie ; (b) barre finie avec couche absorbante
parfaitement adaptée (PML).
Avec i le champ de déplacements dans le domaine des fréquences, k = w+/p/E le nombre

et w lapulsation d’excitation.

Dans la partie fictive Qp,,., le passage de la variable réelle x a la variable complexe X est
assuré par le changement de variable suivant [4,6,14,16] :

X
X =j A(s)ds (1.7)
0
Ce qui permet d’écrire :
dx — () - d 1 d 18
dx Az A(x) dx (18)

Avec A une fonction continue non nulle permettant I’extension de x en coordonnées
complexes ¥. La fonction A doit étre choisie de tel sort a assurer la compatibilité des
déplacements a I’interface entre le domaine réel et le domaine imaginaire de la PML. De
plus, un choix judicieux de A, permet une atténuation spatiale des ondes entrantes dans la
PML. Cette seconde caractéristique donne aux PML I’aspect d’un amortisseur géométrique ou

un absorbant. Soit :
1
Alx)=1- iEf(x) (1.9)
avec
F(x) = fxf(s) ds (1.10)
0

Ou k le nombre d’onde, f un polyndme de degré m qui doit étre choisi judicieusement
pour assurer le role d’une fonction d’atténuation et qui dépend de la taille du domaine de la

PML. Qui est donnée ici par :
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foLp (x

m+1
)

fw=h(x) = rw-= =

Et fo = f(0) un paramétre positif permettant de contréler I’atténuation des ondes. D’apres

les expressions (1.7) a (1.10), on obtient la variable complexe % :
1
X=x- iEF(x) (1.12)

Et I’équation (1.6) qui régit la partie fictive de la barre devient :

0% g
ﬁ +k°ti=0 (113)
D’apres (1.8), on peut écrire (1.13) sous :
0%t g
———+tk‘u=0 (1.14)
(A(x)) 0x?

Comme on a déterminé tous les parameétres définissant la PML, on effectue la jonction entre
le domaine Q réel de la barre et le domaine imaginaire PML  Qp,,; avec:

Alx) = 1—i%f(x—L) (1.15)

Et la variable spatiale ¥ par:

x si x€]0,L]

- 1 1.16
* x—iZF(x—=1)  si x€llL+Ly] (1.16)

Et I’équation qui régit les deux domaines Q et Qpyy :

%,
ﬁﬁ'k u=0 (1.17)

1.3.2 PML bi et tridimensionnels en élastodynamique

Dans cette section, nous allons généraliser le concept pour les problemes bi et
tridimensionnel. Pour cela, on considere un milieu infini supposé élastiqgue, homogéne et
isotrope de module d’Yong E, du coefficient de Poison v et de masse volumique p, et dans

10



Chapitre 1: Recherche Bibliographique sur les techniques de modélisations des domaines non bornés

lequel les forces de volume sont négligées. L’équilibre des forces dans le domaine des

fréquences s’exprime par :

96;;
L = —w2piy (1.18)

Avec 1i; et 6;; sont respectivement vecteur des déplacements et le tenseur de contraintes

exprimés dans le domaine des fréquences. De plus, ona:

I 6jj = Cijun
1(01; 0 (1.19)

lg.. ==
kel} 2 <0x] + axl->

Avec  Cjjq la matrice d’élasticité et &g le tenseur de déformations infinitésimales dans le
domaine des fréequences. Pour définir une couche parfaitement adaptée dans le cas bi et
tridimensionnel, on procede de la méme maniere comme dans le cas unidimensionnel.
L’extension des coordonnées x; en coordonnées complexes X; est donnée par le changement
de variable suivant [4, 6, 14,16]:

Xj
Ce qui donne :

1
% 4(x) dx

(1.21)
Avec la fonction de changement de variables A;(x;) :

4(x) =1- ifj—,({xj) (1.22)

N

ks = w\/p2(1+ v)/E est le nombre d’onde de cisaillement S. Les variables complexes X;
sont alors :

(1.23)

Et

11
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Fi(x) = fo jfj(s)ds (1.24)

On tient compte de (1.20) et (1.21), on obtient 1’équation d’équilibre des forces pour un
milieu absorbant parfaitement adapté PML :

1 96, L (125)
— = —w*pij; )
2i(x;) 0x; l
Avec :
( 6ij = Cijriénl
JI 3 1< 1 o .\ 1 aaj> (1.26)
&i==|——— —
t Y 2 Aj(xj) Oxj li(xi) axl-

Il est a noter que 1’efficacité des couches absorbantes parfaitement adaptées PML dépond de
la taille de la couche absorbante L, et le degré m du polyndéme de la fonction d’atténuation f.
Plus Lp et m augmentent plus I’amplitude des ondes réfléchies diminue. Ces deux paramétres
permettent donc de contrdler la décroissance de I’amplitude des ondes réfléchies en

augmentant soit m soit Lp ou bien les deux en méme temps.

1.4 Meéthode des elements de frontieres (BEM)

La Méthode des éléments de frontieres BEM repose sur la discrétisation des équations
intégrales de frontieres. L'étude de ces derniéres a commencé il y a plus d'un siecle, mais le
développement de la méthode des éléments de frontiéres en tant qu'outil de résolution
numérique est toutefois postérieur a celui des éléments finis. Les premiers travaux ont été
proposés durant les années 60 par Rizzo en 1967 qui a exploité la forte analogie entre la
théorie du potentiel et celles de 1’élasticité, et par Cruse en 1969 qui a fait I'extension de cette
méthode aux problémes tridimensionnels cité par [7,30]. Par la suite, un trés grand nombre de
recherches ont été suivis sur cette méthode. A I'heure actuelle, la BEM est appliquée dans
beaucoup de domaines de la physique et de la mécanique. L un des points fort de la méthode
des éléments de frontiéres est la possibilité de traiter des domaines infinis ou semi-infinis sans
avoir a tronquer artificiellement le domaine d’étude et cela par un choix judicieux des
fonctions élémentaires qui possédent automatiquement le caractere de la condition de
radiation a I'infini. Cité par [7, 30, 28, 10,9].

12
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1.4.1 Principe de BEM en élastodynamique

Nous considérons un domaine matériel Q, de frontiere I avec une normale unitaire
extérieure n. Le domaine est supposé élastique linéaire, de module d'Yong E, de coefficient
de Poisson v et de masse volumique p. L'équilibre dynamique probléeme en domaine
fréquentiel est posé mathématiquement sous :

(O-ij,j + bi = —a)zpui I..Q a
w; = u? I} b (1.27)
Ti = on; = TiN |FN Cc

avec .

0ij = Cijri€n
) (1.28)
&j =5 (i + 1)

Ou og;; le tenseur de contraintes, &, le tenseur de déformations et C;j,; le tenseur

d'élasticité. uP

b et TN sont respectivement les conditions aux limites de Dirichlet

L

(déplacement u?) et de Newman (vecteur de contraintes T;¥) sur les frontieres I}, et Ty.

D'aprés les références [10,19], la formulation de (1.27a) en équations intégrales de frontiéres
est sous la forme :

(O (x) + ] [ (6 € )y (8) — g1 (o & )T, (@] dI = 0 (1.29)
r

avec u;(x) lasolution (déplacement) au point x sous I'effet d'une source appliquée au point
&. a un parameétre qui dépond de la position du point x sur lequel on cherche la solution. Pour
un probléme 2D :

0 Si x & ()
1 j e
a(x) = St x (1.30)
0
E Si XxX€Erl

13
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avec 6 l'angle intérieur, a la position x, de la frontiere I'. L'expression (1.29) peut étre écrite
sous la forme du systéme suivant :

Avec :

0
Hij =L hij(x,f,w) dF+§8U ; GU =fr gij(x,f,a)) dr (132)

Avec §;; le symbole de Kronecker. L'un des point essentiels de la BEM est de trouver la
solution fondamentale de I'expression (1.27a) qui correspond aux déplacement g;;(x, &, w) et
vecteurs de contraintes h;;(x, ¢, w), au niveau du point x, sous l'effet de impulsion de

Dirac appliquée au point ¢ d'un domaine infini. Pour un probléme élastodynamique
bidimensionnel, cette solution, en domaine fréquentiels, est donnée par [10, 19,50] :

( 1
| 9ij(x, & w) = T [48;; + Br7)]

(1.33)
1 or or or
avec r la distance radiale entre le point source ¢ et le point considéré x :
_ 2 2. _ Xi =i
=0 — &2+ (x; — &) poTiE (1.34)
et:
1 Cs B
A =Ky(z;) +— [K1(Zz) - _K1(Z1)] ; D=-2—-
Zy Cp T
B = Ky(2,) (CS)ZK( ) P 135
YA » 2\Z1 ) = or (1.35)
0A B cp\? JA B OB
=5t SRS CRE
or r Cs or r Or

avec z; = iwr/cp, z, = iwr/cs et cp et cg sont respectivement la célérité des ondes P et
S. Ky, K; et K, sont des fonctions modifiées de Bessel du seconde espéece qui sont
respectivement d'ordres O, 1 et 2.

14
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les grandes lignes de trois méthodes de modélisation des
domaines non bornés. Concernant les éléments infinis périodiques, le calcul des matrices
élémentaires s'effectue soit par l'intégration analytique soit par l'intégration numérique qui
exige des techniques tres élaborées comme celle de Newton-Cotes. Et la vitesse de
décroissance de I'amplitude des ondes peut étre contrdlée par le paramétre de décroissance L.
Concernant les PML, leur efficacité dépond essentiellement de la taille de la couche
absorbante Lp et du degré m du polynéme de la fonction d’atténuation f. Plus L, et m
augmentent plus I’amplitude des ondes réfléchies diminue. Ces deux parameétres permettent
donc de contréler la décroissance de I’amplitude des ondes réfléchies en augmentant soit m
soit Lp ou bien les deux en méme temps. Concernant l'utilisation des éléments de frontieres
(BEM), la difficulté réside dans le calcul des solutions fondamentales qui dépondent de
plusieurs parametres a savoir la dimension du probleme traité (1D, 2D ou 3D), du type de
sollicitations (dynamique ou statique) et la nature des sollicitation (temporel ou fréquentiel).
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Chapitre 2

Eléments absorbants en élastodynamique

2.1 Introduction

En élastodynamique des milieux non bornés, la discrétisation spatiale par éléments finis exige
la troncature du domaine a une distance finie. Se pose alors le probleme de l'introduction
d'une frontiére artificielle afin de simuler le fait que le domaine de propagation des ondes réel
est infini. L'une des méthodes possibles consiste a imposer des forces d'amortissement et des
forces de raideur sur la limite artificielle, de sorte a absorber I'énergie des ondes sortantes du
domaine d'étude et d'éviter toutes réflexions parasites pouvant compromettre les résultats
recherchés. Dans ce chapitre, on exposera d'abord le concept des éléments absorbants issus
des forces d'amortissements, ensuite, ceux issus des forces de raideurs.

2.2 Eléments absorbants par des forces d’amortissements

Pour déterminer les conditions de radiation a imposer sur la limite de troncature, on considere
une onde plane se propageant dans la direction x. L'équilibre dynamique d'un domaine
élémentaire (figure 2.1) sous I'effet d'une force axiale (figure 2.1) est :

0°u  0do,
Pz " ax @1
do,
Oy Ox Ox
-] a%u 1
Patz

Figure 2-1:Equilibre d'un domaine élémentaire sous I'effet de contrainte axiale.
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Ou p est la masse volumique, u et o, sont respectivement le déplacement et la contrainte
axiale dans le sens x. D'aprés la loi de Hooke, on a:

Ju
O, = k&'x = ka (22)
avec &, ladéformation axiale dans le sens x, et k le module de compressibilité du matériau

fonction du module d'Yong E et du coefficient de Poisson v :

B E(1-v)
T (1+v(A-2v)

(2.3)

En substituant I’expression (2.2) dans (2.1) on obtient I'équation de mouvemente en terme de
déplacements :

— —VpP=—=0 (2.4)

Ou V, désigne la célérité des ondes de compression P dans le matériau, qui est donné par :

Vp= |- (2.5)

Pour un domaine de dimension fini, I'équation (2.4) admet comme solution :
ulx,t) =u(x,t) + uy(x, t) (2.6)

avec .

(2.7)
wXx wXx

u,(x,t) = U, [sin (wt + V_P) + cos (wt + —)]

Jul (x,6) = Uy [Sin (wt - %) + cos (wt - %)]
l

Vp

ou u,(x,t) l'onde propageant dans le sens positif de x et wu,(x,t) l'onde réfléchie. Par
contre si le domaine est infini, le systéme ne permet que les ondes propageant dans le sens
positif (vers l'infini) et la contribution des ondes refléchies est nulle. Dans ce cas, I'équation
(2.4) admet comme solution :
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wXx wX
u(x, t) =u(x,t) = Uy [sin (a)t - —) + cos (wt - —)] (2.8)
Vp Vp
Afin de garantir ce mode de propagation, une contrainte axiale doit étre imposée sur la limite
de troncature du domaine de tel sorte a annuler les onde réfléchies. D'apres I'expression (2.2),
la contrainte relatif au déplacement wu,(x,t) de I'onde réfléchie est donnée par :

0 ,t
o (x,t) = k% (2.9)
avec :
duy (x,t) Uza)[ ( t+a)x> ] ( t+wx>] 210
x T cos|w A sin|w A (2.10)

D'autres part, la dérivée de u,(x,t) par rapport au temps t nous permet d'avoir I'expression
de la vitesse relative aux ondes réfléchies :

ou,(x,t)

uz(x, t) = at

wx wx
=U,w [cos (a)t + V_> —sin (cut + V_>] (2.11)

P P

La comparaison entre les expressions (2.10) et (2.11) nous permet d'écrire I'égalité suivante :

du,(x, t) U (x,t)
ax

(2.12)

On remplace I'expression (2.12) dans (2.9), on obtient I'expression de la contrainte relative a
u, (x, t) en fonction de la vitesse :

o(x,t) = pVp 1,(x, t) (2.13)

Pour annuler la contribution de I'onde réfléchie u,(x,t), on doit annuler la contrainte relative
a cette onde. Pour cela, on impose sure la limite de troncature une contrainte :

o(x,t) = —pVp uy(x,t) = —cpii,(x, t) (2.14)

La relation (2.14) est similaire & une force de dissipation (amortissement) F = C u(x,t)
avec une constante de dissipation cp = pVp par unité de surface [22,41]. La relation (2.14)
satisfait la condition de radiation des ondes de compression P a la limite de troncature du
domaine.
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On suit le méme raisonnement, on obtient de la méme maniére une expression equivalente
pour les ondes de cisaillement S se propageant parallelement a la limite de troncature du
domaine. La constante d’amortissement dans ce cas est donnée par [22,41] :

Cs = pVS (215)

Avec Vs la célérité des ondes de cisaillement S :

Vs = ¢ (2.16)
S P .
Et G le module de cisaillement du matériau :
G = E 2.17
21 +v) (217)

et qui satisfait la condition de radiation des ondes de cisaillement S.

La figure suivante montre un plan semi—infini traité par des éléments absorbants issus des
forces d'amortissement.

(a) (b)

+Hr —C£
\ 3 3
Limite de troncature /
\
\\ \:’ ’ yyg\‘ i
S < - _ P 4 "f 4}0 { ),-
~--- M
AN A4

Figure 2-2:Probléme d’un plan semi infini (a) Plan semi infini ; (b) : Plan fini avec des éléments absorbants

2.3 Eléments absorbants par des forces raideur [13]

Jusqu’a présent, nous avons vu que la condition de radiation est prise en compte par des
forces d'amortissement. Par ailleurs, il est possible d’améliorer ces conditions en introduisant
des ressorts en conjonction avec ces amortisseurs a la limite de troncature. Les
caractéristiques de ces ressorts dépondent essentiellement des propriétés mécaniques du
matériau et de la géométrie du domaine. Afin de deéterminer ces caractéristiques pour un
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espace semi—infini, il est nécessaire de considérer un domaine fini, de géométrie bien définie.
Dans cette section, nous allons considérer trois espaces de géométries différentes, a savoir
I’espace hémisphérique, cylindrique et parallélépipédique rectangulaire.

2.3.1 Domaine hémisphérique

Considérons un espace hémisphérique rapporté a un systéme de coordonnées sphériques :

x = rcos(p)cos(0)
y =rcos(p)sin(0) ; re[0,R]; 6€[0,2n] ; ¢ €[0,m] (2.18)
z = rsin(p)

Les contraintes analytiques dans un milieu semi-infini en coordonnées sphériques sont
données en fonction des déplacements par :

O-T‘T‘ (T, 91 QD) = _kT‘T‘u‘r (T, 9' 90)
or(1,0,9) = —kroug(r,0,9) (2.19)
Org (r,0,9) = _kr(pu<p (r,0,9)

Ou ki, kg et k,., représentent les constantes de raideur par unité de surface. D’aprés le
systeme (2.19)

( 0.

krr = _uL:
Org

g = ———= (2.20)
T
Ore
k _Te
LY Uy

Pour déterminer la constante k..., on considére la solution analytique de Cerruti (1882) d’une
force concentrée P, appliquée a I’origine dans le sens x. La contrainte a,, et le déplacement
u, provoqués par cette force sont donnés par :

(

Jaﬂ=—%[<z—v) C-2)

- ml cos(¢p)cos(0)

(2.21)

P, (1-2v)
lur = lZ(l —-v) — ml cos(¢)cos(6)

avec G et v sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du

matériau. En tenant compte de (2.20), le systeme (2.21) nous permet d’avoir :
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2— .
261 +v)| 1+ sin(e)
e r 1+ 2(1 —v)sin(p)

(2.22)

Dans I’expression de k..., on remarque que I’angle ¢ intervient, mais dans la pratique, il est
preférable de trouver une constante qui ne dépend que des propriétés mecaniques du milieu et
du rayon r. Pour cela, on cherche les contraintes et les déplacements équivalents pour un
rayon r et de ’angle ¢ qui varie de 0 a . On tient compte de ’axe de symétrie du
domaine, les contraintes et les déplacements équivalents sont donnés par [13] :

n (2.23)
2 (2 P,
l U, = Ej; udp = e [2(1 —v) — (1 — 2v)In2]cos(0)
Ce qui donne la constante équivalente k.. sous :
_ 261 (2—=v)—(1-2v)In2
= — ( )~ ( ) (2.24)
r |12(1—v)— (1 —2v)In2
Qui peut étre approximé par :
_ 2G (13 + 4v
T (13 - 6v) (2.25)

Dans la relation (2.22), I’expression de k.. est en fonction des propriétés mécanique du
matériau et du rayon . Pour définir la valeur de k. a la limite de troncature il suffit juste de
poser r =R.

Dans le cas ou la constante k,.- est déduite de la solution analytique de Boussinesq, pour une
charge concentrée, appliquée a 1’origine, perpendiculairement a la surface libre, son

expression est de la forme :

26| @-w-;0-2v)
k,=— 2 (2.26)
r 2(1—v)—z(1—2v)

De la méme maniere, on cherche a déterminer la constante k,q. La contrainte o., €t le

déplacement ug. Donnés par la solution de Cerruti (1882) :
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Chapitre 2
(1 — 2v)cos?(¢p)
(1+ sin(go))2
P, (1-2v) )
Lue = I lsm(@)

P
== sin(0)

4@9 T 2mr?

(2.27)

" 4nGr 1 + sin(e)

Ce qui donne :

G I2(1 —2v)(1 - sin(<p))l (2.28)

Kon =
T 2 =) + sin(e)

qui est en fonction d’angle ¢. Pour éliminer cette dépendance, la contrainte et le déplacement

équivalents sont donnés par :

(23 P,
I Org = _fo Ored@ = py— [0.546(1 — 2v)]
n (2.29)
| @ —ZF dop = — = [1+0.637(1 — 2v)]
Lue B 0 Uo 9 = 4Gr ' v
Et la constante de raideur peut étre approximée par :
— _36(1—21/) 230
T \9—7v (2.30)

Afin de déterminer la constante k,,, nous allons considérer la solution analytique de
Boussinesq (1885) sous une charge concentrée P, appliquée a ’origine dans le sens z. La

contrainte o, et le déplacement wu,, dans ce cas sont donnés par :

P, I(l — 2v)sin(@)cos(p)
Orp =

1+ sin(ep) -
B, [B=4v)sin(p) +2(1—v) (2.31)
kqu B 47TGT[ 1+ sin(ep) lcos((p)

27T2

Et la constante k., estdonnée par :

B E 1-2v sin(¢g)
v (5 — 6v> 1— (2:::) (1 — sin(e)) (2.32)
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De la méme maniére, on obtient la contrainte et le déplacement équivalents : :

_ 2 (2 P
!aﬂp = E.[; Orpdp = —ﬁ(l —2v)(1 — In2)

(2.33)
_ 2 (2 P,
Lu(p = ;fo U,dp = 2Gr [(3—=4v) — (1 -2v)In2]
ce qui donne la constante de raideur équivalente par :
_ 2G (1-2v)(1—-1In2)
frg == (3 —4v) — (1 —2v)In2 (2.39)
Qui peut étre approximée par :
_ _46(1—21/) 238
T r \15-17v (2:35)

Pour trouver les expressions des constantes de raideur k,,, k.o et k., a introduire sur la

frontiére de troncature d’un espace hémisphérique, de rayon R, il suffit juste de poser r = R.
Ces expressions sont données par :

i _26(13+4v>_k _36(1—2v>_k _46(1—21/) 236
mTR\U3-6v/) ' " T R\9—7v) " """ R\15-17v (2.36)

2.3.2 Domaine cylindrique

Dans cette section, nous allons déterminer les forces de raideur a introduire sur la limite de
troncature d’un espace semi-infini, qui est considéré comme étant un espace fini & geométrie
cylindrique, de profondeur z =h et du rayon r = a. Les coordonnées cylindriques sont
définies par :

x =rcos(0)
y = rsin(@) ; T E [O,R] ; ZE [O, h] ; € [O, 27T] (237)
z=2z
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Les solutions analytiques de Cerruti, en coordonnées cylindriques, pour une charge ponctuelle
P, appliquée a ’origine dans le sens x, d’un espace semi—infini, sont données pour les
déplacements par [13]:

( P, r? R r?
| w, ll +—=+(1-2v) < )l cos(0)

~ 4nGR| T RZ R+z (R+2)?
(2.38)
P 1+(1—2v)R n(8)
L %~ " 4nGR R+z St
et pour les contraintes par :
(B [3r" (1-2v)R?|r @
Opyr = 27'L'R2 R2 (R T Z)Z R coS
P, [A=20] ,
{90 = 2nRZ|(R + z)zl rR%sin(6) (2.39)
P, (3r’z
Opr = — 2nR2< E )cos(@)
\o,g =0

Les solutions analytiques de Boussinesq pour une charge concentrée P,, appliquée a I’origine
dans le sens z, sont données par :

(B[22 201-v)
Y2 = 46 |R3 R
3P, rz?
< _ z 2.40
Oy, = —EF ( )
3P, z3
72 = =5 5

Avec G le module du cisaillement, v coefficient de Poisson et R = vr? + z2. Dans notre
cas, les frontieres en question sont la surface transversale sur laquelle z = h et la surface
latérale ou r = a. Par commodité, nous allons traiter ces frontieres séparément.

2.3.2.1 Frontiére transversale
Les contraintes agissant sur la base du cylindre (z = h) sont données par :
0,-(r,0,h) = =k, u,.(r,06,h)

O'ZQ(T',H,h) = —kzgug('r', 9, h) (241)
Ozz (T‘, 0, h) = —kzU, (T', 9, h)
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Les constantes de raideur par unité de surface résultantes dans ce cas sont :

g o
kyr = _ui:
o
lkyy=--2 (2.42)
Ug
O-ZZ
k,, = ——
\ Y4 uz
A I’aide des solutions de Cerruti (2.38), (2.39) et de Boussinesq (2.40), on obtient :
Zn
rk G 6rR_3
TTRIL T p (1o (B
1+ R2 + (1 21/) (R+h (R+h)2)
{kyg=0 (2.43)
h 4
L G ° )
ZZ 7 h ()2
(3) +20-v)

\

Avec z=h et R =+Vh? +r2.

Afin d’obtenir des constantes de raideur indépendamment de la variable r sur la base du

cylindre, il est préférable d’écrire k,,, k,o €t k,, sous les formes équivalentes :

(]} __Efoaazrgdr
e hfoauridr
<IEZG=_€foc;o-z—9r£dr
th UdeT
EZZ:_EM
L hf, u, > dr

G
= Eﬁzr

G

=5 B0 (2.44)

G
= Eﬁzz

Le probléeme maintenant revient a chercher les expressions des parametres .., Bz €t Bz,

qui sont données a 1’aide des solutions analytiques (2.38), (2.39) et (2.40) par :
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rﬁ 6 ['r3hR~Sdr
zr r2
f [1 e + 1 —2v) (R+h (R+h)2) pricd
{ Bo=0 (2.45)
6h4f rR™5dr
Bzz =

\ foa [(%) +2(1 - v)] —dr

2.3.2.2 Frontiere latérale

Sur la frontiere latérale(r =a, 0<z<h, 0< 60 <2m), les conditions aux limites
sont données par :

orr(a,8,2) = —kru,(a,0,2)
0,9 (a, B,Z) = —erUQ (Cl, Q,Z) (246)
o,,(a,0,z) = —k,,u,(a,b,z)

D’ou, il vient :
( 0.
krr = _uL:
Org
(kg = ———= (2.47)
Ug
O-ZZ
k,, = ——
72 u,

En remplacant les contraintes et les déplacements par leurs expressions, on obtient :

3a a
rk - [ -1 -2z )2]
rr R _ R az
1 + + (1 21/) (R+z (R+z)2)
" 2(1 —2v)Ga
0=
{ Rr (R + 2)? [1 + (IR_ZI_Z)R] (2.48)

N 0N 6]

\ ‘ [(%)2 +2(1‘V)]

avec r = a et R = Vz? + a?. Sur cette frontiére, il est préférable d’obtenir des constantesde

raideur indépendamment de la variable z. Pour cela, on écrit :
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h
(. Glyomgdz G
rr — a foh urdz - a Trr
h a
_ GJ, oro=dz ¢
{krg = ———5—5—=—Pyq (2.49)
a fO UQdZ a

T
L a [judz @
D’ou, il vient :
2 2 2
( A 2 (" [}%_ (1—-2v) (R’;)Z];—Zdz
Js [1 teta-2w) (Ri+z - (R:l—z)z)] %
2
) Bre _ 2(1 ; 21/) OhR(R‘_:_ZZ)z (2'50)
fo [+ 515
2
Bra=— o Jy & 4
\ Jo [(g) +2(1- V)]%

2.3.3 Domaine parallélépipédique rectangulaire

Considérons un domaine a géométrie parallélépipédique rectangulaire, sur lequel les
dimensions sont 2a, X 2a, X a,, avec x € [—ay, a,], ¥ € [-ay,a,] et z€[0,a,]. Les

contraintes agissant sur les plans x = a,, y = a,, et z= a, sont données respectivement par :

Oxx = —KyxUy Oyx = _kyxux Oz = —KoxUy
Oxy = —kxyly ; Oyy = —kyyuy ; Ozy = —kzyty (2.51)
Oxz = _kxzuz Oy; = _kyzuz Ozz = _kzzuz
D’ou, il vient :
rk _ Oy k _ ny fk _ Ozx
xx — yx — T zx —
Uy Uy Uy
Oy o o.
- _ X - _ - _Zy
4 kxy - u I kyy - u HE kzy - u (252)
y y y
Oxz Oyz 0z
\kxz=_ Kkyz__ . ky, = —
U, U, \ U,
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ou sous forme indicielle suivante :

i désigne ici I’indice du plan et j la direction considérée. Les constantes équivalentes a définir

sur chaque plan s’obtiennent par :

~ [. o,;dl
L (2.54)
Avec T; le plan considéré, tel que :
X = Oy X € [_ax’ax] X € [_ax' ax]
L, =1y €[-aya,] ; L,=4y =ay ; Iy =4y €[-ay,a,] (2.55)
z € [0,a,] z € [0,a,] z=a,

Avant de calculer les constantes de raideur a introduire sur chaque plan, on doit d’abord
déterminer les contraintes agissant dans chaque sens. Au premier lieu, nous allons chercher
les contraintes qui contribuent dans les sens x et y. Pour cela, on considére les solutions
analytiques de Cerruti pour une charge concentrée P, appliquée a 1’origine dans le sens x

d’un espace semi—infini. Ces solutions sont données en coordonnees cartésiennes par :

( Px [3x* (1-2v)( , , 2Ry?
Oxx = — - xX“+z4——-
2nR3| R? (R + 2)? R+z
2 _ 2
Lo = Py (3x° 1-2v)( , 2 2Rx (2.56)
Y 2nR3| R2 (R + z)? R+z
P.z 3x?
7% = TR R
pour les contraintes, et pour les déplacements par :
B 1+x2+(1_2v) R x? 557
Y = 4nRG R?2  (R+2) R+z (2:57)

Avec G et v sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du

matériau, et R = \/x2 + y? + z2 désigne la distance entre ’origine et le point considéré.
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D’aprés la relation (2.54) et en tenant toujours compte de (2.56) et (2.57), les constantes de
raideur équivalentes dans le sens x qui correspondent aux plans x = a,, y =a, et z=a,
sont données par :

(_ f_a,fy foaz Oxxdzdy G
ko = — -
Y [ wdzdy  ax
y
Vo o Lalo omdsdx g B (2.58)
T e '
[ sty
ko = — - =—p
(" SIS wddy
avec maintenant :
( ay (ag ax 2 _(a-2v) 2 2 2Ry 3
P 2f N 3( ) (R+Z)2(a +z ]R dzdy
c IS [1+ () + &2 (R—L ]R—ldzdy
(R+z)
Ay [0z 22w o, o 2Rx 3
, o 7|3 (E) —(R+Z)2( +z ]R dzdx
§ By = 20,2 ——— N — (2.59)
X zZ ol Nl 1
I P (R) t &) (R Riz ]R dzdx
B = 20,7 fay fax [3 ]R BdXdy
zx — <0z
Gy ag (1 2v) 1
\ f f [1 + (R+az) (R R+ay ]R dxdy

Pour obtenir les constantes de raideur dans le sens y, on suit les mémes étapes, mais pour une
charge concentrée P, appliquée dans la direction y, d’ou on obtient :

( a, (ay N2 (1-2v) 2 2 2Ry 3
5 f_Zy INE (E)  (R+2)? (ax tz ]R dzdy
Bxy = Zax ay a, 1 + (Z)Z + w(R _ _ R—ld d
f_ay fo R (R+2) z y
ay ay ay\2  (1-2v) 2 2 2Rx 3
. f_ax Jy [3 (?y) ~ R (ay + z ]R dzdx
 Byy = 2a, o f“z . (a_y)z L a2 (R B L 1 (2.60)
e s (®+2) zax
. —ax [3 ]R 3dxdy
ﬁzy = 2a,
ay ray (1 2v) _
\ f f [1 + (R+az) (R B R+aZ ] R ldxdy
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Maintenant, nous allons chercher les constantes de raideur correspondant a la direction z.
Dans ce cas, on considére les solutions analytiques de Boussinesq obtenues pour un espace
semi-infini, soumis a une charge concentrée P,, appliquée a I’origine dans le sens z. Les
contraintes en coordonnées cartésiennes sont données par :

( 3P,xz?
Oxz = ~—5_p5_
2mR
3P,yz?
V02 = — s (2.61)
3P,z3
\Tzz = ~ 2mR5
et les déplacements par :
L +2(1 2.62
Y2 = pre Rz T2V (262)

La substitution de (2.61) et (2.62) dans(2.54), nous permet d'avoir les constantes
equivalentes dans le sens z, qui correspondent aux plans x = a,, y = a, etz=a, :

a a,
( _ f—zl/y fo O-XZdZdy _ G
_agy foaz u,dzdy  Qx

_— f:l;xfoazo-ydedx_G

&

Xz — XZ

= — = — 2.63
v ffgx foaz u,dzdx  Qy Byz (2.63)
]; _agy f_a:x Uzdedy G
| D S wdxdy oz
avec :
( a a, (z 2 -3
8. = 6a.? —gy X (E) R™dzdy
xz — X ay caz[(z 2 ] _1
f_ay N (E) +2(1 —v)|R1dzdy
2
Ay az E -3
{ By, = 6a,? ol (§) R 2.64
vz Y o a [N T, (2.64)
[ (E) +2(1—v)|R'dzdx

1 £ (%) Raxay

= P4z ax raz[[fay\?
\ f—axfo (?) +2(1—v)]R‘1dxdy
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Comme toutes les constantes de raideur sont définies, il nous reste qu’a rassembler les

expressions correspondant a chaque plan, donc :

(. _G
XX ax ﬁxx
— G
{ Kxy = a—Bxy (2.65)
X
- G
&kxz a_xﬁxz
pour le plan x = a,, et :
(IE G 8
yx a, yx
— G
{ Ky = a_ﬁyy (2.66)
v
_ G
kkyz - Eﬁyz

pour le plan y = a,, . Et finalement pour le plan z = a, :

(IE G
zx — a_zﬁzx
) Ezy = £ﬁzy (2.67)
a;
F=—8
2z a, zz

Les expressions de  f3;; sont obtenus par les expressions (6.59), (2.60) et (2.64). Les
constantes de raideur concernant les plans x = —a, et y = —a, sont respectivement les

mémes que celles des plans x = a, ety = a,,, mais avec un signe oppose.

2.3.4 Cas d'un plan semi-infini

Dans le cas d'un plan semi-infini, le probleme est traité en déformations planes. Pour définir
les constantes de raideur a imposer sur la limite de troncature, nous allons considérer la
solution de Flamant sous une charge verticale concentrée E,. Les contraintes en coordonnées
cartésiennes sont données par [49] :
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( 2F,
Oxx = —;cose sin?6
2E,
N0,y = —;cos 30 (2.68)
2F,
\Oxz = Oxz = —;sme cos?0

Et les déplacements par :

Uy = — ZI;ZH [2(1 —v)0 — (1 + v)sin26]
(2.69)
|
\

u, = ( ) +(1+v)(1- 00529)]

Avec E et v sont respectivement le module dYong et le coefficient de Poisson du matériau.

-

r =vx2 + 22 est la distance radiale du point considéré, @ l'angle entre # et l'axe z.
concernant R, est un parameétre qui représente la distance a laquelle le déplacement vertical
u, doit avoir une valeur nulle sur l'axe z et qui doit étre tres grand afin d'assimiler le
comportement a l'infini. Ainsi, les constantes de raideur en chaque point du domaine sont :

( Ky, = Oxx 4E cos6 sin?6
Cu, 2(1 —v)0 — (1 +v)sin26
k O'zz _ COS39
4lm + (1+v)(1 — cos26)
{ (2.70)
K _ Oxz _ AE sinf cos?6
Uy r 4an + (1 +v)(1 — cos20)
I sz _ 4E smH cos?6
U u,  r \2(1=v)8 — (1 +v)sin26

2.4 Conclusion

L'utilisation des éléments absorbants, dans le traitement de la limite de troncature des milieux
non bornés, est une alternative de prise en compte des conditions de radiation des domaines
infinis. Les effets radiatifs sont pris en compte par des élements absorbants, issus des forces
d'amortissement, et il est possible d’améliorer ces conditions en leurs introduisant
conjointement des éléments issus des forces de raideur.
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3.1 Introduction

L’analyse des problémes d’ingénierie nous aménent a développer des modeles mathématiques
qui s’appuient sur des hypothéses simplificatrices pour aboutir a des équations différentielles
auxquelles sont ajoutées des conditions aux limites. La méthode numérique la plus utilisée
pour résoudre ces problemes est celle des éléments finis, car elle offre la possibilité de
développer un programme de calcule qui peut résoudre avec peu de modification plusieurs
types de problemes. Dans ce chapitre, nous allons mettre en équations le probléme
mathématique d'un plan semi-infinis, sous chargement dynamique, dont lequel le matériau
est supposé élastique linéaire.

3.2 Formulation mathématique du probléme

On considére un plan semi-infini, constitué d'un matériau a comportement élastique linéaire,
de module d'Yong E, de coefficient de Poisson v et de masse volumique p. Sur la figure

suivante (Figure 3.1), on a illustré le probléme en question.

Q(t)
AN -
1 I ' i
\
\ g /II"00
N ’
\\\ ’/,
2 |
Y
Z

Figure 3-1:Plan semi infini
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Le probleme mathématique de la figure 3.1 peut étre posé sous :

limu; =0 (3.1¢)
r—o0

avec o;; le tenseur de contraintes, T; le vecteur de contraintes, f; la force de volume, u; le

champ de deplacements, Q(t) le chargement dynamique, I, la frontiére sur laquelle le

chargement Q est appliqué, Q le champ proche du domaine d'étude et r = vx? + z2? la
distance radiale. Avec :

0ij . Letenseur de contraintes ;
T; . Le vecteur de contraintes ;
n; Le vecteur unitaire normal & une frontiére donnée ;
fi : Le vecteur de forces de volume ;
u; . Le vecteur ou champ de déplacements ;
il; : Le vecteur d'accélération ;
Q) . Le chargement dynamique ;
Q : Le champ proche du domaine d'étude ;
I : Lafrontiére a laquelle le chargement Q est appliqué ;

r=+/x2 + 22 : La distance radiale ;

La loi de comportement de 1’¢lasticité linéaire, isotrope, en petites déformations, permet
d’écrire les contraintes en fonction des déformations sous la forme suivante :

0ij = Dijki €1 (3.2)

Ou Dyj, deésigne le tenseur d’élasticité qui est d’ordre quatre. Les expressions des

déformations en fonction des déplacements u sont données par :

1
i.:— .’. .’. .
€ij Z(uu"'ujl) (3.3)

Vu la symétrie des tenseurs et dans le but d’alléger les écritures, la notation vectorielle est
souvent adoptée en élasticité plane. Alors, le tenseur des contraintes en élasticité plane

s’écrit par :
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0.
o= [O'xx TxZ] — O.X (3.4)
TZX O-ZZ o T z '
Xz
et le tenseur des déformations par :
1
Exx nyz €x
€=14 =1{&; (3.5)
Eyzx €2z Yx
Et le vecteur des déplacements par :
ux
u= { } (3.6)
Uy

La relation entre les déformations et les déplacements devient alors :

r 0
N 0x 5 (W
Ezr=10 — (3.7)
yx aZ u'Z
a 0
L0z Ox
Qui peut se mettre sous la forme condensée suivante :
e=Su (3.8)
En tenant compte de (3.8), I'expression (3.2) devient :
o =D& =DSu (3.9
Avec :
d d, 0
D=|d, di O ] (3.10)
0 0 ds

Les expressions des constantes d; et d, dans le cas d’un probléme en contraintes planes
sont données par :
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— E .
T 1—v2 ’

dl dz = le

Et dans le cas d’un probléme en déformations planes par :

B E(1—-v) _ Q= vd,
T (1+v)(1-2v) ’ 27 1-v)

dy
L’expression de la constante d5 est donnée dans les deux cas par :

1
d; = E(dl - dz)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Le probléme variationnel associé a I’équation d’équilibre (3.1a) s’obtient en adoptant la

formulation de type Galerkin pour une fonction poids w = du. La forme forte s’écrit :

f 6ui O'l'j,jd.Q + -]- Sui _fld.Q —f Sui puld.Q =0
0] 0 0

(3.14)

Le premier terme est donné par 1I’expression suivante a 1’aide du théoréme de divergence :

f Sui O'ij'jd.Q = f 6ui O'ijnj ar —j 6ui']’ O'ijd.Q
0 r 0

&ij

On remplace (3.15) dans (3.14), on obtient la forme intégrale faible suivante :

—f 6€ij O'ijd..Q +f Sui O'ijnj ar +f Sui fld.Q —f 6ui puld.Q =0
0 r 0 0]

ou encore sous forme vectorielle suivante :

—] 5€T0d!2+j 6u0ndF+J 6ufd[2—J Su piid =0
0 r 0 0

Si on tient compte de (3.8a et (3.9), I'expression (3.17) devient :

—j 5(Su)TDSudQ+J 6uandl“+f Sufd.Q—f Su piidQ =0
Q r 0 0

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Le systeme (3.18) est I’expression des travaux virtuels des corps homogenes et isotropes,

ayant un comportement bidimensionnel élastique linéaire. Si on tient compte de ces
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considérations, le plan semi-infini de la figure 3.1 peu étre traiter en déformation planes. De
plus, la forme sous intégrale faible de I'expression (3.18) nous permet d'introduire les
conditions aux limites.

Sur la surface Iy ou s’effectue le chargement dynamique Q(t) dans le sens z, la condition est

donnée par :
T; = oym; = Q(¢) (3.19)

Sur la limite de troncature T, une condition radiative doit étre introduite de tel sort a
reproduire le déplacement a l'infini. Dans le chapitre 2, nous avons vu qu'on peut introduire
des éléments absorbants issus des forces d'amortissement. Ainsi, pour la radiation des ondes
de compression P, une forcement d'amortissement de constante c,, doit étre introduite, avec

cp = pVp = EQA—v) (3.20)
PEPP=P LA+ v)(1—2v) '

Et pour la radiation des ondes de cisaillement S, une forcement d'amortissement de constante
cs doit étre introduite, avec :

E
=oVe=p |[—— 3.21
De ce fait, I’équilibre des contraintes sur la limite de troncature [, s’exprime par :
T=0on=—cpll, —Cslly = —CpUN — CsUN; (3.22)

ou u, et u, désignent respectivement les projections des vitesses des particules solides sur
lanormale n et latangente n, par rapport a la limite de troncature T',,. De méme, si on veut
améliorer ces condition, on introduit des forces de raideur de constantes k.., et k,.g; issus de
la solution de Flamant, et qui sont respectivement relatifs aux directions normale et
tangentielle par rapport a la limite de troncature avec :

k. = ; kg =—— (3.23)
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R un parameétre qui doit étre trés grand pour assimiler le comportement du champ lointain. r
la distance radiale a laquelle la limite de troncature T, est effectuée.

Comme les conditions aux limites sont définies, il nous reste qua les introduire dans
I'expression (3.18), d'ou, on obtient :

f 5(Su)TDSud + 6u(cpun+csunt)d1"+f Supid = | SuQ(t)dlr (3.24)
0 0

Too I'q

Si les conditions de radiation, issues des forces de raideur, sont considérées conjointement

avec celles des forces d'amortissement, I'expression (3.24) s'écrit sous :

f S(Su)TDSud + | Sulcpun + cun)dr + | Su(k,un + kgun,)drl’
0N I'o T

+f Supiidf) = éuQ(t)dr (3.25)
n FQ

3.3 Discrétisation du domaine par elements finis

Afin de discrétiser le domaine sol par éléments finis, le champs des déplacements u est
approximé par :

u=NU (3.26)
et I’opérateur de perturbations par :
Su = SUTNT (3.27)

La substitution de (3.26) et (3.27) dans(3.24), nous donne :

<j BTDBd[2>U+ (cpj NTnNdF+cSJ NTntNdI“>U
X0} I lo

® (3.28)
NTNdQ |U=| NT ar
o =
Ou sous la forme matricielle suivante :
[K1{U} + [C.. {U} + [M{U} = {F} (3.29)
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Dans lesquels, M, C. et K représentent respectivement les matrices masse, amortissement et
rigidité. Les expressions de ces matrices ainsi que le vecteur de chargement s’obtiennent par

analogie entre la relation (3.28) et (3.29). Donc, I’expression de la matrice rigidité est donnée

par :
_aN 0 -
T T P
l[aN 0 ON 'I 4 d, 0 Ox o
[K] = f BTDBAN = f 0x . 9204, a4, oflo Elde (330
ON" ON dz
2 2 9 0 0 ds
0z Ox dON ON
Ldz Ox-
et la matrice masse est :
NTN
M] = NTNdO = j dn 3.31
=5 o MY Wl (331)
En ce qui concerne le vecteur de chargement F, il s’obtient par :
NT 01740
{F} =f NTQ,dr =f Q ar (3.83)
ro z ro [0 NT {1}
Pour la matrice d’amortissement, son expression est donnée par :
[Coo] = [Cp] + [Cs] (3.32)

Avec :

NTN 0
[Cp] = fr OONTanNdI" = fr e NTN][ nz] dr

_ T _ NTN Nyq
[Ce] = fr NTcgn,NdI' = fr ) cs[ . NTN][ ntz] dr

o)

(3.33)

L’amortissement de la relation (3.32) est le résultat de la discrétisation de la condition de
radiation a la limite de troncature, qui est connu sous le nom d’amortissement géométrique ou
radiatif [30,31]. Par ailleurs, on peut aussi tenir compte de 1’amortissement visqueux du

milieu, en appliquant le concept d’amortissement de Rayleigh qui est exprimé sous forme

d’une combinaison linéaire de la matrice masse M et de la matrice de rigidité K [15] :

[C] = a[M] + BIK] (3.34)
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a et [ sont des coefficients satisfaisant la condition d’orthogonalité de C dans la base

modale. Donc, I’amortissement total du systéme est :
[Ce] = [C] + [C] (3.35)

En ce qui concerne le vecteur de chargement F, il s’obtient par :

{F}=fr

Dans le cas ou la condition de radiation est considérée simultanément par des forces

QNTQ(t)dl“:fFQQ(t) [1\6 A?T {g}dl“ (3.36)

d'amortissement et celles de raideur, I'expression (3.28) devient :

( f BTDBd!z> U+ <krr f NTRNAT + kg NTntNdI"> U+
0 I T

* (3.37)
(cp f NTnNdI + ¢ f NTntNdF> U+ <p f NTNd[z> U= f NTQ(t)dr
T T 0 ro
Dans ce cas, la matrice de rigidité totale est :
(K] = [Koo] + [K] (3.38)
avec
[Koo] = [Krr] + [Kre] (339)
dou :
K.,] =k, f NTnNdI
Feo (3.40)
[Kro] = kro N"n.Ndr
I

3.4 Conclusion

La discrétisation d’une frontiére radiative issue des forces d'amortissement n'influe pas sur
I’analyse des vibrations libres, autrement dit, n'influe pas sur les périodes propres du systeme,
contrairement a celle issue des forces de raideur qui intervient dans I'analyse des vibrations
libre du systeme.
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Applications

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de mettre en ceuvre les éléments absorbants, issus des forces
d'amortissement et des forces de raideur, dans la prise en compte des conditions de radiations
des domaines non bornés, en élastodynamique. Le logiciel de calcul utilisé dans ce travail est
le SAP 2000 version 19 qui nous offre la possibilité d'introduire des amortisseurs et des
ressorts a l'aide des éléments LINK type linéaire. La méthode de calcul de la réponse
dynamique en déplacement qu'on a choisi est celle intégration directe pas a pas. Dans le cas
dynamique, malheureusement, nous ne disposons pas de solutions analytiques a lesquelles
nous comparons les résultats numériques. Pour cette raison, on va se limiter a I'étude de la
convergence de la solution numérique en fonction de la taille du domaine, autrement dit, en
fonction de la distance de la limite de troncature. Dans le cas statique en déformations planes,
la performance des éléments absorbants issus des forces de raideur peuvent étres comparé a la
solution analytique de Flamant.

4.2 Présentation du modele

On considere un plan semi-infini, constitué d'un matériau a comportement élastique linéaire,
de module d'Yong E = 10 MPa, de coefficient de Poisson v = 0.3 et de masse volumique
p = 2000 kg/m3. Le domaine est tronqué a un distance L = L, = L, de l'origine sur lequel
on a impose les différentes conditions. Sur le premier modéle (MEF_Enc), on a imposé des
déplacements nuls a limite de troncature, donc, aucune condition de radiation n'est prise en
compte. Le second modéle (MEF_C), est celui sur lequel des éléments absorbants, issus des
forces d'amortissement seules, sont imposés. Dans le troisieme modéle (MEF_KC), les effets
radiatifs sont pris en compte conjointement entre les forces d'amortissement et les forces de
raideur.Comme le modele présente une symétrie, que se soit dans le domaine ou dans le
chargement, on a pris que la moitié du domaine avec le blocage des déplacements

41



Chapitre 4 Applications

horizontaux,au niveau de I'axe de symétrie. Ainsi, le maillage utilisé est illustré sur la figure
4.1 suivante :

~
=
I
o~

A

]
|
[

[

LT
N 777777111

N S]]

LA F T
SN EEEN

LZ:L

g

11

A
4P e%

%

1]
/ST
A AN ENN

,/
L]
L~

1

%

%

/‘-'
//
//
g
1
4%
/7

//

P4

1/
/7
7777711

1

=~

//

L1

L
9%
1

%
P4
//
//
L
L

<
%

Figure 4-1: Maillage utilisé
4.3 Sous un chargement statique

Comme nous l'avons déja mentionner précédemment, pour tester la performance des éléments
absorbants issus des forces de raideur, nous allons traiter le probleme classique de Flamant,
sous charge verticale F, = 100 KN, concentrée a l'origine. Dans ce cas, le domaine est
tronqué a une distance L = 10 m. Sur le premier modele MEF_Enc, on a bloqué les
déplacements a la limite de troncature. Sur le deuxieme modéle MEF_K, on a imposé des
forces de raideur. Ainsi, les déplacements obtenus sont comparés a la solution analytique de
Flamant. Sur la figure 4.2a, on a montré la distribution des déplacements verticaux sur I'axe
de symétrie z et sur la figure 4.2b ceux de la surface libre du domaine.

-3
x 10
0 : : 0
1 -2r
€ 2f 4
8 —O— MEFK 2 —O0— MEFK
=)
g -3 MEF-Enc 5 MEF-Enc
[ - -
. o .
§ 4 Analytique z Analityque
= ol
-5
6 ; . A . -10 r r r r
0 2 4 6 8 10 6 5 ‘i -3 t 2 _30
Distance de l'axe de symétrie (m) assements (m) X 10
a : tassements a la surface libre b : tassements sur l'axe de symétrie

Figure 4-2: Probléme de Flamant
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Les résultats montrent bien que les déplacements obtenus par le modéle MEF_K concordent
presque parfaitement avec ceux de la solution analytique, contrairement a ceux du modeéle
MEF_Enc, qui s'écartent de la solution analytique. Cela signifie que le modéele MEF_K prend
en compte la géométrie non bornée du domaine par des forces de raideur imposées. Et comme
les résultats obtenus par ce modéle sont si-proche de la solution analytique, ce qui montre
leur efficacité et leur apport a la solution recherchée.

4.4 Sous chargement dynamique

Dans cette partie, nous allons d'abord considérer une charge dynamique verticale P(t),
concentrée a l'origine (figure 4.3a). Pour les différentes variations de P(t), en fonction du
temps, nous avons considérer une fonction triangulaire (figure 4.3b), une fonction constante
(figure 4.3c) et une fonction sinusoidale figure 4.3d. Comme point d'observation de I'histoire
de la réponse en déplacements, on a choisit un point M(x = 50,z = 0 ) cm qui Se situe sur la
surface libre du domaine (figure 4.3a). Pour les différents modeles utilisés (MEF_Enc,
MEF_C et MEF_KC), et pour chaque fonction de chargement P(t), on a tracé I'histoire de la
réponse du point M pour les positions de la limite de troncature L =15m, L =60m et
L = 100 m. De plus, pour I'étude de la convergence de la solution, on a tracé la variation des
déplacements maximaux en fonction de la position de la limite de troncature.
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Figure 4-3:Géométrie et chargement
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Figure 4-4:Déplacements verticaux sous charge triangulaire

Sous chargement triangulaire, on constate que pour L = 15 m, sur les deux premiére seconde
qui correspondent au temps d'application de la charge, la solution obtenue avec MEF_C et
MEF_KC se concorde parfaitement. Au-dela de cet instant, les deux solutions s'écartent entre
elles, ou I'allure de la solution MEF_KC se converge vers zéros et cela semble logique car au-
dela de la deuxieme seconde, le chargement est nul. Par contre celle de MEF_C se converge
vers un déplacement aux alentours de 30 mm méme apres la cessation de la sollicitation.
Concernant le modele MEF_Enc, on constate une nette séparation avec les deux autres
modeles et il présente des mouvements oscillatoires et cela est dd a I'encastrement de la limite
de troncature qui produit des réflexions. Pour L = 60 m, sur les cing premiére seconde on
constate que les trois modéles coincident parfaitement et au-dela de cet instant on remarque
une légére séparation entre les solutions. Pour L = 100 m, les trois modeles fournissent des
résultats qui se concordent parfaitement sauf un léger écart du modéle MEF_Enc qui se
produit a partir de la huitiéme seconde. De plus, I'étude de la convergence de la solution, en
fonction de positionnement de la limite de troncature L, montre que les déplacements
maximaux, obtenus par les modeles MEF_C et MEF_KC, se stabilisent a partir d'une position
de L =30m, et ceux du modele MEF_Enc se stabilisent au-dela de 40 m. Il est a noter que
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ces constats qu'on vienne de faire sont relatifs au chargement triangulaire utilisé dans cette

étude.
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Figure 4-5:Déplacements verticaux sous charge constante

Sous chargement constant, on constate que pour L = 15 m, le modéle MEF_Enc présente un
mouvement oscillatoire, autour de I'axe des temps, et cela le long de la durée de la charge.
Concernant le modele MEF_KC, la solution présente une allure décroissante durant les cing
premiéres seconde, et se stabilise ensuite aux alentours de 75 mm. Par contre, le modéle
MEF_C présente une allure qui décroit linéairement le long de la durée du chargement, et cela
peut étre expliqué du fait que la seule condition imposée a la limite de troncature est
uniquement des amortisseurs. Pour L = 60 m, sur les cing premiere seconde on constate que
les trois modeles coincident parfaitement et au-dela de cet instant on remarque une nette
séparation de la solution du modéle MEF_Enc avec les deux autres. Légeére séparation entre
les solutions. Pour L = 100m, les mémes remarques sont observées avec celles qui
correspondent a L = 60 m sauf qu'ici, la séparation du modéle MEF_Enc avec les deux
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autres se produit a partir de la huitieme seconde. Dans ce cas de chargement, I'étude de
convergence de la solution, en fonction de positionnement de la limite de troncature L, a
montre que les déplacements maximaux, obtenus par les modéles MEF_KC, se stabilisent aux
alentours de -80 mm et cela pour toutes les positions de la limite de troncature. Méme constat
peut étre effectué pour le modele MEF_Enc mais la solution se stabilise aux alentours de -50
mm. Par contre, le modéle MEF_C, est tres influencé par ce type de chargement et la taille du
domaine, et sur lequel la convergence a d'autres modeles ne peut étre observée que pour des
positions de L trés éloignées.
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Figure 4-6:Déplacements verticaux sous charge sinusoidale w=5rad/s

Sous chargement sinusoidal(w = 5 rad/s), on constate que pour L = 15m, les modéles
MEF_KC et MEF_C fournissent presque les mémes résultats avec un léger écart. Par contre,
le modele MEF_Enc presente des petits amplitudes au début du chargement et qui s'amplifient
au fur et a mesure, avec le temps, le long de la durée du chargement. Pour L =60m et L =
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100 m, les modeéles MEF_C et MEF_KC sont nettement confondus. De méme pour le modeéle
MEF_Enc, sauf un petit écart est observé aux derniéres secondes correspondant a L = 60 m.
Quant a I'étude de la convergence de la solution, dans ce cas de chargement est délicate, car la
réponse dynamique dépond essentiellement de la fréquence d'excitation. Plus la taille du
domaine augmente, plus la fréquence propre du modele change et plus le risque de résonnance
est grand. D'ailleurs, comme on le constate sur la figure, pour le modéle MEF_Enc converge
a d'autres modéles pour L = 40 m et qui s'écarte pour L = 50 m. Néanmoins, dans ce cas, les
modeles MEF_KC et MEF_C se stabilise a partir de L = 40 m, et le modéle MEF_Enc a
partirde L = 70 m.

Afin de confirmer les constats qu'on vient d'effectuer pour les différents chargements, nous
allons refaire les mémes applications mais avec un chargement reparti Q(t) au lieu de ce lui
concentré. Les chargements ainsi que les points d'observation sont illustrés sur la figure 4.7

suivante.
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Figure 4-7: Géométrie et chargement concentré
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Figure 4-8:Déplacements verticaux sous charge triangulaire

Sous chargement triangulaire, on constate que pour L = 15m, sur la premiére seconde qui
correspondent au temps d'application de la charge, la solution obtenue avec MEF _C et
MEF_KC se concorde parfaitement. Au-dela de cet instant, les deux solutions s'écartent entre
elles, ou l'allure de la solution MEF_KC se converge vers zéros et cela semble logique car au-
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dela de la premiere seconde, le chargement est nul. Par contre celle de MEF_C se converge
vers un déplacement aux alentours de 300 mm méme apres la cessation de la sollicitation.
Concernant le modéle MEF_Enc, on constate une nette séparation avec les deux autres
modeles et il présente des mouvements oscillatoires et cela est dd a I'encastrement de la limite
de troncature qui produit des réflexions. Pour L = 60 m, sur les deux premiere seconde on
constate que les trois modéles coincident parfaitement et au-dela de cet instant on remarque
une légere séparation entre les modeles MEF_C et MEF_KC. Pour le modele MEF_Enc, on
constate une nette séparation avec les deux autres modeéles et il présente des mouvements
oscillatoires. Pour L = 100 m, les deux modeles MEF C et MEF _KC fournissent des
résultats qui se concordent parfaitement sauf un écart du modele MEF_Enc qui se produit a
partir de la troisieme seconde, les constats effectués sont les pour les deux points
d'observation que ce soit A ou B. De plus, I'étude de la convergence de la solution, en fonction
de positionnement de la limite de troncature L, montre que les déplacements maximaux,
obtenus par les modéles MEF_C et MEF_KC, se stabilisent a partir d'une position de L =
30 m pour le point A et B, et ceux du modéele MEF_Enc se stabilisent a L=40 m pour le
point A et a L=50 pour le point B . Il est & noter que ces constats qu'on vienne de faire sont
relatifs au chargement triangulaire utilisé dans cette étude.

point A (L=15m) point B {L=15m)
-g 0 ’g 0 WW
E s W E o0 -
0 = .
T -1000 “e., & -1000 fee.,
B ., =1 e
o -1500 ... p -1500 ee..
> 2000 > 2000 te.
2 B “e.
5 2500 L g 2500 ..,
- e

E 3000 .., g 2000 e,
@ ey m e
7 3500 ., s 3500
T -4000 ¥ 4000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps (s) temps (s)
MEF Enc  sseses MEF C MEF KC MEF_Enc  sessse MEF_C MEF_KC
point A (L=100m) point B (L=100m)
0 0o
500 500 W
\\'m/————/: st e it tian,
-1000 1000

LR
-1500

-2000
-2500
-3000
-3500
4000
o 1 2 3 4 3 6 7 8 5 10

déplacement vertical {mm)
déplacementvertical (mm)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps (s)

MEF_Enc esssss MEF_C

MEF_KC

MEF_KC

49



Chapitre 4 Applications

paint A point B

-500

-1000
-1500

...........

-2000
-2500
-3000

.
.
sees
ot

déplacement max {mmj}
déplacement max (mm)

-3500
-4000

MEF_Enc  seseee MEF_C MEF_KC

MEF_Enc  ssseee MEF_C

MEF_KC

Figure 4-9 :Déplacements verticaux sous charge constante

Sous chargement constant, on constate que pour L = 15 m, le modéle MEF_Enc présente un
mouvement oscillatoire, autour de lI'axe des temps, et cela le long de la durée de la charge.
Concernant le modele MEF_KC, la solution présente une allure décroissante durant les trois
premieres seconde, et se stabilise ensuite aux alentours de 750 mm. Par contre, le modéle
MEF_C présente une allure qui décroit linéairement le long de la durée du chargement, et cela
peut étre expliqué du fait que la seule condition imposée a la limite de troncature est
uniquement des amortisseurs. Pour L = 60 m, sur les deux premiere seconde on constate que
les trois modéles coincident parfaitement et au-dela de cet instant on remarque une nette
séparation de la solution du modéle MEF_Enc avec les deux autres. Pour L = 100 m, les
mémes remarques sont observées avec celles qui correspondent a L = 60 m sauf qu'ici, la
séparation du modele MEF_Enc avec les deux autres se produit a partir de la troisieme
seconde, les constats effectués sont les mémes pour les deux points d'observation que ce soit
A ou B. Dans ce cas de chargement, I'étude de convergence de la solution, en fonction de
positionnement de la limite de troncature L, a montre que les déplacements maximaux,
obtenus pour le point A par les modeles MEF_KC, se stabilisent aux alentours de -800 mm et
cela pour toutes les positions de la limite de troncature. Méme constat peut étre effectué pour
le modele MEF_Enc mais la solution se stabilise aux alentours de -500 mm. Par contre, le
modele MEF_C, est trés influencé par ce type de chargement et la taille du domaine, et sur
lequel la convergence a d'autres modeles ne peut étre observée que pour des positions de L
trés éloignées. Concernant le point B, pour les modeles MEF_KC, se stabilisent aux alentours
de -800 mm et cela pour toutes les positions de la limite de troncature. Les deux solutions
MEF_KC et MEF_C se stabilisent aux alentours de -1000mm.
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Figure 4-10:Déplacements verticaux sous charge sinusoidale w=5rad/s

Sous chargement sinusoidal(w = 5 rad/s), on constate que pour L = 15m, les modéles
MEF_KC et MEF_C fournissent presque les mémes résultats avec un Iéger écart. Par contre,
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le modele MEF_Enc présente des petits amplitudes au début du chargement et qui s'amplifient
au fur et a mesure, avec le temps, le long de la durée du chargement. Pour L = 60m et L =
100 m, les modéles MEF_C et MEF_KC sont nettement confondus. De méme pour le modeéle
MEF_Enc, sauf un écart qui est observé a partir de la quatriéme secondes correspondant a
L = 60 m. Quant a I'étude de la convergence de la solution, dans ce cas de chargement est
délicate, car la réponse dynamique dépond essentiellement de la fréquence d'excitation. Plus
la taille du domaine augmente, plus la fréquence propre du modele change et plus le risque de
résonnance est grand. Dailleurs, comme on le constate sur la figure, pour les modeéles
MEF_KC et MEF_C se coincident parfaitement et cela pour toutes les positions de la limite
de troncature.

4.5 Conclusion

Le traitement de la limite de troncature par des éléments absorbants, que ce soit par des forces
d'amortissement ou par des forces de raideur, améliore considérablement les modeles de
calcul en éléments finis en réduisant énormément la taille du domaine d'étude tout en gardant
la précision des résultats recherchés. Néanmoins, l'utilisation de forces d'amortissement seule
dans certain chargement s'avere inefficace comme par exemple dans le cas de chargement
constant. De plus, l'inconvénient de l'introduction de forces d'amortissement seules réside
dans l'impossibilité d'analyser les vibrations libres du systéme. Donc, I’utilisation de forces

d'amortissement conjointement avec les forces de raideur est recommandée.
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Conclusion géneérale

Ce travail a fait ’objet de notre mémoire de fin de cycle dont le théme est l'utilisation des
éléments absorbants en élastodynamique des domaines semi-infinis. Dans notre travail nous
avons traité la limite de troncature du domaine par des forces d'amortissement seules, ensuite
par des forces d'amortissements conjointement avec les forces de raideurs. Les conclusions les
plus importantes qui peuvent étre tirées de ce travail sont:

- L'utilisation des éléments absorbants issus des forces d'amortissement seules ne
permet pas l'analyse des vibrations libre du systeme et ce type de conditions aux
limites conduit a des singularités lors du calcul des vibrations et des modes propres.

- La discrétisation des éléments absorbant par éléments finis conduit a des matrices
d’amortissement et de raideur non proportionnelles qui exige la resolution dans le
domaine temporel par la méthode d’intégration directe pas a pas.

- L'utilisation des éléments absorbant dans le calcul des domaines non bornés permet
d'une part, la réduction de la taille du domaine d'étude, et d’autres parts, lI'amélioration
de la précision de la solution recherchée.

- Dans certains types de chargements comme par exemple dans le cas de chargement
constant, l'utilisation de forces d'amortissement seule s'avére inefficace. Afin de
contourner cet inconvénient, il est préférable de les utiliser conjointement avec les
forces de raideur.
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