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Introduction

Introduction

En Physique, nombreuses sont les quantités d’intérét physique qui ne sont pas
directement accessibles expérimentalement, et cela pour des raisons fondamentales ou des
limitations expérimentales. Cette situation désavantageuse est d’autant plus accentuée
lorsqu’on est amené a traiter des systémes quantiques. En effet, des quantités pertinentes telles
que la pureté, I’intrication, la phase, le temps et les constantes de couplages des interactions ne
peuvent étre, en principe, représentées par des observables (des opérateurs hermitiens)
auxquelles on peut associer une POVM ou des mesures quantiques projectives. Dans ce cas de
figure, il est impératif de recourir a des mesures indirectes, a savoir, inférer la valeur du
parametre d’intérét en analysant les résultats provenant de la mesure d’une ou plusieurs
observables quantiques. Une telle approche nous met directement dans le cceur d’un probléme

de I’estimation de parameétres inhérent a la théorie de 1°estimation quantique.

En fait, la théorie de I'estimation quantique est un domaine de recherche qui s’est
beaucoup développé durant ces dernieres années apres les premiers travaux de Helstrom [1] et
Holevo [2], notamment dans la perspective d’ une deuxieéme révolution quantique dont 1’objectif
principal est d’utiliser certains phénoménes quantiques pour améliorer la performance de
plusieurs taches de théorie de l'information. En effet, la théorie de 1’estimation quantique a été
appliquée avec succes pour la conception de mesures treés précises a la limite quantique telles
que I’estimation des champs magnétique a I’échelle atomique [3], le déplacement provoqué par
les ondes gravitationnelles dans les interféromeétres gravitationnels [4], la température

d'échantillons nanoscopiques [5].

L’objectif de ce mémoire est de donner une introduction succincte a 1’approche de
I’estimation quantique [6,7] comme cadre théorique permettant de déterminer les états sondes

quantiques optimaux, moyennant la fonction de Fisher Quantique et les mesures quantiques
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optimales via la fonction de Fisher classique, conduisant ainsi a I'estimateur quantique optimal

du parametre recherché, exprimé en termes de la dérivée logarithmique symétrique.

Le présent travail sera organis¢ comme suit. Dans le premier chapitre, nous allons
donner un rappel de mécanique quantique [8,9,10], en mettant en exergue les trois concepts de
base véhiculés par les postulats de la théorie, a savoir, les notion d’états quantique, de mesure
quartiques et d’évolution des systémes quantique. Nous allons aussi présenter la généralisation
du concept de I’état en termes de 1’opérateurs densité ainsi que 1’adaptation des postulats a ce
nouveau formalisme. Par ailleurs, la construction des états quantiques des systémes composés

y sera brievement exposée ainsi I’exemple emblématique du qubit [11,12].

Le deuxiéme chapitre sera consacré¢ a la théorie classique de I’estimation [13,14]. On 'y
présentera les notions d’estimation biaisées et non biaisée, la variance de 1‘estimateur, 1’erreur
quadratique moyenne, estimateur sans biais a variance minimal, ’erreur standard d’un

estimateur, la méthode des moments et la méthode de vraisemblance maximale.

Le troisiéme chapitre est dédié a la théorie de 1’estimation quantique, ou des formules
explicites pour la dérivée logarithmique symétrique et les informations quantiques de Fisher
seront données. Aussi, nous y évaluerons la limite ultime de précision du paramétre a estimer
dans le cadre des inégalités de Cramer Rao Quantique et nous présentons la mesure optimale

atteignant cette précision.

Finalement, on termine par une conclusion succincte.
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Chapitre 1
Rappel de Mécanique Quantique

La mécanique quantique est la branche de la physique théorique qui étudie et décrit les
phénoménes fondamentaux des systémes physiques par une description mathématique dans
I’espace de Hilbert. Pour donner une meilleure description, on aura besoin de bien décrire les
¢tats des systemes physiques, leurs évolutions, ainsi que les processus de mesure. Ces notions

forment les concepts fondamentaux véhiculés par les postulats de la mécanique quantique.

1.1 Postulats de la Mécanique Quantique

Comme toutes les théories de la physique, la mécanique quantique est basée sur quelques

hypothése ou postulats mathématique que nous allons présenter dans cette section.

Postulat 1 : Espace des états et principe de superposition

A chaque systéme physique est associe un espace de Hilbert #'. L’état du dit systéme est défini
a chaque instant par un vecteur normé | (t)) de I’espace de Hilbert #£. D’un point de vue
mathématique, 1’espace de Hilbert # est un espace vectoriel complexe de dimension fini ou
infinie, muni d’une norme et d’un produit scalaire défini positif. Ainsi, la norme d’un état est

donnée par :
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Il = Vi),

Et la condition de normalisation s’écrit (Y (t) [y (1)) = 1.

Une conséquence importante du fait que I’espace de Hilbert £ est un espace vectoriel est que
le principe de superposition y est inhérent, autrement dit, toute combinaison linéaire d'états est
aussi un état possible du systeme. Par ailleurs, il est toujours possible de doter 1’espace de
Hilbert, qu’on considére de dimension d, d’une base orthonormée {|¢@,,)} avecn = 1, ...,d. De

sorte que tout vecteur |1) peut se décomposer sur cette base comme suit :

d
W) =) Clo A

Ou les C,, sont les composantes de ) dans la base {|¢@,,)} calculées par le moyen du produit

scalaire C,, = (@, |y). Un vecteur |) est dit normalisé si

d
Yl =1. (1.2)

La relation de fermeture s’obtient en écrivant :

d
W)= Culo) = (13)

D (@al)lon) = D loXenlt) =) D londgnl  (14)

Ce qui conduit finalement a la relation,

YalonXon| =1 (1.5)

Qui est la relation de fermeture.

Si le systeme est composite, constitué de sous-systéme plus petit, alors son espace des états est

le produit tensoriel des espaces de Hilbert correspondant a chaque sous-systéme.

H=H,Q..QIH, (1.6)
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Postulat 2 : Les Mesure Quantiques

La mesure en mécanique quantique est d’'une importance cruciale du fait qu’elle perturbe le
systeme mesuré d’une manicre irréversible, alors qu’en mécanique classique, la mesure de
n'importe quelle grandeur du systéme peut se faire sans affecter le systéme, du moins d’une

facon drastique.

Ainsi, la mesure quantique est définie par un ensemble d’opérateur {M,,} qui agit dans I’espace
Hilbert. Soit |) 1’état de systéme, la probabilité que la mesure donne pour résultat la valeur m

est donnée par la régle de Born

P(m) = (YIMquMp|9p)  (1.7)

Et I’état du systéme juste apres la mesure, en vertu de la régle de réduction, devient

_ My
V@ IMEM, )

Aussi, le fait que la somme des probabilités de tous les résultats doit €tre égale a un,

") (1.8)

indépendamment de 1'état du systéme, impose aux opérateurs de mesures la condition

z M:M, =1 (1.9
m

Lorsque on ne s’intéresse pas a I’état post mesure, Les mesures quantiques sont décrites par une

collection d’opérateurs {E,,} définis par

E, =MIM, (1.10)
L’ensemble {E,,} constitut une POVM (Positive Valued Operator Measure) et permet de don-
ner une certaine description du processus de mesure.

Ainsi, la régle de Born devient

P(m) = (Y|Em ) (1.11)

Et la condition (1.9) prend la forme

Z MM, = Z E,=1 (1.12)
m m

On note aussi que les E,,, sont des opérateurs positifs, autrement dit, V |1)

(W|Ep|h) 2 0 (1.13)
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Une classe de mesures quantiques importante est celle des mesures projectives
{P, }correspondant a une observable A agissant dans 1’espace de Hilbert #. On écrit la

décomposition spectrale de A en termes des {P,,}

i

Ou {m;} est ’ensembles des valeurs propres réelles de A et on écrit

Ali) = m;li) (1.15)
Et pour une valeur propre non dégénérée, on a
P; = [i)(i (1.16)

Les projecteurs P; vérifient la condition d’orthogonalité

Et la relation de complétude

z P =1 (1.18)

La probabilité d’obtenir le résultat m; est

P(@) = (W|Pi[y) (1.19)

La valeur moyenne de A est donnée par

(@)=Y miP = @Em Pl = WAlY) (120

Il est a noter que les mesures projectives sont celles qu’on introduit dans un premier lieu dans
les ouvrages usuels de la mécanique quantique.

Postulat 3 : Evolution de temps

L’évolution d’un systéme quantique isolé est décrire par un opérateur unitaire.

Si le systéme se trouve dans 1’état |1p(t,)) a un temps initial t,, son état a un instant t ultérieur

|(t)) est donnée par

() = UL, o) [1h(to)) (1.21)
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U(t,ty) est un opérateur unitaire, (UU* = 1), dépendant uniquement de t et t, et de
I’hamiltonien du systéme, il est dit opérateur d’évolution. Ainsi, dans I’'image de Schrédinger,

les états évoluent selon I’équation de Schrédinger

d
ih— (D) = HIp(®)) (1.22)

Ou H est I’Hamiltonien de systéme. En substitut (1.21) dans (1.22) on trouve que

ih% U(t,ty) = HU(t ty) (1.23)

Si H est constant dans le temps, I’opérateur d’évolution peut écrite :

-1
U(t,t,) = enttto) (1.24)

Maintenant si H(t) dépend de temps, alors U peut étre généralisé a

[t n -
Ut to) =z T (Crk, 2oH ) - Iexp{—%jt dt'H(t')} (1.25)

n!

0
T Etant I’opérateur d’ordre chronologique, nous avons une exponentielle chronologiquement

ordonnée.

1.2 Etats mixtes et matrice de densité

La formulation usuelle de la mécanique quantique repose sur le principe que 1’on prépare un
systéme donné dans un état décrit par un vecteur |) de ’espace de Hilbert #£. Dans la plupart
des cas, nous ne somme pas en position de connaitre avec certitude dans quel état se trouve le
systeme, cela se produit souvent quand nous considérons une partie d’un systéme composé
(mixte). Dans ce cas, on est dans I’obligation de généraliser la notion du vecteur d’état et par

conséquent, reformuler adéquatement les postulats de la mécanique quantique.

Opérateur de densité
De maniére générale, notre connaissance de 1’état du systéme est représentée par une
distribution statistique {P;, |Y;)} qui signifie que le systéme a la probabilité P; d’étre dans 1’état

|Y;) (normé) ou Y; P; = 1, on dit que le systéme est dans un état mixte.
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Considérons, dans un premier lieu, un cas idéal ou le systeme est dans un état pur décrit par le

vecteur normé Y (t)), nous définissons 1’opérateur densité p(t) :

p() = [Y(OXY(D)] (1.26)

Si le systéme est dans un état mixte tel que chaqu’un des états purs |;) se produit avec une

probabilité de P;, alors 1’opérateur densité p(t) décrivant ce mélange statistique est

p) =) Pl ®ONw®|  (27)

On démontre que ’opérateur p est Hermitien, positif et de trace égale a 1, tr(p)=1. En fait,
d’une manicre générale, tout opérateur agissant dans 1’espace de Hilbert et vérifiant ces trois

propriétés est dit opérateur densité.

Si le systéme est dans un état pur p, alors tr (p?) = 1, sinon, généralement, tr (p?) < 1. Cela

nous conduit a I’introduction de la notion de la pureté d’un état u :

u=tr(p?) (1.28)

Maintenant, nous allons nous intéresser a 1’évolution de 1’opérateur densité dans le temps. Pour

un état pur, I’évolution est dictée par I’équation de schrodinger

Cdly)

qui a une solution formelle

() = U(t, to)liho). (1.30)

L’opérateur unitaire U qui donne 1’évolution est la solution de I’équation

dUu
ihE = HU(t, ty) (1.31)

Si I’hamiltonien est indépendant du temps, I’opérateur aura la forme

LT
U(t,ty) =e h (1.32)
Ainsi, la Dynamique d’un état pur sous forme d’opérateur d’état p = [P){(Y| est simplement

donné par

p(t) = [PpONP)] (1.33)
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= U(t, to) [ (to) X (E)IUT (L, o)  (1.34)
= U(t, to)p(to) U™ (2, to) (1.34)

Par ailleurs, on peut construire une équation différentielle pour I’opérateur densité, moyennant

I’équation de Schrodinger comme suit :

L ap |1/)( )) (lP( )|
= le(t)><¢(t)| — [YOXP(@®)|H (1.36)
= [H(),p(t) ] (1.37)

Passons maintenant a la description de la mesure quantique appropriée au formalisme de la
matrice densité p. On considére une mesure {M,,}, la probabilité d’obtenir le résultat m sera
donnée par

P(m) = tr (M,,pM}) (1.38)
P(m) = tr (MuMmp)  (1.39)
Si le résultat est m, le systéme sera dans I’état
,  MyupMy,
tr (M Mpp)

Aussi la valeur moyenne d’une observable A sur un état p = Y; P; [;){¥;| est donnée par

(1.40)

p

<4>=) PpilAnp) (1.41)
=D Per (o) (142)

=) oWl (143)

i

= tr (Z(Piwixwim)) (144)

= tr (pA) (1.45)
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1.3 Systéme composite et trace partielle

Si le systeme est composé de n parties, alors son espace d’état est le produit tensoriel des

espaces de Hilbert correspondant a ses parties

H=H,Q.QIH, (1.46)
On définit la trace partielle d’un systéme bipartie sur H 45 = H 4 Q Hp, ou les systemes H 4
et g sont détenus par deux partie : Alice et Bob. Evidemment, ce formalisme peut étre

appliqué pour un systeme composé de plus de deux parties. On peut définir une base tensorielle

1) = 10}, ®lj), =14),  (1.47)
Ou {|i)} et {|j)} sont respectivement des bases orthonormées des espaces H , et Hp . Ainsi,

I’expression la plus générale pour la matrice de densité est

p =D > pumeli)hk] (1.48)

ij hk
La description de la connaissance qu'Alice a de son sous-systéme est donnée dpa I’opérateur

densité réduit p, . Ce dernier sera construit par I'outil mathématique de la trace partielle :

pa = trslpl = ) (UlplL)s

- ZIZ > b Uipahiel g

1 ij hk

= > pun 0alhl, (1:49)
Il ih

On a utilisé I’ortho normalité de la base de Hp, (ilj}p = 4;;.

La matrice de densité p, est nommée matrice de densité réduite pour le systeme A. La méme

opération peut étre utilisée pour trouver pg.

Maintenant, on considére un opérateur de mesure O, qui agit sur le systéme d’Alice, la valeur

moyenne de son extension O = 0,®I agissant dans 1’espace de Hilbert total est

(0) = tr[p0] = ) (ijlpOlis) (1.50)
ij

10
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im hk

_ Zzpi,-,h,- (R10,10)

ij h

=il (Z D P llm)(hk] ) (0,®D]ij)
ij

= ilpalh) (k10410
ih

= Z(HpAOAli) = tr [pa04] (1.51)

On voit bien que la matrice densité réduite rend compte effectivement du comportement

statistique du sous-systéme.

1.4 Les systémes a un et a deux qubits

L’espace d’état d’un systéme quantique peut avoir n’importe quelle dimension finie ou infinie
D. Dans le cadre de la théorie de I’information quantique, les qubits, qui sont des systémes
quantiques avec dimension D=2, sont fondamentaux. Le qubit est I’'unité fondamental de

I’information quantique.

Qubits et la sphére de Bloch

Tout systéeme quantique a deux niveaux peut former un qubit, par exemple des photons

polarisés, des particules de spin 2, des atomes excités, et des atomes a 1’état fondamental.

On introduit une base orthonormée {|0), |1)} du systéme, formée des kets |0) et |1), qui sont

I’extension des bits classiques 0 et 1, c’est ce que on appelle la base de computation.
L’¢état général d’un qubit , qui est par définition normé, dans cette base est

) = a|0) + B|1) (1.52)

Ou «a et 8 sont deux nombres complexe qui vérifient la relation de normalisation |a|? + |B]? =

1.

11
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En mécanique quantique, la sphere de Bloch est une représentation géométrique de 1’espace
d’état pure |yP) d’un systéme de mécanique quantique a deux niveau (qubit). Donc on peut

écrire
0 9
W) = cos |0) + e'? sinz |1) (1.53)

Ou 6€el0,n], p€[02r]. On définit dans R®> un  vecteur, 7=
(cosBsing,sinfsing,cosp), Ou 6 € [0,7], ¢ € [0,27].

Lorsqu’un systeme de qubit est dans un état mixte on considere 1’opérateur de
densité p qui est représenter par un vecteur non unitaire 71 dans la sphére de

Bloch appelé le vecteur de Bloch.
n; = tr [o;p] oui=x,y,z (1.54)

Tout opérateur de densité p a deux dimensions peut étre étendu en utilisant

I’identité I et les matrices de Pauli o,.

Les matrices de Pauli sont un ensemble de trois matrices complexe (2 X 2), qui

sont hermitiens et unitaires, elles sont

o= ) o= o=l O) as

Ensemble avec la matrice d’identité ils forment une base pour I’espace de

Hilbert réel de matrices hermitiennes complexes (2 X 2).

Ces matrices sont des matrices de trace nulle qui satisfont la relation de
commutation [al-, O'j] = &;jk Ok, avec &y le tenseur totalement antisymétrique

de Lévi-Civita, ils satisfont la relation o/ = 1.

L’opérateur de densité peut donc étre écrit sous la forme

1
p=51+1i.d) (1.56)

12
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-6 DFE 030 96 L) @

1( 1+n, nx—iny)
= (67)

“2\n, +in, 1-mn,

OuneR3eto = (ax, oy, O'Z) vecteur de matrice de Pauli.

Nous pouvons représenter quelque propriété de 1’état du qubit moyennant a
représentation de Bloch, Ainsi la pureté de 1’état qui est proportionnelle au carré

de la norme euclidienne du vecteur de Bloch

_ I A 1.57

Si ||u]] = 1 pour les états mixtes le vecteur de Bloch se trouve a ’intérieur de la

sphere de Bloch.

Un systeme composé de plus d’un qubit est représenté comme le produit

tensoriel des espaces Hilbert a un qubit
H=H,Q .. H,
La base de calcul d’un systéme multi qubit est données par les états du produit

agay ... an) = lag) ® las) ... ® lan) ua; €{0,1}. (1.58)

13
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Chapitre 2

Théorie de L’estimation Classique

2.1 Introduction

En statistiques, le probléme général de la caractérisation d'une distribution de probabilité a partir
de données empiriques est souvent extrémement difficile. Cependant, on est toujours capable
de restreindre le probléme a une classe de distributions de probabilités paramétrées par un
certain nombre fini de parametres réels. La théorie de I'estimation est la branche de la statistique
qui traite de I'estimation des vraies valeurs de ces parametres a partir de données empiriques.
Dans notre travail, nous allons opter pour le point de vue « fréquentistes » pour lequel le
parametre a estimer est suppos€ ayant toujours une valeur vraie et, en conséquence, les
statistiques des données observées obéissent a la vraie distribution de probabilité
[7,13,14,15,16,17]. Dans le présent chapitre, nous introduisons les concepts les plus pertinents
de la théorie de l'estimation et passons en revue certains résultats importants que 1’on utilisera

par la suite dans le chapitre 3.

2.2 Notion d’estimateur

Nous considérons un mode¢le statistique noté p(x|A) et il représente simplement une collection
de distributions de probabilité pour la variable aléatoire x, libellée par un parameétre réel A. La
vraie valeur du paramétre est A, et la probabilité correspondante est p(x|A,). Le point de départ
de l'analyse statistique est un ensemble de M observations empiriques indépendantes (2 =
{x1,%3,...,xy}.; en termes pratiques, les M points de données sont généralement obtenus a
partir de M répétitions d'une expérience avec des préparations initiales identiques. En d’autres
termes, et dans un langage statistique, I’ensemble 2 = {x;, x5,..., x)}. n’est qu’un échantillon

aléatoire uniformément distribué selon p(x|4) ou A est le parametre a estimer. Par exemple,
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Apeut étre la moyenne de la population, la variance ou toutes autres caractéristiques statistiques

[7,13,14,15,16,17].

Définition : un estimateur est une fonction (une statistique) qui associe a I’ensemble des

résultats d’'une mesure un nombre de l'espace des parametres
/1(.0) =A(x1,,xM) (21)
L’ensemble {x,x,,...,xy} étant aléatoire, I'estimateur lui-méme est une variable aléatoire.

Exemple : On considére une population statistique formée par I’ensemble des adultes
algériens et une variable aléatoire x , qui correspond a la taille des adultes, distribuée par une
loi normale N (u, 02), nous voulons estimer la taille moyenne u = E(x) ou bien la variance
02 = Var(x). Pour ce faire, nous allons prendre un échantillon aléatoire {x;, x5, ..., Xy }. Nous

pouvons estimer la taille moyenne p moyennant 1’'un des estimateurs suivants

[7,13,14,15,16,17]. :
La moyenne de I’échantillon : fi;(xq,....,xy) = E(x) =% = %2%19&'

La médiane de I’échantillon : fi,(xq,....,%Xy) = Med(xq,....,Xp)
La moyenne géométrique de I’échantillon.

Nous pouvons estimer la variance de la population o 2par le biais des estimateurs
: ’4 : cr 2 — —2__1 yM _ 2
La variance de I’échantillon : ,°(x4,....,xy) = Var(x) = s* = mzl’:l(xi X)

Ou par les estimateurs suivants

M
1 _

022 (Xq, v, Xpy) = Sy’ = MZ(xi — x)?

i=1

M
1 _
052Gty ) = 32 ) |G = 9|
i=1

M
1
042(X1, .00, xy) = le(xi — Med|)
i=1
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Critéres d'estimation : Nous venons de voir que pour un seul probléme d’estimation, nous

pouvons trouver plusieurs estimateurs. Une question se pose : sur quel critére se baser pour
choisir I’estimateur optimal. Dans notre cas, nous allons opter pour les estimateurs non biaisés

a variance minimale.
2.2.1 Estimateur non biaisé :

Un estimateur A(02) = A(xy,...., X)) est dit non biaisé ou sans biais pour le paramétre A si la
valeur moyenne de ’estimateur E (1), qui aussi une variable aléatoire, est égale a la valeur vraie

du parametre A,.
ED=21 (22

Exemple 1 : on considére une variable aléatoire x régie par la loi binomiale

p(x) = Bin(x,p) = (7;’) px(l _ p)n_x

|
(D) ==

Ou x est le nombre de succes, nest le nombre d’essais et pest la probabilité¢ de succes. Nous
voulons estimer p. Nous considérons un estimateur p = - est-il non biaisé¢ ? Calculons la

moyenne

1 1
EG) =E(>)=~E) =~np=p

Ainsi, notre estimateur est non biaisé.

Exemple 2 : Considérons une variable aléatoire x régie par la loi de Poisson[7,13,14,15,16,17].
X

px) = e

Nous voulons estimer A a partir d’un échantillon (x4,....,xy). Nous pouvons définir les

estimateurs suivants :
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X1t+Xx2+Xx3

7 —2__1 yM =2
et As=Var(x) = s ==L (x; = X)
Nous allons voir que tous ces estimateurs sont non biaisés pour le parametre A .

E(/il) =E(x) =4, E(/iz) —E (xﬁz-xz) _ E(x1)42-E(x2) _ Azﬁ _

De méme E (/13) =....=E (ZM) =F (25) = A. Tous ces estimateurs sont sans biais, nous

devons faire appel a un critére supplémentaire qui est le minimum de variances.

Erreur Quadratique Moyenne : 1l est commun de choisir I'erreur quadratique moyenne

d’un estimateur A pour quantifier I’erreur dans I’estimation, elle définit par
- - 2 - 2
MSE(A) = E[(2=20) 1= [(A=2) p()d2  (2.3)

ou la distribution de probabilité des résultats est p(2)dR2 = [[M, p(x;|1o) dx;, puisque les

variables x; sont indépendantes et distribuées de manicre identique.
La variance de I'estimateur est définie comme([7,13,14,15,16,17].
R A~\2
var() = E[(1-E(1)) 1 4

Pour les estimateurs sans biais, la variance et I'erreur quadratique moyenne sont égales. Il est a
noter que la variance quantifie I'écart autour de la valeur moyenne de I’estimateur et non pas
l'erreur d'estimation de sorte que qu’une faible valeur de la variance correspond a moins

d'incertitude dans l'estimation de la valeur vraie A, a partir des données observées.

2.3 Fonction classique de Ficher et limite de Cramer-

Rao ;

17



Chapitre 2 Théorie De L’estimation Classique

La solution a un probléme d'estimation de parameétre revient a trouver un estimateur, i.e. une
application de l'ensemble des résultats de mesure dans l'espace des paramétres. Dans la théorie
classique de l'estimation, un estimateur optimal est celui qui sature la fameuse inégalité de

Cramer-Rao

1
Y (2.5)

Var(d) >

Cette inégalit¢ nous indique que quel que soit I’estimateur utilis¢é dans la procédure
d’estimation, sa précision, qui ne peut étre infinie, ne peut aller au-dela de la borne inférieure
imposée a la variance dans 1’inégalité (2.5) et plus on se rapproche de cette derniére plus notre

estimation est meilleure[7,13,14,15,16,17]..

Le nombre M dans (2.5) correspond au nombre de mesures (taille de 1’échantillon) et F(A)

correspond a ce que I'on appelle 1’information classique de Fisher (ICF)

al D)2 ap(x|)\?
FO) = [ dxp(xl) (FER2)" = [dx ——(222)". 2.6)

Ou p(x|A) désigne la probabilité conditionnelle d'obtenir la valeur x lorsque le paramétre a
la valeur A. L'information classique de Fisher (ICF) peut étre interpréter comme une mesure

quantifiant de combien une distribution de probabilité p(x|1) change par rapport & un paramétre

A

Dans ce qui suit, nous présentons une démonstration heuristique de I’inégalité de Cramer-Rao :

On consideére la densité de probabilité p(x|A) qui vérifie

+00
f p(x|A)dx =1,

ce qui implique

af+oo D) dx=21=0
gr) P =577

ou

j+°°ap(x|l)d
o1 =Y

— 00
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p(x|A)
p(x|A)

en multipliant par dans l'intégrale

| :op(; > o) elyx =
or
1 9p(|d) _ 9 in[p(x|D)]
p(x|d) 02 EYR
d'od
f_j%p(xmdx =0

qui reste toujours valable aprés multiplication par A

[ a2y (e ydx = 0. (2.7)

Par ailleurs, pour un estimateur non biaisé 1, c'est-a-dire, E [i] = A, on écrit
+00
f Ap(x|A)dx = 4,
—0o
ainsi,

o (T°.
—f Ap(x|D)dx =1

dA
j‘*wiap(xll) dx =1
e dA ’
En multipliant par Zg:g,
e 1 op(x|D)
foo lp(xlxl) 9 p(x|A)dx =1

ce qui donne

[ a2y (| Ddx = 1. (2.8)
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Considérons la différence (2.8)- (2.7), termes a termes,

f ( aln p(xIA)] (el dx =

Cela correspond a la moyenne

d ln[P(xI/l)]

|- 2
Maintenant considérons les deux variables aléatoires X et Y définies par

X=(1-2)

_ 0In[p(x|1)]
B ol

avec
E[XY] = 1.
Moyennant I'inégalit¢ de Cauchy-Schwartz pour les variables aléatoires[7,13,14,15,16,17]. :
E[X?]|E[Y?] = E?[XY],

nous avons alors

2
<6 ln[gixM)]) > E2[XY]

E|(1-2)°|E

=1

or, pour un estimateur non biaisé, la variance de l'estimateur qui est identique a l'erreur

quadratique moyenne, est donnée par

var(d) = E[(1-2)7],

aussi le deuxiéme terme

al O al N2
E[( n['ggxl H) ] :f(—nga(xl ) vy ax = ).
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Nous retrouvons alors l'inégalité de Cramer-Rao pour une seule mesure.
Var(A)F(A) = 1

1

Var(/l) > "

(2.9)

Pour un échantillon a M mesure, on démontre que la fonction de Fisher
Fu(2) = MF (),

Pour écrire enfin,

1
MF(A)

Var(1) = (2.10)

Selon I’inégalité de Cramer-Rao, la mesure optimale pour estimer la quantité A est celle dont la

distribution p(x|1) maximise I'information de Fisher F (1). Ainsi, nous pouvons dire que, pour

toute mesure, un estimateur efficace est un estimateur qui sature 1'inégalit¢ de Cramer-Rao. Par

conséquent, une estimation optimale d'une grandeur A consiste donc a choisir une mesure, c’est-

a-dire un modgéle statistique p(x|1), maximisant lI'information de Fisher F (1) puis a traiter les

données par un estimateur efficace. Cependant, l'existence d'un estimateur efficace n'est pas

toujours garantie. En fait, on ne connait que deux estimateurs asymptotiquement non biaisés et

asymptotiquement efficaces, dans la limite d'un trés grand nombre d'observations M — oo, qui

sont I'estimateur du maximum de vraisemblance et I'estimateur bayésien[7,13,,15,16,17].

Un autre point a discuter est le comportement de F (A1) lors d’un changement de paramétrisation

A — 6(A) qui est de la forme

deo

F(8) = (E)ZF(A) (2.11)
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2.4 Méthodes d’estimation ponctuelle

2.4.1 Méthodes des moments

La premiere méthode de génération d'estimateurs paramétriques que nous étudierons s'appelle
la méthode des moments. Bien que ces estimateurs ne sont pas optimaux, ils sont souvent faciles
a calculer et ils fournissent également des estimateurs utiles comme valeurs de départ pour

d'autres méthodes[7,13,14,15,16,17].

On considére k paramétres a estimer (A4, Ay, ....,A;) = A d'une population régie par p(x|4)
moyennant un échantillon 2(xq,X5,....,Xxy). On considére les k premiers moments de la
populations

”i = E[X] = jl(lli/lk"""/lk)
[,l,lz = E[xz] = /12(11,/1;{,....,/1]() (212)

[,l,;( = E[xk] = /—T.k(ll,/lk,....,/lk)

ol uj est le k-itme moment de la population et A, est une statistique sur I'échantillon.

Supposons qu'on peut résoudre le systeme (1) comme

Aa = Ry (s o 1)

Ak = h’k(.ujlll l'l',2r reny .ullc)
Maintenant, définissons les différents moments de 1'échantillon
1
a1 =+ Yilix
1
@z = 5 it ()® (2.14)

L
ay = ﬁzgil(xi)k

Dans la méthode des moments, on remplace les u; parles a; avec (i =1,....,k) dansle

systéme d'équation (2.13), pour obtenir ainsi les expressions des estimateurs
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j’l = hl(ui,ﬂlz,,ll;()
YRE N (TR TS (2.15)

j:k = hk(l"':’[r.uélru;()

L'idée de base dans cette méthode est d'égaler les moments de la population a ceux de
I’échantillon ; et la dimension des différents systémes d'équation est a prendre égale au nombre
de parametres a estimer. Il est a noter que I'estimateur obtenu par cette méthode peut étre biaisé

ou non biaisé[7,13,14].
Exemple

On considére une population régie par la distribution gamme

X

a-1lo" B x>0

1
P(xla, B) = f(x) = {per@ * Ou a>0etf > 0.

0 ailleurs

On montre que les premiers moments de cette distribution sont

E[x] = aB et E[x*] = aB?(a + 1) (2.16)
Ainsi les estimateurs de a et 8 sont obtenu, via la méthode des moments, en résolvant pour un
échantillon (x4, x5, ..... , X))

X =

M 2
= Z—l— ala + 1)p? (2.17)

i=1

M
X;
M
i=1
A partir du résultat ci-dessus, il est possible d’écrire les estimateurs
—2 1 2 _ (x)?
) . pXxi — ()
=1 __ et B = = (2.18)
SYa? - ()2

D

2.4.2 Méthode du Maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance a été introduite pour la premiére fois par R. A.

Fisher, généticien et statisticien, dans les années 1920. La plupart des statisticiens
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recommandent cette méthode, du moins lorsque la taille de 1'échantillon est grande, car les

estimateurs résultants ont certaines propriétés d'efficacité souhaitables.

On considére une population régie par le modele statistique p(x|1) ou A est le paramétre a
estimer a partir de 1’échantillon aléatoire 02 = (xq,x5,..... ,Xy). La densité de probabilité

globale de 1’échantillon sera donnée par[7,13,14,15,16,17]
L(xq,...., x| ) = [IM, p(x;|D)dx;, (2.18)
Cette fonction est appelée fonction de vraisemblance de 1’échantillon.

L'estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) du paramétre A est défini comme la
quantité A, = Ay (X1, Xp, ... ,Xp) qui maximise L(xq,....,xy|A) pour les variations de A,

est donnée par la solution des équations.

OL(X1,mlA) _ 0 %L(x1 | 1)

- , LMD < 0. (219)

Ainsi, la valeur du paramétre le plus probable a généré par 1'échantillon est celle qui maximise
cette fonction. Par ailleurs, puisque la fonction L(x4,....,xp|A) est positive, nous pouvons
introduire la fonction L(xy,....,xy|A) = InL(xq,....,xy|4) = XM, Inp (x;]1), dite fonction
de vraisemblance logarithmique. Afin de faciliter les calculs dans la méthode, il est préférable

de travailler avec cette derniére fonction, pour laquelle les conditions + deviennent

OL(X1,mmXp| ) O2L(X1

—0, L2lD) < 0. (2.20)

Un dernier point concerne la variance de cet estimateur de maximum de vraisemblance 4,,;. La

variance qui, dans la limite M trés grand, sature la borne de Cramer-Rao est donnée par

Var(Apm) = f[l_[i dx;p (6 D] [ A (x1, x5, - .. ,xy) — AP (2.21)

Exemple

On considére une population régie par la distribution p(x|A) = Ae™**. La fonction e

vraisemblance
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L(x1,...., x| ) = (Ae™1)(Ae™H¥2).... (Ae™HM) = M~ AL

La fonction de vraisemblance logarithmique
Ly, xag|1) = I LCxey s Xpg|A) = M In A — Ain

Nous pouvons alors écrire

aAL(xy, ..., xy|A) M _ M
a1 —0:>7 xi_o:)l_le-

Et par conséquent, I’estimateur de maximum e vraisemblance est

oM _1
1=5-=30222)

Xi X

2.4.3 Estimateur bayésien

Dans l'approche bayésienne, on commence avec une information préalable sur la valeur du
paramétre, traité comme une variable aléatoire, avec une distribution de probabilité a priori.
Cette probabilité initiale est ensuite conditionnée par les observations empiriques, pour étre
mise a jour. Par la suite, Cette nouvelle probabilité a posteriori sera utilisée pour inférer la vraie

valeur du parameétre considéré[7,13,14,15,16,17].

Rappelons que la régle de Bayes permet de calculer la distribution de probabilité conditionnée

d’une variable aléatoire x, compte tenu d’une valeur observée d’une autre variable aléatoire x

p(YX)p(x)

oy o (223

p(xly) =

Cela est dii a la relation entre la probabilité conjointe et les probabilités conditionnelles
p(x,y) = p(x|y)p(y) = p(y|x)p(x), sachant que la probabilité conjointe est symétrique par

rapport a la permutation de ses arguments.

Maintenant, revenons a notre probléme d’estimation du paramétre A moyennant les

observations (2 = (xq,Xy,..... ,Xy). La probabilit¢ d'obtenir les résultats 2 =
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(%1, %9, - , X)) étant donné que la valeur du parameétre est A est p(£1|A). Ainsi, moyennant la

régle de Bayes, on peut écrire

@M)pA)
Al) = 222 2.24
p(AID) ) p@pQ)ydx ( )

Ou l'intégrale p(2) = [ p(2|M)p(A)dA est calculée sur tout I'espace des paramétres A. La
distribution de probabilité p(A) est dite distribution a priori et devant refléter les informations
précédentes sur la valeur du paramétre A,. La quantité p(A|2) est la distribution a posteriori et

elle représente l'information que nous avons a posteriori, apres observation des données Q.

Ayant calculer la probabilité a posteriori p(A|2), I’estimation bayésien souvent utilisé est défini

par
1) = [Ap(A|2)dA.  (2.25)

Ce dernier estimateur minimise l'erreur quadratique moyenne calculée par rapport a la

distribution conjointe
MSE(A) = E[(1-2)] = ff (11— 2)"p(0, D)dnda

= [[(1-2)"*p@|D)p(H)dndr  (2.26)

Par ailleurs, pour le méme estimateur, l'erreur quadratique moyenne est égale a la variance de

la distribution postérieure
Var(1p) = [(A—2)*p(A1Q)dA, (2.27)

Dans la limite M — oo, on démontre que la distribution de probabilité a priori devient sans
importance et que l'estimateur bayésien devient asymptotiquement sans biais et efficace,

saturant ainsi I'inégalité de Cramér-Rao.
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Chapitre 3

Théorie de PEstimation Quantique

3.1 Introduction

Plusieurs grandeurs d'intérét en théorie de 1'information quantique ne correspondent pas aux
observables quantiques et ne peuvent étre évaluées directement par mesure. Des exemples sont
la pureté d'un état quantique, une phase quantique ou des corrélations quantiques. La manicre
usuelle de résoudre ce probléme est d'utiliser les outils de la théorie de I'estimation quantique.
Dans ce chapitre, nous ne passons en revue que les principaux outils de la théorie de 1'estimation
quantique. Le but d'une procédure d'estimation est de trouver la meilleure stratégie pour déduire
la valeur d'un paramétre inconnu avec la plus grande précision possible. Cela se fait en
effectuant des mesures indirectes sur le systéme quantique, c'est-a-dire en déduisant la valeur
du parametre en traitant I'ensemble de résultats a partir de la mesure d'une observable différente,

ou d'un ensemble de variables [6,7,15,17].

Historiquement, la théorie de I'estimation quantique a été développée par Helstrom et Holevo,
mais le domaine est devenu plus pertinent pour les applications métrologiques lorsque

Braunstein et Caves ont explicitement montré le lien avec la théorie classique de I'estimation.

3.2 Inégalité de Cramer Rao Quantique Information
de Fisher Quantique

En statistiques classique, un probléme d'estimation concerne en général un ensemble de
données classiques. Dans le scénario quantique, les données sont collectées via une mesure
quantique de I'état du systéme, qui dépend du parametre. On a donc une famille d'états
quantiques (opérateurs densité) p;, c'est-a-dire une variété dans l'ensemble des états S(H),
libellés par un paramétre A a estimer. La mesure quantique est décrite par une mesure
généralisée (POVM) {I1,} tel que [I,dx = 1. La régle de Born permet de calculer la
probabilité conditionnelle[6,7,15,17]
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p(x|4) = Tr[lle;] (3.1
Ainsi, I’information de Fisher classique donnée par (2.6) devient

6Tr[l'[xga])2

FQ) = [ dx (L

Tr(Mye,] (32)

Introduisant la dérivée logarithmique symétrique (SLD) L; en tant qu'opérateur autoadjoint

satisfaisant 1'équation

Lpoatoaly _ 9ex
=7 (3.3)

Nous avons
03p(x|A) = 0;Tr(my0,) = Tr(m,0, 01)

Lyos + QALA)

=Tr (nx >

1 1
= ETT(T[xLAQA) + ETr(T[xQ/lLA)

1 1
= ETT‘(TL'xLAQ/I) + E[Tr((ﬂxQ/ILA)+)]*

Moyennant la définition de 1I’opérateur adjoint et la cyclicité de la trace

1 1
Op(x|2A) = ETT(ﬂxL;LQA) +3 Tr(myeLy0;)”
On aboutit a

0;p(x|2) = Re[Tr(m,Ly0;)]

L’information classique de Fisher prend la forme

_ (Re[TrLroaTx]])”
F(QQ) = [dx = (3.4)

Cette Information classique de Fisher (ICF) quantifie la précision qui peut étre obtenue en
implémentant un estimateur approprié sur les résultats de la mesure généralisée (POVM) {I1, }.

Cette dernicre expression de F(A) peut étre maximisée analytiquement sur toutes les POVM
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possibles pour en déduire 1’existence une borne supérieure. Pour ce faire, nous commengons

par le bien connu résultat des nombres complexes[6,7,15,17] :
vz € C Re(z) < |z|
Par conséquent
Re[Tr[LyoaTL]] < ITr[LyoaT,]|

Ainsi

_ [ gy BTTLAD" ) ITriLagally]l?
F(2) = Jdx Tr(Mxez] < Jdx Tr[Mxe;] (3-5)

Maintenant reprenons I’expression |T7[L;0;I1,]|?qui apparait dans I’intégrale précédente.

Puisque g, et I1,, sont des opérateurs positifs et par conséquent hermitiens, on peut toujours

définir leurs racines aux carrés /0, et /1, qui sont aussi des opérateurs positifs. On écrit

Lyoa1l, = Ly\JoaJea L /T,

Et sous la trace, qui est cyclique, nous avons[6,7,15,17]
Tr[Lyoall] = Tr[Liea or vTx T ]
= Tr[(Veaw/Mo)VTxLayea |
=7 [(JTyen) (VTTeLa2) |

A ce niveau, introduisons les définitions

A= Nfoy et B =T L /0,

En utilisant I’inégalité de Schwartz pour les opérateurs :
|Tr[A*B]|? < Tr(A*A)Tr(B*B),

Nous pouvons écrire

7 [(Ten)" (Vatav@d)]| < 7 ((VTyen) ' (Veyen)
x Tr (VTea/@2) (VTTeLay/@z) )
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Ainsi

T ((Veyer) (Veyen) ) = Tr(TLee)
Tr <(\/H_xL,1\/a)+(\/H—xL;1\/a)) = Tr(LallL107)

Pour obtenirTapez une équationici.
ITr[Laoall,]1? < Tr(Ike,) Tr(Lall Ly0))

On écrit alors

|T7‘[L,19/1Hx]|2)<fde7‘(HxQ,1) Tr(Ly,Ly0;)

F = f XM, 00 T

F(A) < jdx TT'(L;[HxL/‘lQA)

F(A)<Tr (L,l (f I,.dx ) L,19,1>,

Sachant que

f [dx =1
Finalement, on trouve
F(D) < Tr(L50,), (3.6)

La chaine d'inégalités précédent prouve bel et bien que l'information de Fisher F (1) de toute
mesure quantique est bornée supérieurement par ce que 1'on appelle l'information de Fisher

quantique H(A) définie par[6,7,15,17]

HQ) =Tr(L50,) (3.7)
Et sachant que
Tr(Lies) = Tr(LyLye;) = Tr(Lyealy)

Que nous pouvons réécrire moyennant la définition de la SLD et la propriété de cyclicité de la

trace
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Lyoa+ Lo, \ ., (0alx+ L0
SARAT ARA ) = T (AT AR

Tr(L30;) = Tr( > > L,l) = Tr(d;30,L;)

Pour enfin écrire
H(A) =Tr(0;02 L))  (3.8)

Nous pouvons aussi conclure que 1’inégalité (3.6) implique qu'il y a une borne imposée par la
mécanique quantique a la précision dans l'estimation d'un parameétre A de vraie valeur A, c'est

la borne quantique de Cramer-Rao[6,7,15,17]

1

Var(A) = THD

(3.9)

Cette version quantique du théoreme de Cramer-Rao fournit une borne ultime: elle dépend de
la structure géométrique du modeéle statistique quantique {p,} et ne dépend pas de la mesure
quantique (POVM) {Il,} . Les mesures quantiques optimales pour l'estimation de A
correspondent donc a des POVM avec une information classique de Fisher égale a I'information
quantique de Fisher. On peut montrer qu'une 'projection sur les états propres de L; sature
l'inégalité (3.6), autrement dit la POVM {I1,} construite a partir des projecteur orthogonaux

associés a Lj est une mesure optimale. Si L, posseéde une représentation spectrale
Ly = Z Lia [iaXial
i

Alors

iz = [$iaXial
Ou |¢,) est un vecteur propre de L, et [; est la valeur propre correspondante.

Pour obtenir une expression explicite de l'information de Fisher quantique H(4)

, hous notons
que (3.3) est une équation de Lyapunov pour l'opérateur L,, qui peut étre formellement résolue

comme[6,7,15,17]
Ly =2 [, e Pt (d1pz)ePatdt (3.10)

Nous pouvons vérifier cela en écrivant I’opérateur densité p,dans sa base propre comme p; =

Yn Cn W )XWy | , nous calculonsTapez une équationici.
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paly =2 (Z ci|¢i><wi|) | (Z eent ) 4 ) (3392) (Z eemt |¢m><¢m|)

i n m

= D 2l [ deem O m ] @) )
0

inm

= Ym0 | @) o) W) | (B.11)

cntim
Nous pouvons aussi déduire que

2¢y

(pal)t = Lapy = Z

nm

(l/)ml (a/‘lp/'l) |l/)n> W’m)(wn |

Cn+Cnm

= Snm e nl Qo) Ym) )b (3.12)

Nous regroupons les deux résultats précédents (3.11) et (3.12) dans la partie gauche de

I’équation (3.3)

Cnt Cm

1
2 OaLa+ L) = ) (22 Wl (9900) ) 1) b

nm

Cn+ Cnm

= Z<¢n|(aepe)|¢m>|wn><¢m|
B d
= %;(lpnlpellpmnlpn)(lpml

d
= 52 )bl 9o Y)W

= OgPeg (3.13)

On voit bien que I’expression (3.10 ) de L, est solution de (3.3). Maintenant reprenons

I’expression (3.10 )

LA = 2.[ e‘p/lt (a;lp,-l)e_pltdt
0
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Et insérant p; = Y., ¢, |Wn )Wy | pour avoir

Li=2) [ e e et )l 041 )
nm 0

n a m
= 23, L0202 Wmd 1y, | (3.14)

Cntim

Ce dernier résultat nous permettra d’écrire dans la définition de I’information quantique de

Fisher H(A) donnée par (3.8) ce qui suit[6,7,15,17]

n a m
H@) = Tr{(@p)L2} = Tr{(am)zz Wnl O], 3y,

Cn+ Cm

—9 (l/)nlalplllpm>

Cn+Cnm

Tr{alpl W’n)(wm | }

(lpm I a/lp/l |lpn>

CntCm

-9 z (lpnl(alpl) Ilpm)

n 6 m 2
HQ) = 2%, al@aplvm)! (3.15)

CntCm

ou la somme porte sur les termes pour lesquels ¢, + ¢,, # 0 . Cette relation représente une

expression explicite de I'information de Fisher quantique[6,7,15,17].

Nous pouvons dériver une formule différente pour H(4), en remarquant que L) n’est défini
qu’en termes de p; et que les valeurs propres et les vecteurs propres peuvent dépendre du

parametre A .

Partant de p; = Y., ¢ [Wn )XWy |, on écrit

0,02 = 0; (Z Cn Ilpn)(lpnl)

n

= [Z(a/lcn) hbn)(l/)nl + Cnlallpn)(lpnl + Cnth)(a/l(l/)nD (3'16)

On utilise la notation :
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Bsn) = 031thn) = D 03 bl (3.17)
k

Ou Y, sont obtenus en développant [1),,) sur une base arbitraire {|k)} indépendant de

Puisque (Y, |[Y,) = 8. On a
a/l[(lpnllpm)] = (allpnll/)m) + (lpnla/llpm) =0
= (allpnll/)m) = - (lpnla/llpm) (3-18)

En utilisons les équations (3.14) et (3.16) on obtient :

2
L= Z o @bl + bWl + b0l b

_z@lcnl Y 2¢; p 3
= Dl + ) e al0ap i) + Gl Pal] )

_zaacnl " 2 9 9 2.19
= D T Wl + ) e lennlOathn) + ealOabalb W] (219)

Moyennant le résultat (3.19) :

9,1 2
Li= ) 2l + D [ bnl0sm) = |06} )b

n nm

Cm

‘Z%W A I+ZZC’”_C"<¢ |028) W) W] (3.20)
= ~ Cn n n nmcn+ nlVA¥m n m .

En mettant au carré I’expression de Ly, On trouve :

Cn Cm

d n m~ tn
Lf=(z A8 )| +2 ) <wn|aawm>|zpn><¢m|>

a,lcn/ Cm! — Cyf
X z Ilpn’)(lpn'l +2 nan Cp +C (lpn'la/llpm')llpn'xl/)m'l

- Cp! m/
n

= -
n

Cn + Cr

) W2y (258 (0 )|

A.
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2 Z OaCm (Cn’”+ Cm) (|03 ) |

4y (Cn +_Cm)(;’1"+_ Ccm) Wnloam) Wl Oty (327

nmm

Donc on peut utiliser le résultat (3.19) pour déduire I’expression de I’information quantique de

Fisher[6,7,15,17].

H) =Tr{L,*ps} = Tr{(z Cn |¢n><¢n|> Lf}

n

= > caltbalLa? i) (322

n

On utilise 1’expression de L;* pour écrire

noy =y (%) #4220 2) () ettt

n

On utilise I’équation (33, |¥.,) = — (W, |0,¢;,), Donc on peut écrire :

na =y (%) +23 Gun Ghl0stall 29

Ol Gy = 26, [(222)] . p = o )W

cntim

3.3 Exemple sur les opérateurs unitaires et les états
purs

a- Les opérateurs unitaires

Soit une d’opérateur unitaire U(A), agissant sur un espace vectoriel hermitien de dimension

fini, dépendant d’un parametre réel[6,7,15,17].
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On considére le cas ou le parametre d’intérét est 1’amplitude d’un perturbation unitaire
appliquée a une état initiale donnée p,. On peut exprimer 1’état quantique apres application de

U(A) comme suit
pa = UppoU; (324

Avec U; = e 6 est un opérateur unitaire et G est le générateur hermitiens de la

transformation. Moyennant I’expansion de I’état non perturbé (initial) dans sa base propre
po = ZnCilk)Xkl, Ona pg = Xrcrl)hl, Ou

[Yr) = Uplk)  (3.25)

Par conséquent, nous pouvons déduire

0102 = ) l(@ BNl + 1P1) @a(weD]

k

—iz ck[GlYIX k| — [P XY G]

K
—i[G, p;] = —iU,[G, polU; (3.20)

Maintenant , pour obtenir L, nous avons :

n a m
=2 Y @Dl

Cn+ Cnm

Upln)(m| U}

Z <n|U/1 U)L[G PO]UA Uzlm)

m

nt Cm

_ Ul( <n| [G, po |m>I ><m|>u;

= U, (—2t2<n|c|m> o |n><m|) Ui (327

On pose que

C,,, — C
Lo =—2t2<n|a|m> 2 (ol
n Cm
nm

36



Chapitre 3 Théorie de I’Estimation Quantique

Pour aboutir a Lo = UgLoUg (3.29
Calculons I’information quantique de Fisher H(A):
H() = Tr{pL3} = Tr{UapoUi) (UaLo® Uy )}

= Tr{poL3} (3.29
On voit bien que cette derniére est indépendante de la valeur du parameétre.

Passons au calcul de L3 :

12 = [—ZiZ(anIm) (Z;";;:) |n><m|]
[ 2i z (n'|G|m’ )( )ln’)(m’l]

_ 4 z (n|G|m)<m|G|m')(C’“' _C’j) (C’" _ C”) In}m'|  (3.30)

CntCm Cn+ Cm

nmm'

En multipliant par p, , on trouve :

pol’ =—4<Z ck|k><k|) D, (mlGlmymiGim) (=) (=22 pnyom

n n,m,m

= —4 Z cn<n|6|m><m|6|m>( +Cm)(i;";f;)|n><m'| (3.31)

Ce qui conduit a la forme suivant de I’information quantique de Fisher[6,7,15,17] :

HO) = Tripol3} =2 ) aumllGIm)>  (332)

Ol O = 20n [(C’"‘C")]z.

cnt+cm
b- Les états purs

Maintenant considérons un familles d’états purs pg = |(g){g|. Puisque p7 = p;, Ona:

005 = 01(p7) = pa(82p2) + (B1p2)pa (3.33)
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Si en identifiant la relation (3.3) a I’expression (3.33), on trouve que pour un état pur :

Ly = 20;p5 = 20, (1Y)l

= [0, X Yol + [P )0a11,l] (3.34)

Maintenant, nous pouvons calculer I’information Quantique de Fisher

1 2
H() = Tr{(@p2)1a} = 5 Tr{L7}

= 2 Tr{lloaa )l + [¥a X0l ll0aaXal + [¥a)0aal 1}
= 2Tr {1022 )XWal 0302 )Wl + (a0l 022 )Wl
1030 X WalaX0aal +1¥a)0aal0102 K0}
= 2[(Ya1020aXWal0212) + (92l 0290a Xha l1hz)
HWalYa)01a103102) + (03 Y2 )(0aala)]

H(A) = 4[(019210:7) + (022 l¥a)?] (3.35)

Maintenant pour des opérateurs unitaires appliqués sur des états purs, nous avons les résultats

suivants[6,7,15,17]
Partant du fait que
[2) = Uslho)
1032) = 9 (Uplho)) = (B2Un)Iho) = —iGUxliho) = —iGlpy)  (3.36)
(0221012} = (WalG21a) = WolUF G*Uslpo) = (PolG?liho)  (3.37)
(@aalba) = iYalGlYa) = iholUS GUalo) = ilolGlpe) (338

Par conséquent, I’information de Fisher Quantique se calcule aisément :

H(A) = 4[(YolG*|po) + (ol Glpo) )?]
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= 4[(olG*Iho) — (oG l1po)*]
= 4(ho|(AG)*|ho)
= 4((AG)?) (3.39)

Un résultat important pour ce cas particulier est que I’information Fisher Quantique H (1) est
indépendante du parameétre A et elle est proportionnelle a la variance du générateur A sur 1’état

non perturbé[6,7,15,17].

Ainsi, moyennant la borne quantique Cramer-Rao, on obtient :

> V() = __r (3.40)

UOESTO) AM((AG)?)

3.4 Conclusion

La théorie de l'estimation quantique permet de trouver la procédure optimal pour estimer
efficacement la valeur d'un parametre inconnu. La limite ultime de précision de la variance
associée a un estimateur est bornée par le bas selon le théoréme quantique de Cramer-Rao et

elle est proportionnelle a l'inverse de I’information de quantique de Fisher[6,7,15,17].
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Conclusion

Apres un rappel concis du formalisme de la mécanique quantique, nous avons traité, le
long de ce mémoire, la problématique de la détermination des quantités physique ne pouvant
étre mesurer directement. En effet, leurs valeurs sont déduites via une méthode d’estimation
qui repose sur une série de mesure d’une observable du systéme étudié et qui est relié d’une
facon ou d’une autre au parametre a estimer. Par la suite les résultats obtenus seront analysés
par le biais d’un estimateur qui est formellement une fonction statistique de 1’échantillon.
Sachant que les résultats de 1’expérience ainsi que leurs analyses statistiques sont toujours
accompagnés d’erreur, cela induit, inévitablement une imprécision dans les valeurs données par
I’estimateur. Ce qui nous ramene directement au concept de I’inégalité de Cramér-Rao dont la
limite inférieure est donnée par I’inverse de 1’information de Fisher. Juste apres, nous nous
sommes focalisées la notion d’information de Fisher quantique, introduite comme un
Information de Fisher associée a une mesure optimale et qui constitue une borne supérieure de
I’information de Fisher classique. De par sa définition, I’information de Fisher quantique ne
dépend que de 1’état sonde quantique et permet par conséquent d’introduire une version
quantique 1’inégalité de Cramér-Rao donnant ainsi une nouvelle limite de précision, encore plus
petite, a toute stratégie d’estimation, cette derniere est bien siir de nature quantique. En somme,
I’importance de la théorie de I’estimation quantique réside dans le fait qu’elle nous aide a
déterminer les états sondes quantiques ainsi que les mesures optimales a effectuées pour estimer

le parameétre recherché avec la meilleure précision possible.

41



Bibliographie

Bibliographie

[1] C. W. Helstrom, Quantum detection and estimation theory. Academic Press, 1976.

[2] A. S. Holevo, Probabilistic and statistical aspects of quantum theory, vol. 1. Springer
Science & Business Media, 2011.

[3] L. Rondin, J. Tetienne, T. Hingant, J. Roch, P. Maletinsky, and V. Jacques, “Magnetometry
with nitrogen-vacancy defects in diamond,” Rep. Prog. Phys., vol. 77, no. 5, p. 056503, 2014.

[4] V. B. Braginsky, V. B. Braginsky, and F. Y. Khalili, Quantum measurement. Cambridge
University Press, 1995.

[5] A. De Pasquale and T. M. Stace, “Quantum Thermometry,” arXiv:1807.05762, July 2018.

[6] M. G. Paris, “Quantum estimation for quantum technology,” Int. J. Quantum Inf., vol. 7,

pp. 125-137, 2009.

[7] Notes de cours, «Quantum estimation theory», Jader P. Santos,

http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/quantum-estimation.pdf

[8] M. G. Paris, “The modern tools of quantum mechanics,” The European Physical Journal

Special Topics, vol. 203, no. 1, pp. 61-86, 2012.
[9] M. A. Nielsen and I. Chuang, “Quantum computation and quantum information,” 2002.

[10] J. Preskill, “Lecture notes for physics 229 : Quantum information and computation,”

California Institute of Technology, vol. 16, 1998.

[11] These de doctorat , «Decoherence, non-Markovianity and quantum estimation in qubit

systems subject to classical noise » , Claudia BENEDETTI, Université de Milan 2013.

[12] Thése de doctorat, « Advances in quantum parameter estimation and other topicsy», Luigi

Seveso, Université de Milan 2017.

42



Bibliographie

[13]J. L. Devore, Probability and Statistics for Engineering and the Sciences. Brooks/Cole, 8th
ed., January 2011.

[14] E. L. Lehmann and G. Casella, Theory of point estimation. Springer Science & Business

Media, 2003.

[15] Theése de doctorat, « Continuous measurements and nonclassicality as resources for

quantum technologies», Francesco ALBARELLI, Université de Milan 2017.

[16] These de doctorat, « Quantum Estimation and Discrimination in Continuous Variable and

Fermionic Systemsy, Carmen Invernizzi, Université de Milan 2011.

[17] These de doctorat, « Amplification quantique», ADNANE Hamza, Université de Bejaia
2019.

43



	page de garde master Loudadji
	Remerciment et Dédicace
	Table des Matières
	Introduction
	Chapitre 1
	Chapitre 2
	Chapitre 3
	Conclusion
	Bibliographie



