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Opérateur Gradient…………….……………………………………………………….. ݎܽ݃ ݀ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
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Introduction générale

Dans la nature et dans l’industrie on trouve plusieurs illustrations d’écoulements des

films liquides présentant une interface déformable dans laquelle se font les transferts

de masse, de quantité de mouvement, ainsi que d’énergie .Ces transferts dépendent

de la dynamique de l’interface. Les écoulements de ces films minces sont étudiés

dans divers domaines tel que l’industrie pétrolière et gazière, les échangeurs

thermiques, l’aérodynamique automobile, l’industrie agroalimentaire, le domaine

environnemental, etc....

Ceci a engendré de nombreuses études théoriques ,numériques et expérimentales

sur la stabilité des films minces en fonction des paramètres physiques des liquides

(viscosité, masse volumique , tension superficielle …), et de la géométrie de

l’écoulement (plane, cylindrique).

Dans notre travail, on s’intéresse à l’étude de la stabilité de deux couches de fluides

dans un canal cylindrique vertical. Notons que peu d’études sont consacrées au cas

où les parois sont courbes. Tandis que le modèle d’un film liquide en écoulement le

long d’un plan incliné a été largement étudié. la connaissance des conditions

d’instabilités dans tels écoulements présente des intérêts tant du point de vue

fondamentale que expérimentale et ce problème intéresse particulièrement le

secteur industriel tels que (les échangeurs, l’évaporateur, papeterie, condensateur).

Pour mieux appréhender le fonctionnement de ces phénomènes, les chercheurs se

sont penchés sur l’étude d’écoulements à travers des géométries connues. Ainsi

notre cas d’étude suit le même objectif, c’est-à-dire comprendre et modéliser un

phénomène existant à savoir l’étude d’une instabilité interfaciale. Dans le contexte

de cette étude, on a subdivisé notre travail en quatre chapitres.

 Le premier chapitre est consacré à la formalisation et présentation de notre

problème, suivi par les équations gouvernantes et les conditions aux limites

associées, ainsi qu’une synthèse bibliographique des travaux effectués en

rapport avec le problème posé.

 Le deuxième chapitre est dédié à l’écriture des équations obtenues dans la

chapitre précédent sous forme adimensionnelle. Ceci à permis de faire

ressortir les paramètres pertinents caractérisant le problème. Dans la suite,

nous avons déterminé les profils de pression ,et de la vitesse de l’écoulement

de base (non perturbé).
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 Le troisième chapitre est consacré à l’établissement des équations d’Orr-

Sommerfeld, par la perturbation de l’état de base qui nous permet par la suite

de poser les éléments d’analyse de stabilité linéaire par la résolution de

l’équation d’Orr-Sommerfeld généralisée à deux fluides.

 Et dans le dernier chapitre, nous exposons la solution analytique du problème

c’est- à- dire un développement asymptotique qui nous permet de déterminer

analytiquement les seuils d’instabilité.
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Chapitre 1

Equations gouvernant le problème et étude bibliographique
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1.1. Introduction

L’étude de la stabilité de l’interface entre deux couches de fluides en écoulement

laminaire à fait l’objet de nombreux travaux. Les deux configurations les plus

étudiées sont celles d’un écoulement entre deux plaques planes et celle d’un

écoulement annulaire en conduite cylindrique. Dans ce chapitre, on présente les

équations mathématiques qui gouvernent le problème de l’écoulement annulaire,

ainsi que les principaux résultats obtenus en matière de stabilité de l’interface entre

deux couches de fluides.

1.2. Formulation mathématiques du problème

1.2.1 Rappel des équations du mouvement

Dans notre étude, on s’intéresse à l’interface entre deux fluides visqueux notés

fluide 1 et fluide 2 en écoulement annulaire. Le fluide 2 entraine un fluide à cœur de

forme cylindrique et de longueur infini (−∞ < >ݔ −∞) où (ݔ݋) désigne la direction

de l’écoulement.

Le fluide 1 non perturbé possède un rayon R₁, une viscosité μ₁et une densité ρ₁, et le

fluide 2  de viscosité μ₂ et de densité ρ₂, adhère au cylindre de rayon R2. Les effets

de la gravité ݃�et de la tension superficielle sont pris en considération. Les deux

fluides sont incompressibles et non miscibles (figure 1.1).

L’interface entre les deux fluides est notée par =ݏ ℎ(ݐ,ݎ,ݔ). On note ௝݌ ,ݎ) ,ߠ x) la

pression dans chaque fluide. L’étude de l’évolution de cette interface est gouvernée

par deux équations seulement : l’équation de la conservation de la quantité de

mouvement et de la conservation de la masse.

)௝ߩ ௧߲uሬ⃗௝+ ൫uሬ⃗௝. ∇ሬሬ⃗൯uሬ⃗௝) = ௝ߩ Ԧ݃+ ∇.ሬሬሬ⃗ߪധ௝ (1.1)

∇ሬሬ⃗ ∙ uሬ⃗௝ = 0 (1.2)
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Figure 1.1 : Géométrie de l’écoulement annulaire.

L’équation (1.1) traduit la conservation de la quantité de mouvement et l’équation

(1.2) représente la conservation de la masse et elle est appelée également

équation de continuité. Les fluides considérés étant newtoniens, on introduit une loi

de comportement afin de relier le tenseur des contraintes sigma aux inconnues uሬ⃗௝ et

p୨qui sont resTapez une équation ici.pectivement la vitesse et la pression dans chaque

fluide. On décompose le tenseur ധdeߪ la manière suivante :

=ധ௝ߪ +ܫ௝̿݌− + Ӗ߬௝ (1.3)

Où Ӗ߬est le tenseur des contraintes visqueuses et ܫ̿ est le tenseur identité. On se

place dans un repère en coordonnées cylindriques (ݔ,ߠ,ݎ) dont l’origine est au

centre du cylindre, associées aux composantes des vecteurs vitesses :

uሬ⃗ଵ = (ଵݓ,ଵݒ,ଵݑ) pour le fluide 1, et uሬ⃗ଶ = (ଶݓ,ଶݒ,ଶݑ) pour le fluide 2.
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Le tenseur des contraintes visqueuses pour des fluides newtoniens est donné par la

relation suivante:

Ӗ߬௜= ന௝ܦ௝ߤ2 (1.4)

Où ന௝ܦ =
ଵ

ଶ
ቀ݃ ݎܽ ݀�ധധധധധധധധuሬ⃗1 + ൫݃ ݎܽ ݀�ധധധധധധധധuሬ⃗1൯

ܶ
ቁ

On trouve le tenseur des contraintes visqueuses dans chaque couche en

coordonnées cylindriques, sous la forme suivante :

Ӗ߬= ൭
௥߬௥�߬௥ఏ�߬௥௫
ఏ߬௥�߬ఏఏ�߬ఏ௫
௫߬௥�߬௭ఏ�߬௫௫

൱

Avec :

௥߬௥ = ௥ݒߤ2

ఏ߬ఏ = )ߤ2
1

ݎ
ఏݒ +

ݑ

ݎ
)

௫߬௫ = ௫ݑߤ2

௥߬௫ = ௫߬௥ = ௥ݑ)ߤ + (௫ݒ

௥߬ఏ = ఏ߬௥ = ݎ߲) ௥ቀ
௪

௥
ቁ+

ଵ

௥
ఏݑ

௫߬ఏ = ఏ߬௫ = ௫ݓ)ߤ +
1

ݎ
(ఏݑ

La variation du tenseur des contraintes visqueuses et des taux de formations est

linéaire et vérifie la relation (1.4). L’huile l’eau et l’air sont des exemples de fluide

newtoniens. Nous avons représenté dans le tableau (1.1) quelques valeurs de

viscosité dynamique de ces fluides. Notons que beaucoup de fluides ne vérifient pas

la relation (1.4), leurs contraintes et taux de déformations sont sous forme

d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Ce qui rend encore leurs études

plus compliquées.
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Tableau 1.1 : viscosité dynamique des quelques fluides newtoniens

Nous avons également donné un tableau représentant les tensions superficielles de

quelques fluides usuels.

Tableau 1.2 : Tension superficielle de quelques fluides à la température de 20 °C

Fluide Température (°C)

Tension superficielle

ܰ]ߪ .݉ ିଵ]

Pétrole/eau 20 30. 10ିଷ

Eau/Huile 20 20. 10ିଷ

Huile/Air 20 32. 10ିଷ

(Eau+Surfactant

pulmonaire) /Eau 20 73. 10ିଷ

Fluide μ(݌௔.ݏ)

Eau (0°C) 1.787. 10ିଷ

Eau (20°C) 1.002. 10ିଷ

Eau (100°C) 0.2818. 10ିଷ

Air 1.85. 10ିହ

Gaz brut (15°C) 1.275. 10ିଶ

Pétrole brut(20°C) 0.65. 10ିଷ
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Les équations (1.1) et (1.2) projetées suivant les axes en coordonnées cylindriques

sont données par :

Equation de conservation de la masse :

ଵ

௥ ௥߲(₁ݒݎ) +
ଵ

௥ ఏ߲₁ݓ + ௫߲₁ݑ = 0 (1.5)

Equations de conservation de la quantité de mouvement :

- Equation de conservation de la quantité de mouvement radiale

௧߲₁ݒ + ₁ݒ ௥߲₁ݒ +
ଵ

௥
₁ݓ ఏ߲₁ݒ + ₁ݑ ௫߲₁ݒ = −

ଵ

ఘ₁ ௥߲₁݌ +
ଵ

ఘ₁
₁ݒ₁ቀ∇ଶߤ −

௩₁

௥మ
−

ଶ

௥మ ఏ߲₁ݒቁ(1.6)

- Equation de conservation de la quantité de mouvement axiale

௧߲₁ݑ + ₁ݒ ௥߲₁ݑ +
ଵ

௥
₁ݓ ఏ߲₁ݑ + ₁ݑ ௫߲₁ݑ = −

ଵ

ఘ₁ ௫߲₁݌ + ݃+
ଵ

ఘ₁
(₁ݑଶ∇)₁ߤ (1.7)

- Equation de conservation de la quantité de mouvement azimutale

௧߲₁ݓ + ₁ݒ ௥߲₁ݓ +
1

ݎ
₁ݓ ఏ߲₁ݓ + ₁ݑ ௫߲₁ݓ +

1

ݎ
₁ݓ₁ݒ

=
1

ݎ₁ߩ ఏ߲₁݌ +
1

₁ߩ
₁൬∇ଶw₁ߤ +

2

rଶ ఏ߲v₁ +
1

rଶ
u₁൰

(1.8)

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles d’ordre deux en espace

pour les fluides visqueux. A ces équations il faut ajouter les conditions aux limites.

1.2.2 Conditions aux limites

Condition d’adhérence à la paroi du cylindre

uଶ=0 en ₂ܴ=ݎ

Conditions à l’interface fluide-fluide

Les conditions à l’interface sont de deux types : une condition sur les contraintes ou

conditions dynamiques et une condition cinématique qui traduit l’imperméabilité de
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l’interface. On suppose qu’il n’y a pas de transfert de masse à travers cette interface

ni de gradient de concentration.

On définit les vecteurs unitaires tangents ₁࢚, ₂࢚et ࢔ la normale extérieure à l’interface

leurs coordonnées s’expriment par :

݊ =
ଵ

ටଵାቀ
భ

ೝ
ቁ௛ఏ)²ା௛௫�²

ቌ−

1
ଵ

௥
ℎఏ

−ℎ௫

ቍ

₁ݐ =
ଵ

ඥଵା௛௫²
൭
ℎ௫
0
1
൱

₂ݐ =
ଵ

ටଵାቀ
భ

ೝ
௛ഇቁ

మ
ቌ

ଵ

௥
ℎఏ

1
0

ቍ

Le gradient en coordonnées cylindriques est :

ݎܽ݃ ݀�ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗= ௥߲ Ԧ݁௥ +
1

ݎ ఏ߲ Ԧ݁ఏ + ௭߲ Ԧ݁௭

- Condition cinématique

La vitesse normale à l’interface sera la même de part et d’autre de l’interface.

D’où (ݐ,ݎ,ݔ)ݏ = 0    → 
஽ௌ

஽௧
= 0

Avec
஽

஽೟
= �߲ ௧+ ݑ ௥߲ +

ଵ

௥
ݒ ఏ߲ + ௫߲ est la dérivée matérielle.

Alors ଵݒ = ℎ௧+
ଵ

௥
ଵℎఏݓ + ଵℎ௫ݑ (1.9)

Et ଶݒ = ℎ௧+
ଵ

௥
ଶℎఏݓ + ଶℎ௫ݑ (1.10)

Cette condition traduit l’absence de transfert de masse à l’interface.

Condition sur la continuité des vitesses

Le vecteur vitesse est continue à la traversée de l’interface, cette condition est

imposée par la viscosité de l’écoulement.

uଵ = uଶ

Condition sur la continuité des contraintes tangentielles à l’interface :

On suppose une interface entre deux fluides newtoniens possédant une tension

superficielle ߪ constante.

Les conditions de continuité des contraintes tangentielles dont les forces proviennent

des efforts de cisaillement dus à la viscosité à l’interface s’écrivent :

ଵݐ ∙ ଵߪ ∙ ݊�− ଵߪ.ଵݐ ∙ ݊= 0

ଶݐ ∙ ଶߪ ∙ ݊�− ଶݐ ∙ ଶߪ ∙ ݊ = 0
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1.3 Ecoulement de base

Afin de calculer la solution de base de l’écoulement annulaire axisymétrique, on va

considérer les hypothèses suivantes :

 l’écoulement est stationnaire et uniforme ℎ(ݐ,ݔ) = ܴଵ.

 la vitesse de l’écoulement se réduit à la composante axiale u(ݎ) qui est

fonction uniquement de la composante radiale .ݎ Un régime permanent

uniforme est établit où il y a équilibre entre forces visqueuses et force motrice

qui est représentée par la gravité. Dans ces conditions les équations de

Navier-Stokes prennent la même forme que les équations ((1.4)-(1.6)) avec

(v = w = 0 et
డ

డ௧
= 0,

డ

డఏ
= 0). Ces équations admettent une solution simple.

Fluide 1

݃+ ଵ(uଵ௥௥ߩଵߤ +
ଵ

௥
uଵ௥) = 0 (1.11)

Fluide 2

݃+ ଶቀuଶ௥௥ߩଶߤ +
ଵ

௥
uଶ௥ቁ= 0 (1.12)

Par intégration des équations ((1.9), (1.10) ) on obtient les solutions suivantes :

0 ≤ ≥ݎ ܴଵ Uଵ(ݎ) = −
ఘభ

ସఓభ
ଶݎ݃ + +ݎଵଵlnܥ ଵଶܥ (1.13)

ܴଵ ≤ ≥ݎ ܴଶ Uଶ(ݎ) = −
ఘమ

ఓమ
݃+ +ݎଶଵlnܥ ଶଶܥ (1.14)

L’utilisation des conditions aux limites nous permettent de déterminer les

constantesܥ�ଵଵ, ,ଵଶܥ ଶଵܥ ଶଶܥݐ݁

On suppose la vitesse est définie en 0, on prend alors ଵݑ (0) finie ce qui impose de

prendre ଵଵܥ = ૙�

La vitesse est nulle à la paroi c’est-à-dire en ₂ܴ=ݎ : uଶ(R₂ ) = 0.

D’où

−
ఘమ

ఓమ
݃+ ଶଵ݈݊ܥ +ݎ ଶଶܥ = 0 (1.15)

La continuité des vitesses en 1ܴ=ݎ nous permet d’écrire la relation suivante :

−
ఘభ

ସఓభ
ܴ݃ଵ

ଶ + ଵଶܥ = −
ఘమ

ఓమ

ோమ
మ

ସ
݃+ ଶଵܥ lnܴଵ + ଶଶܥ (1.16)

La continuité des contraintes tangentielles permet d’écrire

ଵߩ−
ோభ

మ

ଶ
݃�= ଵߩ−

ோభ
మ

ଶ
݃+ ଶଵܥଵߤ (1.17)

À l’aide des conditions aux limites on peut déterminer les constantes d’intégration :

ଶଵܥ =
ଵ

ఓమ
−ଶߩ) ݃(ଵߩ

ோభ
మ

ଶ
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ଶଶܥ =
ఘమ

ఓమ
݃
ோమ

మ

ସ
−

ଵ

ఓమ
−ଶߩ) ݃(ଵߩ

ோభ
మ

ଶ
lnܴଶ

ଵଶܥ =
ఘమ

ସఓమ
൫ܴ ଶ

ଶ− ܴଵ
ଶ൯+

ଵ

ఓమ
−ଶߩ) ݃(ଵߩ

ோభ
మ

ଶ
ln

ோభ

ோమ
+

ఘభ

ఓభ

D’où

Uଵ(ݎ) = ቀ
ିଵ

ସ

௚

జభఓ
ቁ൛൫1 + 2ܴଵ

ଶ(ߩ− 1) lnݎ൯+ ൫−ܴߤଵ
ଶ + ଵܴߩ

ଶ− ଶܴߩ
ଶ൯ൟ−

௚௥మ

ସజభ

(1.18)

Uଶ(ݎ) = ቀ
ିଵ

ସ

௚

జభఓ
ቁ൛൫1 + 2ܴଵ

ଶ(ߩ− 1) lnݎ൯+ ൫2ܴଵ
ଶ(ߩ− 1) lnܴଶ− ଶܴߩ

ଶ൯ൟ

(1.19)

En =ݎ 0 :

Uଵ(ݎ= 0) = ቀ
ିଵ

ସ

௚

జభఓ
ቁ൛൫1 + 2ܴଵ

ଶ(ߩ− 1) lnݎ൯+ ൫−ܴߤଵ
ଶ + ଵܴߩ

ଶ− ଶܴߩ
ଶ൯ൟ

(1.20)

Ou uଵ(ݎ= 0) est une vitesse caractéristique

Cette solution met en évidence deux échelles caractéristiques du problème étudié

qui sont l’épaisseur ܴ₁du fluide 1 et la vitesse uଵ (0) du fluide 1. On obtient :

ܷଵ(ݎ∗) =
௨భ (ܚ)

௨భ (૙)
= 1 − ݎଵߙ

∗ଶ (1.21)

ܷଶ(ݎ∗) =
௨మ (ܚ)

௨భ (૙)
ݎଶߙ�=

∗ଶ + ଵߚ lnݎ∗ + ଵߛ (1.22)

Avec :

ଵߙ =
ఓ

ఓൣିఘ(ଵିௗమ)ିଶ(ଵିఘ)୪୬ௗ൧

ଶୀߙ షഐ

ቂഋషഐ(భష೏మ)షమ(భషഐ) ౤ౢ೏ቃ

ଵߚ =
ିଶ(ଵିఘ)

ఓൣିఘ(ଵିௗమ)ିଶ(ଵିఘ)୪୬ௗ൧

ଵߛ =
ln݀(ߩ−1)2+2݀ߩ

ఓൣିఘ(ଵିௗమ)ିଶ(ଵିఘ)୪୬ௗ൧

On pose :

∗ݎ =
௥

ோభ
, =ߤ

ఓమ

ఓభ
, =ߩ

ఘమ

ఘభ
et ݀ =

ோమ

ோభ

On conclue que L’écoulement de base dépend des rapports des viscositésߤ, des

densités ߩ et des épaisseurs ݀ des deux couches de fluids. La figure (2.1) montre les

profiles de vitesse de l’état de base pour différents rapports des épaisseurs quand un
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fluide moins visqueux >ߤ) 1) ou un fluide plus visqueux <ߤ) 1) est tout près de la

paroi.

1.4 Etude bibliographique

Les études de stabilité de l’interface entre deux fluides visqueux quelconques ont été

menées pour un écoulement de Poiseuille, de Couette plan ou axisymétrique. La

différence des propriétés rhéologiques entre les couches de fluides sont à l’origine

d’instabilités qui se manifestent par l’apparition d’ondes. Ces études supposent que

l’écoulement est soumis à des perturbations infinitésimales qui génèrent des ondes

à l’interface qui vont se propager le long de l’écoulement.

Lorsque les effets de la tension superficielle sont plus importants que les effets

visqueux, les instabilités sont qualifiées d'instabilités capillaires. Nous parlons

d’instabilités visqueuses lorsque ces instabilités sont dues à une différence de

viscosité.

1.4.1 Yih (1967)

Yih [13] a étudié le cas de deux fluides stratifiés en viscosité confinés entre deux

parois planes à petits nombres de Reynolds dans les cas d’écoulements de

Poiseuille et de Couette. Son étude est basée sur une approche asymptotique aux

grandes longueurs d’ondes. Pour deux fluides de densité égale, il montre que, dans

le cas où la couche inférieure est plus visqueuse que la couche supérieure, cette

stratification en viscosité à un effet déstabilisant sur l’écoulement. Il identifie des

instabilités pour certaines combinaisons de rapports de viscosité et épaisseurs de

couches, avec des taux de croissance proportionnels au nombre de Reynolds. Il en

déduit donc que la limite de stabilité neutre est atteinte pour ܴ௘ → 0 et montre ainsi la 

nécessité de la présence d’inertie pour déclencher des instabilités.

Yih [13] le premier en 1967 a proposé une étude sur la stabilité de l'écoulement

bicouche de deux fluides newtoniens de viscosités différentes, pour des écoulements

de Couette et de Poiseuille plans. Son analyse consiste en une étude asymptotique

aux grandes longueurs d'ondes. Il montre qu'en fonction des rapports des

épaisseurs des couches et du rapport des viscosités, la différence de viscosité peut

être la cause d'instabilité. Aussi faible que soit le nombre de Reynolds, l'écoulement

de Couette sera instable si le fluide le plus visqueux est majoritaire. Il l’est également

lorsque le fluide le plus visqueux est minoritaire, mais qu’il est moins dense que le
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fluide le moins visqueux. Dans les deux cas on tend vers une interface neutre (ni

stable ni instable) lorsque le rapport des viscosités tend vers 1.

Yih (1967) montre que dans le cas d'épaisseurs égales et de densités égales,

l'écoulement plan de Poiseuille est toujours instable quel que soit le nombre de

Reynolds. Ces instabilités ne sont donc pas la conséquence d'un passage de régime

laminaire à la turbulence de l'un des deux fluides. De plus, comme Yih (1967)

suppose une tension interfaciale nulle entre les deux fluides, il ne s'agit pas non plus

d'instabilités capillaires. Ces résultats sont représentés sur la Figure. 1.2.

Figure (1.2) : Carte de stabilité en fonction du rapport des viscosités et du rapport
des épaisseurs montrant des régions stables et instables : Résultats de Yih (1967). ߟ

étant la viscosité dynamique.

1.4.2 Hickox (1970)

Hickox [3] a examiné la stabilité de l'interface dans le cas d'écoulements stratifiés

axisymétriques, concentriques. Dans cette étude Seule la configuration où le fluide à

cœur est moins visqueux que le fluide pariétal <ߤ 1 a été prise en compte. Il a traité

le problème aux perturbations aux ondes longues, en négligeant la tension

superficielle. L’instabilité mise en évidence par Hickox correspond donc à celle

donnée par Yih [13]. Comme dans l’étude de Yih [13], c’est la différence de viscosité

qui contrôle la stabilité de l’interface.
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Figure (1.3) : Courbe ௜ܿ/ܴ݅ fonction de l’épaisseur du fluide 1 ℎଵ =
ଵ

ௗ
pour différentes

valeur du rapport des viscosités .ߤ Résultats obtenus par Hickox [3] et [8] en
l’absence de la tension superficielle. Configuration où le fluide à cœur est moins
visqueux <ߤ) 1) .

1.4.3 Preziosi (1989)

Preziosi et al [9] se sont intéressés à l’écoulement annulaire de deux fluides visqueux

newtoniens. Dans leur étude numérique basée sur une méthode spectrale, ils

déterminent un taux d’amplification des perturbations sinusoïdales. Le code de calcul

développé fonctionne bien pour les perturbations axisymétriques et non

axisymétriques de forme ݊݅]݌ݔ݁ +ߠ ݅݇ −ݔ) .[(ݐܿ Ils montrent que pour tous les

nombres d’ondes ݇ l’écoulement le plus instable est axisymétrique (figure 1.2). Les

termes ,݇ ܿ et désignentݐ respectivement le nombre d’onde, la vitesse complexe de

l’onde et le temps.
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Figure (1.3) : Taux d’amplification en fonction du nombre d’onde correspondant aux
modes axisymétriques et non axisymétriques : Résultats de Preziosi et al [9].

1.4.4 Chen et Joseph (1991)

Chen & Joseph [2] ont étudié la stabilité de l’interface entre deux fluides newtoniens

en écoulement coaxial, pour n'importe quel rapport des épaisseurs et pour n'importe

quel rapport des viscosités des fluides. Ils donnent pour la première fois l'expression

analytique exacte du taux de croissance d'une onde interfaciale de grande

longueur d'onde. Les effets de la tension superficielle sont pris en considération

dans leur calcul. En plus de l’instabilité qui a été mise en évidence par yih [13] et

Hickox [3], ils mettent en évidence une instabilité capillaire, qui augmente lorsque la

tension superficielle augmente.

I݇m( )ܿ

݇
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Chapitre 2

Equations sans dimensions
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse à l’étude adimensionnelle de manière

générale qui nous permet de déterminer les ordres de grandeur respectifs de

chacun des termes des équations développées au chapitre précédent, dans le but de

ne conserver que les termes les plus importants dans le problème considéré. Notons

que chaque auteur établie son propre adimensionnement ce qui rend difficile l’étude

comparative des résultats obtenus.

2.2 Formes adimensionnelles des équations 2D

La mise sous forme adimensionnelle des équations est obtenue en

prenant en considération la géométrie du problème et les paramètres du fluide

interne. Les grandeurs de référence sont u(0) la vitesse considérée finie sur l’axe du

cylindre et L une longueur caractéristique suivant la direction de l’écoulement. Pour

prendre en considération l’hypothèse de grande longueur d’onde, on introduit le

paramètre =ߝ
ோ₁

௅
≪ 1.

Par la suite, nous allons travailler avec des grandeurs sans dimension, les

équations du paragraphe précédent seront exprimées à l’aide de ces variables sans

dimension. Cette opération est importante. Elle permet d’abord de mettre en

évidence les nombres sans dimension qui comparent les effets physiques entre eux.

Ensuite la mise sous forme sans dimension des équations permet de simplifier

celles-ci, en éliminant les petits termes.

2.3 Ecoulement axisymétrique

Pour rendre notre problème bidimensionnel on s’intéresse à un écoulement

axisymétrique où l’épaisseur des fluides reste constant autour de cylindre, cela nous

permet de prendre les dérivées locales par rapport à la variable ߠ nulles.

డ௨ೕ

డఏ
=

డ௩ೕ

డఏ
=

డ௪ೕ

డఏ
= 0

et la composante azimutale le vecteur vitesse dans chaque fluide ௝ݓ = 0.
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Les équations adimensionnées du problème s’écrivent donc :

Fluide 1

Dans le domaine 0 < >ݎ ℎ(ݐ,ݔ)

ଵ

୰
∂୰(rݒଵ) + ∂୶uଵ = 0 (2.1)

∂୲ݒଵ + ଵݒଵ∂୰ݒ + uଵ∂୶ݒଵ = −
ଵ

ఘభ
∂୰݌ଵ +

ఓభ

ఘభ
(∇ଶݒଵ−

�௩భ

௥మ
) (2.2)

∂୲uଵ + ଵ∂୰uଵݒ + uଵ∂୶uଵ = −
ଵ

ఘభ
∂୶݌ଵ + ݃+

ఓభ

ఘభ
(∇ଶuଵ) (2.3)

Fluide 2

Dans le domaine ℎ(ݐ,ݔ) < >ݎ ܴଶ
ଵ

௥
∂୰(ݒݎଶ) + ∂୶u₂ = 0 (2.4)

∂୲ݒଶ + ଶݒଶ∂୰ݒ + uଶ∂୶ݒଶ = −
ଵ

ఘమ
∂୰݌ଶ +

ఓమ

ఘమ
(∇ଶݒଶ−

௩మ

௥మ
) (2.5)

∂୲u₂ + ଶ∂୰uଶݒ + ଶ∂୶uଶݑ = −
ଵ

ఘమ
∂୶݌ଶ + ݃+

ఓమ

ఘమ
(∇ଶuଶ) (2.6)

Conditions aux limites en zéro et à la paroi :r = ܴଶ

ଶ(rݒ = ܴଶ, x, t) = u₂(r = ܴଶ, x, t) = 0 (2.7)

ଵ(rݒ = 0, x, t) = uଵ(r = 0, x, t) vitesse finie (2.8)

Conditions aux limites à l’interface : r = h(x, t)

-Continuité des vitesses

uଵ = uଶ (2.9)

ଵݒ = ଶݒ (2.10)

Condition normale

−ଶ݌ ଵ݌ +
ଶ

ଵା௛ೣ
మ −ଵ௥ݒଵߤ)) (ଶ௥ݒଶߤ + 2ℎ௫

ଶ(ߤଵuଵ௫− (ଶ௫ݒଶߤ + ଵ௫ݒ)ଵߤ2 + uଵ௥)ℎ௫ −

ଶߤ2 ଶ௫ݒ) + uଶ௥)) = �ܭߪ avec ܭ = ݀ ሬ⃗݊ݒ݅ (2.11)

Condition tangentielle

−ଵ௥ݒ)ଵℎ௫ߤ2] uଵ௫) + ଵߤ ଵ௫ݒ) + uଵ௥)(1 − ℎ௫
ଶ)] − −ଶ௥ݒ)ଶℎ௫ߤ2] uଶ௫) + ଶߤ ଶ௫ݒ) + uଶ௥)

(1 − ℎ௫
ଶ)] = 0 (2.12)

Condition cinématique

=௝ݒ ℎ௧+ u௝ℎ௧ (2.13)

Où j = 1,2.
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L’écoulement de base calculé dans la partie précédente, nous permet de mettre en

évidence les échelles caractéristiques du problème. Ces grandeurs sont données par

l’épaisseurܴଵ et la densité ₁duߩ fluide 1 ainsi que la composante de la vitesse axiale

le long de l’axe de symétrie u₁(0) :

Uଵ(0) =
ఘభ௚ோభ

మ

ସఓమ
−ߤ] 1)ߩ − ݀ଶ) + 2(1 − [ln݀(ߩ (2.14)
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Figure 2.1 : Influence du rapport des viscosités �etߤ du rapport des épaisseurs

(ℎଵ = 1/݀) Sur l’écoulement de base ( )ܽ ℎଵ = 0.3, ( )ܾ ℎଵ = 0.5, ( )ܿ ℎଵ = 0.8.

(c) h1=0.8

(b) h1=0.6

(a) h1=0.3



30

Les profiles de vitesses sont fortement influencés par le rapport des épaisseurs et le

rapport des viscosités des couches de fluides. Pour tout rapport des épaisseurs des

couches de fluides une diminution des rapports des viscosités correspond à une

augmentation de la vitesse dans la couche pariétale. Une analyse dimensionnelle

sera effectuée en choisissant les grandeurs adéquates du problème. Pour cela on

fait le choix suivant :

- ௥௘௙ݔ = ܮ

- ௥è௙ݎ = ܴଵ

- ܷ௥è௙ = ܷ(0)

- ௥è௙ݐ =
୐

௎(଴)

- v௥è௙ =
ୖ₁௎(଴)

୐

- ௥è௙݌ = μ
௎(଴)

ோభ
L

Où ܮ représente une longueur d’onde caractéristique suivant la direction de

l’écoulement, ܷே représente une vitesse moyenne et �estߝ appelé paramètre de

l’onde.

Après substitution et quelques opérations simples, on trouve les équations

adimensionnelles. Dans ce qui suit, afin de ne pas encombrer l’écriture des

équations, nous adoptons la même notation pour les grandeurs avec dimension et

celles sans dimension.

Les équations de Navier-Stokes et les conditions aux limites deviennent :

- Le fluide 1 : 0 < ܴ < ℎ

ܴ௘ߝ൫ݑଵ௧+ (ଵ௫ݑ)ଵݑ + +൯(ଵ௥ݑ)ଵݒ −ଵ௫݌ (ଵ௫௫ݑ)ଶߝ − (ଵ௥௥ݑ) −
ଵ

௥
(ଵ௥ݑ) − ܩ = 0

(2.15)

ܴ௘ߝ
ଷ൫ݒଵ௧+ (ଵ௫ݒ)ଵݑ + +൯(ଵ௥ݒ)ଵݒ ଵ௥݌ + ܤߝܩ − (ଵ௫௫ݒ)ସߝ − (ଵ௥௥ݒ)ଶߝ +

ଵ

௥
(ଵ௥ݒ) −

௩భ

௥మ
= 0

(2.16)

- Le fluide 2 : ℎ < ܴ < ݀

+ଶ௧ݑ൫ߝ௘ܴߩ (ଶ௫ݑ)ଶݑ + −൯(ଶ௥ݑ)ଶݒ (ଶ௫௫ݑ)ߤଶߝ − (ଶ௥௥ݑ)൬ߤ −
ଵ

௥
−൰(ଶ௥ݑ) ܩߩ + ଶ௫݌ = 0

(2.17)
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ߝ௘ܴߩ
ଷ൫ݒଵଶ௧+ (ଶ௫ݒ)ଶݑ + +൯(ଶ௥ݒ)ଶݒ ଶ௥݌ + ܤߝߩܩ − (ଶ௫௫ݒ)ߤସߝ − (ଶ௥௥ݒ)ߤଶߝ +

ଵ

௥
(ଶ௥ݒ) −

௩మ

௥మ
= 0(2.18)

Ou :

=ߩ
ଶߩ
ଵߩ

=ߤ����,
ଶߤ
ଵߤ

,݀ =
ܴଶ
ܴଵ

ܩ =
௚ோభோ೐

௎భ(଴)
, coefficient mesurant les effets de la gravité.

-condition d’adhérence à la paroi

Uଵ(d) = Uଶ(d) = 0 En ܴ=݀ (2.19)

-Vitesse finie en R = 0 pour le fluide 1

-La condition de saut cinématique à l’interface 2D est la suivante

=ݒ ℎ௧+ Uℎ௫ (2.20)

-Conditions aux limites à l’interface fluide-fluide en ܴ = ℎ(ݐ,ݔ)

-Continuité des vitesses

Uଵ = Uଶ (2.21)

vଵ = vଶ (2.22)

-Condition normale

−ଶ݌ ଵ݌ =
ଶఌ

ோ೐
−ଶ௥ݒߤ) (ଵ௥ݒ −

ଶఌ௛ೣ

ோ೐
−Uଶ௥ߤ) Uଵ௥) + ௘�ቄݓߝ

ଵ

௛
−

ఌ²௛ೣ
మ

ଶ௛
− ଶℎ௫௫ቅߝ

(2.23)

-Condition tangentielle

Uଵ௥− Uଶ௥ߤ = {2ℎ௫ (Uଵ௫ − (Uଶ௫ߤ − 2ℎ௫ (vଵ௥− (vଶ௥ߤ − ଵ௫ݒ) − {(ଶ௫ݒߤ

(2.24)

2.4 Nombres adimensionnés

Les paramètres sans dimension qui apparaissent dans les équations

précédentes sont :

- Le nombre de Reynolds , qui mesure les forces d’inertie par rapport à la viscosité.

ܴ௘ =
(0)1ܴ1ܷ1ߩ

1ߤ
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- Le nombre de Weber qui compare la tension superficielle et la contrainte normale à

l’interface.

௘ݓ =
ߪ

ℎܷܰܰߩ
2

=
ܬ

ܴ௘݀ଶ

-La stratification de la viscosité, de la masse volumique et le rapport des épaisseurs

des couches fluides sont respectivement :

=ߤ
ఓమ

ఓభ
=ߩ�,

ఘమ

ఘభ
, et ݀ =

ோమ

ோభ
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Chapitre 3

Equations linéarisées : Equations d’Orr-Sommerfeld
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3.1 Introduction

Dans la situation de l’écoulement d’un film mince visqueux qui est considéré

comme un écoulement de faible épaisseur, les effets de la viscosité jouent un rôle

prédominant dans la dynamique de l’écoulement. On peut donc négliger les effets

inertiels non linéaires devant les effets visqueux. Au cours de ce chapitre on va

effectuer les étapes suivantes :

La première étape consiste à étudier la stabilité linéaire, c’est-à-dire l’évolution d’une

perturbation selon les équations linéarisées autour de l’état de base. en suite on va

simplifier les équations du mouvement qui rappelons le sont non linéaires et

contiennent six grandeurs inconnues qui sont les champs de vitesse et les champs

de pression dans chaque couche de fluide. Et la dernière étape consiste à donner

les équations linéaires permettant d’aboutir aux équations d’Orr-Sommerfeld.

3.2 Equations Linéarisées

Nous appliquons dans ce chapitre, les développements introduits par Yih [13

] pour un écoulement de Poiseuille plan deux couches de fluide. Dans notre cas on

s’intéresse à la géométrie cylindrique qui prend en considération les effets de la

courbure et de la tension superficielle.

Dans le calcul de l’écoulement de base au chapitre précédent, nous avons supposé

que l’interface est indéformable (écoulement uniforme). Nous introduisons ici des

perturbations de cet écoulement de base où apparaissent de petites variations de

l’interface.

On pose la décomposition suivante :

u௝ = ௝ܷ(ݎ) + ũ௝ߜ (3.1)

௝ݒ = 0 + ǁ௝ݒߜ (3.2)

௝݌ = ܲ + ෤௝݌ߜ (3.3)

ℎ = 1 + ℎ෨௝ߜ� (3.4)

L’équation de conservation de la masse pour un écoulement perturbé devient :



35

ఋũೕ

డ௫
+

ఋ௩ǁೕ

డ௬
= 0 (3.5)

Les équations de Navier-Stockes :

Fluide 1

Suivant x⇛

ܴ௘ɛ[Uଵ(ݎ)൭
߲

ݔ߲
uଵଵ(ݐ,ݎ,ݔ)൱+ ൬(ݐ,ݎ,ݔ)ଵଵݒ

݀

ݎ݀
Uଵ(ݎ) +

߲

ݐ߲
uଵଵ(ݐ,ݎ,ݔ)൨+

߲

ݔ߲
(ݐ,ݎ,ݔ)ଵଵ݌

− ଶ൭ߝ
߲ଶ

ଶݔ߲
uଵଵ(x, r, t)൱− ൭

∂ଶ

ଶݎ߲
,ଵଵ(xݑ r, t)൱−

∂

∂r

uଵଵ(x, r, t)

r
= 0

(3.6)

Suivant r ⇛

ܴ௘ɛᵌ൥Uଵ(ݎ)൭
߲

ݔ߲
+൱(ݐ,ݎ,ݔ)ଵଵݒ

߲

ݐ߲
+൩(ݐ,ݎ,ݔ)ଵଵݒ

߲

ݎ߲
(ݐ,ݎ,ݔ)ଵଵ݌ − ⁴ߝ ൭

߲ଶ

ଶݔ߲
,ଵଵ(xݒ r, t)൱

− ɛ²ቆ
∂ଶ

∂rଶ
,ଵଵ(xݒ r, t) +

∂

∂r

,ଵଵ(xݒ r, t)

r
−
,ଵଵ(xݒ r, t)

r²
ቇ= 0

(3.7)

Fluide 2

Suivant x ⇛

൭(ݎ)௘ɛ[Uଶܴߩ
߲

ݔ߲
uଶଶ(ݐ,ݎ,ݔ)൱+ ൬(ݐ,ݎ,ݔ)ଶଶݒ

݀

ݎ݀
Uଶ(ݎ) +

߲

ݐ߲
uଶଶ(ݐ,ݎ,ݔ))൨

− ൭ߤଶߝ
߲ଶ

ଶݔ߲
uଶଶ(x, r, t)൱− μቆ

∂ଶ

ଶݎ߲
uଶଶ(x, r, t) +

∂

∂r

uଶଶ(x, r, t)

r
ቇ

+
߲

ݔ߲
(ݐ,ݎ,ݔ)ଶଶ݌ = 0

(3.8)

Suivant r ⇛
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ܴ௘ɛᵌ൥Uଶ(ݎ)൭
߲

ݔ߲
+൱(ݐ,ݎ,ݔ)ଶଶݒ

߲

ݐ߲
+൩(ݐ,ݎ,ݔ)ଶଶݒ

߲

ݎ߲
(ݐ,ݎ,ݔ)ଶଶ݌ − εସ൭

߲ଶ

ଶݔ߲
,ଶଶ(xݒ r, t)൱

− ɛ²(
∂ଶ

∂rଶ
,ଶଶ(xݒ r, t) +

∂

∂r

,ଶଶ(xݒ r, t)

r
−
,ଶଶ(xݒ r, t)

rଶ
= 0

(3.9)

Notons que uଵଵ = u෤ଵ,ݒଵଵ = ,෤ଵݒ ଵଵ݌ = ෤ଵ݌ sont les perturbations relatives à la couche

du fluide 1 et uଶଶ = u෤ଶ,ݒଶଶ = ,෤ଶݒ ଶଶ݌ = ෤ଶ݌ celles relatives à la couche du fluide 2.

Les conditions aux limites linéarisées sont :

 Condition d’adhérence en =ݎ
ோమ

ோభ
= ݀

u෤ଶ = 0 (3.10)

෤ଶݒ = 0 (3.11)

 La condition cinématique reste inchangée après dimensionnement

෤(1)ݒ = ℎ෨௧+ u෤(1)ℎ̃ ௫ (3.12)

 Condition sur la contrainte tangentielle adimensionnée

(ℎܷ̃ଵ
ᇱᇱ+ ũଵ௥+ ɛ²ݒǁଵ௫) = ℎ෨ܷ)ߤ ଶ

ᇱᇱ+ ũଶ௥ + (ǁଶ௫ݒ (3.13)

 La contrainte normale évalué en =ݎ 1

ǁ݌
ଵ
− ǁ݌

ଶ
− 2ɛଶ(ݒǁଵ௥ + (ǁଶ௥ݒߤ = −ɛݓ௘ܴ௘(ɛ²h෨୶୶ + h෨) (3.14)

 L’évaluation de la contrainte normale en =ݎ 1 + (ݐ,ݔ)ℎ෨ߜ

ǁ݌ߜ
ଵ
− ǁ݌ߜ

ଶ
+ ቀℎ௫௫ߪߜ +

௛

ோభ
మቁ= −ǁଵ௥ݒߜଵߤ2 −ǁଶ௥ݒߜଶߤ2 ൛2ߤଵߜh෨୶ݑǁଵ௥(1) + ǁଶ௥(1)ൟݑh෨୶ߜଶߤ2

(3.15)

⇛En =ݎ 1

ǁଵ௥(1)ݑଵ(1)ߤh෨୶൫ߜ2 − =ǁଶ௥(1)൯ݑଶߤ 0 (3.16)

Rappelons que pour l’écoulement de base on a :

൫ߤଵ(1)ݑǁଵ௥(1) − =ǁଶ௥(1)൯ݑଶߤ 0

Finalement la contrainte normale évaluée en r = 1 :
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ǁ݌ߜ
ଵ
− ǁ݌ߜ

ଶ
+ ቀℎ௫௫ߪߜ +

௛

ோభ
మቁ= −ǁଵ௥ݒߜଵߤ2 ǁଶ௥ݒߜଶߤ2 (3.17)

Qu’on peut écrire :

ǁ݌
ଵ
− ǁ݌

ଶ
+ ǁଵ௥ݒଵߤ2 + ǁଶ௥ݒଶߤ2 = ቀℎ௫௫ߪ− +

௛

ோభ
మቁ (3.18)

3.3 Equations d’Orr-Sommerfeld

La linéarisation des équations des deux fluides suivant les deux directions ainsi

que les conditions aux limites peuvent être écrites à l’aide des fonctions de courant

définies pour chaque fluide qu’on note ߰ଵ et���߰ ଶ. L’écoulement est bidimensionnel et

incompressible, ce qui nous autorise à écrire les perturbations des vitesses en

termes de fonctions de courant.

ǁ௝ݑ =
ଵ

௥

డటೕ

డ௥
(3.19)

=ǁ௝ݒ���������� −
ଵ

௥

డటೕ

డ௫
(3.20)

Avec (ݐ,ݎ,ݔ)߰

En suit, on introduit les solutions de ce problème sous forme de modes

normaux, en introduisant la transformée de Fourier des perturbations sous forme :

൞

߰௝ = ߮௝݁
௜௞(௫ି௖௧)

ǁ݌
௝

= ௝݁ߨ
௜௞(௫ି௖௧)

ℎ෨= ଴݁ܪ
௜௞(௫ି௖௧)

�

L’écoulement de base perturbé:

డ

డ௫
(ݐ,ݎ,ݔ)ଵߨ − ܷ1

−(ݎ)′′
୳భ

ᇲ(௥)

௥
− ܩ +

డ

డ௥
(ݐ,ݎ,ݔ)ଵߨ − ቀܷߤ 2

′′ +

ܷ2
′′(௥)

௥
ቁ− ܩߩ +

డ

డ௫
(ݐ,ݎ,ݔ)ଶߨ +

డ

డ௥
(ݐ,ݎ,ݔ)ଶߨ = 0

(3.21)

On calcul ଴ܪ à partir de la condition cinématique :

෤(1)ݒ = ℎ෨௧+ ෤(1)ℎ෨௫ݑ (3.22)

−
ଵ

௥

డట

డ௫
=

ப୦ǂ

ப୲
+ u෤(1)

ப୦ǂ

ப୶
(3.23)
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−
௜௞

௥
௜௞(௫ି௖௧)݁(ݎ)߮ = ݇݅−)଴ܪ] )ܿ + ܷଵ(1)ܪ଴݅݇ ]݁௜௞(௫ି௖௧) (3.24)

଴݅݇ܪ (ܷଵ(1) − )ܿ = −
௜௞ఝ(௥)

௥
(3.25)

En =ݎ 1

଴ܪ =
ఝభ(௥)

(௖ି ௎భ(ଵ))
=

ఝమ(௥)

(௖ି ௎మ(ଵ))
(3.26)

Le développement de (3.21) et élimination de terme de pression dans l’écoulement

de base, nous permet d’établir une équation d’Orr-Sommerfeld pour chaque couche

de fluide et les conditions aux limites associées.

Fluide 1

ܫ݇

ݎ
ቊ−Uଵ(ݎ)߮ଵ(ݎ)݇ଶ + ߮ଵ(ݎ)ܷଵ

ᇱᇱ(ݎ) −
Uଵ(ݎ)߮ଵ

ᇱ(ݎ)

ݎ
+ Uଵ(ݎ)߮ଵ′

ᇱ(ݎ) +
߮ଵ(ݎ)ܷଵ

ᇱ(ݎ)

ݎ

+
߮ଵ

ᇱ(ݎ)ܿ

ݎ
− ߮ଵ

ᇱᇱ(ݎ)ܿ+ uଵ(ݎ)߮ଵ(ݎ)݇ଶൠܴ ௘

−
1

ݎ
ቊ

2߮ଵ
ᇱ(ݎ)݇ଶ

ݎ
+ 2߮ଵ

ᇱᇱ(ݎ)݇ଶ +
3߮ଵ

ᇱ(ݎ)

ଷݎ
−

3߮ଵ
ᇱᇱ(ݎ)

ଶݎ
+

2߮ଵ
ᇱᇱᇱ(ݎ)

ݎ
− ߮ଵ

ᇱᇱᇱᇱ(ݎ)

− ߮ଵ(ݎ)݇ସൠ= 0

(3.27)
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Fluide 2

ܫ݇ ߩ

ݎ
ቊ−

Uଶ(ݎ)

ߩ
߮ଶ(ݎ)݇ଶ + ߮ଶ(ݎ)ܷଶ

ᇱᇱ(ݎ) −
Uଶ(ݎ)߮ଶ

ᇱ(ݎ)

ݎ
+ Uଶ(ݎ)߮ଶ

ᇱᇱ(ݎ) +
߮ଶ(ݎ)ܷଵ

ᇱ(ݎ)

ݎ

+
߮ଶ

ᇱ(ݎ)ܿ

ݎ
+
߮ଶ(ݎ)݇ଶܿ

ߩ
− ߮ଶ

ᇱᇱ(ݎ)ቋܴ௘

−
ߤ

ݎ
ቊ
߮ଶ

ᇱ(ݎ) ²݇

ݎ
+ ߮ଶ

ᇱᇱ(ݎ) ²݇ +
3߮ଶ

ᇱ(ݎ)

ଷݎ
−

3߮ଶ
ᇱᇱ(ݎ)

ଶݎ
+

2߮ଶ
ᇱᇱᇱ(ݎ)

ݎ
− ߮ଶ

ᇱᇱᇱᇱ(ݎ)

− ߮ଶ(ݎ)݇ସ−
߮ଶ

ᇱ(ݎ) ²݇

ݎ
+ 2߮ଶ

ᇱᇱ(ݎ)݇ଶൠ= 0

(3.28)

Les conditions aux limites correspondantes sont :

Condition d’adhérence a la paroi : En =ݎ ݀

൜
߮′ଶ(ݎ) = 0

−߮ଶ(ݎ) = 0
� (3.29)

Condition sur la vitesse radiale : en =ݎ 1

෤ଵݒ = ෤ଶݒ → ߮ଵ = ߮ଶ (3.30)

Condition sur la vitesse axiale : en =ݎ 1

଴ܷଵܪ
ᇱ(ݎ) +

ଵ

௥
߮ଵ

ᇱ(ݎ) = ଴ܷଵܪ
ᇱ(ݎ) +

ଵ

௥
߮ଶ

ᇱ(ݎ) (3.31)

La condition sur la vitesse qui est finie en =ݎ 0

൜
߮ଵ(0)

߮ଵ
ᇱ(0)

� est finie (3.32)

La condition sur la contrainte tangentielle : en =ݎ 1

଴ܷଵܪ
ᇱᇱ(1) −

߮ଵ
ᇱ(1)

²ݎ
+
߮ଵ

ᇱᇱ(1)

ݎ
+
߮ଵ(1) ²݇

ݎ
− ଶܷߤ଴ܪ

ᇱᇱ(1)

+ ቆߤ
߮ଶ

ᇱ(1)

²ݎ
−
߮ଶ

ᇱᇱ(1)

ݎ
−
߮ଶ(1) ²݇

ݎ
ቇ= 0

(3.33)
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La condition sur la contrainte normale : en =ݎ 1

ܴ௘Uଵ(1)߮ଵ
ᇱ(1)

ݎ
+
ܴ௘߮ଵ

ᇱ(1)ܿ

ݎ
+
ܴ௘߮ଵ(1)ܷଵ

ᇱ(1)

ݎ
−
ଶ߮ߤܫ

ᇱᇱ(1)

²ݎ݇
−

ଶ߮ߤܫ3
ᇱ(1)݇

ݎ

+
ܫ3݇ ߮ଵ

ᇱ(1)

ݎ
+

݇ଶ(1)߮ߤܫ2

²ݎ
+
௘Uଶ(1)߮ଶܴߩ

ᇱ(1)

ݎ
−
௘߮ଶܴߩ

ᇱ(1)ܿ

ݎ

−
௘߮ଶ(1)ܷଶܴߩ

ᇱ(1)

ݎ
+
ଶ߮ߤܫ

ᇱᇱᇱ(1)

ݎ݇
+
ܫ߮ ଶ

ᇱᇱ(1)

²ݎ݇
+
ଶ߮ߤܫ

ᇱ(1)

ɜ݇ݎ
−
ܫ߮ ଶ

ᇱᇱᇱ(1)

ݎ݇

−
ܫ2߮ ଵ(1)݇

²ݎ
−
ܫ߮ ଵ

ᇱ(1)

ɜ݇ݎ
− ௘ܴ௘ݓ ଴ܪ²݇ + ଴ܪ௘ܴ௘ݓ = 0

(3.33)

L es équations de Navier-Stokes linéarisées autour du profil de base conduisant aux

équations d’Orr-Sommerfeld, ces dernières ne sont pas intégrables directement,

leurs solutions sont calculées de manière approchées (asymptotique) ou numérique.
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Chapitre 4

Développement asymptotique aux grandes ondes
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4.1 Introduction

Nous consacrons ce chapitre pour étudier la méthode des développements

asymptotiques aux grandes ondes dans le cadre d’un écoulement annulaire

axisymétrique de deux couches de fluides. Nous allons suivre la démarche initiée par

Yih [13 ] , reprise par la suite par un grand nombre d’auteurs [2,3,4,9,11]. Notons que

cette démarche a été reprise dans un grand nombre de travaux sur les écoulements

de Poiseuille plan et cylindrique, aussi bien dans le cas d’une seule couche ou de

plusieurs couches de fluide. Récemment, Yiantsios [11] a développé une étude

numérique pour explorer l’effet des nombreux paramètres sur la stabilité de

l’interface entre deux couches de fluides newtoniens pour l’écoulement de Poiseuille

plan.

Le but de cette étude est de donné des résultats permettant de comprendre le rôle

des différentes effets physique qui favorisent ou suppriment les instabilités de

l’interface. Ce développement nous a permis de déterminer les expressions

analytiques du taux d’amplification des ondes à l’interface fluide-fluide. Rappelons

que notre calcul prend en considération les effets de la tension superficielle et il est

valable pour n’importe quelle valeur du rapport des viscosités >ߤ 1 et <ߤ 1.

Les résultats du développement asymptotique sont validés par les résultats de la

stabilité marginale donnés par un modèle intégrale [8].

4.2 Hypothèse ondes longues

On fait une étude de stabilité linéaire aux faibles nombres de Reynolds, où on

s’intéresse au développement des ondes périodiques de petites amplitudes sous

forme ݁௜௞(௫ି௖௧) , les paramètres ݇ et ܿ désignent respectivement le nombre d'onde

et la célérité complexe des ondes. Dans la résolution temporelle considérée dans

notre étude de stabilité, le nombre d'onde ݇ est pris réel tandis que la célérité ܿ est

complexe, on a alors à trouver une relation de la forme suivante :

(ܿ )݇ = ௥ܿ( )݇ + ݅ܿ௜( )݇

Où ௥ܿ est la vitesse de phase de l’onde et ߱௜= ݇ ௜ܿ son taux d’amplification

temporelle.

L’écoulement est alors :
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- temporellement stable si ߱௜< 0,

- marginalement stable si ߱௜= 0,

- temporellement instable si ߱௜> 0.

4.3 Mise en équation

Afin de simplifier l’écriture indicielles des équations ((3.27), (3.28)), on pose dans la

suite du travail ߮ଵ = ߮ et��߮ ଶ = ߰. Nous réécrivons les équations d’Orr-Sommerfeld

et les conditions aux limites associées :

ܫ݇

ݎ
ቊ−Uଵ߮݇

ଶ + ߮Uଵ′
ᇱ−

(ܿ− uଵ)߮ᇱ

ݎ
+ Uଵ߮

ᇱᇱ+
߮Uଵ

ᇱ

ݎ
+
߮ᇱܿ

ݎ
− ߮ᇱᇱܿ+ Uଵ߮݇

ଶቋܴ௘

−
1

ݎ
ቊ

2߮ᇱ݇ଶ

ݎ
+ 2߮ᇱᇱ݇ଶ +

3߮ᇱ

ଷݎ
−

3߮ᇱᇱ

ଶݎ
+

2߮ᇱᇱᇱ

ݎ
− ߮ᇱᇱᇱᇱ− ߮݇ସቋ= 0

(4.1)

ܫ݇ ߩ

ݎ
ቊ−

Uଶ(ݎ)

ߩ
ଶ݇(ݎ)߰ + ଶܷ(ݎ)߰

ᇱᇱ(ݎ) −
Uଶ(ݎ)߰ᇱ(ݎ)

ݎ
+ Uଶ(ݎ)߰ᇱᇱ(ݎ) +

ଵܷ(ݎ)߰
ᇱ(ݎ)

ݎ
+
߰ᇱ(ݎ)ܿ

ݎ

− ߰ᇱᇱ(ݎ)ܿ+
Uଶ(ݎ)߰(ݎ)݇ଶ

ߩ
ቋܴ௘

−
ߤ

ݎ
ቊ

2߰ᇱ(ݎ) ²݇

ݎ
+ 2߰ᇱᇱ(ݎ) ²݇ +

3߰ᇱ(ݎ)

ଷݎ
−

3߰ᇱᇱ(ݎ)

ଶݎ
+

2߰ᇱᇱᇱ(ݎ)

ݎ
− ߰ᇱᇱᇱᇱ(ݎ)

− =ସൠ݇(ݎ)߰ 0

(4.2)

Les conditions d’adhérence à la paroi du cylindre :

߰(݀) = 0

߰ᇱ(݀) = 0
(4.3)

La vitesse est finie en =ݎ 0

߮(0) = 0

߮ᇱ(0) = 0
(4.4)
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Les conditions à l’interface sont aux nombres de quatre, soit :

߮(1) = ߰(1)

(4.5)

଴Uଵܪ
ᇱ(1) +

1

ݎ
߮ᇱ(1) − ଴Uଶܪ

ᇱ(1) −
1

ݎ
߰ᇱ(1) = 0

(4.6)

଴Uଵܪ
ᇱᇱ(1) − ߮ᇱ(1) + ߮ᇱᇱ(1) + ߮(1) ²݇ − Uଶߤ଴ܪ

ᇱᇱ(1) + ᇱ(1)߰)ߤ − ߰ᇱᇱ(1) − ߰(1) ²݇) = 0

(4.7)

ܴ௘Uଵ(1)߮ଵ
ᇱ(1)

ݎ
+
ܴ௘߮ଵ

ᇱ(1)ܿ

ݎ
+
ܴ௘߮ଵ(1)Uଵ

ᇱ(1)

ݎ
−
ଶ߮ߤܫ

ᇱᇱ(1)

²ݎ݇
−

ଶ߮ߤܫ3
ᇱ(1)݇

ݎ

+
ܫ3݇ ߮ଵ

ᇱ(1)

ݎ
+

݇ଶ(1)߮ߤܫ2

²ݎ
+
௘Uଶ(1)߮ଶܴߩ

ᇱ(1)

ݎ
−
௘߮ଶܴߩ

ᇱ(1)ܿ

ݎ

−
௘߮ଶ(1)ܷଶܴߩ

ᇱ(1)

ݎ
+
ଶ߮ߤܫ

ᇱᇱᇱ(1)

ݎ݇
+
ܫ߮ ଶ

ᇱᇱ(1)

²ݎ݇
+
ଶ߮ߤܫ

ᇱ(1)

ɜ݇ݎ
−
ܫ߮ ଶ

ᇱᇱᇱ(1)

ݎ݇

−
ܫ2߮ ଵ(1)݇

²ݎ
−
ܫ߮ ଵ

ᇱ(1)

ɜ݇ݎ
− ௘ܴ௘ݓ ଴ܪ²݇ + ଴ܪ௘ܴ௘ݓ = 0

(4.8)

On fait donc un développement asymptotique autour du petit paramètre ݇ . On

développe la célérité c et les amplitudes ߮ et ߰� de la fonction de courant sous

forme de sériés de puissances de ce petit paramètre ݇ :

Les solutions analytiques ߰�ݐ݁�(ݎ)߮ (ݎ) s’écrivant comme suit:

(ݎ)߮ = ߮଴(ݎ) + ݇߮ଵ(ݎ) + ݇ଶ߮ଶ(ݎ) + ⋯ (4.1)

(ݎ)߰ = ߰଴(ݎ) + ݇߰ଵ(ݎ) + ݇ଶ߰ଶ(ݎ) +⋯ (4.2)

ܿ= ଴ܿ + ݇ ଵܿ + ݇ଶ ଶܿ+⋯ (4.3)

Ces développements sont introduits dans les équations d’Orr-Sommerfeld et les

conditions aux limites ((4.1), (4.2) - (4.3)-(4.8) ), puis on regroupe les termes en

puissance du paramètre��݇ . On obtient un système d’équations à résoudre pour

chaque ordre. La résolution sera faite par la suite pour l’ordre zéro et l’ordre 1 en��݇ .

Le développement des calculs que nous présentons dans cette section suivent ceux
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développés pour la première fois par Yih [12 ] dans le cas d’un l’écoulement visqueux

sur un plan incliné pour une couche de fluide newtonien. Yih [12] a étendu cette

démarche au cas de l’écoulement de Poiseuille plan de deux couches de fluides

newtoniens. Cette méthode conduit à un système d’équations différentielles

simplifiées décrivant l’évolution de l’amplitude des couches de fluides

���߮ ଵ(ݎ) = (ݎ)߮ , ߮ଶ(ݎ) = (ݎ)߰ et la célérité des ondes��ܿ. Dans la limite des

grandes longueurs d’ondes,cette étude permet de déterminer les conditions exactes

d’apparition des instabilités.

4.3 .1 Résolution à l’ordre zéro

Les solutions du problème à l’ordre zéro en ݇ sont données analytiquement. On

détermine ߮଴(ݎ)�݁߰�ݐ ଴(ݎ)

Les équations d’Orr-Sommerfeld sont :

−߮଴′′′′(ݎ) +
ଶ

௥
߮′′′଴(ݎ) −

ଷ

௥మ
߮଴′′(ݎ) +

ଷ

௥య
�߮ ଴′(ݎ) = 0 (4.9)

Et

−߰′′′′଴(ݎ) +
ଶ

௥
߰′′′଴(ݎ) −

ଷ

௥మ
߰′′଴(ݎ) +

ଷ

௥య
�߰ ′଴(ݎ) = 0 (4.10)

Les conditions aux limites en =ݎ 1 :

߮଴(1) = 0 (4.11)

߮ᇱ
଴

(1) = 0 (4.12)

߰଴(1) = 0 (4.13)

߰଴′(1) = 0 (4.14)

߮଴(1) − ߰଴(1) = 0 (4.15)

଴(1)߮ܤ�2− + ᇱ߰)ܦ
଴
(1) − ߮ᇱ

଴
(1)) = 0 (4.16)

଴(1)߰ߤ2− + ᇱ߮]ܦ
଴

(1) + ᇱ߰ߤ+
଴

(1)] + ᇱᇱ߰ߤ]ܦ
଴

(1) − ߮ᇱᇱ
଴

(1)] + ଴(1)߮ߤ2 = 0 (4.17)

−߮ᇱ
଴

(1) + ߰′଴(1) + +݀[߮ᇱᇱ
଴

(1) − ᇱᇱ߰ߤ
଴

(1)] + ᇱᇱᇱ߰ߤ]݀
଴

(1) − ߮ᇱᇱᇱ
଴

(1)] =0 (4.18)

Avec

ܣ = (݀ଶ + −ߤ 1)

ܤ = +ߤ2−) 2)
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Et

ܦ = ଴ܿܣ+ (݀ଶ + 1)

La résolution du système précédent donne la solution suivante :

On a:

߮଴(ݎ) = ଵܿଶݎ
ସ + ଵܿଷݎ

ଶ + ଵܿଵ lnݎ= 0 (4.19)

On pose ଵܿଵ = 0

߮଴(ݎ) = ଵܿଶݎ
ସ + ଵܿଷݎ

ଶ (4.20)

Et

߰଴(ݎ) = ଶܿଵ + ଶܿଶݎ
ସ + ଶܿଷݎ

ଶ + ଶܿସݎ
ଶ ln(ݎ) = 0 (4.21)

D’ou

߰଴(ݎ) = ଶܿଶݎ
ସ + ଶܿଷݎ

ଶ + ଶܿସݎ
ଶ ln(ݎ) (4.22)

Nous nous trouvons en présence d’un système de quatre équations composées des

conditions aux limites à l’interface et de cinq inconnues ଵܿଶ, ଵܿଷ, ଶܿଶ, ଶܿଷ, ଶܿସet ଴ܿ.

Les fonctions de courant sont définies à un facteur multiplicatif près et on introduit

une normalisation des fonctions propres. La détermination de ces coefficients conduit

à donner la valeur ଴ܿ, on trouve deux modes différents :

Mode 1

଴ܿ =
(ௗమିଵ)

ௗమାఓିଵ
(4.23)

Mode 2

଴ܿ =
ௗమ(ௗమିଵ)

ௗరାఓିଵ
(4.24)

On détermine les coefficients qui interviennent dans les expressions des

fonctions de courant φ଴ et ψ଴ dans le mode 2 à l’aide des conditions aux

limites :

ଵܿଶ = ߤ ,

ଵܿଷ = ݀ଶ(݀ଶ− 2) − +ߤ 1

ଶܿଵ = ݀ସ

ଶܿଷ = −2݀ଶ

ଶܿସ = 0

D’où

߮଴(ݎ) = ସݎߤ + (݀ଶ(݀ଶ− 2) − +ߤ ଶݎ(1 (4.25)
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Et

߰଴(ݎ) = −݀ସ + ସݎ +
(ଶௗమఓିଶௗమ)௥మ

(ఓିଵ)
(4.26)

Toutes les équations du système sont réelles ainsi que ଴ܿ�qui est réelle et positive. ଴ܿ

peut être interprétée comme une vitesse de la perturbation. Les ondes se propagent

avec une célérité constante.

A l’ordre 0, l’écoulement ne présente pas d’instabilité vis-à-vis de la perturbation de

grandes longueurs d’ondes. Ceci est liée au fait, que nous avons résolu le problème

correspondant à un équilibre gravité-force visqueuse (force d’inertie nulle). La vitesse

de phase ଴ܿ est indépendante du nombre d’onde ݇ , ces ondes ne sont pas

dispersives. Le développement doit être poussé jusqu’à l’ordre où le critère de

stabilité apparait c'est-à-dire à l’ordre un.

4.3.2 Résolution à l’ordre un

A cet ordre, les équations d’Orr Sommerfeld {߰ଵ(ݎ) ߮�ݐ݁ ଵ(ݎ)} sont des fonctions

connues de ߰଴(ݎ)�݁߮�ݐ ଴(ݎ) et de leurs dérivées. Il en est de même pour les

conditions aux limites. Ces équations ainsi que les conditions aux limites sont

représentées comme suit :

ଵ

௥ா஺
ܫܴ} −ܧܨ) ߮ൣ{(ܩ ᇱ

଴
(ݎ) + ߮ᇱ′଴(ݎ)൧+

ଷூ

௥య
ൣ߮ ᇱ

ଵ
(ݎ) + ߮ᇱ′ଵ(ݎ)൧−

ଶூ

௥మ
߮ᇱᇱ′ଵ(ݎ) − ܫ߮ ᇱᇱᇱ′ଵ(ݎ) = 0

(4.27)

ଵ

௥ா஺
ܫܴ} ௘௘(ܧܪ− ߰ൣ{(ܩ ᇱ

଴
(ݎ) + ߰ᇱ′଴(ݎ)൧+

ଷூ

௥య
ൣ߰ ᇱ

ଵ
(ݎ) + ߰ᇱ′ଵ(ݎ)൧+

ଶூ

௥మ
߰ᇱᇱ′ଵ(ݎ)−

ܫ߰ ᇱᇱᇱ′ଵ(ݎ) = 0

(4.28)

Avec

ܧ = (݀ସ + −ߤ 1)(݀ଶ + −ߤ 1)ଶ

ܨ = ଶݎߤ) + ݀ଶ + −ߤ 1)

ܩ =(଼݀ + 2݀଺ߤ− 3݀଺− ݀ସߤଶ− 4݀ସߤ+ 3݀ସ− ݀ଶߤଶ + 2݀ଶߤ+ ݀ଶ)

ܪ = (݀ଶ− 1ଶ)
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Les conditions aux limites en =ݎ 1 :

ܫ߮ ଵ(1) = 0 (4.29)

ܫ߮ ᇱ
ଵ

(1) = 0 (4.30)

ܫ߰ ଵ(1) = 0 (4.31)

ܫ߰ ଵ′(1) = 0 (4.32)

ܫ߮ ଵ(1) − ܫ߰ ଵ(1) = 0 (4.33)

ܮൣܫ ߰ᇱ
ଵ

(1)߮ᇱ
ଵ

(1)൧+ ܯܫ ଵܿܣ[߰଴(1) − ߮଴(1)] + ܯܫ2} −ߤ) 1)}߮ଵ(1) = 0

(4.34)

ଵ′′(1)߰]ܰܣܫ − ߮′ᇱ
ଵ

(1)] + ߰ൣܰܣܫ ᇱ
ଵ

(1) − ߮ᇱ
ଵ

(1)൧+ ܫܳ ൛[߰଴′′(1) − ߮′ᇱ
଴

(1)] + [߰଴′(1) −

߮ᇱ
଴

(1)]ൟ+ ܯܫߤ2 [߰ଵ(1) − ߮ଵ(1)] = 0

(4.35)

[߮ଵ
ᇱᇱᇱ(1) − ଵ߰ߤ

ᇱᇱᇱ(1)]

=�൜−
2

ܦ
ܴ௘[߰଴(1) + ߮଴(1)] + ൬

ܦ

ܣ
ܴ௘−

1

ܦ ଵܿ൰ൣ߮ ଴
ᇱ(1) + ߰ᇱ

଴
(1)൧

+
ܣ

ܦ ଵܿൣ߮ ଴
ᇱᇱ(1) − ᇱᇱ߰ߤ

଴
(1)൧+

ܣ

ܦ ଵܿ[߮଴
ᇱᇱᇱ(1) − ଴߰ߤ

ᇱᇱᇱ(1)]

− ൣ߮ ᇱ
ଵ

(1) − ᇱ߰ߤ
ଵ

(1)൧+ [߮ଵ
ᇱᇱ(1) − ଵ߰ߤ

ᇱᇱ(1)]ൠ

(4.36)

Avec

=ܮ (݀ସߤ− ݀ସ− 2݀ଶߤ− +ߤ 2݀ଶ + −ߤ2 1)

ܯ = (݀ସ + −ߤ 1)

ܰ = −ߤ)ߤ 1)(݀− 1)ଶ(݀+ 1)ଶ

ܳ = (݀ଶߤ− 4݀ଶ− +ߤ3 4)
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On trouve :

ଵܿ =
ଵ

ଵସସ

ଵ

஺మெ య
ܯܬ9) ସܣଶ[4ܯ ln݀+ [ܳܪ − −ߤ)݀ ସ(2଼݀݀)ܪ)](1 + 9݀଺ߤ− 16݀଺ +

12݀ସߤଶ− 53݀ସߤ+ 15݀ଶߤଷ + 46݀ସ− 135݀ଶߤଶ + 280݀ଶߤ− −ଷߤ87݀ 160݀ଶ + −ଶߤ449݀

9݀ଶߤସ− +ߤ648݀ 177݀ଶߤଷ + 286݀) − +ߤ535݀ଶ)ߤ +ߤ21 575݀ଶ− ଶߤ105 + −ߤ197

163) − 208݀ଶ + 50) + −ߤ)24 ܯ(1 (2݀ଶ(݀ଶߤ− 2݀ଶ− +ߤ3 3) − ଶߤ + −ߤ3 2) ln݀]

(4.37)

L’étude asymptotique (݇→ 0) des équations d’Orr-Sommerfeld, nous a permis de

trouver explicitement la valeur de la célérité ଵܿ qui caractérise la stabilité en fonction

des nombreux paramètres du problème. Nous avons choisi de donner les

expressions analytiques de ଴ܿ et ଵܿ pour des fluides de même densité =ߩ 1.

La célérité complexe est donc donnée par :

ܿ= ଴ܿ + ݇ ଵܿ

La célérité ଴ܿ est donnée par la relation (4.24), et ଵܿ est donnée par (4.37).

4.4 Seuil de stabilité linéaire : condition critique

Le seuil de stabilité est déterminé à travers le Reynolds critique que l’on détermine

en imposant��ܿଵ = 0. On va tracer les courbes de Reynolds critique en fonction de la

stratification de la viscosité ߤ figure((4.2),(4.3)). L’échelle est logarithmique sur l’axe

présentant le Reynolds critique ܴ௖ . Il est possible aussi de présenter les courbes ܴ௖

dans le plan (݀,ߤ) (figure 4. 1 ).

4.4.1 Reynolds critique : (1>ߤ)

La figure (4.2) montre la variation du Reynolds critique en fonction de la stratification

de la viscosité pour différentes valeurs des épaisseurs des couches fluides ℎଵ tel que

ℎଵ =
ଵ

ௗ
. On s’intéresse dans cette partie au cas où le fluide pariétal est le moins

visqueux des deux fluides. On voit sur la figure (4.2) que le nombre de Reynolds

critique varie de manière importante en fonction de ߤ et ℎଵ. Au fur et à mesure que ℎଵ

diminue le nombre de Reynolds augmente. Remarquons cependant que 0.6451 <
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ℎଵ < 0.99, ce qui signifie que le fluide le plus visqueux (huile) occupe un volume plus

important que le fluide le moins visqueux (eau). En présence d’un écoulement moins

visqueux et mince l’écoulement est stable. Ce phénomène est qualifie d’effet de

couche mince par plusieurs auteurs [2,3,5,8]. Nous avons retrouvé les résultats de la

courbe asymptotique 3(a) de [8]. Cette figure montre également que l’écoulement

peut être stabilisé plus facilement dans la gamme des paramètres suivants 0.6896 <

ℎଵ < 0.9523 et 0.1 < >ߤ 0.9. Nous avons souhaité reproduire la figure 3 de Preziosi

et al [ 9 ]. On a souhaité exploré plus en détail la région comprise entre ݀ = 1.45 et

݀ = 1.5 de la figure 3 [9], on a pu voir apparaitre une singularité pour la valeur de

ℎଵ = 0.67172 correspondant à�݀ = 1.48871. On peut conclure qu’au-delà de cette

valeur il est difficile de stabiliser l’écoulement pour la configuration considérée dans

ce paragraphe.

Figure 4.1 : Dépendance du ܴ௖/√ܬ en fonction de la stratification de la viscosité
dans le cas >ߤ 1 qui correspond au fluide pariétal moins visqueux que le fluide à

cœur et du rapport des épaisseurs ℎଵ.

Log ܴ௖/ඥܬ
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4.4.2 Reynolds critique <ߤ): 1)

Dans cette partie la configuration considérée est telle que le fluide à cœur est le

moins visqueux des deux. Cette situation a été étudiée par Hickox [3], sans prendre

en considération la tension superficielle. On constate, que la variation du Reynolds

critique diffère complètement de celle de la figure (4.1). Dans cette configuration, on

voit sur la figure (4.2) que augmenter ℎଵ augmente le Reynolds critique mais pas de

façon linéaire.

Figure 4.2 : Dépendance du ܴ௖/√ܬ en fonction de la stratification de la viscosité
dans le cas <ߤ 1 qui correspond au fluide pariétal moins visqueux que le fluide à

cœur et du rapport des épaisseurs ℎଵ.

Nous avons choisi de représenté le Reynolds critique dans le plan ,ߤ) ℎଵ)sans

restriction sur le rapport des épaisseurs. Les résultats obtenus sont sous forme de

surfaces. Sur les figures (4.2) et (4.3) ,nous avons représenté le cas où le fluide

pariétal est moins visqueux >ߤ)) 1). Le cas où le fluide à cœur est moins visqueux

est représenté sur les figures (4.2) et (4.5). Ces figures montrent que moins un fluide

dans une couche mince est visqueux, plus l’écoulement est stable.

Log ܴ௖/ඥܬ
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Figure 4.3 : Reynolds critique ܴ௖ dans le plan (݀,ߤ) pour >ߤ) 1).

Figure 4.4 : A gauche : Changement d’orientation de la courbe représentée sur la

figure (4.3) de manière à observer la variation de Reynolds critique en fonction de .ߤ

A droite : Changement d’orientation de la courbe représentée sur la figure (4.3), de

manière à observer la variation de Reynolds critique en fonction de ℎଵ.
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Figure 4.5 : Reynolds critique ܴ௖ dans le plan (݀,ߤ) pour <ߤ) 1)

Figure 4.6 : A gauche : Changement d’orientation de la courbe représentée sur la

figure (4.5) de manière à observer la variation de Reynolds critique en fonction de

A.ߤ droite : Changement d’orientation de la courbe représentée sur la figure (4.5) de

manière à observer la variation de Reynolds critique en fonction de ℎଵ.

4.5 Stabilité marginale : loin du seuil

Quand l’écoulement est perturbé, on observe deux modes instables avec différents

nombre d’onde et différentes célérité ଴ܿ . Le premier mode est un mode relatif aux

grandes ondes, il est caractérisé par des nombres d’onde 0 < ݇< 1 et une célérité
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଴ܿଵ =
ௗమ(ௗమିଵ)

ௗరାఓିଵ
. Le second mode peut être qualifié d’onde courte, il est caractérisé par

des valeurs du nombre d’onde plus grandes voisines de 1 et une célérité

଴ܿଶ =
(ௗమିଵ)

ௗమାఓିଵ
. Nous avons représenté sur la figure (4.8) des courbes de stabilité

marginale correspondant à ௜ܿ= 0 . Les résultats du modèle asymptotique sont

comparés avec les résultats que donne un modèle intégrale [8]. Cette comparaison

est représentée sur la figure (4. 7 ). Le nombre de Reynolds en fonction du nombre

d’onde est donné pour le choix des paramètres suivants : =ߤ 0.05, ݀ = 1.08 et

=ܬ 2102. Pour la gamme des valeurs du nombre d’onde correspondant aux grandes

ondes les courbes du modèle et celle de notre développement asymptotique sont en

très bon accord. Cependant, on note la présence d’un second mode mis en évidence

par le développement asymptotique et qui n’apparait pas dans le modèle intégral [8].

A partir des nombres d’ondes d’ordre 1 l’hypothèse grandes ondes n’est plus vérifiée

et il faudrait prendre en considération les termes non linaire d’origine inertielle dans

les équations de Navier-Stokes présentées dans le chapitre deux. De manière

générale, les courbes de stabilité marginale varient qualitativement de manière

importante quand ߤ et ݀ varient preziosi [ 8].

Figure 4.7 : Courbe de stabilité marginale représentant le nombre de Reynolds ܴ en

fonction du nombre d’onde ݇ . Valeurs des paramètres =ߤ: =ߩ,0.05 1, ݀ =
1.08 (ℎଵ = 0.925) et =ܬ 2102.
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Figure 4.8 : Courbe de stabilité marginale représentant le nombre de Reynolds ܴ en

fonction du nombre d’onde ݇pour deux valeurs différentes de exprimantܬ l’influence

de la tension superficielle.

Valeurs des paramètres =ߤ: =ߩ,0.05 1, ݀ = 1.08 correspondant à ℎଵ = 0.925.
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Figure 4.9: Célérité complexe c୧= ω୧/k en fonction du nombre d’onde݇�pour

différentes valeur du nombre de Reynolds : J = 2102.

Valeurs des paramètres =ߤ: =ߩ,0.05 1, ݀ = 1.08 correspondant à ℎଵ = 0.925.

La figure (4.9) montre la variation de ௜ܿ=߱௜/݇ en fonction du nombre d’onde k. ω୧

défini le taux d’amplification de la perturbation. On voit sur la figure (4.9) que

lorsqu’on augmente le nombre de Reynolds le taux d’amplification diminue. Ce

résultat indique qu’on est en présence d’une instabilité capillaire. L’instabilité

capillaire est stabilisée par l’inertie, ce qui n’est pas le cas pour l’écoulement de

Poiseuille plan où l’inertie déstabilise l’interface. L’influence de la tension superficielle

sur la variation du taux d’amplifaction en fonction du nombre d’onde est observée sur

la figure (4.10). L’augmentation de la tension superficielle augmente le taux
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d’amplification et cette augmentation peut conduire à une émulsion, où un des deux

fluides se transforme en gouttes dans l’autre fluide.

Figure 4.10 : Célérité complexe c୧= ω୧/k en fonction du nombre d’onde montrant
l’influence de la tension superficielle.

Valeurs des paramètres =ߤ: =ߩ,0.05 1, ݀ = 1.08 (ℎଵ = 0.925),ܴ௘ = 2.
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Conclusion générale

Dans ce projet de fin d’études, nous nous sommes intéressées à la stabilité

linéaire de l’écoulement de deux couches de fluides de viscosités et d’épaisseurs

différentes dans un canal cylindrique ou le mouvement des fluides est généré par la

gravité et la tension superficielle. Notre objectif principal est la détermination du seuil

des instabilités et la caractérisation de la vitesse des ondes à l’interface.

L’analyse de stabilité de l’interface a été effectuée à l’aide de la méthode des petites

perturbations et cela nous a permis d’établir les équations d’Orr-Sommerfeld qui

gouvernent la stabilité de cet écoulement. La résolution de ce système a été abordée

par développement asymptotique aux grandes longueurs d’ondes. Ce

développement nous a livré des informations utiles sur l’écoulement au début de

l’instabilité .et parmi les avantages importants de cette méthode on trouve :

 On obtient une relation de dispersion analytique.

 Détermination du seuil de l’instabilité (critère d’instabilité).

 Nous montrons que les effets pertinents qui permettent de contrôler l’interface

sont la courbure et la tension superficielle .

 On a mis en évidence deux modes dont un correspond à une instabilité

capillaire.
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Résumé :

Ce mémoire est consacré à l’étude de stabilité d’écoulement de deux couches de fluides dans

une conduite cylindrique en présence de l’effet de gravité et de la tension superficielle. Les

équations gouvernant un tel mouvement sont d’un formalisme mathématique particulièrement

compliqué, en effet il s’agit d’équations aux dérivées partielles en temps et en espace et non

linéaires.vu qu’il n’existe pas un cadre générale pour ce genre de problème, des hypothèses

simplificatrices sont formulées afin d’obtenir des modélisations mathématiques abordables.

Le problème obtenu nous permis de mettre en œuvre une méthode de résolution

asymptotique des équations d’Orr-Sommerfeld et des conditions aux limites associées, ces

équations sont obtenues après la linéarisation des équations de gouvernantes qui décrivent la

dynamique de l’écoulement. En suite, il s’agira de déterminer les conditions critiques du

déclenchement des instabilités. La connaissance de ces conditions intéresse particulièrement

le secteur industriel où il est important de maitriser le déclenchement des instabilités.

Mots clés : Stabilité, Tension superficielle, condition critique

Abstract

This thesis is devoted to the study of flow stability of two fluid layers in a cylindrical pipe

in the presence of the gravity effect and the surface tension. The equations governing such a

movement are of particularly complicated mathematical formalism. They are in fact partial

differential equations in time and space and nonlinear.

Since there is no general framework for this kind of problem simplistic assumptions are

formulated to obtain affordable mathematical modeling.

The problem obtained allows us to implement a method of asymptotic resolution of the Orr-

Sommerfeld equations and associated boundary conditions. These equations are obtained after

linearization of the governing equations that describe the dynamic of flow. It will necessary to

determine the critical conditions of the triggering of the instabilities. The knowledge of these

conditions is of particular sector where it is important to control the triggering of instabilities.

Keywords: Stability, surface tension, critical conditions.

:الخلاصة

ھذه الأطروحة مكرسة لدراسة ثبات التدفق لطبقتین من السوائل في أنبوب  أسطواني في وجود الجاذبیة و التوتر 

التي تحكم مثل ھذه الحركة ھي في الواقع واحدة من المعدلات الشكلیات الریاضیة المعقدة بشكل خاص المعدلات.السطحي

لا یوجد إطار عام لھذا النوع لذالك تصاغ فرضیات مبسطة من أجل .المشتقات الجزئیة في المكان و الزمان و الغیر خطیة

-Orrصول علیھا تنفیذ طریقة الاقتراب من معادلات و     و تتیح لنا المشكلة التي تم الح.الحصول على تعادلات ریاضي 

Somerfeld و یتم الحصول على ھذه المعادلات بعد الخطیة الحاكمة التي تصف دینامیكیات ,الشروط المرتبطة بھا

ھذه الظروف  مھمة خاصة في القطاع .التدفق بعد ذلك سیكون من الضروري تحدید الظروف التي تأثر استقرار التدفق

.الصناعي حیث من المھم التحكم في إثارة عدم الاستقرار

الظروف التي تأثر استقرار التدفق,السطحيالتوتر,عدم الاستقرار:الكلمات الرئیسیة
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