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Introduction générale

La relativité et I'astronomié sont les deux sciences qui ont occupé, depuis longtemps, ’atten-
tion des scientifiques. La relativité partit avec Galilée (1564-1642 ) qui a fondé la cinématique
de point et a étudié la chute des corps. Aprés, Newton (1642-1727) était le premier & donner
une conception d’un espace et d’'un temps absolus et définir la notion de force, ce qui I’a amené
a fonder la dynamique qui a conduit Galilée a mettre son principe d’invariance qui devient
la premiére formulation du principe de relativité. Newton élabore également une théorie de la
gravitation. A la fin du dix-neuviéme siécle, Einstein (1879-1955) étend le principe de relativié
a l’ensemble des lois de la physique, cela le conduit a la théorie de la relativité restreinte qui
néccissite une refonte révolutionnaire des concepts d’espace et de temps. Une nouvelle formula-
tion de la dynamique et de la cinématique apparait, mais reformulée de maniére extrémement
compacte. Einstein a proposé une extention du principe de relativité aux referentiels accélerés,
c’est la relativité générale qui devient la base de la cosmologie.

La théorie de la relativité restreinte a commencé par Einstein en 1905, avec les deux postulats
suivents :

a ) toutes les lois de la physique sont les mémes dans tous les référentiels inertiels.

b ) la vitesse de la lumiére dans le vide est la méme dans tous les référentiels, elle est égale
ac=3x10%m/s.

Cette nouvelle théorie a permis la réconciliation entre la mécanique et I’éléctromagnetisme,
donnant naissance a la mécanique relativiste. Cette théorie est connue par la célébre relation
d’Einstein F = mc?, mais la relativité restreinte n’a fait ses preuves que pour des énergies trés
basses, comparées aux énergies déployées dans certains processus astronomiques, tels que les
rayons cosmiques, qui se caractérisent par des énergies trés élevées comparativement a celles
produites dans les accélérateurs de particules.

Pour remédier a ce probléme de désaccord entre la relativité restreinte et quelques données
expérimentales, certains physiciens théoriciens ont opté pour la révision des principes fonda-
teurs de cette théorie. On a vu naitre la relativité spéciale déformée (DSR), avec les résultats
des travaux du physicien italien Giovanni Amelino-Camelia au départ, ensuite un groupe de
physiciens mathématiciens a élaboré un formalisme mathématique qui entre dans le contexte
de la géométrie non-commutative, dans lequel les théories de la DSR s’expriment d’une maniére
cohérente. Cette théorie repose sur la déformation des équations de la relativité d’Einstein de
telle sorte qu’elles soient en accord avec le principe de Poincaré. Cette déformation engendre
de nouvelles équations non linéaires, ce qui donne le nom de relativité non linéaire.

La relativité non linéaire de Fock [1], basée sur les transformations de Fock des coordonnées,
et établie sur un rapport des fractions linéaires de Lorentz avec le méme dénominateur. Dans
le cadre de cette théorie émerge une nouvelle constante universelle, en plus de la vitesse de
la lumiére ¢, c’est la longueur R qui représente le rayon de I'univers observé. Dans un travail
récent, Bouda et Foughali ont [2| apporté des modifications & cette théorie en proposant de
nouveaux crochets de Poisson déformés dépendants d’un paramétre R qui a la dimension d’une
longueur.
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Afin de construire un premier Casimir invariant de la théorie, Bouda et Foughali ont com-
plété ’algebre construite par les crochets de Poisson des générateurs de rotations et de boosts.
Cette tache nécessite une modification du générateur des boosts N;, d'une maniére qui n’affecte
pas la loi de transformation des coordonnées et des impulsions lors d’une transformation infini-
tésimale. Cette étude algébrique a conduit & une correspondance entre I'espace de la transfor-
mation de Fock-Lorentz et ’espace de de Sitter [3]. Aprés quantification, ’algébre des crochets
de Poisson devient 1'algébre des commutateurs. En égalant le premier Casimir invariant a un
scalaire, qui désigne une masse en général, ils ont obtenu I’équation de Klein-Gordon, qui décrit
le champ scalaire libre dans l'espace-temps R-Minkowski. En substituant les générateurs dans
I’équation de Klein-Gordon par leurs opérateurs associés, ils ont abouti & une équation qui
correspond a I'équation de Klein-Gordon dans I'espace de de Sitter.

Dans un travail ultérieur, Bouda et Foughali on dérivé I’équation de Dirac dans le contexte de
'espace-temps R-Minkowski [14], en utilisant ’algébre R-Poincaré obtenue auparavant. Ils ont
démontré que cette équation est exactement I'équation de Dirac dans ’espace-temps conforme
plat de de Sitter avec un facteur de conformité bien défini. En utilisant la représentation de
Schrodinger, ils ont développé une nouvelle méthode pour la résolution de I’équation de Dirac
dans 'espace-temps R-Minkowski/de Sitter. Dans ce mémoire, nous expliciterons essentielle-
ment ce dernier travail.

Le travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre : nous allons présenter un rappel sur les relations et les résultats fonda-
mentaux de la relativité restreinte ainsi que le groupe de Poincaré. Par la suite, nous exposons
la déformation des crochets de Poisson et sa conséquence sur la loi de transforfmation des coor-
données. Ainsi, nous présentons la nouvelle formulation de la transformation des impulsions et
de I'énergie qui nous permettra 1’élaboration de la nouvelle relation de dispersion dans le cadre
de la théorie de Fock. A la fin de ce chapitre, nous allons construire le premier Casimir et nous
présentons la nouvelle équation de Klein-Gordon.

Le deuxiéme chapitre : on va définir I’équation de Dirac pour la particule libre de spin %
dans l'espace-temps R-Minkowski. Pour résourdre 1’équation de Dirac on va utiliser 'image de
Schrodinger, et on va donner la solution en fonction des fonctions de Bessel et des spineurs
harmonique sphériques.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

L’espace-temps R-Minkowski

1.1 L’espace-temps de Minkowski

L’espace-temps de Minkowski est un systéme des coordonnées de quatre dimensions, le
temps et les coordonnées spatiales sont liées par les transformation de Lorentz. L’élément de
ligne infinitésimal ds entre deux points infiniment proches est donné par la relation suivante :

ds® = Adr? = Adt? — dX?

avec dX? = dz* + dy? + dz* et dr = /1 — (v/c)2dt, on v est la vitesse de déplacement.

Le repére inertiel

Le repére d’inertie est le cadre principal de toute la géométrie et de la physique. Dans un
espace il existe une infinité de repére en translation uniforme les uns par rappont aux autres.
Les lois de la nature doivent étre covariantes lors d'un changement d’un repére inertiel & un
autre.

La transformation de Lorentz

Soit les deux repéres (R) et (R’). Le repére (R) est doté du systéme de coordonnées (t, z, y, 2)
et le repére (R') du systéme (¥, 2,1/, 2'). Le repére (R') se déplace suivant I'axe x avec une
vitesse constante v par rapport a (R). La transformation de Lorentz entre les coordonnées de
(R) et (R') et donnée par

¥ =y(x —vt)

Y=y

i (1.1)
t' =~(t — %)

1
avec y = \/@
Remarque : pour les vitesses faibles v < ¢ = 7 <1 donc v ~ 1 la transformation précédente
devient la transformation de Galillée. Nous pouvons démontrer que 1’élément invariant par la
transformation de Lorentz est la pseudo-norme c?t? — 2% — 32 — 22

On obtient la transformation de Lorentz inversse, en remplacant v par -v dans le systéme

précédent
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x = y(z' 4+ vt

/

. (1.2)
z=2z
t ="+ z2)
Transformation des impulsions et de I’énergie
On définit le quadrivecteur vitesse par
dzt ‘ ,
ve="" (& U OV, u=01,23eti=123 (13
dr \/ a2 \/ a2
c? c?
En multipiant V# par l'invariant scalaire mg, on définit le quadri-impulsion
dxt c v 0 i .
P“:mod—:(mo o )= (P",P"), wu=0,1,2,3eti=1,2,3. (1.4)
v2 v2
! T2 T2
Nous pouvons mettre m = mo——— = ymyq de telle sorte & pouvoir écrire
-5
P* = (mc, mv) = (P°, P). (1.5)
En multipliant P* par ¢ on obtient
cP" = (cP" cP) = (E,cP) (1.6)
Il s’ensuit que
(cP*)? = cP,cP" = ¢, P*P" = E* — *P? = m3c?, (1.7)

ou 1, = [1,—1,—1, —1] est la métrique de Minkowski, et E est I'énergie totale de la particule.
L’invariant E? — ¢?P? est égale a (mgc?)? dans tous les repéres inertiels. Dans le repére o
la particule est au repos, dans ce cas P = 0, on trouve la relation célébre d’Einstein

E = myc®. (1.8)
En appliquant la transformation de Lorentz pour le quadri-vecteur d’énergie-impulsion, on
obtient /
a=1E) - (3P}
Py =y{P: —v(3)}
P, =P,
P =P,

(1.9)

1.2 La transformation de Fock

Dans l'espace de Minkowski, la matrice A, qui définit une transformation de Lorentz propre
dans la direction de x, s’écrit sous la forme

v = 00

| =8 v 00
A= 0 0 10 (1.10)

0 0 0 1
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avec § = 2.
¢ . L .
Alors, une transformation de Lorentz s’écrit

" = Az#) ou 2/ = Ax. (1.11)

Depuis la théorié de la relativité restreinte, les physiciens theoriciens ont cherché la trans-
formation la plus générale entre des repéres inertiels et qui préserve le principe de la relativité
de Poincaré. Fock a étudié ce probléme et a proposé une transformation plus générale que celle
de Lorentz avec le méme dénominateur.

Soit la transformation des coordonnées

o't = (a0, 2t 2%, 2. (1.12)

D’aprés le premier postulat de la relativité restreinte, Fock a démontré que les transformations
f* doivent satisfaire les conditions suivantes [1] :

0*(afz) f")

Senger =0 (1.13)

ot a(x) est une fonction linéaire
a(z) = a(0) + az0z’ + apa' + apea® + o’ (1.14)

ot les i sont des constantes a déterminer. La relation (1.13) confirme que « f* est une fonction
linéaire des coordonnées z#. Alors la relation (1.12) devient z* = ijg; qui est appelée la
transformation de Fock, les G¥ sont des constantes & déterminer. Avec la suposition qu’a l’origine
a=1= «a(0) = 1; la transformation devient linéaire et les G* sont exactement les coefficients
de la transformation de Lorentz G% = AX.

On va déterminer les a,: dans le cas ou (R’) est en mouvement rectiligne et uniforme avec
la vitesse U par rapport a (R). Pour fixer les o, les trois axiomes suivants suffisent

Le premier axiome : pendant tout le mouvement (dans la direction 7°), le plan(y'z’)
reste parallele au plan (yz). Ainsi, si R et R’ coincident & ¢t = ¢’ = 0, ¢a implique qu’au point
Py(0,0,y', 2") correspond le point P(0,0,y,z) oty =y et 2/ = z on conclut que a;, = a, =0

s . . . — . .
Le deuxiéme axiome : dans le cas d’une inversion , 7 — =7, la loi de transformation

R — — —
reste la méme. Dans ce cas :2/ — —2/, 7 = “ret ¥ — —0ou f — —pB avec 8 = 2. Prenons
par exemple la transformation pour la coordonnée 2

!/ —Z
{_Z T 1+at(—v)20+ar (—v)(—z) (1.15)
! zZ
= 2 = el (—o—ar (—o)(@)

on remarque que o'(—v) = a'(v) = o' est une fonction paire et a*(—v) = —a”(v) = a” est
une fonction impaire.

A partir de la succession des transformation z — 2/, et son inverse 2’ — z, on trouve la
transformation identité z — z.

o
14+at(—v)z0+a®(—v)z!
14+at (v)204a® (v)z
¢ (@0—pa) ~v(z—pBx0)
Ita (’U) 1+at (v)204+a® (v)z « (’U) 14+at (v)z04a® (v)a
4 —
Traf a0 rar (o) Fa (oh (@ —Fa)—ar D @—Fa®) 2

Zz =

(1.16)

ce qui implique

1+ o' (v)2® + a®(v) + o' (v)y(2° — Bz) — a®(v)y(x — Ba°) =1 (1.17)
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Cette relation donne le systeme suivant :

t t T =0
[+ oo s s
a®(v) — a'(v)yB —a®(v)y =0
a partir de ce systeme on trouve les relations suivante :
z — 1ty ot
° ) e ) (1.19)
af(v) = ZFa"(v)

Le troisiéme axiome : la succession des transformation Ry — Rs;Ry; — Rz est égale a
Ry — R3 de type de Fock, ce qui nous conduit a [15]

T — )\
a®(v) =78 (1.20)
a'(v) = —(y = 1A
Finalement la transformation de Fock-Lorentz est donnée par le systéme suivant
0 _ (z0—p)
" = XD
. v(a:—ﬂwoo)
/ 1—/\((7—2)96 —yBz) (1.21)
Y = NG 5w)
Z =

z
T 1-M(v=1)2%—yBz)
A est une nouvelle constante universelle donnée par :

_or oo 1 (1.22)
Nnh b R

oll R est une nouvelle constante universelle.

1.3 La R-algébre de Poincaré

1.3.1 Générateurs et algébre du groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré est un groupe qui rassemble les transformations par rotation et les
transformation par translation dans I’espace de Minkowski, il est défini comme 1’ensemble des
transformations affines de R* qui laissent invariant le carré de ’élément de longueur lorentzien
ds* = ndztde”, ou n,, = [1,—1,—1,—1]. Autrement dit, le groupe de Poincaré est consti-
tué par ’ensemble des transformations de Lorentz; 2 = AZz”, plus 'ensemble de toutes les
translations spatio-temporelles; z/# = x* 4+ a*, ol a* sont les composantes d'un quadri-vecteur
constant. les transformation de Poincaré ont alors la forme

= " = Ala¥ + o (1.23)

Le groupe de Poincaré joue un role primordial dans les théories physiques; car les lois de la
physique doivent étre covariantes sous ’action de ce groupe.

Soit une fonction différentiable des coordonnées F'(z) = F(«*). La variation infinitésimale
de F(z) sous 'action d’une transformation infinitésimale de Poincaré est telle que

OF = F(2') — F(z) = (w"x,0, — a"0,)F(z) (1.24)
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Etant donnée 'antisymétrie de w*”, qui implique

1
w"z,0, = 5(@0"” —w"")z,0, (1.25)

1 vV 14
= é(w“ z,0, —w"x,0,)

- i(w””x,ﬁu —w'x,0,)

1
= Ew’“’(asl,au —2,0,)

La variation infinitésimale de F(x) est :

SF(z) = (%w’“’(xl,ﬁu —2,0,) — a"0,) F(x) (1.26)

qui peut s’exprimer en fonction des opérateurs de translation P, et de Lorentz L,
§F(z) = F(2') — F(z) = (ia"P, — %w*‘“LW)F(x) (1.27)
ou

P,=10, et L,, =i(zx,0, — x,0,) = x,P, —x,P,. (1.28)
Remarque :
Pour avoir les transfomations infinitésimales de Poincaré, on pose F(z) = z*. On poura
écrire ‘
i
dat = ' — 2* = (ia” P, — w’ Ly, )"
2

= 2" = (1+ia°P, — %w”"LJP)x“ (1.29)

Pour avoir la variation infinitésimale d’une transformation de Lorentz, il suffit de prendre a® = 0

Z’ g
dzh = —gu PLgpxt (1.30)

Relations de commutation

L’algebre de Lie du groupe de Poiancaré est ’espace vectoriel engendré par les 6 générateurs,
L,, = —L,,, du groupe de lorentz et 4 générateurs p, du groupe des translations. Un élément
du groupe de Poincaré est représenté a I'aide de I'application exponentielle comme :

U(A,a) = exp (—%w‘“’LW + ia"pu> (1.31)

avec p, = 10, et L, = i(z,0, —x,0,) = x,p, — x,p,. Les générateurs de I’algébre de Poiancaré
vérifient les relations de commutations suivantes :

[p;npu] =0
[Luuapp] = NupPv — NvpPu (1.32)
[Lyws Lool = MpupLov — MupLop + Mo Ly — Mo Lup
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1.3.2 Les nouveaux crochets de Poisson

On propose les nouveaux crochets de Poisson dans I’espace de phase comme suit :

{z' 2"} =0 (1.33)
{a,p} = —n7 =¥ (1.34)
i 0 a’
= 1.35
=g (1.3)
{r',r}=0 (1.36)
i 0 P
=—= 1.37
'’y =% (1.37)
{5} =0 (1.38)
20
{2" 0" = -1+ %, (1.39)
qu’on peut mettre sous une forme quadri-dimensionnelle
{zt, 2"} =0
{z,p"} = = + 0™t (1.40)

{p",p"} = =% (p"n™ — p"nH°)

On remarque que 'algébre des crochets de Poisson satisfait également les identités de Jacobi

{o {a¥, 2} + {2 {2, 2} + {2", {2?, 2"}} = 0 (1.41)
{p" {=", 2*}} + {o* {p", 2"} } + {a" {=, p"}} =0 (1.42)
{v", {0, 0} + {0 " 0 + (07 {0 p"}} =0 (1.43)

La relation (1.41) est évidente car {z*, 2"} = 0. La relation (1.42) est facile & démontrer parce
que tous les termes sont nuls {2, {p*, 2" }} = {2}, n — £1%2"} = 0.
Nous démontrons alors, la relation (1.43)

{p" A", 0} + {0 {07} + {07 {0 "},

= —%{p",p”n” - pfn”o} — %{pk,zl)"no” - p”n"o}l— L{p”, p*no - P}, 1

= _g{pu7pl/}7]0)\+ﬁ2{pu7p)\}nl/o_Egp)\’pu}nolf_i_}_z{p)\’pu}n,uo_E{pl/’p)\}nou_i_ﬁ{pujpu}n)@,
= —2{p" 3™ + 2o, 0 + E{0N p

= 2= ("™ = p'nOIn™ — Z (0™ = p ) — H (™ — pr O =0

L’opérateur du moment aungulaire est défini par :

S = TPy — TPy (1.44)

En utilisant les propriétés des crochets de Poisson, on trouve

{J,ul/7 .I‘)\} =M\l — NuXTy — %(xunVO - xunuﬂ)
o (1.45)
{ s P2} = NoaP — Muabw + B (20100 — T010,)
Nous pouvons vérifier que I'algébre de Lorentz reste inchangée
{J/uu J)\p} = _n,upJ)\V + anJ)\p, + nVAJ/Lp - np)\JVp- (146>
Une transformation infinitésimale d® est défini par 0P = {—%wWJ’“’,fl)}, ol wy, sont des
paramétres infinitésimaux vérifiant w,, = —w,,,. La variation infinitésimale des coordonnées et

des impulsions est donnée par [15]

S A1 . LY A
v = g (1.47)
5]7 = {_ﬁwwﬂ]“yap }
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1.3.3 La transformation des coordonnées et des Impulsions

Prenons le cas spécial ol le seul paramétre non nul est w? = —w!'® = —§®. En utilisant

les notations convenstionnelles (2%, 2!, 2%, 23) = (ct, z,y, 2) et (p°, p*, p?, p?) = (%,px,py,pz), on

déduit

ot = (—%+ %25@
dr = (—ct + % )0® (1.48)
oy = (7)o@
0z = (%)0®
0E = —(cp, + 2£)0®
Opy = — 450D
0p, = =09
En posant v = (1 — Z—;)_%, la solution du systéme (1.48) est donnée par
, A-1)
L w
1 y(xz—v
v ew (1.50)
Y =ar
2 = =
aR
et celle du systéme (1.49)
E' = ary(E — vps)
Pr = ary(pe — 5 E)
t (1.51)
P, = arpy
plz = QRP:

ou

1 VT
arp =1+ H[(y =Dt —y—].

Les equations (1.50) sont appelées la transformation de Fock des coordonnées. Lorsque R — oo,
les équations (1.50) et(1.51) se réduisent a la transformation de Lorentz des coordonnées et de
quadri-vitesse impulsion.

De (1.50) et (1.51) on peut définir les invariants de cette théorie comme suit :

I = (1 — )2, atz"
Iy = (1 = %) nwp”p

Lorsque R — oo les invariants I, et I, se réduisent aux invariants habituels de la relativité
restreinte.

Les variables canoniques

A partir de (1.52) nous déterminons les variables canonique suivantes :

Xt =(1- ﬂc_o)flxu
{Pu o %g)pﬂ (1.53)
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pour que les invariants I, et I, peuvent étre exprimés comme en relativité restreinte

I, =n,XtX"
K (1.54)
I, = n,P*P
et les crochets de Poisson entre les variables canoniques deviennent
{X*, X"} =0 (1.55)
{X‘ua PV} = N (156)
{P",P"} =0 (1.57)

On constate que les variables (X*, P*) sont canoniques et se transforment comme des vecteurs
lorentziens habituels de la relativité réstreinte, on déduit facilement I'inverse des relations du

systéme (1.53)
{x —(1— X“) Lk

b= (1 2 pn (1.58)

Le systéme(1.58) nous permet de définir I’élément de ligne ds en fonction des variables cano-
niques comme

ds? = dX° — dX2 = 2dT? — dX> (1.59)

ot I’ = X° et X est le vecteur position tri-dimensionnel dans I’espace des variables canoniques.
En utilisant la premiére équation du systeme (1.53), cette derniére relation reproduit I’ex-
pression de ’élement de ligne infinitésimal dans I'espace R-Minkowski

ds® = (1—%)4 1—6—22K1——)vi+%ir

. i ) ) .
ol v; = ddit. Le repére R(o,x,y,z) est orthonormé, ds peut étre écrit sous la forme

ds:(l_—cc_t)Z\/l—éKl—%)7+%rdt (1.61)

oit 7 est le vecteur position et v = d? est la vitesse.

En utilisant les variables canoniques, il est facile de trouver ’expression de la quadri-
impulsion dans ’espace R-Minkowski. On a

dt?, (1.60)

G
Pt = 1.62
me—- (1.62)
En remplacant X* et P* par leurs expression (1.53), on obtient
m dz* cat
= — [dt —i—R( _C_t)] (1.63)
Vi-[ -+ R
Ainsi, 'impulsion est donnée par
— m 7 07
= + 1.64
’ R{1- >] e
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et ’énergie par

m02

B (1.65)
ct 1 ct 7 cz 2
(1-%) 1_?[(1_E> +f}
quand R — oo les relations (1.64) et (1.65) se réduisent aux expressions de quadri-impulsion
en relativité resteinte.

La relation de dispersion

Pour trouver la nouvelle relation de dispersion, on doit définir le paramétre M de dimension
de masse par
M?*¢* =1, (1.66)
Nous savons que les variables canoniques se transforment comme des vecteurs Lorentziens
habituels, donc on doit définir la masse au repos m en fonction de ces variables en utilisant
I’expression qui définie la masse au repos en relativité restreinte
i L oP"
— = lim ——
m  P—0P OP
ou P =| ? |. 11 s’ensuit que la relation de dispersion de la relativité non linéaire de Fock est
donnée par

2.4
% + p?c. (1.67)
TR

Quand R — oo cette relation se réduit a celle de la relativité restreinte.

E? =

1.4 L’équation de Klein-Gordon dans l’espace-temps R-
Minkowski

1.4.1 Un Casimir Pour la R-Algébre

Nous avons vu que la transformation de Fock peut étre obtenue avec la déformation des cro-
chets de Poisson (1.40). L’algebre des crochets de Poisson déformée est une algébre des groupes
cinématiques qui s’accorde avec la symétrie de base de ’espace-temps comme ’homogénéité,
I'isotropie et I'invariance sous les boosts. Notre but est de construire un Casimir pour la R-
algébre de Poincaré, nous remarquons que [, n’est pas un Casimir. En fait, nous pouvons vérifer
que I, ne commute pas avec les générateurs du groupe R-Poincaré p° et p’. Pour construire le
premier Casimir de la R-algébre, on doit compléter les relations (1.40) avec les relations entre

les rotations pures :

1
M; = §€z‘jk<]jk (1.68)

et les boosts :

ou J,, = x,p” — x,p, est 'opérateur du moment angulaire et ¢;;;, est le tenseur antisymétrique
de Levi-Civita (€193 = 1)

Tout d’abord, on prend la combinaison possible de ces générateurs avec les pg et p;, alors le
Casimir est décrit sous la forme générale suivant [17] :

C:p“pu—l—aﬁ.]\—/[)%—ﬁﬁ.ﬁ+7ﬁ.?+0]\7.ﬁ (1.70)
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_> .
ol on a exclu M? car M;p; = €;px;pepi = 0. oo, B, v, o sont des constants a détérminer.
L’opération de symétrisation permet d’écrire

1
N; = zop; — 5(171'}?0 + poi). (1.71)

Ainsi le casimir C' est définir par :
C=p:—T7.7+ aM.M + NN + 7% (ﬁ.? + ?.ﬁ) + 0% (z\_fﬁ + ﬁ.]\?) (1.72)

Pour fixer les coefficients o § v o, on impose ’ensemble des contraintes suivantes au Casimir

C:

}g?\?}}i% (1.73)

On constate qu’il est impossible de construire un tel Casimir, si on maintient la définition des
générateurs des boosts par ]\72- = Jo; = xop; — x;po- A ce stade 14, il est essentiel de redéfinir les
générateurs des boosts N;. Cette redéfinition est tout a fait naturel, du fait que la déformation
est dans la direction py.

1.4.2 La R-algébre étendue

A.Bouda et T.Foughali ont suggéré une redéfinition du générateur N; come suit [14] :
1 v
N; = xop; — x;po — ﬁnlwx "’ P; (1.74)
Aprés la déformation des crochets de Poisson fondamentaux , on va construire la R-algébre

par les crochets de Poisson qui font intervenir les générateurs des rotations et les nouveaux
générateurs des boosts donnés par (1.74). Aprés calculs, on obtient [18] :

N.

Nispo} = —pi+ 55 (1.75)
{Ni, pi} = mijpo — %GijkMk (1.76)
{Mi,po} =0 (1.77)

{M;, p;} = €ijipn (1.78)
{M;, M;} = €M, (1.79)
{M;, N;} = €Nk (1.80)

{Ni, N} = —€iju M (1.81)
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1.4.3 La quantification
Les variables classiques deviennent des opérateurs
T,p = T,p

et les crochets de Poiasson deviennent des commutateurs

(3= =[]

Le générateur N; définit par la relation (1.74) devient 'opérateur quantique

_ 1 1 1 /~ ~
N; = &b — 5 (@b + o) — 5B + 1 (X7 + HiX?) 1.82
Zop 2(950]90 + Poli) SR P +4R pi+p (1.82)

Dans I'espace R-Minkowski, les crochets de Poisson fondamentaux prennent les formes suivates :

7,3 =0 (1.83)
[2°,p] =0 (1.84)
[p'.7’] =0 (1.85)
P~
7, = —ink 1.86
7' 7’] = —ih (1.86)
&, 7] = —ify (1.87)
350 = in (1.89)
’ R
(2%, = —ih (1 - r (1.89)
’ R
et la R-algebre de Poincaré devient :
[M;, ;| = iheijpr (1.91)
Iy g o N
~ . . th
[Ni, D3] = ihmiipo — — €iji M, (1.96)

R
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1.4.4 Le Casimir
Un Casimir est un opérateur scalaire,

C =p?— ??+aMM+/3ﬁﬁ+7 (ﬁ?+?ﬁ)+a (Mﬁ ﬁM)

nous pouvons définir un nouveau Casimir pour notre model a partir de I’ensemble des commu-

tateurs (1.83)- (1 96) Ona:
[C.Po] = [P0 — Pibis + aM;M; + BN;N; + L (Nips + DiN;) + & (M;N; + N;M;) , b

B 1 1
_ 2mp}? +8 [(—m@ + mENZ) N, + N, (—m@ + m}—%N,»)]

o1 . D N o1 . Di
[(—zhpl + thNz> pi + N; (—th) + pi (—zhpl + thNz> + (—th) N,}

1 |
+2 [Mi (-m@ + ih—Ni) + (mﬁ + ihﬁNi) MZ}

+

DO |2

2 R

- 2@7#% — ihyBiPs + ihB [2N;N; — (BNi + Nipi)] + ihi— [M;N; + N; M|

2R

Maintenant en imposant que [C, pp] = 0, nous montrons que :

f=0
o=0 (1.97)
T=4%

Pour fixer a on calcule le commutateur [C, p;]. Avec l'utilisation des valeurs § , v , o données
par (1,97), on trouve :

1 PO R
— (N;pi + pilN;) , D;

C.p;] = 1552 — piDi + aM; M; + I

e . - 1 e -
= [Do, Dj] Do + Do [Po, ;] + o ([M;, p;] M; + M, [M;, p;]) + = ([Ni, p;] i + i [N, Dj])

= m#m+ﬂy+aiheijk (ﬁkMz + Mzﬁkz)_‘_% [( Zh(sszo Ezgk:Mk) Di + pz ( 27:65@]]70 Ez]kMk)}

ih
5 Cijk [Mkpz + psz]

= aiheji [P M; + Mipr] — 2

. N N ih N ~
= aihej [prM; + Mipr] — ﬁekji (DK M; + M;pi]

= iheg <Oé + %) (DK M; + M;py]

Avec la contrainte [C,p;] = 0 on déduit que a = 23
La forme finale du casimir C' est donnée par :

C=p?—pp — %M’Ml + }% (N'p'+p'NY) . (1.98)

Quand R — oo, le Casimir C se réduit au premier Casimir du groupe de Poincaré pour la

relativité restreinte

C=p—pp.
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1.4.5 L’équation de Klein-Gordin

A partir du Casimir (1.98), nous pouvons construir I’équation de Klein-Gordon qui décrit
une particule scalaire libre dans ’espace R-Minkowski.

Comme C est un scalaire, alors nous pouvons I’égaler a une constante qui peut étre la masse
au repos de la particule. L’équation de Klein-Gordon dans I'espace-temps R-Minkowski est alors

donnée par :
Cvp = m?*c*y (1.99)

ou ¥ est la fonction d’onde décrivant la particule scalaire.
En utilisant I'expression du Casimir donnée par (1.98), 'equation de Klein Gordon devient :

B =P = MM+ (NP + PNY) | o = m*cy (1.100)
1.4.6 Une Représentation pour la R-algébre de Poincaré

Nous pouvons vérifier qu'une représentation pour l’algébre (1.40) peut étre donnée par les
opérateur T et p* suivants,

TH = gt
1 0 ih 0 0
~) __ (0] P 7} _ " 0 )
p’ = ih(0 ik ) Zh_@xo R( 50 + 8:61)
. A ) —
p' = ihd' = —ih— = —ihV"
ox?
Ainsi, I'équation de Klein-Gordon dans lespace-temps R-Minkowski (1.100) devient
0 2 0 2 2
¥ 5, 0 —% 2 ¥ 0  mcc
_ - ‘-2 - 1.101

En utilisuant, I’expression générale de ’équation de Klein-Gordon dans un espace courbe donné
par sa métrique g = g,
0, (ge e + T — o (1.102)
/_| g H gg v h2 .

L’équation (1.101) est exactement 1’équation de Klein-Gordon dans ’espace-temps de de Sitter
donné par sa metrique conforme

dz®® — dx? (1.103)

ds* = ————|
(157
Ce résultat prouve qu’ il existe une correspondance entre ’espace-temps R-Minkowski et ’espace-

temps de de Sitter.
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Chapitre 2

L’équation de Dirac dans ’espace-temps
R-Minkowski

Dans ce chapitre, on examine I’équation de Dirac libre dans I’espace-temps R-Minkowski.
Nous visons aussi d’explorer davantage la correspondence, déja établie dans [3], entre 'espace-
temps de de Sitter et ’espace-temps R-Minkowski.

On a déja les générateurs de rotations pure

1
M; = Eeijkt]jk (2-1)

et le boost

Ni = JOi

ou J, = x,p—xp, est le générateur du moment cinétique |7]. Nous avons proposé une expression
modifiée des générateurs de boost

1 14
Ni = JOZ' — ﬁnﬂyﬂf‘ul’ Pi, (22)
qui permet d’otenir le premier Casimir
2 i g in Lo i g
C=p;—0p'p +}—%(Np+pN)—§MM (2.3)

2.1 L’équation de Dirac dans ’espaces-temps R-Minkowski

Pour construire 1’équation de Dirac dans l'espace-temps R-Minkowski , on impose que le
carré de l'opérateur de Dirac reproduit en partie I'opérateur de Klein-Gordon donné par le
Casimir d’expression (2.3). En tentant compte des comutateurs

[zt 2"] =0,

. v 1 v
[xﬂ’plf] - —Zh(ﬁu - ET]O x#)’

v Zh nu v
[P, p") = = 0" = ™).
Nous pouvons montrer que :
MM = akelmyiphalpm — (2(P)HZ. P2 +ih @ (2.4)

23
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. 1 1
Nipi = a(F)— T T - 7.? S ER@P e @@ @)
o 1 .
PNt =27 -7 PP’ — —? 7 - ?)2 + ﬁ(7)2( 7)? + 3ihpg (2.6)

En remplacant les expressions ci—dessus dans (2.3), on obtient

o:pa—(l—“f—) FP -2+ @GR T e

R
il est intéressant de noter qu’en utilisant cette derniére expression et la fait que
0 0
0. z i 0 z
1——=)pi+ 1—— ) pipo=0 2.8
vvpo( R)p 7y ( R)ppo (2.8)
et i~ 0 0 0~
Y N 27
7 Pt + T tTpsp 7P (2.9)

nous pouvons montrer que :

22 70! 9hy
0 ' 0 370
— |A0 1_x_ iy 4 i 4
{’YPO—F( 7 ’Yprl'Rﬂ?pH'ZzR + mc
0 ' 0 A0
><|:’70p0+<1—%) vlpﬂr%:c’pﬂri?)z; —mc}

7% et ¥* sont des matrice de Dirac.
L’équation (2.10) suggére d’écrire ’équation de Dirac dans I’espace-temps R-Minkowski sous
la forme suivante

R R 2R

En effet, les deux derniers termes de (2.10) qui font que le carré de l'operateur de Dirac est
différent de I'opérateur de Klein-Gordon sont la manifestation du spin % pour la particule de
Dirac. Pour plus de détails, la présence de ces deux termes supplémentaires est justifiée a
Iannexe A.1. Généralement, dans I’espace courbe la solution de ’équation de Dirac n’est pas
une solution de I’équation de Klein-Gordon.

Utilisons, maintenant, la représentation des opérateurs &, py, p’, trouvée pour la R-algébre
de Poincaré

o\ 0 3740
{VOPO + (1 — x—> v'pi + lxzpi +1 v mc} v =0 (2.11)

= at, (2.12)
P — i@ — %x“@u) _ m% _ %@0% o aii>’ (2.13)
Pl =ihd" =i aii = —ih% — —ihV. (2.14)
on obtient,
(7°po + (1 — %})’Yipz’ + %}%i}?i + i??;o —mc)i
=(7"(i0y — %(moﬁg +2'9;)) +i(1 — %)) 9, + zl;x 0; + zz—? — mc/h)Y
=(i(1 - x—;)wao +4(1 — %)) '0; + ZZ—Z: — mc/h) = 0. (2.15)
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Cette derniére équation est I’équation de Dirac dans ’espace de de Sitter donnée par sa métrique
conforme plate avec un facteur de conformité a(t) = (1 — ‘”—g)_l = (1 —wt)™" (posons w = £).

2.2 Image de Schrodinger de ’équation de Dirac

Nous utilisons I'image de Schrodinger développée dans [8] pour résourdre 1'équation (2.15),
et pour donner une solution exacte de ’équation de Dirac dans le R-Minkowski .

La représentation de Schrodinger (SP) dans un espace courbe de I’équation de Dirac est la
représentation ou la partie cinétique de 1’équation de Dirac libre prend la forme standard que
la partie cinétique de I’équation de Dirac en relativité restreinte 4% py + % p; , et l'interaction
avec le champ gravitationel est séparé dans un terme approprié. Cotaescu a démontré que la
transformation ¢ (z) — ¥s(z) = W(x)y(z) menant a la SP dans 'espace de de Sitter est
produite par I'opérateur des dilatations dépendant du temps

(@) = Ps(x) = W(z)y(z)

A partir de I'image de Schrodinger on a

W(x) = exp [—ln (a(t)) (?3)] (2.16)

Wi(z)' = a3(t)W(z)™" (2.17)
et les propriétés suivantes
W(a)F@)W(z) " = F <$x> W (@)W ()" = Glat) T) (2.18)
F et GG sont des fonctions arbitraires
Posons a = ¢! = (1 — 2)~! dans (2.16),
W(x) = eap {%m(g)(??)} (2.19)

et

W (@) G(PYW ()" = G(a(t) P) (2.20)

En utilisant le fait que py commute avec ?7 et [po,&] = % nous avons
W (2)poW ()" = W (x) [po, W (2) '] + po (2.21)
oW (z)~!
= W) 0. 6] D
I
=Po R

En remplacant dans (2.11) ¥(z) par W14 () et en multipliant & gauche la méme équation par
W, nous obtenons dans I'image de Schrodinger I’équation de Dirac libre dans ’espace-temps
R-Minkowski

: ~° 37"
[70170 +9'pi — 257? + Zﬁ - mc} s =0 (2.22)

ou les relations (2.20) et (2.21) ont été utilisées. Avec la représentation donnée dans (2.13) et
(2.14), la forme différentielle de cette derniere équation est

0 i
0 o z'0; 3 i MmC B
{w ((1 R)80+ 7 +—2R) + v 0; —h}@DS—O (2.23)
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2.3 Solution de I’équation de Dirac libre dans 1’espace-
temps R-Minkowski

Définissons le bispineur 1; par

b= < ;Iz ) (2.24)

ou ® et x sont deux spineur a déterminer.
T

Faisons la substitution v, = (1 — % )24 dans équation (2.23) pour obtenir :

R
0 i
. 0 x x'0; " me| -~
1—— 0——|v=0 2.25
i ((1-F)a+ ) +iva- 5] 0 (2.25)
On pose ¢ = h = 1, et en multipliant a gauche de (2.25) par 7°, on obtient
0 i _
{i (1 — %) Qo + i (o/ + %) 0; — yom] ¥ = 0. (2.26)
En posant & = (1 — %), cette derniére équation devient

€0 — (R’ + 2")0; — ir°Rm] 4 = 0 (2.27)

En utilisant la réprésentation standard des matrices v* de Dirac , I’équation (2.27) conduit aux
équations suivantes :

(£0e — 2'0; — iRm) ® — Ro'9;x =0 (2.28)
(£0¢ — 2'0; + iRm) x — Ro'0;® = 0 (2.29)
Multiplions & gauche (2.29) par Ro'0;
On obtient
{(585 —1—2'0; + iRm) (£0¢ — 279; — iRm) — R°V*|® =0
= {5282 + £0F — €200 — iRm&DE — 0% + 2'0; + iRm
— £2'0,0¢ + 2'0; + 2'270,0; + iR T; + i Rm&T — iRmT’0; + R*m® — RQVQ} ® = 0.
Finalement, on aboutit a ’équation suivante pour ®
(5283 — 262'0;0¢ + 22°0; + 2’27 0,0; — R*V? +iRm + R2m2> d =0 (2.31)
qu’on peut mettre sous la forme
((fa6 —2'0;)* — (£0: — 2'0;) — R*V? +iRm + R2m2> d =0. (2.32)

Dans le systéme des coordonnées sphériques (r,0,1), V? est défini par

—
1 19 (,0\ L2
2 2 2 2
V= Vit Ve = 3y (7“ _6r> - (2.33)
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%
avec L = 7 x ? est le générateur des moments

_>
L?= —V?M)
donc 5 5 52
- 1 1
I 2 — _
T sinf o0 (Sm f ae) sinZ § 092

Sachant que z'0; = rd,, 'équation (2.32) devient

2 R (20, Ry 2
(60c = 10:)" = (€0¢ —10,) = - |5 ) + 5 L+ iRm + Rm?*| @ =0 (2.34)

Cette équation est séparable, on peut considérer le schéma de séparation suivant
O =U(&1)00,9) (2.35)
Ce qui conduit au systéme suivant
72
L=Q(0,9) — XQ2(0,9) =0 (2.36)

Ou A est une constante de séparation. En remplagant (2.35) dans (2.34), on obtient la partie
radiale sous la forme :

R%* 0

(€0 = 10,)" = (€0 — 10,) — oy ( g) +iRm + R*m?* + R;)\ UE,r)=0  (2.37)

La solution (2.36) est réalisée pour A = (Il 4+ 1) a 'aide des spineurs harmoniques sphériques,
qui sont définis par les relations (A.10) et (A.11). EN faisant le changement des variables n = &r
et & = ( tel que

0 (9 9 nd 0 0 0 0
g _, 242 19,9 g _Z_ <2 9.
5 "anTac contac Y ey Can (2.38)
ce qui 1mphque que &0 — 10, = (0.
190,,0 1.0 n*0 0”2 290

d’autre part

For o) = m o oy = ot yan)

et en les remplagant dans (2.37), cette derniére prendra la forme suivante :

@+ v+ R U = (o + 2 - ey a0

R2(? on? ~ non

Ainsi, si nous définissons U;(¢,n) = V(¢)Z;(n), nous pouvons obtenir le systéme suivant :

{(4232 + R22C2 + iRm + R*m?) V(() = 0 (2.40)

(n o 2 — (1 + )) Zi(n) =0

ol t? est une constante de séparation. La premiére relation de (2.40) posséde une solution qu’on
peut exprimer a l'aide de la fonction de Hankel de premier type [10],[11]

V(¢) = G Hy—(RKCQ), (2.41)
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par contre les solutions de la deuxiéme relation (2.40) sont des fonctions de Bessel sphériques
et la seule solution qui existe pour | ¢ |> 0 est :

Z(&, 1) = Njj'(tre) (2.42)
ot N, est une constante de normalisation. Ainsi, la solution physique de (2.37) est
UL(&,7) = Nig? H, - (Re€)j'(tr€) (243)

Pour le deuxiéme spineur x, on pose t = p et X = pré et en utilisant la propriété suivante :

A {df ()  1+k f(r)} (TR, (2.44)

dr T
ou
(2.45)

k=4(+=
U lpourj:l—%

1)_{—(l—|—1)p0urj:l+%
5) =

avec (°.7)Q5,, = —Q;F. On a alors

Ro'9;® = N;Ro'd; [j:(X)2,,,(0,9)] €2 H,_(Rpe) (2.46)

dr
= —N,Rp&2 H,_(Rp€)ji- (X)L,

= i { [0 Lk 0] (.m0, b et e

avec [~ = 27 — [. En utilisant les propriétés des fonctions de Bessel d’ordre entier

it ) éjm o)

Gt ) — i) = . Lito)

j=(=1)'5
avec 'utilisation de (2.46) et du fait que z'9; = rd,, 'équation (2.29) donne

(€0 — 10, +iRm) x = —NiRp¢2 H, (Rp¢)ji- (X)2, (2.47)
On pose Yy =& %X, la derniére équation prendera la forme suivante :
) 1\ . , _
(606 =0+ iR+ 1) & = ~Nip6) Ry (X)0,, (2.48)
En posant Z = Rp¢ on arrive a ’équation suivane :

1\ _ . _
<Zaz —rd, +iRm + §> X = —NZZH%_iRm(Rpg)Hl,_(Rpf)jl—(X)Q;m (2.49)

Comme X = pr¢ , il est facile de vérifier que (€9; — rd,) j'(X) = 0, il en résulte par utilisation
de la relation de récurrence pour les fonctions de Bessel

ZaZ@u(Z) + Vpl/<Z) = Zpufl(Z) (25())
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et les propriétés des fonctions de premier type de Hankel

HY(Z) = exp(inv)H"(Z) (251)
HP(Z) = exp(—imv)HS(Z) '
que la solution pour le spineur y peut étre obtenue comme
X = —Nyexp(—imv) HV (Rpg) - (pré) <, (2.52)

avec v, = % + ¢Rm. Ainsi, la solution pour 'équation de Dirac réduite (2.25) peut s’écrire
comme

b= Nigh exp(—ng)< XD R 0 (RpE)s (€)% 0. ) (2.53)

exp(—%Rm)H&) (Rp€)ji- (pré)<Y,,,(6,0)

Enfin, on peut écrire la solution de I’équation de Dirac (2.23) comme suit

e NP e (T exp(§ Rm) HY (Rpg) ;i (pré) S, ., (0, )
b m S N el i ( xp(= §Rm) LD (Bp- (o) 0.) ) 2
Normalisation

La constante de normalisation N; est déterminée par la condition
/ BVl (2)¥(z) = 1, d*x = r?drdQ.
b

ol on intégre sur I’hypersurface de genre espace "spacelike" & temps constant 3.
Les spineurs harmoniques sphériques sont normalisés par la condition

/(Q*>§/’,m’9§,md9 = 05/ O O (2.55)

et la condition de normalisation standard des fonctions de Bessel sphériques est

/ r2y (k) (') dr = %5@ — K)o, (2.56)
0

avec k = p¢ et en appliquant la propriété d(az) = ﬁéx, on obtient

/0 P2y (pEr)jn (pE'r)dr = ——b(p — ') (2.57)

T
——0
2p2¢3
Il s’ensuit

|2

Iy e M 7™ (H,,, ) (RpS) H,, (Rp€) + ™ (H,_)"(Rp€)H, _(Rp¢)] =1 (2.58)

2p2¢3

En utilisant, maintenant, les propriétes suivantes des fonctions de Hankel

) 1
(2 =Hy,  ve=g+hk, (2.59)

4

+rk 7l 2 Frk rrl 2 _
e HV:F(z)HVi(z) +e Hyi(z)HV:F(z) = (2.60)
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I'équation (2.58) devient

(NI

1

1
R2p2 e, (2.61)

2

€ . rm 4
‘Nl‘22—pQ€ R ng:li’]\fll:

Finalement la fonction d’onde normalisée est donnée par

g Bt o (N, (BpOG(pr) Y., (0. 0)
©T 2 e RmH, (Rp)ji(pre) 2, (0, ¢).

S22\ 2 \de 2 H, (Rp€)ji(pré)$d . (0, ). '
En utilisant maintenant ’'opérateur inverse W1, on obtient I’équation d’onde normalisée dans
I'image naturelle

(2.62)

or

e3P H,_(Rp)ju(pr)St, (6, ) ) (2.64)

ety P TR L
Ynp =Wl =34/ 508 (iengHu+ (Rp€)i(pr) . (0, ¢)

A la limite R — oo, cette solution tend & la solution de léquation de Dirac libre dans I'espace
de Minkowski en coordonnées sphériques.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons exposé la théorie de la relativité non linéaire, en utilisant
des méthodes analogues a celles développées dans le cadre des algébres déformées et de la
géométrie non commutative. Un travail récent réalisé par A.Bouda et T.Foughali, a permis de
reproduire la transformation de Fock des coordonnées avec un parameétre R invariant qui a la
dimension d’une longueur, qu’on a identifié au rayon de 'univers. Contrairement a la DSR,
cette transformation ne dépend, ni de I’énergie, ni de I'impulsion de la particule. Cette nouvelle
approche de la relativité non linéaire de Fock, est basée sur la déformation des crochets de
Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et aux moments conjugués (z*; p*). Nous avons
trouvé des invariants I, et I, qui ont permis de construire des variables canoniques (X, P,)
qui se transforment comme des vecteurs Lorentziens, ce qui nous a permis d’établir la relation
de dispersion dans le cadre de la relativité non linéaire de Fock.

La seconde étape consiste & construire des théories des champs ot les équations de mouve-
ment restent covariantes par rapport a la transformation non linéaire de Fock-Lorentz. Pour
cela nous avons effectué un travail algébrique afin de construire le premier Casimir de cette
théorie comme une combinaison de tous les scalaires possibles formé par tous les générateurs.
La construction d’un tel Casimir a été rendue possible grace a une redéfinition appropriée des
générateurs de boosts.

Ensuite, nous avons procédé a une quantification afin de transformer I’algébre des crochets
de Poisson a l'algébre des commutateurs, et qui nous a permis d’obtenir I’équation de Klein-
Gordon. La version différentielle de cette derniére équation a mis en évidence la correspondance
entre 'espace R-Minkowski et ’espace de de Sitter et a confirmé la suggestion que la nouvelle
constante universelle R, qui figure dans la transformation de Fock, représente réellement le
rayon de I'univers

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons construit I’équation libre de Dirac dans ’espace-
temps R-Minkowski. Aprés avoir utilisé une certaine réalisation de 1’algébre R-Poincaré, il se
retourna sur que 1’équation obtenue est exactement 1’équation de Dirac dans l’espace-temps
conforme de Sitter.

Nous avons présenté la méthode de construction de I’équation de Dirac libre dans I'espace-
temps R-Minkowski, proposée par Foughali-Bouda. En utilisant une réalisation de 1’algebre
R-Poincaré trouvée auparavant, il s’est avéré que I’équation obtenue est exactement 1’équation
de Dirac dans l'espace conforme plat de de Sitter. Ce résultat est une autre preuve de la
correspondance entre ’espace-temps R-Minkowski et I’espace-temps de de Sitter. Il s’ensuit que
la physique de I'algébre R-Poincaré est la méme que dans la relativité de de Sitter. Nous avons
également présenté une nouvelle méthode pour résourdre 'équation de Dirac dans 'espace-
temps R-Minkowski.
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Annexe A

Annexe

A.1 Carré de ’équation de Dirac dans un espace courbe

Dans un espace-temps courbe, ’équation de Dirac est donnée par [13|

, mc
(7D = 5°) () = 0 (A1)
ou D, est la dérivé covariante de spineur
Du@/J = (&t + Q“)@/) (A‘Q)
et ) ]
-t al a
0(z) = 5 Wannl@)o® = SWa(2) [1°,7]

14

an = e (8,&2 + e,;‘F(”w)

Sont respectivement les coefficients de Fock-Ivanenko et la connexion de spin, I'y, sont des
symboles de Christoffel. Il en résulte que le carré de I’équation de Dirac est égale a

(m“DM n @) <z’7"D# _ @) =0, (A.3)
h h
qui peut s’écrire aussi sous la forme
1 mc\ 2
{gm/D#Dy - §UWKW + (?> } Y =0, (A.4)
ou ]
K, = 3 (D,D,—D,D,) = 0,8, — 9,8, + [, Q]

est la courbure de spin. L’équation (A.4) est l'extension générale de l'équation de Pauli-
Schodinger qui décrit les particules de spin % dans un environnement gravitationnel

9" DDy = (90,0, — ¢"Th0) ¥ + g [(D"Q,) + 20,8, v (A5)

= Urat + ¢ [(Dufh) + 2Q,0,] ¢

Dans notre cas, I'espace R-Minkowski correspond a ’espace-temps de de Sitter donné par la
métrique
1 1
ds? = ———— [(d2°)* — d(T)?] = - [(da°)* — d(T)?]
-5y ¢
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dans la carte ot x € |—00,0]; le champ tétrade est donné par e/ = £0* et la connexion de spin
est donnée par Wy, = (Rf ) 700 — 1,005]- La dérivée covariante

Dy, =09, + 4R577,m 7,7

est le calcule donne pour la somme des termes des coefficients 2 de Fock-Ivanenko

1 3
g;w [(DMQV) + 291/81/} = gwj [(a/J«QV) - FZ}/QU + QMQV + 291/8#} = _E£7 ,.yza - @ (A6)

en outre, on a

1 ., R
—EO"“ KIW = Z (A7>
ou R est un scalaire de Ricci. Dans 'espace de Sitter, on a & =
En tenant compte des équations (A.5) (A.6) et (A.7) la relation (A.4) peut sécrire comme

suit :

1. o 9 meNZ |
DKG—}—%fVVaz‘i‘ZL—RQ*—(?)]?ﬂ—O (A.8)

en comparant avec (2.10), il est clair que les termes supplémentaires dans le carrée de 'opéra-
teurs de Dirac par rapport a celui de Klein-Gordon sont établis.

A.2 Spineurs harmoniques sphériques

Considérons un systéme physique constitué de deux parties. Supposons que la premiére
partie est décrite par les harmoniques sphériques Y},,, fonctions propres du moment orbital L,
et la deuxiéme partie par les spineurs de base ¢(S3), vecteurs propres du spin S = % Alors la
fonction d’onde du systéme total est donnée par I’expression suivante :

| 1
lem =<7, m | lam ) 57 SS > Yzm(e,ﬁ)(ﬁ(Sg) (Ag)

En considérant que le couplage spin-orbital (interaction entre le spin de la particule et son mo-
ment orbital) est négligeable, alors conformément au modéle vectoriel d’addition des moments
cinétiques, le moment cinétique total est j = l—|— = . Dans ce cas , en remplagant dans (A.9) les

coefcients < j,m | [, m/, 2, S5 >, les fonctions d’ onde d’un tel systeme s’expriment comme suit :

Jjt+m Y,
. 2j SO— lm—f
Ytim = Ly (A.10)
2j =3 bLmts
Jj— m+1
.7_§7l7m ]+m+1 ’

2542 QO——Y} m—O—2

ea=(0) (A12)

oy = ( ! ) (A.13)

ot les spineurs
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décrivent la particule dans les états, de spin —|— et — , respectivement. Ce sont des vecteurs
propres des matrices de Pauli, reliés au spin de la partlcule par la relation

. ’% (A.14)

De plus, les fonctions décrivant une particule de moment orbital 1 sont les harmoniques sphé-
rique. Ils sont définis, dans notre cas, par :

Vi (0, 9) = (—1)””2""#\/(% D= |m ) (A.15)

dr(l+ | m|)!

En tenant compte de (A.12; A.13) et (A.15), les spineurs sphériques pour les deux valeurs de
moment cinétique total j = j:% s’expriment sous la forme :

mmy,

2 (A.16)

1 =
]+§7lzm ']_mY
25 " Lm+g

o j—m—l—ly
B 2j+2 tlm—3
Qj_l717m = - (Al?)
2 ]+m+1Y L
2j+2 ~lm+3

Q

Ces spineurs sphérique sont normalisés par la condition [19]

™ 27
/ sin 06 / A0, 0 (0.0) 10 = 85560 10,m (A.18)
0 0

A.3 Fonctions de Bessel

Ces fonction apparaissent dans la physique (electromagnétisme et mécanique quantique)

Les fonctions de Bessel cylindriques

les fonctions de Bessel cylindriques y vérifient I’équation différentielle
22y +xy + (22 = Ny =0 (A.19)

oll A est réel, on cherche une solution sous forme de séries

oo
y = Z ap
k=0

tel que les dérivées sont donneés par

& |

y f: k?—f—(){ k+a—1
k:

”:d—ykz (k4 a)(k 4+ a — 1)aza* o2
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on remplace y, ¢, y” dans (A.19) et on déduit :
[(k+a)” = N ap +aro=0 (A.20)

sik<0=a,=0
sik=0ona (a®> = X)ay+a_o=0
hypothése :
a_s=0etay=0
on remarque que : a? — \? =0

Sa=+loua=-Asia=+X—>y=> 7 apz" =237 ayexp”
( Solution réguliére a lorigine )
st =—-AN—>y=> o apx" =273 arexp” ( Solution irréguliére a lorigine )

sta=A>0—y=> 1 apz"™ =237 ayexph
on remplace « par A dans (A.20) et on déduit :

(K* + 2kX) a, + ap—o =0 (A.21)

on remarque k est entier donc touts les coeffecients a_j sont nuls , apreés les calcules on trouve

Qo

= (=1)* A.22
a = () S e A 2V (A.22)
et ag est donnée par :
1
S A23
T ST+ 1) (A.23)
La fonction de Bessel réguliére sera notée Jy(z) tel que
o~ (ZD(5) + 2k
a(z) = 2 A.24
(@) ; KT+ k+ 1) (A.24)
avec la fonction Gamma définie par
+oo
['(2) :/ exp ' t*tdt. (A.25)
0

Quand A est entier, A = n, nous pouvons définir la fonction de Bessel & indice entier par

SIS

Jo(x) = —_— A.26
(z) kzzoo Kl(m + k)] (4.26)
Fonction génératrice
soit la fonction : .
G(z,t) = exps(t—1) = Z Jt" (A.27)
mais
ox %(t_l) o zt —
p ) =exp? .exp

_y LY g L ey
SR\ 2) ph\ 2t
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on pose n=Kk-p

(k,p) = (n,p)
on utilise le dévloppement de Tayler
e’ = —
n!
n=0

alors I’équation (A.27) devient

S S

Gz, t)= ) Z(Wr—;)!ﬂ (A.28)

+oo
= > Ju(a)t"
G(z,t) = f I (x)t" (A.29)

I'équation (A.29) est appellée la fonction génératrice des J,(x)
G(z,t) = .. J o(2)t* + J_1(2)t' + Jo(2)t° + Jy(2)t' + Jo(x)t>...

la fonction génératrice présente beaucoup de proprietés de J,(z)

D (=) (=) =Y Ju(w)(@)"
on peut ecrire
+o0 +o00
D (=) (1)) =D @) (®)"

par identification on déduit (—1)"J,(—z) = J,,(z) et (=1)**J,(—2z) = (—=1)"J,(z)
quand : (—=1)?" =1

exemple :

Ji(—z) = (=1)*Jn(x) = Ja(x)
Jr(—x) = (=1)"Jn(2) = —J7 ()

on remarque que les fonctiions d’indice pair sont paires et les fonctions d’indice impair sont
impaires .
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Fonction de Bessel sphérique

Lorsque A n’est pas entier, les solutions y(x) de ’équation (A.19) sont données par :

y(r) = C1J\(x) + CoJ_(x) (A.30)
o PN i (=1)J N 2
Iilz) = (E) ]ZO JTG+A+1) (5) (A.31)

en posant y(z) = 22 Z(x), et A =1 + 1 ; on obtient I'équation
2?2 42w + [2* - 1(1+1)] Z=0 (A.32)

la solution générale (A.32) déduite de celle de (A.19) est donnée par

Z(x) = Cuj(w) + Comi(w) (A.33)
i@) = (55)" s (@)
et

™

m) = (1) (2) Ly )

Les fonctions j;(x) et n;(x) sont appelées fonction de Bessel sphérique et fonction de Neumann
sphérique respectivement. les facteurs additionnels sont introduits pour simplifier les formules
ultérieures, Le wronkien de ces solutions est

/

Ji@)n(x) = () (x) = 272

Les fonctions j;(z) et n;(z) ont la particularité parmi les fonctions de Bessel d’étre des fonctions

élémentaires données par
1 d\! s
i) = (1) (14) (A34)

z dx T
1d\'cosz
ny(z) = (=1)'a! <E%) . (A.35)

pour [ = 0, on déduit que
sin

Jo(w) = .

COs X

no(x) =

pour [ = 1, on trouve que

. sinx  cosx
Ji(x) =

2 T

cosx sinzx
ny(r) =

2 z

pour x = 0 on a :
. 2!
% _—
) =

ny(x) — (20 + D=1
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ou m!! = m[(m — 2)!1] et 0!l = 1, on déduit les comportement asymptotiques
1 1
i(z) = —sin(z — =1
Ji(x) , sin(x 5 )

1 1
n(z) — . cos(x — §l7r)

qui sont trés importants pour la théorie des collisions.

A.4 Les crochet de Poisson

Les crochets de poisson sont des expressions mathématiques introduites initialement dans
le cadre de la mécanique analytique. Ils ont une grande importance dans divers domaines de la
physique mathématique. Ils sont par exemple indispensables dans 1’étude de I'intégrabilité des
systémes classiques et dans la quantification canonique. On peut générer le groupe de Poincaré
a l'aide du crochet de Poisson{, } et des quadri-vecteurs fondamentaux x et p de I'espace de
phase associées au mouvment d’une particule libre. On définit le crochet de Poisson de deux
fonctions f et g comme suit :

of o9 | Of 9y

_ A.
{f.9} 91y 0P | OP> Oy (A.36)

a et [ sont deux réels et f,g,h sont trois fonctions qui dépendent de x,p,t on peut résumer les
propriétés du crochet de Poisson dans les points suivantes :

1) L’antisymeétrie : {f, g} = {9, f} = {f,f} =0

2) La linéarité :{af + Bg,h} = o{f,h} + 5{g, h}

3)L’identité de Jacobi :{ f,{g,h}} + {h,{f,9}} +{g9,{h. f}} =0

4)régle de Leibniz 1 :{fg,h} = f{g,h} +{f, h}g

5)régle de Leibniz 2 :{%,g} +{f, %,} =41f g}
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L’espace-temps R-Minkowski est 1’espace de background d’une re-
lativité restreinte basée sur la transformation de Fock a la place de la
transformation de Lorentz. Cette théorie de la relativité est appelée aus-
si la relativité projective. La transformation de Fock est une transforma-
tion de type fraction linéaire. Cette théorie donne lieu a I’existance d’une
nouvelle constante universelle, a coté de la vitesse de la lumiére ¢, qui
représente le rayon de I’univers observé. Le groupe de symétrie de cette
nouvelle théorie est appelé le groupe R-Poincaré et son algebre est 1’al-
gebre R-Poincaré. On propose dans ce travail d’étudier I’équation de Di-
rac, qui représente 1’équation fondamentale des particules de la matiére,
dans I’espace-temps R-Minkowski et de donner une solution exacte et
normalisée de cette équation.

The R-Minkowski space-time is the background space of a special
relativity based on the Fock transformation in place of the Lorentz trans-
formation. This theory of relativity is also called projective relativity. The
Fock transformation is a linear fraction transformation. This theory gives
rise to the existence of a new universal constant, next to the speed of light
¢, which represents the radius of the observed universe. The symmetry
group of this new theory is called the R-Poincaré group and its algebra
is the R-Poincaré¢ algebra. It is proposed in this work to study the Dirac
equation, which represents the fundamental equation of the particles of
matter, in the R-Minkowski space-time and to give an exact and stand-
ardized solution of this equation.

e Yo Fock Jsad e dailil) dalal) dall 4418 s R-Minkowski Ll
Jsai sa Fock Jsas  Adalany) dusll Liad o3a duneall &y ylas _ausi g .LoOrentz Jsas
cC;:}.'aj\z\.c‘)ug._ﬂl;.]c %h@&b@ﬁﬂﬁj&!%#\b&éﬁ?.&;@)&&
de ganasyaall 4kl 03] LGN Ao gena candi.d s pall (S0 el Coad Jiay g2
Dirac alalas 2 5o Jaall 128 8~ 5i6) .R-Poincaré jus s W s g R—Poincaré
da elhc) s R-Minkowski ¢Laill & ¢ salal <y jad dpulal) dileddl i 3
CAdalea) 03gd A e g (8280



