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Introduction générale

La relativité et l’astronomié sont les deux sciences qui ont occupé, depuis longtemps, l’atten-
tion des scientifiques. La relativité partit avec Galilée (1564-1642 ) qui a fondé la cinématique
de point et a étudié la chute des corps. Après, Newton (1642-1727) était le premier à donner
une conception d’un espace et d’un temps absolus et définir la notion de force, ce qui l’a amené
à fonder la dynamique qui a conduit Galilée à mettre son principe d’invariance qui devient
la première formulation du principe de relativité. Newton élabore également une théorie de la
gravitation. A la fin du dix-neuvième siècle, Einstein (1879-1955) étend le principe de relativié
à l’ensemble des lois de la physique, cela le conduit à la théorie de la relativité restreinte qui
néccissite une refonte révolutionnaire des concepts d’espace et de temps. Une nouvelle formula-
tion de la dynamique et de la cinématique apparait, mais reformulée de manière extrêmement
compacte. Einstein a proposé une extention du principe de relativité aux referentiels accélerés,
c’est la relativité générale qui devient la base de la cosmologie.

La théorie de la relativité restreinte a commencé par Einstein en 1905, avec les deux postulats
suivents :

a ) toutes les lois de la physique sont les mêmes dans tous les référentiels inertiels.
b ) la vitesse de la lumière dans le vide est la même dans tous les référentiels, elle est égale

à c = 3× 108m/s.
Cette nouvelle théorie à permis la réconciliation entre la mécanique et l’éléctromagnetisme,

donnant naissance à la mécanique relativiste. Cette théorie est connue par la célébre relation
d’Einstein E = mc2, mais la relativité restreinte n’a fait ses preuves que pour des énergies très
basses, comparées aux énergies déployées dans certains processus astronomiques, tels que les
rayons cosmiques, qui se caractérisent par des énergies très élevées comparativement à celles
produites dans les accélérateurs de particules.

Pour remédier à ce problème de désaccord entre la relativité restreinte et quelques données
expérimentales, certains physiciens théoriciens ont opté pour la révision des principes fonda-
teurs de cette théorie. On a vu naitre la relativité spéciale déformée (DSR), avec les résultats
des travaux du physicien italien Giovanni Amelino-Camelia au départ, ensuite un groupe de
physiciens mathématiciens a élaboré un formalisme mathématique qui entre dans le contexte
de la géométrie non-commutative, dans lequel les théories de la DSR s’expriment d’une manière
cohérente. Cette théorie repose sur la déformation des équations de la relativité d’Einstein de
telle sorte qu’elles soient en accord avec le principe de Poincaré. Cette déformation engendre
de nouvelles équations non linéaires, ce qui donne le nom de relativité non linéaire.

La relativité non linéaire de Fock [1], basée sur les transformations de Fock des coordonnées,
et établie sur un rapport des fractions linéaires de Lorentz avec le même dénominateur. Dans
le cadre de cette théorie émerge une nouvelle constante universelle, en plus de la vitesse de
la lumière c, c’est la longueur R qui représente le rayon de l’univers observé. Dans un travail
récent, Bouda et Foughali ont [2] apporté des modifications à cette théorie en proposant de
nouveaux crochets de Poisson déformés dépendants d’un paramètre R qui a la dimension d’une
longueur.
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Afin de construire un premier Casimir invariant de la théorie, Bouda et Foughali ont com-
plété l’algèbre construite par les crochets de Poisson des générateurs de rotations et de boosts.
Cette tâche nécessite une modification du générateur des boosts Ni, d’une manière qui n’affecte
pas la loi de transformation des coordonnées et des impulsions lors d’une transformation infini-
tésimale. Cette étude algébrique a conduit à une correspondance entre l’espace de la transfor-
mation de Fock-Lorentz et l’espace de de Sitter [3]. Après quantification, l’algèbre des crochets
de Poisson devient l’algèbre des commutateurs. En égalant le premier Casimir invariant à un
scalaire, qui désigne une masse en général, ils ont obtenu l’équation de Klein-Gordon, qui décrit
le champ scalaire libre dans l’espace-temps R-Minkowski. En substituant les générateurs dans
l’équation de Klein-Gordon par leurs opérateurs associés, ils ont abouti à une équation qui
correspond à l’équation de Klein-Gordon dans l’espace de de Sitter.

Dans un travail ultérieur, Bouda et Foughali on dérivé l’équation de Dirac dans le contexte de
l’espace-temps R-Minkowski [14], en utilisant l’algèbre R-Poincaré obtenue auparavant. Ils ont
démontré que cette équation est exactement l’équation de Dirac dans l’espace-temps conforme
plat de de Sitter avec un facteur de conformité bien défini. En utilisant la représentation de
Schrödinger, ils ont développé une nouvelle méthode pour la résolution de l’équation de Dirac
dans l’espace-temps R-Minkowski/de Sitter. Dans ce mémoire, nous expliciterons essentielle-
ment ce dernier travail.

Le travail est organisé comme suit :
Le premier chapitre : nous allons présenter un rappel sur les relations et les résultats fonda-

mentaux de la relativité restreinte ainsi que le groupe de Poincaré. Par la suite, nous exposons
la déformation des crochets de Poisson et sa conséquence sur la loi de transforfmation des coor-
données. Ainsi, nous présentons la nouvelle formulation de la transformation des impulsions et
de l’énergie qui nous permettra l’élaboration de la nouvelle relation de dispersion dans le cadre
de la théorie de Fock. A la fin de ce chapitre, nous allons construire le premier Casimir et nous
présentons la nouvelle équation de Klein-Gordon.

Le deuxiéme chapitre : on va définir l’équation de Dirac pour la particule libre de spin 1
2

dans l’espace-temps R-Minkowski. Pour résourdre l’équation de Dirac on va utiliser l’image de
Schrodinger, et on va donner la solution en fonction des fonctions de Bessel et des spineurs
harmonique sphériques.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

L’espace-temps R-Minkowski

1.1 L’espace-temps de Minkowski

L’espace-temps de Minkowski est un système des coordonnées de quatre dimensions, le
temps et les coordonnées spatiales sont liées par les transformation de Lorentz. L’élément de
ligne infinitésimal ds entre deux points infiniment proches est donné par la relation suivante :

ds2 = c2dτ 2 = c2dt2 − dX2

avec dX2 = dx2 + dy2 + dz2 et dτ =
√

1− (v/c)2dt, où v est la vitesse de déplacement.

Le repère inertiel

Le repère d’inertie est le cadre principal de toute la géométrie et de la physique. Dans un
espace il existe une infinité de repère en translation uniforme les uns par rappont aux autres.
Les lois de la nature doivent être covariantes lors d’un changement d’un repère inertiel à un
autre.

La transformation de Lorentz

Soit les deux repères (R) et (R′). Le repère (R) est doté du système de coordonnées (t, x, y, z)
et le repére (R′) du système (t′, x′, y′, z′). Le repére (R′) se déplace suivant l’axe x avec une
vitesse constante v par rapport à (R). La transformation de Lorentz entre les coordonnées de
(R) et (R′) et donnée par 

x′ = γ(x− vt)
y′ = y

z′ = z

t′ = γ(t− v
c2
x)

(1.1)

avec γ = 1√
1− v2

c2

.

Remarque : pour les vitesses faibles v � c ⇒ v
c
� 1 donc γ ≈ 1 la transformation précédente

devient la transformation de Galillée. Nous pouvons démontrer que l’élément invariant par la
transformation de Lorentz est la pseudo-norme c2t2 − x2 − y2 − z2.

On obtient la transformation de Lorentz inversse, en remplaçant v par -v dans le système
précédent

9
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
x = γ(x′ + vt′)

y = y′

z = z′

t = γ(t′ + v
c2
x′)

(1.2)

Transformation des impulsions et de l’énergie

On définit le quadrivecteur vitesse par

V µ =
dxµ

dτ
= (

c√
1− v2

c2

,
vi√

1− v2

c2

) = (V 0, V i), µ = 0, 1, 2, 3 et i = 1, 2, 3. (1.3)

En multipiant V µ par l’invariant scalaire m0, on définit le quadri-impulsion

P µ = m0
dxµ

dτ
= (m0

c√
1− v2

c2

,m0
vi√

1− v2

c2

) = (P 0, P i), µ = 0, 1, 2, 3 et i = 1, 2, 3. (1.4)

Nous pouvons mettre m = m0
1√

1− v2
c2

= γm0 de telle sorte à pouvoir écrire

P µ = (mc,m~v) = (P 0, ~P ). (1.5)

En multipliant P µ par c on obtient

cP µ = (cP 0, cP ) = (E, cP ) (1.6)

Il s’ensuit que
(cP µ)2 = cPµcP

µ = c2ηµνP
µP ν = E2 − c2P 2 = m2

0c
4, (1.7)

où ηµν = [1,−1,−1,−1] est la métrique de Minkowski, et E est l’énergie totale de la particule.
L’invariant E2 − c2P 2 est égale à (m0c

2)2 dans tous les repéres inertiels. Dans le repère où
la particule est au repos, dans ce cas ~P = 0, on trouve la relation célébre d’Einstein

E = m0c
2. (1.8)

En appliquant la transformation de Lorentz pour le quadri-vecteur d’énergie-impulsion, on
obtient 

E′

c2
= γ{(E

c2
)− ( v

c2
)Px}

P ′x = γ{Px − v(E
c2

)}
P ′y = Py

P ′z = Pz

(1.9)

1.2 La transformation de Fock
Dans l’espace de Minkowski, la matrice Λ, qui définit une transformation de Lorentz propre

dans la direction de x, s’écrit sous la forme

Λ =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.10)
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avec β = v
c
.

Alors, une transformation de Lorentz s’écrit

xµ = Λµ
νx

µ, ou x′ = Λx. (1.11)

Depuis la théorié de la relativité restreinte, les physiciens theoriciens ont cherché la trans-
formation la plus générale entre des repéres inertiels et qui préserve le principe de la relativité
de Poincaré. Fock a étudié ce problème et a proposé une transformation plus générale que celle
de Lorentz avec le même dénominateur.

Soit la transformation des coordonnées

x′µ = fµ(x0, x1, x2, x3). (1.12)

D’aprés le premier postulat de la relativité restreinte, Fock a démontré que les transformations
fµ doivent satisfaire les conditions suivantes [1] :

∂2(α(x)fµ)

∂xµ∂xν
= 0. (1.13)

où α(x) est une fonction linéaire

α(x) = α(0) + αx0x
0 + αx1x

1 + αx2x
2 + αx3x

3 (1.14)

où les αxi sont des constantes à déterminer. La relation (1.13) confirme que αfµ est une fonction
linéaire des coordonnées xµ. Alors la relation (1.12) devient x′µ = Gµνx

ν

α(x)
qui est appelée la

transformation de Fock, lesGµ
ν sont des constantes à déterminer. Avec la suposition qu’à l’origine

α = 1⇒ α(0) = 1 ; la transformation devient linéaire et les Gµ
ν sont exactement les coefficients

de la transformation de Lorentz Gµ
ν = Λµ

ν .
On va déterminer les αxi dans le cas où (R′) est en mouvement rectiligne et uniforme avec

la vitesse −→v par rapport à (R). Pour fixer les αxi , les trois axiomes suivants suffisent
Le premier axiome : pendant tout le mouvement (dans la direction −→x ), le plan(y′z′)

reste parallèle au plan (yz). Ainsi, si R et R′ coincident à t = t′ = 0, ça implique qu’au point
P0(0, 0, y′, z′) correspond le point P (0, 0, y, z) où y′ = y et z′ = z on conclut que αy = αz = 0

Le deuxième axiome : dans le cas d’une inversion , −→x → −→−x, la loi de transformation
reste la même. Dans ce cas :

−→
x′ →

−−→
−x′, −→x → −→−x et −→v → −→−v ou β → −β avec β = v

c
. Prenons

par exemple la transformation pour la coordonnée z{
−z′ = −z

1+αt(−v)x0+αx(−v)(−x)

⇒ z′ = z
1+αt(−v)x0−αx(−v)(x)

(1.15)

on remarque que αt(−v) = αt(v) ⇒ αt est une fonction paire et αx(−v) = −αx(v) ⇒ αx est
une fonction impaire.

A partir de la succession des transformation z → z′, et son inverse z′ → z, on trouve la
transformation identité z → z.

z = z′

1+αt(−v)x′0+αx(−v)x′

=
z

1+αt(v)x0+αx(v)x

1+αt(v)
γ(x0−βx)

1+αt(v)x0+αx(v)x
−αx(v)

γ(x−βx0)
1+αt(v)x0+αx(v)x

= z
1+αt(v)x0+αx(v)+αt(v)γ(x0−βx)−αx(v)γ(x−βx0)

= z

(1.16)

ce qui implique

1 + αt(v)x0 + αx(v) + αt(v)γ(x0 − βx)− αx(v)γ(x− βx0) = 1 (1.17)
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Cette relation donne le systeme suivant :

⇒

{
αt(v) + αt(v)γ + αx(v)γβ = 0

αx(v)− αt(v)γβ − αx(v)γ = 0
(1.18)

à partir de ce systeme on trouve les relations suivante :{
αx(v) = −1+γ

γβ
αt(v)

αt(v) = 1−γ
γβ
αx(v)

(1.19)

Le troisième axiome : la succession des transformation R1 → R2 ;R2 → R3 est égale à
R1 → R3 de type de Fock, ce qui nous conduit à [15]{

αx(v) = γβλ

αt(v) = −(γ − 1)λ
(1.20)

Finalement la transformation de Fock-Lorentz est donnée par le système suivant
x′0 = γ(x0−βx)

1−λ((γ−1)x0−γβx)

x′ = γ(x−βx0)
1−λ((γ−1)x0−γβx)

y′ = y
1−λ((γ−1)x0−γβx)

z′ = z
1−λ((γ−1)x0−γβx)

(1.21)

λ est une nouvelle constante universelle donnée par :

λ =
αx1
γ1β1

=
αx2
γ2β2

=
1

R
, (1.22)

où R est une nouvelle constante universelle.

1.3 La R-algèbre de Poincaré

1.3.1 Générateurs et algèbre du groupe de Poincaré

Le groupe de Poincaré est un groupe qui rassemble les transformations par rotation et les
transformation par translation dans l’espace de Minkowski, il est défini comme l’ensemble des
transformations affines de R4 qui laissent invariant le carré de l’élément de longueur lorentzien
ds2 = ηµνdx

µdxν , où ηµν = [1,−1,−1,−1]. Autrement dit, le groupe de Poincaré est consti-
tué par l’ensemble des transformations de Lorentz ; x′µ = Λµ

νx
ν , plus l’ensemble de toutes les

translations spatio-temporelles ; x′µ = xµ + aµ, où aµ sont les composantes d’un quadri-vecteur
constant. les transformation de Poincaré ont alors la forme

xµ → x′µ = Λµ
νx

ν + aµ (1.23)

Le groupe de Poincaré joue un rôle primordial dans les théories physiques ; car les lois de la
physique doivent être covariantes sous l’action de ce groupe.

Soit une fonction différentiable des coordonnées F (x) ≡ F (xµ). La variation infinitésimale
de F (x) sous l’action d’une transformation infinitésimale de Poincaré est telle que

δF = F (x′)− F (x) = (wµνxν∂µ − aµ∂µ)F (x) (1.24)
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Etant donnée l’antisymétrie de wµν , qui implique

wµνxν∂µ =
1

2
(wµν − wνµ)xν∂µ (1.25)

=
1

2
(wµνxν∂µ − wνµxν∂µ)

=
1

2
(wµνxν∂µ − wµνxµ∂ν)

=
1

2
wµν(xν∂µ − xµ∂ν)

La variation infinitésimale de F(x) est :

δF (x) = (
1

2
wµν(xν∂µ − xµ∂ν)− aµ∂µ)F (x) (1.26)

qui peut s’exprimer en fonction des opérateurs de translation Pµ et de Lorentz Lµν

δF (x) = F (x′)− F (x) = (iaµPµ −
i

2
wµνLµν)F (x) (1.27)

où
Pµ = i∂µ et Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) = xµPν − xνPµ. (1.28)

Remarque :
Pour avoir les transfomations infinitésimales de Poincaré, on pose F (x) = xµ. On poura

écrire
δxµ = x′µ − xµ = (iaσPσ −

i

2
wσρLσρ)x

µ

⇒ x′µ = (1 + iaσPσ −
i

2
wσρLσρ)x

µ (1.29)

Pour avoir la variation infinitésimale d’une transformation de Lorentz, il suffit de prendre aσ = 0

δxµ = − i
2
wσρLσρx

µ (1.30)

Relations de commutation

L’algèbre de Lie du groupe de Poiancaré est l’espace vectoriel engendré par les 6 générateurs,
Lµν = −Lνµ, du groupe de lorentz et 4 générateurs pµ du groupe des translations. Un élément
du groupe de Poincaré est représenté à l’aide de l’application exponentielle comme :

U(Λ, a) = exp

(
− i

2
wµνLµν + iaµpµ

)
(1.31)

avec pµ = i∂µ et Lµν = i(xµ∂ν−xν∂µ) = xµpν−xνpµ. Les générateurs de l’algèbre de Poiancaré
vérifient les relations de commutations suivantes :

[pµ, pν ] = 0

[Lµν , pρ] = ηµρpν − ηνρpµ
[Lµν , Lρσ] = ηµρLσν − ηνρLσµ + ηνσLµρ − ηµσLνρ

(1.32)
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1.3.2 Les nouveaux crochets de Poisson

On propose les nouveaux crochets de Poisson dans l’espace de phase comme suit :

{xµ, xν} = 0 (1.33)

{xi, pj} = −ηij = δij (1.34)

{xi, p0} =
xi

R
(1.35)

{pi, pj} = 0 (1.36)

{pi, p0} = −p
i

R
(1.37)

{x0, pi} = 0 (1.38)

{x0, p0} = −1 +
x0

R
, (1.39)

qu’on peut mettre sous une forme quadri-dimensionnelle
{xµ, xν} = 0

{xµ, pν} = −ηµν + 1
R
η0νxµ

{pµ, pν} = − 1
R

(pµη0ν − pνηµ0)

(1.40)

On remarque que l’algébre des crochets de Poisson satisfait également les identités de Jacobi

{xµ, {xν , xλ}}+ {xλ, {xµ, xν}}+ {xν , {xλ, xµ}} = 0 (1.41)

{pµ, {xν , xλ}}+ {xλ, {pµ, xν}}+ {xν , {xλ, pµ}} = 0 (1.42)
{pµ, {pν , pλ}}+ {pλ, {pµ, pν}}+ {pν , {pλ, pµ}} = 0 (1.43)

La relation (1.41) est évidente car {xµ, xν} = 0. La relation (1.42) est facile à démontrer parce
que tous les termes sont nuls {xλ, {pµ, xν}} = {xλ, ηµν − 1

R
η0µxν} = 0.

Nous démontrons alors, la relation (1.43)

{pµ, {pν , pλ}}+ {pλ, {pµ, pν}}+ {pν , {pλ, pµ}},
= − 1

R
{pµ, pνη0λ − pλην0} − 1

R
{pλ, pµη0ν − pνηµ0} − 1

R
{pν , pλη0µ − pµηλ0},

= − 1
R
{pµ, pν}η0λ+ 1

R
{pµ, pλ}ην0− 1

R
{pλ, pµ}η0ν+ 1

R
{pλ, pν}ηµ0− 1

R
{pν , pλ}η0µ+ 1

R
{pν , pµ}ηλ0,

= − 2
R
{pµ, pν}η0µ + 2

R
{pµ, pλ}ην0 + 2

R
{pλ, pν}ηµ0,

= 2
R2 (pµη0ν − pνηµ0)η0λ − 2

R2 (pµη0λ − pληµ0)ην0 − 2
R2 (pλη0ν − pνηλ0)ηµ0 = 0

L’opérateur du moment aungulaire est défini par :

Jµν = xµpν − xνpµ. (1.44)

En utilisant les propriétés des crochets de Poisson, on trouve{
{Jµν , xλ} = ηνλxµ − ηµλxν − xλ

R
(xµην0 − xνηµ0)

{Jµν , pλ} = ηνλpµ − ηµλpν + pλ
R

(xµην0 − xνη0µ)
(1.45)

Nous pouvons vérifier que l’algébre de Lorentz reste inchangée

{Jµν , Jλρ} = −ηµρJλν + ηνρJλµ + ηνλJµρ − ηµλJνρ. (1.46)

Une transformation infinitésimale δΦ est défini par δΦ = {−1
2
wµνJ

µν ,Φ}, où wµν sont des
paramètres infinitésimaux vérifiant wµν = −wνµ. La variation infinitésimale des coordonnées et
des impulsions est donnée par [15]{

δxλ = {−1
2
wµνJ

µν , xλ}
δpλ = {−1

2
wµνJ

µν , pλ}
(1.47)
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1.3.3 La transformation des coordonnées et des Impulsions

Prenons le cas spécial où le seul paramètre non nul est w01 = −w10 = −δΦ. En utilisant
les notations convenstionnelles (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) et (p0, p1, p2, p3) = (E

c
, px, py, pz), on

déduit 
δt = (−x

c
+ tx

R
)δΦ

δx = (−ct+ x2

R
)δΦ

δy = (xy
R

)δΦ

δz = (xz
R

)δΦ

(1.48)


δE = −(cpx + xE

R
)δΦ

δpx = −(E
c

+ xpx
R

)δΦ

δpy = −ypy
R
δΦ

δpz = −xpz
R
δΦ

(1.49)

En posant γ = (1− v2

c2
)−

1
2 , la solution du système (1.48) est donnée par

t′ =
γ(t− vx

c2
)

αR

x′ = γ(x−vt)
αR

y′ = y
αR

z′ = z
αR

(1.50)

et celle du système (1.49) 
E ′ = αRγ(E − vpx)
p′x = αRγ(px − v

c2
E)

p′y = αRpy

p′z = αRpz

(1.51)

où
αR = 1 +

1

R
[(γ − 1)ct− γ vx

c
].

Les equations (1.50) sont appelées la transformation de Fock des coordonnées. Lorsque R→∞,
les équations (1.50) et(1.51) se réduisent à la transformation de Lorentz des coordonnées et de
quadri-vitesse impulsion.

De (1.50) et (1.51) on peut définir les invariants de cette théorie comme suit :{
Ix = (1− ct

R
)−2ηµνx

µxν

Ip = (1− ct
R

)2ηµνp
µpν

(1.52)

Lorsque R → ∞ les invariants Ix et Ip se réduisent aux invariants habituels de la relativité
restreinte.

Les variables canoniques

A partir de (1.52) nous déterminons les variables canonique suivantes :{
Xµ = (1− x0

R
)−1xµ

P µ = (1− x0

R
)pµ

(1.53)
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pour que les invariants Ix et Ip peuvent être exprimés comme en relativité restreinte{
Ix = ηµνX

µXν

Ip = ηµνP
µP ν

(1.54)

et les crochets de Poisson entre les variables canoniques deviennent

{Xµ, Xν} = 0 (1.55)

{Xµ, P ν} = −ηµν (1.56)

{P µ, P ν} = 0 (1.57)

On constate que les variables (Xµ, P µ) sont canoniques et se transforment comme des vecteurs
lorentziens habituels de la relativité réstreinte, on déduit facilement l’inverse des relations du
système (1.53) {

xµ = (1− X0

R
)−1Xµ

pµ = (1− X0

R
)P µ

(1.58)

Le système(1.58) nous permet de définir l’élément de ligne ds en fonction des variables cano-
niques comme

ds2 = dX02 − dX2 = c2dT 2 − dX2 (1.59)

où cT = X0 et X est le vecteur position tri-dimensionnel dans l’espace des variables canoniques.
En utilisant la première équation du systeme (1.53), cette dernière relation reproduit l’ex-

pression de l’élement de ligne infinitésimal dans l’espace R-Minkowski

ds2 = c2

(
1− ct

R

)−4
[

1− 1

c2

3∑
i=1

[(
1− ct

R

)
vi +

cxi

R

]2
]
dt2, (1.60)

où vi = dxi

dt
. Le repére R(o,x,y,z) est orthonormé, ds peut être écrit sous la forme

ds =
c

(1− ct
R

)2

√
1− 1

c2

[(
1− ct

R

)
−→v +

c−→x
R

]2

dt (1.61)

où −→x est le vecteur position et −→v = d−→x
dt

est la vitesse.
En utilisant les variables canoniques, il est facile de trouver l’expression de la quadri-

impulsion dans l’espace R-Minkowski. On a

P µ = mc
dXµ

ds
(1.62)

En remplaçant Xµ et P µ par leurs expression (1.53), on obtient

pµ =
m√

1− 1
c2

[
1− ct

R
~v + c~x

R

]2
[
dxµ

dt
+

cxµ

R
(
1− ct

R

)] (1.63)

Ainsi, l’impulsion est donnée par :

−→p =
m√

1− 1
c2

[(
1− ct

R

)−→v + c−→x
R

]2

[
−→v +

c−→x
R
(
1− ct

R

)] (1.64)



1.4. L’ÉQUATION DE KLEIN-GORDON DANS L’ESPACE-TEMPS R-MINKOWSKI 17

et l’énergie par

E =
mc2(

1− ct
R

)√
1− 1

c2

[(
1− ct

R

)−→v + c−→x
R

]2
(1.65)

quand R → ∞ les relations (1.64) et (1.65) se réduisent aux expressions de quadri-impulsion
en relativité resteinte.

La relation de dispersion

Pour trouver la nouvelle relation de dispersion, on doit définir le paramétreM de dimension
de masse par

M2c2 = Ip. (1.66)

Nous savons que les variables canoniques se transforment comme des vecteurs Lorentziens
habituels, donc on doit définir la masse au repos m en fonction de ces variables en utilisant
l’expression qui définie la masse au repos en relativité restreinte

1

m
= lim

P→0

1

P

∂P 0

∂P

où P =|
−→
P |. Il s’ensuit que la relation de dispersion de la relativité non linéaire de Fock est

donnée par

E2 =
m2c4(

1− ct
R

)2 + p2c2. (1.67)

Quand R→∞ cette relation se réduit à celle de la relativité restreinte.

1.4 L’équation de Klein-Gordon dans l’espace-temps R-
Minkowski

1.4.1 Un Casimir Pour la R-Algèbre

Nous avons vu que la transformation de Fock peut être obtenue avec la déformation des cro-
chets de Poisson (1.40). L’algèbre des crochets de Poisson déformée est une algèbre des groupes
cinématiques qui s’accorde avec la symétrie de base de l’espace-temps comme l’homogénèité,
l’isotropie et l’invariance sous les boosts. Notre but est de construire un Casimir pour la R-
algèbre de Poincaré, nous remarquons que Ip n’est pas un Casimir. En fait, nous pouvons vérifer
que Ip ne commute pas avec les générateurs du groupe R-Poincaré p0 et pi. Pour construire le
premier Casimir de la R-algèbre, on doit compléter les relations (1.40) avec les relations entre
les rotations pures :

Mi =
1

2
εijkJjk (1.68)

et les boosts :
Ñi = J0i (1.69)

où Jµν = xµp
ν − xνpµ est l’opérateur du moment angulaire et εijk est le tenseur antisymétrique

de Levi-Civita (ε123 = 1)
Tout d’abord, on prend la combinaison possible de ces générateurs avec les p0 et pi, alors le

Casimir est décrit sous la forme générale suivant [17] :

C = pµpµ + α
−→
M.
−→
M + β

−→
N .
−→
N + γ

−→
N .−→p + σ

−→
M.
−→
N (1.70)
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où on a exclu
−→
M.−→p car Mipi = εijkxjpkpi = 0. α , β , γ , σ sont des constants à détérminer.

L’opération de symétrisation permet d’écrire

Ni = x0pi −
1

2
(xip0 + p0xi). (1.71)

Ainsi le casimir C est définir par :

C = p2
0 −−→p .−→p + α

−→
M.
−→
M + β

−→
N .
−→
N + γ

1

2

(−→
N .−→p +−→p .

−→
N
)

+ σ
1

2

(−→
M.
−→
N +

−→
N .
−→
M
)

(1.72)

Pour fixer les coefficients α β γ σ, on impose l’ensemble des contraintes suivantes au Casimir
C : 

{C, pi} = 0

{C, p0} = 0

{C,Ni} = 0

{C,Mi} = 0

(1.73)

On constate qu’il est impossible de construire un tel Casimir, si on maintient la définition des
générateurs des boosts par Ñi = J0i = x0pi − xip0. A ce stade là, il est essentiel de redéfinir les
générateurs des boosts Ni. Cette redéfinition est tout à fait naturel, du fait que la déformation
est dans la direction p0.

1.4.2 La R-algébre étendue

A.Bouda et T.Foughali ont suggéré une redéfinition du générateur Ni come suit [14] :

Ni = x0pi − xip0 −
1

2R
ηµνx

µxνPi (1.74)

Après la déformation des crochets de Poisson fondamentaux , on va construire la R-algèbre
par les crochets de Poisson qui font intervenir les générateurs des rotations et les nouveaux
générateurs des boosts donnés par (1.74). Après calculs, on obtient [18] :

{Ni, p0} = −pi +
Ni

R
(1.75)

{Ni, pj} = ηijp0 −
1

R
εijkMk (1.76)

{Mi, p0} = 0 (1.77)

{Mi, pj} = εijkpk (1.78)

{Mi,Mj} = εijkMk (1.79)

{Mi, Nj} = εijkNk (1.80)

{Ni, Nj} = −εijkMk (1.81)
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1.4.3 La quantification

Les variables classiques deviennent des opérateurs

x, p→ x̂, p̂

et les crochets de Poiasson deviennent des commutateurs

{, } → 1

i~
[, ]

Le générateur Ni définit par la relation (1.74) devient l’opérateur quantique

N̂i = x̂0p̂i −
1

2
(x̂0p̂0 + p̂0x̂i)−

1

2R
x̂0

2p̂i +
1

4R

(
X̂2p̂i + p̂iX̂

2
)

(1.82)

Dans l’espace R-Minkowski, les crochets de Poisson fondamentaux prennent les formes suivates :

[x̂µ, x̂ν ] = 0 (1.83)

[
x̂0, p̂i

]
= 0 (1.84)[

p̂i, p̂j
]

= 0 (1.85)

[
p̂i, p̂0

]
= −i~ p̂

i

R
(1.86)

[
x̂i, p̂j

]
= −i~ηij (1.87)

[
x̂i, p̂0

]
= i~

xi

R
(1.88)

[
x̂0, p̂0

]
= −i~

(
1− x̂0

R

)
(1.89)

et la R-algèbre de Poincaré devient :
[Mi, p̂0] = 0 (1.90)

[Mi, p̂j] = i~εijkp̂k (1.91)

[Mi,Mj] = i~εijkMk (1.92)

[Mi, Nj] = i~εijkNk (1.93)

[Ni, Nj] = −i~εijkMk (1.94)

[Ni, p̂0] = −i~p̂i + i~
Ni

R
(1.95)

[Ni, p̂j] = i~ηij p̂0 −
i~
R
εijkMk (1.96)
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1.4.4 Le Casimir

Un Casimir est un opérateur scalaire,

C = p2
0 −−→p −→p + α

−→
M
−→
M + β

−→
N
−→
N + γ

1

2

(−→
N−→p +−→p

−→
N
)

+ σ
1

2

(−→
M
−→
N +

−→
N
−→
M
)

nous pouvons définir un nouveau Casimir pour notre model à partir de l’ensemble des commu-
tateurs (1.83)-(1.96). On a :

[C, p̂0] =
[
p̂0

2 − p̂ip̂i + αMiMi + βNiNi + γ
2

(Nip̂i + p̂iNi) + σ
2

(MiNi +NiMi) , p̂0

]
= 2i~

p̂ip̂i
R

+ β

[(
−i~p̂i + i~

1

R
Ni

)
Ni +Ni

(
−i~p̂i + i~

1

R
Ni

)]

+
γ

2

[(
−i~p̂i + i~

1

R
Ni

)
p̂i +Ni

(
−i~ p̂i

R

)
+ p̂i

(
−i~p̂i + i~

1

R
Ni

)
+

(
−i~ p̂i

R

)
Ni

]
+
σ

2

[
Mi

(
−i~p̂i + i~

1

R
Ni

)
+

(
i~p̂i + i~

1

R
Ni

)
Mi

]
= 2i~

p̂ip̂i
R
− i~γp̂ip̂i + i~β [2NiNi − (p̂iNi +Nip̂i)] + i~

σ

2R
[MiNi +NiMi]

Maintenant en imposant que [C, p̂0] = 0, nous montrons que :
β = 0

σ = 0

γ = 2
R

(1.97)

Pour fixer α on calcule le commutateur [C, p̂i]. Avec l’utilisation des valeurs β , γ , σ données
par (1,97), on trouve :

[C, p̂j] =

[
p̂0

2 − p̂ip̂i + αMiMi +
1

R
(Nip̂i + p̂iNi) , p̂j

]

= [p̂0, p̂j] p̂0 + p̂0 [p̂0, p̂j] + α ([Mi, p̂j]Mi +Mi [Mi, p̂j]) +
1

R
([Ni, p̂j] p̂i + p̂i [Ni, p̂j])

=
i~p̂j p̂0
R

+
i~p̂0p̂j
R

+αi~εijk (p̂kMi +Mip̂k)+
1
R

[(
−i~δij p̂0 − i~

R
εijkMk

)
p̂i + p̂i

(
−i~δij p̂0 − i~

R
εijkMk

)]
= αi~εijk [p̂kMi +Mip̂k]−

i~
R2
εijk [Mkp̂i + p̂iMk]

= αi~εijk [p̂kMi +Mip̂k]−
i~
R2
εkji [p̂kMi +Mip̂k]

= i~εijk
(
α +

1

R2

)
[p̂kMi +Mip̂k]

Avec la contrainte [C, p̂j] = 0 on déduit que α = −1
R2

La forme finale du casimir C est donnée par :

C = p̂0
2 − p̂ip̂i − 1

R2
M iM i +

1

R

(
N ip̂i + p̂iN i

)
. (1.98)

Quand R → ∞, le Casimir C se réduit au premier Casimir du groupe de Poincaré pour la
relativité restreinte

C = p̂0
2 − p̂ip̂i.
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1.4.5 L’équation de Klein-Gordin

A partir du Casimir (1.98), nous pouvons construir l’équation de Klein-Gordon qui décrit
une particule scalaire libre dans l’espace R-Minkowski.

Comme C est un scalaire, alors nous pouvons l’égaler à une constante qui peut être la masse
au repos de la particule. L’équation de Klein-Gordon dans l’espace-temps R-Minkowski est alors
donnée par :

Cψ = m2c2ψ (1.99)

où ψ est la fonction d’onde décrivant la particule scalaire.
En utilisant l’expression du Casimir donnée par (1.98), l’equation de Klein Gordon devient :[

p̂0
2 − p̂ip̂i − 1

R2
M iM i +

1

R

(
N ip̂i + p̂iN i

)]
ψ = m2c2ψ (1.100)

1.4.6 Une Représentation pour la R-algèbre de Poincaré

Nous pouvons vérifier qu’une représentation pour l’algèbre (1.40) peut être donnée par les
opérateur x̂µ et p̂µ suivants,

x̂µ = xµ

p̂0 = i~(∂0 − 1

R
xµ∂µ) = i~

∂

∂x0
− i~
R

(x0 ∂

∂x0
+ xi

∂

∂xi
)

p̂i = i~∂i = −i~ ∂

∂xi
= −i~

−→
∇i

Ainsi, l’équation de Klein-Gordon dans lespace-temps R-Minkowski (1.100) devient

[(1− x0

R
)2(

∂2

∂x02 −
−→
∇2) +

2

R
(1− x0

R
)
∂

∂x0
+
m2c2

~2
]ψ = 0 (1.101)

En utilisuant, l’expression générale de l’équation de Klein-Gordon dans un espace courbe donné
par sa métrique g = gµν

[
1√
p g p

∂µ(
√
p g pgµν∂ν) +

m2c2

~2
] = 0 (1.102)

L’équation (1.101) est exactement l’équation de Klein-Gordon dans l’espace-temps de de Sitter
donné par sa metrique conforme

ds2 =
1

(1− x0

R
)2

[dx02 − dX2] (1.103)

Ce résultat prouve qu’ il existe une correspondance entre l’espace-temps R-Minkowski et l’espace-
temps de de Sitter.
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Chapitre 2

L’équation de Dirac dans l’espace-temps
R-Minkowski

Dans ce chapitre, on examine l’équation de Dirac libre dans l’espace-temps R-Minkowski.
Nous visons aussi d’explorer davantage la correspondence, déja établie dans [3], entre l’espace-
temps de de Sitter et l’espace-temps R-Minkowski.

On a déja les générateurs de rotations pure

Mi =
1

2
εijkJjk (2.1)

et le boost
Ñi = J0i

où J̃µ = xµp−xpµ est le générateur du moment cinétique [7]. Nous avons proposé une expression
modifiée des générateurs de boost

Ni = J0i −
1

2R
ηµνx

µxνpi, (2.2)

qui permet d’otenir le premier Casimir

C = p2
0 − pipi +

1

R
(N ipi + piN i)− 1

R2
M iM i (2.3)

2.1 L’équation de Dirac dans l’espaces-temps R-Minkowski
Pour construire l’équation de Dirac dans l’espace-temps R-Minkowski , on impose que le

carré de l’opérateur de Dirac reproduit en partie l’opérateur de Klein-Gordon donné par le
Casimir d’expression (2.3). En tentant compte des comutateurs

[xµ, xν ] = 0,

[xµ, pν ] = −i~(ηµν − 1

R
η0νxµ),

[pµ, pν ] = −i~
R

(pµη0nu − pνηµ0).

Nous pouvons montrer que :

M iM i = εijkεilmxjpkxlpm = (−→x )2(−→p )2(−→x .−→p )2 + i~−→x .−→p (2.4)

23
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N ipi = x0(−→p )2 −−→x .−→p p0 − i~
R
−→x .−→p − 1

2R
(x0)2(−→p )2 +

1

2R
(−→x )2(−→p )2 (2.5)

piN i = x0(−→p )2 −−→x .−→p p0 − i~
R
−→x .−→p − 1

2R
(x0)2(−→p )2 +

1

2R
(−→x )2(−→p )2 + 3i~p0 (2.6)

En remplaçant les expressions ci-dessus dans (2.3), on obtient

C = p2
0 −

(
1− x0

R

)2

(−→p )2 − 2

p
−→x .−→p p0 +

1

R2
(−→x .−→p )2 − 3i~

R2
−→x .−→p +

3i~
R
p0 (2.7)

il est intéressant de noter qu’en utilisant cette dernière expression et la fait que

γ0γip0

(
1− x0

R

)
pi + γiγ0

(
1− x0

R

)
pip0 = 0 (2.8)

et
γiγ0

R
pix

jpj +
γ0γi

R
xjpjpi = −i~γ

0γi

R
pi (2.9)

nous pouvons montrer que :

C −m2c2 − i~
(

1− x0

R

)
γ0γi

R
pi −

9~2

4R2
(2.10)

=

[
γ0p0 +

(
1− x0

R

)
γipi +

γ0

R
xipi + i

3~γ0

2R
+mc

]
×
[
γ0p0 +

(
1− x0

R

)
γipi +

γ0

R
xipi + i

3~γ0

2R
−mc

]
γ0 et γi sont des matrice de Dirac.

L’équation (2.10) suggére d’écrire l’équation de Dirac dans l’espace-temps R-Minkowski sous
la forme suivante [

γ0p0 +

(
1− x0

R

)
γipi +

γ0

R
xipi + i

3~γ0

2R
−mc

]
ψ = 0 (2.11)

En effet, les deux derniers termes de (2.10) qui font que le carré de l’operateur de Dirac est
différent de l’opérateur de Klein-Gordon sont la manifestation du spin 1

2
pour la particule de

Dirac. Pour plus de détails, la présence de ces deux termes supplémentaires est justifiée à
l’annexe A.1. Généralement, dans l’espace courbe la solution de l’équation de Dirac n’est pas
une solution de l’équation de Klein-Gordon.

Utilisons, maintenant, la représentation des opérateurs x̂, p̂0, p̂
i, trouvée pour la R-algèbre

de Poincaré

x̂µ = xµ, (2.12)

p̂0 = i~(∂0 − 1

R
xµ∂µ) = i~

∂

∂x0
− i~
R

(x0 ∂

∂x0
+ xi

∂

∂xi
), (2.13)

p̂i = i~∂i = i
∂

∂xi
= −i~ ∂

∂xi
= −i~

−→
∇ i. (2.14)

on obtient, (
γ0p0 + (1− x0

R
)γipi +

γ0

R
xipi + i

3~γ0

2R
−mc

)
ψ

=
(
γ0(i∂0 −

i

R
(x0∂0 + xi∂i)) + i(1− x0

R
)γi∂i + i

γ0

R
xi∂i + i

3γ0

2R
−mc/~

)
ψ

=
(
i(1− x0

R
)γ0∂0 + i(1− x0

R
)γi∂i + i

3γ0

2R
−mc/~

)
ψ = 0. (2.15)
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Cette dernière équation est l’équation de Dirac dans l’espace de de Sitter donnée par sa métrique
conforme plate avec un facteur de conformité a(t) = (1− x0

R
)−1 = (1− ωt)−1 (posons ω = c

R
).

2.2 Image de Schrodinger de l’équation de Dirac
Nous utilisons l’image de Schrodinger développée dans [8] pour résourdre l’équation (2.15),

et pour donner une solution exacte de l’équation de Dirac dans le R-Minkowski .
La représentation de Schrödinger (SP) dans un espace courbe de l’équation de Dirac est la

représentation où la partie cinétique de l’équation de Dirac libre prend la forme standard que
la partie cinétique de l’équation de Dirac en relativité restreinte γ0 p0 + γi pi , et l’interaction
avec le champ gravitationel est séparé dans un terme approprié. Cotăescu a démontré que la
transformation ψ(x) → ψS(x) = W (x)ψ(x) menant à la SP dans l’espace de de Sitter est
produite par l’opérateur des dilatations dépendant du temps

ψ(x)→ ψs(x) = W (x)ψ(x)

A partir de l’image de Schrodinger on a

W (x) = exp
[
−ln (α(t))

(−→x .−→∂ )] (2.16)

avec
W (x)† = α3(t)W (x)−1 (2.17)

et les propriétés suivantes

W (x)F (x)W (x)−1 = F

(
1

α(t)
x

)
;W (x)G(

−→
∂ )W (x)−1 = G(α(t)

−→
∂ ) (2.18)

F et G sont des fonctions arbitraires
Posons α ≡ ξ−1 = (1− x0

R
)−1 dans (2.16),

W (x) = exp

[
i

~
ln(ξ)(−→x .−→p )

]
(2.19)

et
W (x)G(

−→
P )W (x)−1 = G(α(t)

−→
P ) (2.20)

En utilisant le fait que p0 commute avec −→x .−→p et [p0, ξ] = −i~ξ
R

nous avons

W (x)p0W (x)−1 = W (x)
[
p0,W (x)−1

]
+ p0 (2.21)

= W (x) [p0, ξ]
∂W (x)−1

∂ξ
+ p0

= p0 −
−→x .−→p
R

En remplaçant dans (2.11) ψ(x) par W−1ψ(x) et en multipliant à gauche la même équation par
W , nous obtenons dans l’image de Schrodinger l’équation de Dirac libre dans l’espace-temps
R-Minkowski [

γ0p0 + γipi − 2
γ0

R
−→x .−→p + i

3γ0

2R
−mc

]
ψs = 0 (2.22)

où les relations (2.20) et (2.21) ont été utilisées. Avec la représentation donnée dans (2.13) et
(2.14), la forme différentielle de cette derniere équation est[

iγ0

((
1− x0

R

)
∂0 +

xi∂i
R

+
3

2R

)
+ iγi∂i −

mc

~

]
ψs = 0 (2.23)
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2.3 Solution de l’équation de Dirac libre dans l’espace-
temps R-Minkowski

Définissons le bispineur ψ̃ par

ψ̃ =

(
Φ
χ

)
(2.24)

où Φ et χ sont deux spineur à déterminer.
Faisons la substitution ψs = (1− x0

R
)
3
2 ψ̃ dans l’équation (2.23) pour obtenir :[

iγ0

((
1− x0

R

)
∂0 +

xi∂i
R

)
+ iγi∂i −

mc

~

]
ψ̃ = 0 (2.25)

On pose c = ~ = 1, et en multipliant à gauche de (2.25) par γ0, on obtient[
i

(
1− x0

R

)
∂0 + i

(
αi +

xi

R

)
∂i − γ0m

]
ψ̃ = 0. (2.26)

En posant ξ =
(

1− x0

R

)
, cette dernière équation devient[

ξ∂ξ − (Rαi + xi)∂i − iγ0Rm
]
ψ̃ = 0 (2.27)

En utilisant la réprésentation standard des matrices γµ de Dirac , l’équation (2.27) conduit aux
équations suivantes : (

ξ∂ξ − xi∂i − iRm
)

Φ−Rσi∂iχ = 0 (2.28)(
ξ∂ξ − xi∂i + iRm

)
χ−Rσi∂iΦ = 0 (2.29)

Multiplions à gauche (2.29) par Rσi∂i

Rσi∂i
[(
ξ∂ξ − xi∂i + iRm

)
χ−Rσi∂iΦ

]
= 0. (2.30)

On obtient[(
ξ∂ξ − 1− xi∂i + iRm

)(
ξ∂ξ − xj∂j − iRm

)
−R2∇2

]
Φ = 0

⇒
[
ξ2∂2

ξ +�
�ξ∂ξ − ξxi∂i∂ξ − i����Rmξ∂ξ −�

�ξ∂ξ + xi∂i + iRm

− ξxi∂i∂ξ + xi∂i + xixj∂i∂j + i�����
Rmxi∂i + i����Rmξ∂ξ − i�����

Rmxi∂i +R2m2 −R2∇2

]
Φ = 0.

Finalement, on aboutit à l’équation suivante pour Φ(
ξ2∂2

ξ − 2ξxi∂i∂ξ + 2xi∂i + xixj∂i∂j −R2∇2 + iRm+R2m2

)
Φ = 0 (2.31)

qu’on peut mettre sous la forme(
(ξ∂ξ − xi∂i)2 − (ξ∂ξ − xi∂i)−R2∇2 + iRm+R2m2

)
Φ = 0. (2.32)

Dans le système des coordonnées sphériques (r, θ, ϑ), ∇2 est défini par

∇2 = ∇2
r +

1

r2
∇2

(θ,ϑ) =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
−
−→
L 2

r2
(2.33)
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avec
−→
L = −→x ×−→p est le générateur des moments

−→
L 2 = −∇2

(θ,ϑ)

donc
−→
L 2 = − 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϑ2

Sachant que xi∂i = r∂r, l’équation (2.32) devient[
(ξ∂ξ − r∂r)2 − (ξ∂ξ − r∂r)−

R2

r2∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+
R2

r2

−→
L 2 + iRm+R2m2

]
Φ = 0 (2.34)

Cette équation est séparable, on peut considérer le schéma de séparation suivant

Φ = U(ξ, r)Ω(θ, ϑ) (2.35)

Ce qui conduit au systéme suivant

−→
L 2Ω(θ, ϑ)− λΩ(θ, ϑ) = 0 (2.36)

Où λ est une constante de séparation. En remplaçant (2.35) dans (2.34), on obtient la partie
radiale sous la forme :[

(ξ∂ξ − r∂r)2 − (ξ∂ξ − r∂r)−
R2

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ iRm+R2m2 +

R2

r2
λ

]
U(ξ, r) = 0 (2.37)

La solution (2.36) est rèalisée pour λ = l(l + 1) à l’aide des spineurs harmoniques sphériques,
qui sont définis par les relations (A.10) et (A.11). EN faisant le changement des variables η = ξr
et ξ = ζ tel que

∂

∂ξ
= r

∂

∂η
+

∂

∂ζ
=
η

ζ

∂

∂η
+

∂

∂ζ
, et

∂

∂r
= ξ

∂

∂η
= ζ

∂

∂η
(2.38)

ce qui implique que ξ∂ξ − r∂r = ζ∂ζ .

d’autre part
1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) =

1

r2
ζ
∂

∂η
(
η2

ζ

∂

∂η
) = ζ2(

∂2

∂η2
+

2

η

∂

∂η
).

et en les remplaçant dans (2.37), cette dernière prendra la forme suivante :

1

R2ζ2

(
ζ2∂2

ζ + iRm+R2m2
)
Ul(ζ, η) =

(
∂2

∂η2
+

2∂

η∂η
− l(l + 1)

η2

)
Ul(ζ, η) (2.39)

Ainsi, si nous définissons Ul(ζ, η) = V (ζ)Zl(η), nous pouvons obtenir le système suivant :{(
ζ2∂2

ζ +R2t2ζ2 + iRm+R2m2
)
V (ζ) = 0(

η2 ∂2

∂η2
+ 2η ∂

∂η
+ t2η2 − l(l + 1)

)
Zl(η) = 0

(2.40)

où t2 est une constante de séparation. La premiére relation de (2.40) possède une solution qu’on
peut exprimer à l’aide de la fonction de Hankel de premier type [10],[11]

V (ζ) = ζ 1
2
Hν−(Rkζ), (2.41)
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par contre les solutions de la deuxième relation (2.40) sont des fonctions de Bessel sphériques
et la seule solution qui existe pour | t |> 0 est :

Z(ξ, r) = Nlj
l(t r ξ) (2.42)

où Nl est une constante de normalisation. Ainsi, la solution physique de (2.37) est

Ul(ξ, r) = Nlξ
1
2Hν−(Rtξ)jl(trξ) (2.43)

Pour le deuxième spineur χ, on pose t = p et X = prξ et en utilisant la propriété suivante :

−→σ .
−→
∇f(r)Ωl

j,m =

[
df(r)

dr
+

1 + k

r
f(r)

]
(−→σ .r̂)Ωl

j,m (2.44)

où

k = ±(j +
1

2
) =

{
−(l + 1) pour j = l + 1

2

l pour j = l − 1
2

(2.45)

avec (−→σ .r̂)Ωk
j,m = −Ω−kj,m. On a alors

Rσi∂iΦ = NlRσ
i∂i
[
jl(X)Ωl

j,m(θ, ϑ)
]
ξ

1
2Hν−(Rpξ) (2.46)

= NlR

{[
djl(X)

dr
+

1 + k

r
jl(X)

]
(−→σ .r̂)Ωl

j,m

}
ξ

1
2Hν−(Rpξ)

= −NlRpξ
3
2Hν−(Rpξ)jl−(X)Ωl−

j,m

avec l− = 2j − l. En utilisant les propriétés des fonctions de Bessel d’ordre entier

djl
dρ

(ρ) =
l

ρ
jl(ρ)− jl+1(ρ)

djl
dρ

(ρ) = jl−1(ρ)− l + 1

ρ
jl(ρ)

j−l = (−1)ljl

avec l’utilisation de (2.46) et du fait que xi∂i = r∂r, l’équation (2.29) donne

(ξ∂ξ − r∂r + iRm)χ = −NlRpξ
3
2Hν−(Rpξ)jl−(X)Ωl−

j,m (2.47)

On pose χ̃ = ξ
1
2χ, la dernière équation prendera la forme suivante :(

ξ∂ξ − r∂r + iRm+
1

2

)
χ̃ = −Nl(Rpξ)Hν−(Rpξ)jl−(X)Ωl−

j,m (2.48)

En posant Z = Rpξ on arrive à l’équation suivane :(
Z∂Z − r∂r + iRm+

1

2

)
χ̃ = −NlZH 1

2
−iRm(Rpξ)Hν−(Rpξ)jl−(X)Ωl−

j,m (2.49)

Comme X = prξ , il est facile de vérifier que (ξ∂ξ − r∂r) jl(X) = 0 , il en résulte par utilisation
de la relation de récurrence pour les fonctions de Bessel

Z∂Z℘ν(Z) + ν℘ν(Z) = Z℘ν−1(Z) (2.50)
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et les propriétés des fonctions de premier type de Hankel{
H

(1)
−ν (Z) = exp(iπν)H

(1)
ν (Z)

H
(2)
−ν (Z) = exp(−iπν)H

(2)
ν (Z)

(2.51)

que la solution pour le spineur χ peut être obtenue comme

χ = −Nl exp(−iπν)H(1)
ν+

(Rpξ)jl−(prξ)Ωl−

j,m (2.52)

avec ν+ = 1
2

+ iRm. Ainsi, la solution pour l’équation de Dirac réduite (2.25) peut s’écrire
comme

ψ̃ = Nlξ
1
2 exp(−π

2
Rm)

(
exp(π

2
Rm)H

(1)
ν− (Rpξ)jl(prξ)Ω

l
j,m(θ, ϑ)

exp(−π
2
Rm)H

(1)
ν+ (Rpξ)jl−(prξ)Ωl−

j,m(θ, ϑ)

)
(2.53)

Enfin, on peut écrire la solution de l’équation de Dirac (2.23) comme suit

ψs = ξ
3
2 ψ̃ = Nlξ

2 exp(−π
2
Rm)

(
exp(π

2
Rm)H

(1)
ν− (Rpξ)jl(prξ)Ω

l
j,m(θ, ϑ)

exp(−π
2
Rm)H

(1)
ν+ (Rpξ)jl−(prξ)Ωl−

j,m(θ, ϑ)

)
(2.54)

Normalisation

La constante de normalisation Nl est déterminée par la condition∫
Σ

d3xΨ†(x)Ψ(x) = 1, d3x = r2drdΩ.

où on intègre sur l’hypersurface de genre espace "spacelike" à temps constant Σ.
Les spineurs harmoniques sphériques sont normalisés par la condition∫

(Ω∗)l
′

j′,m′Ω
l
j,mdΩ = δjj′δll′δmm′ , (2.55)

et la condition de normalisation standard des fonctions de Bessel sphériques est∫ ∞
0

r2jl(kr)jl′(k
′r)dr =

π

2k2
δ(k − k′)δll′ , (2.56)

avec k = pξ et en appliquant la propriété δ(ax) = 1
|a|δx, on obtient∫ ∞

0

r2jl(pξr)jl′(pξ
′r)dr =

π

2p2ξ3
δ(p− p′)δll′ . (2.57)

Il s’ensuit

|Nl|2
π

2p2ξ3
ξ4e−πRm

[
e−πRm(H1

ν+
)∗(Rpξ)H1

ν+
(Rpξ) + eπRm(H1

ν−)∗(Rpξ)H1
ν−(Rpξ)

]
= 1 (2.58)

En utilisant, maintenant, les propriétes suivantes des fonctions de Hankel

(H1,2
ν± )∗ = H2,1

ν∓ , ν± =
1

2
± k, (2.59)

e±πkH1
ν∓(z)H2

ν±(z) + e∓πkH1
ν±(z)H2

ν∓(z) =
4

πz
(2.60)



30 CHAPITRE 2. L’ÉQUATION DE DIRAC DANS L’ESPACE-TEMPS R-MINKOWSKI

l’équation (2.58) devient

|Nl|2
πξ

2p2
e−πRm

4

πRpξ
= 1⇒ |Nl| =

R
1
2p

3
2

2
e

1
2
πRm. (2.61)

Finalement la fonction d’onde normalisée est donnée par

ψs =
R

1
2p

3
2

2
ξ2

(
e
π
2
RmHν−

(Rpξ)jl(prξ)Ω
l
j,m(θ, φ)

ie−
π
2
RmHν+

(Rpξ)jl̄(prξ)Ω
l̄
j,m(θ, φ).

)
(2.62)

or

ψs =
p

2

√
πR

2ξr
ξ2

(
e
π
2
RmHν−

(Rpξ)jl(prξ)Ω
l
j,m(θ, φ)

ie−
π
2
RmHν+

(Rpξ)jl̄(prξ)Ω
l̄
j,m(θ, φ).

)
(2.63)

En utilisant maintenant l’opérateur inverse W−1, on obtient l’équation d’onde normalisée dans
l’image naturelle

ψNP = W−1Ψs =
p

2

√
πR

2r
ξ2

(
e
π
2
RmHν−

(Rpξ)jl(pr)Ω
l
j,m(θ, φ)

ie−
π
2
RmHν+

(Rpξ)jl̄(pr)Ω
l̄
j,m(θ, φ)

)
. (2.64)

A la limite R →∞, cette solution tend à la solution de léquation de Dirac libre dans l’espace
de Minkowski en coordonnées sphériques.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons exposé la théorie de la relativité non linéaire, en utilisant
des méthodes analogues à celles développées dans le cadre des algèbres déformées et de la
géométrie non commutative. Un travail récent réalisé par A.Bouda et T.Foughali, a permis de
reproduire la transformation de Fock des coordonnées avec un paramètre R invariant qui a la
dimension d’une longueur, qu’on a identifié au rayon de l’univers. Contrairement à la DSR,
cette transformation ne dépend, ni de l’énergie, ni de l’impulsion de la particule. Cette nouvelle
approche de la relativité non linéaire de Fock, est basée sur la déformation des crochets de
Poisson fondamentaux relatifs aux coordonnées et aux moments conjugués (xµ; pµ). Nous avons
trouvé des invariants Ix et Ip qui ont permis de construire des variables canoniques (Xµ, Pµ)
qui se transforment comme des vecteurs Lorentziens, ce qui nous a permis d’établir la relation
de dispersion dans le cadre de la relativité non linéaire de Fock.

La seconde étape consiste à construire des théories des champs où les équations de mouve-
ment restent covariantes par rapport à la transformation non linéaire de Fock-Lorentz. Pour
cela nous avons effectué un travail algébrique afin de construire le premier Casimir de cette
théorie comme une combinaison de tous les scalaires possibles formé par tous les générateurs.
La construction d’un tel Casimir a été rendue possible grâce à une redéfinition appropriée des
générateurs de boosts.

Ensuite, nous avons procédé à une quantification afin de transformer l’algèbre des crochets
de Poisson à l’algèbre des commutateurs, et qui nous a permis d’obtenir l’équation de Klein-
Gordon. La version différentielle de cette dernière équation a mis en évidence la correspondance
entre l’espace R-Minkowski et l’espace de de Sitter et a confirmé la suggestion que la nouvelle
constante universelle R, qui figure dans la transformation de Fock, représente réellement le
rayon de l’univers

Dans le deuxième chapitre, nous avons construit l’équation libre de Dirac dans l’espace-
temps R-Minkowski. Aprés avoir utilisé une certaine réalisation de l’algébre R-Poincaré, il se
retourna sur que l’équation obtenue est exactement l’équation de Dirac dans l’espace-temps
conforme de Sitter.

Nous avons présenté la méthode de construction de l’équation de Dirac libre dans l’espace-
temps R-Minkowski, proposée par Foughali-Bouda. En utilisant une réalisation de l’algèbre
R-Poincaré trouvée auparavant, il s’est avéré que l’équation obtenue est exactement l’équation
de Dirac dans l’espace conforme plat de de Sitter. Ce résultat est une autre preuve de la
correspondance entre l’espace-temps R-Minkowski et l’espace-temps de de Sitter. Il s’ensuit que
la physique de l’algèbre R-Poincaré est la même que dans la relativité de de Sitter. Nous avons
également présenté une nouvelle méthode pour résourdre l’équation de Dirac dans l’espace-
temps R-Minkowski.
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Annexe

A.1 Carré de l’équation de Dirac dans un espace courbe
Dans un espace-temps courbe, l’équation de Dirac est donnée par [13](

iγµDµ −
mc

~

)
ψ(x) = 0 (A.1)

où Dµ est la dérivé covariante de spineur

Dµψ = (∂µ + Ωµ)ψ (A.2)

et
Ωµ(x) ≡ −i

4
Wabµ(x)σab =

1

8
Wabµ(x)

[
γa, γb

]
W a
bµ = eaν

(
∂µe

ν
b + eσbΓνσµ

)
Sont respectivement les coefficients de Fock-Ivanenko et la connexion de spin, Γνσµ sont des
symboles de Christoffel. Il en résulte que le carré de l’équation de Dirac est égale à(

iγµDµ +
mc

~

)(
iγµDµ −

mc

~

)
ψ = 0, (A.3)

qui peut s’écrire aussi sous la forme[
gµνDµDν −

1

2
σµνKµν +

(mc
~

)2
]
ψ = 0, (A.4)

où
Kµν ≡

1

2
(DνDµ −DµDν) = ∂νΩµ − ∂µΩν + [Ων ,Ωµ]

est la courbure de spin. L’équation (A.4) est l’extension générale de l’équation de Pauli-
Schodinger qui décrit les particules de spin 1

2
dans un environnement gravitationnel

gµνDµDνψ =
(
gµν∂µ∂ν − gµνΓλµν∂λ

)
ψ + gµν [(DµΩν) + 2Ωµ∂µ]ψ (A.5)

= �KGψ + gµν [(DµΩν) + 2Ων∂µ]ψ

Dans notre cas, l’espace R-Minkowski correspond à l’espace-temps de de Sitter donné par la
métrique

ds2 =
1

(1− x0

R
)2

[
(dx0)2 − d(−→x )2

]
=

1

ξ2

[
(dx0)2 − d(−→x )2

]
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dans la carte où x ∈ ]−∞, 0] ; le champ tétrade est donné par eµa = ξδµa et la connexion de spin
est donnée par Wabµ = (Rξ)−1 [ηµbδ

0
a − ηµaδ0

b ]. La dérivée covariante

Dµ = ∂µ +
1

4Rξ
ηµa
[
γ0, γa

]
est le calcule donne pour la somme des termes des coefficients Ω de Fock-Ivanenko

gµν [(DµΩν) + 2Ων∂ν ] = gµν
[
(∂µΩν)− ΓσµνΩσ + ΩµΩν + 2Ων∂µ

]
= − 1

R
ξγ0γi∂i −

3

4R2
(A.6)

en outre, on a

− 1

R
σµνKµν =

<
4

(A.7)

où < est un scalaire de Ricci. Dans l’espace de Sitter, on a < = 12
R2 .

En tenant compte des équations (A.5) (A.6) et (A.7) la relation (A.4) peut sécrire comme
suit : [

�KG −
1

R
ξγ0γi∂i +

9

4R2
+
(mc

~

)2
]
ψ = 0 (A.8)

en comparant avec (2.10), il est clair que les termes supplémentaires dans le carrée de l’opéra-
teurs de Dirac par rapport à celui de Klein-Gordon sont établis.

A.2 Spineurs harmoniques sphériques

Considérons un système physique constitué de deux parties. Supposons que la première
partie est décrite par les harmoniques sphériques Ylm, fonctions propres du moment orbital L,
et la deuxiéme partie par les spineurs de base ϕ(S3), vecteurs propres du spin S = 1

2
. Alors la

fonction d’onde du système total est donnée par l’expression suivante :

Ωjlm =< j,m | l,m′, 1

2
, S3 > Ylm(θ, ϑ)ϕ(S3) (A.9)

En considérant que le couplage spin-orbital (interaction entre le spin de la particule et son mo-
ment orbital) est négligeable, alors conformément au modéle vectoriel d’addition des moments
cinétiques, le moment cinétique total est j = l+ 1

2
. Dans ce cas , en remplaçant dans (A.9) les

coefcients < j,m | l,m′, 1
2
, S3 >, les fonctions d’onde d’un tel systéme s’expriment comme suit :

Ωj+ 1
2
,l,m =

 √
j+m

2j
ϕ 1

2
Yl,m− 1

2√
j−m

2j
ϕ− 1

2
Yl,m+ 1

2

 (A.10)

Ωj− 1
2
,l,m =

 −√ j−m+1
2j+2

ϕ 1
2
Yl,m− 1

2√
j+m+1

2j+2
ϕ− 1

2
Yl,m+ 1

2

 (A.11)

où les spineurs

ϕ+ 1
2

=

(
1
0

)
(A.12)

ϕ− 1
2

=

(
0
1

)
(A.13)
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décrivent la particule dans les états, de spin +1
2
et −1

2
, respectivement. Ce sont des vecteurs

propres des matrices de Pauli, reliés au spin de la particule par la relation

−→
S = ~

−→σ
2

(A.14)

De plus, les fonctions décrivant une particule de moment orbital l sont les harmoniques sphé-
rique. Ils sont définis, dans notre cas, par :

Yl,m(θ, ϑ) = (−1)
m+|m|

2 il

√
(2l + 1)(l− | m |)!

4π(l+ | m |)!
(A.15)

En tenant compte de (A.12 ; A.13) et (A.15), les spineurs sphériques pour les deux valeurs de
moment cinétique total j = ±1

2
s’expriment sous la forme :

Ωj+ 1
2
,l,m =

 √
j+m

2j
Yl,m− 1

2√
j−m

2j
Yl,m+ 1

2

 (A.16)

Ωj− 1
2
,l,m =

 −√ j−m+1
2j+2

Yl,m− 1
2√

j+m+1
2j+2

Yl,m+ 1
2

 (A.17)

Ces spineurs sphérique sont normalisés par la condition [19]∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dϑΩ†j′,l′,m′(θ, ϑ)Ωj,l,m = δj′,jδl′,lδm′,m (A.18)

A.3 Fonctions de Bessel

Ces fonction apparaissent dans la physique (electromagnétisme et mécanique quantique)

Les fonctions de Bessel cylindriques

les fonctions de Bessel cylindriques y vérifient l’équation différentielle

x2y′′ + xy′ + (x2 − λ2)y = 0 (A.19)

où λ est réel, on cherche une solution sous forme de séries

y =
∞∑
k=0

akx
k+α

tel que les dérivées sont donneés par

y′ =
dy

dx

∞∑
k=0

(k + α)akx
k+α−1

y′′ =
d2y

dx2

∞∑
k=0

(k + α)(k + α− 1)akx
k+α−2
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on remplace y, y′, y′′ dans (A.19) et on déduit :[
(k + α)2 − λ2

]
ak + ak−2 = 0 (A.20)

si k < 0⇒ ak = 0
si k=0 on a (α2 − λ2) a0 + a−2 = 0
hypothèse :
a−2 = 0 et a0 = 0
on remarque que : α2 − λ2 = 0
⇒ α = +λ ou α = −λ si α = +λ→ y =

∑∞
k=0 akx

k+λ = xλ
∑∞

k=0 ak expk

( Solution régulière à lorigine )
si α = −λ→ y =

∑∞
k=0 akx

k−λ = x−λ
∑∞

k=0 ak expk ( Solution irrégulière à lorigine )
si α = λ > 0→ y =

∑∞
k=0 akx

k+λ = xλ
∑∞

k=0 ak expk

on remplace α par λ dans (A.20) et on déduit :(
k2 + 2kλ

)
ak + ak−2 = 0 (A.21)

on remarque k est entier donc touts les coeffecients a−k sont nuls , après les calcules on trouve

a2k = (−1)k
a0

2× 4× 6...(2 + 2λ)(4 + 2λ)...
(A.22)

et a0 est donnée par :

a0 =
1

2λΓ(λ+ 1)
(A.23)

La fonction de Bessel régulière sera notée Jλ(x) tel que

Jλ(x) =
∞∑
k=0

(−1)k(x
2
)λ + 2k

k!Γ(λ+ k + 1)
(A.24)

avec la fonction Gamma définie par

Γ(z) =

∫ +∞

0

exp−t tz−1dt. (A.25)

Quand λ est entier, λ = n, nous pouvons définir la fonction de Bessel à indice entier par

Jn(x) =
+∞∑

k=−∞

(−1)k(x
2
)n+2k

k!(m+ k)!
(A.26)

Fonction génératrice

soit la fonction :

G(x, t) = exp
x
2

(t− 1
t
) =

+∞∑
n=−∞

Jnt
n (A.27)

mais
exp

x
2

(t− 1
t
) = exp

xt
2 . exp

−x
2t

=
+∞∑
k=0

1

k!

(
xt

2

)k +∞∑
p=0

1

p!

(
−x
2t

)p
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on pose n=k-p
(k, p)→ (n, p)

on utilise le dévloppement de Tayler

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!

alors l’équation (A.27) devient

G(x, t) =
+∞∑

n=−∞

+∞∑
p=0

(−1)p(x
2
)n+2p

(n+ p)!p!
(A.28)

=
+∞∑

n=−∞

(
+∞∑
p=0

(−1)p(x
2
)n+2p

(n+ p+ 1)!p!

)
tn

=
+∞∑

n=−∞

Jn(x)tn

G(x, t) =
+∞∑

n=−∞

Jn(x)tn (A.29)

l’équation (A.29) est appellée la fonction génératrice des Jn(x)

G(x, t) = ...J−2(x)t2 + J−1(x)t1 + J0(x)t0 + J1(x)t1 + J2(x)t2...

la fonction génératrice présente beaucoup de proprietés de Jn(x)

Jn(−x) = (−1)nJn(x)

G(x, t) = exp
x
2

(t− 1
t
)

G(−x,−t) = exp
−x
2

(−t+ 1
t
) = G(x, t) = exp

x
2

(t− 1
t
)

+∞∑
n=∞

Jn(−x)(−t)n =
+∞∑
n=∞

Jn(x)(t)n

on peut ecrire
+∞∑
n=∞

Jn(−x)(−1)n(t)n =
+∞∑
n=∞

Jn(x)(t)n

par identification on déduit (−1)nJn(−x) = Jn(x) et (−1)2nJn(−x) = (−1)nJn(x)
quand : (−1)2n = 1

=⇒ Jn(−x) = (−1)nJn(x)

exemple :
J4(−x) = (−1)4Jn(x) = J4(x)

J7(−x) = (−1)7Jn(x) = −J7(x)

on remarque que les fonctiions d’indice pair sont paires et les fonctions d’indice impair sont
impaires .
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Fonction de Bessel sphérique

Lorsque λ n’est pas entier, les solutions y(x) de l’équation (A.19) sont données par :

y(x) = C1Jλ(x) + C2J−λ(x) (A.30)

où

Jλ(x) =
(x

2

)λ +∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + λ+ 1)

(x
2

)2j

(A.31)

en posant y(x) = x
1
2Z(x), et λ = l + 1

2
; on obtient l’équation

x2z′′ + 2xz′ +
[
x2 − l(l + 1)

]
Z = 0 (A.32)

la solution générale (A.32) déduite de celle de (A.19) est donnée par

Z(x) = C1jl(x) + C2nl(x) (A.33)

avec
jl(x) =

( π
2x

) 1
2
Jl+ 1

2
(x)

et
nl(x) = (−1)l

( π
2x

) 1
2
J−l− 1

2
(x)

Les fonctions jl(x) et nl(x) sont appelées fonction de Bessel sphérique et fonction de Neumann
sphérique respectivement. les facteurs additionnels sont introduits pour simplifier les formules
ultérieures, Le wronkien de ces solutions est

j′l(x)nl(x)− jl(x)n′l(x) = x−2

Les fonctions jl(x) et nl(x) ont la particularité parmi les fonctions de Bessel d’être des fonctions
élémentaires données par

jl(x) = (−1)lxl
(

1

x

d

dx

)l
sinx

x
(A.34)

nl(x) = (−1)lxl
(

1

x

d

dx

)l
cosx

x
(A.35)

pour l = 0, on déduit que

j0(x) =
sinx

x

n0(x) =
cosx

x

pour l = 1, on trouve que

j1(x) =
sinx

x2
− cosx

x

n1(x) =
cosx

x2
+

sinx

x
pour x→ 0 on a :

jl(x)→ xl

(2l + 1)!!

nl(x)→ (2l + 1)!!x−l−1
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où m!! = m[(m− 2)!!] et 0!! = 1, on déduit les comportement asymptotiques

jl(x)→ 1

x
sin(x− 1

2
lπ)

nl(x)→ 1

x
cos(x− 1

2
lπ)

qui sont très importants pour la théorie des collisions.

A.4 Les crochet de Poisson
Les crochets de poisson sont des expressions mathématiques introduites initialement dans

le cadre de la mécanique analytique. Ils ont une grande importance dans divers domaines de la
physique mathématique. Ils sont par exemple indispensables dans l’étude de l’intégrabilité des
systèmes classiques et dans la quantification canonique. On peut générer le groupe de Poincaré
à l’aide du crochet de Poisson{, } et des quadri-vecteurs fondamentaux x et p de l’espace de
phase associées au mouvment d’une particule libre. On définit le crochet de Poisson de deux
fonctions f et g comme suit :

{f, g} = − ∂f

∂xλ

∂g

∂P λ
+

∂f

∂P λ

∂g

∂xλ
(A.36)

α et β sont deux réels et f,g,h sont trois fonctions qui dépendent de x,p,t on peut résumer les
propriétés du crochet de Poisson dans les points suivantes :

1) L’antisymétrie : {f, g} = −{g, f} ⇒ {f, f} = 0
2) La linéarité :{αf + βg, h} = α{f, h}+ β{g, h}
3)L’identité de Jacobi :{f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0
4)règle de Leibniz 1 :{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g
5)règle de Leibniz 2 :{df

dt
, g}+ {f, dg

dt
, } = d

dt
{f, g}
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L’espace-temps R-Minkowski est l’espace de background d’une re-
lativité restreinte basée sur la transformation de Fock à la place de la
transformation de Lorentz. Cette théorie de la relativité est appelée aus-
si la relativité projective. La transformation de Fock est une transforma-
tion de type fraction linéaire. Cette théorie donne lieu à l’existance d’une
nouvelle constante universelle, à coté de la vitesse de la lumière c, qui
représente le rayon de l’univers observé. Le groupe de symétrie de cette
nouvelle théorie est appelé le groupe R-Poincaré et son algèbre est l’al-
gèbre R-Poincaré. On propose dans ce travail d’étudier l’équation de Di-
rac, qui représente l’équation fondamentale des particules de la matière,
dans l’espace-temps R-Minkowski et de donner une solution exacte et
normalisée de cette équation.

The R-Minkowski space-time is the background space of a special
relativity based on the Fock transformation in place of the Lorentz trans-
formation. This theory of relativity is also called projective relativity. The
Fock transformation is a linear fraction transformation. This theory gives
rise to the existence of a new universal constant, next to the speed of light
c, which represents the radius of the observed universe. The symmetry
group of this new theory is called the R-Poincaré group and its algebra
is the R-Poincaré algebra. It is proposed in this work to study the Dirac
equation, which represents the fundamental equation of the particles of
matter, in the R-Minkowski space-time and to give an exact and stand-
ardized solution of this equation.

من بدلاً Fock تحول على القائمة الخاصة للنسبية خلفية هي R-Minkowski الفضاء
تحول هو Fock تحول الإسقاطية. النسبية ا أيض هذه النسبية نظرية وتسمى .Lorentz تحول
، c الضوء سرعة بجانب ، جديد عالمي ثابت وجود إلى النظرية هذه تؤدي خطي. كسري
مجموعة الجديدة النظرية لهذه التناظر مجموعة تسمى المرصود. الكون قطر نصف يمثل الذي
Dirac معادلة دراسة العمل هذا في يقترح .R-Poincaré جبر هو وجبرها R-Poincaré
حل وإعطاء R-Minkowski الفضاء في ، المادة لجزيئات الأساسية المعادلة تمثل التي ،

المعادلة. لهذه وموحد دقيق


