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FARES BENRAZKALLAH

Devant le jury composé de :
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Introduction générale

Le concept d’une algèbre de Hopf est né dans le vingtième siècle en relation
avec les travaux du mathématicien allemand Heinz Hopf (1940) dans la topolo-
gie algébrique et la cohomologie. Les algèbers de Hopf jouent un rôle important
dans divers domaines des mathématiques tels qu’en algèbre de Lie, en théorie
de Galois, en théorie des noeuds, en théorie des champs, en mécanique quan-
tique, en catégories de tenseurs et en combinatoire, etc.... Une algèbre de Hopf
est un espace vectoriel muni d’une structure de biagèbre, i.e. d’une algèbre as-
sociative unitaire et d’une coagèbre coassociative, counitaire, compatibles entre
elles, et possèdant un antipode, i.e. un inverse pour l’identité pour le produit de
convolution des endomorphismes. Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques
propriétés et résultats fondamentaux sur les algèbres de Hopf. On s’est basé
dans notre étude sur les ouvrages de références ([8],[9]). Pour la présentation,
nous avons réparti ce mémoire comme suit :

— Dans le premier chapitre, nous présentons les défnitions, ainsi que les
propriétés des espaces vectoriels, des applications linéaire, du produits
tensoriels....

— Dans le deuxième chapitre, nous étudierons les structures d’algèbre et de
coalgèbre.

— Dans, le troisième chapitre, nous étudierons les structures de bialgèbre
et d’algèbre de Hopf. Nous donnerons des résultats fondamentaux ainsi
que quelques propriétés.Ces résulltats et propriétés sont illustrés à l’aide
de quelques exemples.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.1 On appelle espace vectoriel sur k(ou k-espace vectoriel)
un ensemble non vide E muni de deux lois :

1. Une loi de composition interne notée ′′+′′ qui est une application de E
dans E vérifiant :
— ∀(x, y) ∈ E2, x+ y = y + x ;
— ∃0E ∈ E élément neutre avec ∀x ∈ E : x+ 0E = 0E + x = x ;
— ∀(x, y, z) ∈ E3, x+ (y + z) = (x+ y) + z ;
— ∀x ∈ E ,∃(−x) ∈ E avec x+ (−x) = (−x) + x = 0E ;

2. Une loi externe notée ′′.′′ qui est une application de k × E dans E
vérifiant :
— ∀(α, β) ∈ k2,∀x ∈ E : (α+ β).x = α.x+ β.y ;
— ∀α ∈ k,∀(x, y) ∈ E2 : α.(x+ y) = α.x+ α.y ;
— ∀(α, β) ∈ k2,∀x ∈ E : α.(β.x) = (αβ).x ;
— ∀x ∈ E, 1.x = x oú 1 est l’élément neutre pour la multiplication de k

Exemple 1.1.1 1. Le corpe k lui-même est un espace vectoriel sur k appelé
droite vectoriel

2. Pour tout entier naturel n le produit cartésien E = kn de k avec lui-même
n fois est un k-espace vectorielle

3. L’ensemble Mn,p(k) des matrices à n lignes , p colonnes et à coefficients
dans k est un k- espace vectoriel .

4. L’ensemble =(R,R) dont les éléments sont les application de R dans R est
un R-espace vectoriel .

5. L’ensemble C0(R,R) dont les éléments sont les application continues de R
dans R est un R-espace vectoriel .

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.2.1 Soit E un k-espace vectoriel . Une partie F de E est appelée
un sous-espace vectorielde E si :
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— 0E ∈ F
— Pour tout (x, y) ∈ F 2, x+ y ∈ F
— Pour tout x ∈ F et tout α ∈ k, αx ∈ F

Proposition 1.2.1 F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F
est non vide et vérifie ∀(x, y) ∈ F 2,∀(α, β) ∈ k2, α.x+ β.y ∈ F

Démonstration 1.2.0.1 : La condition nécessaire est evidente d’après la définition
de sous- espace vectoriel .
⇐)Supposons que F 6= � est vérifie la condition [∀(x, y) ∈ F 2,∀(α, β) ∈ k2

αx+ βy ∈ F ] et montrons que F un sous-espace vectoriel de E
Soit x et y deux élements de F on a alors pour α = 1 et β = 1 , x + y ∈ F et
pour y = 0 on αx ∈ F donc F est un sous-espace vectoriel de E .

Exemple 1.2.1 L’ensemble F = {(x, y) ∈ R2/x + y = 0} est un sous-espace
vectoriel de R2 , en effet :
(a) (0, 0) ∈ F
(b) u = (x1, y1) et v = (x2, y2) appartient à F alors x1 + y1 = 0 et x2 + y2 = 0
donc (x1 + x2) + (y1 + y2) = 0 et ainsi u+ v = (x1 + x2, y1 + y2) appartient à F
(c) si u = (x, y) ∈ F et α ∈ R , alors x+ y = 0 donc αx+ αy = 0 d’où u ∈ F ;

Exemple 1.2.2 1 - L’ensemble C1(R,R)(l’ensemble des fonctions de classe
C1) est un sous-espace vectoriel de C0(R,R)
2 -L’ensemble des applications impaires de R dans R est un sous espace vectoriel
de R-espace vectoriel des applications de R dans R

Définition 1.2.2 Soient F1 et F2 deux sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel E .
On dit que F1 et F2 sont en somme directe si pour tout élement x de la somme
F1 + F2 , il existe un unique couple (x1, x2) ∈ F1 × F2 tel que x = x1 + x2.
En d’autre termes, F1 et F2 sont en somme directe si la décomposition de tout
élement de F1 + F2 en somme d’un élément de F1 et d’un élément de F2 est
unique .
On dit aussi dans ce cas que la somme F1 + F2 est directe , et on la note alors
F1 ⊕ F2 .
F1 et F2 sont en somme directe si et seulement s’ils vérifient l’une des propriétés
équivalentes suivantes

— ∀x1 ∈ F1,∀x2 ∈ F2 : x1 + x2 = 0⇒ x1 = x2 = 0
— F1 ∩ F2 = {0E}
— Il existe une base B1 de F1 et une base B2 de F2 , B1 ∪B2 est une base

de F1 + F2

Lorsque F1 et F2 sont de dimensions finies , la somme F1 + F2 est directe si et
seulement si :

dim(F1) + dim(F2) = dim(F1 + F2)

1.3 Applications Linéaires

Définition 1.3.1 Soient E et F deux k-espaces vectoriels une application

f : E −→ F
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est dite linéaire si f vérifie :

1. ∀λ ∈ k,∀u ∈ E, f(λu) = λf(u)

2. ∀u, v ∈ E, f(u+ v) = f(u) + f(v)

On dit que f est :
— injective si ∀x, x′ ∈ E , f(x) = f(x′)⇒ x = x′

— surjective si ∀y ∈ E admet toujours au moins x ∈ E tel que, y = f(x)
— bijective si elle est á la fois injective et surjective
— si E = F , on dit que f est un endomorphisme de E
— si f est bijective et on dit que f est un isomorphisme de E dans F
— si f est bijective et E = F , on dit que f est un automorphisme de E

On note L(E,F ) l’ensemble de toutes les applications linéaires de E dans F

Définition 1.3.2 Soit f : E −→ F une application linéaire on appelle noyau
de f et on note Kerf , le sous-ensemble de E suivant :

Kerf = {x ∈ E, f(x) = 0}

Autrement dit Kerf est l’image réciproque de l’élément neutre 0F de F ,
On appelle image de f , et on note Im(f), l’image ensembliste de f ,que est un
sous-ensemble de F Autrement dit :

Im(f) = {y ∈ F,∃x ∈ E | f(x) = y}

Exemple 1.3.1 C∞(R) désign l’ensemble des fonction indéfiniment dérivables
de R dans R ,C∞(R) est un sous-espaces vectoriel du R-espaces vectoriel des
fonction de R dans R , on peut alors considérer l’application φ : C∞(R) −→
C∞(R) définie par

φ(f) = f ′′ − f ′ + f

Ker(φ) est l’espace vectoriel des solution de l’équation diffirentielle linéaire du
second ordre

y′′ − y′ + y = 0

1.4 Espace quotient

Définition 1.4.1 Soit Eun ensemble muni d’une relation d’équivalence <
Si x est un élément de E , l’ensemble {y ∈ E, x<y} est appelé classe d’équivalence
pour la relation < . Les classes d’équivalence forment une partition de E , et
l’ensemble des classes d’équivalence s’appelle ensemble quotient de E par < et
est noté E/<

Définition 1.4.2 L’espace vectoriel quotient E/F d’un espace vectoriel E
par un sous espace vectoriel F est la structure naturelle d’espace vectoriel sur
l’ensemble quotient E par la relation d’equivalence définie par : v est relation
avec w si et seulement si v−w ∈ F c’est donc l’ensemble des classes v = v+F
oú v ∈ E muni des lois suivants :
Somme vectorielle : v + w = v + w
Multiplication par un scalaire : λ . v = λv
l’aplication v −→ v est une application linéaire surjective dont le noyaux est F
.
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Exemple 1.4.1 Si E est un plan , et F est une droite vectorielle du plan , alors
l’espace vectoriel quotient E/F c’est l’ensemble des droites affines parallélles a
la droite F .

Définition 1.4.3 La codimension dans espace vectoriel E d’un sous-espace vec-
toriel F est la dimension de l’espace vectoriel quatient E/F

codimE(F ) = dim(E/F )

Cette codimension est aussi égale á la dimension de n’importe quel supplémentaire
de F dans E car tous sont isomorphes à E/F . il résulte de la définition que
dans le cas ò F = E si et seulement si codimE(F ) = 0
cas de la dimension finie
d’après la formule de Grassmann , si E = F ⊕H alors

dim(E) = dim(F ) + dim(H)

En particulier , lorsque l’ espace E est de dimension finie , tous les sous-espaces
vectoriels de E sont de codimension finie dans E et de dimension fini . Si F est
l’un d’entre eux :

codimE(F ) = dim(E)− dim(F )

Exemple 1.4.2 Dans un espace de dimension 2 , la droite est de codimension
de 1 .

Définition 1.4.4 Soient E un espace vectoriel et g un endomorphisme de E.
Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par g lorsque g(F ) ⊂ F ,
ie : ∀x ∈ F, g(x) ∈ F , par conséquence ,g induit sur F un endomorphisme

gF :

{
F −→ F
x 7−→ g(x)

Si E est de dimension finie et muni d’une base adaptée à F (c’est-á-dire une
base de F complétée en une base de E),la matrice représentative de g peut être
notée par blocs (

A B
C D

)
Alors F est un espace stable par g si et seulement si C = 0 , et dans ce cas la
matrice de l’ensomorphisme induit sur F est A

Définition 1.4.5 Soit k un corps commutatif , soient E,F et G des espaces
vectoriels sur k . une application :

f : E × F 7−→ G

est dite k-bilinéaire ( ou bilinéaire ) si ∀x ∈ E ,∀y ∈ F les applications
partielles

y 7−→ f(x, y) et x 7−→ f(x, y)

sont k− linéaires
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1.5 Produit tensoriel d’espaces vectoriels

Définition 1.5.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commu-
tatif k il existe un espace vectoriel ,noté E ⊗ F ,et une application bilinéaire

φ : E × F 7−→ E ⊗ F (on pose φ(x, y) = x⊗ y)

ayant la propriété suivante(dite universelle)
Pour tout espace vectoriel G , et pour toute application bilinéaire g de E×Fdans
G , il existe une et une seule application linéaire h de E ⊗ F dans G telle que
g = h ◦ φ ou encore

∀x ∈ E,∀y ∈ F , g(x, y) = h(x⊗ y)

L’espace E ⊗ F est le produit tensoriel de E et F et x ⊗ y est le produit
tensoriel de x et y
Si (ei)i∈I et (dj)j∈J sont respectivement des bases de E et F ,alors (ei⊗dj)(i,j)∈I×J
est une base de E ⊗ F en particulier si E et F sont de dimension finie alors

dim(E ⊗ F ) = dim(E)× dim(F )
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Chapitre 2

Algèbre, Coalgèbre

Dans ce chapitre,on rappelle les définitions et les propriétés des algèbres et
des coalgèbres . Et pour plus de details on consultera [3] ou [9] , [6].

2.1 Algèbre

Soit k un corps commutatif

Définition 2.1.1 Une k-algèbre est un triplet (A,µ, η) avec A un espace vec-
toriel
µ : A⊗A 7−→ A (multiplication ou produit)
et η : k 7−→ A (unité)
telles que les diagrammes suivants commutent

A⊗A⊗A
id⊗µ //

µ⊗id
��

A⊗A

µ

��
A⊗A

µ // A

A⊗A

k⊗A

η⊗id
::uuuuuuuuu
µ

��

A⊗ k

id⊗η
ddIIIIIIIII

A

::uuuuuuuuuu

ddIIIIIIIIII

L’unité η signifie que il ya un élément neutre pour la multiplication , noté 1A
et elle est donnée explicitement par : η(1k) = 1A (on a donc η(λ) = λ.1A ∈ A
pour λ ∈ k) ;
Le premier diagramme représent l’associativité de µ et en terme d’applications
s’ecrit : µ(µ⊗ id) = µ(id⊗ µ).
usuellement, on notent µ(a1 ⊗ a2) = a1.a2 et donc a1.(a2.a3) = (a1.a2).a3

On dit que A est une algèbre commutative si µ(a1 ⊗ a2) = a1.a2 = a2.a1 =
µ(a2 ⊗ a1) avec a1, a2 ∈ A

Définition 2.1.2 Un morphisme d’algèbre est une application linéaire
f : A −→ B qui respecte la multiplication et l’unité dans le sens où :

µB ◦ (f ⊗ f) = f ◦ µA
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et

f ◦ ηA = ηB

Les conditions (1) et (2) peuvent être exprimés par la commutativité des dia-
grammes suivants :

A⊗A
µA //

f⊗f
��

A

f

��
B ⊗B

µB // A

A
f // B

k

ηA

OO

ηB

??~~~~~~~~

Définition 2.1.3 Soit f : A −→ B un morphisme d’algèbre , f serait un iso-
morphisme s’il existe un autre morphisme d’algèbre g : B −→ A telle que
f ◦ g = idA et g ◦ f = idB Dans ce cas, A et B sont dits isomorphes .

Définition 2.1.4 Soient A,B deux espaces vectoriels . Une application linéaire
τ : A ⊗ B−→B ⊗A définie par τ(a ⊗ b) = b ⊗ a pour tout a ∈ A , b ∈ B est
appelé flip
τ est dite commutative si et seulement si µ ◦ τ = µ dans A⊗A équivalant á la
commutativité de diagramme suivant

A⊗A τ // A⊗A

k

ηA

OO

ηA

99tttttttttt

Lemme 2.1.1 Soient (A,µA, ηA),(B,µB , ηB) deux k algébres
On définit une structure d’algèbre sur A⊗B avec

µA⊗B = (µA ⊗ µB) ◦ (idA ⊗ τ ⊗ idB)

Et

ηA⊗B = ηA ⊗ ηB

Démonstration 2.1.0.1 Il faut vérifier que µA⊗B font commuter les diagrammes
de la définicion 1.6.1 ce qui est clair par l’associativité de µA et µB idem pour
ηA⊗B

Définition 2.1.5 Soit A une algèbre , on appelle une augmentation un mor-
phisme d’algèbre ε : A −→ k . On dit alors que A est augmentée ,on note I(A)
le noyau de ε .

Définition 2.1.6 Soit f : A −→ B un morphisme d’algèbre . On dit que f est
un morphisme d’algèbre augmentée si A et B sont augmentées et que le
diagramme suivant commute
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A
f // B

k

εA

OO

εB

??~~~~~~~~

Définition 2.1.7 Soit (A,µA, ηA) un algèbre , l’algèbre opposée est un triplet
(Aop, µAop , ηAop) avec Aop = A un espace vectoriel ,µAop(x, y) = µA(y, x) et
ηAop = ηA

Définition 2.1.8 Soit A une algèbre sur k
— Soit B ⊂ A, on dit que B est une sous-algèbre de A sur k si (B,µA, ηA)

est une algèbre sur k
— Soit I ⊂ A, on dit que I est un ideal à gauche de A si µA(A⊗ I) ⊂ I
— Soit I ⊂ A, on dit que I est un ideal à droit de A si µA(I ⊗A) ⊂ I
— Soit I ⊂ A, on dit que I est un ideal de A si I est ideal à gauche et

ideal à droit .
Dans ce cas, nous pouvons définir une structure algèbrique sur l’espace vectoriel
quotient A/I en définissant

(a+ I)(b+ I) = ab+ I et 1A/I = 1A + I

avec a, b ∈ A
Nous référons l’algèbre A/I comme l’algèbre quotient de A par rapport á I
De plus , la surjection canonique π : A −→ A/I définie par

π(a) = a+ I

avec a ∈ A , est un morphisme algèbrique
On dit qu’une algèbre A est simple si les seuls ideaux de A sont A et {0}

Définition 2.1.9 Soit A une k-algèbre et V un espace vectoriel de dimension
finie sur k
V est un A-module à gauche s’il existe une application linéaire

λ1 : A⊗ V −→ V

tel que les diagrammes

A⊗A⊗ Vλ1⊗id //

µ⊗id
��

A⊗ V

λ1

��
A⊗ V λ1 // V

k⊗ V

id

��

η⊗id // A⊗ V

λ1zzttt
tt
tt
tt
t

V

Commutent
Soit A une k-algèbre et V un espace vectoriel de dimension finie sur k
V est un A-module à droit s’il existe un application

λ2 : V ⊗A −→ V
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tel que les diagrammes

V ⊗A⊗Aλ2⊗id //

id⊗µ
��

V ⊗A

λ2

��
V ⊗A λ2 // V

V ⊗ k

id

��

id⊗λ2 // V ⊗A

λ2zzttt
tt
tt
tt
t

V

En particulier pour un A-module à gauche V , les diagrammes commutatifs ci-
dessus se traduisent par : λ1(a⊗λ1(b⊗v)) = λ1(ab⊗v) et λ1(idA⊗v) = v avec
a, b ∈ A , v ∈ V

Définition 2.1.10 Soient V et W deux A-modules á gauches et f : V −→ W
une application linéaire . On dit que f est un morphisme de module à gauche si
le diagramme

A⊗ V
idA⊗f //

λV

��

A⊗W

λW

��
V

f // W

Commute
Autrement dit f : V −→ W un morphisme de module si f(a.v) = a.f(v) avec
a ∈ A et v ∈ V

Exemple 2.1.1 L’espace des polynômes á coefficients dans k noté (k[X], µk[X ], ηk[X ])
forment une algèbre associative unitaire de dimension infinie sur k

Exemple 2.1.2 L’ensemble Mn(k) des matrices carrées d’ordre n est un espace
vectoriel sur k de dimension n2, c’est aussi une algèbre associative, unitaire, non
commutative

Exemple 2.1.3 Le corps k est une algèbre sur lui-méme en utilisant la multi-
plication triviale et l’unité définies par

µ(1⊗ 1) = 1 et η(1) = 1

2.2 Coalgèbre

Définition 2.2.1 Une coalgèbre est un triplet (C,∆, ε) où C un espace vecto-
riel sur k,
∆ : C −→ C⊗C (comultiplication ou coproduit) et ε : C −→ k (counité) sont
deux applications linéaires satisfaisant

(∆⊗ idC) ◦∆ = (idC ⊗∆) ◦∆ (coassociativité), (2.2.1)

(ε⊗ idC) ◦∆ = (idC ⊗ ε) ◦∆ (counité). (2.2.2)
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Les conditions (2.2.1) et (2.2.2) peuvent étre exprimées par la commutativité
des diagrammes suivants

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

id⊗∆

��
C ⊗ C

∆⊗id
// C ⊗ C ⊗ C

C ⊗ C
ε⊗id

zzttt
tt
tt
tt id⊗ε

$$JJ
JJ

JJ
JJ

J

k⊗ C ∆

OO

C ⊗ k

C

eeJJJJJJJJJJ

::tttttttttt

On utilise les notations de Sweedler [2] pour le coproduit. On note pour tout
c ∈ C

∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2),

La coassociativité s’écrit alors de la maniere suivante : pour tout c ∈ C∑
(c)

∑
(c1)(c

(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) =
∑

(c)

∑
(c2) c

(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2)

=
∑

(c) c
(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3)

On peut ainsi définir par récurrence les coproduits itérés :

(∆⊗ id⊗(n−1)) ◦ (∆⊗ id⊗(n−2)) ◦ ... ◦∆(c) =
∑

(c) c
(1) ⊗ ...⊗ c(n+1)

(id⊗∆) ◦∆(c) = (∆⊗ id) ◦∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3).

La propriétde la counité s’exprime comme

∑
(c) ε(c

(1))c(2) =
∑

(c) c
(1)ε(c(2)) = c.

Remarque 2.2.1 La counité est unique : si ε, ε′ sont deux counités , alors pour
tout c ∈ C

(ε⊗ ε′) ◦∆(c) =
∑

(c) ε(c
(1))ε′(c(2))

= ε(
∑

(c) c
(1)ε′(c(2))

= ε(c)

= ε′(
∑

(c) ε(c
(1))c(2))

= ε′(c)

Une coalgèbre C est dite cocommutative si la comultiplication satisfait

∀c ∈ C, ∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2) =
∑
(c)

c(2) ⊗ c(1),

La cocommutativité est exprimée en terme de diagramme comme

C ⊗ C τ // C ⊗ C

C

∆

OO

∆

99tttttttttt
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Exemple 2.2.1 1. Soit V un espace vectoriel de base ((ei)i∈I)),On munit
V d’un coproduit en posant , ∀i ∈ I

∆(ei) = ei ⊗ ei
Ce coproduit est coassociatif : pour tout i ∈ I

(id⊗∆) ◦∆(ei) = (∆⊗ id) ◦∆(ei) = ei ⊗ ei ⊗ ei
Sa counité est donnée par ε(ei) = 1 pour tout i ∈ I

(ε⊗ id) ◦∆(ei) = ei = (id⊗ ε) ◦∆(ei)

Comme τ ◦∆(ei) = ∆(ei) = ei ⊗ ei, V est cocommutatif

Exemple 2.2.2 Le corps k est une coalgèbre sur lui-même en définissant par

∆(1) = 1⊗ 1 et ε(1) = 1

Exemple 2.2.3 Soit S un ensemble non vide, on note kS l’espace vectoriel en-
gendré par tous les éléments de S comme la base sur k . On munit kS d’une
structure de coalgèbre par

∆ : kS −→ kS ⊗ kS

s 7−→ s⊗ s

ε : kS −→ k

s 7−→ 1k

Démonstration 2.2.0.1 Pour tout s ∈ S, on a

(∆⊗ id) ◦∆(s) = (∆⊗ id)(s⊗ s) = s⊗ s⊗ s ;

(id⊗∆) ◦∆(s) = (id⊗∆)(s⊗ s) = s⊗ s⊗ s ;

Alors (∆⊗ id) ◦∆ = (id⊗∆) ◦∆

On a (ε⊗ id) ◦∆(s) = (ε⊗ id)(s⊗ s) = 1k ⊗ s ∼ s

(id⊗ ε) ◦∆(s) = (id⊗ ε)(s⊗ s) = s⊗ 1k ∼ s

Et donc (ε⊗ id) ◦∆ = (id⊗ ε) ◦∆ ; D’oú , (kS,∆, ε) est une coalgèbre .

Exemple 2.2.4 Le produit tensoriel C ⊗ D de deux coalgèbres (C,∆C , εC) et
(D,∆D, εD) est aussi une coalgèbre avec ∆C⊗D un coproduit et εC⊗D une cou-
nité tels que

∆C⊗D = (idC ⊗ τ ⊗ idD) ◦ (∆C ⊗∆D); (2.2.3)

εC⊗D = εCεD. (2.2.4)

Définit par

∆(c⊗ d) =
∑
(c)

c(1) ⊗ d(1) ⊗ c(2) ⊗ d(2),

et par

12



ε(c⊗ d) = ε(C)ε(D)

pour tout c ∈ C et d ∈ D

Définition 2.2.2 Soient (C,∆C , εC) et (D,∆D, εD) deux coalgèbre sur k .
L’application linéaire

f : C −→ D

est un morphisme de coalgèbre s’il satisfait

(f ⊗ f) ◦∆C = ∆D ◦ f et εB ◦ f = εC . (2.2.5)

En terme de diagrammes

C
∆C //

f

��

C ⊗ C

f⊗f
��

D
∆D

// D ⊗D

C

εC

��

f // D

εD
~~~~
~~
~~
~~

k

On dit qu’une coalgèbre (C,∆C , εC) est isomorphe à une coalgèbre (D,∆D, εD)
s’il existe un morphisme de coalgèbre bijectif f : C −→ D

Définition 2.2.3 Soit (C,∆, ε) une coalgèbre,la coalgèbre opposée est un
triplet (Cop,∆op, εop) avec Cop = C un espace vectoriel, ∆op = τ ◦∆ et εop = ε

Définition 2.2.4 Soit (C,∆, ε) une coalgèbre sur k et D un sous espace vec-
toriel de C alors D est une sous-coalgèbre si ∆(D) ⊆ D ⊗ D. Dans ce cas,
(D,∆D, εD) est une coalgèbre contenue dans la coalgèbre (C,∆, ε)

Définition 2.2.5 Soit (C,∆, ε) une coalgèbre et I un sous-espace de C, alors
I est un coideal à gauche de C si ∆(I) ⊆ C ⊗ I, de même, I est un coideal
à droite de C si ∆(I) ⊆ I ⊗ C
On dit que I est un coideal de C si ∆(I) ⊆ C ⊗ I + I ⊗ C et ε(I) = 0
Notez que si C est une coalgèbre, alors C et {0} sont tous les deux trivialement
coidaux de C

Définition 2.2.6 — C est irréductible si deux sous-coalèbres quelconques
de C admettent une intersection non vide

— C est simple si n’admet pas de sous-coalgèbrs propres non nulles
— C est pointée si toute sous-coalgèbre simple de C est de dimension 1
— Le coradical de C est la somme de toutes les sous-coalgèbres de C , on le

note Corad C
— C est filtrée s’il existe des sous-espaces

C(0) ⊂ C(1) ⊂ ... ⊂ C
avec C = ∪iC(i) et ∆(C(n)) ⊂

∑n
i=0 C(i)⊗ C(n− i)

Si de plus C(0) = k, on dit que C est convexe
— Évidemment une somme direct de coalgèbres est une nouvelle coalgèbre

Autrement dit si (C,∆C , εC) et (D,∆D, εD) sont de coalgèbrs sur k ,
puis l’espace vectoriel C ⊕D est une coalgèbre avec une comultiplication
donnée par

∆(c+ d) = ∆C(c) + ∆D(d)
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et un counité donné par
ε(c+ d) = εC(c) + εD(d)

avec c ∈ C et d ∈ D

— On dit que C est une cosemisimple s’il s’agit d’une somme directe de
simple sous-coalgèbre

Proposition 2.2.1 Soient (C,∆C , εC) et (D,∆D, εD) deux coalgèbre sur k et
f : C −→ D un morphisme de coalgèbre alors f(C) est une sous-coalgèbre de D
et Ker(f) est un coideal de C

Démonstration 2.2.0.2 Pour avoir que f(C) est une sous-coalgèbre de D,
nous utilisons le fait que f est un morphisme de coalgèbre : c’est-á-dire

∆(f(c)) = f(c)1 ⊗ f(c)2 = f(c1)⊗ f(c2) ∈ (f(C)⊗ f(C)

pour c ∈ C
enfin, pour voir que Ker(f)est un coideal de C noté d’abord que

Ker(f ⊗ f) = C ⊗Ker(f) +Ker(f)⊗ C

Aussi

(f ⊗ f) ◦∆C = ∆D ◦ f

Implique que

(f ⊗ f)(∆C(Ker(f))) = ∆(f(Ker(f)) = 0

Et donc

∆C(Ker(f)) ⊆ Ker(f ⊗ f) = C ⊗Ker(f) +Ker(f)⊗ C

Cela montre que Ker(f) est un coidéal de C

Définition 2.2.7 Soit (C,∆, ε) une coalgèbre et V un espace vectoriel de di-
mension finie sur k on dit que V est un C-comodule à gauche s’il existe
une application linéaire ρ1 : V −→ C ⊗ V telle que les diagrammes suivants
commutent

V
ρ1 //

ρ1

��

C ⊗ V

id⊗ρ1
��

C ⊗ V
∆⊗id
// C ⊗ C ⊗ V

V

id

��

ρ1 // C ⊗ V

ε⊗idzzttt
tt
tt
tt

k⊗ V

de même ,nous appelons V un C-comodule à droite s’il existe une application
linéaire ρ2 : V −→ V ⊗ C telle que les diagrammes suivants commutent

V
ρ2 //

ρ2

��

V ⊗ C

ρ2⊗id
��

V ⊗ C
id⊗∆
// V ⊗ C ⊗ C

V

id

��

ρ2 // V ⊗ C

id⊗εzzttt
tt
tt
tt

V ⊗ k
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Notons (V, ρ) un comodule à gauche ou à droite
Autrement on dit que (V, ρ1) est un C-comodule à gauche si la coaction satisfait
pour tout v ∈ V

(idC ⊗ ρ1) ◦ ρ1(v) = (∆⊗ idV ) ◦ ρ1(v) et (ε⊗ idV ) ◦ ρ1(v) = v (2.2.6)

On dit que (V, ρ1) est un C-comodule à droite si la coaction satisfait, pour tout
v ∈ V ;

(ρ2 ⊗ idC) ◦ ρ2(v) = (idV ⊗∆) ◦ ρ2(v) et (idV ⊗ ε) ◦ ρ2(v) = v (2.2.7)

On utilise les notations de Sweedler pour les coations, on note pour tout v ∈ V
Si (V, ρ) est un C-comodule á droite on écrit

ρ(v) =
∑
(v)

v(0) ⊗ v(1),

oú v(0) ∈ V et v(1) ∈ C
Donc l’équation (2.2.7) devient
(ρ2 ⊗ idC) ◦ ρ2(v) = (idV ⊗∆) ◦ ρ2(v)=∑

(v)

v(0) ⊗ v(1) ⊗ v(2).

et ∑
(v)

ε(v(1))v(0) = v.

De même,si (V, ρ) est un C-comodule à gauche on écrit

ρ(v) =
∑
(v)

v(−1) ⊗ v(0),

oú v(0) ∈ V et v(−1) ∈ C
Donc l’équation (2.2.6) devient
(idC ⊗ ρ1)◦ρ1(v) = (∆⊗ idV ) ◦ ρ1(v) =∑

(v)

v(−2) ⊗ v(−1) ⊗ v(0).

et ∑
(v)

ε(v(−1))v(0) = v.

Exemple 2.2.5 Si C est une coalgèbre alors nous pouvons considérer C comme
un C-comodule à gauche ou à droite où la coaction est donnée par la comulti-
plication ∆ : C −→ C ⊗ C
Les propriétés de coassociativité et de counité donnent respectivement corres-
pondantes pour un C-comodule ;
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2.3 La dualité d’algèbre et de coalgèbre

Soiént V ,W deux espaces vectoriels, L’ensemble des applications linéaires
de V dans W est notée

Hom(V,W )

Pour tout k-espace vectoriel V on note

V ∗ = Hom(V,k)

le dual linéaire de V
Si X est un sous-espace vectoriel de V , alors

X⊥ = {v ∈ V |f(v) = 0 pour tout f ∈ X}

Lemme 2.3.1 Soit E un espace vectoriel , il existe une injection canonique
ρ : E∗⊗E∗ −→ (E⊗E)∗ ; si E est de dimension finie ,alors ρ est une bijection .

Démonstration 2.3.0.1 Soient f, g ∈ E∗, on définit ρ(f ⊗ g) par

∀a, b ∈ E, ρ(f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)g(b)

Si ∀a, b ∈ E, f(a)g(b) = 0, soitf(a)= 0 , soit g(b) = 0, dans tous les cas , on a
f ⊗ g ≡ 0 donc ρ est une injection :ρ(E∗ ⊗ E∗) ⊂ (E ⊗ E)∗ de plus
Si E est de dimension finie
dim(E∗ ⊗ E∗) = (dimE)2 = dim(E ⊗ E)∗ alors ρ(E∗ ⊗ E∗) = (E ⊗ E)∗, ρ est
donc bijection

Remarque 2.3.1 Si E est de dimension infinie ρ(E∗ ⊗ E∗) $ (E ⊗ E)∗

Proposition 2.3.1 Soient U, V deux espaces de dimension finie
A ⊆ U ,B ⊆ V , alors

(A⊗B)⊥ = A⊥ ⊗ V ∗ + U∗ ⊗B⊥

Démonstration 2.3.0.2 ⊇ Soit f ∈ A⊥, g ∈ V ∗, si a ∈ A, b ∈ B

(f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)g(b) = 0g(b) = 0

donc f ⊗ g ∈ (A⊗B)⊥ : A⊥ ⊗ V ∗ ⊆ (A⊗B)⊥

De même U∗ ⊗B⊥ ⊆ (A⊗B)⊥

⊆ . soit f ∈ (A⊗B)⊥, on fixe (ei)i∈I′ une base de A complétée en une base
(ei)i∈I de U et (fj)j∈J′ une base de B ,complétée en une base (fj)j∈J de V
alors f s’écrit de manière unique :

f =
∑
i∈I,j∈J ai,je

∗
i ⊗ f∗i

soit i0 ∈ I ′, j0 ∈ J ′, alors ei0 ⊗ fJ0 ∈ A⊗B donc ai0j0 = 0 par suite :

f =
∑

(i,j)∈I×J−I′×J′ ai,je
∗
i ⊗ f∗j

f =
∑
i/∈I′,j∈J′ ai,je

∗
i ⊗ f∗i +

∑
(i∈I′,j /∈J′) ai,je

∗
i ⊗ f∗i
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∈ A⊥ ⊗ V ∗ + U∗ ⊗B⊥

donc (A⊗B)⊥ = A⊥ ⊗ V ∗ + U∗ ⊗B⊥

Soient V et W deux espaces vectoriels sur k et une application linénair φ :
V −→W on définit L’application :

φ∗ : W ∗ −→ V ∗

Appelé l’adjoint de φ, donné par φ∗(f)(v) = f(φ(v)) , pour f ∈W ∗ et v ∈ V
La multiplication de cette algébre est la composition :

µ : C∗ ⊗ C∗ ↪→ (C ⊗ C)∗
∆∗ // C∗

En utilisant l’adjoint de la comultiplication ∆ de C , si nous notons f ∗ g le
produit f, g ∈ C∗ alors la définition ci-dessus implique que

∆∗(f ∗ g)(c) = (f ∗ g)(∆(c))

= (f ∗ g)(
∑

(c) c
(1) ⊗ c(2))

=
∑

(c)(f ∗ g)(c(1) ⊗ (c(2))

=
∑

(c) f(c1)g(c2)

De plus , L’application des unités η : k −→ C∗ de cette algébreest donné par la
composition

η : k ∼= k∗ ε∗ // C∗

Et donc l’unité multiplicative de C∗ est 1∗C = η(1) oú

1∗C = ε(c), c ∈ C
En d’autre terme , l’unité de C∗ est la counité de C

Proposition 2.3.2 Soit (C,∆, ε) une coalgèbre sur k alors (C∗, µ, η) comme
défini ci-dessous est une algèbre sur k

Démonstration 2.3.0.3 Nous vérifions d’abord l’associativité de la multipli-
cation qui découle de la coassociativité de ∆
Pour tout f, g, h ∈ C∗ et x ∈ C on a

((f ∗ g) ∗ h)(x) =
∑
(x)

(f ∗ g)(x(1))h(x(2))

=
∑
(x)

∑
(x(1))

f(x(1.1))g(x(1.2))h(x(2)

=
∑
(x)

∑
(x(2))

f(x(1))g(x(2.1))h(x(2.2)

=
∑
(x)

f(x(1))(g ∗ h)(x(2))

= f ∗ (g ∗ h)(x)
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De plus , pour tout x ∈ C

(ε ∗ f) =
∑

(x) ε(x
(1))f(x(2)) = f(x) = (f ∗ ε)(x)

Etant donné une algèbre A ,nous pouvons définir une structure de coalgèbre sur
l’espace dual A∗ dans le cas oú A est de dimension finie est due au fait que nous
aurons besoin d’une application linéaire

(A⊗A)∗ −→ A∗ ⊗A∗

qui n’est que l’inverse de l’injection canonique

A∗ ⊗A∗ ↪→ (A⊗A)∗

discuté précédemment ;
Soit (A,µ, η) une algèbre sur k alors une comultiplication linéaire sur A∗ peut
étre définie par la composition

∆ : A∗
µ∗ // (A⊗A)∗ ∼= A∗ ⊗A∗

Et une application de counité sur A∗ peut être définie pare la composition

ε : A∗
η∗ // k ∼= k

En d’autre terme peut étre définie par la composition

∆(f)(a⊗ b) = f(ab)

Et

ε(f) = f(1A)

pour tout f ∈ A∗ et a, b ∈ A, oú 1A = η(1) est l’unité multiplicative de l’algèbre
A

Proposition 2.3.3 Soit (A,µ, η) une algèbre de dimension finie sur k alors
(A∗,∆, ε) comme défini ci-dessus est une coalgèbre

Démonstration 2.3.0.4 Coassociativité
soit f ∈ A∗ et a, b, c ∈ A, on a

(∆⊗ idA∗) ◦∆(f)(a⊗ b⊗ c) = (∆(f1 ⊗ f2)(a⊗ b⊗ c)
= ∆(f1)(a⊗ b)⊗ f2(c)

= f1(ab)f2(c)

= f(abc)

= f1(a)f2(bc)

= f1(a)⊗∆f2(b⊗ c)
= (idA∗ ⊗∆) ◦∆(f)(a⊗ b⊗ c)

Ce qui montre que ∆ est coassociative
Pour vérifier la propriété de counité, notons que pour tout f ∈ A∗ et a ∈ A,
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nous avons

(ε⊗ id∗A) ◦∆(f)(a) = (ε⊗ id∗A)(f1 ⊗ f2)(a)

= ε(f1)f2(a)

= f(1A)f2(a)

= f(1Aa)

= f(a)

Et donc (ε⊗ idA∗) ◦∆(f)(a) = f(a)

De méme pour (idA∗ ⊗ ε) ◦∆(f) = f

Alors A∗ est une coalgèbre

Proposition 2.3.4 Soit C une coalgèbre, si V est un C-comodule á droite alors
V est un C∗-module á gauche .

Démonstration 2.3.0.5 ρ : V −→ V ⊗C est l’application structure du como-
dule, avec

ρ(v) =
∑
v0 ⊗ v1

alors nous définissons

f.v =
∑
f(v1)v0

pour f ∈ C∗ et v ∈ V

pour voir que cela définit en fait une action de module, notons que

(f ∗ g).v =
∑
f(v1)g(v0)v0 = f.

∑
g(v1)v0 = f.(g.v)

et

ε.v =
∑
ε(v1)v0 = v

pour f, g ∈ C∗ et v ∈ V , qui découle des identités (2.2.6)

19



Chapitre 3

Algèbre de Hopf

3.1 Bialgèbre

Une bialgèbre est à la fois une algèbre et une coalgèbre , avec une compa-
tibilité entre ces deux structures .

Lemme 3.1.1 Soit H un espace vectoriel, muni d’une structure d’algèbre (H,µ, η)
et d’une structure de coalgèbre (H,∆, ε) . les conditions suivantes sont équivalentes

1. ∆ et ε sont des morphismes d’algèbres

2. µ et η sont des morphismes de coalgèbres

3. Pour tous x, y ∈ H

∆(xy) =
∑

(x)

∑
(y) x

(1)y(1) ⊗ x(2)y(2)

∆(1) = 1⊗ 1

ε(xy) = ε(x)ε(y)

ε(1) = 1

Démonstration 3.1.0.1 1 ⇐⇒ 3 , ∆ : H −→ H ⊗ H est un morphisme
d’algèbres si et seulement si :
- Pour tous x, y ∈ H

∆(xy) = ∆(x)∆(y) =
∑

(x)

∑
(y) x

(1)y(1) ⊗ x(2)y(2)

∆(1) = 1H⊗H = 1⊗ 1

ε : H −→ k Est un morphisme de d’algèbres si et seulement si
- Pour tous x, y, ε(xy) = ε(x)ε(y)
- ε(1) = 1k = 1
donc 1 et 3 sont équivalentes
2⇐⇒ 3 , µ : H ⊗H est un morphisme de coalgèbres si et seulement si :
- Pour tout x⊗ y ∈ H ⊗H,

∆H ◦ µ(x⊗ y) = (µ ◦ µ) ◦∆H⊗H(x⊗ y)

∆(xy) = (µ⊗ µ)(
∑

(x)

∑
(y) x

(1) ⊗ y(1) ⊗ x(2) ⊗ y(2)
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∆(xy) =
∑

(x)

∑
(y) x

(1)y(1) ⊗ x(2)y(2)

- Pour tout x⊗ y ∈ H ⊗H
εH ◦ µ(x⊗ y) = ε(xy) = εH⊗H(x⊗ y) = ε(x)ε(y)
comme (1) est une base de k , η : k −→ H est un morphisme de coalgèbre si et
seulement si :

∆H ◦ η(1) = (η ⊗ η) ◦∆k(1)

∆H(1H) = (η ⊗ η)(1⊗ 1)

∆(1) = 1⊗ 1

εH ◦ η(1) = ε(1) = 1

Donc 2 et 3 sont équivalentes

Définition 3.1.1 Une bialgèbre est une famille (H,µ, η,∆, ε) telle que :

1. (H,µ, η) est une algèbre

2. (H,∆, ε) est une coalgèbre

3. ∆ et ε sont des morphismes d’algèbre ou de maniere équivalent ,µ et η
sont des morphismes de coalgèbres

Exemple 3.1.1 Soit G un groupe (multiplicatif).
Soit kG l’espace vectoriel de base les éléments de G , le produit de G est étendu
par bilinéarité á kG tout entier, ainsi kG est une algèbre .
On définit un coproduit sur kG par ∆(g) = g ⊗ g pour tout g ∈ G , Ainsi kG
est une coalgèbre sa counité vérifi ε(g) = 1 pour tout g ∈ G, de plus pour tous
g, h ∈ G :

— ∆(gh) = gh⊗ gh = (g ⊗ g)(h⊗ h) = ∆(g)∆(h)
— ∆(1) = 1⊗ 1
— ε(gh) = ε(g)ε(h) = 1
— ε(1) = 1

Donc kGest une bialgèbre , sa dimension est le cardinal de G

Exemple 3.1.2 Soit A une bialgèbre de dimension finie, alors A∗ = (A∗,∆∗, ε∗, µ∗, η∗)
est aussi une bialgèbre (on sait qu’il s’agit d’une algèbre et d’une coalgèbre
comme µ est un morphisme de coalgèbre, µ∗ est un morphisme
d’algèbre , etc)

Exemple 3.1.3 tout corps k est une bialgèbre sur lui-même avec une multipli-
cation et une comultipliation triviales

Définition 3.1.2 Soit H une bialgèbre
Soit x ∈ H, on dira que x est de type groupe (groupe-like) si

x 6= 0 et si ∆(x) = x⊗ x .

On dira que x est primitif si

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x.
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L’ensemble des éléments de type groupe de H et noté G(H) et le sous- espace
des éléments primitifs de H est noté Prim(H) .

Proposition 3.1.1 Soit H unE bialgèbre de dimension finie sur k alors

G(H∗) = Alg(H,k) .

Les morphismes d’algèbres de H dans k

Démonstration 3.1.0.2 Soit f ∈ Alg(H,k) et a, b ∈ H, il est facile de voir
que ∆(f) = f ⊗ f

∆(f)(a⊗ b) = f(ab) = f(a)f(b) = (f ⊗ f)(a⊗ b)

et donc ∆(f) = f ⊗ f
Inversement, si ∆(f) = f ⊗ f alors

f(ab) = ∆(f)(a⊗ b) = f(a)f(b)

et donc f ∈ Alg(H,k)

3.2 Sous- bialgèbre

Définition 3.2.1 Soit H une bialgèdre et I un sous-espace de H

1. On dira que I est une sous-bialgèbre de H si I est une sous-algèbre et
une sous-coalgèbre .

2. On dira que I est un bidéal de H si I est un idéal et un coidél de H .

Définition 3.2.2 Soient H et H ′ deux bialgèbres et φ : H −→ H ′

on dira que φ est un morphisme de bialgébre si φ est un morphisme d’algèbres
est de coalgèbres

3.3 Définition des algèbres de Hopf

Produit de convolution : Soit (A,µ, η) une algèbre et (C,∆, ε) une coalgèbre
.
On définit une application bilinéaire sur l’espace vectoriel Hom(C,A) appelée
convolution et notée ? ou par définition :

∀f, g ∈ Hom(C,A) , f ? g = µ ◦ (f ⊗ g) ◦∆

Explicitement ∀x ∈ C, (f ? g)(x) =
∑

(x) f(x(1))g(x(2)).

Proposition 3.3.1 1. Le triple (Hom(C,A), ?, µ ◦ ε) est une algèbre

2. L’application canonique λC,A : A⊗C∗ −→ Hom(C,A) est un morphisme
d’algèbre ou C∗ est l’algèbre duale à la coalgèbre C
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Démonstration 3.3.0.1 1. Montrons l’associativité de ? .
Soient f, g, h ∈ Hom(C,A) pour tout x ∈ C

(f ? g) ? h(x) =
∑
(x)

(f ? g)(x(1))h(x(2)

=
∑
(x)

f(x(1))g(x(2)h(x(3)

=
∑
(x)

f(x(1))(g ? h)(x(2)

= f ? (g ? h)(x)

D’autre part , si f ∈ Hom(C,A) , pour tout x ∈ C

(f ? µ ◦ ε)(x) =
∑
(x)

f(x(1))η(ε(x(2)))

=
∑
(x)

f(x(1)ε(x(2)))η(1)

= f(
∑
(x)

x(1)ε(x(2))

= f(x)

donc (f ? (µ ◦ ε)) = f de même pour f = (f ? (µ ◦ ε))
2. Soit a, b ∈ A,α, β ∈ C∗, x ∈ C alors

(λC,A(a⊗ α) ? λC,A(b⊗ β))(x) =
∑
(x)

α(x(1))aβ(x(2))b

= ab
∑
(x)

α(x(1))β(x(2))

= ab(α.β)(x)

= λC,A((a⊗ α)(b⊗ β))(x)

Et

λC,A(1⊗ ε)(x) = ε(x)1 = (η ◦ ε)(x)

D’ou λC,A est un morphisme d’algèbre

Définition 3.3.1 Soit (H,µ, η,∆, ε) une bialgèbre, un endomorphisme S de H
est appelée antipode pour H si

S ? idH = idH ? S = η ◦ ε

Remarque 3.3.1 Si l’antipode existe , elle est unique

Démonstration 3.3.0.2 Soient S, S′ deux antipodes alors

S = S ? η ◦ ε = S ? idH ? S′ = η ◦ ε ? S′ = S′

La relation de l’antipode se traduit par ∀x ∈ H
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∑
(x) x

(1)S(x(2)) =
∑

(x) S(x(1))x(1) = ε(x)1

Exemple 3.3.1 Soit G un groupe , soit S : kG −→ kG l’application linéaire
envoyant g sur g−1 alors pour tout g ∈ G

(S ? id)(g) = S(g)g = g−1g = 1 = ε(g)1 = gg−1 = gS(g) = (id ? S)(g)

Donc kG est une algèbre de Hopf et son antipode est S

Proposition 3.3.2 Soit H est une algèbre de Hopf de dimension finie et d’an-
tipode S
alors H∗ est une algèbre de Hopf d’antipode S∗ (l’application transposée de S )

Démonstration 3.3.0.3 H∗ a une structure de bialgèbre, on peut vérifier que
S∗ est bien un antipode
Pour tout f ∈ H∗ et h ∈ H

(S∗(f1) ? f2)(h) = S∗(f1)(h1)f2)(h2)

= f1(S(h1)f2)(h2)

= f(S(h1)h2)

= ε(h)f(idH)

De même
(f2 ? S

∗(f1))(h) = ε(h)f(idH)
par concéquent , puisque εH∗(f) = f(idH) et idH∗ nous savons que S est l’in-
verse de convolution de idH∗ , et donc S∗ est l’antipode de H∗

Exemple 3.3.2 Soit G un groupe fini alors le dual (kG)∗ est un exemple im-
portant d’algèbre de Hopf
La multiplication dans k[G]∗ est induite par l’adjoint de comultiplction en kG
est la comultiplication est induite par l’adjoint de multiplication en kG , de plus
l’antipode de (kG)∗ est induit par l’adjoint de l’antipode de kG qui lui-méme
induite par l’operation de groupe inverse
on peut d’écrir (kG)∗ de fasimple en considérant la base canonique de G dekG
et la base duale correspondantes {pg : g ∈ G} de (kG)∗ , oú
pour tous g, h ∈ G

pg(h) = δg,h

Alors les application de structure de kG sont données par

pgph = δg,hpg , ∆(pg) =
∑

(g=ab) pa ⊗ pb

idk[G]∗ =
∑
g∈G pg , ε(pg) = δ1,g

et S(pg) = pg−1

Définition 3.3.2 Soit H une algèbre de Hopf et I un sous-espace de H

1. On dira que I est une sous-algèbre de Hopf de H si c’est une sous-
bialgèbre et si S(I) ⊆ I

2. On dira que I est un idéal de Hopf de H si c’est un bidéal et si S(I) ⊆ I
Si I est une sous-algèbre de Hopf de H, alors I est une algèbre de Hopf
d’antipode S | I, si I est un idéal de Hopf de H, alors H/I est une algèbre
de Hopf d’antipode induite par S .
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Définition 3.3.3 Soient H,H ′ deux algèbres de Hopf et φ : H −→ H ′ , on dira
que φ est un morphisme d’algèbres de Hopf si φ est un morphisme de bialgèbre
et si φ ◦ SH = SH′ ◦ φ .

Définition 3.3.4 Soit H une bialgèbre, les objets suivants sont des bialgèbres :

1. Hop = (H,µ ◦ τ, η,∆, ε) (Bialgèbre opposées)

2. Hcop = (H,µ, η, τ ◦∆, ε) (Bialgèbre coopposées)

3. Hop,cop = (H,µ ◦ τ, η, τ ◦∆, ε)

le produit de Hop et Hop,cop est souvent noté µop Autrement dit :

µop(x⊗ y) = yx

le coproduit de Hcop et Hop,cop est souvent noté ∆cop Autrement dit

∆cop(x) =
∑
x x

(2) ⊗ x(1)

D’autre part, de manière immédiate
H = Hop si, et seulement si, H est commutative ;
H = Hcop si, et seulement si, H est cocommutative ;
H = Hop,cop si, et seulement si, H est commutative et cocommutative ;

Théorème 3.3.1 Soit H une algébre de Hopf

1. S(1) = 1 et pour tous x, y ∈ H,S(xy) = S(x)S(y)

2. ε ◦ S = ε et pour tout x ∈ H
∆(S(x)) =

∑
x S(x(2))⊗ S(x(1))

Autrement dit, S est un morphisme de bialgèbres de H dans Hop,op

Démonstration 3.3.0.4 Comme H⊗H est une coalgébre et H est une algèbre
, Hom(H ⊗H,H) est une algébre de convolution, le produit ? vérifie :

f ? g(x⊗ y) = f(x(1) ⊗ y(1))g(x(2) ⊗ y(2))

l’élément neutre ι vérifie :

ι(x⊗ y) = ε(x)ε(y)1

cherchons l’inverse de µ dans Hom(H ⊗H,H)

(S ◦ µ) ? µ(x⊗ y) =
∑
x

S(x(1)y(1))⊗ x(2)y(2)

=
∑
xy

S((xy)(1))⊗ (xy)(2)

= ε(xy)1

= ε(x)ε(y)1

= ι(x⊗ y)

Donc (S ◦ µ) ? µ = ι

µ ? (µ ◦ (S ⊗ S) ◦ τ)(x⊗ y) =
∑
x

∑
yx(1)y(1)S(y(2)S(x(2)

= ε(y)
∑
x

(x)(1)S(x(2))

= ε(x)ε(y)1

Donc µ ? (µ ◦ (S ⊗ S) ◦ τ) = ι. par associativité de ? :
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S◦µ = (S◦µ)?(µ?(µ◦(S⊗S)◦τ)) = ((S◦µ)?µ)?(µ◦(S⊗S)◦τ) = µ◦(S⊗S)◦τ

Comme H est une coalgèbre et H ⊗H est une algèbre Hom(H,H ⊗H) est une
algébre de convolution, cherchons l’inverse de ∆ dans cette algèbre

(∆ ◦ S) ?∆(x) =
∑
x

∑
S(x(1))

S(x(1))(1)x2 ⊗ S(x(2))(2)x(3)

=
∑
x

∑
S(x(1))x(2)

(S(x(1))x2)(1) ⊗ (S(x(1))x(2))(2)

= ∆(ε(x)1)

= ε(x)1⊗ 1

= ι(x)

Donc (∆ ◦ S) ?∆ = ι

∆ ? (τ ◦ (S ⊗ S) ◦∆)(x) =
∑
x

x(1)S(x(4))⊗ x(2)S(x(3))

=
∑

x(1)S(x(3))⊗ ε(x(2))1

=
∑

x(1)S(x(2))⊗ 1

= ε(x)1⊗ 1

= ι(x)

Donc ∆?(τ ◦(τ⊗τ)◦∆) = ι . comme dans le cas précédent , ∆◦S = τ ◦(S◦S)◦∆
Comme ∆(1) = 1⊗ 1, S(1)1 = 1 , donc S(1) = 1
Pour tout x ∈ H :

ε(x) = ε(ε(1))

=
∑
x

ε(x(1)S(x(2))

=
∑
x

ε(x1)ε(S(x(2))

= ε(S(
∑
x

ε(x(1)x(2)))

= ε(S(x))

Donc ε = ε ◦ S

Théorème 3.3.2 Soit H une algèbre de Hopf commutative ou cocommutative
alors son antipode S vérifie S2 = id (H est involutive)

Démonstration 3.3.0.5 Supposons H commutative ou cocommutative . Soit
x ∈ H

S2 ? S(x) =
∑
x S

2(x(1))S2(x(2)) = S(
∑
x x

(2)S(x1))

Si H est commutative on obtient :

S2 ? S(x) = S(
∑
S(x(1))x(2)) = S(ε(x)1) = ε(x)1
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Si H est cocommutative, on obtient :

S2 ? S(x) = S(
∑
x(1)S(x(2))) = S(ε(x)1) = ε(x)1

Dans les deux cas , S ? S = ι , en conséconce , S2 est l’inverse de S pour la
convolution , c’est-á dire S2 = id

Soit H = (H,µ, η,∆, ε, S) alors Hopcop = (H,µop, η,∆cop, ε, S) est algb̀re de
Hopf et S un morphisme d’algèbr de Hopf.
Si de plus S est un isomorphisme d’inverse S−1 alors Hop = (H,µop, η,∆, ε, S−1)
et Hcop = (H,µ, η,∆cop, ε, S−1) sont des algèbre de Hopf isomorphes

Démonstration 3.3.0.6 Hopcop est bien une algèbre de Hopf car

(µop ◦ (id ? S) ◦∆cop)(x) =
∑
(x)

µop(x(2) ⊗ S(x(1)))

=
∑
(x)

S(x(1))x(2)

= ε(x)1

Et de méme pour S ⊗ id, il reste juste á vérifier que Hop et Hcop sont des
algèbres de Hopf

Définition 3.3.5 Soit H une algèbre de Hopf et soit V un H-module à gauche
puis l’ensemble

V H = {v ∈ V : x.v = ε(x)v/x ∈ H}

est appelé les invariants de H dans V ;
Nous utilisons la même notation pour les invariants si V est un H-module à
droite

Définition 3.3.6 Soit H une algèbre de Hopf et soit V un H-comodule à droit
avec coaction ρ : V −→ V ⊗H, puis l’ensemble

V coH = {v ∈ V : ρ(v) = v ⊗ 1H}

s’appelle les coinvariants de H dans V ;
Nous utilisons la même notation pour les coinvariants si V est un H-comodule
à gauche
Notons que les espaces des invariants et des coinvariants sont tous deux des
sous-espace vectoriel des modules et comudules , respectivement ;
En fait V H est un sous-module de V chaque fois que V est un H-module
Et V coH est un sous-comodule de V chaque fois que V est un H-comodule ;

Définition 3.3.7 Soit H une algèbre de Hopf et supposons que V est un H-
module à droit et H-comodule á droit avec coaction ρ : V −→ V ⊗ H alors V
est un H-Hopf module á droite si ρ est un morphisme de module á droite , en
d’autres termes , V est Hopf module si

ρ(v.x) =
∑
v0.x1 ⊗ v1.x2
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avec v ∈ V et x ∈ H
On peut pareillement définir une H-Hopf module à gauche comme H-module
à gauche et H-comodule à gauche, dans lequel l’application de coaction est un
morphisme de H-module à gauche .

Exemple 3.3.3 Pour toute algèbre de Hopf H
H est un H-Hopf module (de tout type) utilisant multiplication comme action et
comultiplication comme coaction

Exemple 3.3.4 Soit H une algèbre de Hopf et soit V tout espace vectoriel de
dimension finie équipé de l’action triviale donnée par

v.x = ε(x)v

avec x ∈ H et v ∈ V alors
V ⊗H est un H-Hopf module á droite avec la coaction donnée par

ρ = id⊗∆ ou ρ(v ⊗ x) = v ⊗ x1 ⊗ x2

avec v ∈ V et x ∈ H, et action donnée par le module produit tensoriel de V ⊗H
c’est

(v ⊗ x).k = ε(k1)v ⊗ xk2 = v ⊗ xk

avec x, k ∈ H et v ∈ H

Définition 3.3.8 Une intégrale á gauche dans H est un élément Λ ∈ H tel
que

xΛ = ε(x)Λ

avec x ∈ H
De même une intégrale á droite dans H est un élément Γ ∈ H tel que

Γx = ε(x)Γ

avec x ∈ H
Il est facile de voir que l’ensemble des intégrales á gauches et l’ensemble des
intégrales á droites sont tous les deux sous-espaces vectoriels de H .

Nous désignons par
∫ l
H

l’espace des intégrales á gauches dans H et par
∫ r
H

l’espace des intégrale á droites dans H

Évidemment
∫ l
H

est un idéal á gauche de H et
∫ r
H

est un idéal á droite de H en
réalité en notant que

x(Λk) = ε(x)Λk et (kΓ)x = ε(x)kΓ

Par associativité avec x, k ∈ H,Λ ∈
∫ l
H

et Γ ∈
∫ r
H

Nous avons
∫ l
H

est idéal á droite de H et
∫ r
H

est un idéal á gauche de H

Remarque 3.3.2 Un élement γ ∈ H∗ est une intégrale á gauche dans H∗ si
et seulement si

f(x)γ(x) = (f ? γ)(x) = ε(f)γ(x) = f(1Hγ(x)

avec x ∈ H et f ∈ H∗
Donc γ ∈

∫ l
H∗

est équivalent á
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γ(x)1H = γ(x2x1

avec x ∈ H
De même , λ ∈

∫ r
H∗

si et seulement si

λ(x)1H = λ(x1)x2

avec x ∈ H

Exemple 3.3.5 Soit G un groupe fini , Alors

Λ =
∑
g∈G g ∈ kG

est facilement vu comme une intégrale á gauche et á droite dans kG , et chaque
intégrale dans kG est un scalaire multiple de Λ , en plus

pΛG
∈ (kG)∗

génere les intégrales à gauche et à droite de (kG∗) oú

p1G
(g) = δ1G,g

avec g ∈ G

3.4 Classification

La classification complète des algèbres de Hopf n’est pas connue. Neanmoins,
il y a de nombreux résultats de classification en dimensions finies. Pour une
dimension de l’algèbre n fixée, la classification est établie pour

— n = p (p premier) (Zhu,[14]),
— n = p2 (p premier) (Ng, [10])
— Pour de petites dimensions n, n < 14, n = 15, 21, 35. (voir les références

[13] [12] [7] [5][11][14][1])
De plus, des résultats substantiels sont connus pour certaines classes comme les
algèbres de Hopf pointées (Andrueskievish et Schneider, [2]) , et les algèbres de
Hopf triangulaires (Etingof et Gelaki, [4]).

Dans la suite, nous allons utiliser les notations suivantes : Zn désigne le
groupe cyclique à n éléments, Dn le groupe dihedral, Sn le groupe symmétrique,
H4 le groupe des quaternions et Al le groupe altèrné. On note aussi G l’algèbre
de Hopf du groupe fini G et (G)

∗
son algèbre de Hopf duale.

Théorème 3.4.1 ([14]) Toute algèbre de Hopf de dimension p, où p est un
nombre premier, est isomorphe à l’algèbre de groupe K[Zp].

Théorème 3.4.2 ([10]) Toute algèbre de Hopf de dimension p2, où p est un
nombre premier, est isomorphe à l’une des algèbres de Hopf suivantes :

1. K[Zp2 ]
2. K[Zp]×K[Zp]
3. Tp2 algèbre de Hopf de Taft-Sweedler.

Théorème 3.4.3 Si est une algèbre de Hopf de dimension n ≤ 13, alors est
isomorphe à l’une des algèbres de Hopf suivantes

— n ∈ {2,3,5,7,11,13}
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Comme la dimension est un nombre premier alors il y a que l’algèbre de
groupe Zn.

— n = 4
Il y a 3 classes d’isomorphie, l’algèbre de Hopf semi-simple Z4 et (Z2 × Z2) ,

l’algèbre de Taft-Sweedler T4.
— n = 6
Z6, S3 et (S3)

∗

— n = 8
les algèbres de Hopf semi-simples sont : (Z2 ×Z2 ×Z2), (Z2 ×Z4), Z8, D4,

(D4)
∗
, H4, (H4)

∗
et A8, où A8 est définie par

〈x, y, z〉〈
x2 − 1, y2 − 1, z2 − 1

2 (1 + x+ y − xy), xy − yx, zx− yz, zy − xz
〉 ;

la structure de coalgèbre ∆, ε et l’antipode S sont déterminées par
∆(x) = x⊗x, ∆(y) = y⊗y, ∆(z) = 1

2 (1⊗1+1⊗x+y⊗1−y⊗x)(z⊗z),
ε(x) = ε(y) = ε(z) = 1
S(x) = x, S(y) = y, S(z) = z.

Les algèbres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :
1.

AC2
=

〈x, y, g〉
〈g2 − 1, x2, y2, gx+ xg, yg + gy, xy + yx〉

la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ∆(y) = y ⊗ g + 1⊗ y,
ε(x) = ε(y) = 0, ε(g) = 1.
S(x) = −gx, S(y) = −gy, S(g) = g.

2.

A′C4
=

〈x, g〉
〈g4 − 1, x2, gx+ xg〉

la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(x) = −xg3, S(g) = g3.

3.

A′′C4
=

〈x, g〉
〈g4 − 1, x2 − g2 + 1, gx+ xg〉

la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(x) = −xg3, S(g) = g3.

4.

A′′′C4,q =
〈x, g〉

〈g4 − 1, x2, gx− qxg〉
où q est la racine primitive de l’unité d’ordre 4.
la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g2 + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(x) = −xg3, S(g) = g3.

5.
(
A′′C4

)∗
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6.

AC2×C2
=

〈g, h, x〉
〈g2 − 1, h2 − 1, x2, gx+ xg, hx+ xh, gh− hg〉

la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par
∆(g) = g ⊗ g, ∆(h) = h⊗ h, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = ε(h) = 1.
S(g) = g, S(h) = h, S(x) = −xg.

— n = 9
KZ9, (Z3 × Z3) et l’algèbre de Taft T9.
— n = 10
Z10, D5 et (D5)

∗
.

— n = 12
les algèbres de Hopf semi-simples sont : Z12, (Z6×Z2), (Z4×Z3), D6, (D6)

∗
,

Al4, (Al4)
∗
, A+ et A−,

où A+ et A− sont définies comme des S3−anneaux engendrés par v et les
relations :

v2 = v, av = va (a ∈ S3)

la structure de coalgèbre ∆, ε et l’antipode S de A+ (resp. A−) sont déterminées
par

∆(σ) = σv ⊗ σ + σ(1− v)⊗ σ2,
∆(τ) = τ ⊗ τ (resp. ∆(τ) = τv ⊗ τ + τ(1− v)⊗ τ(2v − 1))
∆(v) = v ⊗ v + (1− v)⊗ (1− v)
ε(σ) = ε(τ) = ε(v) = 1
S(σ) = σ(1−v)+σ2v, S(τ) = τ (resp. S(τ) = τ(2v−1)), S(v) = v.

Les algèbres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :
1.

A0 =
〈x, g〉

〈g6 − 1, x2, gx+ xg〉
la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(g) = g−1, S(x) = −xg.

2.

A1 =
〈x, g〉

〈g6 − 1, x2 + g2 − 1, gx+ xg〉
la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(g) = g−1, S(x) = −xg.

3.

B0 =
〈x, g〉

〈g6 − 1, x2, gx+ xg〉
la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ 1 + g3 ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(g) = g−1, S(x) = −xg.
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4.

B1 =
〈x, g〉

〈g6 − 1, x2, gx− qxg〉
où q est la racine primitive de l’unité d’ordre 6.
la structure de coalgèbre et l’antipode sont déterminées par

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ 1 + g3 ⊗ x,
ε(x) = 0, ε(g) = 1.
S(g) = g−1, S(x) = −xg.
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Conclusion générale

Dans ce modeste travail, nous avons essayé de rappeler les différentes pro-
priétés et définitions de la structure d’algèbre de Hopf . Nous avons donné aussi
quelques résultats fondamentaux .
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