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Introduction générale

Les écoulements et les transferts de chaleur par convection dans les milieux poreux ne

cesse de susciter l’intérêt de plus en plus de chercheurs vu leurs application dans des

domaines variés comme le stockage et le traitement des déchets, la diffusion souterraine des

polluants, l’isolation thermique, la métallurgie, l’extraction du pétrole, le séchage et le

stockage de certains produits agricoles et refroidissement des composantes

électronique…etc.). C’est pourquoi une meilleure connaissance et maitrise de ces milieux sont

vitales à l’avenir.

La présence du milieu poreux permet la modification de l’écoulement et l’amélioration du

transfert de chaleur. Toute fois les conditions d’écoulement et de transfert thermique dans de

telles structures sont difficilement quantifiables de part les différents phénomènes intervenant

et la présence de deux phases solide et fluide.

La présente étude porte la convection mixte dans une cavité carrée en présence d’un milieu

poreux saturé. Le principal objectif est de cerner l’influence de certains paramètres jugés

essentiels sur la structure de l’écoulement et les transferts de chaleur dans la cavité.

Le présent travail est structuré de la façon suivante :

Le premier chapitre est dédié aux notions de base sur le transfert de chaleur par

convection et les principales caractéristiques des milieux poreux. Par la suite nous avons

exposé certains travaux expérimentaux, théoriques et numériques antérieurs relatifs à la

thématique étudiée et rappeler les principaux modèles rencontré dans la littérature.

Le second chapitre concerne la formulation mathématique du problème, ainsi nous

avons posé les équations gouvernantes, les hypothèses simplificatrices, et les conditions aux

frontières associées.

Dans le troisième chapitre, nous avons donné un aperçu sur méthode des volumes finis

utilisée dans le code de calcul pour la discrétisation et la résolution de ses équations.

Les résultats numériques sont exposés dans le quatrième chapitre. Après une

validation sur les résultats numériques disponibles dans la littérature nous avons examiné

l’effet de certains paramètres de contrôle sur l’évolution de l’écoulement et le transfert

thermique à travers les lignes d’isovaleurs (ligne de courant et isothermes) et le nombre de

Nusselt.

Enfin, nous terminons notre étude avec une conclusion générale.
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Généralité et étude bibliographique

I.1 Introduction

Le transfert de chaleur par convection est une branche qui étudie la propagation

thermique par mouvement de fluide. Ce mouvement peut être induit par une différence de

température ou alors par une machine externe. Ce mode de transfert, se retrouve dans

plusieurs phénomènes naturels et procédés industriels.

I.2 Transfert de chaleur par convection

C’est le transfert de chaleur entre un solide et un fluide, l’énergie étant transmise par

déplacement du fluide. Ce mécanisme de transfert est régi par la loi de Newton [1].

Figure I.1 – mécanisme du transfert de chaleur par convection [1].

Le flux de chaleur mis en jeu s’écrit alors d’après la loi de Newton :

φ = h S(T୔ − Tஶ ) (I. 1)

 : Flux de chaleur transmis par convection (W).

h : Coefficient de transfert de chaleur par convection (W/m2 K).

TP : Température de la surface du solide (K).

T∞ : Température du fluide loin de la surface du solide (m2).

S : Aire de la surface de contact solide/fluide.
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La convection est le mécanisme le plus important de transfert de chaleur entre une

surface solide et un fluide. On distingue généralement trois types de convection :

I.2.1 Convection naturelle

La convection naturelle dans laquelle le mouvement du fluide est produit par les

différences de densité entre les particules chaudes et celles froides existant dans un fluide,

situées dans un champ de forces massiques.

Cette différence de densité, qui est la plupart du temps provoquée par une différence de

température. Elle crée avec la force de gravité une force de flottabilité, qui par conséquent

génère une différence de quantité de mouvement [2].

I.2.2 Convection forcée

En convection forcée le mouvement du fluide est provoqué par l’action des forces

extérieures (par exemple pompe, ventilateur…etc.), qui lui imprime des vitesses de

déplacement assez importantes. En conséquence, l’intensité du transfert thermique par

convection forcée sera en liaison directe avec le régime de mouvement du fluide.

I.2.3 Convection mixte

Elle correspond au couplage des deux phénomènes précédents (convection naturelle et

forcé) quand les vitesses d’écoulement fictives dues aux deux types de convection sont,

considérées séparément sont du même ordre de grandeur. Quel que soit le type de convection

considéré, on distingue deux régimes d’écoulement : laminaire et turbulent.

I.3 Définition du milieu poreux

On appelle un milieu poreux toute matrice solide comportant des vides au travers

desquelles un ou plusieurs fluides peuvent s’écouler. Ces espaces vides qui peuvent être

connectés sont appelés pores. On rencontre plusieurs milieux poreux dans la nature ou

l’industrie, on distingue ainsi deux sortes de milieux poreux :

 milieux solides non consolidées : la phase solide est formée de grain (par exemple

d’empilement de billes, de panneaux de fibre de verre, de sable …etc.), Figure (I.2a).

 milieux solides consolidées : tel que les roches, le bois …etc., Figure (I.2b).
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Figure I.2 - Types de milieu poreux : milieu consolidé (b) et non consolidé (a) [3].

Un milieu poreux est caractérisé principalement par, deux propriétés macroscopiques liées

entre elles et qui sont la porosité et la perméabilité, [3].

I.4 Paramètres du milieu poreux

I.4.1 Volume élémentaire représentatif (V.E.R)

L’échelle du pore (d) varie généralement de 0.05m pour le nano-pores, à 0.5mm pour

les macro-pores. La distribution des pores et des grains est généralement très irrégulière.

La pression, la vitesse et la température varient donc très irrégulièrement d’un point à l’autre

du domaine. Souvent, on est amené à effectuer une moyenne spatiale de ces grandeurs. Elles

ont pour but d’éliminer les fluctuations à l’échelle du pore, mais pas les fluctuations à

l’échelle macroscopique du milieu (L). Cette moyenne s’effectue donc sur des nombreux

pores par l’intermédiaire d’un Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R) du milieu, (Figure

II.3). De plus l’échelle l du V.E.R doit donc vérifier la condition d << l << L. Les grandeurs

macroscopiques moyennées varient d’une manière régulière dans le temps et dans l’espace, ce

qui permet un traitement théorique et une formulation mathématique des principes de

conservation plus appropries [4].
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Figure I.3 - Représentation schématique du volume élémentaire représentatif [4].

Le volume élémentaire représentatif doit respecter nécessairement les conditions suivantes :

 Les dimensions du V.E.R sont généralement grandes par rapport à la taille du grain.

 Les V.E.R doivent cependant être suffisamment petits pour que les variations d’un

paramètre dans le domaine d’étude puissent être représentées par des fonctions

continues.

I.4.2 Porosité

La porosité notée «» est une caractéristique intrinsèque d’un milieu poreux, elle est

définie comme le rapport du volume vide occupé par les pores sur le volume total du milieu

poreux soit :

e =
୚౦౥౨౛౩

୚౪౥౪౗ౢ
(I.2)

Vpores : volume des pores.

Vtotal : volume total de la matrice poreuse.

Puisqu’il s’agit d’un rapport de mêmes propriétés, la porosité est sans unités et elle est

souvent exprimée en pourcentage.
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Le tableau suivant représente la porosité de quelques milieux poreux [9] :

Tableau I.1 - valeur moyenne de la porosité pour quelques matériaux

I.4.3 Perméabilité

La notion de conductance de l’écoulement dans une matrice poreuse est appelée

perméabilité. Autrement dit, c’est l’aptitude de circulation qu’offre un milieu poreux à un

fluide lors de son écoulement à travers les pores de ce milieu sous l’effet d’un gradient de

pression [5].

Par exemple, dans le modèle de Darcy la perméabilité est donnée par :

ܭ = −
m౜�୙ీ
ୢ୔

ୢ୶ൗ
(I.3)

f : Viscosité dynamique du fluide.

UD : Vitesse Darcienne.

dP/dx : Gradient de pression.

Matériaux Porosité ()

Matériau mousseux 0,98

Fibre de verre 0,88 – 0,93

Fil à tisser 0,68 – 0,76

Grains de silice 0,65

Poudre d’ardoise noire 0,57 - 0,66

Cuir 0,56 – 0,59

Catalyseur 0,45

Granulé de pierres 0,44 – 0,45

Terre 0,43 – 0,54

Sable 0,37 – 0,50

Poudre de silice 0,37 – 0,49

Sphère bien empilée 0,36- 0,43

Filtre de cigarettes 0,17 – 0,49

Brique 0,12 – 0,34

Poudre de cuivre 0,09 – 0,34

Pierre à chaud dolomite 0,04 – 0,10

Houille 0,02 – 0,07
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Le tableau suivant représente la perméabilité de quelques milieux poreux [9] :

Tableau I.2 - Perméabilités de quelques milieux poreux.

Matériaux Perméabilité (K)

Brique 4,8.10-15 – 2,2.10-13

Pierre à chaud, Dolomite 2,0.10-15 – 4,5.10-14

Cuir 9,5.10-14 – 1,2.10-13

Poudre d’ardoise noire 4,9.10-14 – 1,2.10-13

Terre 2,9.10-13 – 1,4.10-11

Fibres de verre 2,4.10-11 – 5,1.10-11

Sable 2,0.10-11 – 1,8.10-10

Cheveux artificiels 8,3.10-10 – 1,2.10-9

Plaque de liège 3,8.10-9 – 1,5.10-9

Fils à tisser 3,8.10-9 – 1,10-8

Cigarette 1,1.10-9

I.5 Caractéristique thermo-physique des milieux poreux

І.5.1 Viscosité dynamique effective 

Lorsque l’approche des modèles moyennés sur un VER est adoptée, il est nécessaire

de définir les propriétés thermo-physiques évaluées sur le VER incluant les deux phases fluide

et solide. Ainsi, la viscosité effective a été introduite par Brinkman [6] afin de mettre en

évidence la discontinuité des contraintes aux interfaces fluide-poreux et d’obtenir une

expression pour la perméabilité. En combinant l’écoulement de Stokes avec celui de Darcy

[7], il a obtenu l’équation suivante :

∇ሬሬ⃗p = −
μ

K
Vሬሬ⃗+ μ ୤ୣ୤∇

ଶVሬሬ⃗ (I. 4)

Brinkman a considéré la viscosité dynamique effective égale à la viscosité du fluide

considéré. Lundgren [8] a donné des justifications à l’équation de Brinkman et a trouvé, de

plus, que le rapport entre la viscosité dynamique μeff et celle du fluide n’est pas toujours égal à

l’unité.

Lundgren démontrera aussi que la viscosité effective est une fonction de la viscosité du fluide

et de la porosité.
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I.5.2 Conductivité thermique effective

Les phases fluide et solide en présence dans le milieu poreux contribuent

généralement, avec des proportions différentes, au mode de conduction. De ce fait, la

modélisation du transfert de chaleur à travers les milieux poreux nécessite l’introduction de la

notion de conductivité thermique effective. Cette dernière est fortement dépendante de la

porosité et des conductivités thermiques des phases solide et fluide de la matrice poreuse.

D’une manière générale les modèles proposés sont tous des combinaisons pondérées des

modèles en série et parallèle basés sur l’analogie électrique [7].



 Modèle série

Dans le modèle série, le flux de chaleur traverse successivement les phases solide et

fluide. La résistance thermique du fluide est alors égale à la somme des résistances thermiques

dans chacune des phases.

1

l ୤ୣ୤
=

ε

l୤
+

(1 − ε)

lୱ
(I. 5)

 Modèle parallèle

Dans le modèle parallèle, le flux de chaleur traverse les deux phases fluide et solide en

même temps. La conductivité thermique effective est alors la somme pondérée des taux

d’occupation d’espace des conductivités phasiques.

l ୤ୣ୤= εl୤+ (1 − ε)lୱ (I. 6)

I.6 Modèles d’écoulements dans le milieu poreux

En raison de la complexité géométrique de l’espace des pores, les équations régissant

les principes de conservation de quantité de mouvement, d’énergie ou de masse ne peuvent

être mises en application qu’après passage à une échelle macroscopique qui permet de faire

une équivalence entre un milieu réel désordonné et un milieu continu fictif. La formulation

des équations macroscopiques de conservation est obtenue à partir d’équations

microscopiques auxquelles sont appliquées des procédures de changement d’échelle.

Nous présenterons, dans ce qui suit, les différents modèles de régimes d’écoulements

construits à partir du modèle de Darcy avec les différentes extensions tenant compte de

certains effets existant dans les milieux poreux [9].
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I.6.1 Modèle de Darcy

La dynamique des fluides homogènes dans les milieux poreux est décrite par la loi de

Darcy établie en 1856 sur des fondements expérimentaux. Cette, loi mise en évidence à partir

d’écoulements unidirectionnels sur des colonnes de sables, fait apparaître la proportionnalité

entre le gradient de pression appliqué et le débit d’eau traversant la colonne de sable. Depuis,

les sciences hydrogéologiques se sont basées, même pour les écoulements multidirectionnels,

sur la loi de Darcy [5], elle s’écrit :

∇ሬሬ⃗ܲ = −
m

୏
Vሬሬ⃗+ r gሬ⃗ (I.7)

Où Vሬሬ⃗est la vitesse de filtration,  et  sont, respectivement, la masse volumique et la

viscosité dynamique du fluide ; K la perméabilité du milieu poreux, P le gradient de

pression appliqué et gሬ⃗ le vecteur d’accélération de la pesanteur.

La loi de Darcy généralisée est valable pour les écoulements laminaires à faible nombre

de Reynolds basé sur le diamètre des pores.

Cette loi, qui reste largement utilisée, se trouve cependant insuffisante. D’une part elle

ne peut pas traduire l’influence de la nature du fluide saturant sur l’écoulement, notamment

dans les zones pariétales. Avec ce modèle, la condition de glissement du fluide sur les parois

solides est retenue quelle que soit la nature du fluide. D’autre part cette loi ne tient pas compte

de l’effet des forces visqueuses dans le cas de milieux poreux fortement perméables et elle ne

prend pas en compte, non plus, l’effet d’inertie dans le cas où les vitesses sont importantes.

Des termes additionnels ont donc été apportés au modèle de Darcy pour remédier aux

insuffisances de ce dernier.

I.6.2 Modèle de Brinkman

Brinkman a étendu la loi de Darcy en introduisant un terme équivalent au terme de

dissipation visqueuse dans la loi de Stockes [5] :

Ñሬሬ⃗ܲ = −
m

୏
Vሬሬ⃗+gሬ⃗+m

௘௙௙
∇ሬሬ⃗ଶVሬሬ⃗ (I.8)

Cette loi empirique est connue sous le nom de formulation de Darcy-Brinkman. Le

premier terme de droite de l’équation est le terme de Darcy et le deuxième est appelé le terme

de Brinkman. Ce dernier, qui représente les forces visqueuses causées par le cisaillement

macroscopique le long des frontières est très significatif dans les régions près des parois solides.
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Poulikakos & Renken [10] ont démontré l’influence du terme de Brinkman sur le champ dynamique et

sur le transfert de chaleur. Pour l’aspect dynamique, ce terme permet de mettre en évidence l’effet

« channeling » près des parois solides et aussi de satisfaire la condition d’adhérence aux parois. Quant

à l’aspect thermique, l’omission de ce terme influe considérablement sur la valeur du nombre de

Nusselt.

La difficulté dans l’utilisation de ce modèle réside dans l’évaluation de la viscosité

équivalente du milieu μeff.

Plusieurs auteurs (Lundgren [8], Durlofsky & Brady [11]) ont montré que le terme de

Brinkman n’est valable que pour de faibles valeurs de porosité. Cependant ce terme est

retrouvé par la méthode de prise de moyennes en milieu homogène, Whitaker [12].

I.6.3 Modèle de Forchheimer

La loi de Darcy n’est pas adaptée aux écoulements à forte vitesse et aux écoulements

des gaz à basse pression. A de faibles pressions de gaz et pour de petites dimensions des

pores, le libre parcourt moyen des molécules du gaz est du même ordre de grandeur que la

dimension des pores et c’est pourquoi, il y a présence d’une vitesse de glissement (Effet

Kundsen). Scheidegger [13] a examiné l’effet de glissement de Kundsen, de la rugosité de la

surface interne, de l’absorption de la surface, de la condensation capillaire et de la diffusion

moléculaire sur la perméabilité, et il a remarqué que les perméabilités aux gaz et liquides

d’une même matrice poreuse peuvent être remarquablement différentes.

Dès le début du XX siècle, Forchheimer [14] a mis en évidence expérimentalement

qu’il y a apparition de recirculations à l’échelle du pore lorsque le débit de l’écoulement est

important. Ces recirculations produisent une chute supplémentaire de pression exprimée sous

la forme d’une fonction quadratique de la vitesse de filtration :

∇ሬሬ⃗P−
m

୏
Vሬሬ⃗=+ߩgሬ⃗+∁୤Kଵ/ଶr

୤
หVሬሬ⃗หVሬሬ⃗ (I.9)

I.6.4 Modèle général de Darcy-Brinkman-Forchheimer

Les modifications initialement proposées par Forchheimer et Brinkman conduisent à

l’équation suivante :

ቂߩ
ଵ

e

ப୚ሬሬ⃗

ப୲
+

ଵ

e
Ñሬሬ⃗.ቀ

୚ሬሬ⃗୚ሬሬ⃗

e
ቁቃ=−

ଵ

e
Ñሬሬ⃗(ep) + rgሬ⃗+

m౛౜౜

e
ÑଶVሬሬ⃗−

m

୏
Vሬሬ⃗− F

r౜

√୏
หVሬሬ⃗หVሬሬ⃗ (I.10)

(a) (b) (c) (d) (e) (f)
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Vሬሬ⃗ : est une quantité moyennée à travers un volume élémentaire.

(a) : Forces inertielles macroscopiques.

(b) : Gradient de pression.

(c) : Forces de volumes.

(d) : Terme visqueux de Brinkman.

(e) : Terme de Darcy.

(f) : Terme de Forchheimer (forces inertielles microscopiques).

I.7 Equation d’énergie en milieu poreux

Comme l’équation de Darcy (ou l’équation de Darcy-Brinkman-Forchheimer)

décrivant l’écoulement du fluide au sein du milieu poreux, l’équation de l’énergie (ou les

équations de l’énergie selon le concept adopté) traduisant le transfert de chaleur dans le milieu

poreux fait appel au concept de milieu continu fictif, équivalent au milieu poreux réel.

A fin d’obtenir une description macroscopique des phénomènes de transfert dans un

volume élémentaire représentatif de milieu poreux, il faudrait établir l’équation (ou les

équations) de transfert de chaleur .pour cela, on procède à la notion d’équilibre locale. Cette

dernière est largement utilisée [9].

(rܥ�௣)௘௙௙
߲ܶ

ݐ߲
+ ௙(௣ܥ�ߩ) ሬܸ⃗. ∇ሬሬ⃗ܶ = ∇ሬሬ⃗൫l ୤ୣ୤∇ሬሬ⃗T൯+ q୫

ᇱᇱᇱ (I. 11)

Où :

(r C୮) ୤ୣ୤= (1 − e)(r C୮)ୱ+ e(r C୮)୤

 : Masse volumique du fluide considéré.

 : Porosité du milieu poreux.

(rܥ�௣)௘௙௙�: Capacité calorifique effective.

(r C୮)ୱ : Capacité calorifique du solide.

(r C୮)୤: Capacité calorifique du fluide.

l ୤ୣ୤: Conductivité thermique effective.

q୫
ᇱᇱᇱ= (1 − e)qୱ

ᇱᇱᇱ+ eq୤
ᇱᇱᇱ: La source d’énergie.
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I.8 Revue bibliographique

L’étude du transfert thermique dans une cavité carrée remplie d’un milieu poreux

repose sur la détermination des propriétés du milieu (la porosité et la perméabilité). Ainsi les

nombreuses études ont porté sur les phénomènes de transfert de chaleur et quantité de

mouvement dans les milieux poreux. Ces études sont une modélisation simplifié de beaucoup

de problèmes pratiques (mécanique, chimie …etc.).

R. Bennacer et al [15], ont réalisés une étude numérique et analytique concernant le

transfert combiné de chaleur et de masse dans un milieu poreux, Figure I.4. Ce milieu est

globalement homogène et présente une anisotropie thermique. L'équation qui gouverne

l’écoulement est celle de Darcy-Brinkman. Le système d'équations couplées est résolu par la

méthode classique des volumes finis. Dans le cas d'écoulements d'origine thermique, l'analyse

d'échelle est appliquée pour prédire analytiquement l'évolution du transfert de chaleur et de

masse en fonction de l'anisotropie thermique. Les simulations numériques sont présentées

pour une cavité carrée en faisant varier une large gamme de paramètres. Les résultats

numériques sont analysés en termes de transfert moyen de chaleur et de masse sur les parois

verticales de la cavité et montrent l’existence d’un maximum de transfert de masse pour un

rapport d'anisotropie critique. Cette situation critique dépend de plusieurs paramètres dont le

nombre de Lewis du fluide saturant. Ces résultats sont comparés à ceux prédits par l'analyse

d'échelle, dans le cas d'un écoulement en couche limite (modèle de Darcy), et une corrélation

générale est établie pour le calcul du transfert de masse et de chaleur en fonction des

différents paramètres étudiés.
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Figure I.4 - Configuration physique considérée [15]

Dalel Helel et al [16], ont tracés comme objectif la simulation des transferts

bidimensionnels de chaleur et de masse au cours du séchage d’un milieu poreux non saturé et

indéformable exposé à un écoulement convectif forcé laminaire d’air humide dans un canal

horizontal, Figure I.5. Le modèle utilisé tient compte d'une part des approximations des

couches limites dynamique, thermique et massique et d'autre part de la variabilité des

coefficients des transferts thermique et massique.

Les résultats obtenus, ont permis d’évaluer l’influence de la hauteur du canal sur le

processus de séchage et sur les comportements spatio-temporels de la température, de la

saturation en eau et de la pression du mélange gazeux.

Figure I.5 - Configuration géométrique du système [16]
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S. Safi et al [17], ont analysé les transferts de chaleur et de masse dans une enceinte

rectangulaire remplie d’une matière poreuse anisotrope en perméabilité saturée par un fluide

binaire, Figure I.6. Le modèle mathématique utilisé est celui de Darcy – Brinkman –

Forchheimer. Les équations gouvernantes de continuité, de quantité de mouvement, de

l’énergie et de masse sont résolues numériquement par la méthode des volumes finis. Ils ont

étudié l’influence de l’anisotropie en perméabilité et d’autres paramètres sur les transferts de

chaleur et de masse. Les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux trouvés dans la

littérature et ont montré que les nombres de Nusselt et de Sherwood croissent en augmentant

l’anisotropie en perméabilité pour différents Nombre de Darcy.

Figure I.6 - Modèle physique étudié [17]

Teimour Behzadi et al [18], ont réalisé une simulation numérique sur le transfert de

chaleur par convection mixte dans une cavité carrée ventilée en présence d’un milieu poreux.

Le but de cette étude numérique est d'étudier l'effet de l'ajout de milieux poreux dans une

cavité carrée ventilée, sur le transfert de chaleur par convection mixte. La paroi supérieure de

l'enceinte est maintenue à une température constante, et la paroi inférieure est située à un flux

thermique constant, alors que les murs droit et gauche sont adiabatiques, Figure I.7. Un

écoulement externe entre dans la cavité à partir d'un orifice de la paroi verticale gauche et

sorte d'un orifice de la paroi verticale droite. La méthode du volume fini est utilisée pour

discrétiser les équations directrices et elles ont été résolues avec un algorithme simple. Dans

cet article, l'effet du nombre de Richardson et du nombre de Darcy sur l'écoulement du fluide

et le taux de transfert de chaleur ont été étudiés. Les résultats obtenus ont montré qu’un

accroissement du nombre de Darcy et du diamètre des particules poreuses provoque une

tendance décroissante du taux de transfert de chaleur.
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Figure I.7 - schéma de la cavité ventilée [18].

.

Lattice Boltzmann Simulation de convection forcée dans une cavité ventilée remplie de

milieu poreux avec obstruction a été étudiée par A. Abouei Mehrizi et al [19]. Dans cet

article, l’étude numérique du transfert de chaleur par convection forcée autour d’une plaque

chaude placée dans une cavité carrée avec entrée et sortie est conduite avec et sans milieu

poreux. Les murs de la cavité dans l'addition des orifices d'entrée et de sortie est

thermiquement isolée et l'obstacle est maintenu à une température constante. Un modèle de

Boltzmann, pour un écoulement incompressible dans les milieux poreux et le model de

Brinkman-Forchheimer est utilisé pour simuler le problème. L’effet du nombre de Reynolds

et du nombre de Prandtl sur la distribution de température est analysé pour différentes

porosités. Les résultats sont présentés sous forme de lignes de courant, des courbes de

température et du nombre de Nusselt moyen. Ils ont montrés qu'un ajout de milieu poreux

dans le domaine avec de faibles porosités, augmente le transfert de chaleur.

Le transfert de chaleur par convection naturelle stationnaire conjugué dans une cavité

carrée poreuse est étudié numériquement par A.C. Baytas et al [20]. La cavité se compose de

deux parois conductrices d’épaisseur finie et deux parois verticales à températures uniformes

et différentes. L’étude est concentrée sur l’effet du rapport de conductivité thermique sur

l’écoulement du fluide et sur le transfert de chaleur sur les parois chaude et froide verticales
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de la cavité. Il a été montré que la température de l’interface dans la partie supérieure de la

paroi solide diminue avec l’augmentation de la conductivité de la paroi. En outre les valeurs

du nombre de Nusselt moyen diminuent avec l’augmentation des valeurs de la conductivité

thermique.

H.Nawaf et al [21] ont étudié numériquement la convection naturelle dans une cavité

carrée remplie d’un milieu poreux en régime transitoire. Ils ont utilisé le modèle de Darcy

avec l’hypothèse standard de Boussinesq. La température de la paroi chaude (la paroi gauche)

oscille dans le temps autour d’une valeur constante, tandis que la paroi froide (la paroi droite)

est maintenue à une température constante, les parois horizontales sont adiabatiques. Ils ont

présenté des résultats sous forme de variation temporelle des lignes de courant, d’isothermes

et du nombre de Nusselt. Lorsque la température de la paroi chaude oscille avec une forme

amplitude et une forte fréquence, ils ont remarqué que le nombre de Nusselt devient négatif

sur une paroi de la période du nombre de Rayleigh de 103. Les valeurs négatives du nombre

de Nusselt ont été trouvées parce qu’il n’y a pas assez de temps pour transférer la chaleur de

la paroi chaude vers la paroi froide. La valeur maximum du nombre de Nusselt moyen est

observée pour une fréquence adimensionnelle de 450 dans la gamme considérée (1-2000)

pour un nombre de Rayleigh de 103.

Y. Outaleb et al [22] ont analysé la convection thermosolutale ayant lieu dans une

enceinte munie d’une cloison poreuse et siège d’une injection/extraction de matière, Figure

I.8. L’exploration numérique a permis d’observer les effets des paramètres thermo physiques

(perméabilité, rapport de poussées, facteur d’injection) et du positionnement de

l’arrivée/départ de l’injection/extraction, sur la maitrise des échanges. L’approche effectuée, a

permis aussi de dégager des valeurs critiques de certaines des propriétés caractéristiques et de

déterminer les positions optimales et la configuration appropriée pour l’injection/extraction,

en fonction de l’application envisagée. Il apparait, notamment, dans tous les cas considérés,

que c’est le phénomène d’extraction qui permis d’accroitre les transferts, l’injection étant,

pour sa part, réductrice des échanges, qu’il soit thermique ou massique. Ils ont trouvé que les

échanges thermiques et solutal augmentent avec l’augmentation du rapport de poussées en

valeur absolue et le transfert de masse est amélioré lorsque la matrice poreuse est placée aux

extrémités de la cavité.
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Figure I.8 - Modèle physique considéré [22]

La convection de Darcy-Bénard dans une enceinte poreuse carrée est étudiée

numériquement par A. Alhashash et al [23]. Une paroi basse d’épaisseur finie est chauffée

localement, la paroi supérieure est maintenue à une température inférieure à la température de

la paroi basse, alors que les parois latérales sont refroidies. La méthode des différences finies

a été utilisée pour résoudre les équations adimensionnelles gouvernantes. Les paramètres

considérés sont la longueur de la source de chaleur, l’épaisseur de la paroi, le rapport de

conductivité thermique et le nombre de Biot. Ils ont constaté que le taux de transfert de

chaleur augmente avec l’augmentation de la longueur de la source de chaleur, le rapport de

conductivité thermique et l’intensité de refroidissement. Il existe une épaisseur de paroi

critique pour une conductivité élevée de la paroi au-dessous de laquelle l’épaisseur de paroi

croissante améliore le taux de transfert de chaleur et au-dessus de laquelle l’épaisseur de paroi

croissante réduit le taux de transfert de chaleur.

I.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques modèles utilisés pour l’étude des

milieux poreux. On a aussi relaté quelques études relatives au transfert de chaleur par

convection dans des cavités en présence de milieux poreux pour diverses conditions aux

limites. Dans le chapitre suivant on va présenter une description du problème à traiter ainsi

que la formulation mathématique associée.
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Description du problème et formulation

mathématique

II.1 Introduction

A travers ce chapitre, nous présentons le model physique à étudier et les hypothèses

simplificatrices considérées. Nous établissions les équations de base régissant l’écoulement

d’un fluide dans une cavité carrée remplie par un milieu poreux. Par la suite, nous poserons

les conditions limites associées.

II.2 Description du problème

Le problème considéré est schématisé sur la figure (II.1). Il s’agit d’une cavité carrée

bidimensionnelle (2D) ventilée (une entrée de fluide par le coté bas gauche et une sortie du

fluide coté haut droit), de coté L. Les sections d’entrées et de sorties ont une épaisseur W. la

cavité est remplie par un milieu poreux non consolidé.

Les deux parois verticales sont adiabatiques, la paroi horizontale supérieure est à une

température TC (froide) et la paroi horizontale inferieure est à la température chaude Th.

Le fluide à l’entrée est à une température uniforme TC et animé d’une vitesse uniforme uo.

Figure II.1- Géométrie du problème considéré.
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II.3 Hypothèses simplificatrices

Les hypothèses qui permettent une description mathématique relativement simple du

phénomène étudié sont :

- L’écoulement est celui d’un fluide, newtonien incompressible en régime laminaire

permanent et stationnaire

- La matrice poreuse est homogène, perméable et non déformable.

- La matrice poreuse est complètement saturée par le fluide.

- Absence de réaction chimique et de source de chaleur ou de masse.

- Equilibre thermique local à l’interface solide/fluide.

- On admet que les vitesses mises en jeu sont relativement faibles de sorte que la fonction

de dissipation visqueuse dans l’équation d’énergie peut être légitimement négligée.

- La densité du fluide est considéré constante excepté dans le terme des forces de volume

contenu dans l’équation de conservation de quantité de mouvement. Cette hypothèse est

justifiée en convection mixte est constitue une des hypothèses de l’approximation de

Boussinesq.

II.4 Approximation de Boussinesq-Oberberk

L’approximation de Boussinesq repose sur deux hypothèses, d’une part, elle postule

que la masse volumique est constante dans tous les termes sauf pour le cas de force de

volume, d’autre part, elle suppose un écart de température entre les parois. Les changements

de la masse volumique Δρ reste faible par rapport à ρ0 dans tout l’écoulement à condition que

les variations de température soient insuffisantes pour faire varier de façon significative les

différentes propriétés du milieu (fluide et solide) [25].

En se limitant, au premier terme du développement de ߩ en terme de température, on

peut écrire :      ρ(T) = ρ
଴

[1 − β(T − T଴)]

ρ
଴

et β  étant respectivement la masse volumique à la température de référence T଴ et le

coefficient de dilatation volumique à pression constante : ߚ = −ቀ
ଵ

ఘబ
ቁቀ

డఘ

డ்
ቁ
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II.5 Formulation mathématique

En régime de convection, le phénomène met en jeu le mouvement du fluide, par

conséquent il faut résoudre les équations générales de la dynamique des fluides. En tenant

compte des différentes hypothèses déjà citées, le model mathématique adopté est basé sur les

équations liant les variables de pression, vitesse et température.

Les équations en question découlent des lois de conservations de la masse (équation de

continuité), de la quantité de mouvement (équations de Navier Stokes) et de l’énergie

(équation de la température) et s’écrives en projection dans le système d’axes cartésien (x, y)

comme suite :

II.5.1 Equation de continuité

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (II. 1)

II.5.2 Equation de quantité de mouvement

Suivant l’axe des X :

1

εଶ
൬u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
൰= −

1

ρ

∂p

∂x
+

n

ε
ቆ
∂ଶu

∂xଶ
+
∂ଶu

∂yଶ
ቇ−

n

K
u (II. 2)

Suivant l’axe des Y :

1

εଶ
൬u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
൰= −

1

ρ

∂p

∂y
+

n

ε
ቆ
∂ଶv

∂xଶ
+
∂ଶv

∂yଶ
ቇ−

n

K
v + gb(T − Tେ) (II. 3)

II.5.3 Equation d’énergie

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= a୫ ቆ

∂ଶT

∂xଶ
+
∂ଶT

∂yଶ
ቇ���������������������������������������������������������������������������������������������������(II. 4)
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II.5.4 Conditions limites

Les conditions aux limites dimensionnelles sont définies dans le tableau ci-dessous :

Tableau II.1 - Conditions aux limites

x y Condition

Dynamique Thermique

Entrée x=0 0  y  W u=u0 ; v=0 T=TC

Sortie x=L-W 0  y  L-W ∂u

∂x
= 0;

∂u

∂x
= 0

∂T

∂x
= 0

Paroi supérieure 0  x  L y=L u=0 ; v=0 T=TC

Paroi inférieure 0  x  L y=0 u=0 ; v=0 T=Th

Paroi droite x=0 0  y  L u=0 ; v=0 ∂T

∂x
= 0

Paroi gauche x=L 0  y  L u=0 ; v=0 ∂T

∂x
= 0

II.6 Formulation adimensionnelle

II.6.1 Variables adimensionnelles

Pour mettre le système d’équations précédent sous une forme adimensionnelle, nous

avons choisi comme longueur de référence la longueur L de l’enceinte et comme vitesse de

référence pour la vitesse uo. En effet, pour ramener les équations phénoménologiques sous

une forme adimensionnelle, il nécessaire de définir, moyennant ces grandeurs caractéristiques

du problème des variables sans dimension dites aussi variables réduites.

Variables réduites du problème

-Coordonnées adimensionnées : X = x/L , Y = y/L

-Température adimensionnée   :     θ =
୘ି୘ి

∆୘
avec ∆T = T୦ − Tୡ

-Vitesses adimensionnées : V = v/uo U = u/uo

-Pression adimensionnée : P = p/ρ u୭
ଶ

- conductivité adimensionnée : *=eff/f
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II.6.2 Equation de continuité

∂U

∂X
+
∂V

∂Y
= 0 (II. 5)

II.6.3 Equation de quantité de mouvement

Suivant l’axe des X :

U
∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
= −εଶ

∂P

∂X
+

ε

Re
ቆ
∂ଶU

∂Xଶ
+
∂ଶU

∂Yଶ
ቇ−

εଶ

ReDa
U (II. 6)

Suivant l’axe des Y :

U
∂V

∂X
+ V

∂V

∂Y
= −εଶ

∂P

∂Y
+

ε

Re
ቆ
∂ଶV

∂Xଶ
+
∂ଶV

∂Yଶ
ቇ−

εଶ

ReDa
V + εଶ

Gr

Reଶ
q (II. 7)

II.6.4 Equation d’énergie

U
∂θ

∂X
+ V

∂θ

∂Y
=

1

RePr
ቆ
∂ଶθ

∂Xଶ
+
∂ଶθ

∂Yଶ
ቇ�����������������������������������������������������������������������������������������������(II. 8)

II.6.5 Conditions limites adimensionnelles

Tenant compte de ces variables réduites, les conditions aux limites associées au

problème (Figure II.2) sont résumées dans le tableau ci-dessous:

Tableau II.2 - Conditions aux limites adimensionnelles

X Y Condition

Dynamique Thermique

Entrée X=0 0  Y  1 U=1 ; V=0 =0

Sortie X=1 0  Y  1 ∂U/ ∂x = ∂V/ ∂x = 0 ∂q/ ∂x = 0

Paroi supérieure 0  X  1 Y=1 U=0 ; V=0 =0

Paroi inférieure 0  X  1 Y=0 U=0 ; V=0 =1

Paroi droite X=0 0  Y  1 U=0 ; V=0 ∂q/ ∂x = 0

Paroi gauche X=1 0  Y  1 U=0 ; V=0 ∂q/ ∂x = 0
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II.7 Nombres adimensionnels

Cette adimensionalisation a mis en évidence six paramètres de contrôle qui

caractérisent le problème à savoir, respectivement, le nombre de Prandtl Pr, le nombre de

Grashof Gr, le nombre de Reynolds Re et le nombre de Darcy Da. On définit aussi un

nombre de Richardson Ri à partir de Re et Gr comme suit : Ri =Gr/Re2.

 Nombre de Prandtl :

C’est un nombre qui est le rapport entre la diffusivité de quantité de mouvement et la

diffusivité thermique.

Pr =/ (II.9)

 Nombre de Grashof :

Il caractérise le transfert de chaleur au sein d’un fluide. Il est le rapport entre l’effet de

flottabilité par la force motrice d’Archimède et l’effet résistif de l’écoulement.

Gr =
g β Δt Lଷ

nଶ
(II. 10)

 Nombre de Reynolds :

C’est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides, défini par le rapport

des forces d'inertie sur les forces de viscosité.

Re =
ρ U଴�L

μ
=

U଴L

n
(II. 11)

 Nombre de Richardson :

C’est un nombre sans dimension utilisé notamment en thermodynamique, qui a été

développé par Lewis Fry Richardson, physicien et mathématicien anglais. Il est le rapport

entre l’énergie potentielle gravitationnelle d’une parcelle du fluide et son énergie cinétique.

Ri =
Gr

Reଶ
(II. 12)

 Nombre de Darcy :

Il est le rapport entre la perméabilité du milieu et l’aire de section transversale

(généralement de diamètre de pore au carré).
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Da =
K

Lଶ
(II. 13)

II.8 Nombre de Nusselt :

Le coefficient moyen de transfert de chaleur pour la convection peut être représenté

sous forme adimensionnelle par le nombre de Nusselt. Le nombre de Nusselt local et moyen

sont calculés à l’interface solide-liquide et aux parois par les relations suivantes [27].

Nu =
j
୲୭୲ୟ୪

l
∆T
L

(II. 14)

Nuതതതത= න Nu
ଵ

଴

dY (II. 15)

II.9 conclusion

Une fois les équations régissant le problème posées avec les conditions aux limites

associées, elles ne peuvent prétendre à une résolution analytique directe. Nous avons donc

opté pour une résolution numérique, l’explication de la méthode des volumes finis, utilisée

par Fluent, fera l’objet du prochain chapitre.
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Méthodes numériques

III.1 Introduction

Les équations de conservation régissant le phénomène de la convection mixte sont des

équations différentielles aux dérivées partielles non linéaires couplées. En raison de leur

complexité, ces équations sont résolues à l’aide des techniques numériques disponibles dans

la littérature.

III.2 Rappel sur la méthode numérique

La résolution par les méthodes dites numériques consiste à discrétiser des équations

différentielles gouvernantes pour obtenir un système d’équations algébriques. Ces équations

sont alors mises sous forme matricielle généralement linéaire facilement solvable par des

méthodes directes ou indirectes (itératives) [9].

Il existe plusieurs méthodes numériques de discrétisation des équations différentielles aux

dérivées partielles, à savoir : la méthode des éléments finis, la méthode des différences finies

et la méthode des volumes finis. On présentera dans ce qui va suivre, la méthode des volumes

finis, vu que le code de calcul utilisé (ANSYS Fluent) pour la résolution de ces équations

utilise cette méthode.

III.2.1 Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis, bien connue aujourd’hui, est la méthode la plus

utilisée actuellement, son champ d’application ne cesse de s’élargir. Le succès de la méthode

réside principalement dans sa formulation, réunit les principes les plus forts de la méthode

des différences finies et ceux de la méthode des équations intégrales, respectivement la

discrétisation du domaine d’intégration et le principe de construction de l’approximation et sa

formulation.

III.2.2 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basée sur l’approximation locale des dérivées

apparaissant dans les équations différentielles. En se basant sur le développement de Taylor,
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les fonctions dérivées sont approchées par plusieurs types de schéma aux différences finies

(avant ou à droite, arrière ou à gauche et centrées). La précision du résultat varie d’un schéma

à l’autre (ordre de troncature utilisée). La méthode utilise un maillage, ou grille du domaine.

III.2.3 Méthode des volumes finis

La méthode des volumes finis (MVF) a été décrite pour la première fois en 1971 par

Patankar et Spalding [28] et publiée en 1980 par Patankar [29]. La méthode des volumes finis

est une méthode intégrale basée sur une technique de discrétisation qui convertit les équations

de conservation aux dérivées partielles en équations algébriques qui peuvent être résolues

numériquement. Le domaine de calcul est divisé en un nombre fini de sous-domaines

élémentaires, appelés volume de contrôle (VC). Chacun de ces derniers englobe un nœud dit

nœud principal, comme indiqué dans la figure (III.1). La MVF consiste à intégrer des

équations aux dérivées partielles sur chaque volume de contrôle pour obtenir des équations

discrétes qui conservent toutes les grandeurs physique sur un VC. Les différentes étapes de la

méthode des volumes finis peuvent être résumées comme suite :

 Discrétisation du domaine considéré en volume de contrôle.

 Formulation intégrale des équations différentielles aux dérivées partielles.

 Ecriture des équations algébriques aux nœuds du maillage.

 Résolution du système algébrique linéaire obtenu.

Figure III.1- Volume de contrôle bidimensionnel.

Le volume de contrôle montré sur la figure (III.1), comporte un nœud principal P, les

points E et W (Est et Ouest) sont des voisins dans la direction x, tandis que N et S (Nord et

Sud) sont ceux dans la direction y. Les limites du VC sont définies par les facettes e et w dans

la direction x, n et s dans la direction y.
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III.3 Choix de la méthode numérique

Pour notre présente étude, nous avons choisi la méthode des volumes finis pour sa

simplicité à mailler des géométries même complexes. Au même titre, elle garantit la

conservation de masse et de quantité de mouvement dans tout le domaine de calcul.

III.4 Discrétisation

III.4.1 Equation de conservation

La conservation d’une quantité  dans un écoulement de fluide (V, enthalpie) et dans

un volume de contrôle (VC) est décrite par des équations de conservation (de la masse,

quantité de mouvement, flux massique, énergie etc..). On écrira les équations de conservation

sous la forme générale suivante [3] :



IVII III

I

div( V) div( grad( )) S
t




     





 
(III.1)

Les différents termes représentent respectivement :

I : taux d’accroissement de la quantité  dans le VC pendant un temps dt : terme transitoire

II : contribution des flux externes à travers les surfaces délimitant le VC (terme de

convection)

III : taux d’accroissement de la quantité  dû à la diffusion dans le VC (terme de diffusion)

IV : taux d’accroissement de la quantité  dû à la source (terme source)

Les grandeurs : ,  et S peuvent représenter différentes quantités selon le phénomène

considéré :

 (1 ; u, v, w, T ou C) ; (,  ) ; S(source de chaleur q, dissipation visqueuse etc..)

Dans le cas stationnaire bidimensionnel, l’équation de transport peut s’écrire :

(∂rUf)

∂X
+
(∂rVf)

∂Y
−

∂

∂X
൤Gf

∂f

∂X
൨−

∂

∂Y
൤Gf

∂f

∂Y
൨= Sf (III. 2)

Avec :

U : Composante de la vitesse adimensionnelle suivant X.

V : Composante de la vitesse adimensionnelle suivant Y.
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 : Coefficient de diffusion.

Nous donnons ci-dessous dans le tableau III.1 les quantités , Gf et S dans le cas des

équations gouvernant notre problème (chapitre II).

Tableau III.1 - variables et coefficients des équations « cas d’un milieu poreux ».

Equation

 Gf

Sf = S୔f
୔

+ Sେ

S୔ Sେ

Continuité 1 0 0 0

Quantité de

mouvement selon

x

U e

Re −eଶ൤
1

Re. Da
൨ −

eଶ∂P

∂X

Quantité de

mouvement selon

y

V e

Re −eଶ൤
1

Re. Da
൨ −

eଶ∂P

∂Y
+ eଶ

Gr

Reଶ
q

Energie  1

Re Pr

0 0

Soit en définissant le flux sous la forme:

⎩
⎨

⎧Jଡ଼ = rUf − Gf

∂f

∂X

Jଢ଼ = rVf − Gf

∂f

∂f

(III. 3)

Jଡ଼ ; Jଢ଼ sont les flux totaux (convection et diffusif). L’équation (III.3) s’écrit alors:

∂Jଡ଼
∂X

+
∂Jଢ଼
∂Y

= Sf (III. 4)

L’intégration de l’équation III.4 sur un volume de contrôle s’exprime par :

න න ൤
∂Jଡ଼
∂X

൨dX dY + න න ൤
∂Jଢ଼
∂Y
൨dX dY = න න SfdX dY

୬

ୱ

ୣ

୵

୬

ୱ

ୣ

୵

୬

ୱ

ୣ

୵

(III. 5)

(A) (B)
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a) Intégration du flux total

L’intégration des différents flux conduit directement à :

A = න න ൤
∂Jଡ଼
∂X
൨dX dY + න න ൤

∂Jଢ଼
∂Y
൨dX dY (III. 6)

୬

ୱ

ୣ

୵

୬

ୱ

ୣ

୵

A = [(Jଡ଼)ୣ− (Jଡ଼)୵ ]න dY + [(Jଢ଼)୬ − (Jଢ଼)ୱ]

୬

ୱ

න dX

ୣ

୵

(III. 7)

A = (Jଡ଼)ୣ∆Y − (Jଡ଼)୵ ∆Y + (Jଢ଼)୬∆X(Jଢ଼)ୱ∆X (III. 8)

(A) = Jୣ− J୵ + J୬ − Jୱ (III. 9)

Avec: Jୣ = (Jଡ଼)ୣ ∆Y J୵ = (Jଡ଼)୵ ∆Y (III. 10)

J୬ = (Jଢ଼)୬�∆X Jୱ = (Jଢ଼)ୱ∆X

b) Intégration du terme source

L’intégration du terme source (B) de l’équation (III.5) sur tout le volume de contrôle est :

(ܤ) = න න SfdX dY

୬

ୱ

ୣ

୵

= Sf ∆X ∆Y (III. 11)

Sf : est la valeur moyenne du terme source sur ce volume de contrôle. Si le terme source est

dépendant de la variable , cette dépendance est alors exprimée par une relation linéaire :

Sf = S୔f
୔

+ Sେ (III. 12)

Où Sେ : est la partie constante qui ne dépend pas explicitement de f
୔
.

Il faudra exprimer les termes des flux convectifs et diffusifs aux interfaces des volumes de

contrôles. Ainsi on fait appel à différents schémas de discrétisations (différence centrées, loi

de puissance, hybride,…).

III.4.2 Schémas d’interpolation

Afin d’évaluer le flux sur une interface du volume de contrôle, une analyse des

différents schémas d’approximation est nécessaire pour définir les expressions en fonction du
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nombre de Peclet. Le choix du schéma d’interpolation joue un rôle très important dans la

précision de la solution du problème de convection-diffusion.

III.4.2.1 schéma aux différences centrées

La fonction d’interpolation de ce schéma est donnée par :

A(|Pe|)

= 1 − 0.5|Pe| (III. 13)

Etant donné que les coefficients ae, aw, an et as dépendent du nombre de PECLET, ce dernier

doit être positif pour satisfaire la deuxième règle de base, qui exige que les coefficients ai

soient tous positifs. De cela on déduit, pour ce schéma, que : |Pe|2. Son utilisation est donc

limitée.

III.4.2.2 schéma décentré amont (Upwind)

La fonction d’interpolation de ce schéma est donnée par :

A(|Pe|) = 1 (III. 14)

Ce schéma ne présente aucune difficulté du fait que les quatre règles de bases sont respectées.

III.4.2.3 schéma hybride

Ce schéma est une combinaison des deux schémas précédents ; il se réduit à

l’approximation centrée lorsque |Pe|<2 et il devient identique au schéma Upwind lorsque

|Pe|>2. La fonction d’interpolation de ce schéma est donnée par :

A(|Pe|) = max[0 , 1 − 0.5|Pe|] (III. 15)

III.4.2.4 schéma exponentiel

La fonction d’interpolation de ce schéma est donnée par :

A(|Pe|) =
|Pe|

exp|Pe| − 1
(III. 16)

Ce schéma s’adapte mieux à un écoulement monodimensionnel. Par contre, son

utilisation pour des écoulements bidimensionnels et tridimensionnels n’est pas souhaitable, de

plus la présence du terme exponentiel rend le temps de calcul élevé.

III.4.2.5 schéma en loi puissance (Power-Law)

La fonction d’interpolation de ce schéma est donnée par :

A(|Pe|) = max[0 , (1 − 0.1|Pe|)ହ] (III. 17)



Chapitre III Méthodes numériques

31

Pour contourner les difficultés citées précédemment, on utilise le schéma d’approximation en

loi puissance qui est plus précis pour n’importe quelle valeur du nombre de Peclet. En effet,

ce schéma s’avère très efficace puisqu’il approche mieux la solution exacte (figure III.2). Il

sera donc adopté dans la présence étude.

Figure III.2 - Variation de la fonction A(|Pe|) pour différents schémas.

III.5 formulation générale du problème

L’intégration de l’équation générale de transport III.5 donne :

(jୣ− j୵ + j୬ − j୵ ) = ൫Sେ + S୔f
୔
൯∆X ∆Y (III. 18)

Nous intégrons aussi, de la même façon l’équation de continuité sur le volume de contrôle :

න න ൤
∂rU

∂X
൨dX dY + න න ൤

∂rV

∂Y
൨dX dY

୬

ୱ

ୣ

୵

୬

ୱ

ୣ

୵

= 0 (III. 19)

Ce qui conduit à :

Fୣ− F୵ + F୬ − Fୱ = 0 (III. 20)

Avec :

Fୣ = (rU)ୣ ∆Y F୬ = (rV)୬ ∆X (III. 21)

F୵ = (rU)୵ ∆Y Fୱ = (rV)ୱ∆X

F ,ୣ F୵ , F୬ et Fୱ sont les flux massique traversant les interfaces. Nous multiplions cette

dernière équation par la variable et l’en soustrayant de l’équation générale :

൫Jୣ− Fୣf
ୣ
൯− ൫J୵ − F୵ f

୵
൯+ ൫J୬ − F୬f

୬
൯− ൫Jୱ− Fୱfୱ൯= ቀSୡ+ S୮f

୮
ቁ∆X ∆Y (III. 22)

On peut écrire les termes entre parenthèses de l’équation (III.22) comme suit :

Jୣ− Fୣf
ୣ

= aୣ(f
ୣ
− f

୮
)
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J୵ − F୵ f
୵

= a୵ ቀf
୮
− f

୵
ቁ�������������������������������������������������������������������������������������������������������(III. 23)

J୬ − F୬f
୬

= a୬(f
୬
− f

୮
)

Jୱ− Fୱfୱ = aୱ(f
୮
− f

ୱ
)

Avec : les grand AE AW et … sont définis ou

A୉ = Dୣ A(|Pୣ |) + ‖F ,ୣ 0‖

A୛ = D୵ A(|P୵ |) + ‖F୵ , 0‖ (III. 24)

A୒ = D୬ A(|P୬|) + ‖F୬, 0‖

Aୗ = DୱA(|Pୱ|) + ‖Fୱ, 0‖

Dୣ =
Gୣ∆Y

δXୣ
; D୵ =

G୵ ∆Y

δX୵
; D୬ =

G୬∆X

δY୬
; Dୱ =

Gୱ∆X

δYୱ

Pୣ =
Fୣ
Dୣ

; P୵ =
F୵
D୵

; P୬ =
F୬
D୬

; Pୱ =
Fୱ
Dୱ

L’équation de discrétisation devient :

A୔f
୔

= A୉f
୉

+ A୛ f
୛

+ A୒f
୒

Aୗf
ୗ

+ b (III. 25)

Où :

A୔ = A୉ + A୛ + A୒ + Aୗ− S୔∆X ∆Y , b = Sେ∆X ∆Y (III. 26)

A୔, A୉, A୛ , A୒ et Aୗ sont les coefficients correspondant, respectivement aux nœuds Est,

Ouest, Nord, Sud et centre du volume.

b : est un terme source supposé être constant dans le volume de contrôle.

Fe, Fw, Fn, Fs, De, Dw, Dn, Ds sont respectivement les termes convectifs et diffusifs aux faces

Est, Ouest, Nord, Sud.

Pe, Pw, Pn et Ps désignent le rapport flux convectif aux flux diffusif aux différentes faces du

volume de contrôle. Les expressions de Ap correspondant aux différents schémas sont

résumées dans le tableau ci-dessous :

Tableau III.2 - Expressions de Ap correspondant aux différents schémas.

schéma La fonction (|܍۾|)ۯ

Différences centrées 1 − 0.5|Pe|

Upwind 1

Hybride max[0 , 1 − 0.5|Pe|]

Loi de puissance max[0 , 1 − 0.1|Pe|)ହ]
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III.6 Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equation)

Les équations de quantité de mouvement sont couplées entre elles par l’intermédiaire

du champ de pression. Cette difficulté de couplage vitesse-pression vient de l’absence

d’équations explicites qui gouvernent le champ de pression. Pour cette raison, on utilise des

méthodes indirectes dont la plus répandue est l’algorithme « SIMPLE ».

Organigramme de l’Algorithme SIMPLE

Lecture des données

Maillage

Résoudre les équations de quantité de mouvement

Résoudre l’équation de la correction de pression

Correction de la pression et la vitesse

Résoudre l’équation de conservation d’énergie

Test de convergence

Stop

Actualiser

P*=P

U*=U

V*=V

*=

Estimation initial P*, U*, V*, *

U*, V*

P’

P, U, V



Début
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III.7 Résolution des systèmes d’équations

Dans les chapitres précédents, nous avons discuté des méthodes de discrétisation des

équations régissantes le flux de fluide et le transfert thermique. Ce processus engendre un

système d’équations algébriques linéaires qui a besoin d'être résolu. La complexité et la taille

de l'ensemble des équations dépendent de la dimensionnalité du problème, du nombre de

nœuds de grille et de la pratique en matière de discrétisation. Bien que n'importe quel procédé

valide puisse être employé pour résoudre ces équations algébriques, les ressources

d’informatique disponibles placent une contrainte puissante.

Il y a deux familles de techniques de solution pour des équations algébriques linéaires,

les méthodes directes et les méthodes indirectes ou itératives. Parmi les méthodes directes on

citera l'inversion, la diagonalisation et la triangularisation de matrice.

Les méthodes itératives sont basées sur l'application répétée d'un algorithme

relativement simple menant souvent à la convergence après un grand nombre de répétitions

(itérations). Les exemples bien connus sont les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss

Seidel.

La méthode des volumes finis rapporte habituellement des systèmes d’équations tri-

diagonales (un système avec seulement trois coefficients différents de zéro par équation).

Pour la résolution de tels systèmes, on utilise un algorithme dit de Thomas ou l'algorithme

(TDMA). Le TDMA (Algorithme pour Matrices Tridiagonales) est réellement une méthode

directe pour des situations unidimensionnelles, mais il peut être appliqué itérativement, pour

résoudre des problèmes multidimensionnels, ce qui est largement répandu dans les

programmes de CFD.

III.8 Algorithme (TDMA)

Considérons le système d’équations suivant :

1

4

3

2

1

1

11

5444

43

34
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2212
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
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




































n

n

n

nnnnnn

C

C

C

C

C

C

D

D

D

D





















(III.27)
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Où 1 et 1n sont les valeurs connues aux limites du domaine. Chaque équation peut s’écrire

sous la forme générale suivante :

jjjjjjj CD   11  (III.28)

Le système d’équation (III.28) peut être réécrit :

2

2
1

2

2
3

2

2
2

D

C

DD
 





 (III.28.a)

3

3
2

3

3
4

3

3
3

D

C

DD
 





 (III.28.b)

4

4
3

4

4
5

4

4
4

D

C

DD
 





 (III.28.c)

n

n
n

n

n
n

n

n
n

D

C

DD
  11 







Ces équations peuvent être résolues en commençant par l’élimination de 2 dans l’équation

(III.28b), en la remplaçant par l’équation (III.28.a) pour obtenir :

























































2

2
33

3

2

2
1

2

2
3

4

2

2
33

3
3

D
D

C
D

C

D

D
D















 (III.29.a)

Si on pose :
2

2
2

D


 et

2

2
1

2

2'
2

D

C

D
C  



L’équation (III.32.a) peut être réécrite sous la forme :


















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






233

3
'
23

4

233

3
3











D

CC

D
(III.29.b)

Où : '
3433 C  (III.30)

Avec : 











233

3
3





D
et 














233

3
'
23'

3




D

CC
C

La formule (III.30) peut être utilisée pour éliminer 3 de l’équation (III.28.c). La procédure

peut être répétée jusqu’à la fin des équations. La dernière équation aura alors uniquement une

seule inconnue 1n . Les autres inconnues 1n , 2n ,…, 2 , 1 , sont donc calculées par

substitution successive en faisant le chemin inverse (substitution arrière).
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III.9 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté brièvement la méthode des volumes finis.

L’analyse numérique est faite pour simuler et déterminer les champs de vitesses et de

températures dans le domaine géométrique étudié.
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Résultats et discussions

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous somme intéressé à la convection mixte dans une cavité

carrée ventilée en présence d’un milieu poreux.

En premier lieu, nous présentons une optimisation du maillage dans le but de bien

choisir la grille convenable pour la suite de l’étude. Puis nous procédons à la validation du

model adopté par comparaison avec le travail de Tanmay Basak [29].

Les résultats sont présentés en termes de lignes de courant, d’isothermes et du nombre

de Nusselt (local et moyen) pour un nombre de Prandtl de 0.71.

IV.2 Choix de la grille de simulation

Le maillage utilisé dans la présente étude est un maillage uniforme dans les deux

directions X et Y. Afin d’illustrer l’influence du maillage (nombre de points) sur les profils

des lignes de courants, nous avons testé plusieurs grilles dont le nombre nœuds varie entre

2020 à 180180. Le tableau IV.1 et la figure IV.1, montrent que le du Nusselt moyen

obtenue pour les différents cas varie peu à partir d’une grille de 120120. De ce fait, pour des

raison de précision et du cout (temps de calcul) nous avons adopté dans la présente étude un

maillage de 120120 points.

Tableau IV.1- Nusselt moyen pour différentes gilles

Maillage Numoy

2020 1,805871

4040 1,883163

6060 1,903274

8080 1,910523

100100 1,9133292

120120 1,914282

140140 1,914445

160160 1,9142756

180180 1,913965

Figure IV.1- Nusselt moyen pour différents maillages Gr=105, Da=10-5.
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IV.3 Validation numérique

Dans cette validation, les résultats sont comparés avec ceux de Tanmay Basak [29].

Les lignes de courant sont représentées pou: Pr=0.71, Ra=106, Ri=0.1, =1, Da=10-2 à 10-5,

Th=313.15K et TC=293.15K. Les propriétés thermo-physiques de l’air sont prit à température

de référence 293.15K (voir annexe A.1). Les comparaisons montrent un bon accord entre les

résultats des simulations et de la référence [29], Figures IV.2 à IV.5.

a) Lignes de courant Isothermes

b)

Figure IV.2 - lignes de courants et isothermes pour Da=10-5, Ra=106 :
a) Lignes de courant b) Isothermes
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Figure IV.3 - lignes de courants et isothermes pour Da=10-4, Ra=106 :
a) Lignes de courant b) Isothermes
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Figure IV.4 - lignes de courants et isothermes pour Da=10-3, Ra=106 :
a) Lignes de courant b) Isothermes

Figure IV.5 - lignes de courants et isothermes pour Da=10-3, Ra=7.104 :
a) Lignes de courant b) Isothermes
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IV.4 Résultats et discussion :

IV.4.1 Effet du nombre de Grashof sur les champs dynamique et thermique

Les résultats représentés ci-dessous illustrent les isothermes et les lignes de courant,

ainsi que l’évolution du nombre de Nusselt moyen pour différents nombres de Grashof et

Richardson, respectivement Gr=102 ; 103 ; 104 et 105 ; Ri = 0.1, 1 et 10 pour Da=10-2, ɛ=1.  

Les figures IV.6- IV.7 et IV.8 illustrent montrent les lignes de courant et les isothermes

pour différentes valeurs du nombre de Grashof et différents nombres de Richardson.

Il ressort de ses figures que le nombre de Grashof joue un rôle déterminant dans la

structure de l’écoulement et le transfert de chaleur dans la cavité. Ainsi, quand les forces de

flottabilité sans faibles Gr103, l’écoulement n’est pas affecté, cela quelque soit le nombre de

Richardson. On observe une stratification thermique dans toute la cavité et les isothermes

sont perpendiculaires aux surfaces adiabatiques.

A mesure, que ces forces augmentent en intensité dues à un fort gradient de température

on observe l’apparition d’une cellule sur le coté gauche de la cavité. Cette dernière grossit

pour des Gr important. Les isothermes sont alors tordues avec des gradients thermiques

importants sur la face droite de la cavité. La convection forcée est dominante.

Pour des Ri importants, (Ri=10), les courants de convection apparaissent et deviennent

dominant pour Gr=105. Dans ce cas c’es le mode de convection naturelle qui domine le

transfert.

Ces variations ont un effet sur le transfert de chaleur dans la cavité, c’est ui est illustré

sur les figures 10a –b et c. Ces dernières mettent en évidence les variations du nombre de

Nusselt moyen estimé sur la paroi chaude pour diverses valeurs des nombres de Grashof et de

Darcy. On constate que ces évolutions différents suivant la valeur prise par Ri. Pour Ri = 0.1

& et 1 on observe des évolutions paraboliques alors que pour Ri=10 les évolutions sont

presque linéaires. Pour des nombres de Grashof Gr103, le nombre de Darcy n’a aucun effet.

A mesure que ce dernier diminue (la porosité diminue) le transfert de chaleur est de plus en

plus ralenti. D’autre part, à mesure que Da diminue (Da=104 et 105) et Ri augmente l’effet de

la porosité devient insignifiant (les courbes sont confondues).
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure IV.6 : lignes de courant et isothermes pour Ri=0.1

a) Gr=102 ; b) Gr=103; c) Gr=104; d) Gr=105.
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(a)

(b)

(c)

(d)
Figure IV.7 : lignes de courant et isothermes pour Ri=1

a) Gr=102 ; b) Gr=103; c) Gr=104; d) Gr=105
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure IV.8 : lignes de courant et isothermes pour Ri=10
a) Gr=102 ; b) Gr=103; c) Gr=104; d) Gr=105
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a)

b)

c)

Figure IV.9 : Nombre de Nusselt moyen pour différents nombre de Da et Gr
a) Ri=0.1 ; b) Ri=1; c) Ri=10 et ɛ=1
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IV.4.2 Effet du nombre de Richardson sur les champs dynamique et thermique

Les résultats représentés ci-dessous illustrent les isothermes, les lignes de courant, ainsi

que l’évolution de Nusselt moyen en fonction du nombre de Richardson Ri=0.1, 1 et 10 pour

différents intensité des forces de flottabilité Gr=10, 103 et 105. Nous avons maintenu :

Pr=0.71, Da=10-2, *=1, ɛ=1. 

Les figures IV.11- IV.12 et IV.13 illustrent montrent les lignes de courant et les

isothermes pour différentes valeurs du nombre de Richardson et différents nombres de

Grashof.

On remarque que pour un nombre de Grashof très faible (Gr=10), les forces d’inertie

dues au mouvement forcée du fluide n’ont aucun effet notable (Ri=0.1, 1 et 10). Les

isothermes sont parfaitement parallèles et les lignes de courant sont obliques. Le transfert se

fait principalement par conduction.

Cette tendance n’est pas respectée à mesure que Gr devient important (Gr=103 Ri=0.1

et 1 ; Gr=105 et tous les Ri). Dans ces cas, l’écoulement est dominé par les courants de

convection caractérisés par des isothermes distordues et une structure de l’écoulement

cellulaire.

Le transfert de chaleur dans la cavité est particulièrement sur la paroi chaude est

représenté par le nombre de Nusselt moyen, Figures IV.14a, b et c. Pour des nombres de

Grashof faibles Gr=10 et 103, les coures ont une allure hyperbolique. Dans ces cas de figure,

le nombre de Nusselt diminue avec l’augmentation du nombre de Richardson. D’autre part, le

milieu poreux à travers de le nombre de Darcy ne joue aucun rôle (toutes les coures sont

confondues).

A mesure que les forces de flottabilités donc de la convection naturelle dominent

(Gr=105), les courbes du Nusselt moyen changent d’allure et prennent une forme parabolique.

Dans ces cas, le nombre de Nusselt augmente avec l’augmentation du nombre de Richardson

et le milieu poreux joue un rôle important. En diminuant le nombre de Darcy (Da=10-1 à 10-5)

le transfert de chaleur est réduit. De plus, pour des milieux poreux caractérisés par une faible

perméabilité donc des nombres de Darcy très faibles, les courbes se confondent pour

constituer une courbe limite.
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(a)

(b)

(c)

Figure IV.10 : lignes de courant et isothermes pour Gr=10
a) Ri=0.1 ; b) Ri=1; c) Ri=10
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(a)

(b)

(c)

Figure IV.11 : lignes de courant et isothermes pour Gr=103

a) Ri=0.1 ; b) Ri=1; c) Ri=10
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(a)

(b)

(c)

Figure IV.12 : lignes de courant et isothermes pour Gr=105

a) Ri=0.1 ; b) Ri=1; c) Ri=10



Chapitre IV Résultats et discussions

50

a)

b)

c)

Figure IV.13 – Nombre de Nusselt moyen pour différents Ri et Da
a) Gr=10 ; b) Gr=103 et c) Gr=105 et ɛ=1
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IV.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressées aux écoulements et aux transferts

dans les milieux poreux. Dans nos simulations, nous avons étudié l’influence du nombre de

Grashof et de Richardson. Nous avons constaté que chacun des paramètres joue un rôle

important sur le transfert thermique.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, notre travail consiste en l’étude de la convection mixte dans une

cavité carrée ventilée en présence d’un milieu poreux, dont le but d’étudier l’influence des

paramètres intervenants sur la structure de l’écoulement et le champ thermique.

Nous avons, au cours de ce travail, élaboré un code de calcul basé sur la méthode des

volumes finis pour résoudre les équations de conservation de masse, de quantité de

mouvement et de l’énergie qui gouvernant le transfert de chaleur et l’écoulement dans une

cavité carré.

En premier lieu, nous avons examiné l’effet du nombre de Grashof sur la structure des

champs dynamique et thermique, nous avons constaté que le nombre de Grashof joue un rôle

capital dans le transfert de chaleur, ou nous avons remarqué une stratification thermique dans

toute la cavité pour Gr103, mais en augmentant le Grashof à Gr=105 le transfert devient

dominant en convection forcée.

Ensuite, nous avons étudié l’effet du nombre de Richardson, et les résultats nous

montrent qu’avec Gr=10 et Gr=103, l’échange thermique diminue avec l’augmentation du

nombre de Richardson, et le nombre de Darcy n’a aucune influence sur le transfert.

Contrairement à Gr=105, le transfert thermique augmente avec l’augmentation du

Richardson, et le transfert aussi devient important en augmentant le nombre de Darcy.
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Annexes

Annexe A :

Tableau A.1 – Propriétés thermo-physique de l’air à pression atmosphérique [25].



:  Résumé

 Cette étude concerne la simulation numérique de la convection mixte dans une cavité carrée

. bidimensionnelle, l’enceinte est remplie d’un milieu poreux homogène est isotrope

 Les parois verticales sont adiabatiques. Et les parois horizontales sont soumises à des

 lieuxitempératures constantes. Le fluide utilisé est l’air. Le modèle d’écoulement dans les m

. poreux est le modèle Darcy-Brinkman

 La méthode numérique des volumes finis est utilisée pour résoudre les équations qui

. gouvernent le problème

On a étudié l’influence du nombre de Grashof et le nombre de Richardson

 Les résultats obtenus montrent que les paramètres précédents ont une influence sur le transfert

 de chaleur, ce dernier s’améliore en augmentant le Grashof, Richardson, Darcy et la

. conductivité thermique du solide-fluide

: Abstract

This study concerns the numerical simulation of mixed convection in a two-

 dimensional square cavity, the enclosure is filled with a homogeneous porous medium is

. isotropic

 The vertical walls are adiabatic. And the horizontal walls are subjected to constant

 temperatures. The fluid used is air. The flow model in porous media is the Darcy-Brinkman

. model

 The numerical method of finite volumes is used to solve the equations that govern the

. problem

 The influence of the Grashof number, the Richardson number and the thermal conductivity

. ratio of the solid-fluid were studied

 The results obtained show that the preceding parameters have an influence on the heat transfer,

 the latter improves by increasing Grashof, Richardson, Darcy and the thermal conductivity of

. the solid-fluid
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