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~ a zZ2 =

Cp(RT,R")

Notations

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des nombres complexes.

Opérateur linéaire continu.

Domaine de 'opérateur L.

Noyau de 'opérateur L.

Application identité .

presque partout.

La dérivée partielle par rapport a t.

Adhérence ou fermeture de €.

Frontiere de €.

Intervalle ouvert .

{z : Q — R mesurable et [, |z(¢)[Pdt < oo}, 1 < p < o0.
(f,, lx(t)|dz) 7 .

L’ensemble des fonctions f : 2 — J, k fois continuement dérivables.
CF(Q,R).

L’espace de toutes les fonctions continues bornées sur €.
{x € CY(Q): tEeroox(t) et tginoo 2/(t) existent}.

{sup |z(t)|, t € Q}.

{x € C*1(Q) tel que 2 € LP(Q), 1 < a < k}.

La dérivée de x d’ordre a.

{z € C,(RT,R) : lim x(t)existe}.

t——+o00



Introduction

Ce mémoire est consacré a ’étude de quelques problémes aux limites associés a des
équations différentielles du second ordre posées sur des intervalles bornés ou non bornés de R,
ou les conditions aux bords sont non locales. Des diffcultées nouvelles apparaissent quant a la
résolution de ce type de problémes, notamment leurs formulations intégrales, et font appel a
quelques techniques nouvelles par comparaison avec les problémes aux limites classiques ot les
conditions aux bords sont souvent de type Sturm-Liouville.

L’objectif principal de ce mémoire est de mettre le point sur 1'utilisation de la théorie du point
fixe dans les espaces de Banach, soit sous forme de théorémes de points fixes ou sous forme des
méthodes topologiques liées au degré topologique, pour résoudre de tels problémes.

Dans les domaines de la physique, de la chimie ou de la biologie, de nombreux modéles sont
régis par des problémes aux limites associés a des équations différentielles considérées sur des
intervalles bornés ou non bornés avec différents types de conditions aux bords. Dans certains de
ces problémes, les conditions aux bords sont donnés localement. Dans d’autres cas, les conditions
sont non locales, c¢’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas uniquement des points considérés mais
d’autres points ou d’une fonction linéaire ou non linéaire de I'inconnue. Il est parfois préférable
d’imposer des conditions non locales car ces derniéres peuvent s’avérer étre plus précises. Par

exemple, si dans le probléme classique de Robin :

2"(t) + f(t,a(t), /(1) =0, te(0,1)

z(0) =0, z/(1) =0,
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la condition locale z'(1) = 0 est remplacée par la condition non locale z(1) = z(n), oun € (0, 1),

alors le probléme

"(t) + f(t,x(t),2'(t)) =0, te(0,1)

2(0) =0, =(1) = x(n),

est un probléme aux limites non local. La condition non locale z(1) = x(n), peut s’écrire comme

(2)

une "différence" x(n) — z(1) = 0. Dans le processus d’expérimentation scientifique et de calcul

z(n)—z(1)

1 que celle de 2/(1).

numérique, il est plus facile de determiner la valeur de

Il est & noter que I’étude des problémes aux limites & multi-points a été initiée par Il'in
et Moiseev [14] en 1987. Gupta [8] a ensuite étudié¢ des problémes aux limites non linéaires a
trois points de non résonance. Depuis lors, plusieurs extensions des problémes aux limites non
linéaires & multi-points ( de résonance ou de non résonance) ont été étudiés par plusieurs auteurs.
Les méthodes utilisées sont les théorémes de continuation de Leray-Schauder, I’alternative non
linéaire de Leray-Schauder ou encore la théorie du degré de coincidence de Mawhin.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier est entiérement consacré a la

présentation de quelques notions préliminaires dont nous aurons besoin dans la suite de ce
mémoire, & savoir : quelques outils de base d’analyse fonctionnelle, le degré topologique de
Leray-Schauder, quelques éléments de la théorie du point fixe, notament les théorémes de
continuation de type Leray-Shauder, théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii sur les cones
(pour la recherche des solutions positives).
Nous avons aussi jugé utile de rappeler quelques notions sur la fonction de Green concernante
le probléme de Sturm-Liouville. Nous avons aussi présenté les méthodes de calcul de la fonction
de Green correspondant a chaque probléme aux limites considéré dans ce mémoire ; ceci nous
permet également de transformer ces problémes en des problémes du point fixe.

Le deuxiéme chapitre est constitué de deux parties, dont nous exposerons des conditions

suffisantes pour l'existence de solutions pour deux problémes de non résonance a trois points.
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Le premier probléme est défini sur un intervalle borné comme suit :

2(t) = f(t,a(t), 2/ (1), 0<t<1.

ol le paramétre n € (0,1) et f:[0,1] x R* — R une fonction L'-Carathéodory.

Ce probléeme aux limites peut étre réduit a I’équation opérationnelle
Lx+ Nx =0,

ou L: D(L) C X — Y est un opérateur linéaire et pour € D(L), Lv = —2" et N: X - Y
est un opérateur non linéaire telle que Nz (t) = f(t,x(t),2'(t)), t € [0,1], avec X et Y sont
des espaces de Banach appropriés et ou les conditions aux limites sont utilisées pour définir le
domaine D(L) de L. Nous utiliserons les inégalités de Wirtinger et des conditions de croissance
sur la non linéairité f afin d’obtenir les estimations & priori nécessaires pour utiliser une variante
du théoreme de continuation de Leray-Schauder.

Le second probléme est défini sur la demie droite positive comme suit :

() + f(t,x(t),2'(t) =0, 0<t< oo,

z(0) = az(n), lim 2'(t) =0,

t—+o00

ol v et 1 sont des paramétres réels vérifiant a # 1, 0 < 1 < 400,
et f:]0,+00) x R*> - R est une fonction S-Carathéodory.
L’existence de solutions bornées est établi en utilisant le théoréme de continuation de Leray-
Schauder en passant par la formulation intégrale de ce probléme & l'aide de la fonction de
Green.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous sommes intéressées a 1’étude de I'existence de solutions

positives pour le systéme d’équations différentielles du second ordre associées a des conditions
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aux bords intégrales suivant :

/

ZEl(O) = .172(0) = O,

. / N e n
t£+moo zi(t) = fo

. / [t
\ tlg-noo xl(t) o fo

ot pour i € {1,2}, fi : RT x RT™ x RT — R est une fonction L'-Carathé¢odory et
gi € L'[0,+00). L’approche utilisée pour répondre aux questions considérées est basée sur
I’application d'une des variantes du théoréme du point fixe de Krasnosel’skii.

Le quatriéme chapitre, est consacré a I’étude du probléme aux limites de résonance a trois

points suivant :
2" (t) = f(
7' (0) =0,

xy(t) + f(t,x1(t), 22(t)) =0, 0 <t < o0,

g1(s)z1(s)ds,

g2(s)za(s)ds,

t,z(t)), t € (0,1),

z(n) = z(1),

ou f:1]0,1] x [0,00) — R est une fonction continue et n € (0,1).

La recherche de solutions positives multiples pour ce probléme est basée sur le théoréme du

Guo-Krasnosel’skii.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons certains notions et concepts, essentiels au développe-
ment des autres chapitres. Nous rappellerons certaines définitions ainsi que certains théorémes

d’analyse fonctionnelle pour une meilleure présentation des résultats de notre travail.

1.1 Quelques outils de base

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Soient E un espace de Banach réel et K un sous ensemble non vide, fermé et

convexe de E. K est dit un cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
i) re KA>0= )Xz e K;
(ii) re K, —re K=2=0.

Définition 1.2. Soit E un espace de Banach etT : E — E une application. Un élément x de

E est dit point five de T si Tx = x.

Définition 1.3. Un probléeme aux limites est dit résonant (ou de résonance), si le probléeme
linéaire homogéne associé admet une solution non nulle.

Dans le cas contraire, il est dit probléme non résonant (ou de non résonance).
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Exemple 1.1. Considérons ’équation différentielle du second ordre suivante :

—2"(t) = f(t,z(t)), p.p-te(0,1) (1.1)

soumise a 'une des conditions aux bords suivantes :

2(0)=0, z(1)=1, (1.2)
2(0) =0, 2/(1)=1, (1.3)
2(0) =0, =z(1)=0. (1.4)
Et Uéquation
—a"(t) = 0. (1.5)

les solutions sont x(t) =1 pour (1.5)-(1.2), x(t) =t pour (1.5) - (1.3) et x(t) = 0 pour (1.5)-

(1.4).
D’ou, les problemes (1.1)-(1.2) et (1.1)-(1.3) sont résonants et le probléme (1.1)-(1.4) est non

résonant.

Définition 1.4. Une fonction f : [0,1] x R® — R" est dite L*-Carathéodory si et seulement
8%

a. t— f(t,u) est mesurable, pour tout u € R™.

b. u— f(t,u) est continue, pour p.p. t € [0,1].

c. Pour toutr > 0,3p, € L1[0,1] telle que || f(t,u)|| < o, (t), pour p.p. t € [0,1] et pour tout

u € R™ avec ||ul| <.

Définition 1.5. Une fonction f : [0,+00) X R? — R est dite S-Carathéodory si et seulement
8%

1.t f(t,u,v) est mesurable sur [0, +00), pour tout (u,v) € R

2. (u,v) = f(t,u,v) est continue sur R*, pour p.p. t € [0, +00).
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3. Pour tout r >0, il existe @, € L'[0,+00), avec to, € L'[0, +0), et
©r(t) > 0 sur (0,+00) tel que :

max{|ul, [v|} <1 implique [f(t,u,v)| < @.(t), pour p.p. t € [0,+00).

Définition 1.6. (Limite supérieure et inférieure d’une fonction).
Soit f une fonction définie sur D¢, on dit que f admet une limite [ en a € R, si elle est définie

au voisinage de a et si
Ve>0,3n>0,Voz € Dy, |z —a|<n=|f(zx) -1 <e.
e Limite supérieure :

limsup f(z) = %igg)sup{f(a:) 10 < |z — o] < n}.

T—T0

e Limate inférieure :

liminf f(z) = lin(l)inf{f(:z:) 10 < |z — x| < m}.
n—

T—rT0

Exemple 1.2. Considérons la fonction définie par :

st x>0
—e % 51 <.

Alors, lim i(I)lff(:L‘) = —1 et limsup f(z) = 1.
z—

x—0

Remarque 1.1. lim f(x) existe si et seulement si : limsup f(z) = iminf f(z).
r—a T—a T—a

Soient X et Y deux espaces de Banach.

Définition 1.7. Soit f : Q C X — Y une application. On dit que [ est complétement continue

si elle est continue et transforme tout borné de €2 en un ensemble relativement compact dans
Y.

f est dite compacte si f(QQ) est relativement compacte dansY .

Remarque 1.2. (a) Toute application compacte est complétement continue.

(b) Si Q est borné, la réciproque est vraie.
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Définition 1.8. Une application f : X — Y est compacte si seulement si pour toute suite

(Zn)nen de X on peut extraire une sous suite (T, )ken telle que la suite (f(xp,))ken converge

dans'Y.

Définition 1.9. On appelle perturbation compacte de l'identité toute application de type (I—F),

ou I est une application compacte de X dans X.

1.1.2 Quelques critéres de compacité

Théoréme 1.1. (Critere d’Ascoli-Arzéla)
Soit X un espace métrique compact. H C C (X,Y) un sous-espace muni de la norme sup. Alors

H est relativement compact si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Vo e X, Uensemble {f (x) : f € H} est borné dans 'Y .
2. H est équi-continu, i.e.
Ve>0,3VeV(),VyeX ;yeV=|f(y—f@)ly<e VfeH.
Casou X =[a, b CRet Y =R
Théoréme 1.2. (Cas particulier d’Ascoli Arzéla)
Soit (fn)nen C C([a,b],R) une suite vérifiante :
(1) (fo)nen est uniformément bornée, i.e. 3¢ >0,Vn e N: |f,| <ec.

(2) (fu)nen est équi-continue, i.e. Ve > 0,36 =09 (e), Va,y € [a,b] :
|z —y |< § =| fulx) = fuly) |< e,¥n € N. Alors, (fu)nen admet une sous-suite

convergente. (i.e. (fn)nen est relativement compacte).

Corollaire 1.1. Si (fn)nen est borné dans C*1([a,b],R), alors elle admet une sous-suite

convergente dans C*([a, b],R).
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Lemme 1.1. [2] (Critére de compacité de Corduneanu,).
Soit M C X = C([0,+00),R), alors M est relativement compact sur X si les conditions
suivantes sont vérifiées :
(i) M est uniformément borné dans X,
(ii) Les fonctions de M sont équicontinues sur tout compact de [0, +00),
(111) Les fonctions de M sont équiconvergentes, i.e. pour tout € > 0,
AT =T(e) > 0 tel que | f(z) — f(400) |< 0 pour tout x > T et f € M,

ot f(+00) = lim f(x).

r—-+00

Conséquence du critére de compacité de Corduneanu.

Lemme 1.2. [}/ Soit M C C,(R*,R), alors M est relativement compact dans X si les condi-

tions swivantes sont vérifiées :
i) M est uniformément borné dans C(R™) ;

ii) les fonctions de {y : y = x € M} sont équicontinues sur tout intervalle compact de

1+t’

[0, 4+00) ;

iii) les fonctions de {y : y = x € M} sont équiconvergentes a l'infini, ¢’est a dire pour tout

1+t )

€ >0, il existe T =T(e) > 0 tel que |y(t) — y(+00)| <€, pour tout t >T, x € M.

Théoréme 1.3. [3/(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue "T.C.D.L")
Soit (fn)nen une suite de L1(Q) avec Q C R™. Supposons que :
(1) fu(x) = f(x), quand n — oo p.p dans €2,
(ii) il existe une fonction g > 0 et g € LY(Q) telle que Yn €N, |f,(z)| < g(z) p.p dans Q.

Alors, f € LY(Q) et ||fn — fllzr — 0, quand n — oo.

Inégalité de Wirtinger (voir [5])
Soient a, b deux réels tels que a < b et u une fonction de classe C! sur [a, b] et & valeurs réelles.
On a:

f|u u(a) | dt < 4(%=2 f|u ) |? dt.
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f|u u(b) > dt < 4(=2 f|u ) |* dt.

1.2  Quelques éléments de la théorie du point fixe

La théorie du point fixe dans les espaces de Banach, soit sous forme de théorémes de points
fixes ou sous forme des méthodes topologiques liées au degré topologique, est utilisée pour

étudier les différentes classes des problémes aux limites.

1.2.1 Degré topologique de Leray-Schauder

Références principales ([20],[17])

En plus des théorémes du point fixe, il existe des méthodes topologiques permettant ’étude
de diverses classes de problémes aux limites. L'une de ces méthodes est le degré topologique.

Les théoremes dits de continuation, pour I’étude des problemes aux limites associés a des
équations différentielles ordinaires, sont souvent basés sur une formulation équivalente se
ramenant & une équation non linéaire dans un espace abstrait ; ensuite une application de la
théorie du degré permet de résoudre le probléme. L’outil principal demeure le degré topologique
de Leray-Schauder pour les perturbations compactes de l'identité. Il est construit pour les
applications qui différent de I'identité par une application compacte.

Soit X un espace de Banach, 2 C X un ouvert et f : 2 — X une application continue.
Le théoreme suivant établit ’existence et 1'unicité du degré topologique de Leray-Schauder a

travers ses propriétés.

Théoréme 1.4. Soit A l’'ensemble des triplets f, 2, yo ot 2 est un ouvert borné de X, yo € X
et f=1—K avec K : Q — X une application compacte telle que yo & f(0S2). Alors, il existe

une application

deg: A — Z

<f7Q7y0) = deg(f7QJy0)7
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vérifiant les propriétés suivantes :

1, s? Yo € Q,
(i) (Normalisation). deg(I,$, o) =

0, siyo ¢S

(i1) (Existence de solutions). Si deg(f,$,yo) # 0 alors il existe xy € Q: f(xo) = yo.
(111) (Invariance homotopique). Soit { fi }o<i<1 une famille d’applications compactes et
dépendant contindment de t telle que yo & f:(02), Yt € [0,1]. Alors le degré deg(fi, 2, yo) ne

dépend pas de t. En particulier

deg(fh Qa yO) - deg(f07 Q7 yO)

(vi) (Additivité). Soit yo € X et (2;)1<i<n une famille d’ouverts deux & deux disjoints vérifiant

l'une des assertions suivantes :

(a) = Uiy Qi et yo & F(O0) oin €N,
(b) U, % CQetyo g F(Q\ UL, ).
Alors

deg(f7 Q) yO) = Z de.g(f> Qi7 yO)a
=1

ot seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.
L’entier deg(f,Q,yo) est appelé le degré topologique de Leray-Schauder de f sur Q en yq, ce

degré est unique.

Des propriétés supplémentaires peuvent étre déduites a partir des propriétés précédentes.

Proposition 1.1. (v) (Ezcision). Soit U C Q fermé et yo & f(U) U f(09).

Alors deg(f7 Qa yO) = deg(f7 Q \ U7 yO)

(iv) (Changement de base). Pour tout z € X,

deg(f,Q,vy0) = deg(f — 2,2, 50 — 2).
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(1) ( Continuité par rapport a yo). Si yy est dans un voisinage de yo (dans un sens a préciser),

alors deg(f,Q,yo) = deg(f, 2, 11).

(11v) (Invariance sur le bord). Si f|ag = glaq, alors pour tout yo & f(O9),

deg(f7 Q7 yO) = deg(gv Qv yO)

Les propriétés d’existence de solutions et d’invariance par homotopie conduisent a des
théorémes du point fixe trés importants. Ces derniers sont souvent utilisés pour résoudre des
problémes aux limites non linéaires. Dans les deux sections qui suivent nous donnons quelques
uns de ces théorémes. Il est a noter que les fonctions considérées dans les théorémes présentés

ne sont pas forcément définies sur ’espace tout entier.

1.2.2 Quelques théorémes du point fixe

Théoréme 1.5. [20] (Théoréme du point fize de Brouwer, 1912).
Soit C un compact, convexe non vide de R™ et f : C' — C une application continue.

Alors f admet au moins un point fire dans C.

Théoréme 1.6. [11] (Théoréme du point fize de Schauder, 1930).
Soit D un sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de Banach X et

f D — D une application compacte continue. Alors f admet au moins un point fixe.

Corollaire 1.2. Soit D un sous-ensemble convexe, compact, non vide d’un espace de Banach

X et f: D — D une application continue. Alors f admet au moins un point fixe.

Corollaire 1.3. Soit D un sous-ensemble convexe, fermré, non vide, non nécessairement borné
d’un espace de Banach X et f : D — D une application continue telle que f(D) est inclus dans

un compact de D. Alors f admet au moins un point fixe.

Théoréme 1.7. [11](L alternative non linéaire de Leray-Schauder).

Soit E un espace de Banach et C' C E un convexe fermé, Q0 un ouvert de C' contenant 0 et
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T : Q — C un opérateur complétement continu. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié
(a) T admet un point fize dans Qi.e. 3z € Q:x =Tz,

(b) il existe x € O et X € [0,1] tels que x = NTx.
Demonstration 1. Nous pouvons trouver des démonstrations de ces résultats dans [6].

Remarque 1.3. L’énoncé (b) indique que l'ensemble S = {x € Q:x = \Tx; X € [0,1]} nlest
pas borné. Ainsi pour appliquer [’alternative non linéaire de Leray-Schauder, il suffit de montrer

que T est complétement continu vérifiant [’estimation a priori suivante :
dR>0,Vz € E, YA€ [0,1]: (zr = Nz = ||z|]| < R).
Cela veut dire que T admet au moins un point fize dans B(0, R).

Théoréme 1.8. [7] (Théoréeme du point fize de Guo-Krasnosel’skii, 1988).
Soit X un espace de Banach, et soit K C X un cone. Supposons que 1, o sont deuxr sous-
ensembles bornés ouverts de X avec 0 € Qp,Qq C Q.
Soit A: KN (Q\ Q) — K un opérateur complétement continu vérifiant l'une des conditions
suivantes :

(1) |Aul| < fJul], v € K NOQ et ||Aul| > [Jul], v € K NNy,

(i1) ||Aul] > ||u]|, v € K N0OQy et ||Au|| < ||u||, v € K N OQs.

Alors, A admet un point fize dans K N (Qa\ Q1).

1.2.3 Théorémes de continuation de type Leray-Shauder

Une autre facon d’obtenir 'existence de points fixes pour une fonction non définie sur tout
I’espace s’obtient via un processus de continuation. Celui-ci consiste a déformer notre fonction
en une autre plus simple pour laquelle nous connaissons ’existence d’un point fixe. Il est évident
que cette déformation devra vérifier certaines conditions voir (G).

Soit {2 un ensemble ouvert connexe dans un espace normé F. Un certain nombre de

théorémes sont concernés par une famille d’applications h; (0 < ¢ < 1) de 2 dans E telles que
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h; n’admet pas de point fixe sur 0€2. Donc si hg satisfait les conditions qui assures I’existence

d’un point fixe, on s’attend a ce que h; ait un point fixe.

Définition 1.10. Soient hg et hy deux applications définies de ) dans E. On dit que hg est
homotopique a hy dans S s’il existe une famille d’applications hy (0 <t < 1) de 2 dans E telle

que :
(1) hi(x) = h(z,t) est continue de 2 x [0, 1],
(11) h(2 x [0, 1]) est contenu dans un sous-ensemble compact de E,

(111) hy(z) # x pour tout x € ON).

Notons que tous les théorémes de continuation ont la forme générale (G) suivante :

;

Si les conditions sur €2 et hg sont satisfaites,

(G) hy est homotopique & hy dans €2,

alors, h; admet un point fixe.
\

Les premiers théorémes de continuation applicables aux problémes non linéaires sont dus a Leray
et Schauder (1934) ; notamment le théoréme 1.10, connu sous le nom "théoréme de continuation
de Leray-Schauder". Dans ce dernier la condition sur hg est donnée par deg(I — hg,$2,0) # 0.
Ce théoréme est le résultat le plus général de la forme (G).

Notons bien que, ce théoréme ne peut pas étre appliqué sans une connaissance de la théorie de
degré topologique.
Théoréme de continuation de Leray-Shauder

Soit X un espace de Banach et {2 un ouvert borné dans X X [a, b].

Notons Q) = {x € X : (x,\) € Q}, X € [a,b]. On définit 'opérateur

f:Q — X

(x,\) — f(z,\)=x— F(x,\),

ot F: Q — X un opérateur complétement continu.
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Théoréme 1.9. (Propriété d’homotopie généralisée).
Supposons que f(x,\) # 0, pour tout (x,\) € 9Q (0 est la frontiere de Q@ dans X X [a,b]).

Alors, pour tout \ € [a,b], deg(f(.,\), 2, 0) = constant.

Théoréme 1.10. (Théoréeme de Lerray-Schauder).
Soit Q un ouvert borné dans X x [a,b] et f Dopérateur défini ci-dessus. Si f satisfait les
conditions suivantes :

(i) f(x,\)#0, V(x,\) €,

(i1) deg(f(.,a),,,0) # 0.
Alors, Uensemble S = {(x,\) € Q, f(z,\) = 0} contient une partie conveze fermée C tel que
CNQu#0 et CNQy#0.

En particulier, I’équation x = F(x,b) admet une solution dans y.

Remarque 1.4. 57 Q = X.

Supposons que la condition (ii) du théoréeme 1.10 est satisfaite. Pour que la conclusion de ce
théoréeme reste vrai il suffit de montrer que ’ensemble S est a priori borné.

Autrement dit, if suffit de montrer qu’il existe un nombre réel R > 0 tel que S C B(0, R) X |a, b]

et dans ce cas, on prend @ = B(0, R) X [a,b] (SN 0Q = 0).

Diverses tentatives ont été faites pour remplacer le théoréme de Leray-Schauder en évitant
'utilisation de degré. Ces théorémes utilisent des conditions sur hq et {2 qui sont moins générales
mais plus faciles & établir dans les applications. La plus utile est celle de Schaefer (1955) qui
peut étre reformulée sous la forme (G) tels que hg = 0, hy = thy et  est une boule dans I’éspace

X.

Théoréme 1.11. ([19/, page 29) (Théoréme de Schaefer, 1955).
Soit X un espace de Banach, T une application continue de X dans X qui est compacte sur

tout sous-ensemble borné de X, alors soit

(a) Uéquation x = XT'xz a une solution pour A =1, ou
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(b) Uensemble {x € X : x = ATz} n'est pas borné, pour \ € (0,1).

Théoréme 1.12. (Deuziéme version du théoréme de Schaefer). Soit X un espace de Banach,
T : X — X une application complétement continue.

Si Uensemble {x € X : © = Xz, 0 < X\ < 1} est borné, alors lapplication T admet un point

fize.

Remarque 1.5. 1. La plupart des applications du théoréme de continuation de Leray-Schauder
aux équations différentielles ou intégrales sont consacrés a des situations ou l’ensemble

des solutions possibles de la déformation est a priori borné.

2. Lorsque ce n’est pas le cas, on peut essayer de déterminer un ensemble ouvert pour lequel
les hypotheéses (i), (ii) du théoréme 1.10 soient vérifiées (voir par exemple l'article de Jean

Mawhin [17]).

1.3 Fonction de Green

Les fonctions de Green ont été introduites par George Green en 1828. Elles interviennent
dans la résolution des équations linéaires, qu’elles soient différentielles ou aux dérivées partielles,

ainsi que dans la transformation d’équations différentielles non linéaires en équations intégrales.

1.3.1 Fonction de Green d’un probléme de Sturm-Lioville

Dans cette section, nous allons rappeler quelques résultats sur la théorie fondamentale de
la fonction de Green pour les problémes de Sturm- Liouville linéaires.

Considérons 1'équation différentielle de Sturm-Liouville :
(p(@)2' (1)) + (q(t) + Ar(t))z(t) = 0, t € [a,b].

Ici p, ¢ et r sont des fonctions données a valeurs réelles définies sur l'intervalle [a,b] avec
r(t) # 0,Vt € [a,b]. = z(t) est une fonction a déterminer et A est un parameétre a déterminer

aussi.
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Remarque 1.6. Bien que [’équation de Sturm-Liouville ait une forme spéciale, toute équation
différentielle linéaire du second ordre de la forme : ag(t)x” + a1(t)x’ + (az(t) + Nz = 0, ou
ag(t) # 0, & et o sont des fonctions intégrables sur la,b], peut se mettre sous la forme de

7a0

Sturm-Liouville si nous définissons

plt) = exp ( / t C”(S)ds) ) = 2Dy et o) =

ao(s) ap(t)

Définition 1.11. Soient p € C'([a,b]) et q, r € C([a,b]). p, 7 > 0 des fonctions réelles.
Soit (ay, ag, Br, Be) € R tels que ay® + a? # 0 et 1% + B2 # 0.
On appelle probleme de Sturm-Liouville régulier linéaire homogéne le probléme aux limites sui-

vant :
.

(p(®)x'(t)) + (q(t) + Mr(t)z(t) =0, a<t<b
(SLH) ¢ aqx(a) + azr'(a) =0,
\ Bz (b) + Box’ (b) = 0.

A € C est appelée valeur propre du probleme (SLH) si ce probleme admet une solution non

triviale.

Les conditions aux bords de l'intervalle (a, ) sont linéaires et séparées ; nous ne considérons

pas les conditions aux bords non séparées, c¢’est-a-dire du type :

criz(a) + ¢’ (a) — diyx(b) — diea’ (b) = 0,
co1x(a) + cox'(a) — do1x(b) — dagz’(b) = 0,
ou ¢, di; €R, 4,5 =1,..,n.
Dans ce qui suit nous présentons une méthode simple de calcul de la fonction de Green

concernant les problémes aux limites de type Sturm-Liouville.

Définition 1.12. Soient p € C'(a,b), f, g € C(a,b) et a;, B; € R, Vi = 1,2 tels que
Vi=1,2, af +a3 #0et 57+ 533 #0.
Considérons les équations différentielles ordinaires suivantes :

(H) (p(t)z' (1)) +aq(t)a(t) =0 a<t<b
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(NH) (p(t)a' (1)) +q(t)z(t) = f(t) a<t<b

ainsi que les conditions aux bords

ax(a) + axx’(a) =0

Biz(b) + Box’ (b) = 0

(CB)n

ayx(a) + agz’(a) =y

Brx(b) + Boz’ (b) = 6

On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne (H + (CB)y,) toute fonction

(CB)nh

G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :
(a) G est continue sur [a,b] X [a,b],
(b) G(t,s) = G(s,t) ¥(t,s) € [a,b] X [a,b] (G est symétrique),
(c) %(t,s) est continue en tout point (t,s) € [a,b]? sit # s,
(d) (s, s) — %L(s7,s) = zﬁ’ pour tout s € |a, b,
(e) Vs € [a,b], la fonction partielle t — G(t,s) vérifie l’équation homogéne (H) sur chacun

des intervalles |a,t), (t,b],

(d) Vs € [a,b], la fonction t — G(t,s) vérifie les conditions auz bords (CB).

Dans ce qui suit, nous présentons un résultat, appelé Alternative de Fredholm, qui assure

I’existence et 'unicité de solutions du probléme de Sturm-Liouville non homogéne.

Théoréme 1.13. ([I], page 236) (Alternative de Fredholm)
Le probléme non homogéne (NH) + (CB)nn) admet une solution unique si et seulement si le

probléme homogéne ((H) + (CB)y,) admet uniquement la solution triviale x = 0.

Théoréme 1.14. (Existence et unicité de la fonction de Green)
Supposons que le probleme homogéne ((H) + (CB)y) admet uniquement la solution triviale
x = 0. Alors il existe une unique fonction G, dite fonction de Green telle que, pour toute

fonction f, la seule solution du probléme semi-homogéne ((NH)+ (CB)y) s’écrit sous la forme

b
x(t):/ G(t,s)f(s)ds.
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Demonstration 2. (i) Existence de la fonction G.

Soit ¢y et ¢o les solutions respectives des problémes a conditions initiales

(H) i ¢1(a) = Qo ot (H) n ¢2(b) = [

¢ (a) = —ay Dy (b) = =1

Alors ¢1, 02 # 0 sont linéairement indépendantes car sinon ¢y (et aussi ¢o) serait solution du
probleme Py : (H) + (CB);, contredisant I’hypothése.

Soit donc W = g1y — ¢y 0o # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par

1 P1(s)p2(t), a < s <t,

G(t,s) =
PEWE) | 6 1a(s), £ < s <b.

Alors toute solution y du probléme non homogéne (NH) — (CB)y, s’écrit sous la forme :

o(t) = /¢1 ¢2 d+/¢l(t))2j (5)ds

/ G(t, 5)f(s)ds.

Remarquons que p(t)WV (£) = p(s)W(s) = p(a)W(a) = pB)W (5) £ 0, Vt,5 € [0,1],

c’est a dire que le produit pW est constant.

(it) Unicité de la fonction G.

Soient G, H deux fonctions de Green, alors f;(G(t, s)—H(t,s))f(s)ds =0, pour toutt € [a, b
et pour toute fonction f : [a,b] — R continue.

Pourt fizé, posons f(s) = G(t,s) — H(t,s), on obtient fab(G(t, s)— H(t,s))?ds =0, Vt € [a,b].

Comme G et H sont continues, G = H, c’est-a-dire (G(t,.) = H(t,.), Vt € [a,b]).

Exemple 1.3. Considérons le probléme de Dirichlet posé sur l'intervalle [a, b]

z(a) =xz(b) =0
Construisons les fonctions ¢1 et ¢o solutions des probléemes de Cauchy :
( (
=0 =0
¢1(a) =0 ¢ ¢2(b) =
#la) = -1 ) = 1.
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On trouve ¢1(t) = a —t, ga(t) =b—1t et W(1,¢2) =b—a #0, d’ot la fonction de Green

%, si a<t<s<b
G(t,s) =
(s—a)(t—b)

b—a )

st a< s <t<hb.

1.3.2 Fonctions de Green correspondantes a ’opérateur Lx = —2”

. (i) Cas des conditions aux bords & deux points de type Dirichlet.

Soit le probléme aux limites & trois points posé sur l'intervalle borné suivant :
(1.6)

Lemme 1.3. Supposons que fol v(s)ds < oo et fol swv(s)ds < oo. Alors la solution du probléme

(1.6) est donnée par :
(#) :/O G(t, s)o(s)ds, te (0,1) (1.7)

ou la fonction de Green positive G est définie sur [0, 1] x [0,1] par :

s(1—1t), s<t,
G(t,s) =

t(l—s), s=>t.
Demonstration 3. Soit la fonction v telle que fol v(s)ds < oo et fol sv(s)ds < co. Posons
u(s) =a'(s), s€(0,1). (1.8)

Alors

u'(s) = —v(s), se(0,1). (1.9)

En intégrant (1.9) sur [0,t], on obtient

u(t):u(O)—/O o(s)ds, te(0,1). (1.10)

z(t) = x(0) + /Otu(s) ds, te(0,1). (1.11)
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De (1.10) et (1.11) plus une simple intégration par partie, on obtient que toute solution du

probléme (1.6) s’écrit sous la forme :

z(t) = A+ Bt — /Ot(t — s)v(s) ds,

ot A et B sont deux constantes a déterminer.

Les conditions aux bords du probleme (1.6), donnent

(1.13) et (1.14) donnent

1 t
x(t) = / t(1 — s)v(s)ds —/ (t — s)v(s)ds
Ot ’ 1
= / (t—st—t+s)v(s)ds+ / t(1 —s)v(s)ds
ot 1 t
= / s(1—t)v(s)ds +/ t(1 — s)v(s)ds.
0 t
Ce qui nous conduit a ’expression de la fonction de Green G donnée.

Remarque 1.7. On peut avoir (1.12), en intégrant directement [’équation —x"(s) =

fois sur [0, t].

(ii) Cas des conditions aux bords a trois points.

Soit le probléme aux limites & trois points posé sur la demie droite positive suivant :

—2"(t) = w(t), te(0,00)

z(0) —ax(n) =0, lim 2/(t) =0,

t——+00

oua>0,n e (0,00),

(1.12)

(1.13)

(1.14)

v(s) deux

(1.15)

Lemme 1.4. Supposons que [~ v(s)ds < oo et [ sv(s) ds < oo. Alors la solution du probléme

(1.15) s’écrit sous la forme :

(1.16)
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ou la fonction de Green positive G est définie sur (0,00) x (0,00) par :

(

s, 0 < s <min(t,n) < oo

1 als—t)+t, 0<t<s<n<oo

am—s)+s, 0<n<s<t<oo

an—1t)+t, 0<max(n,t) <s<oo

\

Demonstration 4. Soit x € C'(0,00) une solution de (1.15), alors x s’écrit sous la forme
t
x(t) = A+ Bt — / (t —s)v(s)ds, (1.17)
0

ou A, B sont deux constantes a déterminer, et cela suivant les conditions aux bords du probleme

(1.15). Dérivons (1.17), on obtient
Y = B — /Otv(s) ds, (L18)
(1.17) et (1.15) donnent
0= 2(0) — awl(n) = A—a <A+Bn - /On(n — $us) ds) ,

ce qui donne

(1—a)A—anB+a/0n(77—s)v(s) ds = 0. (1.19)

De plus, (1.18) assure que

t——+o0

lim 2'(t)=0= B = /Ooov(s) ds. (1.20)

De (1.19) et (1.20)

A= o [Tewras= [T o).

En remplacant par les valeurs de A et B dans (1.17), on aura

x(t) = % (77 fooo v(s)ds — fon(n — s)v(s) ds) + fooo tv(s)ds — fot(t — s)v(s) ds,
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donc )
[y sv(s)ds + [t + a(s — t)v(s) ds
+f (t+ a(n —t))v(s), ds t<mn,
1
) =
o(t) = ——
o sv(s) ds + f;(s + a(n—s))v(s)ds
\ +ftoo(t+oz(n—t))v(s), ds n <t.
Ce qui nous conduit a [’expression de la fonction de Green G donnée.
(iii) Cas des conditions aux bords de type intégral.
Soit le probléme aux limites avec condition intégrale posé sur l'intervalle [0, 00) suivant
—2" =w(t), te(0,00)
(1.21)

z(0) =0, lim 2/(t) = f0+oo g(s)x(s)ds.

t—+00

Lemme 1.5. Supposons que 1 — [ g(s)z(s)ds > 0 et v € C'(0,00) N L'(0,00). Alors la

solution du probléme (1.21) s’écrit sous la forme :

:/‘H@@MQ@,teﬁuﬂ (1.22)
0
ou la fonction positive H est définie sur (0,00) x (0,00) par :
t d
(1) = G0+ Lo ACC T O

1_f0

avec la fonction de Green G est définie par :
G(t,s) = min(t, s).
Demonstration 5. Soit x € C'(0,00). D’aprés (1.12), x s’écrit sous la forme :

ﬂﬂ:A+BﬁiK@—@MQ$, (1.23)

ou A, B sont deuzx constantes a déterminer. De (1.23) et (1.21) on obtient

400 +00
A=2z(0)=0 et B= /0 g(s)z(s)ds + /0 v(s)ds.
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En remplacant dans (1.23), on trouve

o(t) = 1 +°°g<>< )ds 1 [ o(s) ds —fot—s ofs) ds
=t ds—l—fosv ds—ft
= tf (s)ds + [, G(t,s)v(s) ds,

ol

t 0<t<s<+o0
G(t,s) = = min(¢, s).

s 0<s<t<+o0

Maintenant, il reste a montrer que

00 Y e tf0+oo g(T)G(s,7)dr
/0 g(s)x(s)ds = /0 - f0+oo () ds v(s)

On a
+o00 +o0
z(t) = t/o g(s)x(s)ds +/0 G(t,s)v(s)ds. (1.24)

Multiplions (1.24) par g(t) puis intégrant sur (0,+00), on obtient

foﬂo g(t)z(t)dt = +OO( ttf+oo (s)z(s) ds) dt
+ [ ( G, 5) u(s) ds) dt

= ( 0 g(s)x(s) d8> ( S tg(t) dt)
+ f0+oo o+oO g(t)G(t,s)v(s)dsdt,

alors
Sy gya(tyde (1= [ sg(s) ds)
= 7 (7 90)G( ) dt) u(s) ds
= 7 (7 9n)Gr,)dr) w(s) ds.
Donc

Foo +oo [T 0 (VG(s, T) dr
[ st [ AT

Un simple remplacement dans (1.24) nous donne (1.22).



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 27

1.3.3 Fonctions de Green correspondantes a I’opérateur Lz = " + 3%z

Considérons le probléme aux limites linéaire a trois points suivant :

2 (t) + () = v(t), t € (0,1) (1.25)

o € (0,1), B € (0,1).

Lemme 1.6. Pour tout v € C[0, 1], le probléme (1.25) admet une unique solution

x(t):/o G(t, s)v(s)ds, (1.26)

ol

BS;OZ(BJH) Ccos 5(2372"71) + %sin B(t—s), 0<s<min(t,n) <1,
IGEE)

¢ B(2s—n—1
G(t,s) Bsi??gvgn cos P51, Ostzssn=l, (1.27)
,S) = )
. |
Sl A+ hsin B - ), 0<p<s<t<l

cos 5t sin B(1—s)
ﬁSiH 6(7]2+1) 2sin /6(12_"]> )

\

Demonstration 6. On a x1(t) = cos ft et x5(t) = sin 5t deux solutions linéairement indépen-
dantes de ’équation " + 3%z = 0.

Donc toute solution de I’équation non homogene x" + B?x = v s’écrit :
x(t) = ¢y cos Bt + cysin Bt + x,(t), (1.28)

ol x, est une solution particuliere de l'équation 2" + B*r = v.

Par la méthode de la variation des constantes on cherche x, sous la forme
xp(t) = c1(t) cos Bt + co(t) sin ft,

ou les fonctions ¢\ (t) et c4(t) vérifient le systéme linéaire suivant :

) (t) cos Bt + c4(t) sin Bt = 0,

—d)(t)Bsin Bt + 4 (t) 5 cos ft = v(t).
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On obtient, par la méthode de Cramer

0 sinpt
v(t) Pcost _ : :
alt) = B B(cos;}gt)—sf—lr;iii St) =) Smﬁﬁt’
cos ft sin t
—(Bsin St B cos [t
d’ou
c(t) = —%/0 v(s)sin s ds. (1.29)
De méme
cos [t 0
—Bsin 5t v(t)
(1) = 5 — o),
d’ot
ca(t) = %/Otv(s) cos Bsds. (1.30)
On substitue (1.29) et (1.30) dans (1.28), on obtient
. I
x(t) = ¢ cos Pt + cysin Bt + — / sin B(t — s)v(s)ds, (1.31)
B Jo

En dérivant (1.31), on obtient

2'(t) = —Pey sin Bt + Beg cos Bt + H /t B cos Bt — s)v(s)ds.
B Jo

Puis, la condition 2'(0) =0 donnecy =0 et x(1)=x(n) donne

1 T BR2s—n—1) Lsin B(1 — s)
= B T us)d T y(s)ds |
c1 5 sim 80D </0 cos 5 v(s) s+/77 > e /3(12—5) v(s)ds

2

En substituant les valeurs de ¢ et co dans (1.31), on obtient

Bt T B(R2s—n—1 Usin B(1 —
z(t) = %(/0 cos%v(s)ds—i—/7 %U(S)Cﬁ)

B sin =5 2sin =5

1
B
= / G(t, s)v(s)ds.

0

/Ot sin B(t — s)v(s)ds
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Par conséquent,

1
ssinf(t—s), 0<s<t<1,
G(t,s) = 7
0, 0<t<s<l,
cos Bt Ccos 5(2372"71), 0<s<n<l1
o 1 (1.32)
Boin i) g<p<ost

De plus

(ot cos s—n— .
IN om ﬁ(ﬁ:ﬂ) cos 22 o DINE %sm Bt —s) ) v(s)ds

Bt B(2s—n—1)
+ ft ﬁs;();("“) cos 5—v(s) ds t<mn,

cos Bt sin 8(1—s
"‘fn Bsin 20D 5 gy FO—0) n)U( s) ds,

* f (ﬂSI(;O;g]ZI) 25;11111 ﬂ((l ")) + 3 Sll’lﬁ(t o S)) U(S) ds n < t?

cos (Bt sin B(1—s)
+ft Bsin 20ED 5 iy £0—1) v(s)ds.

\

On obtient ainsi l'expression de G donnée par (1.27).



Chapitre 2

Etude de certains problémes aux limites

non résonants a trois points

Les problémes aux limites a multi-points associés a des équations différentielles du
second ordre dans un intervalle fini ont été étudié de maniére approfondie et de nombreux
résultats, qui répondent aux questions liant & l'existence, la positivité et la multiplicité de
solutions sont obtenues. Les méthodes utilisées reposent principalement sur les théorémes de
continuation (en particulier le théoréme de Leray-Schauder) et la théorie du point fixe sur les
cones des espaces de Banach (en particulier le théoréme de Guo-Krasnosel’skii) (voir [9],[12]).
Du fait qu’un intervalle infini n’est pas compact, I’étude de tels problémes dans un intervalle
infini est plus complexe. Les principales méthodes utilisées pour étudier ces poblémes dans un
intervalle infini sont ’extension de solutions continues définies sur des intervalles finis sous un
processus de diagonalisation, la technique de sous et sur solutions, la théorie du point fixe dans

un espace de Banach approprié ou dans un espace de Fréchet.

30
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2.1 Etude d’un probléme aux limites a trois points posé
sur un intervalle borné

D’aprés Chaitan P. Gupta, [9] (1994).
Dans cette section on considére le probléme aux limites suivant :
2'(t) = f(t,z(t),2'(t)), 0<t<l1.
2(0) =0, =(1) = x(n),
ol le paramétre n € (0,1) et f:[0,1] x R* — R une fonction L'-Carathéodory.

Le probléme (2.1) a été étudié par Gupta [8] en utilisant la théorie de degré et les inégalités
de type Wirtinger. Plus récement ce probléme a été étudié par Marano [16] en utilisant une autre
approche. Dans les résultats qu’on va présenter, Gupta donne entre autres une démonstration
plus simple du théoréme 1 obtenu par lui méme dans [8|.

Avant de présenter quelques résultats d’existence concernant le probléme (2.1), on donne le

lemme suivant qui discute la solvabilité du probléme linéaire associé a ce probléme.

Lemme 2.1. Soient y € L'[0,1], n € (0,1). Alors le probleme linéaire
(2.2)
admet une unique solution x € W*1(0,1) qui s’écrit sous la forme

x(t) = —/0 (t — s)y(s)ds —i—t/o77 y(s)ds + % (1 —s)y(s)ds.

Demonstration 7. On a
Alors

On en déduit que
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et
Comme

alors, on obtient

D’ot

t " t 1

z(t) = —/0 (t — s)y(s)ds — E i (n — s)y(s)ds + E i (1 —s)y(s)ds.

Ou encore

x(t) = —/0 (t —s)y(s)ds+t /077 y(s)ds + ﬁ (1 —s)y(s)ds.

Dans ce qui suit, nous présentons trois résultats d’existence pour le probléme (2.1).

Théoréme 2.1. Soit f:[0,1] x R? = R une fonction L'-Carathéodory.

Supposons qu’il existe trois fonctions positives p,q et v dans L'(0,1) telles que

[f(t 2, w2)| < p(8) ]| + q(B)]w2] + (D), (2:3)

pour p.p. t € [0,1] et pour tout (z,xs) € R%

Alors, le probleme (2.1) admet au moins une solution dans W*1(0,1) pourvu que

Il + llgllze < 1. (2.4)

Demonstration 8. Considérons les deux espaces de Banach

X = CY0,1) muni de la norme ||z|| = mazx(||z]|oo, |7]|c0) €t Y = LY(0,1) muni de sa norme
usuelle.

Soit

D(L) = {x € W*(0,1) : 2(0) =0, (1) =z(n)}.
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On définit 'opérateur linéaire L : D(L) C X =Y par :
Lx =—2", x € D(L).
On définit aussi l'opérateur non linéaire N : X —'Y par :
Nz(t) = f(t,z(t),2'(t)), tel0,1].

Notons que N est un opérateur borné de X dans Y et L est injectif (Ker(L) = {0x}).
Maintenant, on considére l’opérateur linéaire K :' Y — X défini par :

E)(0) = = [ =ss)ds +1 [ yis+ = [ (1= 9(s)as, 1 .1
0 0 - n
D’apres le lemme 2.1, on constate que poury € Y, Ky € D(L) et LKy =y et pour z € D(L),

ona KLx = x.

L’application KN : X — X est continue. En effet,
e N est continu borné de X dans 'Y,
e K est continu de'Y dans X.

De plus, d’apres le critéere de compacité d’Ascoli-Arzéla, KN envoie les sous-ensembles bornés
de X dans des sous-ensembles relativement compacts de X.

Par conséquent, 'application KN : X — X est complétement continue.

Notons que x € C'(0, 1] est une solution du probleme (2.1) si et seulement si x est solution de
[’équation opérationnelle

Lx+ Nx =0,

qui est équivalente a ’équation

x4+ KNz =0. (2.5)

Dans ce qui suit, nous allons appliquer une variante du théoréeme de continuation de Leray-
Schauder (voir le théoréme 1.12) pour montrer l'existence de solutions de l’équation (2.5), qui

sont des solutions du probléeme (2.1).
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Pour ce faire, il suffit de montrer que ’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille

d’équations

2"(t) = A f(t,x(t),2'(t), 0<t<L (2.6)

est a priori borné dans C*(0, 1] par une constante indépendante de X € [0,1].

Nous observons que pour x € W(0,1) avec z(0) = 0, z(1) = x(n), il existe ¢ € (0,1) telle
que 2'(¢) = 0, car si 2'(t) > 0 pour tout t € (0,1), alors x(t) est strictement croissante sur
[0,1] et comme n < 1, on obtient x(n) < x(1), ceci est contradictoire avec x(1) = xz(n); et si
z'(t) < 0 pour tout t € (0,1), alors x(t) est strictement décroissante sur [0,1] et comme n < 1,
on obtient x(n) > x(1), ceci est contradictoire avec x(1) = z(n).

Ce qui entraine donc :

1]lo0 < [l']lo0 < [l 2 (2.7)

En effet, pourt € [0,1], on a

2(t)] = \ /u it < 1]

uwwﬂlﬂ@ﬂszkwMﬁzme

Soit maintenant x une solution du probléme (2.6) pour certain \ € [0,1], telle que

z € W»1(0,1) avec z(0) =0, x(1) = z(n).

En utilisant la condition de croissance (2.3), on obtient les estimations suivantes :

2"l = AlLf(E (@), 2(6)] 2

1
gt/wmm+www+wwu
0
1
< max |x(t |/ t)dt + max |2’ (¢ |/ dt—l—/ r(t)dt,
0<t<1 0
= ol el el + il
< (ol + Nl el + oo

D’ot

7]l
2 2 '
1= (llpller +llgllz)
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Il vient d’aprés la condition (2.4) qu’il existe une constante c, indépendante de A € [0,1], tel
que

Hl'//HLI S C.

Ensuite, la relation (2.7) entraine immédiatement que, l’ensemble de toutes les solutions pos-
sibles de la famille d’équations (2.6) est a priori borné dans C'(0,1] par une constante indé-

pendante de A € [0,1]. Ce qui achéve cette démonstration.

Le théoréme suivant, montre que dans le cas ot la fonction p dans (2.3) appartient a L?(0, 1),

on peut affaiblir la condition (2.4) dans le théoréme précédent.

Théoréme 2.2. Soit f:[0,1] x R? = R une fonction L'-Carathéodory.
Supposons qu’il existe trois fonctions positives p,q et r telles que :

pe L*0,1) et q,r € L*(0,1) vérifiant :

[f(t, 1, 22)] < p(t)|2a| + q(t)|2] + (1), (2.8)

pour p.p. t €[0,1] et pour tout(x1,z) € R2.

Alors, le probleme (2.1) admet au moins une solution dans W?1(0,1) pourvu que

2
%HPHLZ + gl < 1. (2.9)

Demonstration 9. Comme dans le théoréeme 2.1, il suffit de montrer que l’ensemble de toutes

les solutions possibles de la famille d’équations

2"(t) = Af(ta(t),2'(t), 0<t<l. (2.10)

est a priori borné dans C*(0, 1] par une constante indépendante de X € [0,1].
Pour tout x € W*1(0,1) avec z(0) =0, z(1) = z(n), on a
2
l2llz2 < =" 2.
7r

En effet, l'inégalité de Wirtinger (voir page 8) entraine

/|x o |dt<4( )/| 1) 2dr,
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([ ewpar) < (2 [ o)

2
lzllz2 < =" 2.
™

ce qui donne

Ainsi

Par suite, les inégalités de type Wirtinger (2.7) et linégalité de Cauchy-Schwarz, entrainent

[l = AlLf(E (@), 2 (6)] 2

< / <>|x<>|dt+/l <>|x'<>|dt+/1 (t)dt,

< (/ Ip(t |dt> (/ (1 |dt) + a1 |/ dt+/ r(t)dt.
= pllesliole + gl 2 lle + il 2o

<

2
(ol + lalle ) 1l + il

Dot
//|| < - HT”LI .
1= (2|lpllze + llgllzr)

D’apres (2.9), nous obtenons que l’ensemble de toutes les solutions possibles de la famille d’équa-

Iz

tions (2.10) est a priori borné dans C[0,1] par une constante indépendante de X\ € [0,1].

Ce qui acheve cette démonstration.

Le troisiéme théoréme d’existence localise mieux les solutions du probléme (2.1).

Théoréme 2.3. Soit f:[0,1] x R* = R une fonction L'-Carathéodory .

Supposons qu’il existe trois fonctions positives p, q et r € L2(0,1) telles que

[f(t 2y, m)] < plt) [ 21 | +q(t) [ 2 | +r(1), (2.11)

pour p.p. t € [0,1], et pour tous(x1,z2) € R

Alors, le probleme (2.1) admet au moins une solution dans W?2(0,1) pourvu que

2
—lIpllze + llgllze < 1. (2.12)
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Demonstration 10. Il suffit d’observer que sous Uhypothése (2.11), toute solution de la famille
de l’équations (2.10) est dans W*2(0,1).

La preuve de ce théoréme se fait de la méme facon que celle du théoréeme 2.2.

Nous terminons cette section par donner quelques exemples concrets auxquels les résultats

présentés précédemment s’appliquent.

Exemple 2.1. Considérons le probléeme aux limites :
(2.13)

oun€(0,1), 0<a<i(1—2V2). Ici f(t,z,y) = 2r+aby 0<t<L
L’ezistence de solutions de (2.13) découle du théoréme 2.2. En effet,

la condition (2.8) est satisfaite pour p(t) = %, q(t) = az et r(t) = 0.

De plus,

2 2
lpllze + llgll = =v2+20 <1,

Exemple 2.2. Considérons le probléeme aux limites :

x”:t%x—i-ozt%x’, 0<t<1

(2.14)

oun € (0,1), 0§oz<\/i§( —%\/5) [cif(t,x,y):t%x—i—ozt%y, 0<t<l1.

L’existence de solutions du probléme (2.14) découle du théoréme 2.3. En effet,
2 2
—lIpllzz + llgllze = ;\/§+ V2a < 1,

ou p(t) = %, et q(t) = oz
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2.2 Solvabilité d’un probléme aux limites & trois points

posé sur la demie droite positive

D’aprés Hairong Lian, Weigao Ge, [15] (2006).
Dans cette section, on discutera la solvabilité du probléme aux limites du second ordre & trois

points posé sur la demie droite positive suivant :

() + f(t, x(t),2' (1)) =0, 0<t<+oo, (2.15)
z(0) = az(n), lim 2/(t) =0, |

t——+o00

oll v et 1 sont des paramétres réels vérifiants o # 1, 0 < n < 400, et f : [0,+00) x R? = R
est une fonction S-Carathéodory.

Afin de montrer Iexistence de solutions du probléme (2.15) on utilisera un théoréme de
continuation de type Leray-Schauder, plus précisément, on utilisera le théoréme 1.12.
Pour cela on a besoin du lemme suivant, qui permet de transformer le probléme aux limites

(2.15) en un probléme du point fixe a ’aide de la fonction de Green correspondante.

Lemme 2.2. Pour tout v € L0, 4+00) avec tv(t) € L0, +00), le probléme linéaire :

() +v(t)=0, 0<t<+oo,
(2.16)
z(0) = ax(n), lim 2/(t) =0,

t——+00

admet une unique solution qui s’écrit sous la forme

x(t) = N G(t, s)v(s)ds,

0

ot G est la fonction de Green associée, elle est définie par :

(

s, 0 < s <min(t,n) < +o0,

1 als—t)+t, 0<t<s<n<+oo,

am—s)+s, 0<n<s<t<+oo,

a(n—t)+t, 0<max(n,t) <s < +oo.
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Demonstration 11. Voir le chapitre préliminaires.

Dans le lemme suivant, nous donnons quelques propriétés de la fonction GG, qui vont étre

utilisées par la suite.

Lemme 2.3. La fonction de Green G satisfait :
1. Pour tous t,s € [0,+00), on a

S, a < 0,

Gt s) < 0<a<l,

1—a’

as n
max{-*%, -1 a > 1.

o s, s <mn,
2. lim G(t,s) = G(s) = 2=
t—+o0
an—s)+s, n<s.

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le probléme (2.15).

Théoréme 2.4. Soit [ : [0, +00) x R? — R une fonction S-Carathéodory.

Supposons qu’il existe trois fonctions positives p,q et r dans L0, +00) telles que
1t w,0)] < pOlul + a®le] + (1), pp. ¢ € [0,1],Y(u,0) € R
Alors, le probleme (2.15) admet au moins une solution pourvu que

77P+P1+Q<17 Oé<07

10”7 P+P+Q<1, 0<a<l,
—

max ﬂP—I—Pl—l—Q, il P+ a Pr<1 a>1.
a—1 a—1 a—1

Demonstration 12. Posons :
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Considérons [’espace de Banach

X = {x € CL[0,+00), (0) = ax(n), lim 2'(t) = 0} :

t——+oo
muni de la norme ||z|| = max{||z||so, || 7|0},

ot CL [0, +00) = {a: € C1[0,+oo),t£+m z(t) et lim a'(t) em’stent} :

t——4o00

Définissons Uopérateur T : X x [0,1] — X par :
+0o0
T(x,\)(t) = /\/ G(t,s)f(s,x(s),2'(s))ds, 0 <t < +oo et A€ |0,1].
0
Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés de l’opérateur T.

Lemme 2.4. Soit f : [0,4+00) x R? — R, wune fonction S-Carathéodory. Alors, pour tout

A € [0,1] lopérateur T est bien défini et il est complétement continu dans X.

Demonstration 13.

(1) Montrons d’abord que l'opérateur T est bien défini :

Soit x € X, alors il existe v > 0 tel que ||z|| < r. Pour tout \ € [0, 1], il vient que

+o00
T(x, A\ (t) = )\/0 G(t,s)f(s,x(s),2'(s)) ds

IN

+oo
/ |G(t, s)|er(s)ds,  pour tout t € [0,400)
0

< —Ho0.

Soient t1,ty € [0,400) tels que ty < to. Comme G(.,s) est continue par rapport a t, le théoréme

de la convergence dominée de Lebesque donne

T(x, A)(t) = Tz, N(E2)] - < A/;OO\G(%S)—G(tzaS)IIf(SJ(S),x’(S))IdS

< A [ 16(05) = Gl ds 1)

— 0, quand t; — ts.
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et

(N0 =T @ = [ )l s)ds

< A

[ (s, 2(s), /()] ds
< / " on(s)ds 2)
— 0, quand t; — ts.

Donc Tx € CH0, +00).
De plus, on a

T(x,\)(0) = aT(z,\)(n).

et
“+o00

lim (T'(z,\)) (t) = lim A f(s,z(s),2'(s))ds = 0.

t—-+o0 t—too f,
D’ou
T(z,\)(t) € X.
(1) Montrons que T'(., \) est continu.
Soit (x,,), une suite de X tel que x, — x quand n — 400 dans X .
Montrons que pour tout A € [0,1], T(x,, \) = T'(z, \) quand n — +oo dans X.

Comme f est S-Carathéodory et

—+00

G(s)(f(s,2n(5), 2,()) = f(5,2(s),2'(s)))ds| < 2/0%0 (G ()] ro(s)ds

< oo,

0

ot o > 0 un nombre réel tel que max{ r%z%i(} lzall, [|z]]} < ro, nous obtenons
ne 0

T (&, A)(F00) = T(2, \)(+00)| < /\/O+oo G(s)IIf (5, 20(5), 7, (s)) = f(s,2(s), 2'(s))|ds

— 0, quand n — +00. (3)
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Nous obtenons aussi

T (2, A)(t) = T(n, A)(+00)| - < A/()+OOIC?(15,8)—@(“9)\\,7”(8,%(8),:6';(8))\6@9

IN

/0 Gt ) — T5)) o (s)ds

— 0, quand t — 400, (4)

et

+o0o
(T (n, A))'(8) = (T(wn, A))'(+00)| < A/t £ (s, n(s), 2, (s))|ds

< /+0<> ©ro(8)ds — 0, quand t — +o0. (5)
¢
De méme, on trouve
T (z, A)(t) — T'(x, \)(+00)] = 0, quand t — 400, (6)
et
[(T(x,\) (t) = (T(z,\) (+00)| = 0, quand t— +o0. (7)

Pour tout nombre positif Ty < +o0, quand t € [0, Ty], on trouve

T (2, () = T(z, M0 < /0OoIG(t,S)IIf(S#En(S)w;(S))—f(sw(S),fE'(S))!dS

— 0, quand n — +oo, (8)

et

+oo
T (20, A (1) = Tz, A (1) < / £ (s, 2n(s), 2, (5)) = [ (5, 2(s),2'(s))|ds
¢
— 0, quand n — +oc. 9)
Ainsi, la continuité de T'(., \) s’obtient en combinant (3)-(9).

(111) Montrons que T(.,\) envoie les bornés de X dans des ensembles relativement compacts de
X.

Soit B C X un sous ensemble borné. Alors, T(.,\)(B) est uniformément borné et de la méme
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fagon, comme dans (1), (2) et (6), (7) on montre que T(.,\)(B) est équicontinu et équicon-
vergent sur chaque intervalle compact de [0, 4+00).

Par conséquent, T(.,\) : X x [0,1] — X est complétement continue.

D’apres le lemme 2.2, il est clair que x € X est une solution du probléeme (2.15) si et
seulement si x est un point fivre de T'(.,1). On a clairement, T(x,0) = 0 pour tout x € X.
Si pour A € [0,1], les points fizes de T(.,\) dans X appartiennent & une boule fermée de X
mdépendamment de A, alors le théoréme de continuation de Leray-Schauder compléte la preuve.
Donc il suffit de monter que l’ensemble des points fives de T(.,\) est a priori borné par une
constante M indépendamment de .
Soient x € X et A € [0,1] tels que

r="T(x,\).

e Cas 1: a<O.

Pour tout x € X, on a x(0)x(n) < 0. Donc, il eziste ty € [0,7] tel que x(tg) = 0.

/t: 2'(s)ds

D’une part, on a

()] = < @+ nlallze,  t €0, +00),

et
[2'][oc S Af(t 2,2l < [1f(E 2, 2")]
< lp@®lz®)] + )" O] + )]l
< P+ P+ Q)| + R,
d’ot

, R
2|00 <
- P - P —Q

= M.
D’autre part, on a

lz(t)] < A /0 OOG(t,s)f(s,x(s),x’(s))ds

IN

/ s Flssa(s), o' (s)ds

< Pzl + QiMy + Ry, t €0, +00),
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d’ou

<
ol < =2

= M.

Par conséquent, il suffit de prendre M = max{M,, My}, qui est indépendant de .
e Cas 2: 0<a<l.

Pour tout x € X, on a

|(8)] = |ax(n) + /Ot a'(s)ds| < afz(n)] + tl2']| -
Ce qui donne
()] < alz(n)| + 2’|l
alors
(1 = a)lz(m)] < nll2"]|s-
D’ou
l-«

1z(t)| < (ﬂ +t) 2|00, pour tout t € [0, 400).

Comme dans le premier cas, on trouve

l—a)R
Noo < ( = M.
Wl = a=an =@ —ap =M
QM; + R,
< — =M,
”x”OO — 1—OC—P1 4

Donc, il suffit de prendre M = max{Ms, M4}, qui est indépendant de A.
e Cas 3: a>1.

Pour x € X, on a

1
jz(t)] = < O+t =nllla’lloe, &[0, +00).

o)+ | 2 (s)ds

Ce qui entraine

lz(t)| < <% +t> |20,  pour tout t € [0, +00).
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D’une maniére similaire, on obtient

(a— 1R B
a—1)(1-P —Q)—anP = Ms.

[E [ (

et

a(Q1Ms + Ry) +n(QMs + R)

<
A (aP, + nP)

== MG'

Donc, il sufit de prendre M = max{Ms, Mg}, qui est indépendant de \.

Par conséquent, le probléme (2.15) admet au moins une solution.
Une illustration pratique du résultat théorique précédent est donnée dans I’exemple suivant.

Exemple 2.3. Considérons le probleme aux limites du second ordre a trois points posé sur la

demie droite positive suivant :

Z'(t) +e M2 (t) =0, 0<t<+o0, (217
2.17
2(0) = gx(n),  Jim 2'(t) =0,

ouy>1. Ici f(t,x,y) =e My, te€(0,4+00).

Comme o = 5 < 1, alors pour p(t) =r(t) =0 et q(t) = e, on obtient

+o00 1
—057] P+P1+Q:Q:/ G_VSCZS:—<1.
11—« 0 ol

Donc le théoreme 2.4 est applicable.

Autrement dit, le probléme (2.17)admet au moins une solution.



Chapitre 3

Etude d’un systéme d’équations
différentielles du second ordre associées a
des conditions aux bords de type

intégrales

D’aprés Shouliang Xi, Mei Jia et Huipeng Ji, [22] (2009).
Dans cette section, nous étudions 'existence de solutions positives pour un systéme de deux
équations différentielles du second ordre avec des conditions aux bords de type intégrales posés
sur la demie droite positive. En utilisant un théoréme du point fixe sur les cones, appelé théo-
reme de Guo-Krasnosel’skii. Nous montrons 1'existence d’au moins une solution positive sous

des conditions de croissance appropriées imposées aux termes non linéaires.
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Considérons le probléme aux limites suivant :

;

xlll(t) + fl(tvxl(t)va(t)) = 07 0<t< +00,

2y (t) + fa(t, x1(t), z2(t)) =0, 0 <t < o0,

21(0) = 22(0) = 0, 1)
tEeroo () = [y oa(s)a(s)ds,
( tEeroo z;(t) = f0+oo 92(8)w2(s)ds,

ot pour i € {1,2}, f; : R™ x RT x RT — R est une fonction L'-Carathéodory et

gi € L'[0,+00),Vi =1,2.

Dans ce qui suit, on va utiliser la définition suivante :

Définition 3.1. Une fonction h: RT x Rt x Rt — R* est dite L'*-Carathéodory si :
1. h(.,z,y) est mesurable, Pour tout (x,y) € RT x RY,
2. h(t,.,.) est continue pour p.p. t € R,
3. pour chaque 1,79 >0, il existe ¢, ,, € L>®]0,+00), tel que

0 <h(t,(1+t)x,(14+1t)y) < @r .r(t), pour tout x € [0,11],y € [0,7r2] et pour p.p. t € RT.

Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :
(Hy) gi € L'[0,+00) est une fonction positive vérifiant 1 — [[" sg;(s)ds > 0, i=1,2.

(Hy) f; est une fonction L'—Carathéodory pour i = 1, 2.

Notons
1
1— [, sgi(s)ds
Soit
t
Coo(RTR) =<2 :R" - R:x est continue et sup l2(®)] < +oop.
teER+ 1 + t

sup 12
1+t
teR+t

X = {(z1,22) € Co(RT,R) x C,o(RT,R)} muni de la norme : ||(z1,x9)|| = ||z1||1 + ||z2]/1 est

Comme (Coo(RT,R), ||.||1) muni de la norme ||z||; = est un espace de Banach, alors

aussi un espace de Banach.



CHAPITRE 3. ETUDE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
ASSOCIEES A DES CONDITIONS AUX BORDS DE TYPE INTEGRALES 48

Dans cette section on utilisera le théoréme du point fixe de Guo-Krasnosel’skii (théoréme
1.8) pour démontrer 'existence de solutions positives du probléme (3.1). Pour cela, les lemmes

suivants seront utiles :

Lemme 3.1. Supposons que la condition (Hy) est vérifiée, alors pour tout v; € L0, +00),

v; > 0, le probléeme aux limites suivant :

—z! =wvi(t), te(0,+00),

(3.2)
7i(0) =0, @i(00) = i gl(s)i(s) ds,
pour i € {1,2}, admet une unique solution x; € Co,o(RT,R) définie par :
+oo
x;i(t) = H;(t,s)vi(s)ds, te][0,4+00), (3.3)
0
ot
Hl(t, S) = G(t, 8) +tc; Gi(8)7 1= ]., 2,
et

G(t,s) = min{t, s}, G;(s) :/ gi(r)G(s,r)dr.
0
Demonstration 14. Voir le chapitre préliminaires.

Lemme 3.2. Supposons que la condition (Hy) est vérifiée et soit § € (0,1), alors pour tout

telo,i], .s€RT, ona

Hi(r,s). (3.4)

Demonstration 15. I/ est clair que H;(,s) > 0.

Pour t € [6, %] , 7,8 € R, rappelons que G(t,s) = min{t, s}, on a

)
< <d<t
1+71 (7,5) < 7 -7
et
) )
<
1+7_G(T,s)_ 1+TS<8
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Ce qui implique que

G(7,s) < min{t,s} = G(t,s),

147
d’ou
Hit,s) > —0Hi(r.5), pourt.s €R*, te |0
i\l,s) =2 i\T,S), oY ) ) sy o -
147 P )

Lemme 3.3. Supposons que (H,) est vérifiée. Siv; € L]0, +00), v; > 0, alors l'unique solution

du probléme aux limites (3.2) satisfait x;(t) = 0 et min z;(t) = 0|aslr, 1 =1,2.
5<t<

Demonstration 16. Il est clair que x;(t) > 0, pour tout t € RT, i =1, 2.

De (3.3) et (3.4), pour tout t € [5, %] , T,s €RT, ona

xi(t) = /OOOHi(t,s)vi(s)ds,

> 5/ 11 H;(7, s)vi(s)ds,
0

+7
= 51 i ~ x;(7),
d’ot
i(t) > 68|zis,
ainsi

min x;(t) > 0|1, i = 1,2.
5<t<3

Pour utiliser le théoréme de Guo-Krasnosel’skii, on considére le cone K défini par :

K ={(x1,29) € X 1 2; > 0 et min x;(t) > d|jz;||1, ¢ = 1,2}
6<t<%

Montrons d’abord que f0+oo fi(s,x1(8), x2(s))ds est convergente.

De (H;), pour (z1,22) € X, il existe r; > 0, i = 1,2 tel que zlfs) < 1, pour tout s > 0. Donc

Tty = [ (092 0492 0y

0 1+s 1+s

+o0
< Gryra(8)ds < 400.
0
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Par conséquent, du lemme 3.1, le probléme aux limites (3.1) est équivalent a

xi(t) = /000 H;(t,s) fi(s,x1(s),z2(8))ds, i =1, 2.

Maintenant, on définit les opérateurs T; : K — Co(RT,R) par :

Ti(xq,29)(t) = /000 Hi(t,s)fi(s,z1(s), x2(s))ds,

To(xq,29)(t) = /000 Hy(t, 8) f2(s,x1(s), x2(s))ds.
Soit

T(z1,22)(t) = (Ta (w1, 22) (1), Ta(1, 22)(2)).

Lemme 3.4. Supposons que les conditions (Hy), (Hz) sont vérifiées, alors T : K — K est

completement continu.

Demonstration 17. 1. T: K — K. En effet, pour tout (x1,29) € K

p el PR (o), aals)as,
_ /0 it 3>1++t§iGi(S) fi(s, 21(s), 22(s))ds,
< <1+ci /0 Oorgm)dr) ( /0 N %M(s)ds),
= o [ dnnlslds < 4o

D’ou, T(xq,x9) € X et du lemme 3.3, on obtient T'(xy,x2) € K.

2. Montrons que l'opérateur T : K — K est continu.
Pour toute suite convergente (1, Ta,) — (1, T2) pourn — +00, il existe deux constantes

positives 1,19 > 0 telles que

max{|[zypll; l[21[[} < 71, max{{[zanl], [[z2][} < 7.

De (Hy) on a

|fi(s,21n(8), 220 (8)) — fi(s,21(8),22(s))| = 0, n — +o0,
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et
|fi(s, 21,0(5), B2n(s)) — fi(s, 21(s), @2(s))| < 260, 4, (5),
pour p.p. s € [0,400).

D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesque, on a

||Tz‘($1,n,902,n) - Ti(l‘17$2)||1

OOHZ(t,S)
s sl |fi(8,21,n(8), 22,0 (5)) — fils, 1(s), 2(s))]ds,
— 0.

D’ou, ||T;(x1n, ®2n) — Ti(21,22)[[1 = 0, n — +00.
Ainsi, Uopérateur T : K — K est continu.

3. Soit D un sous-ensemble borné de K, montrons que T'(D) est relativement compact.

Pour tous (x1,z) € D, Ty > 0 et t1,ty € [0,Tp], avec t; < tg, on a

(- Hi(tl’s)) (). aa(s)) s

1+t 1+

/OO (Hi(tZaS) Hi(t1,s )¢
0 1+t 1+t rira(

— 0, quand t; — ts.

Ti(z1, 22)(t2)  Ti(w1,22)(th)
1+t 1+

IN

D’ou T(D) est équicontinu.

De plus, le théoréme de la convergence dominée de Lebesque donne

Tizr,z)(t) lim Ti(a1, 22)(t) o0,
1+t t——+00 141

pour tout t > Tj.
D’ou T (D) est équiconvergent a linfini. Par le lemme 1.2, on a T(D) est relativement
compact.

Par conséquent, T : K — K est complétement continu.
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Supposons que
(H3) Ils existent deux fonctions positives a; € L'[0, +00) et deux fonctions continues

h; € C(RT x R, RT), i = 1,2, telles que
fl(t>x7y) Sal@) hl<xvy)7 t7x>y€R+7

ou [° sa;(s)ds < +oo.

Evidemment si (Hj), alors f0+oo a;(s)ds < 400, et si (Hy) et (Hs) sont vérifiées, alors

oo Hi(t
ilh3) (1+ s)a;(s)ds < +oo, pourt e R" i=1,2.
0 1+t
Notons
hi ) . hl N
Ry = lim sup M, h$° = limsup _<$ y)7
z+y—0t X +y z+y—too L +y
1 tu ; . . i t, s
fio = liminf inf M, f° = liminf inf M’
z+y—0t s<i<t T+ Y sty—toog<i<l T4y

1

s H,(t, oo Hi(t,

N; = inf / Mds, n; = sup Q(l + s)a;(s)ds.
s<t<t Js 1+t ter+ Jo L+t

Maintenant, nous présentons deux résultats d’existence pour le probléme (3.1).

Théoréme 3.1. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites et que

1. Ils existent des nombres positives 6 (0 < § < 1), my;, M;, tels que
ming + Maong < 1 et M1N1(5+ M2N25 > 1,

Alors, le probléme (3.1) admet au moins une solution positive.
Demonstration 18. 1. D’aprés la condition, 0 < h? < my, il existe 6; > 0, (6; < 1), tel

que

hi(z1,x9) < myi(xy + x2),  pour x1 + x5 € (0,6].

Soit

Q) = {(z1,22) € K : ||(x1,22)]] <01}
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Pour tout (z1,x5) € 00 et t € RT, on a

E(x17$2)(t) * Hl(tv S)
-, = — , , Ji\o ) d )
e [ s (s) ma()ds
= [I(t,
< | B8 (o (5) 22 (5))ds,
o Hz t,S
< il + el [ D4 as)as
0 +1
< mini(f|za |+ (|al1).
D’ou
|T(z1, 22)[| = [[Th(z1, 22)[[1 + [ T2(w1, 22) 1,
< myng (o |ls + ||lz2llr) + mana(|lo]ly + [[z2]]1),
< HZE1||1 + ||5L“2||1 = ||(l‘1»$2)||-
Ainsi
1T (1, 22)|| < |[(z1,22)] pour tout (xq,x9) € 0. (3.5)

2. D’apres la condition, M; < f* < 400 il existe 62 > 1 tel que

1
filt,xy,x9) > M;(x1 + 23), pour t € {5, —} , T1+ Ty > 00s.

)
Soit

QQ = {(33'1,1}2) e K H(.’El,.’ﬂg)H < (52}

Pour (z1,x9) € 00y C K, par le lemme (3.3), on a

6<t<}

Ce qui entraine

x1(t) + 22(t) > min (z1(t) + z2(1))

1
§<t<t

> (||z1]lr + [Jo2ll1)
= ||(21, 72)]

= 00s.
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Ensuite, pour tout (x1,z5) € 0y et t € RT, on aura

Tywi)(t) o [° Hilt,s)
1+t — s 1+t

fi(s,21(s), 22(s))ds,

% Hz t,S
(el + ) [ SAULIPN

v

141
> SMiN;i(||21||r + ||z2]|1)-

D’ou
[T (21, z2)|| = [[Ta(z1, z2) |0 + | T2(21, 22) |1,
> OMiNi([|lzal[r + ll2all) + 0MaNa([lza [ + [|22l1),
= (el + llz2ll) = (21, z2)|]-
Ainsi
T (1, x2)|| > |[(x1,22)||, pour tout (z1,22) € 0. (3.6)

De (3.5) et (3.6) et d’apres le théoreme de Guo-Krasnosel’skii, l'opérateur T admet au moins
une solution positive non nulle dans K N (Q2\1).

Par conséquent, le probleme (3.1) admet au moins une solution positive (x1,z5) vérifiant
01 < [(z1, w2)[] < 02

C’est a dire

0 < (sup —|x1(t)| + sup _|x2(t)|) < 09.

teR+ 1+t teR+ 1+t

Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites et que

1. Ils existent des nombres positives 6 (0 < § < 1), p;, P;, tels que

2. pPina —|—p27’LQ S 1, P1N15—|— PQNQ(S Z 1.

Alors, le probléeme (3.1) admet au moins une solution positive.
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Demonstration 19. 1. De la condition P; < f? < +oo, il existe 03 > 0 (03 < 1), tel que

1
filt,xy,20) > Py (x1 + 3), pour t € {5, 5} , 0 < xq + 29 < 3.

Soit
Qg = {(I‘l,l’g) e K ||(x1,x2)|| < 53}

Pour tout (z1,72) € Q3 C K, le lemme (3.3) entraine

min (z1(t) + z2(t)) > 6(||z1 |1 + ||22||1)-

5<t<%
D’ou, pour tout (x1,x9) € 03 et t € RT, on obtient

Twnao)(t) [ Hilt,s)
1+t — Js 1+t

%
5P (]l + lasl) /

> SPNi([|21|lr + [Jz2]|1)-

fi(s,z1(s), 22(s))ds,

H;(t
i ’S)ds,
1+¢

v

Ce qui donne

|T(z1,z2)|| = [[Th(w1, m2) ||y + || T2(21, 22)][1,
> GPNi([|1|[y + [|72]|1) + 6 PaNo([J21 || + [J22]]1),
> (||1‘1||1 + ||$2||1) = ||(l’17372)||-

Ainsi

T (1, 22)|| > ||(x1,22)]|, pour tout (x1,z5) € 0. (3.7)

2. De la condition 0 < h® < p;, il existe Ry > 0, tel que
hi(wy,22) < pi (21 +22), 21+ 22 > Ry.

Notons

.= max h;(xq1,29).
% 0<z14+22<Rp Z( ’ )

D’ou, on a

hi(z1,22) < i+ pi(x1 +22),  pour (x1,22) € R,
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Soit

Oy = {(z1,22) € K : ||(x1,22)|| < 4},
ol 54 > max{l, 53, (q1n1 + QQTLQ)(l — piny — p2n2)_1}.
Pour tout (x1,13) € 0, t €RT, on a

Twnw)(t) o [T HALS) o (), ma(s))ds,

1+t = J, 1+¢
OO Hz t,S
< [T Bt i) + o)),
0 +
o0 Hz t,S
< nlllnl+ el [ B0 aoas
0 +
[t
+ ¢ ; 1(4_:)(1%—8)@,;(3)@,
< pini(llzal + llz2ll) + g
D’ou
[T (21, z2)|| = [[Ta(zr, z2) |0 + | To(21, 22) |1,
< (pma +pana) (|2l + f|22[lh) + @1 + gona,
< Azl + llze2lli = [[(21, 22)]-
Ainsi
T (21, x0)|| < |[(x1,22)]|, pour tout (x1,22) € OQy. (3.8)

De (3.7) et (3.8) et d’apres le théoreme de Guo-Krasnosel’skii, l'opérateur T admet au moins
une solution positive dans K N (,\€23).

Par conséquent, le probleme (3.1) admet au moins une solution positive vérifiant

03 < ||(z1,22) ]| < da.
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Maintenant, nous donnons un exemple d’application

Exemple 3.1. Considérons le probleme aux limites suivant :

/

T (t) + (1 + x9)%e ! =0,

2(t) + (21 + x9) et = 0,

Dans cet exemple, on a

Fit, @y, w0) = (21 4 32)2 ™, folt,z1,23) = (21 + 22)2e 7,

91(5) = ga(s) = €7, a1 (t) = az(t) = e,

hi (31, 32) = (21 + 22)2, holw1, 22) = (71 + 22)2.

Pour ri,r5 >0, on prend ¢, »,(t) = (L4 11 +19)*(1 +¢)%e™". Soit § = 1.

Comme n; < % et N; > %, on prend m; = %, M; = 10.

Ainsi, les conditions du théoreme 3.1 sont toutes satisfaites. Par conséquent, ce probléeme admet

au moins une solution positive.



Chapitre 4

Etude d’'un probléme aux limites résonant

a trols points

D’aprés Xiaoling Han [13] (2007).

L’étude des problémes aux limites & multi-points a été initiée par II'in et Moiseev [14]. Gupta [8],
motivé par ’étude d’Il'in et de Moiseev, a étudié les problémes aux limites & trois points, pour les
équations différentielles ordinaires non linéaires, de non résonance. Depuis, plus généralement
des problémes aux limites & multi-points non linéaires, de ou sans résonance, ont été étudié par
plusieurs auteurs en utilisant : le théoréme de 'indice du point fixe, le théoréme de continuation
de Leray-Schauder, La théorie du degré de coincidence et le théoréme de I'indice du point fixe
sur un cone. Pour le cas de non résonance on cite, par exemple, les références [24, 21| et pour le
cas de résonance on cite les deux références |18, 10]|. Dans ce qui suit, on s’intéresse a 'existence
de solutions positives d’un probléme aux limites & trois points de résonance. La théorie du point
fixe sur les cones est utilisée pour démontrer les différents résultats présentés.

Considérons le probléme aux limites & trois points suivant :

o'(t) = f(t,x(t), t €(0,1),
z'(0) =0, z(n) = z(1),

ou f:1]0,1] x [0,00) — R une fonction continue et n € (0, 1).

o8
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Remarquons que le probléme linéaire homogeéne associé :

() =0, t€(0,1),

admet des solutions non nulles z(t) = ¢, ¢ € R.

Donc le probléme (4.1) se trouve au cas résonant.

Dans ce qui suit, on examinera l'existence de solutions positives au probléme (4.1).
Supposons que :

(H1) 8 € (0,3) est une constante.

(H2) f:]0,1] x [0,00) — R est une fonction continue telle que

ft,x) > —p3%w.

Posons : g(t,x) = f(t,z) + B?x.
Le probléme (4.1) est équivalent au probléme :

2 (1) + Ba(t) = g(t,x (1), t € (0,1),

2'(0) =0, z(n) = z(1).

(4.2)

Considérons les deux espaces de Banach : C[0, 1] muni de la norme ||z|| = m[gui(] |z ()],
te|0,

et I'espace : C?[0, 1] muni de la norme ||z||s = max{||z], ||z'||, [|[z"||}.

Soit

D(L) = {u € C°[0,1] | w/(0) = 0, u(n) = u(1)}.

Considérons I'opérateur linéaire L : D(L) C C?[0,1] — C[0, 1], défini par : Lz = =" + B%z, pour
x € D(L), ou [3 est une constante telle que L soit inversible.

La condition (H1) garantit que L est inversible.

Pour montrer I'existence de solutions positives, on appliquera le théoréme du point fixe de
Guo-Krasnosel’skii sur les cones (voir le théoréme 1.8), pour cela on doit réécrire le probléme

(4.2) sous forme d’un probléme du point fixe.
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Présentons d’abord quelques lemmes intermédiaires.
Considérons le probléme aux limites linéaire :
' (t) + BPa(t) = h(t), t € (0,1),
#(0) = 0, 2(n) = (1),
Lemme 4.1. Supposons que l’hypothése (H1) soit satisfaite.

Pour tout h € C[0,1], le probléme (4.3) admet une unique solution

ot
1 .
ssinf(t—s), 0<s<t<1,
G(t,s) = 7
0, 0<t<s<l1
cos (Bt COSﬁ@Szn 1)70§5§77<1=
N ICESY) s
Bsin =5 A 0<n<s<1
Sin b)

Demonstration 20. Vour le chapitre préliminaires.

Lemme 4.2. [] existe M, My > 0 tels que

0<G(t,s) <M, VY (ts)el0,1] x[0,1],

My < G(t,s) < M, VY (t,s) € [0,1] x [0,7].

Demonstration 21. D’apres (4.5) et (H1), pour B < 5 on a : G(t,5) > 0,

[0,1] x [0, 1].
D’autre part, on a
1 .
ssinf(t—s), 0<s<t<1,
G(t,s) = g
0, 0<t<s<l
cos Bt COSB(zszn 1)70§5§77<17

sin B(1—s) 0< n <s<1

. 1
BSIH 5(7724‘ )
B(A=m) »
2

2 sin

(4.3)

(4.4)

Vo (t,s) €
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(
1 Cosﬁt cosw,ogsgngl,
T | oy 0<n<s<1
(
1 1 cosﬁ(zsgnl),0<s<7]<1,
< —=sinff4+ ————~
IR s
B Bsin 2 \ %70<n§8<1
1 ) co 5(1—77)
S Esmﬁ m = M. (46)
Ainsi 0 < G(t,s) < M, V (t,s) € [0,1] x [0, 1].

Si (t,s) €10,1] x [0,n], alors

6(?72+ Y _ (4.7)

1
G(t,s) > — cos [ cot
B
Lemme 4.3. II existe une fonction continue ® : [0,1] — [0,00) et une constante ¢ € (0,1]

telles que

c®(s) < G(t,s) < P(s).Vi,s

Demonstration 22. Soient ¢(s)=1—1s, H(t,s) = puo(s) —G(t,s).

e Limite supérieure .
1l suffit de montrer que, si > 0 est suffisamment grand alors
H(t,s)s>t >0, H(t,s)s<t >0, pour tout (t,s) € [0,1] x [0, 1].

e Cas 1:s€0,n] ettel0,1],

sts>t -
B(1+n—2s)
cos Bt cos =—5—
H(tv S) - :u(l - S) - ﬁSiH 5(,7+1)
_— . cos PA=m 5(1 n)
> w(l=5)— ——7
Bsin 5(77;1)
B(1—n)
cos =21
> wl—=n)— —2
( ) B sin "+1
Donc pour
cos 5(12—77)
2> =

51 — ) sin 220
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on aura H(t,s) > 0.

D’autre part, st s <t:

1 cos Bt cos 2UF1=29)
H(t,s) = p(l—s)— —=sinf(t—s)— 2
() = =)= (e =) - ==
B(1+n—2s)
cos [t cos =———
> pu(l—s)— —=sinf — a +12
p 3 sin 2 ”
B(1—n)
1 cos
> u(l—s)——=sinp — —2
( ) B B sin "H
Ba— 77)
1 CoS
> u(l—n)—=sinf — ——2—.
( ) p Bsin—ﬁ(";l)
Donc pour
COSB(1277)
Tl e cesvy

on aura H(t,s) > 0.

eCas 2 :s€en1]ettel01]

sts>1:
cos Btsin f(1 — s)
H{t,s) = p(l- Bl i, )
23 sin sin =
sin 6(1 —3)
> u(l—s
( )~ 23 sin "+ ) sin 5(1;”)
5(1 —5)
> u(l—s
( )~ 23 sin ’7“) sin 5(1;”)
1
= (1I—-s)|p—
( ) 2<in Bn+1) sin 6(12*77)
Donc pour
S 1
H=He = o BarD oo ey

on aura H(t,s) > 0.
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D’autre part, si s >t :

cos ftsin f(1 — s)
2 sin 2D iy B0
cos ftsin f(1 — s)
2 sin 200 i, 801)
cos Bnsin 5(1 — s)
2 sin 20 i, 801)
B(1— s) cos By

H(t,s)s<t = p(l—s)— %sinﬁ(t —s5) —

/L(l—s)—%sinﬁ(l—s)—

> /L(l—s)—%sinﬁ(l—s)—

v

w(l—s) — ~B(1—s) -

>
N B 23 sin "+1) sin '8(1;7)
B cos n
= (=s)p—1- 2 sin 20D gjp, B)
Donc pour
po=pa =1+ - 577

9sin (77+1) 5(1 n)’

on aura H(t,s) > 0.

Soit p* > max{ 1, pa, ti3, 4}, alors, H(t,s) > 0 pour tout (t,s) € [0,1] x [0, 1].

Par conséquent, p*¢(s) > G(t,s).

Posons ®(s) = p*¢(s) on aura donc G(t,s) < ®(s), pour tout t, s € [0,1].
e Limite inférieure.

1l suffit de montrer que si > 0 est suffisamment petit, alors

H(t,s)s>t <0, H(t,s)s<t <0, pour tout (t,s) € [0,1] x [0,1].

eCas 1:s€0,n] ettel0,1],

sts>t -
B(14n—2s)
cos Bt cos =—5—
H(t, 3) - :u(l - 5) - Bsin 5(,7+1)
ﬂ(1+n)
cos [ cos ==L
< /’6(1 - S) - 6,’7 +1
B sin 2t 77
- cos 3 cos 201 +77)
N B sin "H
Donc pour
cos Bn cos 2L +77)
H S M5 = )

Bsin 5(772'*‘1)
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D’autre part, st s <t :

1 . cos [t cos w
H(t,s) = u(l—s)—gsmﬁ(t—s)— 5 sin 20 77+1)
B(14+n—2s)
€08 Ot cos ———=
< M(l - S) - 6 +12
3 sin 20 77
B(1+77)
cos f3n cos =2
< M(l - S) - ﬂn +1
Bsin 2 ’7
<M s

Donc pour u < us, on aura H(t,s) < 0.
eCas 2 :s€n,1]

Sis =1, alors G(t,s) =0 et ¢(s) =
D’ou le résultat est vrai.

Si s €n,1), alors

cos ftsin f(1 — s)
28 sin 5(7724-1) sin 5(12—71) '

H(t,)ese = p(l - s) -

Il est évident qu’il existe pg > 0 suffisamment petit tel que H(t,s)s>; < 0.

On suppose que s < t, alors

cos Stsin 5(1 — s)

H(t,s)s<t = p(l—ys)— %sinﬁ(t —s) —

23 sin "+1) sin (12 )

cos ftsin 5(1 — s)

25 sin 5(”;1) <in 5(12*77) )

< p(l-s)—

Done, si p < pg alors H(t,s)s<t < 0.
Posons 0 < po < min{us, e}

Alors pour tout (t,s) € [0,1] x [0,1] on a H(t,s) < 0. Ainsi

po o(s) < G(t, s).

Dot c®(s) < G(t,s), t,se€l0,1], ouc=pug/p* € (0,1].

D’ow le lemme est démontré.
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Soit le cone positif

P={zxeC[0,1] : =(t) >0,te€]0,1]},
Définissons 'opérateur linéaire T': P — P par :
1
Tht) = / G(t, s)h(s)ds.
0
Lemme 4.4. Pour tout h € P, l'opérateur T est bien défini et il est complétement continu.

Demonstration 23.

(1) Montrons que lopérateur T envoi P dans P :

Soit h € P, on a Th € CJ|0, 1]
1
G(t, s)h(s)ds
-
/ B(s)h(s)ds
0

c
0.

Y

v

D’ow pour tout t € [0,1] on a Th(t) > 0, ce qui signifie que T(P) C P.

(1) Montrons que T est continu.
Soit (hy)nen une suite de P telle que h, — h quand n — 400 dans P.
Montrons que Th, — Th quand n — +oc.

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesque, pourt € [0,1] on a

Thy(t) — Tht)| = /0 G(t, 5)(hn(s) — h(s))ds

< (s / ((hu(s) — h(s))|ds

— 0 quand n — 4o0.
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(1i1) Soit D un sous ensemble borné de P, montrons que T(D) est relativement compact.

e T(D) est uniformément borné. En effet

pour tout h € D et t € [0,1],

ITh(t)] = / G(t, s)h(s)ds

0
1
< M/ Ih(s)|ds
0

< 400
e Pour tout h € D et t1,ty € [0,1] tels que t, < to.

ITh(t,) — Th(ts)| = /0 (G(tr, 8) — Glta, 5)) h(s)ds

1
< bl [ 16(05) - Glta, )]s
0

— 0 quand t; — t;.

D’ou T'(D) est équicontinue.
Ensuite, le critére de compacité d’Ascoli-Arzéla assure que ['opérateur T est completement

continu.

Remarque 4.1. Si la fonction t +— %—?(.,s) est bornée, alors on peut montrer que T(D) est

relativement compacte en utilisant l'injection compacte de C'(0,1] dans C[0,1]. En effet

Pour h € D ett €[0,1] on a |[Th(t)] < o0, et

el = | [ 5 wsns
< N /0 Ih(s)|ds
< 400,

ot % (t,s) < N pour tous t, s € [0,1]. Par conséquent, T(D) est borné dans C*[0,1].
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Maintenant, pour tout x € P, notons Fz(t) = g(t,z), alors F' : P — P est un opérateur

continu. Posons A=ToF: P — P.

Constatons que tout point fixe de 'opérateur A dans P est une solution positive du probléme

(4.2).

Soit K C P un cone défini par :
K={zxeP :zt)>cl| x|, tel0,1]},
Lemme 4.5. L'opérateur A=T o I': K — K, est complétement continu.

Demonstration 24.

(i) Montrons que l'opérateur A envoi K dans K.

Supposons que x € C[0,1], z > 0, d’aprés le lemme 4.3, on a

(Az)(t) =T (Fz)(t) = /0 G(t,s)g(s,z(s))ds > c/o D(s)g(s, x(s))ds,
d’autre part,

|Az|| = max/ G(t,s)g(s, xz(s))ds </0 D(s)g(s, x(s))ds,

te[0,1]

De (4.8) et (4.9), pour tout t € [0,1], on a
(Az)(t) = cf|Az],

cela signifie que A(K) C K.

(11) L’opérateur A est complétement continu. En effet,

(4.8)

(4.10)

comme F' est continu et T est complétement continu, comme dans la démonstration du lemme

4.4, on peut montrer que l’opérateur A est completement continu.

Maintenant nous allons présenter quelques résultats d’existence du probléme (4.1).

Soient
t t
fo = lim sup max I ’x), f = liminf min f 7$>,
o0+ te€l01] @ =0 z—0+ t€[0,1] X
- t [t )

foo = lim sup max , f =liminf min
r——+oco t€[0,1] T — z—+oo tel0,1l] T
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Théoréme 4.1. Supposons que (H1) et (H2) soient satisfaites, alors le probleme (4.1) admet

au moins une solution positive dans l'un des cas suivants :
(i) fo=—P" et [ =oc,
(it) f, =00 et foo=—P2

Demonstration 25. Pour 0 < r < R, soient
O ={zeCl0,1] : [|z||<r} et Qy={xeCl0,1]: |z <R}

Alors 0 € Qq et Q; C Q.

e Cas 1 : fy=—pelf _=oc.

Comme f, = —[2, il existe r > 0 tel que
ft,z) < (m— BHx, pour tout 0 <z <7

ot m > 0 satisfait

Mm < 1. (4.11)

Pour x € K avec ||z|| =7, on a
g(s,z) = f(s,x) + B*x <mux, pour tout s € [0,1].
De plus, pour tout s € [0,1], on a
0 <cllzll <z(s) < lzf =
Donc

te(0,1]

(Az)(t) < max/o G(t, s)g(s,x(s))ds

1
< m|x|| maX/ G(t, s)ds
0

te(0,1]

IN

Mom|jzf] < =[]

Par conséquant,

|Az|| < ||z||, Vo € K NOQ;. (4.12)
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Comme ioo = 00, alors il existe Ry > 0 tel que
f(t,x) > px, pour tout x> Ry,

ot p > 0 satisfait
Mycn(p+ 8% > 1.

Soit R > max{Ro/c,r}, alors de
x € K avec ||z|| = R on aura z(s) > c||z|| = cR > Ry,

et
g(s,2(s)) = f(s,2(s)) + Za(s) > pr + 2z > c(p+ 57) ]

D’apres les lemmes 4.2 et 4.3, on obtient

(Ax)(t) = /OG(t,s)g(s,a:(s))ds

vV

c(o+ ) lal / G(t, 5)ds
c(o+ ) |z / "Gt s)ds

Mycn(p+ 5°)|z|

Vv

v

Y

][

Par conséquent,

|Az|| > |lz], Y= € K N0y,

(4.13)

(4.14)

De (4.12) et (4.14) et d’aprés le théoréeme de Guo-Krasnosel’skii, l'opérateur A posséde au

moins un point five x* dans K N (Q\Q1), qui est une solution positive du probleme (4.1).

oCas 2: [ =00 et foo =~

Comme io = 00, alors il existe rog > 0 tel que
flt,x) > Az, VO <z <r,

ou A >0

Mocn()\‘{‘BQ) > 1.

(4.15)
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Ainsi, pour 0 <r <ry, sixz € K et |z| =r, alors

g(s,2(s)) = f(s,2(s)) + Bx(s) = c(A + %) [|].

Donc

(Ax)(t) = /G(t,s)g(s,x(s))ds

Y

cO0+ B2) ||x||/0 G(t, 5)ds

Y]

cO+ 82 ||z /On Gl 5)ds

Myen (A + 5%) |||

Vv

v

]
D’ou
|Az|| > ||z||, ¥V x € K N OQy.
De la conclusion, f. = —pB2, il existe Ry > 0 tel que
ft, ) < (y—B*w, pourtout x> Ry,
ot v > 0 satisfait
M~y <1.
Soit R > Ry = max{Ry/c, 10}, alors si v € K avec ||z|| = R, on a
z(s) > cllz|| = ¢ R > Ry.

Par conséquent,

g(s,x) <~vax <~ylz|], pourtouts e |0,1].
Ce qui donne

(Az)(t) < max / G(t, 5)g(s,2(s))ds < M|a]| < ]l

o telo,1]

alors pour R > Ry, on obtient

|Az|| < ||z, ¥V z € K N 0Qy.

(4.16)

(4.17)



CHAPITRE 4. ETUDE D’UN PROBLEME AUX LIMITES RESONANT A TROIS POINTS 71

De (4.16), (4.17) et d’apres le théoréeme de Guo-Krasnosel’skii, l'opérateur A posséde au moins
un point five z** dans K N (Q\Q), donc x** est une solution positive du probleme (4.1).

Ce qui achéve la démonstration.

Pour obtenir I'existence de deux solutions positives , nous considérons les hypothéses sui-
vantes :

(H3) io’ [ =ooetil existe w > 0 tel que
max{f(t,7)]0<t <1, cw<r<w} < (e —f)w, (4.18)

oll € > 0 satisfait M e <1.

(H4) fo, foo = —3? et il existe w > 0 tel que
min{f(t,2)|]0<t <1, cw <z <w}> (- FH)w, (4.19)
ot p > 0 satisfait Myp < 1.

Théoréme 4.2. Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors le probléeme (4.1)

admet au moins deux solutions positives distinctes.
Demonstration 26. Soient €1,y comme dans la démonstration du théoréeme 4.1 et
Q3 = {I S C[Ov 1] : ||517” < w}?

alors pour 0 <r <w < R, on a O C Q3, Q3 C Q.
Comme io = 00, L)O = 00, par la preuve du théoreme 4.1 on peut assurer l’existence de r
suffisamment petit et de R suffisamment grand, tels que (4.16) et (4.14) soient satisfaites.

Dans ce qui suit, nous montrons que
|Az|| < [|z||, V = € K N 0. (4.20)

Pourz € KN, s €1[0,1], on a cw=cllz| < z(s) < ||z] =w.

Par (4.18), f(s,z) < (e = %) w, alors

g(s,2(s)) = f(s,2(s)) + B2 < f(s,2(5)) + Fw < ew.
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D’ou

(Az)(t) < txg[&}ﬁ fol G(t,s)g(s,x(s))ds < Me|z| < ||z|,¥t € [0,1].

Ainsi, la proposition (4.20) est vraie. Cela implique que l'opérateur A satisfait la condition (ii)
du théoréme de Guo-Krasnosel’skii dans K N (Q3\Qy), et il satisfait la condition (i) de méme
théoreme dans K N (Q\Q3).

Par conséquent, l'opérateur A posséde au moins deux points fixes distincts x1 et xo € K tels

que 1 € K N (Q3\Q)) et 2o € K N (Q\Q3), et d’apres (4.20), on sait que w1, o ¢ 0Q3, donc

|z1|| < w < ||x2||. Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 4.3. Supposons que (H1), (H2) et (H4) sont satisfaites. Alors le probleme (4.1)

possede au moins deux solutions positives distinctes.

Demonstration 27. Soient 0 < r <w < R, Q; (1 = 1,2,3) sont comme dans la démonstration
des théoréemes 4.1 et 4.2.

De la condition f, = f — 32, on peut prendre r suffisamment petit, R suffisamment grand,

oo

pour que A satisfait (4.12) et (4.17).

Dans ce qui suit, nous montrons que
|Az| > ||z, Vz € K N 0Qs. (4.21)

Pour x € KN, s €[0,1], on a cw = ¢|z|| < x(s) < ||z]| = w,
D’apres (4.19), f(s,2(s)) > (u — ¢ %) w, alors

9(s.2(5)) = fls.2(9)) + 2o > Fls,a(s)) +cw > pow
Alors

i > .
trer%ég}g(sax(S)) |||
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D’apres les lemmes 4.1 et 4.5, on a
1
()t = [ Glts)gs,(s)ds
0

s€[0,1

> min g(s.2() /0 G(t, 5)ds

s€[0,1

> min g(s.2() /0 G(t, 5)ds

V

Mo pjl} = ],

d’ot (4.21) est satisfaite.
D’apres le théoreme de Guo-Krasnosel’skii, 'opérateur A posséde deux points fizes xq et xq tels
que 71 € K N (Q3\Q1) et 2o € K N (Q\Q3). De (4.21) on sait que x1 # xs.

Donc nous obtenons deuz solutions positives distinctes du probleme (4.1).



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a I’étude de quelques problémes aux limites
non locaux associés a des équations différentielles ordinaires considérées sur des intervalles
bornés ou non bornés de la droite réelle R, ou les conditions aux bords sont de type multi-
points ou de type intégrales.

Selon la nature des résultats obtenus et les téchniques utilisées, notre travail comporte deux
parties. Dans la premiére, nous nous sommes intéressées a l'existence de solutions bornées de
deux problémes aux limites & trois points. L'un est posé sur un intervalle borné et 'autre est
posé sur un intervalle non borné de R. Les démonstrations des résultats présentés reposent sur
le théoréme de continuation de Leray-Schauder.

Dans la deuxiéme partie, I'existence et la multiplicité de solutions positives non nulles de deux
problémes non locaux ont été étudiés. Le premier était un systéme de deux équations différen-
tielles du second ordre posé sur [0,00), ol les conditions aux bords sont de types intégrales,
et le second était un probléme de résonance a trois points. Le théoréme du point fixe de Guo-
Krasnosels’skii sur les cones certifie ’existence et la multiplicité de solutions positives sur des

coquilles coniques des espaces de Banach.

74
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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude des problémes aux limites non locaux associés a des équa-
tions différentielles ordinaires non linéaires. Plus précisément, nous présentons des résultats
d’existence, de positivité ainsi que de multiplicité de solutions, pour des E.D.O. non linéaires,
posés sur des intervalles bornés ou non bornés de R, avec des conditions aux limites de type
multi-points ou de type intégrale.

L’approche utilisée s’appuie sur la théorie du point fixe. Plus précésiment, sur le théoréme
de continuation de Leray-Schauder et le théoréme du point fixe du Guo-Krasnosel’skii sur les
cones.

Mots clés :

Problémes aux limites non locaux, cone, solution positive, fonction de Green, critéres de com-

pacité, Point fixe, conditions intégrales, conditions a trois points.
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