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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la résolution des problemes aux limites non
linéaires avec la méthode du point fixe et la méthode des opérateurs monotones. Notre ob-
jectif principal est de savoir utiliser ces méthodes pour prouver l’existence de solutions des
équations aux dérivées partielles non linéaires . Pour la méthode de point fize, nous avons
présenté quatre théoremes principaux. Il s’agit des théoréemes du point fire de Banach, de
Brouwer, de Schauder et de Leray-Schauder, avec des exemples illustratifs. Ensuite nous
avons introduit la méthode des opérateurs monotones dont le résultat principal est le théo-
reme de Minty. Cette méthode a été illustrée par plusieurs exemples.

Mots-clés : e.d.p., e.d.o., problemes aux limites non linéaires, méthode du point fixe, mé-

thode des opérateurs monotones.
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Introduction générale

Ce mémoire est consacré a I’étude de quelques méthodes de résolution des équations
aux dérivées partielles non linéaires. Il s’agit de la méthode du point fixe et de la méthode
des opérateurs monotones. Notre objectif est de savoir utiliser ces méthodes pour prouver
I’existence de solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires.

Ce manuscrit est composé essentiellement de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des rappels de quelques notions d’analyse fonctionnelle.
Ces rappels concernent les notions des topologies faible et *-faible ainsi que les définitions et
propriétés de certains espaces fonctionnels qui nous seront d’une grande utilité, comme les
espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la méthode du point fixe. Plus
précisément, nous présentons les quatre principaux théoremes de cette théorie. Il s’agit des
théoremes de Banach (1922), de Brouwer (1910), de Schauder (1930) et de Leray-Schauder
(1932). Nous donnerons aussi plusieurs applications de ces théorémes dans la résolution des
e.d.p. non linéaires.

Le dernier chapitre est consacré a la présentation de la méthode des opérateurs monotones
qui a été initiée par G. Minty en 1962. Les méthodes employées jusqu’au début de la deuxiéme
moitié du siecle dernier utilisent surtout la compacité et conduisent a des théoremes de point
fixe. Elles sont fondées sur le principe suivant : remplacer le probleme a ’aide de la compacité
par un probleme approché en dimension finie. Dans la théorie des opérateurs monotones on
se ramene par projection sur de sous espaces de dimension finie. Ceci permet de se franchir
de 'hypothese de compacité, qui sera remplacée par des conditions de continuité.

Nous donnerons également dans ce chapitre quelques applications de cette méthode dans

la résolution de certains problémes elliptiques non linéaires.



CHAPITRE

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et resultats utilisés tout

au long de ce mémoire.

1.1 Généralités et quelques notions de base

Topologie faible

Définition 1.1.1. Soient X un espace de Banach et X' son dual topologique. On appelle
topologie faible sur X et que l'on note (X, X'), la topologie la moins fine, c’est-a-dire celle
qui a le moins d’ouverts possibles, qui rend continues toutes les formes linéaires sur X,

c’est-a-dire tous les éléments de X'.

Définition 1.1.2. Si z, — x dans o(X, X'), on notera x,, — x et on dira que x, converge

faiblement vers x dans X.
Définition 1.1.3. Soit (x,)nen une suite de X. Alors
Ty =z (fir,) = (f,x), Vf e X

Définition 1.1.4. Soient X etY deux espace de Banach et A: X — Y un opérateur. Soit
Too € X. On dit que A est
— fortement continu au point xo, € X si
Ty — Too dans X = Ax,, — Axs dans Y.
— faiblement continu au point ro € X si

Ty — Too dans X = Ax, — Azx. dans Y.



1.1. Généralités et quelques notions de base

— fortement (respectivement, faiblement) continu sur X s’il est fortement (respectivement,

faiblement) continu en tout point de X.

Proposition 1.1.1. Soient X un espace de Banach et (x,)nen une suite d’éléments de X.

On a
1. Six, — x alors x, — x pour o(X, X").
2. St x, — x pour (X, X') alors (z,)nen est bornée et
o] < i nf

3. Six, — x pour o(X,X') et f, = f dans X', alors (fn,xn) = (f,x).

Topologie *-faible

Soient X un espace de Banach, X’ son dual muni de la norme

Ifllxr = sup [{f, z)],
zeX

=<1

et X son bidual topologique muni de la norme

lellxn = sup (g, f)]
fex’

lI£llxr<1
On a une injection canonique J : X — X”. En effet, tout élément x € X définit un élément

J, € X" par
(Jo, xrx = (fix)x x Vr € X, Vfe X'
J, est une forme linéaire continue sur X', puisque

(S, /)] = [ )] < Ml x 11l

On a [|J.]|x» = ||z]|x, Vo € X. En effet,

[zl = sup [(Jo, f)]

On a J(X) C X", ainsi on définit une nouvelle topologie.



1.1. Généralités et quelques notions de base

Définition 1.1.5. On désigne par la topologie *-faible notée o(X', X) la topologie la moins

fine sur X' rendant continues les formes linéaires
fr—(f,x), Vr € X.

Proposition 1.1.2. Soit X un espace de Banach, si (f,)nen est une suite de X', alors f,

converge vers f pour la topologie *-faible si et seulement si

(fu,z) = (f,x), Vx € X.

Espaces réflexifs

Soient X un espace de Banach et J : X — X” l'injection canonique de X dans X"

définie par :
<Jxa f>X"7X’ = <f7 :B>X’7X7 Vo S X7 vf € X/'
Définition 1.1.6. L’espace X est dit réflexif si J(X) = X".

Théoreme 1.1.1. Soit X un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans X

admet au moins une sous-suite faiblement convergente.
Démonstration. Pour la preuve de ce théoréme on peut voir H.Brezis [4] (Théoreme 3.27

page 50). =

Espaces séparables

Définition 1.1.7. Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un sous

ensemble D C X dénombrable et dense.

Corollaire 1.1.1. Soit X un espace de Banach séparable alors de toute suite bornée (fp)nen

dans X' on peut extraire une sous-suite (fp, )r qui converge pour la topologie o(X', X).

Démonstration. Pour la preuve de ce corollaire on peut voir H.Brezis [4] (corollaire

3.26 page 50). =



1.1. Généralités et quelques notions de base

Rappels sur les espaces L”

Définition 1.1.8. Soient Q un ouvert de RN et p € [1,4+00]. On appelle espace de Le-
besgue LP [’espace vectoriel des classes de fonctions u de 2 dans R, Lebesque mesurables,
vérifiant

1. sil<p<+o0, /Q|u(x)|p dr < 400,

2. sip = ~o00, supess|u(x)| < 400, ot

z€Q)
supess|u(x)| = inf{M| |u(x)] < M p.p. x € Q}.
e
Propriété 1.1.1. 1. L’application || - || définie de LP(QY) dans R, par

1
lully = ([ Ju(@)? da)?, 1< p <+,

[ulloo = supess|u(z)], p = oo,
e

définit une norme sur LP(QQ), qui en fait un espace de Banach.

2. Pour tout réel p € [1,400[, le dual L” (Q) de LP(Q) est isomorphe algébriquement et
topologiquement a 1.2(£2) avec % + }% = 1. L’application de dualité est définie par
LP(Q) x LP(Q) — R, (u,v) — /Qu(x)v(m) dx,
pour tout réel p € [1,+00|. Le bidual de 1P(Q2) s’identifie algébriquement et topologi-
quement a LP(2). On dit que l’espace 1P(2) est réflexif.
Théoréme 1.1.2. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP et g € L avec L + z% =1. Alors fg € L et on a

p
[ 1£9l dz < 11f s gl

Remarque 1.1.1. Sip =p =2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz

159l dw < 1 lellglos

Pour la preuve, voir H.Brezis [4] (Théoreme 4.6 page 50).

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f)nen une suite de fonctions de L1(Q). On supppose que
1. folx) = f(z) pp. x€Q et
2. il existe une fonction g € LY(Q) tel que pour chaque n € N,
[fu(@)] < g(2) pp. x € Q.

Alors f € LY(Q) et || fu — fllLi@) — 0.



1.2. Espaces de Sobolev

1.2 Espaces de Sobolev

Soit 2 un ouvert de RY et soient m > 1 un entier naturel et p € [1, +00[ un nombre réel.

On pose
WmP(Q) = {u: Q — R|D € LP(Q),Va € NV, 0 < |a| <m}.

On le munit de la norme

lullwme@) = > 1Dl (1.2.1)

0<]al<m

ou de la norme équivalente

1
[ullwme@ = D (IDullfsq)?-

0<|or|<m

Proposition 1.2.1. W™?(Q) est un espace de Banach séparable, et est réflexif sil < p < oo.

Remarque 1.2.1.

1. Pourp=2, on a W™2(Q) = H™(Q) muni du produit scalaire

(ulv)rmey = 2. (D*u[D)i2(q)

0<|a|<m

qui en fait un espace de Hilbert.

2. Pour un ouvert Q0 dont la frontiére I' est bornée et "assez réguliére”, la norme (1.2.1)

est équivalente a la norme

ullio) + D (1Dl

jal=m
Définition 1.2.1. D(Q) est I'ensemble des fonctions de classe C>°(2) a support compact
dans €1, c’est-a-dire
DQ)={u:Q—=R;ueC®9) et supp(u) C K C Q, K compact}.
Définition 1.2.2. On note W**(Q) = D(Q)" Y Vadhérence de D(Q) dans W™(S).
Théoréme 1.2.1. D(Q) est dense dans W™P(Q).

Dans toute la suite, on travaillera avec W'*(Q2) muni de la norme



1.2. Espaces de Sobolev

‘G»—A

[ullwre@) = (ulltrq) + Z ||7|| v

ou de la norme équivalente

ou
Il = Bl + 215
j

Pour €2 borné, on peut le munir de la norme équivalente

1
lellgoey = ([ 1Vul da)s
dite norme du gradient. L’équivalence des normes est basée sur le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2. (Inégalité de Poincaré)
On suppose que Q est borné. Alors, il existe une constante C' (dépendente de Q2 et de p) telle

que
[ulltr () < OV, Yu € WyP(Q), 1 < p < 0.
L application u — ||Vul|Lr(o) est une norme sur Wy (Q) équivalente a celle induite par
|- llwr(e)-
Théoréme 1.2.3. (Rellich)

Soit Q un ouvert borné de RN et de classe C*, alors

Wir(Q) —  LP(Q).

compact

Autrement dit, de toute suite (u,)nen bornée de WUP(Q), on peut extraire une sous-suite

(un, )k telle que
Up, — u dans LP(Q), v € WHP(Q).

Théoréme 1.2.4. (Formule de Green)
Soit Q un ouvert borné de RN et de classe C* dont la frontiére est bornée, alors pour tout

u € H2(Q) et pour tout v € HY(Q), on a

0
/Au-v dx :—/Vu-Vv dx +/—u-vda
Q Q ron
N
ot 8—2 Vu-n = Za—m est la dérivée normale et n = ‘(ny,...,ny) est la normale

unitaire.

De fagon plus générale la formule de Green est donnée par le théoréme suivant :

7



1.2. Espaces de Sobolev

Théoréme 1.2.5. (Formule de Green)
Soient Q un ouvert borné de RN avec T' = 0Q lipschitzienne (voir [9] page 11) et 1 < p < oo,

Alors, pour tout u € WHP(Q) et pour tout v € W= (Q), on a

auvdm = —/u
0

g;’i dx—l—/ruvvi do. i=1...N, (1.2.2)

o1l % et % sont prises au sens des distributions, v; est la i-eme composante du vecteur
1 k3

unitaire de la normale a 0. Ici, W12 (Q) dénote l'espace dual de WHP(Q), 1 < p < oo.

Fonction de Carathéodory

Définition 1.2.3. Soit Q un ouvert de RYN. Une fonction f : 2 x R — R est dite de

Carathéodory si elle vérifie

Vs € R, la fonction f(.,s) est mesurable sur ).

Pour p.p. x € Q, la fonction f(x,.) est continue sur R.

Lemme 1.2.1. (de Carathéodory, voir [8])
Soient Q un ouvert de RN, 1 < p, p' < 400 des réels et f une fonction de Carathéodory
de Q x R dans R. On suppose qu’il existe b > 0 et a(.) € L¥ (Q) tels que la condition de

croissance suivante est satisfaite
P
pour tout s € R et p.p. sur Q, |f(,s)<a(.)+b|s|. (1.2.3)
Pour toute fonction u mesurable de €2 dans R, on définit un opérateur B en posant
(Bu) (z) = f (z,u(z)) .
Alors B est continu de L (Q) dans LP (Q).

Remarque 1.2.2. D’aprés la condition (1.2.3), siu € LP (Q) alors Bu est dans L? (). Le
lemme de Carathéodory montre que si l'opérateur B est défini partout sur LP () alors il est

continu.
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1.3 Solutions d’équations différentielles et de problemes

aux limites

1.3.1 Solutions classiques

Soit 2 un ouvert connexe de RV, N > 1 et m € N*. On suppose que les fonctions
ao(x,&) d'ordre 2m (« sont des N-multi-indice, |a| < m) définies pour =z € Q, £ € R™
admettent des dérivées d’ordre |a| (par rapport a toutes les variables) continues. Autrement

dit, a, € Cl(Q x R™).

Définition 1.3.1. Soit f € C°(Q), on dit qu'une fonction u : Q — R est une solution

classique de [’équation

Z (—1)*DYan(z, dpu(x))) = f(z), dans Q, (1.3.1)

laj<m

avec 0., une fonction vectorielle définie par

5mu = (Dau)wgm) = (u, %, ey g%},g),

siu € C*(Q) Vo € Q et siu satisfait (1.3.1).

1.3.2 Solutions faibles

Soient m € N* et p > 1 un nombre réel. Pour tout z € ) considérons 'opérateur d’order

2m défini par

Au(z) = Y (—=1)*D%(aq(z, dpu(z))). (1.3.2)

la|<m

L’opérateur A est dit formel car (1.3.2) n’est qu'un symbéle formel, puisqu’on ne peut calculer
par exemple, les dérivées figurant dans (1.3.2).

a, sont des fonctions a croissance polyndmiale (notées par Car(p)) qui vérifient
1. a, est de Carathéodory et

2. il existe g, € L”(Q) et une constante C, > 0 telle que a,, satisfait

laa(z,8)| < gal(z) + Cq Z |&5|P7!, VE € R™, . p.p. dans .

|BI<m



1.3. Solutions d’équations différentielles et de problémes aux limites

Théoréme 1.3.1. Soit A lopérateur différentiel donné par (1.3.2). Si ses coefficients a,

(la] < m) sont dans Car(p), A définit l'opérateur

ALWmE(Q) — (WmP(Q))

u — Au

(Au,v) = > /Qaa(aj,dmu(x))D“v(x) dz,Yv € Wi (Q). (1.3.3)
|or|<m

Définition 1.3.2. Soit 'opérateur différentiel A donné par (1.3.2) et soit f € (Wy""(Q))'.
Nous dirons qu’une fonction u € Wy*(Q2) est une solution faible de l’équation différentielle

(formelle) :

Au

I
—

st l’on a
(Au,v) = (f,v), Vv € W™ (),
ot A est l'opérateur continu de W™P(Q) dans son dual (W™P(Q)), défini par (1.3.3).

Lemme 1.3.1. (de Lax — Milgram, voir [13])

Soit H un espace de Hilbert et a : H x H — R une forme bilinéaire symétrique satisfaisant
1. |a(u,v)| < M||u||lg||v||lg, Yu,v € H (M > 0 une constante).
2. a(u,u) > a||ull?}, Yu € H (a > 0 une constante).

Alors, pour toute forme linéaire continue F' sur H, il existe une fonction unique u € H telle

que
a(u, ) = (F,p), Yo € H.

1
De plus on a Uestimation ||ul|g < —||F||x.
a

10



CHAPITRE

2 Méthode du point fixe

Dans ce chapitre, nous présentons une des méthodes de résolution des équations aux
dérivées partielles non linéaires a savoir la méthode du point fixe. Plus précisément, nous
présentons les quatre principaux théoremes de cette théorie. Il s’agit des théoremes de Banach
(1922), de Brouwer (1910), de Schauder (1930) et de Leray-Schauder (1932). Nous donnerons
aussi plusieurs applications de ces théoremes dans la résolution des e.d.p. non linéaires.
Définition. Soit f une application définie d'un ensemble X dans lui méme. On dit que

x € X est un point fixe de f §'il vérifie f(z) = =.

2.1 Théoréeme du point fixe de Banach

Le théoreme du point fixe de Banach est un résultat fondamental dans la théorie du point
fixe. C’est un principe qui garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace de Banach dans lui-méme.

Théoreme 2.1.1. Soit T' un opérateur défini d’un espace de Banach X dans lui méme.

Supposons qu’il existe une constante k vérifiant 0 < k < 1 et telle que
Ve,y € X, [Tz —Tylx <k [z —yllx.
Alors, T admet un unique point fize.

Démonstration. On montre d’abord ’existence d’un point fixe, puis son unicité.

1. Existence : Soient y un point quelconque de X et (u,)nen une suite de X définie par

Up =Y,

Upy1 = Tu,, n>0.

11



2.1. Théoréme du point fixe de Banach

Montrons que (u,)nen est une suite de Cauchy dans X. Soient n, m € N* tels que m < n.

En utilisant I'inégalité triangulaire, on trouve
[tm = unllx < [Jum = umirllx + [umsr = wmaellx + o + [Jun-1 — unllx-
Comme l'opérateur T' est contractant, on obtient
[t = Uil x = | Tum-1 = Ttmllx <k [Jum-1 = tm]|x.
En répétant cette inégalité m fois, on obtient
[tm = tma|[x < K™ Jlus — uollx

On fait la méme chose pour les autres termes, on trouve

||Um — un”X S (k’m + k’m+1 + k‘m+2 + ...+ kn_l)HUl — UOHX
1 _ kn*m
< km(ﬁ)”“l — ugl|x
km
S 1z k’HU1 — uol|x, (puisque k| <1).

Par passage a la limite dans I'inégalité ci-dessus (m — +00), on obtient
ml_lg_loo [t — unl|x = 0.
Par conséquent, la suite (u,),en est de Cauchy dans X qui est complet. Donc
Ju € X tel que u,, — wu dans X.
n—oo
Comme l'opérateur T est contractant, alors il est continu et donc
U= nl—l>r—{loo Un = nl—l>r—£loo T(un_l) - T(nl—1>1—1|:loo un—l) = Tu.

Donc u est un point fixe de 7.

2. Unicité : On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe uq, us € X tels que
Tu; = uy et Tus = us.

Par suite, [Ju; — us||x = [|[Tu; — Tus||x <k |lug — uallx < |lug — uallx (car 0 < k < 1). Par

conséquent, le point fixe est unique. m
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2.1. Théoréme du point fixe de Banach

2.1.1 Application a la résolution d’une e.d.o. semi-linéaire

Considérons le probléme suivant : trouver u : [0, 1] — R solution du probléme

—u"(x) + g(u(z)) = f(z), = €]0,1]
u(l) =u(0) =0

(P)

ou f € C°[0,1]) et g : R — R sont deux fonctions données avec g lipschitzienne. La non
linéarité de ce probleme est portée par g. On peut transformer ce probléme comme suit :

résoudre I'équation
Au = f € C°0,1])
Dy = {u € C*([0,1])u(0) = u(1) = 0}
et
Au(z) = —u"(z) + g(u(z)), = € [0, 1].

Soit v € C°([0,1]) une fonction fixée, mais choisie arbitrairement, et considérons le probleme

aux limites linéaire, trouver « : [0, 1] — R solution de
(@) = () — go()), = €)0.1]
u(1l) = u(0) = 0.
Comme le probleme homogene associé a (@) n’admet que la solution triviale nulle, alors il

existe une et une seule fonction G dite de Green telle que la solution u du probléeme (Q)
s’écrit d’une maniere unique sous la forme
1
ult) = / Gz, t)E(t) dt, t € [0,1],
0
ou F(t) = f(t) — g(v(t)), t € [0,1] et G est donnée par
(I—x)t pour0<t<z<l1
G(z,t) =
(1—t)x pour0<z<t<I.
Posons maintenant
1
To(@) = [ G )(f(t) = glo(t)) dt (2.1.1)
avec v € C°([0,1]), alors T définit un opérateur de C°([0,1]) dans lui méme. En fait, on a
Tv € Dy (T est 'unique solution de (Q))) et chercher une solution du probléme (P) revient

& trouver un point fixe de T dans C°([0, 1]), i.e., trouver u € C°([0,1]) tel que Tu = u.

13



2.1. Théoréme du point fixe de Banach

Lemme 2.1.1. Soient a et b deux réels et G la fonction de Green associée au probléeme :

—u" =0 sur]a, b
(Qu) {
u(a) = u(b) = 0.

Alors

2
/|G o) dat < 8a) Yz € [a,b].

Démonstration. Soient z, ¢t € [a,b] et G la fonction de Green associée au probleme

(Qp) définie par

G(z,t) = —

1 {(ta)(azb) poura <t <z <b
b—a

(x—a)(t—>b) poura<z<t<bh.

b (b—a)?
Montrons que / |G (z,t)] dt < g Vz € [a,b]. On a

/:!G(x,tﬂdt = /;\G(x,tﬂdt+/:|G(q;,t)|dt

— bia/j(t—a)(x—b) dt + bia/:(:c—a)(t—b) dt
_ ;(:1:’ —a)(z —b).
Posons g(z) = 3(z — a)(z — b), Vo € [a,b] et montrons que a{lél{%)g”g( z)| = & a)2 On a
g(z) =z — (%) et
g(x) =0z =1
g est une fonction croissante sur l'intervalle [a, %] et décroissante sur [“32,b], d’ou

max |g(z)| = g(%5h)

z€a,b]

donc

2
/ Gl )| dr < 8a) Yz € [a,b].

[
Le probléme (P) sera résolu uniquement si I'opérateur 7' défini par (2.1.1) possede un point
fixe. 11 suffit de montrer que T est une contraction sur X = C%([0, 1]), muni de la norme de

la convergence uniforme.
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2.1. Théoréme du point fixe de Banach

Lemme 2.1.2. 57 la fonction g : R — R wvérifie la condition de Lipschitz :

lg(s) — g(t)| < h|s —t],Vs,t € R avec 0 < h <8,
alors Uopérateur T : X = C°([0,1]) — X défini par

Toa) = [ G0 - g(o(®) dt, v € X
est une contraction.
Démonstration. Soient u et v deux fonction de X. On a
|Tu — Tv||x = sup |Tu(x) — Tv(x)|
z€[0,1]

et puisque

[Tu(z) = To(z)| < /01 Gz, t)|g(u(t)) — g(v(t))] di,
g est lipschitzienne et /o 1 G(z,t) dt < ;, alors

h
[Tu(z) = To(@)] < gllu—vlx.
D’ou
| Tu —Tv||x <k |u—v|x, Yu,o € X

h
avec 0 < k = 3 < 1. L’opérateur T' est donc une contraction dans X. m
D’apres le Théoreme 2.1.1, 'opérateur T possede un unique point fixe u dans X et comme

Tu € Dy, alors le probléme (P) possede une solution unique.

2.1.2 Application a la résolution d’une e.d.p. semi-linéaire

Soit  un ouvert borné de RY, N > 1 et considérons le probléme suivant : trouver
u :  — R solution du probléme non linéaire
—Au(x) + g(u(x)) = f(z) dans Q,
u=>0 sur 0f,

(2.1.2)

ou f € C%N) et g: R — R sont deux fonctions données avec g lipschitzienne. En linéari-

sant, on obtient le probleme suivant :
—Au(z) = F(z) dans (,
u=20 sur 0f),
avec F(x) = f(x) — g(v(z)), v € C%(RQ) fixé. En essayant de résoudre ce probléme, on est

confronté a beaucoup de difficultés plus sérieuses que dans le cas N = 1. Par exemple :
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2.1. Théoréme du point fixe de Banach

a) Le probléme linéaire n’admet pas toujours de solutions pour tout F € C°(Q). On est
obligé d’imposer a f, g et v des conditions plus restrictives que celles nécessaires dans

le cas N = 1.

b) Dans le cas ou on peut résoudre le probleme linéaire, la fonction de Green n’est pas

explicitement connue et ces propriétés ne sont pas aussi bonnes que pour N = 1.

Donc la méthode de linéarisation utilisant le théoreme du point fixe de Banach n’est pas tres
souhaitable pour déterminer les solutions classiques d’un probleme aux limites non linéaire.
On se contente de montrer I'existence des solutions faibles dans la plupart des problemes et
parfois de montrer I'unicité. Mais expliciter la solution est pratiquement impossible dans la
plupart des cas.

Soit f un élément de H~(2) et étudions Pexistence et 1'unicité d’une solution faible du
probleme (2.1.2). On dennera en particulier une condition suffisante liant la constante de

lipschitz de g et 'ouvert €2 pour que la résolution soit possible. On définit

T: L2(Q) — L*Q)

v —TwW)=u

avec u solution du probleme linéaire

[ Vu-Ved+ [ gw)eda = (f.0). Yo € HYQ), f € HTHQ)
u € H(2).

(2.1.3)

On prend V = H{(Q) qui est un espace de Hilbert. On le munit de la norme du gradient

(llull3a @) = [IVullLz()). Considérons la forme bilinéaire symétrique

a: VxV —R

(u, ) — alu,p) = /QVU -V dx.

— a est continue car

la(u, )| < /Q Vul[ Vol de < [[Vullizo) Vel = lullugllellge-

— a est coercive car

a(wu) = [ [Vl do = Jlully o)
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2.1. Théoréme du point fixe de Banach

On pose L(p) = (f,¢) — /Qg(v)go dx. L est linéaire car c’est la différence de deux formes

linéaires et on a

L@ < KL+ [ 19l do
< W he@lielge + [ 19Ol da+ [ tlellpl do
< Wl Ielhigeor + 19Ozl + Uoleolllie)
< cliellgior + ol Callelhigo
<

C”SOHH(I](Q)-

Donc L est continue puisqu’elle est linéaire (i.e. L € V' = H~1(Q)). D’apres le théoréme de

Lax-Milgram, il existe un unique élément u € H}(€2) solution du (2.1.3). Rappelons que
T: 1*Q) — L*Q)
v —T(v)=u

avec
u € Hy(Q)
/QVU Vo de = (f,¢) - /Qg(v)so dx, Y € Hp(Q).

Montrons que T est contractante. Soient u,v € L2(€) tels que
Tv=ueVetTw=2zcV

avec

/QVU-ch dr = (f,go>—/ﬂg(v)g0 dz, Yo € Hy(S) (2.1.4)

/QVZ Veodr = (f,¢)— /Qg(w)gp dr, Yo € H5(Q). (2.1.5)
En faisant la différence (2.1.4) — (2.1.5), on obtient
J(Vu= V2V de = [ [gv) gl dr. Vo € H(Q).
On prend ¢ = u — z € Hj(2) et on obtient

LIv@=2)Fde = [ lg(0) = glw)u— =] da
/Ql|v—w\|u—z\ dx

IN

IN

l[v —wl[r2llu — 2|2

< 1Callv — wllLa@yllu — 2l
Donc
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2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

|u — ZH?—[%(Q) < ICqllv - 7~U||L2(Q)||U - Z||H5(Q)-

Par suite,

lu = 2[lny @) < 1Callv — w|lrz@).
On sait que

lu = 2|2 () < Callu = 2l @)
Donc

lu = 2|2 () < 1CE[lv — wllrz ().
Par suite,

ITv — Twllrz9) < ICH|[v — wlli2@).

Donc T est une contraction si IC3 < 1. Si ceci est vérifié, on peut utiliser le théoréme du
point fixe de Banach pour voir que 7' admet un point fixe u € L2(f2).
Mais u € H(2) (u est plus que dans L2(Q2) il est dans H}(2)). Donc Tu = u € H(Q).

Finalement,

u € Hy(Q)
et /QVU Vodr=(f,p) — /Qg(v)gp dz, Vo € Hy ().

2.2 Théorémes du point fixe de Brouwer et de Schau-
der et applications

Dans la section précédente, nous avons vu comment utiliser le théoreme de point fixe
de Banach pour trouver la solution classique d’un probléme aux limites a une dimension
ainsi que la solution faible d’un probleme aux limites de dimension N, N > 1. Dans ce qui
suit, nous donnerons des généralisations du principe de contraction de Banach. Il s’agit des
théoremes de point fixe de Brouwer et de Schauder. Ces théoremes permettent de montrer
I'existence de solutions faibles pour certains problemes aux limites non linéaires, mais ne

disent rien sur 'unicité de ces solutions.
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2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

2.2.1 Théorémes du point fixe de Brouwer

Définition 2.2.1. On dit qu’un espace topologique X posséde la propiété du point fize si

toute application continue f de X dans lui-méme possede un point fixe.

Exemple 1. Tout intervalle compact [a,b] C R, muni de la topologie de sous-espace, posséde

la propriété du point fize.

Notons par B la boule euclidienne unité fermée de RY. Nous allons donner un résultat

dii & Brouwer dont on aura besoin pour la démonstration du théoreme de Schauder.
Théoréme 2.2.1. (Brouwer, 1910)
a) BY posséde la propriété du point fize.

b) Tout sous-ensemble convexe compact non vide C de RY (ou de EV, espace euclidien de

dimension N) posséde la propriété du point fize.
Pour une peuve de ce théoréme, on peut voir ([9], page 42).

Remarque 2.2.1. Dans le cas ou nous somme dans R, le théoreme se démontre comme
suit : soit Uapplication continue f : [a,b] — [a,b]. Montrons que f admet un point fize.

Pour cela considérons 'application continue g suivante :
g(x) = f(x) — z, Vx € [a,b)].
On a
g(a)=fla)—a>0cetgb)=f(b) —b<0

et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, g s’annule en un point xqy, qui est un point

fixe de f.

2.2.2 Théoreme du point fixe de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder est un résultat qui prolonge celui de Brouwer a
des espaces de dimension infinie. Il a été prouvé d’abord dans le cas des espaces de Banach

et il est notamment utile dans la résolution des problémes aux limites non linéaires.

Théoréme 2.2.2. (Schauder, 1930) Tout convexe C, non vide, compact dans un espace

de Banach X posséde la propriété du point fixe.
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2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

Démonstration. Soient X un espace de Banach, C' un compact convexe, non vide de X
et f: C — C une application continue. Comme C' est compact alors f est uniformément

continue sur C. Autrement dit,
Ve>0,36>0telqueVe,yeC, |lz—vy|| <d=|flx)— fly) <e

De plus, il existe un ensemble fini de points {z1,...,z,} C C tel que les boules ouvertes de

centre xj, j =1,2,...,p et de rayon ¢ recouvrent C

cc u B(:c],é)

1<5<p

Soient L = vect(f(z;))1<j<p €t C* =CNL. On a L et C* sont de dimension finie. De plus,

C™ est compact et convexe. On définit ¢; : X — R, 1 < 5 < p par

0 si ||z — ;]| >4,
vi(x) = L Nl =]
0

si|le — ;]| <.

On remarque que ¢; > 0 sur B(x;,d) et nulle dehors. On a donc

Vo e C, zp:wj(x) > 0.

j=1
Par suite, on définit ¢;, 7 = 1,2, ..., p des fonctions continues positives sur C' par

w;(z) = @) , veC.

ﬁ:%(ﬂ?)

Les fonctions ¢;, j = 1,2, ..., p vérifient bien
P
> pi(z)=1,VzeC.
j=1

Posons alors
p
g(x) =Y (@) f(x;), z€C.
j=1

g est continue comme somme de fonctions continues et prend ses valeurs dans C* (car g(z)

est un barycentre des f(x;)). Considérons la restriction g|c- : C* — C*. Par le théoreme

de Brouwer, g possede un point fixe y € C*. De plus



2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

P
car »_;(y) = 1. Par suite,
j=1

i) — v =3 () — ).

=1
Si ¢;(y) # 0 alors ||y — ;|| <6, donc || f(y) — f(z;)|| < e. Donc, on a pour tout j = 1,2, ..., p,

o () (f(y) — f(@)]l < @i(y)e.
D’ou
1f(y) —yll < ; 1o () (f(y) = fl@))] < ;%(9)8 =ec.

Soit m € N*, posons € = 27™, on peut toujours trouver un point y,, € C tel que

I f (Ym) = Ymll < 277

Comme C' est compact, alors on peut extraire de la suite (Ym)men une sous-suite (Y, )r qui
converge vers un point y* de C. Puisque f est continue, alors la suite f(y,,,) converge vers

f(y*). En utilisant I'inégalité triangulaire, il vient que

ly* = F@ON <Y = Y |+ W9mic = FGmi) |+ 1 i) = £

Les trois termes du membre de droite de cette inégalité tendent vers zéro quand k tend vers
'infini, par les convergences que nous venons de montrer. Par conséquent, y* = f(y*) est un

point fixe de f sur C. =

2.2.3 Application a la résolution d’une e.d.p. elliptique non li-
néaire
Soient © un ouvert borné de RY et f une fonction de C°(R) N L>*(R). On consideére le

probleme suivant :
—Au = f(u)
u € Hy(Q).

I faut d’abord reformuler le probléme (P) sous forme d'un probléme de point fixe d’une

(P)

certaine application. Pour cela, on énonce le résulat d’existence et d’unicité suivant :

Proposition 2.2.1. Soit g € L2(2), alors il existe un unique v € HY(Q) tel que —Av =g

au sens de D'(Q2). Cette fonction v est l'unique solution du probléme variationnel
Vw € Hy(2) / Vv Vw dr = / g dz. (2.2.1)
Q Q
De plus, Uapplication g — (—A)~tg = v est continue de L2(Q) dans H().
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2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

Démonstration. Prenons V = H(Q) qui est un espace de Hilbert. On le munit de la

norme du gradient ([|ul41q) = [[Vull2()). Posons

a: VxV —R

(v,w) — a(v,w) = / Vo - Vuw dz.
0

— af(+,-) est une forme bilinéaire symétrique sur V' x V.

— af(+,-) est continue. En effet,

IN

ja(v, w)]

/ V0| | V| de
Q

IN

HVUHLQ(Q)HVU)HI}(Q)
< lv]w|v, Yv,w e V.
— af(-,-) est coercive car
a(v,v) = /Q IVol* de = ||v])}.

Posons L(w) = / gw dz, Yw € V.
0

— L(-) est une forme linéaire continue. En effet,

IL(w)| = \/ngdx]
< gllrz@ llwliiz@)

< Clwl|ly, Yw eV

avec C' = [|g||L2(0)-
D’apres le lemme de Lax-Milgram, il existe un unique v € V solution de (2.2.1). L’application

g — (=A)7lg = v est continue de L*(Q2) dans V. En effet, comme v vérifie
/VU-deac:/gwdm,VwEV7
0 Q
alors pour w = v, on obtient

/|VU|2 de = |/gv dx|
0 0

< Ngllrz@llvliz@)-

A

D’ot, en utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient
IVoll29) < Callgliiz@ | Vollezg)-

Par suite,
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2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

[Vv[lL2) < CallgllL2@)-
Donc ||v||y = [[(=A)"Yg|ly < M avec M = Collglliz) > 0. =

Lemme 2.2.1. Soient Q un ouvert de RY et f € C°(R). Pour tout couple de fonctions
mesurables uy et ug sur €2, si up  ug alors f ou; v~ fowug. Ici, ~ représente la relation

d’équivalence de I’égalité presque partout des fonctions mesurables.

Démonstration. Soient © un ouvert de RY, f € C°R) et u; et uy deux fonctions
mesurables sur 2. Montrons que f owu; «~ fowug, ie., fou = fowus presque partout sur
). Remarquons que si u est une fonction mesurable sur €2, alors par continuité de f, fowu
Iest aussi. Par hypothese, on a u; = us presque partout sur 2. Alors, il existe un ensemble

négligable N tel que
siz ¢ N alors uy () = us(z).
Par suite,
six ¢ N alors f(ui(x)) = f(us(x)),
d’ou le résultat. m
Théoréme 2.2.3. Soit Q un ouvert de RN et f € C°(R) telle que
|f(t)] <a+blt], a,beR.

On définit pour toute classe d’équivalence de fonctions mesurables sur €2 la classe d’équi-
valence f(u) = f owu. Alors Uapplication f : u — f o u envoie L*(Q) dans L*(Q) et est

continue pour la topologie forte.
Pour une preuve de ce théoréme, on pourrait voir ([9], page 55).

Théoréme 2.2.4. Soint Q un ouvert borné de RY et f € C°(R)NL®(R). Il existe au moins
une solution u € H(QY) du probléeme -Au = f(u) au sens de D'(2).

Démonstration. Soit 'espace de Banach E = L%(Q2). D’aprés le Théoréme 2.2.3, si
v € FE alors f(v) € E (or f(v) € L*(R)). On pose

T:-F — FE
v (=A)7f(v).
L’application 71" est continue car elle est la composée des applications continues suivantes :

23



2.2. Théoremes du point fixe de Brouwer et de Schauder et applications

L2(Q) -5 L2(Q) =25 HL(Q) M 12(q)

v — f(v) — T(v) — T(v)

e Maintenant il faut vérifier que tout point fixe de 71" est une solution de notre probleme.

Soit u € L?(Q) tel que T(u) = u. Comme T'(u) = (—A)~! f(u), on en déduit que u € H ().

De plus, par définition de I'opérateur (—A)~!

—AT(u) = f(u) au sens de D'(2).

Et donc w est une solution du probleme modele (et réciproquement). Pour appliquer le

théoreme de Schauder, il faut encore choisir un convexe. Nous prenons ici
C' = {v € (s [lvllyy0) < M}

ou M est une constante a choisir ultérieurement (on prend ici |[v|[31q) = [VV[lr2@)-

e Vérifions que C' est compact. Par le théoréme de Rellich, I'injection de H(Q2) dans L%()
est compacte, donc C' est borné dans H () et relativement compact dans E. De plus, c’est
un fermé de E. En effet, si v, € C' est une suite qui converge vers v € E dans FE, alors v,, est
bornée dans H}(£2) et contient donc une sous-suite (v,,)men qui converge faiblement vers un

élément de H}(Q), lequel ne peut étre que v. De plus,
[0ll330) < lminf log||20) < M.

Autrement dit, v € C. Par conséquent, C' est compact dans F.
e Pour une constante M bien choisie, montrons que T'(C') C C. D’apres la Proposition 2.2.1,

T'(v) est une solution du probléeme variationnel
Yw € H(l)(Q),/QVT(U).Vw dr = /Qf(v)w dx.
Prenons w = T'(v) dans I’équation précédente, il vient que
IVT@a@) = [ 1 fO)T@) | do < |l [ [T0)] da.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que
IVT(0)|IF20) < 1 fllueemy (mes())Y2 | T(v)[lz(e).

D’apres l'inégalité de Poincaré, il existe une constante aq telle que pour tout T'(v) dans

Hi(Q2) on ait
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2.3. Théoréme du point fixe de Leray-Schauder

1T(v)||L2) < aq [[VT (V)2
Nous obtenons donc
IVl < aa [1f e (mes(@)72, vo € E.

Pour assurer que T(C) C C, il suffit donc de prendre M = aq| f||L~®) (mes(2))Y/2, (En
fait, on a T'(F) C C). Finalement, Les hypotheses du théoreme de Schauder sont satisfaites.

Donc, il existe au moins une solution du probleme (P) dans I'ensemble C'. =

Corollaire 2.2.1. (Second théoréme de Schauder) Soit C' un convexe fermé, non vide
dans un espace normé X et soit T une application continue de C dans un compact K de C

(K C C). Alors T posséde un point fize.

Remarque 2.2.2. Dans R, le corollaire précédent s’énonce comme suit : toute application

continue bornée f : R — R admet un point fize.

2.3 Théoréme du point fixe de Leray-Schauder

2.3.1 Quelques rappels

Soient E un espace topologique et A une partie de . On dit que :

— A est séquentiellement fermée si et seulement si A contient les limites de toutes ses
suites convergentes.

— A est relativement séquentiellement compacte si et seulement si de toute suite
d’éléments de A on peut extraire une sous-suite convergente.

— A est séquentiellement compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de A
on peut extraire une sous-suite convergente dans A.

Si E est un espace métrique, alors

— A est fermée si et seulement si A est séquentiellement fermée.

— A est relativement compacte si et seulement si A est séquentiellement relativement
compacte.

— A est compacte si et seulement si A est séquentiellement compacte.

Définition 2.3.1. On dit d’un opérateur continu entre deux espaces de Banach X et'Y
qu’il est compact si limage de toute partie bornée dans X est relativement compacte (i.e.,

d’adhérence compacte) dans Y.
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2.3.2 Théoreme de Leray-Schauder : cas particulier

Théoreme 2.3.1. Soit T' un opérateur compact d’un espace de Banach X dans lui-méme.

Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que
Vee X, Vo €0,1], 2 =0Tz = |jz||x < M. (2.3.1)
Alors T posséde un point fixe.

Démonstration. Soit 7™ 'opérateur défini comme suit :

Tz si ||[Tz||x < M

Te={ i 9.3.2
———Tx i ||Tz||x > M. ( )
1T x

— La continuité de 'opérateur T™ découle de la continuité de 7'
— 1l est clair que T* applique By; = B(0, M) (en fait X tout entier) dans lui méme.
— T*(Byy) est relativement compact :
Cela résulte du fait que T(Bys) lest aussi. En effet, soit (y,),>1 une suite d’éléments de

T*(By), alors il existe une suite (x,),>1 d’éléments de By, telle que
Yp =1T"x,, Yn > 1.

On distingue deux cas :
a) il existe une sous-suite (a;);>1 de (z,)n>1 telle que ||Ta;||x < M,Vj > 1 et
b) il existe une sous-suite (b;);>1 de (x,)n>1 telle que || Th,||x > M,Vj > 1.

Dans le premier cas, on a T%a; = Ta;, Vj € N* (|laj]|x < M,Vj > 1 car c’est une
sous-suite de (z,)n>1 de By) et comme T’ est compact, on peut donc extraire de (T'a;)jens
(donc aussi de (T™a;) en+) une sous-suite convergente.

Dans le second cas, la compacité de T' permet d’extraire de (7;)jen+ une sous-suite

convergente vers un élément y € X. Notons cette sous-suite de la méme maniere, on a alors
105 x = llyllx

de sorte que

M M
T*b; = ———Tb; — ———1.
T Tl
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Autrement dit, on a pli extraire de la suite (77%b;);en+ une sous-suite convergente. Cela finit
de démontrer que T*(Bjy) est relativement compact. Nous sommes donc dans la situation
suivante :
T : EM — T*(§M> C T*(EM) C EM
convexe, fermé compact

avec By est un convexe fermé et T*(B);) est un compact. D’ot1, d’apres le Corollaire 2.2.1,

I'opérateur 7™ possede un point fixe, i.e.,
d2x € By THx = x,

qui est encore un point fixe de 7. En effet,
— si||Tz||x < M, on a alors

c=T'2=Tx

car T*x =T, si | Tx||x < M.
— Si ||Tz||x > M,

r =T =0Tz avec o = o €]0,1].

1Tl

lzllx = IT"z][x = M.

Cela contredit (2.3.1). Donc, ||Tz||x < M et par suite t = T*x =Tz. m

2.3.3 Théoréme de Leray-Schauder : cas général

Théoréme 2.3.2. Soient X un espace de Banach et T un opérateur compact de X x [0,1]

dans X tel que
T(x,0) =0, Vx € X.
Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que
V(z,0) € X x[0,1] (z =T(x,0) = ||z||x < M). (2.3.3)
Alors, lopérateur T de X dans lui méme, défini par
Ti(z)=T(z,1), z € X,

posséde un point fize.
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Pour démontrer ce théoreme, on aura besoin du lemme suivant qui est une conséquence

du Corollaire 2.2.1.

Lemme 2.3.1. Soit By = B(0, M) la boule ouverte de centre 0 et de rayon M > 0 dans
Uespace de Banach X. Soit T une application continue de By dans X telle que T(Byy) soit

relativement compacte et T(OBy;) C Byy. Alors T posséde un point fize.

Démonstration. On considere 'opérateur T défini par

Tx si||Tx||x < M

H S
—Tx si||Tz||lx > M.
| Tz x

L’opérateur T* est continu de By, dans lui méme, comme T'(Bj;) est relativement com-
pact, T*(Bjs) lest aussi (voir la démonstration ci-dessus). Le Corollaire 2.2.1 implique que

I'opérateur T* possede un point fixe, i.e.,
JreBy:Tx=ux.
— Si||Tz||x < M, on a alors
r=Tz=Tx

i.e., x est un point fixe de 7.
- Si ||Tz||x > M,

z=T'c =

Tzx.
|Tz| x

lellx = Tz x = M,

de sorte que I'hypothese T'(0B)y) C By implique [|[Tz||x < M, ce qui est une contradiction.
|
Démonstration. (du Théoréme 2.3.2)
Soient £ €]0, M| et & la fonction réelle définie sur [0, M| par
1 si0<t< M-—¢
&) =19 M-t

9

siM—e<t<M.
On peut vérifier que & est lipschitzienne :
1
£(6) — () < It = sl, ¥t 5 € [0, M],
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En effet, si s,t € [0, M —¢[ on a
1
&)~ €(s)] =0 < 2t — .

Sis,te[M—e M|,
M — M —
e(s)= 75 o= Mt

() — &) = LM —t— (M=)

1
= —ls—1
€

1
= —|t—s|
£
Il reste deux cas, le cas ou s € [0,M —¢[ett € [M —e, M| et le cas ou t € [0, M — €] et
s € [M — e, M]. Il suffit d’étudier I'un d’eux car le second résulte du premier en échangeant

les roles joués par s et t. Soient s € [0, M —e[et t € [M —e,M], on a

M —
56(8) =1, ga(t) = t'
€
Donc
M —t
&) - &l9)] = 1= 1]
= 1|M—t—5|
€

1
= —(t—M+¢e) carte[M —e, M].
€

Or s <M —¢,donc —M + ¢ < —s et par suite t — M + ¢ <t —s. Donc
1
[€:(8) — () < [t — s,
Considérons I'application 77 définie par

v o Tiw=T(z,&(]l2]x))-
T s’écrit T =T o R, avec

RSIEM — XX[O,l]

r — Rer = (z,&(|z]x)).
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Il est clair que lapplication R. est continue (car & l'est), donc T est continue comme
composée d’applications continues (7" est continue car elle est compacte). Montrons que 7
est compacte : 'image T*(B);) est séquentiellement relativement compacte. En effet, soit

(21)n>1 une suite de T*(Byy), donc
2y =T (2n) = T(xn, & (|20l x))s Tn € By, Vn > 1.
Comme la suite (2, &(||zn||x))n>1 est bornée dans X x [0, 1] et I'application
T:X x[0,1] — X

est compacte, alors on peut extraire de (2,),>1 une sous-suite (z,,);>1 convergente dans X

et comme (zy,);>1 est une suite d’éléments de T*(Bj,) puisqu’elle s’écrit
Zn; =12y, Ty, € B, i > 1,

cela montre que T*(B);) est séquentiellement relativement compacte donc relativement com-
pacte. On a aussi T(0By;) = {0}, grace a la condition exigeant T'(z,0) = 0, Vo € X. En
effet, soit z € T (0B)). Donc

z=Tx =T(z,&(]|z|lx)), © € OB

On ax € 0By (||z||x = M), donc & (M) = 0. Par suite, z = T'(x,0) et donc z = 0. Ce qui

montre que 7(0B)y) = {0}. Grace au Lemme 2.3.1, T possede au moins un point fixe z(¢)

dans By
Trx(e) = x(e), z(e) € By
1
Prenons successivement ¢ = T k = ko, ko + 1,... avec kg suffisamment grand pour avoir
1

T < M. On obtient alors une suite de points ()i, de By telle que
0

1
T — :E(E)’ Tg.ﬁlﬁk = T(.ﬁlﬁk,ak) = Tk, avecC 0 = f%(”ﬂ?kux), vk Z k’o.

Comme la suite ((xk, o%))k>k, est bornée dans X x [0,1] et T est compacte alors, il existe

une sous-suite (zy,)i>1 de (zx)r>1 qui converge dans X vers un élément x € By,
T, — x, 1 — 0o, dans X

et donc

el = llell, & — oo.
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La suite (o}, )i>1 admet une sous-suite (o );>1 convergente dans R vers un élément o € [0, 1]
(car oy, € [0, 1] qui est compact)
o — 0, i — 00, dans [0, 1].
Donc
(T, 0) = (z,0), i — 00, dans X x [0, 1].
Compte tenu de la continuité de 7' (du fait qu’elle est compacte), on a
zy, = T(zy, 00) = T(x,0), i — 0.
On a aussi
Ty, — T, 1 — 00.
Gréce a I'unicité de la limite de la suite convergente (zy)i>1, on a
x=T(z,0).

Si o = 1, le théoreme est démontré. Si o < 1, on a gy < 1, Vi > io. Donc, grace a la
définition de &, on a

1
M = < llzwgllx, Vki > ki, (2.3.4)

car

or =1 (lowllx) <1

1
ce qui implique que ||z | x > M — i D'ou ||z||x = M. En effet, ||z||x < M découle du fait

que ¥ € By et ||x]|x > M s’obtient par passage & la limite dans (2.3.4). Donc on a
r=T(z,0) et ||z|x = M,

ce qui contredit 'hypothese (2.3.1) du théoréeme de Leray Schauder. Donc, le cas o < 1 est
exclu et par conséquent o = 1 et T(z,1) = x. Ce qui prouve que 77 : X — X possede un

point fixe. m

2.3.4 Application a la résolution d’un probléeme de Dirichlet semi-
linéaire
Soient 2 un demaine borné de RY, f € L?(Q2) et g : R — R une application continue

telle que g(s)s > 0,Vs € R et

9(s)| < Co+ Chls|, Vs € R (2.3.5)
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avec Cy et ('] deux constantes positves.

On cherche a trouver u : 2 — R solution faible du probleme suivant :

—Au+g(u) = f dans Q (2.3.6)

u=>0 sur I'.
Utilisons le théoreme de Leray-Schauder pour résoudre ce probleme. Considérons I'opérateur
T défini sur X x [0,1] avec X = L*(2) par
T:X x1[0,1] — X
(v,0) — T'(v,0) =u
ou u est I'unique solution du probleme aux limites linéarisé suivant :

—Au=0(f - g(v)) dansQ (2.3.7)

u=2~0 sur I'.

Pour voir I'existence et 'unicité d’une solution faible dans V' = H(€2) muni de la norme du
gradient ||v|lv = [|Vv|12(q), on prend la forme bilinéaire symétrique, continue et coercive sur
VxV

a(u,w) = /QVu~Vw de, u,weV

et la forme linéaire sur V'
F(w) za/ﬂ(f—g(v))w dx, Yw eV
qui est une continue sur V. En effet, d’apres (2.3.5) et 'identitée de Poincaré, on a
F(w)] < oIl + Col2* + Cullv]z@)Callw]lv, Yuw € V

ou || est la mesure de Lebesgue de €2. On appliquera le théoréeme de Lax-Milgram pour
conclure.

Il est clair que T'(v,0) = 0, Vv € X car I'unique solution de probléeme homogene de (2.3.7)
est la solution nulle.
Estimation de la solution

Comme la solution du probleme (2.3.7) vérifie

| Vu-Ved =0 [ (f = (9(0))p dr, %o € HY(Q),
alors pour ¢ = u, on obtient
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/ |Vul? do = a/ lf —g(v)|udz
Q Q
< |If = g()llLz@)llullLz@)-

D’ot, en utilisant (2.3.5) et 'inégalité de Poincaré, on obtient

IN

Callfllez@) + CaChllvlliz ) + CaColQ2
< CIfllL2@) + llvllLz@) + 1)

Hu“ﬂg(ﬂ) (2.3.8)

ou C' est une constante indépendante de v.
Continuité de T

Soit ((vn, 0pn))n>1 une suite de L2(Q) x [0, 1] convergeant vers (v, o) dans cet espace. Donc
v, — v dans L*(Q) et 0,, — o dans R.
On a |[unllya) = 17 (vn, 04) [[23()» alors grace a (2.3.8), on obtient
IT s o) gy < CUl Ny + ooy +1) < B, ¥ 2 1

avec R une constante indépendante de n. Or (v,),>; est bornée dans L*(2), on peut alors
grace a la réflexivité de HJ () et a la compacité de son injection dans L?({2) extraire une

sous-suite (U, )m>1 telle que
Uy, — u dans H(Q) et u,, — u dans L2(Q).
En passant a la limite dans I'identité intégrale :
/QVum Vo dr = am/g(f — g(vm))p dz, Yo € H{(Q),
il vient que
/QVu Vo dr = U/Q<f — g(v))g dz, Yoo € HE(Q).
Puisque (2.3.7) admet une unique solution faible u alors
T(v,0) = u.

Soit (u;);>1 une sous-suite de (uy),>; telle que u; = T'(v;, 0y) , or avec la suite ((v;, 07));>1 on

peut refaire tout le travail fait pour aboutir une sous-suite ((vy, op))r>1 telle que

uy — u dans L2(92).
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Donc c’est toute la suite (uy,),>1 qui converge vers u dans L?*(2). Ce qui montre la continuité
de T'.

Compacité de T

Soit B un borné de L2(€2) x [0,1]. Donc B est contenu dans un produit du type B x [0, 1]
avec B un borné de L2(Q2), qu’on peut supposer étre une boule de center 0 et de rayon r > 0.

Pour v € T(B), on a, grace a (2.3.8)

lullzgie) < CUIS @) +7+1) = p,

avec u =T(v,0) , (v,0) € B x [0,1]. Ce qui montre que T applique B dans la boule fermée
de centre 0 et de rayon p dans H}(Q2) C L*(Q). Soit alors (uy,)neny une suite d’éléments de
T(B) avec u, = T(vn,0y), (Un,0n) € B. Comme (uy,)nen demeure dans un borné de HJ(Q),
donc on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement vers un élément u de L2(2).

Cela montre que

—1.2(Q)
T(B) est compact.

Donc T' est compact.

Estimation des éléments de L?(Q) tels que v = T'(v,0). On a

/QVU Vo dr = a/ﬂ(f — (g(v)p dz, Yo € Hy(Q).
Pour ¢ = v, et puisque on a supposé que g(s)s > 0, Vs € R, on obtient
/Q|Vv|2 dx:a/ﬂfvd:v—a/gg(v)vdm§0/vad:p.
D’apres I'inégalité de Poincaré, on a
L1908 do < ey ol < Coll fl( [ 190 da)?.
Donc
ol 0) < CallfllLa@)- (2.3.9)
D’ou d’apres I'inégalité de Poincaré et (2.3.9), on a
[vlle2i@) < Callvllg@) < CallfllLz@) < Callfllia@ +1 =M.
Finalement, d’aprés le théoréme de Leray-Schauder, 'opérateur T; : L2(2) — L2(Q) défini

par Ti(u) = T(u,1) possede un point fixe. Ce qui montre l'existence de la solution du

probleme
u € Hy(Q)

) _ 1
/QVU Vo dx+/ﬂg(u)g0 dx /Qfgo dx,Yp € Hy(Q2).
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Remarque 2.3.1. On peut prendre dans le probléeme précédent f dans l'espace H™1(Q2) le
dual de HY(Q). Il suffit d’identifier g(v) qui est dans L2(Q) avec l’élément G, de H~(2)
défini par

(Gue) = | 9(v)p da, Vo € HY(Q).

Remarque 2.3.2. Puisque le théoréme de Leray-Schauder ne dit rien sur l'unicité du point
fixe, lutilisation de ce théoreme pour prouver [’existence de solution d’un probléme aux limites
est complétée par une étude séparée de la question d’unicité. Cette étude est souvent difficile.

Dans le probléeme (2.3.7), pour avoir l'unicité il suffit de supposer que la fonction g est
croissante. En effet, soient uy et us deuz solutions faibles du probléme (2.3.7) on a par

soustraction

up — uy € Hy(Q)
/QV(ul —ug) - Vi dr + /Q(g(ul) — g(ug))p dr =0, Yo € HL ().

Pour la fonction teste ¢ = uy — ug, on a

/QV(ul —uy) - V(up — ug) dr + /Q(g(lh) — g(ug))(ug — ug) dz = 0.

Comme g est croissante, cela implique que

/Q |V (u; — ug)|? dz = 0.

D’ot uy = uy puisque up — ug € H(Q).
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CHAPITRE

3 Méthode des opérateurs

monotones

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des opérateurs monotones qui a été initiée

par G. Minty en 1962. Nous donnons aussi quelques applications de cette méthode dans la

résolution de certains problémes elliptiques non linéaires.

3.1

Opérateurs monotones

Dans tout ce qui suit, V' dénote un espace de Banach et V' son dual topologique.

Définition 3.1.1. On dit d’un opérateur AV — V' qu’il est :

1.

2.

Monotone si (Au — Av,u —v) >0, Yu,v € V.
Strictement monotone si (Au — Av,u —v) > 0, Yu,v € V,u # v.

Fortement monotone s’il existe une fonction v : R, — R, telle que

v(0) =0, v(t) >0, Vt >0, et lim (t) = +o0,

t——4o00
vérifiant :

(Au — Av,u —v) > ||lu — v||y(||lu — v||), Yu,v € V. (3.1.1)

Uniformément monotone si l'inégalité (3.1.1) est vérifiée avec la fonction t — t7y(t)

croissante.

Remarque 3.1.1. La définition donnée ci-dessus reste vraie si l'opérateur A est défini seule-

ment sur son domaine D(A) C V. Dans ce cas, les éléments u et v seront pris dans D(A).

Cette remarque est valable pour toutes les définitions de ce chapitre.
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Remarque 3.1.2. La monotonie généralise la notion de fonction croissante de R dans R.
En effet, soit f : R — R une fonction croissante. En identifiant R avec son dual (R/), on

voit que 'opérateur f est monotone :

(f@)=f)z—y)=[f2) = f@Wllr—y] 20, Yo,y €R
car f est croissante.

Exemple 2. Soit A une matrice N x N a coefficients réels, symétrique et définie positive.
Alors lopérateur A - RN — (RY) = RN est uniformément monotone. Cela résulte de

l’existence d’un nombre a > 0 tel que
(Az,z) > ol|lz|* Vr e R". (3.1.2)
En effet, soient z,y € RN, on a
(Ar — Ay, z —y) = (Alx—y),z—-y)
> alz —yl* = allz — yllid([la - yl).

Done, il suffit de prendre y(t) =t dans la définition de la forte monotonie (dans ce cas,
t — ty(t) = t* est une fonction croissante). Montrons maintenant l’inégalité (3.1.2).

Comme la matrice A est définie positive, la fonction ¢ donnée par
() = (Az,z), x € RY

est telle que

Y(z) >0, Vo € RY, 2 #0
et comme elle est continue sur RN, son minimum sur la sphére unité de RN est strictement
positif : o = msin Y(x) > 0. Cela implique que

(Az,z) > al|lz||* Yo € RN, (||.|| est la norme euclidienne de RY).

Exemple 3. Soient Q un ouvert borné de RN et A Uopérateur de H3(Q) dans H~1(Q), défini
par

Au = —Au = —divVu, u € Hy(52),

avec

(Au,v) = /QVU Vo d, Yu, v € Hg(Q).
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Munissons H3(Q2) de la norme du gradient, c’est-a-dire

[0ll330) = IVUlL2(9)-
Alors, A est un opérateur uniformément monotone. En effet, soient u, v € HA(Q), on a

(Au— Av,u —v) = (A(u—v),u—v)
= QV(u—v)-V(u—v)d:E

= Jlu— ol

= [lu— vl @id(lu —vlu@)-

Exemple 4. Soient p > 1 un nombre réel et Q un ouvert borné de RY, alors l'opérateur

’

A WeP(Q) — WP (Q)
u — Au = —div(|VulP*Vu)

est monotone. La preuve utilise le fait que 'opérateur

Q: RY —RY

v Qr) = |z
est monotone. En effet, soient x, y € RY, on a

Q) = Qy),x—y) = (JafPx =y 2y, —y)

= |zlP — |y|P Py — |2 Py + |ylP

Mais
ly[P eyl < |y[P7Ya| (inégalité de Cauchy-Schwarz)
1 1
< —=y|? 4+ =|z|P (inégalité de Young).
b b
De meéme
_ 1 1
PP ley] < S lafP + = y]P.
b D
Donc

1 1 1 1
Qz) —Q),z—y) = |z' = Sy’ — [z’ — |z’ — = |y|” + |[y[".
(Q(r) = Q(y) )z el = Slel = Sl =l =l +
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Par suite,

DS U NRVEE U N
(Qz) —Qy),x —y) > |z (p,+p)\y! (p,+p)||+!y\ 0. (3.1.3)

Retour a Uezemple : soient u,v € WyP(Q), on a
(Au— Av,u —v) = (Au,u—v) — (Av,u —v)
= /Q|Vu|p_2Vu-V(u—v) dx—/Q\VUV’_QVU-V(u—v) dx
= /Q(|Vu|p72Vu — |VuP2Vu)V (u — v) da.
On pose © = Vu, y = Vv et on applique (3.1.3)

<Au—Av,u—v>2/Odaj:O.
0

3.2 Opérateurs bornés, Opérateurs hémicontinus

Opérateurs bornés

Définition 3.2.1. Soit A un opérateur d’un espace de Banach V dans un espace de Banach

W. On dit que A est borné s’il transporte les bornés de V' dans les bornés de W, c¢’est-a-dire
Vp>0,3C,>0 tel que A(By(0,p)) C Bw(0,C,)

ou By (0, p) (respectivement, By (0,C,)) désigne la boule ouverte dans V (respectivement,

W) de centre 0 et de rayon p (respectivement, C,).

Exemple 5. Pour p > 1 et  un ouvert borné de RY, l'opérateur
A WH(Q) — W (Q)
u — Au = —div(|Vu[P?Vu)

est borné, (V. = WyP(Q) est muni de la norme du gradient ||[v||y = ||Vv|lLey). En effet,

pour o € Wy P(Q), on a par définition
(Au, p) = / |VulP—*Vu - Ve dz.
Q
Montrons que A est borné de V dans V' = W*Lpl(Q). Soit p > 0, pour u € By (0, p), on peut
écrire

JAully: = sup |{Au, @) = sup | [ [Vul" 2V Vi da].
eV eV Q

llelly <1 llelly <1
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Or
|/ |VulP~2Vu - Vi dx| §/ |VulP~ V| d.
Q Q

En utilisant ['inégalité de Holder, on trouve

1
7

[Aullvs < ([ 1901799 dw)i (|19 da)? =l el < o

D’ot ||Aully: < pP~L. Done, on a bien A(By(0,p)) C By (0, pP71).

Opérateurs hémicontinus

Définition 3.2.2. Soit V' un espace de Banach réflexif. Un opérateur A : V. — V' est dit

hémicontinu si l’application

R —R

A — (A(u+ ), w)
est continue pour tout u, v, w € V.

Exemple 6. L opérateur

A HY(Q) — HTH(Q)
u > Au = —Au = —div(Vu),

est hémicontinu. En effet; soient u,v,w € H(Q) et A € R, on a
(A(u+ \v),w) = / V(u+ M) - Vw dx
Q

= /Vu-dex—l—)\/Vv-dex
Q Q

= a-+ Ab.

Ce qui montre que A — (A(u + Av),w) est continue.

Remarque 3.2.1.
Soit Uopérateur Au = —div(|Vu[P~2Vu) + L(z,u), u € Wy (Q) avec L(x,u) non monotone

(croissant) en w, par exemple L(x,u) = |u|. Dans ce cas, l'opérateur A n’est pas monotone.

Il existe une classe particuliere d’opérateurs qu’on appelle :
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3.3 Opérateurs pseudo-monotones

Définition 3.3.1. Soit V un espace de Banach réflexif. On dit que lopérateur A .V — V'

est pseudo-monotone s’il est borné et vérifie :

u; — u dans V , limsup(A(u;), u; —u) <0

j—+oo
(%) =
Yo e ‘/,ljigggﬂA(uj),uj —v) > (A(u),u — v).

Théoréme 3.3.1. Soit V un espace de Banach et A :' V. — V' un opérateur. Si A est

borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.

Démonstration. Puisque A est borné, il reste a vérifier la propriété (x). Supposons que

u;) est une suite de V' qui vérifie u; — u et que limsup(A(u;),u; —u) < 0. En utilisant la
j J j)y Uj
Jj—00
monotonie de A, on obtient

(A(uj), uj —u) > (A(u),u; —u) — 0, lorsque j — +o0.
Alors

lim inf(A(w;), u; —u) > 0.

J—r+00

Ce qui conduit a

0 < liminf(A(u;),u; —w) <limsup(A(u,),u; —u) <O0.

J—rtoo j—+oo
Par conséquent
ligl (A(uj),uj —u)y =0. (3.3.1)
j—too
Soient v € Vet 0 < § < 1. On pose w = v + (1 — f)u. On a
(Au;) = A(w),u; —w) 20
En remplacant w par 6v + (1 — 6)u = u + 6(v — u), on obtient
O(A(uy), u = v) > =(A(uy), uj = u) + (A(w), u; — u) + 6(A(w), u — v)

et en utilisant (3.3.1), on arrive a

6 lim inf(A(u;),u — v) > 0(A(w),u — v).

J—+00
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D'oil
lim inf (A(u;),u = v) > (A(w),u—v),
Puisque
(A(uj), uj —v) = (Aluy), u; — u) + (Alu;), v — v),

on a nécessairement

liminf(A(u;),u; —v) > lminf(A(u;),u —v)

Jj——+oo Jj—+o0

(A(w),u —v).

v

En utilisant la propriété de ’hémicontinuité de A et en faisant tendre 6 vers 0 (dans ce cas

w tend vers u), on aura

Vo e V, liminf(A(u;), u; —v) > (A(u),u — v).

Jj—+oo
Ce qui montre que A est pseudo-monotone. m
Remarque 3.3.1. On ne peut pas déduire la pseudo-monotonie directement a partir de
la monotonie sans vérifier la bornitude et [’hémicontinuité de l'opérateur. La propriété de

monotonie n’est ni plus forte, ni plus faible que la propriété de pseudo-monotonie. Pour plus

de détails, voir [14] et [15].

3.4 Théoreme de Minty et applications

3.4.1 Théoreme de Minty

Théoréeme 3.4.1. Soit V un espace de Banach réflexif et séparable. Supposons que l’opéra-
teur AV — V' vérifie

1. A monotone, borné et hémicontinu

2. A coercif, au sens que

. (Av,v)
lim = +00.
ol —+oo |v]|v

Alors, pour tout f € V', il existe u € V tel que Au = f. De plus, si A est strictement

monotone, l'élément u est unique, i.e. A est une bijection entre V et V'.
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Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4.1. Soit

P:R™ — R™ z+— P(x),
une application continue. Supposons qu’il existe p > 0 tel que
(P(z),z) >0, Vx € S, ={x e R": ||z]| = p}. (3.4.1)
Alors, il existe £ € B, = {x € R™ : ||z|| < p} tel que P(E) = 0.

Démonstration. Raisonnons par absurde. Supposons que P(x) # 0, Vo € B, et

considérons I’application

R:B,— B, v+ R(z) = — I\wall P(x)

qui est alors continue. En utilisant le théoreme du point fixe de Brouwer, on obtient ’existence

d’un point ¢ de B, tel que R(¢) = &£ On a alors

(P(€),&) = (P(£),———P(€))

TP@
- e (PE). P(E)
= PO
- APl

Done (P(€),€) < 0 et

el = 1R
= I~ g™

Ce qui contredit (3.4.1). Par suite, il existe & € B, tel que P(§) =0. m

Remarque 3.4.1. Si m = 1 dans le lemme précédent, alors on retrouve le théoréme des

valeurs intermédiaires. En effet, 'hypothése (3.4.1) s’écrit

P(p)p =0 et P(=p)(—p) =0

car dans ce cas S, = {—p, p}. Ce qui signifie que P(p) et P(—p) sont de signes contraires.
La continuité de P implique ’existence de py € | — p, p[ - P(po) = 0.
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Démonstration. (du Théoréme 3.4.1)
1. Soit f € V'. Puisque V est séparable, alors il existe une base dénombrable {wy, wq, ws, ...}
dense dans V. Définissons I'espace V,,, de dimension finie engendré par I’ensemble des vecteurs
{wy, ws, ..., wy}, c’est-a-dire

Vin = (w1, we, ..., Wy

Cherchons une fonction u,, € V,,, vérifiant
(A(up),w;) = (f,w;), j=1,2,...,m. (3.4.2)

Et pour trouver
m
m = ij%ﬁ
j=1

on définit 'opérateur
P:R" — R" &= (&,8,...&,) — P(§)

comme suit

P(&) = ({(Alum) = frw1), (A(um) = frwz), oo (A(um) = f,wn)).

P(&) — P(v) => (P, . Vic1, &, Givs s &) — P(vr, ooy Vic1, Vi Einty ooy )

i=1
et la composante d’indice k de cette expression est

n

n i—1 n
SUAD Jvjwy + D G+ Gwy) — fowe) — Y (A Zz/]w]+ Z §wj + viw;) — f,wg)

i=1 j 1 j=i+1 i=1 j=1 j=i+1
n —1

= Z ZVJwJ + Z §jwj + §w;) — Z’/Jw] + Z §w; + vyw;), wy)
=1 Jj=i+1 Jj=1 Jj=i+1

3

= D (A + &wi) — A(ps + viws), wy)
i=1
ol on a posé

Z’/Jwy + Z &w;.

Jj=i+1

Soit € > 0, on sait que A est hemlcontlnu, donc il existe o > 0 tel que

€ — V] < o = |A(ui + Ew;) — A(p; + vawy)| < %
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(car [ — V| < a = |& — vi| < a). Par suite,

n

Z |A(p; + &w;) — Ay + vw;)| < e.

i=1
Ce qui signifie la continuité de la composante d’indice arbitraire k, par suite, on a la continuité
de P. De plus, la condition 2) du Théoreme 3.4.1 implique que pour chaque o > 0, il existe
p > 0 tel que
(A(u), u) = alful], Y|u| = p.

En choisissant, o > || f|], il existe p > 0 vérifiant
Viull = p, (Aw) = f,u) = aflul] = [[F]l|lu] = 0.
En utilisant le Lemme 3.4.1, il existe u,, € V,, telle que

Aum) = f.

Mais (3.4.2) donne
(A(um), um) = (f,um), Ym =1,2, ...

Par conséquent,
(A(tm), um)

< £l (3.4.3)
[ v

Ce qui entraine ||u,,||y < C (en utilisant la condition 2) du Théoréme 3.4.1 et puisque A est

un opérateur borné, on a

|A(um)|lv <C Ym=1,2, ..
et puisque V est réflexif, il existe une sous suite (uy) telle que

u, — u dans V faible

A(ug) — ¢ dans V' faible .

En utilisant (3.4.2), on a
(A(ug),w;) = (fiwy), Vj=1,2,.. k.
En fixant j et en faisant tendre k vers +o00, on obtient
(,wj) = (f,w;), Vj =12, ...

Par suite, 1) = f. La relation (3.4.2) implique aussi
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Par conséquent

lim (A(ug), up) = (f, u)

k—+o00
ou bien

lim (A(ug), ur) = (Y, u). (3.4.4)

k——+o00

Pour terminer la démonstration, on utilise la monotonie de A pour obtenir
(A(ug) — A(v),u, —v) >0, YveV.

Ce qui donne

(Alur), u) = (Alug), v) = (A(v), ug = v) > 0.
En faisant tendre k vers +o0o et en utilisant (3.4.4), on arrive a
<¢7u> - <¢7U> - <A<U>7u - U> >0

et par suite

(Y —A(w),u—v) >0 Yo e V. (3.4.5)
On prend v = u — Aw dans (3.4.5) ou A > 0, et w € V pour obtenir
AN — A(u — Mw),w) >0, YweV

et done

(v — A(u — Aw),w) >0, Yw €V, VA > 0.
En faisant tendre A vers 0 et en utilisant I’hémicontinuité de I'opérateur A, on obtient
(¥ — A(u),w) >0, Yw eV (3.4.6)
et en prenant v = u + Aw dans (3.4.5) et en reprenant les étapes précédentes, on arrive a
(¥ — A(u),w) <0, Vw e V. (3.4.7)

De (3.4.6) et (3.4.7), on a
(¥ — A(u),w) =0, Yw € V.

Finalement,

Aluy=y = feV.
Ce qui termine la démonstration du Théoreme 3.4.1. m
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3.4.2 Applications

Premiéres applications :

1. Soit © un ouvert borné de RY. Comme l'opérateur A = —A (le laplacien) est hémi-
continu de H}(2) dans H~1(Q), fortement monotone, borné (prendre p = 2 dans un
exemple précédent) et coercif (grice a la forte monotonie), donc A est un isomorphisme
de H}(2) dans H™1(Q) et ceci grace au théoréme précédent car Hi(2) est un espace

de Banach réflexif et séparable. Donc le probleme

u € Hy(Q)

—Au = f dans )
admet une seule solution pour tout f € H=1(Q).

2. Soit € un ouvert borné de RY, on veut montrer Iexistence d’une solution faible au

probleme :

N ou
p—2 — 0
g 89@ ‘ ox; 9z, = F S ES

u =0, sur I' = 09,

(3.4.8)

ol 1 < p < +ooet f e W (Q) = (WyP(Q)) avec %+I% = 1. Pour vérifier les
conditions du Théoréme 3.4.1, on considére I'espace de Banach V = W, ?(Q) muni de

la norme
[v]| = [[VV||Le), Yo € V

Notons que la bornitude et la monotonie de 'opérateur A ont été démontrées préce-

demment. Donc, il nous reste a vérifier que A est coercif et hémicontinu.

/z

Coercivité de A : Soit v € V', on a

I

Ce qui donne

(A(v),v)

Tl — ||U||]€/_1 — 400, lorsque ||v]|y — 400, car p > 1.

Donc A est coercif.

Hémicontinuité de A : Soient u,v,w € V', on définit

g(t) = <A(U+tv) w)
/ Z |8 (u+ tv) |p_28(u+tv) ow

ox; oxr; O0x; dr
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Pour montrer que A est hémicontinu, on montre que la fonction ¢ : R — R est

continue. Prenons une suite (tk) de R telle que t, — t, t € R et on écrit

o( U—i—tkv p20(u + tpv) Ow

En utilisant le fait que la fonction s — |s|p*28 est continue pour tout p > 1, on arrive

a
’8(u + tgv) |p_28(u + tgv) Ow . ’a(u + tv) ’p_Qa(u + tv) Jw
et cela pour tout x € ) et pour tout ¢ = 1,2,..., N. Il existe une constante m > 0

telle que |tx| < m pour tout k car (#;) est convergente. Par conséquent,

ou
ox;

ow ov

oz, oz

ow

O(u + tyv)
— ik

|p—1|87w

<
el <clgt

e P

(3.4.9)

Puisque le membre du coté droit de (3.4.9) est une fonction de 'espace L!(), alors
on peut appliquer maintenant le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue. On
en déduit que g(tx) — g(t). Ce qui montre que g est une fonction continue. Par suite,
Popérateur A est hémicontinu.

En appliquant le Théoréme 3.4.1, on déduit que le probleme (3.4.8) admet une solution
faible u € W, 7(Q).

Unicité : L’unicité de la solution du probleme (3.4.8) résulte du fait que 'opérateur A

est strictement monotone.

Une autre application du Théoreme 3.4.1

Considérons l'opérateur A défini par

A WiP(Q) — WI7'(Q)
ur— Au = —div(a(x, Vu)),

olt  est un ouvert borné de RY, p €]1, +oo| et a(-,-) vérifie les hypothéses suivantes :

a. a:QxRY — RY est de Carathéodory.

,+) est coercive, i.e.,
Jor > 0 tel que a(z,§) - § = a\lﬁHﬁN,% ERYN pp.enz e,

1

c. Il existe C' > 0 et une fonction positive ag € L”'(Q), (2 + L = 1), telles que

p p

la(z, &)l < C(IENEN + ao(2)), VE € RY, p.p. en z €,
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d. a(-,-) est strictement monotone, i.e.,
(a2,€) — alw,€)) - (€~ €) > 0, V&, & €RY, € £ pop.enz € Q.

Théoreme 3.4.2. Sous les hypothese précédentes sur a, pour tout f € W_l’p/(Q), il existe

un unique u € WyP(Q), solution de

—div(a(z,Vu)) = f dans
u=20 sur 0.

Démonstration. Soit V = W () muni de la norme du gradient. On a pour tout u, ¢ € V
(Au,p) = (~div(a(z, Vu)). @) = [ alz.Vu) - Vi da.

1. Pour tout u € V, Au est bien défini et A est borné car d’apres (c¢) et I'inégalité de

Holder, on a

(Aug)| < C [ (Vul™" +a0)- [Vl da
< CUIVullag + laolluy @) IVellir@)-
2. A est coercive, car d’apres (b)
(Au,u) = /Qa(x,Vu) -Vudx > 04/Q |Vul? de = af|ull}.
3. Montrons que A est hémicontinu. Soient u, v,w € V et A\ € R. Montrons que la fonction
g définie par
g:R — R
A — (Alu+ ), w) = /Qa(x, V(u+ \v)) - Vw dz
est continue. Soit (\,) une suite de R convergeant vers A € R. D’apres (a), on a
a(z, V(u+ A\0)) = a(z, V(u+ Av)) p.p. dans €.

Et d’apres (c¢) et comme ()\,) est bornée, on trouve

la(z, Vu+AV0) - Vw| < C(|Vu+ \Vol~! +ag) - [Vl

IN

Co(IVulP™t + |\ P71 [VolP™ + ap) - [V
< C(IVulP~t 4+ | Vo™ +a) - [Vuw|
avec C, = C'max{1,2P~?}. Alors, d’apres le théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue, on a
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lim (A(u+ A\w),w) = (A(u + M), w).

n—-+00

4. A est strictement monotone car d’apres (d) on a

Yu,v € V avec u # v, (Au — Av,u—v) = /Q(a(:c, Vu) —a(x, Vv))- (Vu— Vo) dz > 0.

Donc, d’aprés le Théoréme 3.4.1, pour tout f € W= (Q), il existe u € Wy*(Q) tel que
Au=f.

Pour montrer 'unicité, on suppose que il existe u; et usy tels que
/Qa(a:, Vu)Vo dr = (f,¢) , Yo € WiP(Q),i = 1,2.

Par soustraction, on trouve

/Q(a(m, Vuy) — a(z, Vug)) - Vo dz = 0, Vi € WP (Q).
En posant ¢ = u; — us, on trouve

/Q(a(:z, Vuy) —a(xz,Vuy)) - (Vuy — Vuy) de =0

et griace a (d), on obtient le resultat suivant :

(a(x,Vuy) — a(z, Vug)) - (Vu; — Vuy) = 0 p.p. dans €.

Ce qui implique que Vu; = Vus p.p. dans €. Puisque u; = uy sur 02, on a u; = us p.p.

dans 2. =

3.5 Une autre méthode utilisant la monotonie des opé-

rateurs

Maintenant, on va voir une autre méthode ou la monotonie de 'opérateur joue un role

important. On commence par un lemme principal

Lemme 3.5.1. Soit A : RY — RY une fonction vérifiant pour deux constante o > 0 et

C>0:

a) |A(€) — A(§)| < ClE - ¢,V & e RY,

b) (A(€) — A(€)) - (£ = ¢&) = al¢ = '], V¢, & e RY.

Alors, pour tout b € RN, il existe une unique solution du systéme

A(€) =b. (3.5.1)
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Démonstration. Il est clair que le systeme (3.5.1) est équivalent au systeme
§—eA(§) +eb=¢
ot € > 0 sera choisi ultérieurement. On considere la suite récurrente (%)) ey définie par

€0 ¢ RN donné et
) = £0) — 2 A(EP) 4 gb,

On a
¢t _e) = ¢ _ e-1) _ 5(A(§(p)) _ A(f(P*U)). (3.5.2)

En considérant la norme euclidienne du vecteur £P1) — £() et en utilisant (3.5.2), on arrive
a
) )2 = ) =12 2 (A(£P)) — A(£P~V)). (£P) — =) 1 22| A(£P) — A(£P~ 1) 2,
En utilisant les deux conditions a) et b) du Lemme 3.5.1, il vient que

) — |2 < (1 — 2ae + 20?)|¢@ — ¢—1)|2,
On choisit maintenant € > 0 telle que k?> = 1 — 2ae 4 €2C? < 1. Par suite, on a

|§(p+1) — §(p)| < k|§(p) — é‘(zu—l)|7 k< 1.
Donc (£®) est une suite convergente vers une limite (qu’on notera &) vérifiant
A() = b,

Pour montrer 1'unicité, supposons que £ et £ sont deux solutions du systeme (3.5.1). On

aura alors
A(§) — A(g) =0.
Ce qui implique que
0= (A(§) —AE)NE - &)z al - &%

Par conséquent, £ =¢'. m
Supposons maintenant qu’en plus des hypotheéses du Lemme 3.5.1, on a A(0) = 0. Re-
marquons que cette hypothese est technique et est toujours vérifiée quitte a remplacer A(&)

par A(§) — A(0). Sous ces conditions, on veut trouver une solution au probleme

—div(A(Vu)) = f, dans )
u =0, sur 0f).

(3.5.3)
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Théoréme 3.5.1. Soient Q un ouvert borné de RN et f € H~1(Q). Alors, le probléme (3.5.3)

admet une unique solution faible u € H(Q), vérifiant
/QA(Vu) Vo de = (f,0), Yo € HL(Q).

Démonstration. On commence par démontrer 1'unicité. On suppose que le probleme

(3.5.3) admet deux solutions wuy, us € H3(2). On a alors
/Q [A(Vauy) — A(Vus)] - Vo dz = 0, Yo € HA(Q).
En prenant v = u; — uo, on arrive a
0= /Q[A(Vul) — A(Vuy)] - (Vuy — Vug) dx > a/Q |Vuy — Vus|? d.

Par suite u; — uy = 0 car u; — uy € H3(2). Ce qui montre 'unicité de la solution dans le cas
ou elle existe.

Maintenant, on étudie I'existence de la solution. Considérons une base dénombrable or-
thonormale {wy, wy, ..., Wy, ...} de Pespace H(Q) (pour le produit scalaire de L?(2)) et on

définit les espaces de dimensions finies
Vi =< wy,we, ..., wy > m=123,...

m
Cherchons une solution w,, = Z c;w; du probleme approché
j=1

/QA(Vum)VUm de = (f,vm), Yo, € Vp, (3.5.4)
qui est équivalent au probleme
/QA(Vum)ij dr = (f,w),¥j=1,...,m. (3.5.5)
A cet effet, on définit B : RV — RY comme suit B = (By, ..., By) ol
B,(€) = /QA(V(g cw)) - Vw; de,¥j=1,....m (3.5.6)

ou & = (&1,&,...,&n) et on pose b; = (f, w;). Par suite, le probleme (3.5.5) est équivalent a

trouver une solution pour
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On remarque que la condition A(0) = 0 conduit a B(0) = 0, et que la condition a) de la
fonction A (du Lemme 3.5.1) implique que B vérifie la méme condition. Vérifions que B
satisfait aussi la condition b). On a

m

(B =B(E))-(€=¢) = 2_(Bi(&) = Bi(¢))(& = &)
j=1
= 3 [TV Gw) = AV(Y g - V(& — &) dor
j=1 i=1 i=1
En utilisant I'inégalité de Poincaré et la condition a) sur A, on obtient

(B(O) = BED (=€) = [T 6w0) ~ AT )] - V(G ~ ) da

j=1
m
2
> o[V — w2
j=1
> Ble-¢P
ou [ est une constante. La derniére égalité est réalisée grace au fait que la base {wy, ..., wy, ...}

est orthonormale. Finalement, B vérifie la condition b) du Lemme 3.5.1. En utilisant le méme
lemme, il existe une unique solution ¢ € R™ de telle sorte que (3.5.4) est vérifiée. En prenant

U, = Uy, dans (3.5.4) et en utilisant la condition a) et b) et 'hypoytheése A(0) = 0, on obtient
o[ Vitnlta(ay < | A(Vt) - Vit da < Cll (0 [Vt ooy
ou C' est une constante. On en déduit
C
||Vum||L2(Q) S EHfoHfl(Q), ‘v’m = 1, 2, ceey

ce qui signifie que la suite des solutions approchées (u,,) est bornée dans H;(£2). Par suite,

il existe une sous-suite (qu’on notera encore (u,,)) faiblement convergente dans H}(£2)
Uy, — u € H(Q)

et puisque 2 est borné, I'injection Hj(Q2) < L2(2) est compacte. Par conséquent, on peut

extraire une sous-suite (qu’'on notera encore (u,,)) telle que
Uy — u € L2(Q).
Ce qui entraine encore une fois I'existence d’une sous-suite (notée (u,,)) telle que

Uy — U P.p. x € L.
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3.5. Une autre méthode utilisant la monotonie des opérateurs

Soient v € H} () et v, une suite de V,, vérifiant

U — v EHHQ)

Vv, — Vopp. xef
et cela est possible (quite & extraire une sous-suite). En utilisant (3.5.4), on obtient
/Q [A(Vtn) — AV - (Vi — Vo) da — /Q A(Vom) - (Vom — Vi) daz = (fytm — vm).
En utilisant la propriété de monotonie de la fonction A, on trouve
/QA(va) (Vo — Vuy,) de > (f, vy — Um), Ym=1,2,... (3.5.7)
En prenant la limite dans (3.5.7), on obtient
/QA(VU) (Vo —Vu) dz > (f,0—u), Yo € H5Q). (3.5.8)

En posant v = u + tw ol w est arbitraire dans H () et ¢ € R, cela nous conduit a partir

de (3.5.8) la relation
/QA(V(U +tw)) - Vw dz > (f,w), Yw € HLQ). (3.5.9)
En utilisant la continuité de A et en faisant tendre ¢ — 0 on aura
/QA(V(u)) Vw de > {f,w), Yw e HL(Q). (3.5.10)
Et en remplacant w par —w dans (3.5.10), on obtient
/QA(V(u)) YV dz < (f,w), Yw e HL(Q). (3.5.11)
De (3.5.10) et (3.5.11), on a

/QA(V(u)) Vw dz = (f,w), Yw e HL(Q). (3.5.12)
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté deux méthodes de résolution des équations aux
dérivées partielles non linéaires. Il s’agit des méthodes du point fixe et des opérateurs mo-
notones.

Concernant la méthode du point fixe, les quatre principaux théoremes de cette théorie
ont été présentés. Il s’agit des théoremes de Banach, de Brouwer, de Schauder et de Leray-
Shauder. Ces théorémes sont des outils performants et permettent la résolution d’une large
classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Plusieurs exemples illustratifs ont été
donnés.

Ensuite, nous avons introduit la méthode des opérateurs monotones qui a été initiée par
G. Minty en 1962. Le résultat principal de cette théorie est le Théoreme 3.4.1 qui assure
la bijectivité d'un opérateur monotone. L’application de cette méthode a la résolution des

équations aux dérivées partielles non linéaires a été illustrée par plusieurs exemples.
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