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INTRODUCTION

La modélisation mathématique est devenue un processus important dans plusieurs études
et recherches dans différents domaines scientifiques. La modélisation de la science de la
population progressait au X IX°"¢ siecle, les premieres modélisations démographiques ont

été basées sur les systemes dynamiques.

L’étude des systemes dynamiques revient au milieu des années 1600. En cette période,
[saac Newton a découvert certaines lois de mouvements des corps. La dynamique des points
matériaux lui semblait bien prédictible, c¢’est-a-dire I’état futur du mouvement était prévisible
(ce qu’on appelle systeme déterministe). Il suffisait de traduire le mouvement en équations
différentielles et les résourdre d’une maniere explicite. Par la suite, les scientifiques ont
remarqué que le comportement des solutions pour différentes conditions initiales et leurs
caracteres asymptotiques sont parfois difficiles a déterminer et qu’ils avaient besoin d’autres
méthodes qui les aidera a déterminer les caractéristiques qualitatives. En 1609
I’astrologue allemand Jonaesk Kepler montra que les planetes décrivaient des ellipses autour
du soleil, chaqu’une d’elles se retrouvait a sa position initiale et retraga la méme ellipse. En
1687, Newton publia sa loi physique de gravitation universelle ot il expliquait I'attraction
entre les planetes et le soleil : chaque planete est attirée par le soleil suivant un mouvement
éliptique (Keplérien), elle est en méme temps attirée par d’autres planetes (une autre force

s’exerce sur elle), ce qui va perturber les trajectoires et ne seront plus des ellipses invariantes



(fixes). C’est ce qui a poussé les mathématiciens ainsi que les physiciens a se demander s’ils
pouvaient déterminer les positions exactes des planetes a tout instant, c’est ce qui les a
amené a poser la question : <« le systeme solaire est-il stable ? » Vers la fin du X7X"¢
siecle, le physicien et philosophe francais Henri Poincaré répend a la question du probléeme
de la stabilité du systeme solaire suivant une nouvelle méthode d’analyse qui est 'approche

qualitative.

Dans ce mémoire, nous consacrons le premier chapitre aux Préliminaire sur les notions
de la modélisation et des systemes dynamiques. Nous allons en particulier citer le théoreme
important de Hartman-Grobman qui permet dans le cas d’un point stationnaire hyperbolique
de décrire d’une fagon précise le comportement des trajectoires des équations différentielles

en question au voisinage de ce point.

Dans le deuxieme chapitre intitulé : Modeles démographiques d’une seule population, nous
allons présenter quelques modeles classiques continus utilisés en écolologie ainsi qu’en biologie
tels que le modele de Malthus qui a été introduit par Tomas Malthus en 1798, dans le but
de prévoir la dynamique de la population américaine. On va ensuite déterminer le temps
nécéssaire pour que la taille d’'une population passe au double ou plutot se divise en deux.
Ce modele apparaissait irréaliste pour certains mathématiciens, chose qui les a poussés a
introduire un terme correctif qui conduit a ce que 'effectif d’une population isolée converge
vers un effectif constant, d’ou vient I'idée a Verhulst en 1836 a poser son modele appelé modéle
logistique qui n’est autre qu'une modification voire amélioration du modele de Malthus. On
va juste aprés présenter une comparaison entre le modele de Malthus et le modele logistique.
Cette comparaison va nous permettre de voir a quel point le modele de Verhulst décrit mieux
la réalité. Par la suite, nous allons présenter le modele concurrent du modele logistique qui
a été introduit par Gompertz. Ce modele est plus utilisé dans I’étude de la croissance d’une
tumeur concéreuse. On va également présenter nos petits programmes écrits sous Maple,
qui nous permettra de tracer les courbes illustrant I’évolution des solutions de ces modeles
en fonction du temps t. A la fin de ce chapitre nous allons présenter une généralisation des
modeles de ce type, c’est-a-dire les équations différentielles modélisant des démographies

d’une seule population.

Le troisieme chapitre intitulé : Modele démographique de deux populations en intéractions

est conscaré a décrire ’évolution des systemes modélisant 'intéraction entre deux



populations proies-prédateurs, et a montrer l'existence des solutions périodiques dans le
systeme différentiel représentant le modele de Lotka-Volterra. On va aussi établir un pro-
gramme sous Maple qui va nous permettre de visualiser ces solutions périodiques de ce

modele.



CHAPITRE

PRELIMINAIRES SUR LES NOTIONS DE
LA MODELISATION ET DES SYSTEMES
DYNAMIQUES

Vu la complexité des phénomenes réels et la difficulté de les travailler directement sur
la réalité, il est nécessaire de traduire ces phénomenes en problemes mathématiques afin de
leur établir des outils mathématiques pour faciliter leur étude, d’ou vient I'importance et
I'utilité de la modélisation. Nous allons donc nous intéresser dans la premiere partie de ce
chapitre au processus de la modélisation. Par la suite dans la seconde partie, nous allons
définir les systemes dynamiques et donner quelques notions et outils de base pour leur étude

qualitative.
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1.1 Modélisation

1) Notions de modélisation

Ici nous allons donner quelques notions de modélisation.
a) Modélisation, modéliser et modele :
Modélisation est un processus qui permet de traduire un phynomene réel en un modele (qu’on
définera ci-dessous) afin de lui appliquer des outils mathématiques, dans le but de décrire et

prévoir le comportement de ce phynomene. [15]

Modéliser un phénomene réels revient a représenter en un probleme mathématique ce qui

était exprimé en language courant auparavant, en utilisant des outils mathématiques.[15]

Le modéle est la mise en systeme d’expressions mathématiques (équations différentielles,

polynomes, contraintes, ...) du phynomene en question.[3], [15]
Voici quelques exemples de modélisation :

Exemple 1. Probleme du sac a dos pour faire une randonnée.

Supposons qu’on a besoin de n objets Xy, ..., X, pour faire une randonnée, par exemple :
lampe, chargeur, tente, ...

Soit P;, i = 1,n leurs poids respectifs. Supposons que Uy,..,U,, représentent l’utilité de chaque
objet.

Ainsi

X, =1 silobjet est dans le sac,
X; =0 sinon.

Sachant que le randonneur peut porter un poids mazximal P. Le probleme posé est « Comment
mazimiser ['utilité du sac a dos sous les contraintes du poids > 7

Le modéle mathématique consiste donc a trouver :
max(X,U; + XoUs + .. + X, Uy),

tel que
XiP+XoP+ ..+ X, P, < P.

Exemple 2. Soit un ballon qui se dégonfle au cours du temps.

On veut déterminer comment évolue le volume V de ce ballon au cours du temps, en sachant
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le tauzx de variation de son rayon .
On sait que :
V(r) = -nmrd.
En utilisant la dérivation des fonctions
dv._ dVdr
dt — drdt’

. dr dv , ,dV ) .
ot : — est connu, — =4nwr® el — est inconnu a trouver.
dt dr dt

En remplagant les valeurs connues dans (1) on obtient le modeéle du probleme posé :

d) Le modélisateur :
Le modélisateur est un spécialiste d'une stratégie de construction et d'utilisation d’un modele
[15] (le modélisateur n’est pas forcément un mathématicien mais il doit maitriser le minimum

des mathématiques).

2) Modéliser ce n’est pas forcément théoriser

Le modele est souvent considéré comme un moyen précieux dans la démarche théorique, mais
la modélisation n’est pas une fin en soit, par contre un outil d’obtention des résultats [15] .

3) Elaboration d’un modele

On distingue deux démarches de construction d'un modele mathématique [17] :
a) Phase expérimentale

Cette démarche implique 'acquisition des données a partir d’'une expérimentation.

b) Phase théorique
Cette démarche nécessite de mettre en équations le probleme dans une théorie en se basant

sur des connaissances théoriques.

4) Caractéristique d’un modele

Pour que le mdele élaboré soit valable, il doit vérifier certaines caractéristiques [17] telles

que :
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e [l doit etre prédictible, c’est a dire il nous permet d’avoir des valeurs proches a celles
mesurées expérimentalement.
e [l doit répondre aux objectifs de la modélisation.

e [l doit éetre traduisible a nouveau en language naturel compréhensible par tout le monde.

5) Le choix du bon formalisme

Afin de modéliser un phynomene, on peut aboutir a plusieurs modeles qui le décrivent. Le
fait de choisir un modele parmi les autres ne dépend pas que de la resemblance la plus proche
entre le modele et le phynomene réel, mais aussi de la meilleure interprétation des données
du phynomene par des expressions mathématiques, des modeles logique (AAB = C), des

modele géometriques (exemple : courbes, diagrammes, ...)[17].

6) Etapes principales d’une modélisation

1¢7¢ étape : Phase de l'observation

En premier lieu, on fait une description simplifiée et précise du phénomene. En suite, on
détermine les variables connues (les données) et les variables inconnus du probleme. En der-
nier lieu, on identifie les lois scientifiques (physiques, chimiques,...) qui permettent de former

une hypothese sur la nature du probleme .

2¢mme étape : Phase de la mathématisation du probéme

Le but de cette étape est de décrire le phynomene a ’aide de fonctions et d’équations de la
facons suivante :

On reprend les variables identifiées dans la phase d’observation, on indique celles qui sont
dépendantes et celles qui sont indépendantes et on écrit mathématiquement les relations
reliant ces variables, ensuite on traduit les hypotheses en expressions mathématiques. Cela
consiste a revoir les lois scientifiques (déja identifies dans la phase de I'observation).
L’ensemble des fonctions et d’équations obtenues forme le modele correspondant a 1’énoncé

du probleme posé.

3emme étape : Phase de ’examination du modéle

On examine le modele afin de déterminer les démarches a suivre, entre autres les calculs a
effectuer, les fonctions a représenter et sur quel domaine travailler ainsi les simulations a

effectuer sur certains parametres.
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gemme étape : Phase de ’expérimentation et de verification du modéle

Apres I'éxamination du modele, on réalise une expérience (c’est a dire effectuer les opérations
prévues dans la phase précédente) et on vérifie si ces résultats obtenus sont raisonnables et les
commenter. Si les résultats mathématiques sont proches des résultats obtenus expérimentalement,
alors le modele est dit valide, sinon on doit modifier ou améliorer la phase de la mathématisation

et reconstruire a nouveau le modele.
hemme étape : Phase de linterprétation des résultats

C’est la derniere étape de la modélisation. Il s’agit dans cette étape de résumer tous les
résultats dégagés dans I’étude du modele, étudier les solutions du probleme en indiquant le

nombre de solutions, leurs dépendances aux conditions initiales, leurs natures, ... etc, et les

interpréter afin d’avoir une idée globale sur ’évolution de ces solutions [8].

1.2 Systemes dynamiques

La dynamique est un processus évolutif dans le temps, I’ensemble des équations décrivant

cette dynamique est appelé un systeme dynamique.

Définition 1. Un systeme dynamique est un modele mathématique qui décrit un phénomene

évoluant dans le temps.

Définition 2. [9] Un systéme dynamique est dit déterministe lorsqu’il est possible de prédire

son évolution au cours du temps en connaissant son état a un instant donné.

On distingue trois classes de systemes dynamiques [14] : déterministes, stochastiques (ou

non détermisites) et semi-déterministes.

Types de systemes dynamiques

Un systeme dynamique peut étre représenter a temps continu ou a temps discret.

14



a) Systéme dynamique continu : Un systeme dynamique continu [5] consiste en un

espace X et une famille d’applications & un parametre {f*: X — X };cr tel que
ftJrs — ft o fs

et fO = Idyx, avec f une fonction continue sur X.

La variable t est généralement interpretée comme le temps.

Exemple 3. Le systéme

d—f = a(y(t) — z(t)),
_g = ba(t) — y(t) — =(t)=(1),
= = a(ty(t) - c2(t)

est un systeme dynamique continu. C’est un modele atmosphérique proposé par E.Lorenz.

Un systeme dynamique continu est dit :

a) Autonome : si la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable ¢.

b) Non autonome : si la fonction f dépend du temps explicitement.

b) Systéme dynamique discret :
Soit E un sous ensemble de C. Un systeme dynamique discret [1],[12] est défini généralement
par une application f : £ — E et une condition initiale zo € C, comme une séquence

d’itérations suivantes :

o, f (o), f(f (x0)), F(f (f(x0))), -
On écrit en général :

F(f--(f(20))) = " (o)
—_—

nfois
Notons z; = f(zo) , z2 = f(f(x9)) = f(x1), ... etc. On obtient alors la forme générale du

systeme dynamique discret suivant :

Tpy1 = f(xn>
Exemple 4. Le systeme
{ Tptl = Yn + 11— anga

Yn+1 = bxn

15



est un systeme dynamique discret posé par Hénon, lorsque il voulait simplifier le systeme

dynamique de Lorenz.

Remarque 1. Pour remonter dans le passé pour le systéme discret, il suffit d’inverser la

fonction f lorsque celle-ci est bijective.

Remarque 2. On peut passer d’un systéme continu a un systéme discret en réalisant par

exemple une approximation d’Euler d’une équation différentielle.

1.3 Etude du comportement des solutions des équations
différentielles ordinaires

Un des modeles les plus élaborés dans la modélisation en sciences des vivants et de
I'ingénierie est I’équation différentielle. Etude de comportement des solutions de ces équations

peut s’effectuer selon trois méthodes importantes.

Méthodes d’étude du cmportement d’une équation différentielle

a) La méthode analytique :
Cette méthode permet d’obtenir des solutions exactes sous la forme explicite.
L’inconvenient de cette méthode est le fait qu’elle ne soit pas applicable a tous les types

d’équations différentielles.

b) La méthode numérique :

La méthode numérique permet de se rapprocher de la solution exacte par des approxima-
tions effectuées sur un intérvalle de temps borné et pour des conditions initiales données. Le
principe de ces méthodes est de discrétiser cet intervalle (domaine d’étude). On peut citer

par exemple, la méthode de Rung-Kutta et la méthode d’Euler.

c) L’étude qualitative :

En général, on procede a cette méthode lorsqu’il n’est pas possible de résoudre 1’équation
différentielle analytiquement. Elle consiste a étudier les points stationnaires, la stabilité, le
comportement asymptotique des solutions de ces équations, I'existence de solutions parti-

culieres telles que les solutions périodiques, ... [17]
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Dans ce qui suit, on va s’intérésser a cette derniere méthode. Tout d’abord nous allons
présenter quelques notions importantes pour cette étude.
Considérons maintenant le systeme différentiel autonome suivant :
{ i:.(t):fl(x,y), (1.1)
§(t) = fo(z,y).
ot 7,y € R et fi, fo sont des fonctions de R? dans R de classe C! (c’est-a-dire qu’on suppose

que le systeme (1.1) vérifie les hypotheses du theoréme d’existence et d’unicité des solutions).

a) Trajectoires :
Une trajectoire [10] (dite aussi orbite) du systeme différentiel (1.1) est 'ensemble des points
de coordonnées (x(t),y(t)) qui parcourent le plan (z,y) lorsque t parcour R.

En d’autres termes, une trajectoire est définit par I’ensemble suivant :

{(z(t),y(t)) ; t € R}

g) Portrait de phase :
On appel portrait de phase [10] d'un systeme différentiel (1.1) 'ensemble de ses trajectoires.
En pratique, tracer le portrait de phase de (1.1), c’est tracer suffisamment de trajectoires

pour qu’on puisse les imaginer toutes.

b) Courbes de niveaux :
Soit f une fonction a deux variables de surface S, et k un réel.
La courbe d’intersection de la surface S avec un plan d’équation z = k est appelée la courbe

de niveau k de la fonction f.

c¢) Solution périodique :
On appelle solution périodique [4] du systéme (1.1) toute solution (x(t),y(t)) de (1.1) telle
qu’il existe un nombre reél T' > 0, vérifiant z(t +T) = x(t) et y(t + T) = y(¢).

Remarque 3. Une solution périodique du systéme (1.1) correspond a une trajectoire fermée

dans le portrait de phase correspondant. Dans ce cas, cette trajectoire est dite un cycle.

d) Champ de vecteurs :

Un champ de vecteurs [10] est défini par I'application :

F : R — R?
(ZL‘,y) = (fl(x,y),fg(x,y))-

17



En chaque point M = (x,y) du plan, on associe le vecteur V(M) = (fi(x,y), fa(z,y)).
A noter également que si V(M) # (0,0), la trajectoire qui passe par le point M est tangente
a V(M) en ce point.

e) Isoclines :
Les isoclines [10] sont les ensembles sur lesquels les composantes 4 ou ¢ s’annulent, on dis-

tingue donc deux types d’isoclines :

1) Isocline horizontale :
L’isocline horizontale est I'ensemble des points (z,y) pour lesquels fo(x,y) = 0.
Sur lisocline horizontale, le champs de vecteurs est horizontal, dirigé vers la droite si

fi(z,y) > 0 et vers la gauche si fi(z,y) < 0.

2) Isocline verticale :
L’isocline verticale est ’ensemble des points (x,y) pour lesquels fi(z,y) = 0.
Sur l'isocline verticale, le champs de vecteurs est vertical, dirigé vers le haut si fo(z,y) > 0

et vers le bas si fa(z,y) < 0.

f) Points stationnaires :

Un point stationnaire [16],[19] M = (z*,y*) (dit aussi point singulier ou point d’équilibre)
du systéme (1.1) est un point de R? vérifiant fi(x*,y*) = fo(z*,y*) = 0.

Autrement dit, un point stationnaire est 'intersection d’une isocline verticale avec une iso-

cline horizontale.

Un point stationnaire M=(z*, y*) du systeme (1.1) est dit hyperbolique si toutes les va-
leurs propres de la matrice jacobienne Dp (x*,y*) (F' = (f1, f2)) associée a (1.1) en M ont
la partie réelle non-nulle.

Dans le cas contraire, le point M est dit non-hyberbolique.

Remarque 4. Un systéme différentiel peut admettre aucun, un seul ou plusieurs points

stationnaires.

1.3.1 Stabilité des points stationnaires

Nous allons commencer par la présentation de I'étude de la stabilité des points station-

naires d’un systéme linéaire homogene de R2.

18



En ce basant sur cette étude nous allons présenter I’étude de la stabilité des points station-

naires d’un systeme non linéaire.

I) Systémes linéaires

On considere I’équation diifférentielle de R? :
X = AX. (1.2)

ot X = (z,y) € R? et A est une matrice d’ordre 2 & coefficients constants.

On constate que le point (0,0) est toujours un point stationnaire du systeme (1.2).
Supposons que det(A) # 0, (c’est-a-dire A = 0 n’est pas une valeur propre de la matrice A).
Ainsi Dorigine est I'unique point stationnaire du systeme (1.2).

La stabilité du point stationnaire (0,0) dépend du signe des valeurs propres de la matrice A.

1¢"cas : la matrice A admet deux valeurs propres \;, Ao réelles.
. Si A1 >0 et Ay > 0 : Dorigine est un noeud instable(répulsif).
. Si A < 0et Ay <0 : lorigine est un noeud stable(attractif).

« Si A >0et Ay <0 : origine est un point selle (dit aussi un col).

2¢"¢cas : la matrice A admet une valeur propre double A réelle.
. Dans ce cas, l'origine est un noeud instable (respectivement : stable) lorsque A > 0 (respec-

tivement : lorsque A < 0).

3“"¢cas : la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées \; = «a + i3,
=a—if (e« e R, g €R").

. Si a > 0, alors l'origine est un foyer instable.

. Si a < 0, alors lorigine est un foyer stable.

. Si les deux valeurs propres sont purement imaginaires (c’est-a-dire v = 0), 'origine est

alors un centre.

IT) Systémes non linéaires

On considere ’équation différentielle suivante :

X = F(X). (1.3)
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ot X € R? et F(X) = (f1(X), fo(X)) est une fonction vectorielle non linéaire de R? dans

R? qu’on suppose de classe C' (pour garantir I’existence et I'unicité des solutions).

Soit M = (z*,y*) un point stationnaire du systeme (1.3).
Pour prédire la nature du point stationnaire M, On linéarise le systeme (1.3) au voisinage
de ce point, en utilisant le développement de Taylor, afin d’approcher le systéeme non linéaire

(1.3) par un systeme linéaire.

Tout d’abord on doit translater le point stationnaire M a l'origine par le changement de

variables

Puisque on a

En remplagant dans (1.3), on obtient

{ h = fl(x7y)7
if - fg(l',y).

Ceci est équivalent a

{ h= filz*+hy* + k),
/%:fg(x*+h,y*+k).

Le développement de Taylor au voisinage du point (z*, y*) des deux fonctions f; et f, donne

. 0 0
h=fi(z*,y") + a—];(:v*,y*)h + a—‘g(a:*,y*)k + Ri(h, k),
(1.4)

ou les restes Ry(h, k), Ro(h, k) sont des fonctions négligeables au voisinage de (0,0) devant

les termes de degrés 1 en h et k lorsque ceux ci ne sont pas nuls.

On pose
_afl ® )k _afl * %
a = ax(‘r7y)7 b_ ay(‘ray)a
O, . _Of, .,
c= ax(xﬁy)ﬂ d_ ay(aj?y)
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Soit le systeme différentiel linéaire suivant :

h = ah + bk,
. (1.5)
k= ch + dk.
Le systeme (1.5) s’écrit aussi sous la forme :
H=JH. (1.6)

ou H = (h,k) et J = Dp(x*,y*) qui est la matrice jacobienne de F' au point (z*,y*).

Le systeme (1.6) est appellé le linéarisé du systeme (1.3).

Le comportement du systeme (1.3) est donné par le théoreme de Hartman-Grobman ci-
dessous .

Sans perte de généralité suppose que M = (0.0) et J = Dg(0,0).

Définition 3. Deux systémes différentiels autonomes sont dits topologiquement conjugés
dans un voisinage de l’origine (point stationnaire des deux systémes), s’il existe un homéomorphisme
H d’un ouvert U contenant [’origine, dans un ouvert V' contenant aussi l’origine, préservant

la paramétrisation des trajectoires par le temps.

Théoreme 1.3.1. (de Hartman-Grobman) [16]

Si la matrice Jacobienne J n’admet aucune valeur propre de partie réelle nulle, alors les
deuz systemes (1.3) et (1.6) sont topologiquement conjugués.

En d’autre terme, si le point stationnaire du linéarisé (1.6) du systeme (1.3) est stable
(respectivement instable) alors le point stationnaire du systéme non linéaire est aussi stable
(respectivement instable), si la matrice J admet une valeur propre de partie réel nulle (c’est-
a-dire l'origine est un point non hyperbolique). Dans ce cas les comportements qualitatifs des
solutions des deux systémes (systéme non linéaire et son systéme linéarisé) au voisinage des

points stationnaires peuvent étre complétement différents.

Remarque 5. Dans le cas d’un centre (Re(\) = 0) pour le systéme (1.6), le point station-
naire du systéeme (1.3) est soit un centre, soit un foyer. Pour trouver sa nature il faudra

faire une étude plus poussée.
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Exemple 5.
&= —y -z +y°),
(1.7)
=z -y +y?).
(0,0) est un point stationnaire de systeme (1.7).
La linéarisation du systeme (1.7) montre que l'origine est un centre, mais 1'étude de ce

systeme montre que l'origine est un foyer stable. En effet, par passage aux cordonnées po-

laires, le systeme (1.7) devient
r=-—-r°,

0=1.
On a @ croissant et tend vers l'infini quand t tend vers l'infini, et r est décroissant. Ceci

signifie que l'origine est un foyer stable.
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CHAPITRE

2

MODELES DEMOGRAPHIQUES D’UNE
SEULE POPULATION

Ce chapitre est consacré a 1’étude des modeles les plus classiques de la dynamique des

populations isolées, utilisés en biomathématique.

Une population est un ensemble d’individus définis par les méme criteres mais possédant
diverses valeurs pour différents attributs. La caractéristique principale d’une population est

donc sa taille qui est le nombre d’individus constituant cette population [6].

L’étude de la dynamique des populations s’intéresse a 1’évolution de la taille d’une population

au cours du temps.
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2.1 Modeéle de Malthus

Le modele de Malthus [1]-[3], [13] dit aussi le modele exponentiel (dont on verra ci-
dessous l'origine de cette appellation) est I'un des premiers modeles de la dynamique des
populations, proposé par l’économiste britannique Tomas Robert Malthus en 1798, pour
décrire I’évolution d’une populations dans le temps. Les hypotheses posées par Malthus dans
son modele sont les suivantes :

. I1 consideére une population de taille N(t) a l'istant t, dont il n’y a aucune différence entre
les individus.
. les taux de natalité et de mortalité sont constants.

. le taux de migration des individus est négligable.

L’hypothese de base de Malthus est la suivante :
. Le nombre de naissances N,, et le nombre de décés N,, sont proportionnels a la taille de

population N, c’est-a-dire
N,(t) =bN(t) et Ny(t)=dN(t).

avec :
. b >0, est le taux de natalité.
. d >0, est le taux de mortalité.

Dans un intervalle de temps At, on a
N(t+ At) — N(t) = (Np(t) — Npy(1)) At. (2.1)
Autrement dit
N(t+ At) — N(t) = kEN(t)At.
ou k = b — d. Le coefficient de proportionnalité k, est appellé le coefficient de Malthus.
En divisant les deux membres de 1’équation (2.1) par At, on aura

N(t+ At) — N(t)
At

= kN (1),
Par passage a la limite quand At tend vers 0, on obtient :

N'(t) = kN(t). (2.2)
L’équation (2.2) est une équation différentielle linéaire autonome du premier ordre.
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2.1.1 Résolution analytique du Modele de Malthus

Pour résoudre I'equation (2.2) concretement, il suffit de connaitre la valeur de N(t) a
un instant t donné. On suppose donc que Ny est la taille de la population a l'instant t = 0
c’est-a-dire N(0) = Ny.

Il s’agit donc de résoudre le probleme de Cauchy suivant :

N'(t) = kN(D),
{ ]\(f()O) - N(().) (2:3)

ou la fonction N définie de Rt dans RT et continue.

On a I’équation (2.2) est équivalente a

Par passage a l'intégral, on aura

(300 fra

In(N(t)) = kt + ¢4,

Ainsi

avec ¢; € R. Ceci est équivalent a
N(t) = cpe®, (2.4)

ol ¢ = e“. On remplace N(t) dans (2.4) par la condition initiale N(0) = Ny, on obtient
Cy = No.
Dot I'unique solution du probleme de Cauchy (2.3) est :

N(t) = Noekt

On comprend mieux maintenant grage a I’expression de N (t) d’ou vient I'appellation < modele

exponentiel .

2.1.2 Représentation graphique de la solution du modele de Mal-
thus

Le comportement de la solution N (t) change selon le signe de k.
La figure 2.1 qui suit représente la variation de la taille de la population en fonction du temps,
pour des différentes valeurs de k. On a réalisé la figure 2.1 grace a ’algorithme suivant qu’on

a écrit avec Maple :
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B

&
N(r) ——
k=0
4 — k=0

2

[

FIGURE 2.1 — Variation de N en fonction de ¢t pour £k > 0, k <0 et k= 0.

;> = x—3exp(3x):
| > = plotig(x). x=0_5_y=0_20, color= blue) -
| > k= x—3exp(-3.x)
| > b= plot{ldx).x=0_5_y=0_20 color=red)
| > 5= x—3:
| > c= plot(s(x).x=0_5_y=0_20, color= black) -
| > with plots) -
> display(a b, c)

2.1.3 L’interprétation des graphes

On remarque a travers la figure 2.1 que la taille de la population augmente de maniere ex-
ponentielle vers I'infini lorsque le nombre de natalité est supérieur au nombre de mortalité,
et reste constant si le nombre de natalité est égal au nombre de mortatilié. Par ailleurs

on constate une extinction de la population lorsque le nombre de natalité est inférieur au

nombre de mortalité.

26



2.1.4 Temps de doublement et le temps de demi-vie

Dans la phase de développement d’un organe, les cellules meres se divisent en deux cellules
filles au bout d’un temps 7', ¢’est-a-dire si Ny est le nombre de cellules a I'instant ¢ = 0 alors

aux temps T, 27", 3T, ..., le nombre de cellules sera respectivement 2Ny, 4Ny, 8Ny, ...,
On a obtenu précédement la fonction :
N(t) = Noe**.

ou k caractérise la rapidité de croissance ou de décroissance de la population.

Soit T le temps de I’évolution de la taille d’une population suivant le signe de k, comme
suit :

. En doublant la taille de la population si £ > 0. Dans ce cas T est dit temps de doublement.
. En diminuant de moitié la taille de la population si £ < 0. Dans ce cas T est dit temps de

demi-vie.

1) Détermination du temps de doublement et de demi-vie [6]

On a
N(t+T) = Noett+D

Ce qui est équivalent a
N(t+T) = Nyeter

Ainsi
N(t+T)=e"N(t).

Pour avoir le double de la taille d’'une population donnée, c’est-a-dire
N({t+T)=2N(t)

I1 suffit donc de résoudre 1’équation
e =2 (2.5)

En appliquant la fonction logarithmique des deux cotés de I’égalité (2.5), on obtient

kT =In2.
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Ainsi
In2
T=—.
k

est le temps nécéssaire pour que la taille d'une population N(t) évolue a son double.
On constate qu'un faible taux de croissance k peut donc conduire a des augmentations
énormes de la période T

In2

En remplacant dans la fonction N () le nombre k par %, on aura

N(t) = Noet ™2
On obtient ainsi une nouvelle expression de N(t) dépendante du temps T :
N(t) = Ng2T.

On remarque :
.Sit=0ona N(t) = N,
.Sit="Tona N(t) = 2N,
. Sit=2T ona N(t) = 4Ny,
. Sit=23T ona N(t) =8Ny,

On en déduit par récurrence que
Vn e Nt =nT = N(nT)=2"N.

Donc a chaque fois qu’on attend 7" unités (le temps de doublement), la taille de la population
N double.
De la méme maniere pour k£ < 0, on aura la moitiée de la taille d’'une population donnée

lorsque
1
kL
e = 5
D’ou
In2
o

est le temps nécessaire pour que la taille d’'une population diminue a sa moitiée.

T =

—In2
T

En remplacant dans la fonction de départ k par , on obtient :

N(t) = Ng2°T.
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On constate alors que :

.Sit=0ona N(t) = N,

.Sit=T ona N(t) = 3Np,
.Sit=2T ona N(t) = 1N,
. Sit=3T ona N(t) = Ny,

D’ou

1
Vn€N7t:nT:>N(nT):2—nN0.

Donc a chaque fois qu'on attend T unités (le temps de demi-vie) la taille de la population

se divise ainsi par deux.

2.2 Le modele logistique

Le modele précédent (modele exponentiel) est critiquable car il ne prend pas en considération
plusieurs facteurs (exemple : la limitation des ressources) qui interviennent dans le développement
des populations, et en général irréaliste pour une longue période. Le mathématicien belge
Pierre Francois Verhulst inspiré par le modele de Malthus a eu I'idée que la croissance d'une
population devrait étre limitée, en raison du milieu qui permet de nourrir que N* individus,

il proposa donc en 1836 le modele logistique [1]-[3], [11], [13] sous les hypotheses suivantes :

. Le nombre d’individus de la population est limité par une valeur maximale N* € R* qui est
la capacité limite du milieu. Donc le nombre d’individus ne peut pas dépasser cette valeur

quoi qu’il en soit.

. Les taux de natalité ou de mortalité ne sont pas constants pour la raison que, lorsque le
nombre d’individus d’une population augmente, les ressources étant limitées, il résulte que
le taux de natalité diminue avec 'effectif de la population ou le taux de mortalité augmente
avec |'effectif.
On peut donc traduire et exprimer le taux de natalité par une fonction linéaire décroissante
en effectif :

b(N) = by — aN,
ou :

. les valeurs by et o sont des constantes strictement positives.
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. la valeur by représente le taux de natalité a l'instant initial %.
De méme on définit le taux de mortalité par une fonction linéaire croissante en effectif :
d(N) =do + BN,

ou :

. les valeurs dy et 3 sont des constantes strictement positives.

. la valeur dj est le taux de mortalité & l'instant ;.

Dans ce cas, le coefficient de proportionalité k qui est égale a b — d, varie en fonction de .
On le note alors k(N).

On a

Ceci est équivalent a

k(N) = (bp —aN) — (do + BN),

Ce qui implique
k(N) = (bo — do) — (a + B)N.

Ainsi
by — dy
kE(N)=(a+ —N.
)=t ) (27 - )
On pose
k(]:a—i_ﬁ?
et
by —dy
1_0z+ﬁ'
On a ainsi

k(N) = ko(N1 — N)

On peut dire ainsi que k(N) est proportionnel a N et on peut remarquer de méme que k(N)
décroit avec la croissance de la taille NV de la population.

On remplace k par k(IN) dans le modele précédent (2.2), On obtient :
N'(t) = ko(N; — N)N. (2.6)

L’équation différentielle autonome non linéaire du premier ordre obtenue (2.6) est dite

I’équation de croissance logistique.
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.Onaky>0(cara>0et g>0).

. On suppose que by > dp, pour dire que le taux de croissance intrinseque (by — dp) est positif.
D’ou Ny > 0.

2.2.1 Etude qualitative de I’équation logistique

Posons

f(N) = ko(N1 — N)N. (2.7)

Alors
N'(t) = FIN(E)). (2.8)

avec [ une fonction de classe C! de R™ dans R.

1) Les points stationnaires de 1’équation (2.6)

On remarque que ’équation différentielle (2.8) admet deux points stationnaires, donnés par

f(N) =0.
Ceci signifie que ces deux points stationnaires sont : N =0 et N = Nj.

Pour étudier la stabilité de ces points, on linéarise I’équation (2.8) aux voisinages de ces

points stationnaires.

2) Stabilité des points stationnaires de ’équation (2.6)

a) Stabilité du point stationnaire N =0

On a la proposition suivante :
Proposition 2.2.1. Le point stationnaire N = 0 est instable pour le systéme (2.8).

Preuve. 1°"¢ méthode :

Le développement de Taylor de la fonction f a l'ordre 1 donne
fIN) = f(0)+ f(ON +e(N),
ol

lim ¢(N) = 0.

N—0
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Comme f(0) =0 (car N = 0 est un point stationnaire), alors
f(N) = f(O)N +(N).
On obtient ainsi I’équation linéaire homogene suivante :
N'(t) = fO)N(2). (2.9)

qui est bien une approximation linéaire de I’équation non linéaire (2.8) au voisinage du point
stationnaire N = 0.

La solution générale de I’équation (2.9) est donnée par :
N(t) = cef'OF,

avec ¢ une constante réelle.
Le comportement de la solution de I’équation (2.9) au voisinage du point stationnaire N = 0

dépondra donc du signe de f/(0). D’aprés I'expression (2.7) on a
FI(N) = koNy — 2koN.
Donc
f/(O) - k’oNl.

On a f'(0) est strictement positive (car kg > 0 et N; > 0), ce qui implique que N(¢) croit de
maniere exponentielle. Par conséquent, 'origine (N = 0) est un point stationnaire instable

pour l'equation (2.9).

Puisque f/(0) # 0 (ko # 0 et Ny # 0), alors 'origine est un point stationnaire hyperbolique de
(2.9), ce qui veut dire (d’apré le théoreme de Hartman-Grobman) que le comportement local
(au voisinage de 'origine) des solutions de 1'équation (2.6) est topologiquement équivalent
au comportement local des solutions du systeme (2.9). D’ou le point stationnaire N = 0 est

aussi instable pour I'equation (2.6) (Figure 2.2).

2¢™me méthode :

On peut tout simplement remarquer d’aprés 1’équation (2.6) que

N >0 si N >0,
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et que
N <0 si N<O.

Comme le deuxieme cas est exclu, puisque N > 0, V¢ > 0, alors les solutions issues d'une
condition initiale dans un certain voisinage du point N = 0 s’éloigne de ce point pour tout
t>0.

Par conséquent, le point N = 0 est instable pour I’équation (2.8). O

b) Stabilité du point stationnaire N = N;
Proposition 2.2.2. Le point stationnaire N = N; est stable pour le systéme (2.8).

Preuve. 1°7¢ méthode :

Posons le changement de variables suivant :

Ainsi

M'(t) = N'(t).

En remplagant N'(t) par sa valeur dans I’équation (2.8), on obtient

ol encore
M'(t) = fF(M(t) + Ny).
Le dévelopement de Taylor de f(M(t) + N;) au voisinage de M = 0 (donc au voisinage de
N = Nj) donne :
M'(t) = f(N1) + M(t)f'(N1) + M(t)e(M(1))

ou

lim e(M) =0
M—0

En tenant compte du fait que N; étant un point stationnaire de ’équation (2.8), on obtient :
M'(t) = M(t) f'(N1) + M(t)e(M(t))

Ainsi, I’équation linéaire :

M(t) = M(D) /(M) (2.10)
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est une approximation de I’équation (2.8) au voisinage du point stationnaire N = Nj.
On a
' (N1) = —koNy,

et ko étant strictement positif, alors f'(/N7) est strictement négatif.

Par conséquent, le point stationnaire N = N est stable pour 1’équation (2.10).

D’aprés le théoreme Hartman-Grobman, puisque f'(Ny) # 0 le comportement local (au voisi-
nage de N;) des solutions de I’équation (2.6) est topologiquement conjugué au comportement
local des solutions du systeme (2.10). D’ou le point stationnaire N = Nj est aussi stable

pour l'equation (2.6) ( voir Figure 2.2).

2¢me méthode :

On peut constater d’aprés I’équation (2.6) que
N'>0 si N<N,

et que

N <0 si N> N.

Ceci signifie que les solutions issues d'une condition initiale dans un certain voisinage du

point N = N; s’approche de ce point pour tout ¢t > 0.

Par conséquent, le point N = N; est stable pour I’équation (2.6). O
e — > ® <t —>
0 N, N

FIGURE 2.2 — Stabilité du point stationnaire N = N; et instabilité du point stationnaire
N = 0 pour I'équation (2.6).
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2.2.2 Etude analytique de I’équation logistique
1) Résolution de I’équation (2.6)

L’équation (2.6) est équivalente a
N'(t) — koNiN(t) + koN?(t) = 0. (2.11)

On remarque que I'équation (2.11) est de Bernoulli. Pour N(t) # 0, on divise léquation

(2.11) par N?(t) on obtient
Nﬁz(t)N/@) - koNlNil(t) + ]f() == O (212)

Posons

Alors
P'(t) = —N2(t)N'(t).

En remlagant P(t) et P’(t) par leurs valeurs dans I’équation (2.12), on obtient
P'(t) + koN1P(t) = ko. (2.13)

L’équation différentielle (2.13) est linéaire du premier ordre non homogene. La solution de

cette équation est de la forme :
P(t) = Py(t) + Pi(t).

ol :
. Py(t) est la solution de I'équation sans second membre associé a I’équation (2.13).
. Pi(t) est la solution particuliere de (2.13).

Par la méthode de séparation des variables, la solution Py(t) est donnée par :
P()(t) = Oe_koNlt,

avec C' est une constante positive.
Pour trouver la solution particuliere P; de I’équation différentielle (2.13), on utilise la méthode

de la variation des constantes, ¢’est-a-dire on cherche P (t) sous la forme :
Py(t) = C(t)e oM,

35



On a donc :
P|(t) = C'(t)eFo Mt — kN, C(t)e oM,

En remplagant P(t) et P’'(t) dans I’équation (2.13), on obtient :
C/(t)e_kONlt . k0N10<t)€_koNlt + nglc’(t)e_koNlt _ kO,

C’est-a-dire

C'(t)e ot — [,
D’ou

C'(t) = kgekoM,

Par passage a l'intégrale, on obtient

C(t) = /koekoNltdt.

C’est a dire que

1
Ot) = —eM +k
() Nle + 17

avec k1 € R. Ainsi

1
Pi(t) = (Eekow + kl) e ot

D’ou la solution générale de I’équation (2.13) est donnée par
1
P(t) = (—ekONlt +C+ k:l) e~ holit
Ny

avec

1
PO)=—+C+Ek
( ) Nl + + 1,
ce qui implique que
1
C+k=P0)——
+ 1 ( ) N17

On aura donc

Cest-a-dire

D’ou




avec N(0) = Ny la condition initiale, qui est la taille de la population du départ a l'instant
to - O
On appelle la solution N(t) de 'équation (2.6) la fonction Logistique.

2) Représentation graphique de la solution de I’équation différentielle
(2.6)

La monotonie de la fonction N(t) dépend du signe de sa dérivée, c’est a dire de f(NV). Or
f(N) = =koN(N — N)

donc :

«f(N)>0si N <Ny

. f(N) <0si N> Nj.

Ceci signifie que :

. Si N < Ny, alors la fonction N(t) est croissante.

. Si N > Ny, alors la fonction N(t) est décroissante.

D’autre part, on a

. . Ny
tkglooN@) o t£+moo 1+ (%_(1) — 1)6—/€0N1t’

et comme

lim e "Mt =
t——+oo ’

ainsi

lim N(t) = M.

t—4o00

On peut maintenant tracer le graphe de la fonction N(t) en fonction du temps ¢.
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FIGURE 2.3 — La variation de la taille N en fonction de ¢t pour Ny > N* et Ny < N* pour

le modele logistique.

Nous avons utilisé I'algorithme suivant pour trager la figure (2.3).

> gi=x— 3 3 :

I 1+[ NG —IJ-exp[—S-S-_‘c)

| > gl = plot(glx). x=0.4y=0.6):

| > fr=x—3:

| > with(plots) : g2 = plot(fix). x=0.4.y=0.3):

> = x— 3 cgh = plat(j(x),x=0.4,y=0.6):
I 1+ [ 57 —1]-exp(—5-3-:c)

> display(gl, g2, g5)

3) Interprétation de la figure 2.3

On remarque sur la figure 2.3, lorsque t tend vers l'infini, la taille de la population

converge vers le point stationnaire Ny, qui n’est rien d’autre que la taille maximale de la

population N*.
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2.2.3 Comparaison entre le modele de Malthus et le modele logis-
tique (Malthus modifié) :

La figure 2.4 qui suit, nous permettra de détecter la différence entre le modele de Malthus

et le modele logistique dans le cas ou le taux de croisance est strictement positif.

/

Modele logistique

La taille maximale N=N
Modele de Malthus

FIGURE 2.4 — Comparaison du modele de Malthus et du modele logistique.

Interprétation la figure 2.4

On remarque que d’apres la figure 2.4 que le modele de Malthus conduit a une explosion
de la population, lorsque le taux de croissance k est positif. Par contre, selon le modele
logistique, la taille de la population va se stabiliser et converger vers une taille maximale

dépendante du milieu, ce qui décrit mieux la réalité.
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2.3 Le modele de Gompertz

Le modele de Gompertz [1],[2] est un modele de la dynamique des populations qui a été
introduit par le mathématicien britannique Benjamin Gompertz en 1825.
C’est 'un des modeles les plus employés en médecine (pour représenter la croissance de cer-
tains organismes, ainsi la croissance de tumeurs concéreuses), il s’agit d’un raffinement de la

loi exponentielle.

Pour le modele de Gompertz, le coefficient de proportionnalité k (déféni dans le modele de
Malthus) dépend de la taille N et évolue de maniere logarithmique quand N tend vers I'ef-

fectif maximal N* de la population. C’est-a-dire :

k(N) = v(In(N*) —In(N)),

Ce qui est équivalent a

o ().

ou v et N* sont des constantes strictement positives, telles que v est le taux de croissance
intrinseque et N* est la capacité limite du milieu.

En remplagant k(N) dans (2.2), on obtient une nouvelle équation différentielle
N'(1) = AN (1) In | 22 (2.14)
-7 NOYA '
L’equation (2.14) est appelée le modéle de Gompertz.

2.3.1 Etude qualitative du modele de Gompertz

Posons

G(N)=~NIn (%) .

1) Les points stationnaires de ’équation (2.14)

Les points stationnaires de I’équation différentielle (2.14) sont donnés par 1'équation

G(N) =0
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Ce qui implique que

N*
N: 1 —
0 ou n(N)

N=0ou N =N~

C’est-a-dire

L’équation (2.14) possede donc deux points stationnaires, l'origine et la capacité limite N* .

2) Stabilité des points stationnaires de 1’équation (2.14)

Proposition 2.3.1. Le point stationnaire N = 0 est instable et le point stationnaire N = N*

est stable pour l’équation (2.14).

Preuve. a) Stabilité du point stationnaire N =0 :
La fonction G n’est pas définie a l'origine, mais on peut calculer sa limite. On a
on a

lim G(N) = +oo
N—0

Par conséquent, 'origine est un point stationnaire instable pour 1’équation (2.14). Ceci qui
signifie que toute condition initiale proche du point N = 0 donne lieu a une augmentation
(puisque N'(t) > 0 pour tout N telle que 0 < N < N*) de effectif, et donc & une solution
qui s’éloigne de N = 0.

b) Stabilité du point stationnaire N = N* :

On a

N*
ln(N)>O si N < N7,

N*
ln(N)<O si N> N*.

Comme v > 0 et N* > 0, alors,
G(N)>0 si N <N~

et
G(N)<0 si N>N~
Autrement dit,

N'>0 si N<N~,
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et

N'<0 si N>N*
Par coséquent, les solutions de I'équation (2.14) issues d'un certain voisinage du point
N = N* tend vers celui-ci.
On déduit alors que le points stationnaire N = N* est stable. O]
2.3.2 Etude analytique du modele de Gompertz
1) Résolution de I’équation (2.14)

Pour résoudre 1'équation (2.14), on pose le changement de variables suivant :

=10 (2

Donc

On remplace u(t) et v'(t) dans (2.14), on aura

u'(t) = —U(1),
Ce qui implique, lorsque u(t) # 0, que

u'(t)

u(t) -

On calcule la primitive des deux membres de cette derniere égalité, on trouve
In | u(t) |= =t +c,

ou ¢ est une constante dans R.

En passant a I’exponentiel, on obtient
| u(t) |= e ",

Ainsi

u(t) = ke .

ou k = +e€. D’aprés le changement de variable précédent, on a donc

i (S52) = ke
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D’ou
N(t) = N* exp(k exp(—1)),
qui est la solution de I'équation différentielle (2.14).
No
N*
D’ou la solution exacte du modele de Gompertz (2.14) (voire Figure 2.5) est

50 e (i (2t

2) Représentation graphique de la solution du modele de Gompertz

En prenant comme condition initiale N(0) = Ny, on obtient k = In

Nit)

0 0.5 1 1.5
r

J

FIGURE 2.5 — La solution de I’équation Gompertz.
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On a tracé la figure 2.5 avec le logiciel Maple en utilisant 1’algorithme suivant :

| > f=x—20:

| > f1 = plot( f(x),x=0_5y=0.30, color = black) :
1

_:> Gi=x—20" exp[ [EJ j]:

| > GI = plot{G(x),x=0.5y=0.30, color= blue) :

| > with( plots) :

> display( fI, G1)

3) Interprétation de la figure 2.5

Aprés 'analyse de la figure 2.5, on constate que lorsque ¢ tend vers 'infini, la taille de la
population converge vers le point stationnaire N* qui représente la taille maximale de la

population.

2.3.3 Comparaison entre le modele de Verhulst et le modele de
Gompertz

Afin de comparer, On trace une solution du modele de Verhulst et une autre du modele de

Gompertz issue d’'une méme condition initiale.
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I R R LN W I

N(1) Modele logistique

w4 S La taille maximale N =N~
Modele de Gombertz

FI1GURE 2.6 — Comparaison des solutions de I’équation de Gompertz et ’équation logistique
issues de la condition initiale Ny = 1.

Interprétation de la figure 2.6

On observe un comportement similaire des deux équations, c’est-a-dire I’équation de Gom-
pertz possede un comportement dynamique qualitativement équivalent a celui de I’équation
de croissance logistique. On constate aussi que le modele de Gompertz a une croissance plus

rapide que celle du modele logistique.

2.4 Cas général des modeles démographiques d’une seule
population

Les modeles de la croissance démographique pour une seule population (une population
isolée) sont des équations différentielles non linéaires, autonomes de premier ordre. Leur

forme général est décrite par [11], [13], :
N'(t) = g(N (1)), (2.15)

avec une condition initiale N (o) = Ny, oll g est une fonction de N dans R, de classe C!.
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Les états d’équilibres (les points stationnaires) de la croissance démographique sont donnés
par les solutions de 1’équation
g(N) =0.
Soit N un état d’équilibre (point stationnaire de (2.15))
Pour décrire le comportement des solutions de (2.15) au voisinage du point stationnaire
N = N, on linéarise I’équation (2.15) au voisinage de ce point. Pour cela on pose le

changement de variables suivant :

On remplace ce changement de variables dans (2.15), ceci donne
n'(t) = g(n(t) + N).

Comme g est de classe C!, d’aprés la formule de Taylor & I'ordre 1, on a

g(N +n) = g(N) +ng'(N) + ne(n).
ou £(n) est une fonction qui tend vers 0 quand n tend vers 0. Ainsi,
n'(t) = g(N) +n(t)g'(N) +n(t)e(n(t)).

En tenant compte du fait que N est un point stationnaire de I’équation (2.15), c’est-a-dire
g(N) = 0, on obtient

n'(t) = n(t)g'(N) + n(t)e(n(t)).

Dans un certain voisinage du point n = 0, le terme ne(n) est négligeable devant la partie

linéaire ng'(N) lorsque celle-ci est non nulle.

On a les deux cas suivants selon les valeurs de ¢'(N) :

1" cas :

Si ¢'(N) = 0, on ne peut pas conclure sur la stabilité du point de stationnaire N = N par
cette étude. On doit alors faire une étude plus poussée pour pouvoir déduire la stabilité de

ce point pour I'équation (2.15).
2€me

cas .

Si ¢(N) # 0, alors le point stationnaire N est un point hyperbolique de (2.15). Ainsi la
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stabilité de N dépendra du signe de ¢'(N).
Dans ce cas, deux situations sont possibles indiquées dans la proposition suivante :

Proposition 2.4.1. Le point stationnaire N = N est stable si g'(N) < 0 et instable si

g (N) > 0.

Preuve. 1) Si ¢(N) < 0 alors N = N est un point stationnaire stable (voir Figure 2.7) ;

en effet :
Lorsque

N > N,
on a

n > 0.
Donc

ng'(N) <0,

ce qui implique que

n' <0
Puisque n’ = N’ alors

N <0
De méme, on montre que si

N < N,
alors,

N’ > 0.

D’ot les solutions de I’équation (2.15) issues de conditions initiales dans un certain voisinage
de N = N vont s’approcher de part et d’autre de ce point.
On déduit donc que le point stationnaire N = N est stable pour I’équation (2.15).

»>—@ < —>
N N

FIGURE 2.7 — Stabilité du point stationnaire N = N pour I’équation (2.15).
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2) Si ¢'(N) > 0 alors le point stationnaire instable N = N est (voir Figure 2.8); en effet :

sie N>N alors N' >0,

et
sie N<N alors N <O0.
-« *— —>
N N
FIGURE 2.8 — Instabilité du point stationnaire N = N pour I'équation (2.15).
D’ott les solutions de I'équation (2.15) issues d'un certain voisinage de point N = N vont
s’éloigner de ce point. O
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CHAPITRE

3

MODELE DEMOGRAPHIQUE DE DEUX
POPULATIONS EN INTERACTION

Jusqu’a présent, nous avons vu la dynamique d’une population isolée ; nous nous intéressons
maintenant dans ce chapitre a la dynamique de deux populations en interaction. Plus

précisément, nous allons nous intéresser au modele de lotka-Volterra.

49



3.1 Petite histoire

L’un des premiers modeles dans la littérature sur l'intéraction de deux populations est
du au physico-chimiste américain Alfred James Lotka.
En 1925, Lotka modélise dans un contexte de cinétique chimique une population d’animaux
herbivores (qu’il considére comme premiere population), et qui se nourrissent de plantes (qu'’il
considere comme deuxieme population), par un systeme de deux équations différentielles.
Par ailleurs, le biologiste (zoologiste) italien Umberto D’Ancona a constaté aprés la premiere
guerre mondiale (1914-1918) (période durant laquelle la péche avait été diminuée) que le
nombre de poissons prédateurs était plus élevé que dans les années qui précedent la guerre,
contrairement au nombre de poissons proies. Il demanda alors au mathématicien italien Vit-
Volterra (qui s’interesse a la dynamique des populations) son avis mathémathétique pour la
cause de ce phénomeme [18].
En 1926, Volterra avait publié son premier ouvrage ot il présente le méme modele que celui
de Lotka sans connaitre le travail de ce dernier, c’est pour cela que le modele est appelé

modele de mdéle de Lotka-Volterra.

3.2 Modele de deux populations en intéraction

Considérons deux populations en intéraction d’effectifs U et V qui se modélise en un
systeme de deux équations différentielles ordinaires non-linéaires, dont le second membre
de chaqu’'une d’elles est composée de deux termes, ou le premier f(U) pour la premiere
éqution différentielle (respectivement ¢g(V') pour la deuxieme) correspond a la croissance
de la population isolée, et le second terme h(U, V) (respectivement k(U,V')) correspond a
'intéraction entre les deux populations.[1]-[3], [11], [13]

Ceci conduit d’une maniere générale au modele suivant :
{ U= f(U)+h(U,V)
V=g(V)+Ek(UV)
Le choix des fonctions h(x,y) et k(z,y) dépend de la nature de l'intéraction entre les deux
populations.
Nous allons nous intéresser ici a Uinteraction proies-prédateurs (plus précisément le modele
de Lotka-Volterra), dont 'une des populations a un effet positif sur la croissance de 1'autre,

mais on a l'effet inverse dans 'autre sens.
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3.3 Modele de Lotka-Volterra

Pour le modele de Lotka-Volterra, plusieurs hypotheses sont imposées sur la dynamique
des deux populations proies-prédateurs telles que :
. Le nombre de proies croit de maniere exponentielle en absence des prédateurs, car on
suppose que le seul facteur qui intervient dans leur croissance est la présence de prédateurs.
. Leffectif de la population prédateur décroit de maniere exponentielle en absence de proies,
car on suppose que le nombre de prédateurs est limité par la quantité de proies dont ils
disposent.
. Le nombre de rencontres entre les proies et les prédateurs est proportionnel aux deux effectifs
(proies et prédateurs) qu’on suppose aussi proportionnel au produit des deux effectifs.
. Le nombre de rencontres favorise les prédateurs et défavorise les proies, c¢’est-a-dire que le
taux de disparition des proies et le taux de croissance des prédateurs se produisent par ces
rencontres proies-prédateurs.
Avec ces hypotheses, le modele de Lotka-Voltera s’écrit sous la forme du systeme différentiel

suivant :

U =al - BUV,
V=4V +6UV.

(3.1)
ou o, 3,7 et d € R, avec :
« : représente le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.
 : représente le taux de proies chassés par les prédateurs et le signe (—) qui précede le terme
BUV est justifié du fait que le nombre de rencontre défavorise les proies.
v : représente le taux de mortalité naturelle des prédateurs en absence des proies.
0 : représente le taux de croissance des prédateurs qui n’est pas nécessairement égale au taux
de proies chassées.
Le systeme (3.1) peut se factoriser et s’écrire sous la forme suivante :

U=U(a—pV);

V =V(6U —);
On peut trouver quelques fonctions qui vérifient ce systeme différentiel, mais on ne peut
pas trouver I’éxpression explicite de sa solution, pour cela on utilise I’étude qualitative pour

connaitre le comportement des solutions du systeme (3.2).
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3.4 Etude qualitative du systéeme de Lotka-Volterra

1) Les isoclines du systéeme (3.2)

a) Isocline verticale : elle est donnée par I’équation

U =0,
c’est a dire
U(a— V) =0.
Donc
U=0 ou a—pBV =0.
D’ou
o
U=0 ou V =—.
5

Ainsi l'isocline verticale du systeme (3.2) est constituée de la réunion de I’axe des ordonnées

(U = 0) avec la droite horizontale d’équation V' = e

B

b) Isocline horizontale : elle est donnée par 1’équation

V=0,
c'est a dire
V(U —~) =0.
Alors
V=0 ou oU —~v=0.

Ainsi
~
V=0 U=-.
ou 5

D’ou l'isocline horizontale du systéme (3.2) est constituée de la réunion de 1’axe des abscisses

(V' =0) avec la droite verticale U = %
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2) Le champ de vecteurs du systeme (3.2) sur les isoclines
Le sens du champ de vecteurs sur les isoclines du systeme (3.2) est comme suit :
a) Sur lisocline verticale :

. On apour U =0, V < 0. Donc le champs de vecteurs sur cette isocline verticale est dirigé
vers le bas.

A~ . . . . o
. De méme pour la seconde partie de l'isocline verticale V' = —, on a

V>0,
¢’est-a~dire
V(U — ) > 0.
Ainsi
oU —~v > 0.
Donc
Y
U>-—.
)
D’ou le sens du champ de vecteurs sur cette partie de I'isocline est dirigé vers le haut dans
e
la partie droite du point (%, 5), et est dirigé vers le bas dans la partie gauche de ce point.

b) Sur l'isocline horizontale :

.Pour V.= 0ona U > 0. Donc le champ de vecteurs sur cette isocline est dirigé vers la

droite.
. Pour la deuxieme partie de l'isocline horizontale U = %, on a
U >0,
¢’est-a~dire
Ula—pV) >0
Donc
a—pBV >0
D’ou
a
V<.
5



Ainsi le sens du champ de vecteurs du systeme (3.2) sur cette isocline est dirigé vers la droite,
a

dans la partie située en bas du point (%, B), et est dirigé vers la gauche, dans la partie située

en haut de ce point.

L’étude précédente nous permet de tracer le schéma de la figure 3.1 :

A
vV «—
II
T
_
v
—»
® > -
4
5 U

F1GURE 3.1 — Isoclines et champ de vecteurs sur les isoclines du modele de Lotka-Volterra
(3.2) dans le premier quadrant du plan.

On a la proposition suivante :
Proposition 3.4.1. Le premier quadrant du plan est invariant par le systéme (3.2).

Preuve.

On a les deux axes de coordonnées U = 0 et V' = 0 sont des solutions du systeme (3.2),
et comme les fonctions f(U), g(V), h(U,V) et k(U,V) sont des fonctions de classe C!,
alors d’apres le théoreme d’existence et d’unicité des solutions d’une équation différentielle
ordinaire, plus précisément 1'unicié des solutions, on en déduit que les trajectoires du systeme
(3.2) ne coupent pas les axes. Ceci signifie que toute trajectoire du systeme (3.2) issue d’une
condition initiale dans le premier quadrant du plan reste dans ce quadrant pour tout ¢ > 0.

On en déduit que le premier quadrant du plan est invariant par le systeme (3.2). O
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3) Les points stationnaires et leurs stabilité

Proposition 3.4.2. Le modéle de Lotka-Voltera admet deuz points stationnaires, [’origine

e
qui est un col et le point (%, =)

qui est un centre.
Preuve. Le modele de Lotka-Voltera (3.2) possede deux points stationnaires : le point (0, 0)
qui correspond a I’absence des proies et des prédateurs, ainsi que le point (3, %) qui est non-
trivial et qui appartient au premier quadrant du plan.
Pour étudier la stabilité de ces deux points stationnaires, on utilise la linéarisation du systeme
(3.2).
La matrice jacobienne associée au systéme (3.2) en un point (U*, V*) est donnée par

J _ (a—=pBV*  =pU*

(U*,v*) — SV* SU* — v :

Ainsi, la matrice jacobienne associée au systeme (3.2) au point stationnaire (0,0) est :

a 0
J0,0) = (0 _7) .

La matrice J(g,0) est diagonale et admet deux valeurs propres distinctes et de signes opposés ;
en effet

)\1:Oé>0, /\2:—’)/<0.

On en déduit donc que l'origine est un col, c¢’est-a-dire instable.

«
De méme, la matrice jacobienne associée au systéme (3.2) au point stationnaire (%, B) est
donné par
0 —_(f g
Jre) = | as
— 0
B

On a la matrice J(%

Ay = —i/ay.

La linéarisation prévoit des centres autour du point stationnaire (

(07
5B

y admet deux valeurs propres purement imaginaires A; = i,/a7y et

@[

)

, comme nous l'avons
vu dans le premier chapitre. Par contre le théoreme de linéarisation de Hartman-Grobman
ne permet pas de conclure si ce point stationnaire est aussi un centre pour le systeme non

linéaire (3.2).
Pour étudier la stabilité du point (§, %) pour le systeme (3.2), on va chercher I'existence
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d’une intégrale premiere du systeme (3.2).
OnapourU%%etV;«éO
dU  U(a—pV)
AV V(U =)

Ceci est équivalent a
oU —~
U

dU:a—ﬁV

av,

ou encore

(6 — 5) dU = (3 = B) V. (3.3)

On integre les deux membre de I'équation (3.3), on obtient
0U —~InU =alnV — gV + k.

ou k est une constante de R.
On pose
HU,V)=0U—-~InU —alnV 4 gV.

Les trajectoires du systeme (3.2) sont donc données par les courbes de niveaux de la fonction
H.
. . 7«
Montrons maintenant que ' admet un extremum en point (5, E) :
Comme H est de classe C?, on utilise le dévloppement en série de Taylor & I'ordre deux au

voisinage de ce point, on aura :

OH

_g oy 0y oy oy Oy ey oy LIy a0,
AUV =039+ 55GHU-D+ 55 G DV -9 +; 5mG H =D
PH v « ¥ a. 10*°H v « ., ¥ o v o
v b 3 O-D=5043 G P V= 1 0-2v- 1R (0 - D =),
ou R(u,v) est le reste du développement de Taylor vérifiant

lim  R(u,v)=0.
[l (,)[|—(0,0)
Puisque
HUYV)=k
on a
oH v a, OH ~v a,
ausp =" w0
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On a aussi

OPH v a, 6 PH v o, (32
o253 =y s T o
et )
0°H LY =0
ouov 6’ p
Donc

H(U,V) = H(3, %) + %(U -7+ f—a(v ~S)+R ((U — Iy v - g)3) .

Comme le reste R(u,v) est négligeable devant le terme

v o« 52 Yo B2 .,
HI SO+ Zw -y w2
G5+ U-TPe g -5
lorsque celui ci n’est pas nul, alors pour tout point (U, V') dans un voisinage du point (%, %)
on a :
oaNe’
HUYV)—H(=,—=)>0.
W) - HS)

o
Par conséquent la fonction H présente un minimum local en (%, —). Ceci montre que les

a
courbes de niveaux H (U, V) = k se referment au voisinage du point (%, —), ce qui implique
que les trajectoires du modele de Lotka Volterra sont des cycles (solution périodique), c¢’est-

o
a~dire le point stationnaire (%, B) est un centre pour le systéme non linéaire (3.2)

(figure 3.2). O
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5) Portrait de phase du systéme (3.2)

Le portrait de phase du systeme (3.2) est présenté sur la figure 3.2 3mm On a tracé cette

3

]

F ()

FI1GURE 3.2 — Portrait de phase du modele de Lotka Volterra dans le 1" quadrant du plan.

figure 3.2 grace au programme qu’on a écrit sous Maple, qui est le suivant

> with| DEtoals) - with| plots) -

0 = phaseportraif|[D(x) () = x(1) 0.5 — 0.75 3() x(r). D(3) (1) =3()-(0.80x()-0.36) ], [x(1). 3(1) ], =~ 500
500, [[x(0)=0.1, 1(0) =0.1]], stepsize=0.05, scene = [x(1). (r]] linecolor = black thickmess = 1, dirfleld
=2, 2], arrows=smalltwo, size= 0.1, color = black labels = [‘c(r) W1) ], labelfort = [ TIMES, BOLDITALIC,

10]):

H = phaseportraifl [D{x) (1) =x(t)-0.5 — 0.75-0(¢) -x(1), D{w)(#) = p(1) - (0.80-x(7) -0.36) ], [x(2), p(z) |. t ==3500
500, [[x(0) =02 1(0) =0.3]]. stepsize=0.05, scene = [x(1). (r]] linecolor = black thickmess = 1, dirfleld
=2, 2], arrows=smalltwo, size= 0.1, color = black labels = [‘c(r) W1) ], labelfort = [ TIMES, BOLDITALIC,

10]):

R = phaseportraif( [D(x) (1) =x(2)-0.5 — 0.75-2(1) -x(2). D(p)(#) =(¢) - (0.80-x(1)-0.36) . [x(1). p{2) |. £ =-300
500, [[x(0) =03, 1(0) =0.4]]. stepsize = 0.05, scene = [x(1), ¥(t) ]. linecolor = black thickness = 1, dirfield
=[2, 2], arows=smallrwo, size = (.1, calor = black labels = [‘c(r) Vit) ], labelfort = [ TIMES, BOLDITALIC,

10]):

S == phaseportrait( [D(x) (1) =x(t)-0.5 = 0.75-p(#) x(t), D{y) (1) = p(t) (080 x(1)-0.36) ], [x(r), p(7) ] t=-300
500, [[x(0)=043(0) =0.5]], stepsize = 0.05, scene = [x(t), ¥(1) |. linecolar = black thickness = 1, dirfield
=2, 2], arrows=smalltwo, size= 0.1, color = black labels = [‘c(r) W1) ], labelfort = [ TIMES, BOLDITALIC,

10]):

Z = phaseporrrait( [D(x) (1) =x(1) 0.5 — 0.75 p(r) x(2), D(y) (1) =pi(r) - (0.80-x(2) -0.36) ], [x(r), ¥(1) ], 1 =-300
500, [[x(0) =013, ¥(0) =0.2]], stepsize=0.05, scene = [x(1), (1) |. linecolor = black thickness = 1, dirfield
=2, 2], arrows=smalltwo, size= 0.1, color = black labels = [x(1), ¥(1) ], labelfont = | TIMES, BOLDITALIC,
10]) :

Pplots|display](Q.HL R. S, Z);
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3.5 Graphes des deux composantes U et IV de la solu-
tion du modele de Lotka-Volterra

La taille

] | | l f Prédateurs
10| 1 f | \ | Proies

F1GURE 3.3 — Courbes de variations des populations de proies et de prédateurs en fonction
du temps t.

On a tracé sur la figure 3.5 les composantes U(t) et V (¢) de la solution du systeme (3.2) en
fonction de temps ¢, issues de la condition initiale (U, Vp), avec Maple, dont le programme

est le suivant :
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> LVEuler =procis0 vl a b c d T h)
locali, s, ». & L. predateur, prois -
e I

=
L= [segli-hi=0._k)|
5= Matrix(k+ 1, 1);
ri= Matrie(k+ 1, 1);
5(1,1) = st
(1, 1) = ri

forifrom2tok+ 1do

s(i1)=s(i—11)+h*(a*s{i— 1 1)=-b*s(i— 1, 1)*r(i—1,1));
Hil)s=ri—11)+h*(-c*ri— 1L 1) +a*s(i— L 1)*ri—11));
od:

with( plots)

predatewr = plot( [seg( [L[i].#(i, 1)].i=1_%k+ 1)], color = red);
prois == plot( [seq( [L[i].5(i.1)].i=1_k+ 1)]. color = green);
display( | predateur, prois|);

end:

=Z> LVEuler(12.8,2,04,1,0.1,20,0.001)

Interprétation des résultats

Les solutions du modele de Lotka-Volterra sont périodiques dans un voisinage du point
(%, g). Ainsi une baisse de la taille des proies a provoqué également une baisse de la taille
des prédateurs, ce qui est di au manque de nourriture. Par la suite, cette diminution des
prédateurs favorise une augmentation de 'effectif des proies en raison de manque de chasse,
néanmoins les prédateurs se dévelopent d’avantage a ’aide du développement de la taille des
proies et inversement, c’est-a-dire que la taille des proies augmente pendant la diminution
de la taille des prédateurs.

Au point stationnaire (%, g) les tailles des proies et des prédateurs demeurent constantes

donc invariantes au fil du temps, ce qui justifie bien son nom de point d’équilibre.
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CONCLUSION

A la lumiere de cette étude, nous avons illustré 1'utilité de la modélisation en mathématiques
et vice-versa. La théorie des équations différentielles ordinaires nous a permis de faire une des-
cription qualitative et quantitative des systemes biologiques, plus précisément des systemes

démographiques.

Les systemes biologiques qui ont été étudiés dans ce mémoire sont composés soit d’une seule
population tels que le modele de Malthus, le modele logistique de Verhulst et le modele
de Gompertz, soit de deux populations tel que le modele de Lotka-Volterra. Il existe aussi
des modeles mathématiques a plus de deux especes, il serait intéressant de s’y intéresser

d’avantage dans le cadre d'une étude plus approfondie du sujet.

Ce domaine des mathématiques appliquées a eu un roéle important dans la compréhenssion

de la dynamique des phénomenes réels.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire consiste a mettre en évidence 'importance et 1'utilité de la
modélisation mathématique pour mieux comprendre I’évolution de la dynamique d’une

population isolée ou en interaction.

Ce contexte porte sur la théorie des équations différentielles ordinaires qui nous
permettent de connaitre les comportements des solutions des systemes différentiels
modélisant ’évolution démographie d’une certaine populations, en se focalisant sur les
modeles suivants : le modele de Malthus, le modeele logistique, le modele de Gompertz

et le modele de Lotka-Volterra.



