République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieure et de la Recherche Scientifique
Université Abderrahmane Mira de Béjaia
Faculté des Sciences Exactes
Département de Mathématiques

&) Aviebs

(UD ) Tasdawit n Bgayet
Université de Béjaia

MEMOIRE

En vue de I'obtention du diplome de MASTER

En : Mathématiques

Spécialité : Analyse Mathématique

Présenté par :

MAOUCHE Khoula

THEME

Dynamique d’un modéle mathématique épidémiologique

Soutenue le 29 septembre 2021, devant le jury composé de :

Mme. A.NASRI M.A.A U. BEJAIA Présidente

Mme. N. MOHDEB M.C.A U. BEJAIA Promotrice

Mme. A. BOULEKROUN M.A.A U. BEJAIA Examinatrice

Promotion 2020/2021



Remerciements

La louange est a Allah le tout puissant qui m’a donné le courage, la patience et la force, et qui
m’a gquidée et a éclairé mon chemin pour la réalisation de ce mémorre.

J’exprime toute ma gratitude, mon admiration, et mon profond respect a :

ma promotrice Mme N. MOHDEB, pour sa disponibilité, ses encouragements, ses conseils,
sa patience et son soutien tout au long de cette période du travail.

je remercie également les membres du jury :

Mme A. NASRI pour l’honneur qu’elle m’a fait de présider le jury et d’évaluer ce travail.

Mme A. BOULEKROUN pour l’honneur qu’elle m’a fait d’examiner le mémoire.

Enfin, je remercie tous mes enseignants qui m’ont accompagnée durant mon cursus de for-

mation et tous ceux qui ont contribué de pres ou de loin a la réalisation de ce modeste travail.



il

Dédicaces

Je dédie ce modeste travail a tous ceux et celles qui m’ont aidée de proche ou de loin notamment :
Ma chére maman qu’Allah la garde a mos.
I’ame de mon papa grace d’Allah étant sur lui et qu’Allah lui accueille dans ses vastes paradis
mes chers fréres et mes chéres soeurs ainsi que leurs marré(e)s.
mes neveur et mes nieces que j’adore.
tous mes enseignants qui ont contribué a ma formation.
toutes mes amies qui m’ont toujours setounue.
toute la promotion mathématique 2020/2021.
Toute la famille MAOUCHE.

Tous ceux qui ont le mérite pour que ce travail soit réalisé.

Khoula



Table des matiéres

Introduction 1
1 Préliminaires 2
1.1 Quelques notions de base . . . . . . . . ... 2
1.1.1  Equations différentielles ordinaires du premier ordre . . . . . . . . . . .. 2

1.1.2 Portrait de phase . . . . . . .. ... 3

1.2 Nature des points d’équilibre selon la trace et le déterminant de la matrice A

(cas linéaire) . . . . . . . ... 8

1.3 Fonctions de Liapounov . . . . . . . . . . ... 10

2 Le modéle épidémiologique SIR 12
2.1 Présentation dumodeéle . . . . . . ... Lo 12
2.1.1 Equations dumodéle . . . . . .. ... 13

2.1.2 Interprétation biologique . . . . . . . . .. ... L 13

2.1.3  Ecriture en dimension 2 . . . . . ... ... 13

2.1.4 Points d’équilibre . . . . .. ..o 14

2.1.5 Isoclines . . . . . . .. 15

2.1.6  Stabilité des points d’équilibre . . . . . . .. .00 16

2.1.7 Portait de phase . . . . .. ..o 18

3 La bifurcation backward 22

111



TABLE DES MATIERES iv
3.1 Exemple de bifurcation backward avec une fonction de traitement . . . . . . . . 22
3.1.1 Interprétation des termes du modele . . . . .. .. ... 23

3.1.2  Les points d’équilibre : . . . . . ... oo 23

3.1.3 Analysedelastabilité :. . . . . .. ... 29

3.1.4 Synthése . . . . . .. 34
Conclusion 35
Bibliographie 37



Introduction

Beaucoup de phénomeénes réels (physiques, biologiques, économiques, ...) sont modélisés par
des systémes dynamiques, voir des équations différentielles ordinaires. Pour mieux comprendre
ces phénomeénes il s’agit d’étudier les propriétés des solutions de ces équations différentielles
ordinaires.

Ce mémoire a pour objet de donner quelques notions de base, de présenter un modeéle épi-
démiologique a savoir le modeéle SIR, et de présenter un type de bifurcation dit "bifurcation
backward".

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est entiérement consacré a la présentation de quelques notions prélimi-
naires, concernant les solutions des équations différentielles : champ de vecteurs, portrait de
phase et fonction de Liapounov

Dans le deuxiéme chapitre, on a exposé un modele qui a été développé pour décrire la dyna-
mique d’'une épidémie a savoir le modele SIR.

Quant au troisiéme chapitre, on a présenté un type de bifurcations qui trouve un large champ

d’application dans les systémes épidémiologiques dit "bifurcation backward".



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques notions de base

1.1.1 Equations différentielles ordinaires du premier ordre

Définition 1.1. [// On note E =R", n > 1 et D =1 xQ ou I est un ouvert de R, 2 un
ouvert de E et f : D — E une fonction continue. Pour tout (t,x) € D, on notera f(t,x) =
(fi(t,x), ..., fu(t,z)) ot chaque fonction f; est continue de D dans R. Une équation différentielle

du premier ordre s’écrit sous la forme générale suivante :

dz

— = f(t, 1.1
" i) (1)
Si la fonction f dépend explicitement du temps, l'équation (1.1) est dite non autonome.

On dit que ’équation (1.1) est autonome si la fonction f ne dépend pas explicitement du temps :

dx
= ) (12

Nous allons limiter dans ce travail notre étude aux équations différentielles autonomes.
Remarque 1.1. [}/ L’équation différentielle (1.2) est du premier ordre car elle ne fait inter-

venir que la dérivée d’ordre 1 de la variable x.
Définition 1.2. [/] On dit que l’équation différentielle (1.2) est linéaire si f est une fonction
du premier degré par rapport a la variable x. Sinon on dit qu’elle est non linéaire.

2



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 3

Une solution z(t, zo) de I’équation différentielle (1.1) est une fonction du temps qui vérifie
I’équation différentielle. On peut penser & un point mobile dont 'abscisse x change avec le
temps. Une solution particuliére dépend de la condition initiale xg, c’est-a-dire de la valeur de

la variable & un instant initial %y,
o = ZL‘(to)
Définition 1.3. /2] On dira que f est lipschitzienne en x et on notera f € Lip(D), s’il existe

k >0 tel que

| f(t,21) = f(t,22) [[E< K || 21 — 22 ||, V(¢, 71), (t, 22) € D

Définition 1.4. [2/ On dira que f est localement lipschitzienne sur D si pour tout (t,x) € D il
existe un sylindre B = {(t',2') € D,|| v — 2’ |p< e, |t —t'| < &2} C D et une constante k > 0

tels que f soit lipschitzienne sur B. On note f € Lipy,.(D).

Théoréme 1.1. [2/ (Cauchy-Lipschitz) Soit f € C(D) () Lipi.(D), (on dit que f € C(D) si f
est continue sur D), il existe une unique solution au probléme de Cauchy
LL’(to) =Xy

sur Uintervalle [ty — o, to + a.

1.1.2 Portrait de phase

1. Points d’équilibre : [4]
En général, on ne sait pas résoudre I’équation différentielle (1.2). On fait alors une étude
qualitative de ses solutions. Cette étude commence par la recherche des points d’équilibre
(encore appelés singularités, points stationnaires, ou simplement équilibres) de ’équation

différetielle.

Définition 1.5. [}/ Les équilibres, (que nous notons x*), vérifient [’équation suivante :

f@) =0
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Remarque 1.2. [}/ En un point d’équilibre la vitesse s’annulle :

d:v_

E—O

Une équation différentielle peut admettre un point d’équilibre, plusieurs points d’équilibre,

ou aucun point d’équilibre.

On distingue deux types de points stationnaires :

Définition 1.6. [3/ [5] Considérons la forme générale d’un systéme de deuz équations

différentielles ordinaires autonomes suivant :

v =g(z,y)

(1.4)

ou x ety sont deux fonctions dérivables de t a valeurs réelles.

Un point stationnaire (z*,y*) du systéme (1.4) est dit hyperbolique si toutes les valeurs
propres de la matrice Jacobienne Dp(z*,y*), ou F' = (f,g), ont la partie réelle non nulle.
Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

- Si au moins une des deux valeurs propres de la matrice Jacobienne Dp(x*,y*)est nulle,
On parle d’un point stationnaire dégénére.

- Si une seule valeur propre de la matrice Jacobienne Dp(x*,y*) est nulle, on dit dans ce
cas que le point stationnaire est semi-hyperbolique.

- Si les deux valeurs propres de la matrice Jacobienne Dp(x*,y*) sont nulles, la singularité

est dite non élémentaire.

2. Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre :
Considérons la forme générale d’un systéme de deux équations différentielles ordinaires
autonomes (1.4) ou x et y sont deux fonctions dérivables de ¢ & valeurs réelles. On suppose
que le systéme (1.4) vérifie les conditions du théoréme (1.1) de Cauchy-Lipschitz. On
suppose en particulier que f et g sont au moins de classe C*.

La démarche pour I'étude d’un systéme de deux équations différentielles est la méme
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que celle utilisée pour une seule équation. La premiére étape consiste a rechercher les
équilibres et & déterminer leur propriété de stabilité locale. Un point d’équilibre (z*,y*)
du systéme (1.4) est un point ou la vitesse est nulle. Un point d’équilibre est donc défini

par les relations suivantes :

fl@*,y*) =0 (L5)

g(z*,y*x) =0

Un systéme d’équations différentielles ordinaires peut admettre aucun, un seul ou plusieurs
points d’équilibre. Pour avoir des informatios sur la stabilité locale d’'un point d’équilibre,
on procéede a la linéarisation du systéme au voisinage de chaque point d’équilibre.

Soient (u(t),v(t)) les coordonnées locales au voisinage d'un point d’équilibre donné (z*, y*) :

u(t) = x(t) — a*

u(t) =y(t) —y*
Si les variables locales u(t) et v(t) tendent vers 0, alors la trajectoire tend vers I’équilibre
(x*,y*). Pour linéariser le systéme différentiel (1.4), on recherche le systéme d’équations
qui gouverne les variables (u,v) en faisant une approximation du premier ordre au voi-
sinage du point d’équilibre. Comme f et g sont de classe C!, on peut écrire le systéme
(1.4) comme suit :

i=i=f(,y) = fle",y") + L@ y) (@ — ) + Ly )y — y) + Bi(w — 2",y — y")

b=y =g(x,y) = g(@* yx) + L(z*, y*)(x — %) + L(2*, y*)(y — y*) + Roz — 2",y — y*)
Y

(1.6)

En utilisant les relations déffinissant le point d’équilibre, c¢’est-a-dire
f(z%y") = g(z",y") =0

aprés substitution des cordonnées locales dans les équations du systéme (1.6) et en négli-

geant les termes d’ordre supérieur a 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons le
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systéme linéarisé suivant :

U= %(m*,y*)u + g—i(x*,y*)v
dg

(1.7)
v =3L(z",y )u+g—§(:ﬁ*,y*)v
qu’il est possible de réécrire sous une forme matricielle :
i [ ey ety | [ s
0 (a*,y) Pty v
On note la matrice Jacibienne A
@) 5@ yT) aj; a
A= % = " (1.9)
0, %k 0, * *
52 (", y) ag(x y) (1 a2

Le modele linéaire s’obtient donc en calculant la Jacobienne au point d’équilibre du sys-

téme (1.4). On a aussi :

: ok
B ! (1.10)
v a3 Qoo v

Le modele linéaire (1.10) est aussi appelé la partie linéaire du systéme (1.4) au voisinage

d’un équilibre (z*,y*). Ce modéle est un modéle plus simple que le systéme non linéaire

initial (1.4) dont il est issu, car il est linéaire. Cependant ce n’est pas une approximation

du systéme (1.4) au premier ordre qui n’a de sens que dans un voisinage immédiat d'un

point d’équilibre de ce systéme. [4]

3. Trajectoires, Isoclines :

Définition 1.7. [}/ On appelle trajectoire (ou orbite) du systeme (1.4), ’ensemble

parcourru dans le plan (x,y) par le point de cordonnées (x(t),y(t)) lorsque t parcourt R.

En d’autres termes, une trajectoire du systéme (1.4) est 'ensemble des points du plan

{(z(t),y(t));t € R}

Définition 1.8. [/ Les isoclines zéros du systéme (1.4) sont les lieuzx des points du plan

(x,y) ot des composantes du vecteur vitesse sont nulles.
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Par conséquent en dimension deux, il existe deux types d’isoclines zéro :

Définition 1.9. /4] Les isoclines vérifiant @ = f(x,y) = 0, sont appelées isoclines verti-

cales du systéme (1.4). La composante "horizontale” est nulle.

Lorsqu’une trajectoire coupe une isocline © = 0, la direction du vecteur vitesse, qui est

tangent a la trajectoire, est verticale.

Définition 1.10. [/ Les isoclines vérifiant § = g(x,y) = 0, qui sont appelées isoclines

horizontales du systéeme (1.4). La composante "verticale” de la vitesse y est nulle.

Lorsqu’une trajectoire coupe une isocline y = 0, la direction du vecteur vitesse, qui est
tangent a la trajectoire, est horizontale.

Bien siir, les points d’équilibre doivent annuler les deux composantes du vecteur vitesse
et se trouvent par conséquent a l'intersection des isoclines horizontales et verticales. En
pratique, lorsque cela est possible, il est donc trés utile de tracer le graphe des isoclines

afin d’identifier les points d’équilibre a leurs intersections.
4 . Champ de vecteurs :

Définition 1.11. [/ L’application
h:R? — R?

(@,y) = (f(z,y), 9(z, y))
définit un champ de vecteurs.

A chaque point M = (x,%) du plan, on associe le vecteur V(M) = (f(z,), g(z,y)). Un
champ de vecteurs associé au systéme (1.4) est donné par la propriété suivante :

En tout point M du plan ou V(M) # 0, la trajectoire passant par M est tangente a
V(M).

Pratiquement, pour présenter le champ de vecteurs associé au systéme (1.4), on se donne

un quadrillage de la partie du plan choisie; en chaque point de ce quadrillage, on trace
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un petit vecteur égal, ou colinéaire a V (M).

en observant le champ de vecteurs, on a déja une idée du comportement des trajectoires.
5. Tracé du portrait de phase :

Nous allons étudier la fagon dont les trajectoires du systéme (1.4) s’organisent dans le

plan et notamment comment elles se comportent prés des points o 4() et y(¢) s’annulent

simultanément, c’est-a-dire prés des points stationnaires.

Définition 1.12. [}/ On appelle portrait de phase d’un systéme différentiel ’ensemble de

ses trajestoires.

Dans la pratique, tracer le portrait de phase d’'un systéme de dimension deux, c’est tracer

dans le plan (x,y), suffisamment de trajectoires pour que 'on puisse les imaginer toutes.

1.2 Nature des points d’équilibre selon la trace et le déter-

minant de la matrice A (cas linéaire)

Nous allons voir ici que la nature des points stationnaires d’un systéme linéaire homogeéne
a coefficients constants de dimension deux ne dépend que de la trace et du déterminant de la
matrice associée a ce systéme.
ou
tr(A) = a1 + as
et

det(A) = Q11922 — A21Q12

Les valeurs propres A\; et As sont les racines du polynéme caractéristique de la matrice A
N —tr(A)\ + det(A) = 0

Notons

disc = tr(A)* — 4det(A)
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le discriminant de ce polynome.
La classification des points stationnaires du systéme différentie]l X = AX tel que X = (z,y)

s’exprime comme ceci :

1. Sidisc > 0 (c’est-a-dire si les valeurs propres \; et Ay sont réelles), alors :
- si det(A) > 0, lorigine est un noeud, attractif si ¢r(A) < 0 et répulsif si tr(A) > 0.

- si det(A) < 0, Porigine est un col.

2 . Sidisc < 0 (c’est-a-dire si les valeurs propres A; et Ay sont complexes conjuguées), alors :
- si tr(A) < 0, origine est un foyer attractif.
- sitr(A) = 0 (c’est-a-dire si les valeurs propres A\; et Ay sont imaginnaires pures), 'origine
est un centre.

- si tr(A) > 0, lorigine est un foyer répulsif.

detA disc<0
\ T Aldisc =0

N /
\ Fover Foyer 4
\ stable instable /
M, V4

L fr_'_'_ /
Meeud \\. { CE@ /r Meeud
stable S . instable

o ra

disc =0

Point zelle Point selle

FIGURE 1.1 — Typographie des systémes plannaires en dimension 2 en fonction de la trace et du

déterminent de la matrice A dans le cas detA # 0.
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1.3 Fonctions de Liapounov

Une fonction de Liapounov est un outil permettant de déterminer par exemple la stabilité
d’un point d’équilibre d’un point de vue global et non seulement local. Par ailleurs, une fonc-
tion de Liapounov peut également étre utilisée pour déterminer la stabilité d’'un équilibre non
hyperbolique, c’est-a-dire lorsque la linéarisation ne permet pas de conclure. Pour commencer

Déffinissons ce qu’est une fonction définie positive.

Définition 1.13. Fonction définie positive [4]
On appelle fonction définie positive (respectivement négative) une fonction V(x,y) définie, dif-
férentiable et de différentielle continue sur un ouvert D contenant ['origine et vérifiant les

propriétés sutvantes :
1.V(0,00=0

2. ¥(z,y) € D, (x,y) #0, V(x,y) >0 ( respectivement V (z,y) < 0)

Théoréme 1.2. Théoréme de stabilité de Liapounov [4]
Soit le systeme différentiel
&= f(z,y)

v =g(z,y)

admettant 'origine comme point d’équilibre. S’il existe une fonction réelle d’une variable réelle

V(x,y) définie dans un voisinage de l'origine telle que :
1. Les dérivées partielles %—‘; et %—Z existent et sont continues.
2. V(x,y) est définie positive.

Si V est définie négative, alors Uorigine est un équilibre asymptotiquement stable.

On dit que la fonction V' est une fonction de Liapounov forte.

SiV est définie positive, alors lorigine est un équilibre instable.

1l y a des cas ou il est impossible de trouver une fonction de Liapounov forte, ¢’est-a-dire que

Uon a seulement V < 0 sur un domaine contenant Uéquilibre. Il y a des points du domaine ot
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V =0 . Dans ce cas, On dit que la fonction de Liapounov est faible et on a alors : I’équilibre

est stable mais pas nécessairement asymptotiquement stable.

Remarque 1.3. La fonction V est donnée par :

V(1 2(6)) = (ot 2(0)/ (1)) + (1)

ou "/" : représente le produit scalaire.



Chapitre 2

Le modéle épidémiologique SIR

Dans ce chapitre, nous présentons un modeéle qui a été développé par "Kermack" et "McKen-
drick" en 1927 pour décrire la dynamique d’une épidémie. Ce chapitre est essentiellement inspiré

du livre [4]

2.1 Présentation du modéle

Ce modeéle distingue trois classes d’individus selon leur sensibilité vis-a-vis d’une maladie
contagieuse :
e Les individus sains notés par (S) : sont sains et peuvent étre contaminés.
e Les individus infectés notés par (I) : peuvent contaminer les individus sains, le taux de
contamination est (. les individus infectés meurent de la maladie avec un taux v.
e Les individus immunisés ou remis notés par (R) : ont été infectés et sont immunisés

quelques temps contre la maladie. Ils redeviennent ensuite sains avec un taux 7.

12
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2.1.1 Equations du modéle

Les équations différentielles décrivant le modéle SIR sont présentées comme suit :

p

S=—BIS+R
I=BIS—vI (2.1)
R=vI—~R

\

2.1.2 Interprétation biologique

Dans le modele SIR donné par le systéme (2.1), ona :

e (IS est le terme d’interaction entre les individus sains et les individus infectés. C’est la
quantité d’individus sains devenant infectés par unité de temps.

e v] est la quantité d’individus infectés qui guérissent par unité de temps.

e 7R est la quantité d’individus immunisés qui perdent leur immunité par unité de temps.

2.1.3 Ecriture en dimension 2

Si on note par N = S 4+ I + R la taille de la population étudiée, on aura :

aN _ds  dI _dR
dt dt — dt = dt
= BIS—-pBIS+yR—~yR+vI—vI

=0
C’est-a-dire
dN
|
dt
Ceci est équivalent a
N = N,

Ce qui est conforme au fait que 'effectif de la population N est constant.

On peut donc réduire ce systéme a un systéme & deux dimensions en S et I.
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On aura ainsi, a tout instant

R=Ny—S—1 (2.2)
En utilisant la relation (2.2), le modeéle SIR (2.1) devient :

S=v(Ny—S—1I)—pIS

‘ (2.3)
I =p8IS—vl
2.1.4 Points d’équilibre
Les points d’équilibre du systéme (2.3) sont donnés par :
S=0
[=0
C’est-a-dire :
Y(Ng—S —1)— 1S =0
(No ) o

BIS —vI =0

En additionnant I’équation (1) et (2) du systéme (2.4), on obtient :

S=Ny—(1+2)I

~
L’équation (2) du systéme (2.4) donne :

(8BS —v)[=0
Ce qui donne :

S = % oul =0

On obtient ainsi :

S=Ny—(1+)I
I'=0o0uf=3%
e Lorsque [§ = 0, on aura : S§ = Ny, cet équilibre (S§, 1) = (No,0) signifie que tous les

individus sont sains.
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e S5i 57 = 3 alors,

o 20 2
vt+v
C’est-a-dire :
e Y(No = 5)
1T T
Finalement :
) fY(ﬁNO B V)
b Bly+w)
le point (ST, I7) n’existe que si
v
Ny > B

2.1.5 Isoclines

L’isocline verticale associée au systéme (2.3) est donnée par
S=0.

L’isocline horizontale associée au systéme (2.3) est donnée par

On a:

C’est-a-dire
Y(Nog—S—1)—pIS=0
IS —v)=0
Autrement dit
[ =200 = b(s)

[:OOUS:%

Dans le plan (S, I), l'isocline verticale est une hyperbole d’équation I = h(.5).

L’isocline horizontale est la réunion de ’axe horizontal et de la droite verticale S =

14

B
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2.1.6 Stabilité des points d’équilibre

La matrice Jacobienne associée au systéme (2.3) en un point (5, ), est donnée par

—y—BI —y—8S

BI BS —v

M =

Au point (S7; I7), la matrice Jacobienne s’écrit :

-y =Bl —v— S5t

Bl 0

M, =

Ici, on a nécessairement No > 4, pour garantir I'existence du point d’équilibre (57, IT). Dans

ce cas, on a :

tr(My) = —y—BIf <0
det(My) = BI7(y + 557) > 0

On a ainsi le résultat suivant :
Proposition 2.1. (S}, I7) est asymptotiquement stable.

Au point (S, 1), la matrice Jacobienne s’écrit :

-y =7 = BNy

0 BNO_V

M():

tr(My) = —y + BNy — v et det(My) = —v(BNy — v)

On distingue deux cas :

ol”cas:No>%

on a dans ce cas :

det(M()) < 0.

D’ou le résultat suivant :

Proposition 2.2. §i Ny > %

5 alors le point d’équilibre (S§; I}) est un point selle
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° 2mecas:No<%
Dans ce cas,

det(My) > 0 et tr(My) <0

Le discriminant A = (det(My))? — 4tr(My) est donné par
A= (—y— BNy +v)?

On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 2.3. St Ny < %

5 alors le point d’équilibre (S§; 15) est un noeud asymptoti-

quement stable.
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2.1.7 Portait de phase

1¢" cas : Ny >%

I(t)

s(t)

FIGURE 2.1 — Isoclines du systeme (2.3) quand Ny > 4

Interprétation du graphe : les isoclines horizontale et verticale et le champ de vecteurs du
v

systéme (2.3) sont représentés sur la figure (2.1) lorsque Ny > 3

L’isocline horizontale est représentée avec la couleur orange, et I'isocline verticale est représentée

avec la couleur bleue.
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Les trajectoires et le portrait de phase du systéme différentiel (2.3) dans le cas ou Ny > 5

sont représentés sur la figure (2.2).

I(t)

S(t)

FIGURE 2.2 — Portrait de phase du systéme (2.3) quand Ny > %

Interprétation du graphe : Dans ce cas, on a la coexistence de deux points d’équilibre (S, I§))
et (ST, I7) qui est asymptotiquement stable. On constate que les trajectoires du systéme (2.3)
issues de la condition initiale (S§, I) vérifiant Sy > 0 et [y > 0, tendent vers le point d’équilibre

(ST, I7) sachant que ST > 0 et I7 > 0. Ainsi la maladie se stabilise et se maintient & un état

d’équilibre.
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2m¢ cas : Ny < %

I(t)

s(t)

FIGURE 2.3 — Isoclines du systéme (2.3) quand No <

Interprétation du graphe : Les isoclines horizontale et verticale et le champ de vecteurs du

systéme (2.3) sont représentés sur la figure (2.3) lorsque Ny < §

L’isocline horizontale est représentée avec la couleur orange, et I'isocline verticale est représentée

avec la couleur bleue.
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v

Les trajectoires et le portrait de phase du systéme différentiel (2.3) dans le cas ou Ny < 5

sont représentés sur la figure (2.4).

I(t)

S(t)

FIGURE 2.4 — Portrait de phase du systéme (2.3) quand Ny < %

Interprétation du graphe : Dans ce cas, le point d’équilibre (S}, ;) disparait et n’existe
plus et seul le point d’équilibre (S5, I§) existe, et il est dans ce cas asymptotiquement stable.
On constate que toutes les trajectoires du systéme (2.3) issues de la condition initiale (Sp, o)
telles que Sy > 0 et Iy > 0, tendent vers le point d’équilibre (S, I§) = (Np,0). Par conséquent

dans le cas ot Ny < 5 I'infection ne se maintient pas dans la population.



Chapitre 3

La bifurcation backward

Durant ces derniéres années, la bifurcation backward dans le domaine de I’épidémiologie a
suscité l'intérét des chercheurs mathématiques.

Ce chapitre est essentiellement inspiré de 1'article 6]

Définition 3.1. [}/ Le changement qualitatif du comportement des solutions d’un systéme dif-

férentiel est dit "bifurcation”. La valeur du parametre associé est appelé "valeur de bifurcation”.

Définition 3.2. /1] La bifurcation backward se produit lorsque un équilibre endémique stable
coexiste avec un équilibre non endémique stable lorsque le nombre moyen des nouveaux cas

infectés pendant la période d’infection soit plus petit que 1.

3.1 Exemple de bifurcation backward avec une fonction de

traitement

Counsidérons le modéle SIR suivant :

(

S=A—dS —\SI

I =A\ST — (d+~)I — h(I) (3.1)

R=n~I+h(I)—dR
\

22
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avec

rsil >0
h(I) = (3.2)

0sil =20
3.1.1 Interprétation des termes du modéle

Dans le modele SIR (3.1), il est désigné par :
S : le nombre des susceptibles.
I : le nombre des infectés.
R : le nombre des remis.
Les parameétres d, A, v, r, Ry sont des réels supposés positifs. On désigne par :
A : le nombre des naissances susceptibles ; dans ce modéle les naissanses sont automatiquement
susceptibles.
d : le taux de mortalité naturelle et ceci est supposé constant pour toutes les classes des
individus.
A @ le taux de transmission.
7 : le taux de guérison (naturelle).
r : le nombre de médicaments stockés.
La fonction h(I) représente la fonction de traitement qui représente le nombre des individus

traités.

3.1.2 Les points d’équilibre :

Sivt e R, I(t) =0, le systéme (3.1) devient :

(

S=A-dS
I =0, puisque dans ce cas h(I) = 0. (3.3)

R=—dR

\
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Les points d’équilibre du systéme (3.3) satisfont

(

A—dS =0
I=0
—dR =0
\

Ainsi dans ce cas le systéme (3.3) n’admet qu'un seul point d’équilibre (S*, I*, R*) tel que :

S*:g,l*:O et R* =0.

Le point d’équilibre (S*, I*, R*) = (%, 0,0) est I’équilibre en I’absence de 1’épidémie.

Dans ce cas le systéme (3.3) est résoluble et admet pour solution :

/

S(t) = S(to)e + A(1 — e=¥)
I(t)=0 (3.4)

R(t) = R(to)@idt

\

On va s’intérresser maintenant au cas I > 0.
Les deux premiéres équations du systéme (3.1) ne dépendant pas de R.

Considérons le systeme :

S=A—dS —\SI

. (3.5)

I=XSI—(d+~)I—-r
Du fait que

N=S+1+R
alors
N = S+I+R
= A—dN
Résolvons ’équation différentielle :
N=A—dN (3.6)

qui est équivalente & :

N+dN=A
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Résolvons d’abord ’équation homogéne (sans second membre) :

N+dN =0
On a :
N = —dN
D’ou :
log(N) = —dt + ¢, ¢ est une constante réelle
D’ou :
N()(t) — efdt+c
— ece—dt
= Ce ¥ C est une constante réelle.
Ainsi :

No (t) = C’e*dt

Cherchons maintenant une solution particuliére en utilisant la méthode de la variation de la

constante :
On pose :
N(t) = C(t)e ™™ (3.7)
On aura :
N(t) = C'(t)e™ — dC(t)e " (3.8)

En substituant (3.7) et (3.8) par leurs valeurs dans (3.6), on aura :
C'(t) = Ae™

D’ou :
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D’ou :
A
Ny(t) = (Eedt + B)e
A
= E + Beidt
Ainsi :
A —dt
N(t):E—FEG ,EGR
Ou:

No(t) est la solution de I’équation différentielle sans second membre associée a I’équation diffé-
rentielle en question.

N,(t) est la solution particuliére de I'équation différentielle en question.

On a:

A
lim N(t) =

t——4o00 E
Ceci signifie que : N* = % est globalement stable.

On peut écrire donc :
A
Ve >0, Ja > 0 telle que Yt > a, |N(t) — E| <e

Dans ce cas, on peut considérer que la population est constante a long terme, et on peut alors

écrire :

Taux de reproduction de base R

Le systéme (3.5) admet (4,0) comme point d’équilibre sans épidémie. Posons :

AA

Ry —
0 d(d + )

C’est-a-dire : le nombre moyen de nouvelles infections causées par un individu dans toute la
population susceptible.

Calcul des points d’équilibre endémiques
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Les points d’équilibre du systéme (3.5) sont données par :

L’équation S = 0 donne :

A—dS—-ASI=0

qui implique que

L’équation I = 0 donne :

AST — (d+)—r=0

Remplcant S par sa valeur dans (3.9), on obtient :

A

d+)\]I—(d—|—”y)I—r:O

Multiplions les deux termes de (3.10) par (d + AI) on trouve :

MNAT —d(d+ )T — XNd+~) > —r(d+ ) =0
Autrement dit :

“MNd+)P—1(dd+7v) = XA +71)\) —rd =0

Divisons les deux termes de (3.11) par —d(d + ), on aura :

A A TA r

iy - — — DI+ =0
d <d(d+7) d(d+7) ) d+y
C’est-a-dire :
A r
IP—(Ry—H—-1DI+——=0
d ( 0 ) +d+fy
avec

A1
~d(d+7)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Discussion
Posons :
A r
N=%=I?—-(Ry— H—1)I =0
FI) = G0 = (Ro— H = 1)1 +
On a
p 2\
f([)zFI—(RO—H—l):0
Ceci donne :
d(Ry— H —1)
]:
2\
et
r
0) = .
F0) = 55

Donc si Ry — H — 1 < 0 alors ’équation (3.12) n’admet pas de solutions positives et la méme
chose pour Ry < 1 (ie. on a 'absense des solutions endémiques dans ce cas).

On va s’intéresser donc au cas
RO—H—1>O<R0>1)
L’équation (3.12) a pour discriminent :

A = (Ry—H-1)?—-4H
= (Ro—H—-1-2VH)(Ry— H—1+2VH)

= (Ro— (VH +1*)(Ro — (VH = 1)?)
On a Ry — (VH — 1)? est positif pour Ry — H — 1 > 0, car
Ry—(WH—-1?=Ry—H-142VH>Ry—H—-1>0
Ceci signifie que A > 0 si et seulement si
Ry— (VH+1)?>0

C’est-a-dire si et seulement si :

VRy—1>VH
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Donc A > 0 si et seulement si
(VRy—1?>H

On aura ainsi A < 0 si et seulement si

(VRy— 1) < H.
Et A = 0 si et seulement si
(VRy—1?=H

On va s’intéresser au cas A > 0 :

Dans ce cas, les composantes I des points d’équilibre sont :

d
1125(30—1—1{—¢(RO—1—H)2—4H)
Et
d
[Q:ﬁ(Ro—l—HJr\/(Ro—l—H)2—4H)

Mais I et I, sont sémultanément positifs si et seulement si

Ry—1—H >0, alors Ry — 1 > H

Ry~1= (VR - D)(VRo+1) > (VR = 1)’ > H

Donc pour A > 0, on a I; et I, coexistent avec

A
Cd+ M,

Sy =

et SQ

d+ M

3.1.3 Analyse de la stabilité :

La matrice Jacobienne J(S, I) associée au systéme (3.5) en un point (.S, I) est donnée par :

—d— X —)\S
J(S, 1) =
M AS—d—~
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On a au point (S, ;)

—d— M\ A5
J(S1, 1) =

)\Il )\Sl—d—")/

On sait que I’équilibre du systéme (3.5) vérifie
A— dSl = /\51[1 = (d—i")/)]l +r

Alors

S1= 2(A~ (d+ ) 1)

D’autre part, on a :

detJ(S1,I;) = (—=d—AL)(AS1 —d—~)+ NS 1,
= —d\S, + P +dy+ Nd+)],
= “MNA=(d+) —r)+d+dy+ Md+ 7)1
= A +2Xd+ ) + M +d(d+7)

2\
= d(d+v)[—Ro+ Fh + H + 1]

= dld+)[-Ro+H+1+Ry—H—1—+/(Ry—1— H)?—4H]

= —d(d+v)V(Ro—1—H)?—4H

Ainsi :
d@tJ(ShIl) <0

Ceci signifie que (51, I) est un point selle lorsqu’il existe.

De méme, on a au point d’équilibre (Ss, I5),

—d — M\, —AS,
J(Sq, 1) =

)\IQ )\Sg—d—’}/

On a aussi :
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D’autre part :

detjg = (—d — /\]2)()\52 —d— 'Y) + /\25212
= —d\Sy+d* +dy+ Nd+ 7)1,
= NA—(d+VL—7)+d+dy+\d+7)]s
= MM+ 2\d+y) o+ N r+d(d+7)
2\
= d(d+7)-Ro+ =L+ H+1]

d
= dd+7)-Ro+H+14+Ry—H—14+/(Ry—1— H)? —4H)|

= d(d+7)V/(Ro—1— H)? —4H

C’est-a-dire :
deth >0
Alors la stabilité de (Ss, I) dépend de trJs.

Si trJy > 0 alors (S, I5) est instable.

et si trJy < 0 alors le point d’équilibre (Ss, I2) est localement asymptotiquement stable.

On a:
tT’JQ = —2d—’)/—>\12+/\52
A
= —2d—7—)\12+3(14—(d+’y)[2—7“)
AA ) AT
= 2d—~v—AH+ — — = I — —
d—~v— M+ 7 d(d+’y)2 y
2d+~y  2d* — MNA+ M +d
= =\ —
d d
Si
2d* — NA+ M +~vd >0
alors

tT’JQ < 0.

Dans ce cas le point d’équilibre (S, I5) est localement asymptotiquement stable.

Supposons donc que 2d> — AA + A\r + vd < 0. on cherche les valeurs des paramétres donnant
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t?”JQ < 0.

Ceci signifie que :
2d 4+ 2d® — ANA+ M +~d _

-\ 0
> d d
C’est-a-dire :
2d% — NA + \r +~d
I, > — =Dy >0
2 A(2d + 7) '
Donec :
d d(d+~) d
—(Ry—1—-H Ry—1—H)2—-4H — —14+Ry— H
o (o V(R ) V> Nedt ) a1l
Ainsi :
2d 2d + 2
—1-H —1—H)??2—-4H — —1—-H
(Ry 4 V(R =T = HP —4H) > —5 -+ (B~ 1= H)
Alors :
2d 2d + 2y
—1—-—H)?2 —-4H > — —1—-H -1
V(R ) = 2d+7+(R0 )[QdJr7 ]
On obtient :
\/(Ro—l—H)2—4H>— 2d +(Ry—1—H) v = D,
2d + v 2d +
VIR~ 1= AP — 48 > L [(Ry~ 1~ H) - 2
2d + v vy
Finalement : si
2d

Par conséquent, le point d’équilibre (Ss, I5) est localement asymptotiquement stable.

Supposons que (Rg —1— H) — %d > 0. Alors d’aprés (3.13),

(Ry—1— H)?—4H > [—2d+7+(R0—1—H)2d17]2
(Ro—1—H)>—4H — D3>0
C’est-a-dire :
2 4d? 4~vd

(Ro—1—H)*—4H — (Ry—1— H)? _ )2+

(2d+7)?  (2d+~ (2d + )

(3.13)

S(Ry—1—H) >0
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En remplacant H et R, par leurs valeurs, on obtient :

Ar d? d
(d(d+7) = AA+ rA)2d(d+7)?2d+7)2 —4daas — (2;+y)2 gy (—dd+7) £ A4 =1A) >0

C’est-a-dire :

s [=Ar(2d +9)? = *(d+7) + (d(d+7) = AA+7A)* +dy(=d(d+7) + AA = rA)] > 0

4
d(2d+~)2(d+~

Donc :

ety A (A7 7 ddy) — dt =y dP NP A N = 20 AT+ P (dP P 2dy) = 2(NA -

rA)(d? + dy) + dyANA — dydr — yd® — v2d?] > 0
On aura :

m[—@\nﬂ — Mry? —ddydr — db — yd® + N2A? + N2r? = 20\2Ar + d + AP + 2vdB —

QNAA? — 20\Ady + 2rAd? + 2r\dy + dyNA — dyAr — vyd?® — ~%d?] > 0
Ainsi :

4\

A2 —2d% — 3dy — 4% — 20\A) + NA% — Ad~ — 2Ad?%] > 0
d(2d+7)2(d+7)[r +7( Y= )+ Y ]

Posons

D3 = \r? +1(=2d* — 3dy — v* — 20A) + \A? — Ady — 2Ad*
Si D3 > 0, alors trJy < 0 et par conséquent (S, I5) est localement asymptotiquement stable.
Si D3 < 0 alors trJs > 0, donc (Ss, I5) est instable.
Considérons D3 comme fonction de la variable r, et étudions son signe.
Le discriminant associé au polynome D3 s’écrit :
A = (2d+9)(d+7) +2)0A)* — 4NANA — dy — 2d%)

= (2d +7)*(d 4+ 7)* + 4AN2A? + ANA(2d + ) (d +7) — 4N2A? + 4N Ady + SAAd®

= (2d +7)*(d+7)* + 4NA(2d + ) (d + ) + 4 Ady + 8ANAd?
Ainsi

Ay > 0.

Donc le polynéme D3 admet deux racines réelles

ry = %[QAAJr (2d +7)(d+7) + VA]
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et

T

_ %[QAAJr (2d +)(d +7) — /D]

Sir>ryour<ry, alors D3 > 0, donc trJ, < 0.
Sire <r <ry,alors D3 <0, donc trJ, > 0.
Par la condition,

2d* — MNA + \r +vd < 0,

Soit

—2d% + XA —vd < I
On obtient aprés avoir remplacé r; par sa valeur :

%[2AA+ (2d+v)(d+7) + \/E]

3 1
= M+d®+ody+ 357" + VA

)\7’1 =

> A —yd — 24

Ainsi :

Arp > AA — vd — 2d?

Contradiction entre (3.14) er (3.15), donc la condition 7 > 71 est éliminée.

3.1.4 Synthése

Le point d’équilibre (S, I3) est stable si 'une des conditions suivantes est satisfaite :

2d* — MNA + M +~vd > 0

242 — NA + Ar +vd < 0

et Rg—1—H -2 <0

(3.14)

(3.15)
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2d% — NA + Ar +vd < 0

et Rg—1—H -2 >0

et r <1y
\

Le point d’équilibre (Ss, I3) est instable si la condition suivante est vérifiée :
4

2d? — ANA + Ar +vd < 0

et Ry—1—H—2>0

etry >1r>r1y
\



Conclusion

A la lumiére de cette étude, nous avons illustré 'utilité de la modélisation en mathématiques.
Les modéles mathématiques décrivant une épidémie ont joué un réle important en cotrole de
la propagation des maladies contagieuses. Le modéle épidémiologique SIR présenté dans ce
mémoire est donc de premiére importance.

Ce domaine des mathématiques appliquées a eu un role important dans la compréhension de

la dynamique des phénomeénes réels.
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Résumé

L’objet de ce mémoire consiste a mettre en évidence I'importance et 1'utilité de la modélisation
mathématique en épidémiologie pour mieux comprendre la dynamique d’'une épidémie.

Ce contexte porte sur la théorie des équations différentielles ordinnaires qui nous permet de
connaitre le comportement des solutions des systémes différentiels modélisant 1’évolution d’une

épidémie en se focalisant sur le modéle SIR.

Abstract

The object of this dessertation consists in putting in evidence the importance and the utility
of the mathematical modelling in epidemiology in order to understand better the dynamic of
an epidemic.

This context speaks about the theory of ordinary differential equations which allows us to know
the behaviour of the differential systems’s solutions modeling the evolution of an epidemic by

focusing in the SIR model.
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