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Nomenclature  

Grandeur Notation et expression 
𝝉 Tenseur des contraintes visqueuses 

𝝈 Tenseur des contraintes 
𝜎 Tension superficielle 
𝑫 Tenseur des déformations 
𝜌𝑠 Masse volumique du solide 
𝜌 Masse volumique du liquide 

Pa  Pression atmosphérique 
P Pression 
v Champ de vitesse dans le liquide 

u, v Composantes du Champ de vitesse 
U Champ de déplacement dans le solide  

U, V Composantes du Champ de déplacement 
ℎ0 La hauteur du liquide 
𝑠0 L’épaisseur du solide 
𝒏  Vecteur normal 
𝒕  Vecteur tangent 

𝐾 Courbure 

F  Gradient du tenseur de déformation 
μ Viscosité dynamique du fluide 
I Matrice identité 
𝛽 Angle d’inclinaison du substrat par 

rapport à l’horizontale  
g  Champ gravitationnel 

𝒙,𝒚,𝒕 Coordonnées de l’espace et du temps 
𝜕

𝜕𝑡
 

Dérivée partielle par rapport aux temps  
 

𝜕

𝜕𝑥
 

Dérivée partielle par rapport à 𝑥  
 

𝜕

𝜕𝑦
 

Dérivée partielle par rapport à 𝑦  
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Introduction générale  

Nous étudions dans ce mémoire la stabilité d’un écoulement sous 

gravité d’un film mince d’un liquide sur un solide déformable attaché à une 

paroi inclinée d’un angle (𝛽). Ces dernières décennies l’étude de la stabilité 

de ces écoulements est devenue très intéressante car beaucoup de travaux 

se sont achevés, dans le but de savoir les conditions d’apparition des 

instabilités. Ces écoulements interviennent dans plusieurs procédés 

industriels comme le refroidissement des composants électroniques , les 

réacteurs chimiques , les échangeurs de chaleur, ou les procédés de 

revêtement de surface [𝟏] , dont l’apparition de ces instabilités signifie le 

dysfonctionnement du système et la mauvaise qualité du produit.  Il est 

donc très important de connaitre ces conditions afin de les éviter[𝟐]   . 

Dans un écoulement d’un film mince sous l’effet de la gravité, la 

transition d’un écoulement stable à un écoulement turbulent, s’effectue par 

une série d’instabilité[𝟐]  : 

Instabilités primaires : elle fait apparaitre une structure spatiale 

temporelle. 

 Instabilité secondaire : elle fait apparaitre une périodicité temporelle . 

Ces instabilités rendent l’écoulement de plus en plus complexe , ou le 

comportement devient totalement chaotique , et on distingue deux types 

d’instabilités qui pourraient se développer au sein du fluide[𝟏]   : 

Instabilité d’origine visqueuse : elle apparait lorsque l’angle d’inclinaison 

du plan est faible et le nombre de Reynolds est élevé , et on pourra observer 

des ondes de longueur comparable à l’épaisseur du fluide .  

Instabilité d’origine gravitaire : elle apparait lorsque le nombre de 

Reynolds est faible , et elle se manifeste par des ondes inter faciales . 

Les instabilités des fluides sur une paroi inclinée était depuis très 

longtemps un sujet important , dont beaucoup de chercheurs ont passé 

beaucoup de temps pour essayer de comprendre le comportement de ces 

écoulement , et ils sont parvenus à trouver des résultats intéressants , dont 

nous citons quelques-uns de leurs travaux : 
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Kapitza [𝟒] (1949) 

Son travail était sur les ondes qui se développent sur un film qui s’écoule 

sur une plaque incliné. Il a  prouvé l’existence des ondes solitaires qui 

développent des pics secondaires loin de la source et il a définit un nombre 

portant son nom , dépendant des propriétés physiques du fluide , qui 

exprimait le rapport entre l’effet de la tension superficielle et celui de 

l’inertie , ce nombre est le nombre de Kapitza .  

 

Benjamin [𝟓] (1957) et Yih[𝟔]  (1963) :  

La stabilité d’un écoulement de fluide mince a été largement étudiée depuis 

que ces deux chercheurs ont posé le problème. Dans leurs travaux ils ont 

montré que l’instabilité ne se déclenche que pour des nombre de Reynolds 

différent de zéro , ou le seuil critique des instabilités ne dépend que de 

l’angle d’inclinaison du plans (𝛽) , et que la vitesse des ondes propagées est 

double que celle du liquide à la surface[𝟐]  .  

( figure 1 : courbe neutre de Yih ) [6] 
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Debruin [𝟕] (1974) :  

 Les résultats précédents ont été complétés par Florian et al [𝟕] (1987) . 

Dans ses travaux Florian a montré qu’il ya un type d’instabilité qui pourra 

se développer dans un écoulement avec un angle d’inclinaison inférieure à 

0,5° et un grand nombre de Reynolds, où des modes dont le seuil critique 

est plus bas que celui de la surface deviennent les modes les plus instables , 

on les appelle les modes de cisaillement , leur longueur d’onde est de l’ordre 

de l’épaisseur du film et elle se propage à une vitesse inferieur que celle de 

la surface libre . 

 

Kelly et al [𝟐]  (1989) :  

Dans leurs travaux ils ont démontré les mécanisme responsables des 

instabilités en effectuant un bilan énergétique. Ils ont démontré qu’au 

niveau de la surface déformée , les forces de cisaillement sont dominées par 

les termes de production d’énergie , et qu’une instabilité se développe 

lorsque le déplacement de la surface libre crée un saut de vorticité de la 

perturbation . 

 

Smith[𝟖]  (1990) : 

 Smith dans ses travaux , a trouvé les mêmes résultats que Yih [𝟔] (1963) 

concernant le nombre de Reynolds critique  et la vitesse des ondes 

propagées , et il a donné des explications sur les origines de la croissance 

des instabilités à grande longueur d’onde  . 

 

Pederson et al [𝟒] (2000) : 

Ils ont développer une technique pour mesurer l’épaisseur d’un film liquide 

qui s’écoulait sur un plan incliné durant sa condensation , ils ont introduit 

des ondes périodiques à l’interface liquide-gaz ensuite ils ont fait une 

analyse spectrale sur les ondes réfléchies . 
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Chapitre 1:Formulation du problème    

1 .1   Problème étudié  

          On s’intéresse à l’écoulement d’un film mince de liquide à surface libre sous gravité sur 

un solide déformable considéré comme attaché à une paroi inclinée d’un angle (𝛽) par rapport 

à l’horizontale , le solide est considéré comme un gel  élastique et incompressible soumis a 

des petits déplacements et de petites transformations , le  liquide incompressible visqueux , on 

lui rattache un repère cartésien (oxy) . On suppose que l’écoulement est bidimensionnel et 

dirigé suivant la direction de l’axe (ox). dans ce premier chapitre , on considère l’écoulement 

du liquide est stable (sans perturbations ), et on écrira les équations gouvernant l’écoulement : 

les équations de Navier Stocks et de conservation de la masse qui décrivent l’évolution de la 

vitesse et de la pression du liquide . 

 

liquide 

 

solide 

                                                                      h(x,t) 

                                                                      s(x,t)                                      

                                                                   𝛽                                                         y 

                                                                                                                                  x 

                       ( Figure 1 : écoulement d’un liquide sur une paroi déformable )  

 

1.2   Les équations gouvernantes 

1.2.1   Conservation de la masse du liquide 
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             Elle s’appelle aussi l’équation de continuité, sa forme générale est :              

 𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑡

+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑓𝐯) = 0 
(1.1) 

  𝜌𝑓  : est la masse volumique du liquide  

v=(u,v)   : est le vecteur vitesse 

Le fluide considéré est incompressible, c’est-à-dire 𝜌𝑓  est constante, donc l’équation réduite 

est :                                                                        

  u , v : les composantes du champ de vitesse  

 

1.2.2   Conservation de la quantité de mouvement du liquide 

La forme générale de l’équation est :  

 
𝜌𝑓
𝐷𝐯

𝐷𝑡
= 𝒅𝒊𝒗(𝝈) + 𝜌𝑓𝒈 

(1.3) 

Où  𝝈 = −𝑝𝑰 + 𝝉 est le tenseur des contraintes de Cauchy du fluide, tel que :                                          

 𝝉 = 2𝜇𝑫  

 τ : est le tenseur des contrainte visqueuse 

 I : est le tenseur identité 

D : est le tenseur de déformation 

𝜇 : est la viscosité dynamique du fluide  

Avec : 

 

D= (

𝜕𝑢

𝜕𝑥

1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

𝜕𝑣

𝜕𝑦

). 

 

 

Et 
𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
 est la dérivée particulaire. 

 
∇𝐯 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

(1.2) 
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 projection de l’équation (1.3)  

Projection sur l’axe ox : 

 

Projection sur l’axe oy : 

avec ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
. 

1.2.3 Conservation de la masse du solide 

Le solide est élastique déformable, et il est considéré incompressible et imperméable 

au fluide, le déplacement d’un point matériel par rapport à sa position initiale est  représenté 

par un champs de déplacement u = (U,V) . 

1.2.4  Equation de la quantité de mouvement du solide  

La contrainte dans le solide est exprimée par : 

 

 𝜎𝑠   est le tenseur des contraintes de Cauchy 

 𝜌𝑠    est la densité du solide 

 
𝜎𝑖𝑗 =  −𝑝 𝛿𝑖𝑗 +𝜇 (

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) 

(1.4) 

 
𝜌𝑓 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜇∆𝑢 + 𝜌𝑓𝑔 sin 𝛽  

(1.5) 

 

 
𝜌𝑓 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜇∆𝑣 + 𝜌𝑓𝑔 cos𝛽  

(1.6) 

 
𝒅𝒊𝒗 𝐮 =

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+
𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 0 

(1.7) 

 
𝜌𝑠
𝜕2u

𝜕𝑡2
+ 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑝𝑠 = 𝐸 ∆u + 𝜇𝑠 ∆

𝜕u

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑠𝒈 

(1.8) 

 
𝜎𝑠𝑖𝑗  =  −𝑝𝑠 𝛿𝑖𝑗 +(𝐸 + 𝜇𝑠 

𝜕

𝜕𝑡
) (

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
+ 

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) 

 

(1.9) 
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 E     est le coefficient d’élasticité 

𝜇𝑠  est la viscosité dynamique du solide 

𝛿𝑖𝑗 est le symbole de Kronecker 

Projection sur les axes (ox) et (oy) 

1.3   Conditions aux limites 

a) Conditions entre la paroi rigide et le solide déformable 

 Au niveau de la surface paroi-solide d’équation (𝑦 = −𝑆0 )  le solide est fixé, et on écrit : 

b) Conditions entre le solide et le liquide (interface) 

On distingue deux condition au niveau de l’interface solide-liquide d’équation   y=s(x,t)  : 

                                  𝑢 =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
                                                             𝑣 =

𝜕𝑉

𝜕𝑡
 

 Condition tangentielle : 

 𝒏. 𝜎. 𝒕 = 𝒏. 𝜎𝑠. 𝒕 (1.13) 

 Condition normale : 

        

 Ou n est le vecteur normal unitaire de la  surface du solide-fluide et il s’écrit comme suit : 

 
𝜌𝑠
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑝𝑠
𝜕𝑥

= 𝐸∆𝑈 + 𝜇𝑠∆
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑠𝑔 sin 𝛽 

(1.10) 

 
𝜌𝑠
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
+
𝜕𝑝𝑠
𝜕𝑦

= 𝐸∆𝑉 + 𝜇𝑠∆
𝜕𝑉

𝜕𝑡
− 𝜌𝑠𝑔 cos 𝛽 

(1.11) 

 

 

𝑈 = 𝑉 = 0 (1.12) 

                                        (𝝈𝒔. 𝒏). 𝒏 − 𝒏. (𝝈. 𝒏) = 𝜎𝑠/𝑙 . (𝛁. 𝒏) (1.14) 
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𝒏 =
1

√1 + (
𝜕𝑠
𝜕𝑥
)
2
( –

𝜕𝑠

𝜕𝑥
, 1)

𝑡

 

et t est le vecteur tangent unitaire de la surface solide-fluide, et il s’écrit comme suit :  

t=
1

√1+(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2
(1 ,

𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
𝑡

 

avec :                                                  div n =  −Ǩ         

tel que                                                      Ǩ =
1

(1+(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2
)

3
2

 
𝜕2𝑠

𝜕𝑥2
 

on remplace dans les équations (1.13) et (1.14) , on aura les équations suivantes : 

 

 

 

𝜇 [(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) (1 −

𝜕𝑠2

𝜕𝑥
) − 4

𝜕𝑠

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
] = (1 − (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2

) (𝐸 + 𝜇𝑠
𝜕

𝜕𝑡
) (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+ 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
) −

4 
𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝐸 + 𝜇𝑠

𝜕

𝜕𝑡
) 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 

 

 (1.15) 

 

 (𝑝 − 𝑝𝑠) +
2

1+(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2  (𝜇 (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
(𝐸 + 𝜇𝑠  

𝜕

𝜕𝑡
) (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
) − (1 − (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2

) (𝐸 +

𝜇𝑠 
𝜕

𝜕𝑡
)
𝜕𝑈

𝜕𝑥
)−((

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
𝜕𝑠

𝜕𝑥
− (1 − (

𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
2

)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)) = 

𝜎𝑠/𝑙

(1+
𝜕𝑠

𝜕𝑥

2
)

3
2

𝜕2𝑠

𝜕𝑥2
 

 

 

(1.16) 

 

b) conditions au niveau de la surface libre 

Il existe deux types de conditions au niveau de la surface libre (liquide - air)         

 Condition cinématique 

L’équation cinématique , appelée aussi l’équation de non miscibilité traduit l’imperméabilité 

de l’interface de l’équation : f(x,y,t)=y-h(x,t) 

on a : 
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𝐷𝑓

𝐷𝑡
=0 

Et : 

 Conditions dynamiques 

Il existe deux type de condition dynamique , condition normale et tangentielle , elles 

s’écrivent comme suit : 

a) Condition normale 

     Le vecteur  normal unitaire à la surface libre s’écrit : n= 
𝒈𝒓𝒂𝒅 (𝑓)

||𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓)||
   avec 𝑓 = 𝑦 − ℎ(𝑥, 𝑡)         

      On le remplace les expressions suivantes : 

𝒏 =
1

√1 + (
𝜕ℎ
𝜕𝑥)

2
(−

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 ,1)

𝑡

 

on a                                              div n=-k 

avec                                             𝑘 =
𝟏

(𝟏+(
𝝏𝒉

𝝏𝒙
)
𝟐
)

𝟑
𝟐

 
𝝏𝟐𝒉

𝝏𝒙𝟐
 

 

Après le développement on trouve : 

b) Condition tangentielle : 

 𝒕. 𝜎. 𝒏 = 0 (1.20) 

 

 
𝑣 =

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 

(1.17) 

 

 

(𝑝𝑎 − 𝑝 + 𝜎𝑙/𝑎 𝑑𝑖𝑣(𝒏)) 𝒏. 𝒏 + 𝜏. 𝒏. 𝒏 = 0 (1.18) 

    

 

            (𝑝𝑎 − 𝑝 + 𝜎𝑎/𝑓𝒅𝒊𝒗(𝒏)) +
2𝜇

1+(
𝜕ℎ

𝜕𝑥
)
2 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(
𝜕ℎ

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
𝜕ℎ

𝜕𝑥
) +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0             (1.19) 
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La tangente est perpendiculaire au vecteur normal n, son expression est :  

𝒕 =
1

√1 + (
𝜕ℎ
𝜕𝑥)

2
(1 ,

𝜕ℎ

𝜕𝑥
  )
𝑡

 

on remplace n et t dans l’équation (1.11) et on trouve après le développement :  

 

 
𝜇 [(1 −

𝜕ℎ

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 4

𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
] = 0 

(1.21) 

     1.4    Ecoulement de base 

I.4.1   Pour le liquide            

 Considérons maintenant que l’écoulement est stationnaire c'est-à-dire 
𝜕

𝜕𝑡
= 0 , et le champ de 

vitesse se réduit a v=(u ,0) , et l’épaisseur du liquide (h =ℎ0 ) est constante , donc les 

équations (1.5) et (1.6) deviennent : 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

𝑣(0) = 0
}⇒ 𝑣𝑏 = 0 

{
 
 

 
 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −

𝜌𝑓 sin(𝛽)

𝜇

𝑢(0) = 0 ; 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
(ℎ0) = 0

 

{

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 𝜌𝑓𝑔𝑐𝑜𝑠(𝛽)

𝑝(ℎ0) = 𝑝𝑎

 

donc 

pour résoudre ces équations nous tenons comptes des conditions :  

 
𝜇
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝜌𝑓𝑔sin(𝛽) = 0 

(1.22) 

 -
𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑓𝑔cos(𝛽) = 0 (1.23) 
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                                            u = v = 0                         en y = 0 

                                          ,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0; p=𝑝𝑎                   en 𝑦 = ℎ0 

après intégrations des équations (1.22) et (1.23) nous trouvons : 

1.4.2   Pour le solide 

On a  

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 0

𝑉(−𝑆) = 0
} ⇒ 𝑉𝑏 = 0  

 

{
 
 

 
 𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= −

𝜌𝑠 sin(𝛽)

𝐸

𝑈(−𝑆) = 0 ; 
𝜕𝑈

𝜕𝑦
(0) =

𝜇

𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(0) =

𝜌𝑓𝑔 sin(𝛽)

𝐸
 ℎ0

 

 

On aura les expressions suivantes : 

 
𝑈𝑏 =

𝜌𝑠𝑔 sin 𝛽

𝐸
(
𝜌𝑓ℎ0
𝜌𝑠

(𝑠0 + 𝑦) −
1

2
(𝑦2 − 𝑠0

2)) 
(1.17) 

 𝑝𝑏 = 𝑝𝑎 + (𝜌𝑓ℎ0 − 𝜌𝑠𝑦)𝑔 cos𝛽       (1.18) 

1.5   Le débit volumique 

Nous intégrons la vitesse 𝑢𝑏(𝑦) bornée de 0 a h(x,t) et nous trouvons la formule du 

débit volumique : 

 

 
𝑢𝑏 =

𝜌𝑓𝑔sin(𝛽)

2𝜇
[1 − (1 −

𝑦

ℎ0
)
2

] 
(1.14) 

 

 

𝑝𝑏 = 𝜌𝑓𝑔cos(𝛽)(ℎ0 − 𝑦)  

(1.16) 



Chapitre 1:Formulation du problème 

 

 
12 

1.6   La vitesse moyenne 

 

1.7)   Conclusion 

Dans ce chapitre on a considère que le liquide est en écoulement stable  sans 

perturbation , ensuite on trouvé les équations de la quantité de mouvement et de la 

conservation de la masse du liquide et du solide , ce qui nous a permis de trouver la 

vitesse et la pression de base , ainsi que la vitesse moyenne de l’écoulement . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑄𝑚 = ∫𝑢𝑏(𝑦)𝑑𝑦 =
𝜌𝑓𝑔sin(𝛽)

3𝜇

ℎ

0

ℎ0
3 

 

(1.19) 

 
𝑈𝑚 =

𝑄𝑚
ℎ
=
𝜌𝑓𝑔sin(𝛽)

3𝜇
ℎ0
2 

(1.20) 
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Chapitre 2 : Analyse dimensionnelle 

2.1 Introduction 

L’analyse dimensionnelle est un domaine dans la physique qui concerne les unités des 

grandeurs , chaque grandeur physique a une unité spécifique , par exemple , l’unité de la 

distance est le mètre , l’unité du temps est la seconde.  En physique on ne peux pas 

additionner dans une équation  deux grandeurs non compatible . 

,L’analyse dimensionnelle permet de vérifier l’homogénéité d’une équation car toute 

équation non homogène est forcément fausse. En mécanique des fluides nous utilisons 

l’adimensionnement qui nous permet de faire apparaitre des groupements de nombre qui n’ont 

pas de dimension dans les équations. Dans ce chapitre nous allons écrire les équations qui 

décrivent l’écoulement ainsi que les conditions aux limites trouvées dans le chapitre précédent 

sous leur forme adimensionnel. Nous utiliserons des grandeurs spécifiques à l’écoulement  

pour obtenir des nombres adimensionnels caractéristiques de l’écoulement tel que le nombre 

de Reynolds. 

2.2. Les nombres adimensionnels 

Après dimensionnement des équations, nous aurons les nombres suivants: 

Nombre de Reynolds  

Il représente le rapport entre les forces d’inertie et les force visqueuses, son expression 

est : 

𝑅𝑒 =  
𝜌𝑈𝑚ℎ

𝜇
 

 Nombre de Weber  

Il caractérise l'écoulement d’un fluide à l'interface d'un système multiphasique. Il 

correspond au rapport des forces d'inertie aux forces de tension superficielle ,son 

expression est : 

𝑊𝑒 =
𝛾

𝜌𝑈𝑚
2ℎ

 

2.3.  Echelles caractéristiques  
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              On utilise les grandeurs caractéristiques pour déterminer l’adimensionnement des 

équations de l’écoulement stationnaire. On ℎ0 l’épaisseur constante du film liquide, (les 

échelles de longueur suivant la normale au plan incliné) et 𝑈𝑚 est la vitesse moyenne de 

l’écoulement , elle est considérée comme vitesse caractéristique. Avec ces échelles, on peut 

déduire les autres grandeurs caractéristiques dans ce tableau : 

 

2.4 Equations du mouvement adimensionnées : 

En utilisant ces variables adimensionnelles, sachant que ℎ0est l’épaisseur du liquide pour un 

écoulement stable . Les équations du mouvement et les conditions aux limites s’écrivent 

comme suit : 

2.4.1 pour le solide  

Si −𝑆̃< y < s(x , t)  

Grandeur dimensionnée Grandeur de référence Grandeur sans dimension 

X 𝑥𝑟é𝑓 = ℎ0 𝑥∗ =
𝑥

𝑥𝑟é𝑓
=

𝑥

ℎ0
 

Y 𝑦𝑟é𝑓 = ℎ0 𝑦∗ =
𝑦

𝑦𝑟é𝑓
=

𝑦

ℎ0
ℎ0 

T 
𝑡𝑟é𝑓 =

ℎ0

𝑈𝑚
 𝑡∗ =

𝑡

𝑡𝑟é𝑓
=

𝑡𝑈𝑚

ℎ0
 

U 𝑢𝑟é𝑓 = 𝑈𝑚 𝑢∗ =
𝑢

𝑢𝑟é𝑓
=

𝑢

𝑈𝑚
 

V 𝑣𝑟é𝑓 = 𝑈𝑚 𝑣∗ =
𝑣

𝑣𝑟é𝑓
=

𝑣

𝑈𝑚
 

P 
𝑝𝑟é𝑓 =

𝜇𝑈𝑚

ℎ0
 𝑝∗ =

𝑝

𝑝𝑟é𝑓
=

(𝑝 − 𝑝𝑎)ℎ0

𝜇𝑈𝑚
 

( Tableau 1 ) : tableau représentant les grandeurs de référence 
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 Conservation de la masse : 

 Bilan de la quantité de mouvement : 

 Sur l’axe (ox) : 

Sur l’axe (oy) : 

Avec : 𝜂𝑟 = 𝜇𝑠/𝜇     et   Γ = Eh0/μUm     

2.4.2 Pour le liquide  

Si  s(x,t) < y < h (x,t) 

 Conservation de la masse : 

 

 Bilan de la quantité de mouvement : 

Projection suivant (ox) : 

Projection suivant (oy) : 

2.5   Conditions aux limites pour le solide : 

 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= 0 

(2.1) 

 

 
𝜌𝑅

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑝𝑠

𝜕𝑥
= Γ (

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
) +𝜂𝑟  (

𝜕3𝑈

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+

𝜕3𝑈

𝜕𝑡𝜕𝑦2
) + 3𝜌 

(2.2) 

 

 
𝜌𝑅

𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑝𝑠

𝜕𝑦
= Γ (

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
) +𝜂𝑟  (

𝜕3𝑉

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+

𝜕3𝑉

𝜕𝑡𝜕𝑦2
) + 3𝜌 cot 𝛽 

(2.3) 

 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

(2.4) 

 

 
𝑅𝑒 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 3 

(2.5) 

𝑅𝑒 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 3 cot 𝛽 

 (2.6) 
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Les conditions aux limites sont données par:  

En    y = −𝑆̃ 

2.5.1  condition cinématique : 

En  y = s(x , t ) 

 

2 .5.2   conditions dynamiques 

 

 conditions tangentielles 

[(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) (1 −

𝜕𝑠2

𝜕𝑥
) − 4

𝜕𝑠

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
] = (1 −

𝜕𝑠2

𝜕𝑥
) (Γ +

∂

∂t
) (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
) − 4

𝜕𝑠

𝜕𝑥
(Γ +

∂

∂t
)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 (2.9) 

 Conditions normal 

 
(𝑝 − 𝑝𝑠) +

2

1 +
𝜕𝑠2

𝜕𝑥

[(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
(Γ +

∂

∂t
) (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
) − (1 −

𝜕𝑠2

𝜕𝑥
) (Γ +

∂

∂t
)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
)

− ((
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

𝜕𝑠

𝜕𝑥
− (1 −

𝜕𝑠2

𝜕𝑥
)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)] =

𝑊1
𝜕2𝑠
𝜕𝑥2

(1 +
𝜕𝑠2

𝜕𝑥
)

3
2

 

 

 

 

(2.10) 

                                                                                                                                   

En   y=h(x,t) 

2.5.3   Conditions cinématiques 

 

 

𝑈 =  𝑉 =  0 

 

(2.7) 

 

 

𝑢=
𝜕𝑈

𝜕𝑡
       et      𝑣=

𝜕𝑉

𝜕𝑡
 

 

 

(2.8) 

 

 
𝑣 =

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑥
 

(2.11) 
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2.5.4   Conditions dynamiques  

 Conditions tangentielles  

 

 Condition normale 

 

𝑝 +
2

1 +
𝜕h2

𝜕𝑥

[(1 −
𝜕h2

𝜕𝑥
)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕h

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)] = −

𝑊
𝜕2h
𝜕𝑥2

(1 +
𝜕ℎ2

𝜕𝑥 )

3
2

 

 

  (2.13) 

 

2.6 solution pour un écoulement stationnaire 

Nous allons intégrer les équations du mouvement en considérant l’écoulement stationnaire 

et le fluide incompressible, nous obtenons les solutions suivantes : 

2.6.1   Pour le solide  

En   −𝑆̃<y<0 

  2.6.2   Pour le fluide 

Pour  0 < y < 1 

 

Avec : 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑓ℎ0𝑢𝑚

𝜇
   ;   𝜌 =

𝜌𝑠

𝜌𝑓
   ;   Γ =

Eh

μ𝑢𝑚
   ;   W=R𝑊𝑒    ;   𝑊1 = 𝑅𝑤𝑒

′     

 

 
[(1 −

𝜕h2

𝜕𝑥
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 4

𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
] = 0 

(2.12) 

 

 
 𝑈𝑏 =

𝟑

Γ
(𝑆̃ + 𝑦 +

𝜌

2
(𝑆̃  2 − 𝑦2)) ; 𝑉𝑏 = 0; 𝑃𝑏 = 3(1 − 𝜌𝑦) cot 𝛽 

 

(2.14) 

 

 
𝑢𝑏 =

3

2
(1 − (1 − 𝑦)2);  𝑣𝑏 = 0;  𝑝𝑏 = 3(1 − 𝑦) cot 𝛽   

(2.15) 



Chapitre 2 : Analyse dimensionnelle 

 

 
18 

𝑊𝑒=
𝜎𝑙/𝑎

𝜌𝑓ℎ𝑢𝑚
2     

𝑤𝑒
′ =

𝜎𝑠/𝑙

𝜌𝑓ℎ𝑢𝑚
2    : est le nombre de Weber qui représente l’effet de la tension surfacique . 

𝑅𝑒 :   représente le rapport entre les effets d’inerties et les effets visqueuses  

 

2.7   Conclusion : 

Dans ce chapitre, en utilisant les grandeurs caractéristiques présentées dans le tableau 1, on a 

pu trouver les équations adimensionnés de la quantité de mouvement et de la conservation de 

la masse pour le liquide et le solide dans le cas stationnaire. 
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Chapitre 3 : Système d’Orr-Sommerfeld 

3 .1  Introduction 

          Dans ce chapitre nous allons perturber l’état de base , ce qui vas rendre la vitesse , la 

pression et l’épaisseur du liquide s’écrivant comme une somme de l’état de base et une petite 

perturbation. En substituant ces quantités dans les équations de Navier Stocks et des 

conditions aux limites  , ensuite nous éliminons les produits de deux perturbations . Nous 

obtenons les équation linéarisées .  

 

3.2 Linéarisation par rapport à l’écoulement de base     

Après la perturbation, la vitesse et la pression de l’état final s’écrivent comme la 

somme de l’état de base et une perturbation suffisamment petite. 

𝑢 = 𝑢𝑏+ 𝛿 𝑢̃ 

𝑣 = 𝛿𝑣̃, 

𝑝 =  𝑝𝑏 + 𝛿 𝑝 ̃ 

U = 𝑈𝑏  + 𝛿 𝑈 ̃ 

V = 𝛿 𝑉̃ 

ℎ = 1 +  𝛿 ℎ̃ 

𝑠 = 𝛿 𝑠̃ 

( tableau 2 ) 

Nous remplaçons ces expressions dans les équations adimensionnelles, et en gardant que les 

termes d’ordre un en 𝛿 , c’est-à-dire les termes linéaires, on obtient : 

3 .2.1   Dans le solide  

 

 

 

𝜕(𝑈̃)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑉̃)

𝜕𝑦
= 0 

(3.1) 
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3.2.2   Dans le fluide     0 < y < 1 

 

3.3   Conditions au limites 

On substitue les expressions du tableau 1 dans les équations adimensionnelles des conditions 

aux limites, puis on néglige tous les termes d’ordre supérieur à, pour obtenir a la fin les 

équations linéaires :  

 

 

 

 𝑢̃ =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
;        𝑣̃ =

𝜕𝑉

𝜕𝑡
 (3.7) 

 

 𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣̃

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑏

′′(0)𝑠̃ = (𝛤 + 𝜕𝑡) (
𝜕𝑈

𝜕𝑦
+ +𝑈𝑏

′′(0)𝑠̃)  (3.8) 

 

 

 

 
𝜌𝑅

𝜕2𝑈̃

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑝̃𝑠

𝜕𝑥
= Γ (

𝜕2𝑈̃

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈̃

𝜕𝑦2
) +𝜂𝑟  (

𝜕3𝑈̃

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+

𝜕3𝑈̃

𝜕𝑡𝜕𝑦2
) + 3𝜌 

(3.2) 

 

 
𝜌𝑅

𝜕2𝑉̃

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑝̃𝑠

𝜕𝑦
= Γ (

𝜕2𝑉̃

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑉̃

𝜕𝑦2
) +𝜂𝑟  (

𝜕3𝑉̃

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+

𝜕3𝑉̃

𝜕𝑡𝜕𝑦2
) + 3𝜌 cot 𝛽 

(3.3) 

 

 
(

𝜕 𝑢 ̃

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣̃

𝜕𝑦
) = 0 

 

(3.4) 

 
𝑅𝑒 (

𝜕 𝑢̃

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑏

𝜕 𝑢̃

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑏

′  𝑣̃) +
𝜕𝑝̃

𝜕𝑥
=

𝜕2  𝑢̃

𝜕𝑥2
+

𝜕2  𝑢̃

𝜕𝑦2
 

 

(3.5) 

 
𝑅𝑒 (

𝜕 𝑣̃

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑏

𝜕 𝑣̃

𝜕𝑥
) +

𝜕𝑝̃

𝜕𝑦
=

𝜕2  𝑣̃

𝜕𝑥2
+

𝜕2  𝑣̃

𝜕𝑦2
 

 

(3.5) 

         𝑈̃ = 𝑉̃ = 0 (3.6) 

      En  y=0 

      En  y=0 

En    y =−𝑠 0 
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 (𝑝̃ −  𝑝̃𝑠) + 2 [−(𝛤 + 𝜕𝑡)
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
] = 𝑊1

𝜕2𝑠̃

𝜕𝑥2 

 

(3.9) 

 

 Remarque : 

                                            𝑓𝑏(h) = 𝑓𝑏(1 + 𝛿h̃) = 𝑓𝑏(1) + 𝛿𝑓𝑏
′(1)h̃ + 𝑜(h̃) 

Et 

  𝑓𝑏(𝑠) = 𝑓𝑏(0 + 𝛿𝑠̃) = 𝑓𝑏(0) + 𝛿𝑓𝑏
′(0)𝑠̃ + 𝑜(𝑠̃) 

 

3.4    Système d’Orr Sommerfeld   

Nous allons dans cette partie essayer de trouver la solution des équations linéaires qu’on a 

trouvé après la perturbation de l’écoulement, , on pose :  

 

Ѱ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜑(𝑦)𝑒𝑖𝑎(𝑥−𝑐𝑡)  et  Ѱ𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ф(𝑦)𝑒𝑖𝑎(𝑋−𝑐𝑡) 

𝑢̃ =  
𝜕Ѱ𝑓

𝜕𝑦
 , 𝑣̃ =  −

𝜕Ѱ𝑓

𝜕𝑥
, 𝑈̃ =  

𝜕Ѱ𝑠

𝜕𝑦
  , 𝑉̃ =  − 

𝜕Ѱ𝑠

𝜕𝑥
 , 𝑝̃ = 𝑝∗(𝑦) 𝑒𝑖𝑎(𝑥−𝑐𝑡) et  𝑝̃𝑠 = 𝑝∗(𝑦) 𝑒𝑖𝑎(𝑥−𝑐𝑡)    

 

3.4.1    Pour le solide  

on écrit les équation (3 .4) et (3.7) en fonction de Ѱ𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡) et en les substituant , nous aurons 

l’équation (3.23) qui est une équation aux valeurs propres : 

 𝑣̃ =
𝜕ℎ̃

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑏

𝜕ℎ̃

𝜕𝑥
 (3.10) 

 𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣̃

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑏

′′ (1)h̃ = 0 (3.11) 

 𝑝 + 2 [
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢̃𝑏

′ 𝜕ℎ̃

𝜕𝑥
] = 𝑊

𝜕2ℎ̃

𝜕𝑥2 (3.12) 

 

 

𝛤(̃𝜑′′′′ − 2𝛼2𝜑′′+𝛼4𝜑) + 𝜌𝑅𝛼2𝑐2(𝜑′′ − 𝛼2𝜑) = 0 (3.13) 

En y=1 

En  y=1 

En  y=1 

En  y=0 
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avec 𝛤̃ = 𝛤 − 𝑖𝑎𝑐𝜂𝑟. 

3.4.2   Pour le liquide  

On écrit l’équation (3 .11) et (3.14) en fonction de  Ѱ𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) , et en les substituant , nous 

aurons l’équation (3.25) , qui est une équation aux valeurs propres : 

 

 Les conditions aux limites  

   

 

  

 

 

(ф′′′′ − 2𝛼2ф
′′ + 𝛼4ф) + 𝑖𝛼𝑅 ((𝑢𝑏 − 𝑐)(𝛼2ф − ф

′′) + 𝑢𝑏
′′ф)  = 0 (3.14) 

                                                  𝜑(−𝑠̃) = 𝜑′(−𝑠̃) = 0                En   y = S̃ 

 

(3.15) 

                           𝑈𝑏
′ (0)ф(0) + 𝑐ф′(0) = −𝑖𝛼𝑐2𝜑′(0)       En    y=0 

 

(3.16) 

                                    ф(0) = −𝑖𝛼𝑐𝜑(0)                            En    y=0 

 

(3.17) 

 (𝑈𝑏
′′(0) − 𝛤𝑈𝑏(0))

𝜓(0)

𝑐
+ (ф′′ + 𝛼2ф) = 𝛤̃(𝜑′′ + 𝛼2𝜑)    En    y=0 

 

(3.18) 

 𝑖𝛼 (𝑝𝑏
′ (0) − 𝑝𝑏

′ (0))
ф(0)

𝑐
+ [(ф′′′ − 𝛼2ф

′) − 𝛤̃(𝜑′′′ − 𝛼2𝜑′) − 𝑖𝛼𝑅((𝑈𝑏 −

𝑐)ф′ − 𝑈𝑏
′ ф   + 𝑖𝛼𝜌𝑐2𝜑′′] − 2𝛼2(ф′ − 𝛤𝜑′) = −

𝛼2𝑤1ф(0)

𝑐
            En    y=0 

 

 

(3.19) 

 𝜙′′(1) + 𝛼2ф(1) + 𝑢𝑏
′′ (1)

ф(1)

𝑐−𝑢(1)
 (3.20) 

En    y=1      
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                                                                                                                   En    y=1      

 

3.5   Conclusion 

Dans ce chapitre, on a considéré les perturbations sont infinitésimale pour négligé les termes 

non linéaires, et on a trouvé les équations d’Orr Sommerfeld du liquide et du solide qui sont 

des problèmes aux valeurs propres. 

 

 
ф
′′′ − 𝛼2ф

′ − 𝑖𝛼𝑅 ((𝑢𝑏 − 𝑐)ф′ − 𝑢ф) − 2𝛼2(ф′ + 𝑢𝑏′
ф(1)

𝑐 − 𝑈𝑏(1)
)  

=
𝑖𝛼3𝑊ф(1)

𝑐 − 𝑈𝑏(1)
 

 

(3.21) 
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Chapitre 4 : Résolution du système d’Orr-Sommerfeld et Résultats 

Numérique 

 

4.1.  Introduction :  

Dans ce chapitre on va résoudre les équations qu’on a trouvé dans le chapitre 

précédent.  L’équation du solide qui est une équation différentielle a coefficient constant, 

ou on va la résoudre analytiquement, et pour l’équation d’Orr–Sommerfeld du liquide, 

on utilisera la méthode de Riccati . Cette méthode transforme un problème aux limites 

en un problème à valeurs initiales, en tenant compte des conditions aux limites, on aura 

les résultats de la stabilité du fluide . 

 

4.2. Recherche de la solution analytique dans le solide 

L’équation d’Orr-Sommerfeld dans le solide et ses conditions aux limites sont données par :  

 Γ̃(φ′′′′ − 2α2φ′′ + α4φ) + ρRα2c2(φ′′ − α2φ) = 0 (4.1) 

 𝜑(−𝑠̃) = 𝜑′(−𝑠̃) = 0 
 

(4.2) 

 𝜑′(0) =
𝑖

𝛼𝑐2
(𝑈𝑏

′ (0)ф(0) + 𝑐ф′(0));            𝜑(0) =
𝑖

𝛼𝑐
ф(0) 

(4.3) 

 

L’équation (4.1) est une équation différentielle d’ordre quatre à coefficients constants, 

donc la forme de la solution est : 

𝜑 = 𝑒𝜆𝑦 

En remplaçant l’expression de  (𝜑) dans l’équation (4.1) ,  on obtient l’équation 

caractéristique suivant
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les racines de l’équation (4.4) sont : 

𝜆1,2 = ±𝛼                                 

Ou  

𝜆3,4 = ±√𝛼2−
𝜌𝑅𝛼2𝑐2

𝛤̃
    

 

Dans le cas où 𝛼 est réel, on peut écrire 

𝜆1,2 = ±𝛼     ;            𝜆3,4 = ±𝛼𝛼1   ;   avec  𝛼1 = √1−
𝜌𝑅𝑐2

𝛤̃
 

Sachant que 𝛤̃ est un nombre complexe.  

La solution est de la forme suivante : 

 

 

Avec 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3   et 𝑐4 sont des constantes à determiner à partir des conditions aux limites 

suivantes :  

𝜑(−𝑠̃) = 0; 𝜑′(−𝑠̃) = 0;  𝜑(0) =
𝑖ф0

𝛼𝑐
 ;  𝜑′(0) =

𝑖(𝑢𝑏′(0) ф0+𝑐ф0
′ )

𝛼𝑐2
  

 

Où  ф0 = ф(0), ф0
′ = ф′(0). 

 
 

(𝜆2 − 𝛼2) [𝛤̃ (𝜆2 −𝛼2)+ 𝜌R𝛼2𝑐2]= 0 (4.4) 

 
 

                           𝜑(𝑦) = 𝑐1 cosh(𝛼𝑦) + 𝑐2 sinh(𝛼𝑦) + 𝑐3 cosh(𝛼𝛼1𝑦) + 𝑐4 sinh(𝛼𝛼1𝑦)  (4.5)  
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En utilisant ces conditions aux limites on obtient un système de quatre équations 
et quatre inconnus, ainsi les valeurs des constantes sont données comme suite :  

𝑐1 =
−𝑖

𝛼2𝑐2
αα1cф0[𝑎1𝑎3 − α1𝑎2𝑎4] + (cф0

′ + 3ф0)[𝑎1𝑎4 − α1𝑎2𝑎3]

2α1𝑎1𝑎3+(1 + α1
2)𝑎2𝑎4 + α1[a1

2 − a2
2 + a3

2 − a4
2]

 

𝑐2 =
−𝑖

𝛼2𝑐2
αα1cф0[α1𝑎1𝑎4−𝑎2𝑎3] + (cф0

′ + 3ф0)[α1𝑎1𝑎3 − 𝑎2𝑎4]

2α1𝑎1𝑎3+(1 + α1
2)𝑎2𝑎4 + α1[a1

2 − a2
2 + a3

2 − a4
2]

 

𝑐3 =
−𝑖

𝛼2𝑐2
αcф0[α1(𝑎1𝑎3 − a1

2 + a2
2)−𝑎2𝑎4] − (cф0

′ + 3ф0)[𝑎1𝑎4 − α1𝑎2𝑎3]

2α1𝑎1𝑎3+(1 + α1
2)𝑎2𝑎4 + α1[a1

2 − a2
2 + a3

2 − a4
2]

 

𝑐4 =
−𝑖

𝛼2𝑐2
αcф0[−α1𝑎1𝑎4+𝑎2𝑎3] + (cф0

′ + 3ф0)[𝑎1𝑎3 − a1
2 + a2

2 − α1𝑎2𝑎4]

2α1𝑎1𝑎3+(1 + α1
2)𝑎2𝑎4 + α1[a1

2 − a2
2 + a3

2 − a4
2]

 

Où 𝑎1 = cosh(𝛼𝑆̃) , 𝑎2 = sinh(𝛼𝑆̃), 𝑎3 = cosh(𝛼α1𝑆̃) et 𝑎4 = sinh(𝛼α1𝑆̃).  

4.3 Résoudre le problème d’Orr-Sommerfeld dans le liquide. 

  L’équation d’Orr-Sommerfeld et les conditions aux limites sont données par : 

 (ϕ′′′′ − 2α2ϕ′′ + α4ϕ) + iαR((ub − c)(α
2ϕ −ϕ′′) + ub

′′ϕ) = 0 (4.6) 
  

En 𝑦 = 0 :                   (ф′′ + 𝛼2ф) = 𝛤̃𝛼2(2𝑐1 + (1 + 𝛼1
2)𝑐3) 

 
(4.7) 

 
−3𝑖𝛼 cot(𝛽) (1 − 𝜌)

ф

𝑐
+ [(ф′′′ − 𝛼2ф′) − 𝑖𝛼𝑅(−𝑐ф′ − 3ф    ] − 2𝛼2ф′ −

𝑖𝛼3𝑊1ф

𝑐
= 𝛤̃𝛼3(2𝑐2 + 𝛼1(1 + 𝛼1

2)𝑐4) − 2𝛼
3𝛤(𝑐2 + 𝛼1𝑐4) − 𝛼

4𝜌𝑅𝑐2(𝑐1 + 𝛼1
2𝑐3) 

 
(4.8) 

                                                
En y=1 : (𝑐 − 3/2)(ф′′ + 𝛼2ф) − 3ф = 0 

 
(4.9) 

  

[(ф′′′ − 3𝛼2ф′) + 𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −
3

2
)ф′    ] =

𝑖𝛼3𝑊ф

(𝑐 −
3
2)

 

 
(4.10) 

 

Afin d’utiliser la méthode de Riccati (une méthode de tir), qui transforme un problème 

aux limites à un problème à valeurs initiales, on effectue le changement de variables 

suivant (pour obtenir deux conditions
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 𝑤 = (𝑐 − 3/2)ф′′ + ((𝑐 − 3/2)𝛼2 − 3)ф (4.11) 

 
𝑧 = ф′′′ + (𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
) − 3𝛼2)ф′   −

𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 −
3
2)
ф 

(4.12) 

En dérivant l’équation (4.11) et en utilisant l’équation (4.12), on obtient 

𝑤′ = (𝑐 −
3

2
)(𝑧 +

𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 −
3
2)
ф) − (2(𝑐 −

3

2
)𝛼2 + 3+ 𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
)
2

)ф′ 
 
 
(4.13) 

 

 

En dérivant l’équation (4.12) par rapport à y, on obtient 

 
ф′′′′ = 𝑧′ − (𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
) − 3𝛼2)ф′′  +

𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 −
3
2)
ф′ 

 
(4.14) 

 

Sachant que  

 ф′′ =
1

(𝑐 − 3/2)
(𝑤 + (3 − (𝑐 − 3/2)𝛼2)ф) 

 

(4.15) 

 

Donc  

 
ф′′′′ = 𝑧′ − (𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
) − 3𝛼2) (

1

(𝑐 − 3/2)
(𝑤 + (3 − (𝑐 − 3/2)𝛼2)ф)) +

𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 −
3
2)
ф′ 

(4.16) 

En remplaçant dans l’équation (4.6), on obtient l’équation  
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𝑧′ = 𝑖𝛼𝑅(((3 − (𝑐 − 3/2)𝛼2) + (c − ub) (2α

2+ ub
′′ −

3

(𝑐 − 3/2)
))ϕ+ (1 +

(ub − c)

(𝑐 − 3/2)
)𝑤)

−
𝛼2

(𝑐 − 3/2)
(3ф + 𝑤 + 𝑖𝛼𝑊ф′) 

 

 
(4.17) 

 

 

Les conditions aux limites 

En y=0 : 
(

1

(𝑐 − 3/2)
(𝑤 + (3 − (𝑐 − 3/2)𝛼2)ф)) + 𝛼2ф = 𝛤̃𝛼2(2𝑐1 + (1 + 𝛼1

2)𝑐3) 
(4.18) 

 
−3𝑖𝛼 cot(𝛽) (1 − 𝜌)

ф

𝑐
+ 𝑧 − (𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
) − 3𝛼2)ф′  +

𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 −
3
2
)
ф − 3𝛼2ф′

− 𝑖𝛼𝑅(−𝑐ф′ − 3ф)

=  𝛤̃𝛼3(2𝑐2 + 𝛼1(1 + 𝛼1
2)𝑐4) − 2𝛼

3𝛤(𝑐2 + 𝛼1𝑐4)

− 𝛼4𝜌𝑅𝑐2(𝑐1 + 𝛼1
2𝑐3) 

(4.19) 

En y=1 :    𝑤 = 𝑧 = 0 (4.20) 
 

On pose 𝑿 = (𝜙, 𝜙′)𝑡  et  𝒀 = (𝑤, 𝑧)𝑡 . L’équation (4.13), (4.15) et (4.17) peut s’écrire 

comme un système matriciel de la forme  

 {𝑿
′ = 𝑨𝑿 +𝑩𝒀
𝒀′ = 𝑪𝑿 +𝑫𝒀

 (4.21) 

Avec  

𝑨 = (
0 1

3

(𝑐 − 3/2)
− 𝛼2 0

) ; 

𝑩 = (
0 0
1

(𝑐 − 3/2)
0
) ; 
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𝑪 =

(

 
 𝑖𝛼

3𝑊 −(2 (𝑐 −
3

2
)𝛼2 + 3) − 𝑖𝛼𝑅 (𝑐 −

3

2
)
2

𝛿1 −
𝑖𝛼3𝑊

(𝑐 − 3/2) )

 
 

 

𝑫 =

(

 
 

0 (𝑐 −
3

2
)

2𝛼2 + iαR(ub− c) 𝑖𝛼𝑅(1 +
(ub − c)

(𝑐 − 3/2)
) −

𝛼2

(𝑐 − 3/2)
)

 
 

 

Avec  

𝛿1 = 𝑖𝛼𝑅 ((3 − (𝑐 − 3/2)𝛼
2) + (c − ub) (2α2+ ub

′′ −
3

(𝑐 − 3/2)
)) −

3𝛼2

(𝑐 − 3/2)
 

On définit la matrice de Riccati comme suit : 

 𝒀 = 𝑹1𝑿 (4.22) 

 

 

En dérivant l’équation (4.22) par rapport à y et en utilisant les expressions des dérivées 

de X et Y, on obtient une équation différentielle d’inconnue la matrice de Riccati, donnée 

par 

 

 𝑹1
′ = 𝑪𝑹1 + 𝑫− 𝑹1𝑨𝑹1 −𝑹1𝑩 (4.23) 

 On a , en y=1 :  

𝒀(1) = 𝑹1(1)𝑿(1) = 𝟎⃗⃗  

Comme  𝑋(1) ≠ 0⃗  donc 

 𝑹1(1) = 0⃗  (4.24) 
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D’où le problème d’Orr-Sommerfeld revient à résoudre le problème à valeurs initial  

(4.23) et (4.24), et cela en utilisant la méthode de Runge–Kutta. 

En utilisant le changement de variables dans les conditions aux limites en y=0, on 

obtient 

En 𝑦 = 0 :               
𝑤 + 3ф

(𝑐 − 3/2)
    = 𝛤̃𝛼2(2𝑐1 + (1 + 𝛼1

2)𝑐3) 

−3𝑖𝛼 cot(𝛽) (1 − 𝜌)
ф

𝑐
+ 𝑧 − 𝑖𝛼𝑅 (

3

2
ф′ − 3ф) − 𝑖𝛼3

𝑐𝑊 + (𝑐 −
3
2)𝑊1

𝑐 (𝑐 −
3
2)

ф

= 𝛤̃𝛼3(2𝑐2 + 𝛼1(1 + 𝛼1
2)𝑐4) − 2𝛼

3𝛤(𝑐2 + 𝛼1𝑐4) − 𝛼
4𝜌𝑅𝑐2(𝑐1 + 𝛼1

2𝑐3) 

 

Qui peut s’écrire de la manière suivante : 

𝑬𝑿 + 𝑭𝒀 = 𝑮 (4.25) 
Avec 

𝑬 =

(

  
 

3

(𝑐 − 3/2)
0

−
3𝑖𝛼

𝑐
cot(𝛽) (1 − 𝜌) + 3𝑖𝛼𝑅 − 𝑖𝛼3

𝑐𝑊+ (𝑐 − 32)𝑊1

𝑐 (𝑐 − 32)
−
3𝑖𝛼𝑅

2
)

  
 

 

𝑭 = (

1

(𝑐 − 3/2)
0

0 1

) 

𝑮 = (
𝑔1
𝑔2
) = (

𝛤̃𝛼2(2𝑐1 + (1 + 𝛼1
2)𝑐3)

𝛤̃𝛼3(2𝑐2 + 𝛼1(1 + 𝛼1
2)𝑐4) − 2𝛼

3𝛤(𝑐2 + 𝛼1𝑐4) − 𝛼
4𝜌𝑅𝑐2(𝑐1 + 𝛼1

2𝑐3)
) 

Où 𝑔1 = 𝛤̃𝛼
2(2𝑐1 + (1 + 𝛼1

2)𝑐3); 𝑔2 = 𝛤̃𝛼
3(2𝑐2 + 𝛼1(1 + 𝛼1

2)𝑐4) − 2𝛼
3𝛤(𝑐2 + 𝛼1𝑐4) −

𝛼4𝜌𝑅𝑐2(𝑐1 + 𝛼1
2𝑐3) 

Le système (4.25) peut s’écrire sous la forme
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(
𝐸 + 𝐹𝑅1 𝟎
𝟎 𝐻

) (
𝑿
𝑰𝟎
) = (

𝟎
𝟎
) 

 

Avec  𝑰𝟎 = (
1
1
) et 𝑯𝑰𝟎 = 𝑮, c’est-à-dire 𝑯 = (

𝑔1 𝟎
𝟎 𝑔2

)  

 

Finalement le problème aux valeurs propres est résolu en annulant le déterminant  

𝑑𝑒𝑡 (
𝑬 + 𝑭𝑹𝟏 𝟎

𝟎 𝑯
) = 0. 

 

4.3 Résultats numériques 

La  figure 1 représente la courbe de stabilité marginale (neutre) qui sépare dans le plan 

(R,𝛼) en deux parties stable et instable.  La figure 2 nous montre l’effet de l’épaisseur de la 

couche du solide sur l’instabilité du film liquide. Et on remarque la zone d’instabilité 

augmente en augmentant l’épaisseur de la couche du solide. Finalement la figure 3, nous 

montre l’effet du coefficient d’élasticité sur la stabilité. La zone de stabilité augmente en 

diminuant le nombre d’élasticité du solideΓ.  
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Figure1 : Courbe de stabilité marginale pour =
𝜋

2
 , W=1, 𝑊1 = 1, Γ = 0.01, 𝜂𝑟 = 1,  

𝜌 = 1, 𝑆0 = 0.5. 
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Figure 2 : Effet de l’épaisseur de la couche du solide sur l’instabilité du film liquide. Pour =
𝜋

2
 

, W=1, 𝑊1 = 1, Γ = 0.01, 𝜂𝑟 = 1,  

𝜌 = 1. 
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Figure 3 : Effet du coefficient d’élasticité la stabilité marginale. Pour =
𝜋

2
 , W=1, 𝑊1 =

1, 𝜂𝑟 = 1,  

𝜌 = 1, 𝑆0 = 1. 

 

Conclusion 

Dans ce chapitre on a résolu analytiquement l’équation d’Orr-Sommerfeld du solide. Par 

la suite, on a utilisé la méthode de Riccati pour transformer le problème aux limites 

d’Orr-Sommerfeld du liquide en un problème aux valeurs initiales. Ce dernier est résolu 

par la méthode de Runge-Kutta sous le logiciel Maple.  
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Conclusion général  

Dans ce mémoire on s’est intéressé a l’étude de la stabilité de l’écoulement d’un film 

mince d’un liquide sur une paroi déformable. On a exposé les équations de Navier Stocks 

gouvernant l’écoulement, et les équations qui décrivent le déplacement du solide , ainsi que 

les conditions aux limites . 

Ensuite, on a écrit tous les équations sous leur forme adimensionnelles , et dans le 

chapitre trois , on a perturbé l’écoulement du liquide , et on a remplacé les vitesses par une 

vitesse moyenne plus une petite perturbation , après le développement et en éliminant les 

termes non linéaires , on a eu les équations linéarisées , ensuite on a établi le système d’orr-

Sommerfeld pour résoudre le problème. A la fin on a eu les résultats sur la stabilité de 

l’écoulement . 
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