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INTRODUCTION GENERALE

La recherche opérationnelle (RO) est une discipline des mathématiques appliquées qui vise a
résoudre des problémes complexes de prise de décision dans divers domaines, tels que : la logistique,
la gestion de la chaine d’approvisionnement, la planification de la production, les transports, - - -
etc. L'un des problémes classiques étudiés en recherche opérationnelle est le probléme de flot a
colit minimum qui concerne 'optimisation du flux des ressources dans un réseau.

Le probléme de flot & cotit minimum (PFCM) consiste a déterminer les quantités (flux) de la
ressource & acheminer de la source vers la destination de telle sorte & minimiser le cott total de
transport dans le réseau. En pratique, pour un réseau donné, la ressource peut étre une marchandise
(un ou des produit(s)) pour le cas d'un réseau de distribution, de I’énergie pour le cas d’un réseau
électrique ou des informations pour le cas d’un réseau informatique ou de télécommunication. La
ressource doit étre acheminée depuis une ou des sources vers une ou des destinations via des arcs
inter-connectant les nceuds du réseau. Chaque arc a une capacité maximale et un cotit unitaire
associé au transport de la ressource tout au long de cet arc [20)].

Il existe une grande variété de méthodes de résolution du PFCM, dont les plus populaires
sont les méthodes primales du simplexe [9] et les méthodes primales-duales [3, 20]. L’algorithme
du simplexe réseau est 'approche couramment employée pour résoudre le PFCM. Ce dernier est
une extension de ’algorithme du simplexe classique de programmation linéaire. L’algorithme du
simplexe réseau est spécifiquement adapté aux problémes d’optimisation dans les réseaux, car
la matrice des contraintes est creuse . Les propriétés particuliéres de cette matrice ont permis
d’implémenter efficacement cette approche et de résoudre des problémes pratiques de grande taille.

L’objectif principal de notre mémoire est l’application de la méthode du support dans les

réseaux, et plus précisément résoudre le probléme de flot a colit minimum. Dans ce travail, nous



allons adapté la méthode directe de support de programmation linéaire, développé par R. Gabasov
et al.[I3] pour résoudre le PFCM. L’avantage de cette approche est de traiter les problémes tels
qu’ils sont formulés initialement sans les transformer. Un autre avantage est d’utiliser le critére de
sub-optimalité pour arréter le processus de résolution a une précision donnée par 1'utilisateur.

Notre mémoire est composé d’une introduction générale, quatre chapitres, une conclusion gé-
nérales et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous rappellons les notions de base de la théorie des graphes et une
introduction & l'optimisation dans les réseaux. Le deuxiéme chapitre traite le probleme de flot
a colit minimum, ainsi qu’une présentation de la méthode du simplexe réseau. Dans le troisiéme
chapitre, nous présentons la méthode directe de support pour la résolution des problémes classiques
de programmation linéaire. Dans le dernier chapitre, nous avons étendu la méthode directe de
support pour la résolution du problémes de flot & colit minimum. Nous terminons ce travail par
une étude de cas pour illustrer application de la méthode du support réseau (MSR). Pour ce faire,

nous avons implémenté sur Matlab 1’algorithme MSR.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A L’OPTIMISATION DANS LES RESEAUX

Introduction

L’optimisation des réseaux avec la théorie des graphes vise a trouver la meilleure configuration
des flux et des ressources a travers le réseau pour atteindre un objectif spécifique. Cet objectif
peut étre de minimiser les colits de transport, de maximiser la capacité du réseau, de minimiser
les temps de trajet ou de répondre aux demandes des utilisateurs de maniére optimale.

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts fondamentaux de la théorie des graphes et une
introduction a 'optimisation dans les réseaux. Par la suite, nous explorons les problémes classiques
d’optimisation dans les réseaux, a savoir les problémes de : cheminement, flot maximal, arbre
couvrant de poids maximum et le probléeme de flot & cotit minimum qui 'objet de notre travail.

Nous donnons la formulation mathématique de ces problémes et quelques algorithmes de résolution.



1.1 Geénéralités sur les graphes

Un graphe est une structure mathématique qui représente un ensemble d’objets et les relations
entre eux. Un graphe est composé de sommets (ou noeuds) et d’arétes (ou liens), ot chaque aréte

relie deux sommets [7].

1.1.1 Graphe non orienté

Un graphe non orienté fini G est défini par un couple de deux ensembles (Vg, Eq), Vi est
un ensemble non vide de sommets (vertices) de G et Eg désigne 'ensemble de ses arétes (edges),
on écrit G = (Vg, Eg) ou simplement G = (V, E) §'il n’y a pas d’ambiguité. un sommet v est
représenté par un point p(v) dans le plan ou dans 'espace, tandis que une arétes e est définie par
un couple de deux sommets u et v , elle est représentée par une courbe reliant les deux points
p(u) et p(v), on la note e = (u,v) ou e = uv. Notons que uwv et vu représentent la méme aréte.
Les sommets u, v sont les extrémités (endpoints) de l'aréte e = wv, si u = v, 'aréte e = uu est
une boucle (loop), si deux sommets sont reliés par plusieurs arétes, G est un multi graphe

(multigraph) [2].

Définition 1.1. Graphe simple

Un graphe G est dit simple (simple graph) lorsque il ne contient ni boucle ni arétes multiples. Le
nombre de sommets et d’arétes de GG sont respectivement notés n et m. Ces deux nombres sont appe-
1és respectivement 1’ordre et la taille de G. Tous les graphes utilisés dans ce mémoire sont simples
et finis ( les parameétres n et m sont finis). La figure ci- dessous présente le diagramme d’un graphe

d’ordre 6, simple et non orienté. Vg = {a,b,c,d, e, f} et Eq = {ac,ad, ae,be,be,bf, ce,cf,df}.

FIGURE 1.1 — Graphe non orienté

Les extrémités d’'une aréte sont dites incidentes a cette aréte, et vice versa. Deux sommets



incidents & une méme aréte sont adjacents (adjacent vertices) ou voisins (neighbors) ; de méme,
deux arétes incidentes au méme sommet sont dites adjacentes. L’ensemble des sommets adjacents
a v, excepte lui-méme, est appelé voisinage ouvert (open neighborhood) de v, il est noté N(v) =
{u € V;uu € E}, le voisinage fermé (closed neighborhood) d’un sommet v, noté N[v] = N(v)U{v}
[16].

Définition 1.2. Degré d’un graphe non orienté

Le degré (degree) d'un sommet v, noté dg(v), est égal au nombre d’éléments dans N (v), c’est-a-
dire dg(v) = |N(v)|. Un sommet de degré nul est dit isolé (isolated vertex). Le plus petit degré
d’un graphe G est noté 6(G) = min,cyd(v) et son plus grand degré est noté A(G) = max,eyd(v)
ils sont, respectivement, égaux au degré d’un sommet ayant le moins et le plus de voisins.

Dans la figure précédente, le sommet a est adjacent aux sommets ¢, d et e donc N(a) = {c,d, e}

et Na] = {a,c,d,e}. les arétes ac et cf sont adjacentes. A(G) = d(c) =4, 6(G) = d(a) = 3.

Définition 1.3. Graphe régulier
Un graphe est régulier si tous ses sommets ont le méme degré, c’est-a-dire, §(G) = A(G) =k, on

dit alors que le graphe est régulier de degré k ou k-régulier.

1.1.2  Graphe orienté

Un graphe orienté G ou digraphe (directed graph ou digraph) est un couple (Vi,Ug) formé
d’un ensemble de sommets Vi et d'un ensemble de couples ordonnés dont les éléments sont appelés
les arcs de V. Ainsi, a tout arc a correspond un couple ordonné de deux sommets (u,v) tel que
T'(a) = v. Graphiquement, l'arc (u,v)est représentée par une courbe reliant les deux sommets u
et v, orientée de u vers v (voir la figure 1.2). A tout digraphe G nous pouvons associer un graphe
g avec le méme ensemble de sommets en remplacant chaque arc par une aréte avec les mémes
extrémitées. Ce graphe est le graphe sous-jacent de G noté, G(g) A linverse, tout graphe G
peut étre vu comme un digraphe, en remplacent chaque aréte par deux arcs d’orientations opposées
avec les mémes extrémités , ce digraphe est le digraphe associé & G, noté G(g).

Tout concept valide pour les graphes non orientés, excepte ceux pour lesquels I'orientation joue
un role essentiel, s’applique automatiquement aux digraphes. Par exemple, le degré d’un sommet
u dans un digraphe G est simplement le degré de u dans le graphe sous-jacent de G, un digraphe

G est simple si son graphe sous-jacent g et simple.
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Un digraphe Un graphe sous-jacent de G

FIGURE 1.2 — Un digraphe et Un graphe sous-jacent de G

Pour tout sommet x de G, on associe :

e di(z) = {a € U,I(a) = z} le demi-degré extérieur de z, c’est le nombre d’arcs ayant =

comme extrémité initiale.

o d;(x) ={a € UT(a) = x}le demi-degré intérieur de x, c’est le nombre d’arcs ayant = comme

extrémité terminale.

o dg(z) = dg(z) + df(x) le degré de z, c’est le nombre d’arcs ayant x comme extrémite.

Remarque 1.1. Comme pour les graphes orientés, on dit que l'arc a = (z,y) est incident & x et

y et que z et y sont adjacents. Une boucle est un arc a tel que I(a) = T'(a).

Définition 1.4. Chemin et chaine

Un Chemin dans un graphe est une séquence de sommets dans laquelle chaque sommet est relié
au suivant par une aréte. Soit G = (V, E) un graphe non orienté, ot V' est I’ensemble des sommets
et E est 'ensemble des arétes. Un chemin de longueur k£ de v & v dans G est une séquence de
sommets vg, Uy, Vg, ..., V) telle que vg = u, vy, = v et (v;,v;41) € F pour tout i de 0 & k — 1.

Une Chaine est un chemin dans lequel tous les sommets sont distincts. Une chaine simple est
une chaine dans laquelle tous les sommets sont distincts, a ’exception du premier et du dernier
sommet. En d’autres termes, aucune répétition de sommets n’est autorisée sauf pour le premier et

le dernier sommet de la chaine.

Graphe connexe Graphe dans lequel on peut relier, directement ou non, n’importe quel
sommet a n’importe quel autre sommet du graphe par une chaine d’arétes,i.e que a partir de

chacun des sommets de ce graphe, on peut se rendre a n’importe quel autre sommet de ce graphe

[6].
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FIGURE 1.3 — Graphe connexe

Définition 1.5. Graphe complet
Un graphe G est complet (complet graph) si entre deux sommets quelconques, il y a une aréte

qui les reliés. On note par K, le graphe complet d’ordre n.

Définition 1.6. Graphe pondéré
Un graphe pondéré, un graphe (orienté ou non) dont les arétes ont été affectées d’'un nombre

appelé poids (ou cott).

Un graphe biparti complet K, , Un graphe complet Ky

FIGURE 1.4 — Un graphe biparti complet K, , et Un graphe complet K4

Définition 1.7. Arbre

Un arbre (tree) est un graphe connexe sans cycle. La proposition suivante caractérise un arbre.

Proposition 1.1. Soit G = (V, E) un graphe, avec n = |V| et m = |E|, les proprietés suivantes

sont équivalentes :

1. G est un arbre;

12



2. G est sans cycle et posséde n — 1 arétes;

3. G est connexe et posséde n — 1 arétes;

4. G est sans cycle et si on lui ajoutant une arétes, on crée un et un seul cycle;
5. G est connexe et si on lui supprime une aréte, il n’est plus connexe;

6. Il existe une chaine et une seule entre toutes paires de sommets.

Une arborescence est un graphe orienté sans circuit admettant une racine (ou une source)
s € V, c’est a-dire, un sommet s vérifiant la propriété suivante : pour tout autre sommet x € Vil

existe un chemin unique allant de s a = [23].

D@

Une arborescence de racine ¢

Arbre

FIGURE 1.5 — Arbre et Une arborescence de racine ¢

1.1.3 Sous-graphe

Pour un graphe G = (V, E) on a un sous-ensemble W de sommets, notons E(W) I'ensemble
des arétes de G ayant leur deux extrémités dans W. Le graphe G’ = (W, E(W)), aussi noté G[W]
est appelé sous graphe de G induit par W. Soit F un sous-ensemble quelconque d’arétes dans
E(W). Le graphe G" = (W, F') est appelé sous-graphe partiel de G. Tout sous-graphe induit
est donc partiel, mais le contraire n’est pas nécessairement vrai. Le graphe complémentaire de
G est le graphe ayant exactement les mémes sommets que G et dans lequel deux sommets sont

reliés par une aréte si et seulement si ils ne le sont pas dans G [25].

Graphe G sous-graphe induit

13



@ (v ()
sy

sous-graphe partiel Le complémentaire

FIGURE 1.6 — lustrations d’un Graphe G,sous-graphe induit,sous-graphe partiel et Le complé-

mentaire

1.1.4 Représentations matricielle des graphes

Matrice d’adjacences (matrice d’incidence sommets - sommets)

On peut représenter un graphe par une matrice d’adjacences. Une matrice n X n est un tableau
de n lignes et n colonnes. (i,j) désigne l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j. Dans une
matrice d’adjacences, les lignes et les colonnes représentent les sommets du graphe. Un « 1 » a la
position (i, j) signifie qu'un arc part de ¢ pour rejoindre j .

Voici la matrice d’adjacences de graphe suivant :

a‘a 010101
V\ 000110

(3) 6) N
foooo0 10

(4) () 000000
010000

FIGURE 1.7 — Graphe orienté et sa matrice d’incidence

Cette matrice a plusieurs caractéristiques :
1. Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.
2. Contrairement a celle d’'un graphe non orienté, elle n’est pas symétrique.

3. Une fois que l'on fixe l'ordre des sommets, il existe une matrice d’adjacences unique pour

chaque digraphe. Celle-ci n’est la matrice d’adjacences d’aucun autre digraphe [7].

14



Matrice d’incidence sommet arc (Matrice d’incidence aux arcs)

La matrice d’incidence sommets-arcs est une matrice n x m associée a un graphe orienté et qui

est définie par [19) :

+1, si x; est 'extrémité initiale de e;

bij =14 —1, six; est I'extrémité terminal de e;
0 sinon.
€1 €9 €1 €9 €3 €4 €5 €4
al 1 -1 0 0 1 0
e ° bl 0 1 1 0 0 0
aij =
cl—-1 0 0 0 0 1
€6 €3
e dio 0 -1 1 -1 1
€4 f10 0 0O -1 0 O

FIGURE 1.8 — Graphe orienté et sa matrice d’incidence

Matrice d’incidence sommets-arétes d’un graphe non orienté

La matrice d’incidence sommet-arétes est une matrice n X m associée a un graphe non orienté

et qui est définie par [17] :

1 si le sommet ¢ est 'une des extrémité de 'arétes u;
aij = ]
0 sinon.
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el €9 €1 €2 €3 €4 €5 €4
a1l 1 0 0 0 O
() @ b0 1 1 0 0 0
bij -
cll 0 0 0 0 1
€ €3
e dafo o0 1 1 1 1
€4 flo 0 01 0 0

FIGURE 1.9 — Graphe non orienté et sa matrice d’incidence

1.2 Optimisation dans les réseaux

L’optimisation dans les réseaux est un domaine de recherche qui vise a trouver des solutions
optimales pour des problémes liés aux réseaux, en prenant en compte les contraintes associées
a ces réseaux. Les méthodes d’optimisation couramment utilisées dans les réseaux incluent la
programmation linéaire, la programmation entiére mixte, la programmation en nombres entiers, la

théorie des files d’attente, la théorie des jeux, etc [I].

Définition 1.8. Réseau

Un réseau est un graphe valué, connexe, sans boucle et ayant plus d’'un sommet, noté G = (V, E, u)
dans lequel il y a un unique sommet S appelé la source tel que d~(s) = 0 un unique sommet P
appelé puit tel que d¥(s) = 0, pour a € F le nombre u(a) est appelé capacité de Parc [24].

On appelle noeud d’un réseau un sommet qui a plus de deux arcs incidents. On appelle branche

tout chemin pour lequel seuls les premiers et derniers sommets sont des noeuds.

1.3 Quelques problémes d’optimisation dans les réseaux

Il existe plusieurs problémes d’optimisation. Considérons les problémes suivants :

1.3.1 Probléme de plus court chemin

Le probléme de recherche d’un chemin de longueur minimale entre deux noeuds s et ¢ d'un

réseau a condition que il n’y a pas de circuit de longueur négative et il existe alors de nombreux
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algorithmes efficaces pour le résoudre.
Soit un réseau G = (V, E), on V = {1,2...,n} est 'ensemble des nceuds et E celui des arcs. On
associe a chaque arc (i, j) € E une longueur c¢;;.

Le probléme de plus court chemin (PCC) entre les noeuds s et ¢ est modélisé par le programme

linéaire (PL) ci-aprés, ou les variables de décision sont définies comme suit :

1, sion emprunte larc (i, j),

xij =
0 sinon
(¢,4)eE
sujet a :
1, 1=s,
Dowi— Y w =10, i#sitt, (1.2)
’ ’ 1, i=t,
Zij € {07 1}7 V<Z,j) S (13>

Un chemin de longueur p minimale entre les nceuds s et ¢ peut étre obtenu a partir de la solution
optimale z* du probléme (1.2)-(1.3) et ce en posant = x3, = {(4,7) € E| xj; = 1}.
Il existe plusieurs algorithmes efficaces pour résoudre le probléme du PCC, on cite :
e Algorithme de Dijkstra
Il permet de calculer le plus court chemin entre un sommet particulier et tous les autres
dans un graphe pondéré dont tous les poids sont positifs. L’algorithme comporte une phase
d’initialisation. A chaque sommet on attribue un poids qui vaut 0 pour le sommet de départ
et infini pour les autres sommets.
Le traitement de l'algorithme consiste & examiner les sommets les uns apres les autres et a
sélectionner le sommet = auquel on a affecté la plus petite distance du sommet de départ

jusqu’a x. On recommence tant qu’il reste des sommets a sélectionner.

e Algorithme de Bellman-Ford :
L’algorithme de Dijkstra ne marche pas toujours quand le graphe contient des arcs dont les
colits sont négatifs. Considérons par exemple le graphe suivant :
Le principe général de I’algorithme consiste & améliorer une arborescence réalisable (initial)
(V, A) de racine s a y jusqu’a I'obtention d’un arborescence optimal des plus courts chemins,

issue de s si celle-ci existe.
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FIGURE 1.10 — Exemple d’un graphe

1.3.2 Le probléme du flot maximum

Le flot max est un concept important en théorie des graphes et en théorie des réseaux, qui
représente la quantité maximale de flux qu’un réseau donné peut transporter entre une source
et un puits.

Un réseau de flot est généralement représenté sous forme de graphe orienté pondéré, ou
chaque nceud représente une source, un puits ou un noeud intermédiaire, et chaque arc re-
présente une connexion entre deux noeuds avec une capacité qui indique la quantité maximale
de flux qui peut étre transportée entre eux.

Le flot max peut étre calculé a 'aide de ’algorithme de Ford-Fulkerson ou d’autres algo-

rithmes similaires.

1.3.3 Probléme d’arbre couvrant

Le probléme d’arbre couvrant (également appelé en anglais MST pour Minimum Spanning
Tree) est un probléme fondamental de la théorie des graphes. Il s’agit de trouver un arbre
qui connecte tous les sommets d’un graphe donné, tout en minimisant la somme des poids
des arétes.

Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre le probléme d’arbre couvrant, tels que 'algo-
rithme de Kruskal . Chacun de ces algorithmes a ses propres avantages et inconvénients en

termes de temps d’exécution, de complexité et de performance.

Proposition 1.2. Propriétés d’un arbre couvrant minimal
Un arbre couvrant minimal respecte toujours certaines propriétés. Ces propriétés sont tou-
jours vraies pour tous les MST. Connaitre ces propriétés est trés important,car de nombreux

algorithmes y font référence pour expliquer la logique derriére leur fonctionnement.
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1. Si certaines arétes ont le méme poids, il est alors possible qu’il y ait plusieurs MST

équivalents en poids pour un graphe G.
2. Si toutes les arétes ont des poids distincts, alors il n’y a qu’un seul MST.

3. S’il y a un cycle dans le graphe, alors ’aréte la plus lourde de ce cycle ne fait pas partie

du MST.

4. La coupure d’un graphe connecté est un ensemble d’arétes qui, une fois enlevées,séparent
le graphe en deux composantes disjointes. La propriété de la coupure stipule que la plus

petite aréte de la coupure fait partie du MST.

5. Siun sommet u posséde une aréte de poids minimum et unique, cette aréte fait toujours

partie du MST [10].

e Algorithme de Kruskal :
I’algorithme de Kruskal nécessite auparavant le tri des arétes. Cette condition permet
de simplifier grandement le fonctionnement de I'algorithme. Il ne s’agit en fait que de

placer les meilleures arétes les unes apres les autres, tant qu’elles ne créent pas de cycle.

Conclusion

En conclusion, la théorie des graphes et 'optimisation sont des outils essentiels dans I’étude
des réseaux. La théorie des graphes permet de représenter de maniére abstraite les relations
entre les différents éléments d’un réseau, tandis que l'optimisation permet de trouver les so-

lutions les plus efficaces pour résoudre les problémes liés & ces réseaux.
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE FLOT A COUT MINIMUM

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons explorer en détail le probléeme de flot & cotit minimum. Nous
allons commencer par une présentation théorique du probléme, en expliquant les concepts
clés tels que les flots, les capacités et les cofits.

Enfin, nous allons appliquer les techniques présentées sur un exemples concrets.

2.1 Problémes de flots dans les réseaux

Les problémes de flot sur les réseaux sont des problémes fondamentaux dans le domaine
des réseaux. Ils consistent a acheminer des marchandises a travers un réseau en minimisant
les cotits, tout en satisfaisant les demandes spécifiques des terminaux. Ce type de probléme

permet d’optimiser I'utilisation des ressources disponibles dans le réseau.

Un modele général de probléme de flot est utilisé pour décrire les caractéristiques essen-
tielles, telles que la capacité des arétes, les demandes des terminaux, les coiits de transfert
et les contraintes de conservation du flot. Dans le contexte d’un probléme de distribution,
le probléme de flot & cotit minimal est appliqué pour déterminer le chemin optimal afin de

minimiser les coiits totaux [14].
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2.1.1 Probléme de flot général

On se place dans un réseau R constitué par un ensemble V de noeuds et un ensemble E
d’arcs. Ce réseau est modélisé par le graphe orienté G = (V, E). Pour un noeud i € V' on
note I'* (i) l'ensemble de ces successeurs, I't (i) = {j € V/(i,j) € E} . De méme on note,
I'"(j) 'ensemble des prédecesseurs d'un noeud j € V.I'"(j) = {i € V/(i,j) € E}.
On consideére la distribution d’un seul produit sur R. Chaque noeud de ce réseau est étiqueté
par b;, la quantité de produit disponible au noeud ¢ € V. L’ensemble des noeuds V' est
partitionné en trois sous-ensembles S, Tet D :
S est I’ensemble des noeuds sources (usines, production) avec b; > 0 pour i € S,
T est 'ensemble des noeuds de transfert ou transbordement avec b; = 0 pour i € T,
D est 'ensemble des noeuds destinations (client, demandes) b; < 0 pour i € D
On suppose que les offres et les demandes sont équilibrées, i.e
Z b; = 0.

i€SUTUD
Les arcs du réseau peuvent avoir une capacité u;;. On note z;; les variables de flots.
Le probléme de "flot" du réseau de distribution , se modélise sous la forme du programme

mathématique décrit en bas :

min Z i (2.1)

ijel
S.C. Z Tij — Z Ty = bl s YieV (22)
JETT(9) jer=()

La contrainte (2.2) est une écriture compacte de la contrainte de conservation du flot au

niveau des noeuds du réseau [21].

2.1.2 Probléme de flot & cotlit minimal

Soit G = (V,E,u,c) un réseau de distribution, avec n = |V| et m = |E| représentant
respectivement le nombre de noeuds et d’arcs de G, u = (w;j, (i,7) € E) est le vecteur des

capacités, ¢ = (¢;j, (4, j) € E) est le vecteur des cotits de distribution sur les arcs du réseau

21

Dans un probléme de flux a colit minimal, une solution est définie en spécifiant le flux z;;

21



dans chaque arc (7, j) du réseau. Une solution peut alors étre représentée par une matrice x

ayant m composantes. Une solution est réalisable si et seulement si [20] :

1- pour chaque nceud de transit, le flux total entrant est égal au flux total sortant.

2- pour chaque puits, le flux total entrant est égal a la demande du nceud plus le flux total
sortant.

3- Pour chaque source, le flux sortant total est égal a l'offre du nceud plus le flux entrant
total.

4- Tous les flux d’arcs sont non négatifs.

Les conditions (1)-(4) sont englobées par la contrainte (2.5)

Le probléme consiste a déterminer un vecteur de débit x qui minimise le cotit Z = ¢’z parmi
toutes les solutions possibles. Ces conditions, ainsi que la fonction objectif du probléme,

peuvent étre exprimées comme suit :

min Z = Z Cij T4 (24)
(i,)eE
f7 Z = S’
S.cC. Z Tij — Z Ti5 = —f’ Z:p7 (25)
JEr Jer 0 sinon,V ¢t =1,...,n

2.2 Meéthode de simplexe réseau

La méthode du simplexe réseau est une extension de la méthode du simplexe standard, qui
est spécialement conc¢ue pour résoudre les problémes de flot & colit minimum comme les
problémes de distribution dans lesquels il y a des contraintes de capacité et de cofit associées
a un réseau de distribution [20)]. Dans cette section, nous décrivons en détail I’algorithme du
simplexe réseau. Nous montrons ensuite comment calculer les flux d’arcs et les potentiels de
noeuds pour n’importe quelle structure de base. Nous expliquons ensuite comment effectuer
diverses opérations du simplexe telles que la sélection des arcs entrants, des arcs sortants et

des pivots a I’aide de la structure de données de I'arbre.
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2.2.1 Deéfinition et concepts de base

Définition 2.1. Soit z un flot et T un arbre couvrant, la paire (x, T') est dite solution basique

si elle vérifie Ax = b et z;; = 0 ou z;; = uy; [2).
Définition 2.2. {x,T} SRS est dite non dégénérée si elle vérifie :
0< Tij < UZ],V<Z,j) S T[B]

Lemme 2.1. Soit T C A un ensemble de colonnes de A tel que les arcs correspondants

forment un arbre couvrant. Les colonnes de T sont donc linéairement indépendantes [20)].

Vecteurs des cotiits réduits

§=c— Aly, avec § €R" et y €R™ est appelé vecteur des potentiels.
Pour chaque arc (i,j) € E, on aura : §;; = ¢;; — y; + y;[2].
On pose :
9i; =0, V(i,j)eT (2.7)

by =ciyj—yi+y V(,j)eT

Critére d’optimalité
Soit & une solution réalisable basique du probléme PFCM et T' I’arbre associé. on a :

0;; >0 pour x;; =0
7= 7 PO (2.8)
(Sij S 0 pour T;; = Uy, (Z,j) eT

Alors x est une solution optimale du PFCM [22].

Choix de la variable entrante :

Dans le cas ot les relations (2.7) ne sont pas vérifiées, on choisit une variable z; ;,, alors sa

valeur augmente et diminue si :
Iiojo = uiojo ou Iiojo = O
Une variable entre en base si on a :

z;; = 0 et 0;; < 0 = on augmente le flot x;; sur l'arc (4, j),

T;; = u;j et §;; > 0 = on baisse le flot z;; sur l'arc (4, j),
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Calculons :

€1 = min 52“, $1:08t51<0,
1 (i.0)ET J {J J }

€9 = max 0;;, {T;; = u;; et 9;; > 0},
(i,j)éT J { J J J }

Soit € = min{ey, e} et on a 2 cas :
Si e =¢e1 = 05, <0, alors x;,;, doit augmenter.

Sie = g3 = 05yj, > 0, alors z;,;, doit diminuer.

L’ajout d’'un arc (ig, jo) & 'arbre T crée un cycle élémentaire ¢, ot le flot sur les arcs de ¢ change

et pour les autres arcs ne changent pas.

Sion a x;,5, = 0, alors on doit augmenter la valeur du flot des arcs de ¢ ayant le méme sens que
(wiyj0) nOtE @1 de 6 unités et le diminuer de 6 unités pour les arcs ayant un sens de parcours opposé
noté o .

Par contre, si z;,;, = u;,j, alors on fait I'inverse, on diminue la quantité du flot de 6 unités pour

les arcs de ¢ et on augmente pour les arcs de ¢~ .

Le changement maximum de la valeur du flot noté 6, est calculé comme suit :

0 = min{f~, 07"}
avec :
6~ = min {x;;}
(.3)€p™ (29)
0+ — mi T
i s = i)

La valeur du nouveau flot :
i+ 0, (1,7) € ¢t
2 — 0, (i,j) € ¢~ (2.10)
Tij, sinon
e Changement de base :
En envoyant une quantité supplémentaire de flot de 6 unités autour du cycle ¢, alors il y a une
variable basique notée z;, ;, qui atteindra I'une de ses bornes (0 ou wu;, ;,). Par conséquent, l'arc

(11, 1) est supprimé de la base (arbre T') selon les cas suivants :
— Si ;4 €T alors on pose, T' =T U (ig, jo)\ (%1, J1)-
— Si Parc (i1,71) = (40, Jo) ¢ T, alors on pose T'=T.
Pour calculer les multiplicateur y;, il suffit de fixer la valeur d’un multiplicateur (par exemple

y: = 0) et de calculer séquentielle-ment les autres inconnus [21].
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Lemme 2.2.

e Si les demandes et les offres b, i € V. Ainsi que les capacités u;; € E sont toutes entiéres, alors

1l existe une solution optimale primale x qui est entiere.

o Si de plus les coits c;; sont tous entiére, alors il existe une solution optimale y entiére de son

probléme dual associé [2)].

2.3 Exemple pratique

Exemple 2.1. Soit G = (V, E,u,c) un réseau de transport, avec n = |V| = 6 et m = |E| = 8
représentant respectivement le nombre de noeuds et d’arcs de G telque :

u = (uj, (i, ) € E) est le vecteur des capacités.

¢ = (cij, (i,7) € E) est le vecteur des cotits de transport sur les arcs du réseau.

b= (b;,i € V) est le vecteur des demandes.

Uij,Cij
2 C ® -7
[5.2]
(4.4]
3 -3

FIGURE 2.1 — Réseau de transport

MinZ = To1 + X13 + 81‘32 + 21’24 + 41’35 + 311)54 + Tgq + 21’65
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+r13 — w21 = 1

+91 — T30 + Ty = 2
—x13 + T32 + T35 = 3
—To4 — T5g — Tega = — 1
—I35 + T54 — Tz = —3

Tes + Tes = 4

0<291 <2;0< 239,94 <5; 0< w35 <4; 0< w54 <3; 0< w64 <3 0< 293,65 <6

Une solution réalisable : 13 = 2; 191 = 1,230 = 2; 294 = 3; 235 = 3; 54 = 3;

Teq = 1; 265 = 3

Conséderons I'arbre covrant T' = (2,1); (3,2);(2,4); (3,5); (6,5) la solution basique correspon-

dante.

FIGURE 2.2 — Choix de ’arbre couvrant

e Iteration 1 Calcul des vecteurs des cotits réduits basiques :
on pose y; = 0 avec 9; =0

0o1 =Ca1 — Yo+ 1 => Y2 =1

032 =C32 — Yz + Y2 =Yz =9

035 =C35 —Ys+Ys = Ys =5

065 = Co5 — Yo + Ys = Y6 = 7

Oo4 = Coy — Yo+ Ys = ys = —1
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Calcul des vecteurs des cofits réduits non basiques :
diz=ci3—y1+y3=1—04+9=10 > 0 et x33 = 2 Nopt
O0sa =Csqs —Ys+ys =3—5—1=-3<0 et x54 =3 = usy opt
s =Coa — Y+ ys=1—7T—1=-7<0 et xg¢4 = 1 Nopt

e Variable Entrante

51'3' = maac(m) c TNopt{l(sin, avecTNOpt = {(’L,j) ¢ T . («Tij = O A\ (51'3‘ < 0) V (Iij = Uij A\ (513' > 0}

d;j = max(10,|-7])} = 10

Alors, on fait entrer 'arc (1,3) en base pour former le cycle ¢ suivant :

FIGURE 2.3 — Choix de la variable entrante

— 07 = ming jiep-{ Tij } = min{xis, T3, v} = min{2,2,1} =1
— 0" =ming e+ {uy —xi;} =0
— O =min{0",07} =1

e Variable sortante

L’arc (2, 1) sort de la base, donc la base devient T'= T U (1, 3)\(2, 1).
T ={(1,3);:(3,2);(2,4); (3,5); (6,5)}

o Iteration 2

On vas vérifier les conditions d’optimalité pour le nouveau marquage

Calcul des vecteurs des cotts réduits basiqes :
—dp=c3—yitys=1l—-yi+ys=>y3=—1
— dp=cp—ytp=8+1+y =y =-9
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—11

— O =Cu— Yt Ys =2+9+ys = U
— 035 =cC35—Ys+yYs =4+ 1+ys = ys = —5

— 065 =Co5 —Ys T UYs =2 — Yo — D =Yg = —3

FIGURE 2.4 — Le nouveau marquage

Calcul des vecteurs des cofits réduits non basiqges :
— gy =Co—Yo+y1=14+9+0=10 et z9; =0 opt
— 0 =Cu—Ys+ Y =3+2—-8=-3<0et x50 =3 = uss opt

— 064 =Cos — Yo +ys = —7 <0 et zg4 = 1 Nopt

e Variable Entrante

Il n’ya pas qu’un seul arc non optimal qui est I'arc (6,4) donc c’est I’arc entrant.

FIGURE 2.5 — Choix de la variable entrante (itération 2)
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— 07 = ming jjep-{7ij } = min{xes, 32, To4} = min{3,1,3} =1
— 07 = ming jjep+r {wi; — @i } = min{ues — Tea, uss — T35 = min{3 —1;4 -3} =1
— f=min{l,1} =1

e Variable sortante

L’arc (3,2) sort de la base, donc la base devient T'=T"U (6,4)\(3,2).
T ={(1,3);(2,4);(3,5); (6,5); (6,4)}

e Iteration 3

Calcul des vecteurs des cotts réduits basiqes :
—dp=c3—yty=1-0+y=y=—1
— du=cu—yptyu=2-—ys+4=ys=-2
— 0 =cp—Yystys=4+1+ys =>ys =5
— s =Coa— Yo+ yYs=1+3+ys =y = —4

— 065 =Co5 —Ys T UYs =2 —Ysg — D =Yg = —3

Y2=-2
2
()
G ’_,f” Ji/
yi=o "
0

FIGURE 2.6 — Mise a jour des potentiels

Calcul des vecteurs des cofits réduits non basiqes :
— 521 =10 et To1 = 0 Opt
— 554:—8<Oetx54:3:u540pt

— 0gy = —7 < 0 et zg4 =1 Nopt
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e Variable Entrante

Il n’ya pas qu’'un seul arc non optimal qui est ’arc (5,4) donc c’est I’arc entrant.

FIGURE 2.7 — Choix de la variable entrante (itération 3)

— 07 = ming jjep-{ Tij } = min{xes, T4} = 2
— 07 =ming jep+{uy; — xij } = min{ues — zea} =1
— 0 =min{2,1} =1

e Variable sortante

L’arc (6,4) sort de la base, donc la base devient T'=T'U (5,4)\(6,4).
T ={(1,3);(2,4);(3,5);(6,5); (5,4)}

e Iteration 4

Calcul des vecteurs des cotits réduits basiqges :
— d=c3—hTys=1-0+ys=y3=—1
— 0y =Cu— Yot =2—yY— 8=y, =—6
— s =C35—Ys+yYs=4+14+ys = ys = =5
— u=Cu—Ys+ya=1+3+ys=ys=-8

— da=Coa— Yo+ yYs=1—ys—8=ys = —7
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FIGURE 2.8 — La solution optimal

Calcul des vecteurs des cotits réduits non basiqes :
— 091 = 7 et 297 = 0 opt
— 033 = 3 et w39 = 0 opt
— g4 = 0 et 254 = 3 = ugy Opt

Par conséquent la solution optimal est :

" = (191 = 05213 = 1230 = 03035 = 4554 = 25 W64 = 35 Tg5 = 13 To4 = 2)

Le cotit du flot
Z(x)=1x04+1x14+8x0+2%x2+4x44+3x2+1x3+2x1
Z*(z) = 32

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme de flot & colit minimum qui est un probléme
fondamental en optimisation dans les réseaux. Ce probléme consiste a déterminer le flot optimal
a travers les arcs d’un réseau afin de minimiser le cott total de transport. Ce dernier trouve son

application dans divers domaines, tels que la logistique et le transport. .
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CHAPITRE 3

METHODE DIRECTE DE SUPPORT

Introduction

La méthode du support est souvent utilisée en conjonction avec la méthode du simplexe stan-
dard ou la méthode du simplexe réseau pour résoudre des problémes de programmation linéaire.
Elle peut aider les entreprises & mieux comprendre les implications de leurs choix de planifica-
tion et a prendre des décisions plus éclairées pour optimiser leur processus de production ou de
distribution.

La méthode du support peut également étre utilisée pour évaluer la sensibilité des solutions
optimales du probléme primal aux variations des paramétres du probléme, tels que les cotits des
ressources ou les exigences de production. Cela permet aux entreprises de mieux gérer les risques
associés a leur chaine d’approvisionnement et d’optimiser leur stratégie de production ou de dis-

tribution en conséquence.
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3.1 Position du probléme et définitions

Le probléeme standard de la programmation linéaire s’écrit sous la forme suivante :

max Z = ¢’ 1, (3.1)
Az = b, (3.2)
x>0, (3.3)

ou ¢ et x sont des n-vecteurs, b est un m-vecteur; A = A(I, J) est une matrice d’ordre m X n, avec
rangA = m < n. La fonction Z est dite fonction objectif; les équations (3.2) sont les contraintes
principales, tandis que les contraintes (3.3) sont dites simples [4]. Notons par [ = {1,2,--- ,m}
et J ={1,2,---,n} les ensembles d’indices des lignes et des colonnes de A.

Un vecteur z vérifiant les contraintes (3.2) et (3.3) est appelé solution réalisable du probléme
(3.1)- (3.3). Une solution réalisable 2° est dite optimale si :

Z(2°) = ¢'2® = max 'z,
€T

ou z est pris parmi toutes les solutions réalisables du probléme (3.1)-(3.3).

D’autre part, une solution réalisable ¢ est appelée e-optimale (ou suboptimale) si :
0< Z(2") - Z(2°) = "2’ — T2 < ¢,

ou z° est une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3) et € est un nombre positif ou nul choisi
comme précision.
Soit un sous-ensemble d’indices Jg € J, tel que |Jg|=|I| = m. L'ensemble Jp est alors appelé
support si :

detAp = det A(1, Jg) # 0.
Le couple {z, Jp} formé de la solution réalisable x et du support Jp est appelé Solution Réalisable

de Support (SRS). La solution réalisable de support est dite non dégénérée si :

T > O,V] € Jg. (34)

3.1.1 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {x, Jp} une solution réalisable de support du probléme (3.1)-(3.3). Afin de calculer 'ac-
croissement de la fonction objectif, considérons une autre solution réalisable z = x + Axz. L’ac-

croissement de la fonction objectif s’écrit alors :
AZ =7(z)— Z(x)=c"t— o =c"Ax (3.5)
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Par ailleurs, on a :

A =Ax =b= AAx =0,

En posont :

Ax = (iif;) , Azg = Ax(Jp), Azy = Az(Jy),
Iégalité AAz = 0 peut ainsi s’écrire :
ApAzp + AnAry = 0= Arg = —A 5 AyAzy, (3.6)
En vertu de cette relation, 'accroissement (3.5) devient :
Z(z) — Z(z) = AZ = "' Ax

= chArp + cnAzy

= —(cEA L AN — ch)Axy. (3.7)
On définit le vecteur des potentiels w :

u’ =LA,

ainsi que le vecteur des cotts réduits E, appelé aussi vecteur des estimations :

B = B"(J) =" A~ & = (B} )
ou
B =u'Ap —ch = chbA B Ap — c5 =0,
EY =uTAy — cﬁ & b= uTaj —¢j,] € Jn,
Par conséquent, ’accroissement (3.7) prend la forme finale suivante :

AZ = Z(z) - Z(z) = ~EfAxy = = Y Ej(z; — ;). (3.8)

JE€IN

3.1.2 Critére d’optimalité

Théoréme 3.1 ([13]). Soit {z, Jg} une solution réalisable de support du probléme (3.1)-(3.3).
Alors les relations suivantes :
E; >0,s1 z; =0,
(3.9)
E; =0,s1 x; >0,Vj € Jy,

sont suffisantes, et dans le cas de la non-dégénérescence aussi nécessaires, pour 'optimalité de la

solution réalisable = .

Démonstration. voir[4)
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3.1.3 Estimation de suboptimalité

Pour estimer I’écart qui existe entre la valeur optimale Z(z°) et une autre valeur Z(z) d’une

SRS {z, Jg}, on remplace dans la formule d’accroissement (3.8) le vecteur T par z° et on aura :

Z(a%) = Z(x) = = Y Bi(a) — ;) = > Byl

JeIN JjeIN

Supposons que Ey > 0. Puisque 2° > 0, on peut alors écrire :

0 0
Tj— l'j S Z; = Ej(l’j — ZEj) S Ejfl]j,

d’ou
0<Z(2") - Z(x) < ) Ejuy. (3.10)
Jj€IN
Pour Ex > 0, le nombre :
B(x, Jg) = Z Ejx;.
JEJIN

est ainsi appelé estimation de suboptimalité.

3.1.4 Algorithme de résolution

Etant donné un nombre réel quelconque € > 0, choisi comme précision, et {z, Jg} une SRS
initiale du probléme (3.1)-(3.3), le but de I'algorithme est alors de construire une solution réali-
sable e-optimale x° ou carrément une solution optimale z°. L’itération de 1’algorithme consiste a
passer de {z, Jg} vers une autre SRS {7z, Jp} telle que Z(Z) > Z(z). A cet effet, on construit la

nouvelle solution réalisable z de la maniére suivante :
T=x+0l, 0>0,

ol [ est un n-vecteur appelé direction d’amélioration, 6 étant le pas le long de cette direction. Dans
cet algorithme, on choisit la métrique du simplexe, qui ne fait varier qu’une seule composante parmi

toutes celles qui ne vérifient pas les relations (3.9). Pour que I'accroissement :
Z(z)—Z(x) =46 ,|E;| >0,
soit maximal, il faut alors prendre 6 aussi grand que possible et choisir I'indice j, tel que :

|E; |— max |Ej|,
€JNNO
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ol Jynyo C Jy est 'ensemble des indices non optimaux, c¢’est-a-dire I’ensemble des indices qui ne

vérifient pas les relations d’optimalité, & savoir
JNNO:{jEJN:[a:j:()etEj<O]\/[a:j>0etEj7£0]}

On pose donc :
lj, = —sign Ej,
lp = A tay, sign Ej,.

D’autre part, le pas 6 doit vérifier les inégalités suivantes :
€ + Ql] Z 0,] S JB, (312)

Lo + 9le Z O, (313)

En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre 6 dans les relations (3.12), on

trouve :
9]‘ = l; , S1 lj < O’
oo, si l; >0.
D’ou :
. =minb,. 14
0, = min (3.14)

Pour I'indice jo, la relation (3.13) donne :

i, 81 L = —1,
L=< (3.15)

0o,si lj, = 1.
Par conséquent, le pas maximal 6° le long de la direction 1 est égal a :
0° = min{ejla 0j0}7 (316>

e Si 0 = o0, alors le probléeme (3.1)-(3.3) est non borné.
e Sinon, en tenant compte des formules (3.11) et (3.16), la nouvelle solution réalisable
s’écrit : donc :
T=x+027) = Z(zx)+0°|E;),
Pour Ey > 0, calculons 'estimation de suboptimalité de la nouvelle SRS {z, Jg} :
B(z, Jg) = Y Bz,
jeIN
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Les composantes Z; , j € Jy, s’écrivent :

Tj =] # Jo,J € JIn,
Tjy = x5 — 0°.
D’ou :
B(z, Jp) = B(x, Jg) — 0"Ej,.
e SiB(x,Jp <¢), alors la solution réalisable Z est e-optimale et on peut arréter I’algorithme.

e Sinon ,on change le support Jg de la maniére suivant :

1. Si 0° =46,

o , alors l'indice jy est devenue optimal et on ne change pas de support. On écrira

donc :

i’:l'—Feol, J_B:JB,

2. Si 0° =10, , alors la composante [;, est négative et donc forcément non nulle. Dans ce cas, la
composante Z;, est devenue critique (Z; = 0). Pour éviter cette dégénérescence, il faut alors
faire sortir j; de Jp et le remplacer par jo. On doit prouver que le nouvel ensemble est un

support. En effet, on a :
lj, #0 = e]TAJ_SIajOsign E;, =z, ,5tgnkE;, # 0,

ou Agla;, = X(Jp) = (x;5,,J € Jp) et e;, représente le vecteur unitaire dont la composante
J1 vaut 1.
Nous avons donc z;,;, # 0 et montrons alors que 'ensemble Jg = (Jg\j1) U jo est un support,
c’est-a-dire :

d€t14_3 + detA(I, J_B> 7é O,
En effet, de la relation Agz'a;, = X (Jg) , on déduit le systéme linéaire suivant :
ABX(JB) = Qjy,

o X (Jp) est le vecteur des inconnues. En utilisant la régle de Cramer, la variable z;, ;, vaut donc :

S d@tAA_B
Ljijo = detAB
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Par conséquent, Jp est un support et la nouvelle SRS {z, .Jz} s’écrit :
r=x+ 901, J_B = (JB\jl) Ujo.

Si la SRS {z, Jp} ne satisfait pas le critére d’optimalité ou celui de suboptimalité, on recom-
mence alors une nouvelle itération a partir de la nouvelle SRS obtenue, et ce, en posant x := T et

JB = jB-

3.2 Algorithme de support
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Algorithm 1 Algorithme de support

. Soit {z,Jg}, une solution réalisable de support initiale du probléme (3.1)-(3.3) et ¢ un
nombre positif ou nul, choisi comme précision.
e (01). Calculer ul =LA et Ej =ula; —c¢j,j € Iy
e (02). Test d’optimalité de la SRS {z,Jp} :
Cas 1: Ey > 0.

- Calculer Pestimation de suboptimalité 5(z, Jg) = ELxy.

si (B(z,Jp) <¢) alors

| le processus de résolution s’arréte avec la SRS c-optimale (z,Jp)

sinon
\ Aller a (3).

fin
Cas 2 : Ex#0. Allez a I'étape 3

e (03). Amélioration de la solution réalisable x.
- Déterminer ’ensemble des indices non optimaux :
Jyvo ={1 € JIn: E; <O0U[E; > etx; > 0]}
- Choisir l'indice jy telque |E;)| = maxjcyy o | Ejl:
- Calculer la direction d’amélioration / en utilisant les relations (3.11);
- Calculer le pas #° = min{6;,,0;, ou 0;, et 6, son donner par les relations (3.14) et (3.15);
si (0" =o00) alors

\ Le probléme est non borné et 1l’algorithme est arrété ;

sinon
| calculer T =x+ 0%, Z(z) = Z(x) + 60 |E;| Aller & (4).

fin
e (04). Test d’optimalité de la nouvelle SRS 7 :
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Algorithm 2 Suite d’algorithme de support

Cas 1 :Ey > 0.
-Calculer 3(z, Jg) = B(x, Jg) — 0°F;
si (B(z,Jp))< € alors

| la SRS {Z,Jp} est € — optimale et 1’algorithme est arrdté ;

sinon

| Aller a (5).
fin

Cas 2 :Ey # 0.

e (05). Changement de support.
—Si 0 = 9]’07 jB = JB;
—Si 0°=0,,,alorsJg = (Jg\Jj1) U jo;

On pose 1 := 7 et Jp := Jp. Aller a (1).

Conclusion

En conclusion, la méthode directe du support est une approche efficace et pratique pour résoudre
des problémes de support et d’optimisation dans divers domaines. Au cours de ce chapitre, nous
avons exploré les principes fondamentaux de la méthode directe du support et en continuant &

explorer et a développer cette méthode dans le chapitre qui suit pour le cas de notre théme.
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CHAPITRE 4

APPLICATION DE LA METHODE DE SUPPORT SUR LES
RESEAUX

Introduction

La théorie des réseaux fournit des outils mathématiques et informatiques pour analyser et
résoudre des problémes complexes associés & ces réseaux.
Dans ce chapitre nous nous intéressons particuliérement a la méthode directe de support pour les
réseaux, qui est une approche pour résoudre certains des problémes les plus courants rencontrés
dans les réseaux, tels que le probléme du flot & cotit minimum. Cette méthode utilise des techniques
avancées de la théorie des graphes et de 'optimisation pour identifier les parties les plus importantes
du réseau qui contribuent au flux de sortie.
En fin de compte, notre objectif est de fournir une analyse de la méthode directe de support pour
les réseaux, en fournissant des exemples concrets pour illustrer son utilisation. Nous espérons que
ce chapitre permettra de mieux comprendre I'importance de la théorie des réseaux et de fournir

des outils pour résoudre des problémes complexes dans ce domaine.
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4.1 Meéthode de support réseau

Considérons de nouveau le probléme de flot & colit minimum sous la forme standard suivante :

min Z = ¢’ z, (4.1)
Az = b, (4.2)
0<z<u, (4.3)

ici tous les parameétres du probleme (4.1) sont définis dans la section [3.1] et u;; est la capacité

des arcs.

Définition 4.1. Soit 7" un arbre. La base est constituée d’arcs (i, j) € T formant une arborescence
recouvrante. La paire {x, T} est dite solution réalisable de support (SRS) du probléme (4.1) si «

vérifie les contraintes (4.2)-(4.3) et aussi :
O S ajij S uzyav(zaj) ¢ Ta 5ij = 07 V(Z,j) € T (44)

Le but de I'algorithme est alors de construire une solution optimale z°. L’itération de 1’algo-
rithme consiste & passer de {x, T} vers une autre SRS {z, T} de telle sorte & assurer une amélio-
ration de la valeur de la fonction objectif : Z(z) < Z(x).

A cet effet, on construit la nouvelle solution réalisable = de la maniére suivante :
T=x40l 60>0,

ol [ est un n-vecteur appelé direction d’amélioration, € étant le pas toute au long de cette direction.

4.1.1 Vecteur des cotits réduits

0ij = ¢ij —Yi +y;,V(i,7) € E,

ol ¢;; représente le cott de l'arc (4, j), y; et y; sont les variables duales associées aux nceuds i et j

respectivement.
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Si l'arc (4, 7) est dans 'arborescence de la solution courante, alors §;; est défini comme 0, ce

qui signifie que le cotit réduit de cet arc est nul :

4.1.2 Critére d’optimalité

Les relations suivantes décrivent les conditions suffisantes (et dans le cas de la non-dégénérescence,

nécessaires) pour l'optimalité de la solution réalisable de support {x, T} :

5ij Z 0, si xij = O,
05 <0, si zy = uy,
5@']’ = O, si 0 S Tij S Usj-
Ces relations indiquent que si le flot sur l'arc (i,j) est a ses bornes inférieure (resp.supérieure),

alors le cott réduit J;; doit respectivement étre négatif ou (resp.positif). Si le flot sur l'arc (i, j)

est a l'intérieur de ses bornes, le cotit réduit d;; doit étre nul.

En vérifiant ces conditions pour tous les arcs du réseau, on peut déterminer si la solution
réalisable est optimale ou s’il est nécessaire d’apporter des ajustements au flot pour améliorer la

solution.

Choix de la variable entrante

o z;;, =0 et §; < 0, cela signifie que le cotut réduit de l'arc (i, j) est négatif et que le flot
actuel est en dessous de sa borne supérieure. Par conséquent, pour améliorer la solution, on

augmente le flot sur 'arc (i, j).

o 1;; = u; et 0;; > 0, cela signifie que le cott réduit de l'arc (7, 7) est positif et que le flot
actuel est a sa borne supérieure. Dans ce cas, pour améliorer la solution, on diminue le flot
sur l'arc (i, 7).

o 0<uz;; <wuy et 0; #0, cela signifie que le flot sur I'arc (7, j) est a I'intérieur de ses bornes
et que le cotlit réduit est non nul. Dans ce cas, des ajustements doivent étre effectués pour
atteindre une solution optimale, mais la direction spécifique du changement dépendra de la

structure du réseau.
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Algorithm 3 Algorithme de support réseau

. Soit {z,T} une SRS du probléme (4.2)-(4.3) et = une solution réalisable vérifie . Le schéma

de l'algorithme de la méthode de support réseau comporte les étapes suivantes :

(01) initialiser 'arbre couvrant 7.
(02) introduire une soultion réalisable SRS = € R"*™.

(04) Test d’optimalité de la SRS {z, T}

Si A):

les critiéres d’optimalité suivant sont vérifié:

0ij > 0,81 x5 =0,

0ij < 0,81 x5 = wj,

0ij = 0,81 0 <z <y

Alors on arrete

Sinon B) :

(05) Amélioration de la solution réalisable x.

- Déterminer ’ensemble des indices non optimaux :

Tnopt = {(4,7) € T|(zi; =0et §;; <0)V (255 = uyj et §;; > 0) V(0 < 5 <uy; et 05 #0.)}
- Choisir l'arc (4o, jo) tel que |05 = max{|d;;|, (7,7) € Tnopt};

- Calculer le pas 6 = min{0;,,6,,}, ot 8, et 6;, sont donnés par les relations (2.8);
- Calculer z =z + 601, Z(z);

(06) Changement de base 7 :

-Sif@=0;,alorsT =T,

-Si @ =0;,alors T = (T\j1) U Jjo;

(07) Teste d’optimalité de la nouvelle SRS 7 :

- Aller a (A);

- Sinon, aller a (B).
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4.2 Exemple pratique

Considérons de nouveau ’exmple donner dans le chapitre précident Soit le réseau de transport

suivant :

Ui, Cij
2 C @ 7
[5.2]
(4.4]
3 -3

FIGURE 4.1 — Réseau de distribution

MinZ = x91 + x13 + 8T39 + 2x94 + 4235 + 3T54 + Tea + 2T65
+213 — 291 =1

+x91 — T30 + Tog = 2

—T13 + Tg2 + T35 = 3

—Tgq — T54 — Tea = — 7

—X35 + Ts4 — Tes = —3

Tea + s = 4

0<291 <2;0< 232,094 <5; 0< 35 <4; 0< 54,713,264 <35 0< 265 <6

Une solution réalisable : z13 = 2,791 = 15230 = 3; 294 = 45235 = 2; 254 = 2;
Tes = 1; 265 = 3
Conséderons 'arbre recovrant T = (2,1);(3,2);(2,4);(3,5); (6,5) la solution basique correspon-

dante.
e Iteration 1
Calcul des vecteurs des cotits réduits basiques :

on pose y; = 0 avec § =0
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¥1=0 it

FIGURE 4.2 — Choix de ’arbre couvrant

d6s =Ces — Yo +Us =2 —Ys +5=0=>ys =7
O35 = C35 —Ys+¥Ys =4 —9+ys = 45 =5

02 =cC32—Ys+ Y2 =8—ys+1=>y3=9
du=cCoa—Yot+ys=2—1+4ys =y =—1
dor=cCan—Yath=1—ya+0=ya=1

Calcul des vecteurs des cofits réduits non basiques :
diz=ci3—y1+y3=1—0+9=10> 0 et 213 = 2 Nopt
Osa =Css —Ys+ys =3—5—1=-3<0et 54 =2 Nopt
Ogs =Coa — Y +ys=1—7T—1=-7<0et zg4 =1 Nopt

e Variable Entrante

51" = max {|5ij|},aveCTNopt = {(Z,j) ¢ T: (flfij =0A 6@' < O) V (fEU = Uyj A 57Lj > O}

(7:7j)€TNopt

5ij = max (107 |_7|) 7|_3|)} =10

Alors, on fait entrer 'arc (1,3) en base pour former le cycle ¢ suivant :

— 0 = ( H)lin {zi; } = min{z13, 232, x1 } = min{2,3,1} =1
VIS

— 0" = min {uy —x;;} = o0, car ot =
(i.j)ept

— f=min{6",07} =1
e Variable sortante

L’arc (2, 1) sort de la base, donc la base devient 7' =T U (1, 3)\(2, 1).
T ={(1,3);(3,2); (2,4); (3,5); (6,5)}
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FIGURE 4.3 — Variable entrante

e Iteration 2

On vas vérifier les conditions d’optimalité pour le nouveau marquage.

Calcul des vecteurs des cotits réduits basiges :
—O=c3—yt+ys=1-0+ys =>y3=—1

— O =cp -yt =8+1+y =y =-9

— 05 =C35—Ys+Ys =4+ 1+ys =ys =5

— Oy =Cuy—Yt+y=2+94+y, =0=>y, = —11

— 065 =Co5 —Ys T Us =2 —Ys — D =0=ys = —3

FIGURE 4.4 — Le nouveau marquage
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Calcul des cotits réduits non basiques :
— gy =Coy — Yo +y1 =14+9+0=10 et 251 = 0 opt
— dsu=Cu —Ys+ys=3+5—11=-3<0et x50 =2 Nopt

— 04 =Cou —Ys+ys=14+3—11= -7 <0 et ¢4 = 1 Nopt

e Variable Entrante
5ij = max{|6ij], (Z,]) - TNopt}a avecTNopt = {(Z,j) ¢ T . (xij = 0/\(5@' < 0)\/<CL’Z‘j = Uij/\(;ij > 0}

5, = max(|-7)) ,|-3])} = 7

L’arc (6,4) entre a la base T.

FIGURE 4.5 — Variable entrante

— 07 = ming jiep-{ i } = min{way, a2, g5} = min{4,2,3} =2
— 07 = ming jepr{ uij — i } = min{ues — Tea, uss — T35} = min{3 — 1;4 — 2} =2
— 0 =min{2,2} =2

e Variable sortante

L’arc (3,2) sort de la base, donc la base T" change.
T={Tu(6,4)\(3,2)}
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e Itération 3
Calcul des vecteurs des cotits réduits basiques :
—od=c3—yt+ys=1-0+ys = ys=—1
— 0y =Cu— Yt yYs=2—ys—4=yp= -2

— 03 =c35—Ys+ys=4+1+ys = ys = =5

[
|
W

— Opa =Coa —Ys T Ys =14+ 3+ ys = s

— 065 =Co5 — Y6 T Ys =2 —Ys — O = Yg = —3

FIGURE 4.6 — Mise a jour des potentiels

Calcul des vecteurs des cofits réduits non basiques :

— Oy =Cy—Y+y=1+24+0=3et 299 =0 opt

— Oy =Csu—Ys+ys=3+5—4=4>0cet x5y =2 Nopt
— 32 =cC30—Ys+Y=84+1—-2=T7>0et x5 = 0 opt

e Variable Entrante

Le seul arc qui ne vérifie pas le critére d’otimalité est I'arc (5,4) donc il entre a la base T.
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y5=-5

FIGURE 4.7 — La variable entrante

— 07 = ming jiep-{ Tij } = min{asy, ves} = min{2,1} =1
— 0 =ming jep+ {ui; — ij } = min{ues — xea} = min{3 -3} =0
— 0 =min{1,0} =0
e Itération 4
Calcul des vecteurs des cotits réduits basiques :
os=ci3—y1+ys=1-0+ys = ys =—1
04 =Cu— Yo+ yYs=2—yY2—8=ya=—6

— 0 =c35—Ys+yYs=4+1+ys = ys = =5

Il
|
o0

Osa=Coa —Ys+UYs=1+3+ys = ys

— Opa =Coa — Y TYs =1 —ys —8 = yg = —3
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FIGURE 4.8 — La solution optimal

Calcul des vecteurs des cotits réduits non basiques :
— 091 = 7 et 297 = 0 opt
— 039 = 3 et w39 = 0 opt
— g4 = —4 et xg4 = 3 = ugy Opt
Par conséquent, la solution optimale est :
" = (291 = 05213 = 1,30 = 0; 004 = 2535 = 45754 = 2,064 = 3; 65 = 1)
Le cotuit total minimal :

Z'(x)=1x04+1x1+8x0+2x2+4x44+3x2+1x3+2x1
Z*(x) = 32

4.3 Exemple d’application

Le probléme de distribution que nous considérons ici implique un usine, deux plate-formes de
stockage et six clients a approvisionner, tel que schématisé sur la figure suivante :

L’objectif est de déterminer comment acheminer le produit de 'usine vers les clients de la
maniére la plus efficace possible, et ce en minimisant les cotits de transport et tout en respectant

les contraintes de capacité de transport sur les différentes liaisons.
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1
Usine de production

2 3
Plate-forme 2

FIGURE 4.9 — Réseau de distribution de I’entreprise

4.3.1 Construction du modéle
Le probléme de distribution de la figure(4.1) est représenté par le réseau de ransport G =
(V,E,u,c) ou :
e V : Les noeuds du réseau représentants, 1'usine de production, les deux plate-formes et les six
clients; avec n = |V| = 9, La signification des indices des sommets est donnée comme suit :
— Pour v =1 : L’usine de production ;
— pour 7 = 2,3 : Les plate-formes 1 et 2 respectivement ;
— Pourt=4---9 : Les clients 1 jusqu’a 6.

e Paramétres
b; : L’offre et la demande au niveau des noeuds;
u;; « Les capacités de transport sur les arcs;
¢;; + Cotit de transport du produit sur 'arc (7, j) ; w1 : La capacité de transport de 1'usine de

production vers la plate-forme 1.

e Variable de décision :

z;; : La quantité & acheminer sur 'arc (7, j);

Dans notre étude on s’est focalisés pour le systéme de distribution sur un seul produit. Nous avons
modélisé ce probléme de distribution comme étant un probléme généralisé du flot maximum &

colts minimum.

e Fonction objectif

L’objectif principal pour ce probléme est de minimiser le cotit de transport entre le centre de
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production et les plates-formes, ainsi que le cotlit de transport entre les plates-formes et les
clients. En d’autres termes, il s’agit de minimiser le cotit total de transport.

e Contraintes

1. Les quantités acheminés a partir de l'usine vers les plates-formes ne doivent pas

dépasser la capacité de production du produit au niveau de 1'usine.
T12 + 213 = by.
2. Les quantités acheminées & partir de la plate-forme 2 vers les clients 4,5, 7 :
Toy + To5 + To7 = by.
3. Les quantités acheminés a partir de plate-forme 3 vers les clients 6,8,9 :
T36 + T3g + T39 = b3.

Donc, le PFCM associé au probléme formulé par PL suivant :

min Z = Z CijTi4

(,j)EE A5
Axr = b, (4.5)
0 S Tij S Uy, V(Z,j) e k.

Sous forme matricielle, le modéle devient :

minZ = ¢’z
Az = (4.6)
0<z<u

Les données associées au modéle (4.6)

Are (i,5) | (L2) | (1,3) | (2.4) | (2,5) | 27) | (3.6) | (3.8) | (3.9)
Cotit ¢ 60 70 50 40 50 50 35 40

Capacité u;; | 120 100 | 55 45 60 50 40 30

TABLE 4.1 — Coits et capacités des arcs

Noeud i 1 21314 |5 |6 |7 8 ]9

Demande b; | -200 | 0 | O | 40 | 40 | 30 | 30 | 30 | 30

TABLE 4.2 — Demandes des noeuds
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e Résultat

Les résultats obtenue aprés l'exécution de programme :

Are (i) | (1,2) | (1,3) | 24) | 2,5) | @7) | 3,6) | (3.8) | (3,9)
Flot x;; 110 90 40 40 30 30 30 30

TABLE 4.3 — Le flot associe a chaque arcs

4.3.2 Interprétation des résultats

L’objet de notre modéle présenter dans la section 4.4.1 est de minimiser les cotits de transports
de l'usine vers les plate-formes ainsi que de plate-formes vers les clients ce que montre I’exemple
didactique aprés son implantation et exécution sur le logiciel MATLAB.

Voici la signification des différentes matrices et résultats :

— Matrice u : Cette matrice représente les capacités maximales des arcs dans le réseau. Par
exemple, w1, = 120 indique que 'arc entre le nceud 1 et le noeud 2 a une capacité maximale

de 120.

— Vecteur b : Ce vecteur représente les demandes des clients pour les produits. Chaque valeur
correspond & la quantité demandée par un client spécifique. Par exemple, b; = —200 indique
que le client 1 demande une quantité de —200 (ce qui peut signifier une quantité négative de

produits a retourner).

— La fonction "simplex(u, b, ¢)" effectue 'algorithme du simplexe réseau pour résoudre le pro-
bléme de flux maximal dans le réseau en tenant compte des capacités, des coiits et des de-
mandes spécifiés. Le résultat de cette fonction, "minf", est un objet qui représente la solution

optimale du probléme.

— Matrice ¢ : Cette matrice représente les cotits de transport entre les nceuds du réseau. Chaque
valeur correspond au cotit associé a ’acheminement d’un produit d’un nceud source a un
nceud de destination. Par exemple, go3 = 70 indique que le cott de transport du nceud 2 au

neeud 3 est de 70.

— Matrice minf : Cette matrice représente la solution optimale obtenue par l’algorithme de

résolution. Elle indique les quantités de produits a transférer le long de chaque arc du réseau
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pour minimiser les cotits totaux de distribution. Les valeurs non nulles dans la matrice minf

représentent les quantités de produits & transférer.

— Valeur totale : La valeur totale, indiquée par ans = 21750, représente le colit total associé
a la solution optimale. C’est la somme des coiits de transport pour toutes les quantités de

produits transférées.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu la méthode directe de support de la programmation linéaire
classique au probléme de flot & cotit minimum. Le schéma de ’algorithme de support réseau est

donné, puis nous ’avons appliqué a un exemple concret avec une implémentation sur MATLAB .
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CONCLUSION GENERALE

Notre étude s’est focalisée sur le probléme de flot & cotit minimum dans les réseaux. L’objectif
principal de ce travail est d’appliquer la méthode de support pour résoudre ce probléeme.

Pour ce faire, nous avons rappelé dans un premier lieu les bases théoriques nécessaires pour
aborder ce sujet. Cela inclut des notions sur la théorie des graphes, une introduction a I’optimisation
dans les réseaux, ainsi que la présentation de la méthode directe de support de résolution de PLs
sous forme standard. Par la suite, nous avons présenté I’algorithme du simplexe réseau [9] qui est
spécifiquement dédiée a la résolution du PFCM. Cet algorithme est trés efficace et permet dans
nos jours de résoudre des problémes pratiques ayant des milliers de noeuds et d’arcs (problémes
de grande taille).

La méthode directe de support [13] est I'une des méthodes développées pour résoudre des
problémes de programmation linéaire. Cette approche a la particularité de traiter les problémes
pratiques tels qu’ils se présentent et utilise le critére de sub-optimalité pour arréter le processus
de résolution & une précision donnée par le décideur. Elle a aussi ’avantage de démarrer a partir
de n’importe quelle solution réalisable qui peut étre un point extréme ou un point intérieure,
contrairement a la méthode du simplexe qui utilise que des points extrémes.

Dans ce travail, nous avons étendu la méthode de support classique au PFCM et on a schématisé
les étapes de ’algorithme de support réseau. Par la suite, nous avons modifié le code de I'algorithme
du simplexe réseau [18] pour implémenter notre approche sur Matlab. L’étude se termine par un
exemple pratique sur la logistique, qu’on a modélisé comme étant un PFCM et qu’on a résolu en
utilisant 'algorithme de support réseau.

En conclusion, la méthode de support réseaux se révele étre une approche prometteuse pour

résoudre efficacement des problémes d’optimisation dans les réseaux et plus particulierement le
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probléme de flot & cotit minimum. Cependant, il reste encore des possibilités d’amélioration et

d’extension de ce travail, a savoir :

— Application de la méthode adaptée pour la résolution du PFCM, puis traiter la version mul-

tiobjectif du probléme.
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Résume

Le probléme de flot & colit minimum est I'un des problémes classiques d’optimisation dans les
réseaux. Ce dernier modélise diverses situations pratiques et qui sont résolues efficacement par la
méthode du simplexe réseau. Le but de notre travail est d’appliquer la méthode directe de support
a ce probléeme, et ce en tenant compte de la spécificité du probléme traité. L’algorithme du support
réseau proposé est itératif et permet de résoudre des problémes d’optimisation dans les réseaux.
Le schéma de l'algorithme est donné, puis illustré par un exemple pratique en logistique. Ce cas
concret est modélisé comme étant un probléme de flot & colit minimum, puis il est résolu par
I’algorithme de support que nous avons implémenté sur Matlab. Mots clés : Probléme de flot
a colit minimum, Optimisation dans les réseau, Méthode simplexe réseaux, Méthode de support

réseau.

Abstrat

The minimum-cost flow is one of the classic network optimization problems. It models a variety of
practical situations that are efficiently solved by the network simplex method. The aim of our work
is to apply the direct support method to this problem, taking into account the specificity of the
problem at hand. The proposed network support algorithm is iterative and can be used to solve
optimization problems in networks. A description of the algorithm is given, followed by a practical
example in logistics. This concrete case is modeled as a minimum-cost flow problem, then solved
by the support algorithm that we have implemented on Matlab.

Keywords : Minimum cost flow problem, Network optimization, Network simplex method,

Network support method.
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