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Introduction générale

N marché financier est un marché dans lequel des personnes, des sociétés privées et
des institutions publiques peuvent négocier des titres financiers, matiéres premiéres
et autres actifs, a des prix qui reflétent 1'offre et la demande.

Le domaine financier est marqué par une perturbation significative, manifestée a travers
le concept de risque, lequel requiert une réduction voire une élimination. Dans ce contexte,
les options pour les investisseurs demeurent restreintes : ils peuvent opter pour un rende-
ment assuré mais modeste, ou bien prendre le risque d’aspirer a un rendement plus élevé.

Un portefeuille consiste en une assemblée d’instruments financiers, tels que : actions,
obligations, produits dérivés ou matiéres premiéres, détenus par un investisseur. Ces divers
actifs sont combinés selon des ratios différents afin de former un portefeuille bien équilibré,
permettant ainsi d’atteindre le rendement escompté tout en minimisant les risques encou-
rus par l'investisseur.

En 1952, le mathématicien Harry Markowitz [27] a introduit la théorie moderne du
portefeuille qui définit le processus de sélection de titres pour créer un portefeuille le plus
efficient possible, c’est & dire celui qui minimise le risque pour une certaine rentabilité
espérée ou celui qui maximise le rendement pour un niveau de risque fixé. Cette théorie
a révolutionné le domaine de la finance, donne un apercgu sur la facon avec laquelle un
investisseur rationnel diversifie son investissement afin d’optimiser son portefeuille.

La méthode directe du support (MDS) [10] est une approche pour résoudre des pro-
blémes de programmation linéaire et quadratique convexes. Elle s’inspire de I'algorithme
du simplexe, mais se distingue de 1'utilisation de la métrique propre au simplexe. 'objectif
est de déterminer une direction d’amélioration et de trouver le pas optimal le long de cette
direction pour optimiser la fonction objectif. Cette méthode génére ainsi une suite finie de
points réalisables qui convergent vers la solution optimale du probléme.

Dans ce travail, on s’intéresse au probléme de gestion de portefeuille, qui consiste &
minimiser le risque et maximiser le rendement sous des contraintes d’investissement et
d’absence de vente a découvert. On fera appel a la méthode d’agrégation des critéres afin
de le transformer en un probléme mono-critére pour faciliter sa résolution. Le probléme
résultant est un programme quadratique paramétré (PQP), ot ce paramétre représente la
préférence du décideur.



En s’inspirant du travail de M. J. Best [6], on a adaptera la méthode directe de support
[8, 7], qu’on nommera MDS, pour résoudre ce PQ paramétré, ce dans 1'objectif de trouver
la forntiere effieciente . Ce mémoire sera structuré de la facon suivante :

Aprés cette introduction générale mettant ’accent sur la thématique traitée, ainsi que
sur nos motivations et la démarche suivie, le premier chapitre sera dédié a la présentation
des préliminaires et des concepts de base de 'optimisation, tels que les principales défini-
tions et propriétés liées au concepts de portefeuille financier.

Le deuxiéme chapitre sera entiérement consacré aux outils utilisés dans notre travail ; a
savoir la méthode directe du support en programmation quadratique, adapté au probléme
étudié.

Enfin, le troisiéme chapitre présentera la modélisation du probléme ainsi que sa réso-
lution.on utilise la méthode de support pour aborder la résolution du probléme de gestion
de portefeuille qui inclut des contraintes linéaires générales. Pour trouver la frontiére effi-
ciente dans ce contexte, nous nous trouvons face & un probléme quadratique paramétrique
((PQP) avec le parameétre de aversion au risque "t"). Pour résoudre ce PQP, nous adoptons
une approche en deux phases.

La premiére phase vise a calculer le portefeuille présentant une variance minimale,
en utilisant la méthode (MDS)que nous avons développée dans le chapitre précédent. La
deuxiéme phase consiste a itérativement déterminer les autres portefeuilles efficaces.

Le travail s’achéve par une conclusion générale.



Gestion de portefeuille : Eléments théoriques

Introduction

La théorie du portefeuille a été développé en 1952 par Harry Markowitz |27, 24], elle
montre comment des investisseurs rationnels et averses au risque choisissent leurs porte-
feuille optimal en situation d’incertitude. Elle constitue 'un des piliers de la théorie de la
finance moderne.

Le principe du modeéle classique de Markowitz est de modéliser le risque par la variance
ou l'écart-type des taux de rendement des titres, et de l'intégrer dans le choix des titres
d’'un portefeuille. Ce modéle se base sur certaines hypothéses, a savoir la normalité des
distributions des rendements des actifs financiers et sur la rationalité des investisseurs.

Dans ce chapitre, nous rappelons les concepts de base de la gestion de portefeuille,
ensuite, nous présentons la théorie moderne du portefeuille, & savoir le modéle de Markowitz
et ses variantes nous présentons quelques éléments théoriques et concepts de base de la
gestions de portefeuille.

1.1 Notions de base

Des concepts et défintions spécifiques sont nécessaires pour la suite de ce travail.

Définition 1.1. Actif financier :
Un actif (ou titre) financier est un contrat, le plus souvent transmissible et négociable,
qui est susceptible de produire & son détenteur des revenus et/ou un gain en capital en
contrepartie d’une prise de risque.



Définition 1.2. Action :

Une action est un titre de propriété sur une fraction du capital qu’une entreprise décide
de vendre aux investisseurs [29]. Elle confére a son détenteur la propriété d’une partie du
capital, avec les droits qui y sont associés : intervenir dans la gestion de ’entreprise et
en retirer un revenu appelé dividende. L’action est ’actif le plus négocié sur les marchés
financiers.

Définition 1.3. Portefeuille financier :

Un portefeuille est une combinaison d’un ensemble de titres (actifs) financiers, détenus par
un investisseur (actions, obligations, produits dérivés, matiéres premiéres, etc). Cette com-
binaison se fait en des proportions différentes afin d’avoir un portefeuille bien diversifié,
permettant ainsi de réaliser un rendement espéré bien déterminé tout en minimisant le
risque que peut courir I'investisseur.

Mathématiquement, un portefeuille P composé de n actifs financiers est un vecteur de
proportions x = (x1,...,%;,...,T,) OU x; représente la proportion du capital investi dans
le 7€ titre, calculée par :

La part du capital investi en titre ¢
T =
’ Capital total

Généralement, la somme des parts investies dans les différents titres financiers donne
1, cette contrainte, appelée contraintes d’investissement totale, est donnée par la relation

suivante :
n
>
i=1

Le signe () est celui de 'opération de transposition des vecteurs et des matrices.

Définition 1.4. Marché financier :

Les marchés financiers sont des lieux fictifs, ot se rencontrent des agents économiques (per-
sonnes, sociétés privées et institutions publiques) ayant un excédent de capitaux (investis-
seurs) et ceux ayant besoin de financement, pour négocier des titres financiers, matiéres
premiéres et autres actifs, & des prix qui refletent I'offre et la demande.

1.2 Mesures de rentabilité

Le taux de rentabilité ou le rendement est une notion fondamentale en finance et ap-
parait dans l'expression de la plupart des modéles de gestion de portefeuille, elle mesure
I'appréciation (la dépréciation) relative de la valeur d’un actif financier ou d’un portefeuille
d’actifs financier entre deux instants successifs|12].



1.2.1 Rendement d’un actif financier
Rendement arithmétique

Le rendement arithmétique (simple) d’un actif i a la fin de la période ¢, noté Rf, est
calculé par la relation suivante [5] :

(Pt — Pit—1) + Dy
Pt

a
Ri,t =

Avec :

— P, Prix du titre 7 a la fin de la période ¢.

— P, ;-1 Prix du titre ¢ au début de la période ¢ — 1.

— D,; ;1 Dividende dans le cas d'une action ou intérét dans le cas d'une obligation
re¢u durant la période t.

Rendement géométrique
Le rendement géométrique (logarithmique) périodique d’un actif 4, notée Ri .-
i,t est donné par la relation suivante [5] :
Pi1Diy
Py

Rzg,t = ln( ) = ID(RM + 1)
ot In est la fonction logarithme niperien et R;; est le rendement arithmétique du titre 7 a
la fin de la période t.

1.2.2 Rendement espéré d’un titre

En pratique les prix des titres financiers varient dans le temps ce qui entraine aussi
une variation des rendements de ces derniers[10]. Alors les rendements seront considérés
comme des variables aléatoires R; , ayant des distributions de probabilités. Pour le modéle
classique de Markowitz, la loi normale est souvent utilisée. Le rendement espéré d’un actif
financier peut étre calculé & partir [5] :

— Des probabilités subjectives par rapport aux rendements possibles.

— Des rendements historiques.

Calcul du rendement espéré a partir des probabilités subjectives :

Le rendement espéré d’un actif i, noté u;, est la moyenne pondérée des différents ren-
dements possibles :

k
p=E(R;) =piri1 +porig+ ...+ paTip = [Z piTi )
j=1

ol :



k
— 1;; : Rendement possible de l'issu j : > p; = 1.
j=1
— pj : Probabilité de réalisation du scénario (événement) j.
— k : Le nombre de scénarios possibles.

Calcul du rendement espéré a partir des probabilités historiques :

Le rendement espéré d’un actif ¢ est la moyenne arithmétique des rendements réalisé
au cours des T' périodes précédentes :

T
i + Ti2 4+ ...+ riT 1
p=E(R;) = T :f[i Tit]
t=1

ol 1,4, est le rendement du titre ¢ a la fin de la période ¢.

1.3 Analyse du risque

L’utilisation d’outils de mesure du risque est devenu systématique et les professionnels
ont développé des instruments trés sophistiqués. Néanmoins, il existe bon nombre d’outils
constituant la base de la gestion du risque et qui sont & la portée de tous les investisseurs et
ces outils ont démontré leur efficacité. Nous abordons ici les plus célébres et utilisés d’entre
eux .

1.3.1 La variance et la covariance

La variance et la covariance sont les principales mesures utilisées pour mener & bien
une étude d’analyse du risque.

La variance

Selon la définition classique, la variance est la moyenne des carrés des écarts en géné-
ral. Mathématiquement, il est considéré comme une mesure utilisée pour caractériser la
dispersion d’une distribution ou d’un échantillon autour de sa moyenne. La variance du
rendement du titre 4, notée o2 , donné par la formule suivante :

1 T-1 1 T
0? =Var(R;) = E(R; — Ri)2 ~ 71 Z(ri,t — Mz‘)2 —T_1 Tzz,t - M?

t=1 t=1
avec :

ri¢ : le cours de I'actif ¢ & I'instant ¢,

_ T T
R; = 7 3 R;; est le rendement moyen du titre ¢ et p; = 7 > 73, est son estimateur.
=1 t=1

T : nombres de périodes.



Grossiérement on peut la voir comme la moyenne des carrés moins le carré des moyennes.
Cette formule intégre des carrés dans le but d’éviter que les écarts positifs et les écarts
négatifs par rapport a la moyenne ne s’annulent pas. La dimension de cette mesure étant
le carré de la dimension de la moyenne, on utilise plus souvent 1’écart-type qui n’est rien
d’autre que la racine carrée de la variance.

Propriétés de la variance

1. La variance est toujours positive ou nulle,

2. Si la variance est nulle, cela signifie que la moyenne des carrés des écarts par rapport
a la moyenne est nulle et donc que la variable aléatoire est une constante.

3. Pour deux variables aléatoires I?; et ?; , on a :
— Var(aR; +b) = a®*Var(R;)
— si R; et R; sont indépendants, alors on aura :Var(R; + R;) = Var(R;)+Var(R;)
4. Plus la variance est proche de 0 cela signifie que les variables ne s’écartent pas
énormément de sa moyenne et donc les variations ne sont pas trop importantes.
Ainsi, on dit que la variance traduit la notion d’incertitude. Plus la variance est
élevée plus la variable est susceptible de s’éloigner de sa moyenne.

La covariance

La covariance est légérement différente. Si la variance permet d’étudier les variations
d’'une variable aléatoires par rapport a elle-méme, la covariance va permettre d’étudier
les variations simultanées de deux variables par rapport a leurs moyenne respectives. La
covariance entre les rendements des titres i et j est calculée par la relation suivante [5] :

T

_ _ 1 B B

0ij = Cov(Ri, Rj = E[(Ri — Ri)(R; — By)] = 77— > (rig =) (rie —15)
t=1

avec :
iy : cours de l'actif 7 & I'instant ¢.
rj¢  cours de 'actif j & l'instant ¢.
7; » moyenne du cours de 'actif 7.
7; : moyenne du cours de lactif j.
T : nombre de périodes.
Du résultat obtenu par cette mesure on en déduit que plus la covariance est faible et

plus les séries sont indépendantes et inversement plus elle est élevée et plus les séries sont
lices. Une covariance nulle correspondant & deux variables totalement indépendantes.



1.3.2 La volatilité et 1’écart-type
La volatilité

La volatilité est par définition une mesure des amplitudes des variations du cours d’un
actif financier. Ainsi, plus la volatilité d'un actif est élevée et plus Iespérance de gain (ou
risque de perte) sera important. A I'inverse, un portefeuille sans risque ou trés peu risqué
aura une volatilité trés faible. La notion de volatilité concerne tous les horizons (court,
moyen et long terme) et ne se soucis pas du sens du mouvement (seule 'amplitude des
mouvements est pris en compte).

Alors que cette notion tient aujourd’hui une place primordiale dans ’étude des marchés,

-
a

L

Forte volatilité Faible volatilité

FIGURE 1.1 — Forte et faible volatilité

elle est également énormément utilisée pour diversifier les portefeuilles, gérer le risque,
calculer les prix des options. Les périodes de forte volatilité se traduisent pas des cours
relativement bas ce qui permet aux investisseurs d’anticiper une rentabilité plus élevée.

Calcul de ’écart type

Pour calculer la volatilité, on utilise 'écart type, qui est relativement simple & com-
prendre et & appliquer. La volatilité des rendements d’un titre financier 7 est calculée par :

T
Ui:U(Ri>: Z zt_R2

avec :
1
I

est le rendement espéré du titre i.



Coefficient de corrélation

La corrélation entre deux actifs financiers, ou plus généralement entre deux variables
aléatoires, est I'intensité de la liaison qui existe entre ces deux variables. Afin de déterminer
cette liaison, il suffit de calculer le coefficient de corrélation par la formule suivante [5] :

C OU(RZ‘, RJ)
Pij = —————
0,035
ol, o0; et 0; représentent respectivement les volatilités des titres ¢ et j.

Propriétés du coefficient de corrélation

2. Si pij = 1 (respectivement —1), alors il existe une relation linéaire positive (respec-
tivement négative) entre les titres i et j.

3. Sip;; =0, alors les deux titres ¢ et j sont décorrélées.

4. Le coefficient de corrélation est symétrique, c’est-a-dire p;; = pji.

1.4 Les caractéristiques d’un portefeuille

1.4.1 Rendement espéré d’un portefeuille

Considérons un portefeuille P composé de n titres, ayant des rendements R; , i = 1,n
Le rendement du portefeuille P, noté R,, durant une période donnée est une combinaison
linéaire pondérée des rendements qui le composent :

Rp == C(IlRl + ZL‘QRQ + ...+ CL’an = ZZEZRZ
=1

ou z; est la proportion du portefeuille (ou richesse) investi dans le titre i. Le rendement
espéré du portefeuille, noté p, , est égale a la moyenne pondérée des rendements enregistrés
pendant cette période des différents titres qui composent ce portefeuille. Il est donné par
I’expression suivante :

pp = E(Ry) = leE(RZ> = Zmi/v‘i
i=1 i=1

En notant : x = (x1,29,...,2,) et u = (u1, po, - .., tn)’, alors le rendement espéré d’un
portefeuille P s’écrit sous la forme matricielle suivante :

R, = p'x avec p, = p'x



1.4.2 La variance d’un portefeuille

Le risque d’un portefeuille est calculé en fonction de sa volatilité, cette volatilité étant
définie comme la variance ou 1’écart-type des rentabilités des actifs financiers. Alors pour
calculer le risque d’un portefeuille, on doit tenir compte de :

— La volatilité du rendement de chaque titre :" la variance Var(R;) ".

— Le degré de dépendance existant entre les rendements des différents titres : " la
matrice de variance-covariance notée > " .

Risque d’un portefeuille composé de deux titres :

La variance du taux de rendement d’un portefeuille composé de deux titres i et j est
donnée par :

Var(R,) = x;Var(R;) + 23Var(R;) + 2x;2;Cov(R;, R;) (1.1)

= CC?O'ZQ + 130]2 + 21'1'1']'0'1'7]' (12)

Risque d’un portefeuille composé de n titres :

La variance du taux de rendement d’un portefeuille composé de n titres est la somme
des produits des poids de chaque couple d’actifs par leurs covariance :

n n

Var(R,) = Z Z z;x;Cov(R;, Rj)

i=1 j=1
La forme matricielle du risque s’écrit sous la forme :

o> =VarR,) = 'Sz

ol X est la matrice variance-covariance des rendements des différents titres, avec :

2
0'171 012 ... O1n
2
021 0'272 ... O2p
Y= . .
2
Op1 On2 --- Un,n

1.5 Le modéle de Markowitz

Meéme si le concept de gestion du portefeuille était utilisé bien avant le milieu du 20eme
siécle, la théorie du portefeuille est véritablement née au début des années cinquante a
la suite des travaux de Markowitz qui peut étre considéré comme le pére de la théorie
moderne du portefeuille [11].

10



Avant lui, les investisseurs avaient comme objectif de maximiser le rendement de leur porte-
feuille, tout en sachant qu’il existait un risque. L’apport principal du modéle de Markowitz
(1952) 27] a été de modéliser le risque, mesuré par I’écart type des taux de rendement des
titres, et de l'intégrer dans le choix des titres d'un portefeuille.

Celui-ci s’opére dans le cadre d'un marché parfait, c’est-a-dire sur la base de certaines
hypothéses concernant : la divisibilité des titres, ’absence de cotit de transaction et de
taxes, ’accés au prét et a 'emprunt sans limites, au méme taux et sans aucune influence
d’un investisseur sur les prix.

Les principes fondamentaux de la constitution d’un portefeuille reposent donc constam-
ment sur un arbitrage entre le risque de celui-ci et sa rentabilité. Tout investisseur rationnel
se doit de choisir le portefeuille de risque minimum pour un niveau de rendement espéré.

Ce choix est lié au concept de la diversification [24] qui consiste simplement pour un
investisseur a ne pas investir tout dans un seul titre, mais a répartir ses investissements
sur plusieurs titres, ce qui lui permet d’atteindre un meilleur rapport rendement/risque.

1.6 Principe du modéle de Markowitz

En comparant deux portefeuilles par leurs rendements, on retient :

— A risque identique, celui qui a ’espérance de rendement le plus élevée.

— A espérance de rendement identique, celui qui présente le risque le plus faible.

Ce principe conduit & éliminer un certain nombre de portefeuilles, moins efficients que
d’autres. La courbe qui relie 'ensemble des portefeuilles efficients s’appelle la frontiére
efficiente.

En dessous de cette courbe, tout les portefeuilles rejetés sont dits dominés. Il est pos-
sible de diminuer le risque prévisionnel en diversifiant son portefeuille, si les actifs sont
parfaitement corrélés, en supposant un grand nombre d’actifs financiers et toutes les com-
binaisons possibles, il est donc possible de calculer I'espérance et la variance du rendement
prévisionnel d’un trés grand nombre de portefeuilles.

Chaque portefeuille aura donc des caractéristiques d’espérance et de variance diffé-
rentes, en fonction du choix des actifs, des pondérations et des corrélations entre les actifs.
Il est alors possible d’obtenir un graphique représentant le risque et le rendement de chaque
portefeuille, et de déterminer une frontiére d’efficience [|5, 6]] & partir des portefeuilles do-
minants/dominés.
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1.6.1 Hypothéses du modéle de Markowitz
Les hypothéses relatives aux actifs financiers :

Hypothése 1 : Tout investissement est une décision prise dans une situation de risque :
le rendement R; d’un actif financier ¢ pour toute période future est par conséquent
une variable aléatoire, donc on fait I’hypothése qu’elle est distribuée selon une loi
normale, c¢’est-a-dire une distribution symétrique stable entiérement définie par deux
parameétres : 'espérance mathématique p, = E(R;) du rendement et son écart-type
o =0(R;).

Hypothése 2 : Les rendements des différents actifs financiers ne fluctuent pas indé-
pendamment les uns des autres : ils sont corrélés ou, ce qui revient au méme, ont
des covariances non nulles (o; ; # 0).

Hypothése 3 : Les marchés sont parfaits : toutes les conditions pour que les prix
correspondent a la réalité du moment sont réunies. L’entrée et la sortie sont libres et
sans cott. L’information circule de maniére totalement transparente. La concurrence
est parfaite entre les acteurs composant le marché.

Les hypothéses relatives aux comportements des investisseurs :

Hypothése 1 : Le comportement des investisseurs est caractérisé par un degré plus au
moins prononcé d’aversion vis-a-vis du risque. Ce dernier est mesuré par 'ecart-type
de la distribution de la probabilité du rendement.

Hypothése 2 : Les investisseurs sont relationnels : bien que leur fonction de préférence
soit purement subjective, ils opérent, en référence celle-ci, des choix strictement
transitifs.

Hypothése 3 : Tout les investisseurs ont de méme horizon de décision, qui comporte
une seule période. A partir des hypothéses, Markowitz propose un modéle de décision
qui tient compte du caractére combinatoire du portefeuille.

1.6.2 Portefeuille optimal et frontiére efficiente

Le probléme posé par Markowitz est la recherche d’un portefeuille P composé de n
actifs risqués, ayant respectivement des rendements R; , ¢ = 1,...,n, suivant tous la loi
normal. Chaque titre i est caractérisé par une espérance de rentabilité p = F(R;) et un
écart-type ;. L’objectif de tout investisseur est de déterminer les proportions investies x
dans les différents titres de telle sorte & minimiser la variance (risque) du portefeuille pour
une rentabilité donnée p [11]. Un portefeuille ayant ces caractéristiques est dit coefficient
et il est déterminé en résolvant le probléme quadratique (PQ) suivant :

min ag =2'Yx

s.c W=y (1.3)
der=1
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ou :

x = (x1,29,...,7,) est le vecteur des proportions investies dans les n titres risqués.
o= (g, fig, ... ptn) € R™ est le vecteur des rendements espérés des différents titres
e=(1,1,...,1) est un n-vecteur formé de 1.

0% est la variance (risque) du portefeuille.
up est le rendement du portefeuille.

Dans la pratique, nous cherchons pas un seul portefeuille, mais tous les portefeuilles
qui pour une espérance donnée minimisent la variance [13].

Frontiére efficiente :

Au vue des caractéristiques de ce programme nous allons recourir encore aux multipli-
cateurs de Lagrange :

L(x, 1, X)) = 2’8z — Ay (0'e — pp) — Ao (€' — 1)

Nous allons annuler les dérivées partielles respectivement de la fonction de Lagrange par
rapport aux différentes variables, avec : A\;, Ao € R sont respectivement les multiplicateurs
de Lagrange associés aux contraintes du PQ (1.6.2).

oL

0L ,

oL

—— == 1= 1.
™ ex 0 (1.6)

Ici également nous allons d’abord déterminer une expression de x en fonction de \; et
Ao, ensuite nous allons I'implémenter dans les équations comme ceci :

1
Tr = 52_1 (Alu + )\26)

1 1
5)\1,1/2_1# + 5)\2M/2_1€ = Ly
1 1
§>\1M/E_1€ + 5)\26/2_16 =1
Pour venir & bout de ce systéme, nous allons d’abord définir :
A=eS u=pyS e, B=py/'S 'u,C =€ e

Pour rendre le reste des opérations plus conviviable :
B)\l + A)\Q = Z,up N B A /\1 —9 Hp
A)\l -+ C)\Q - 2 A C )\2 N 1
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Ceci devient une identité de 'algébre linéaire bien connue.

A C
yi_ (B Ay __ 1 C —A
“\Ac) " Bc-—a\-4B

Selon la méthode des cofacteurs et b = 2 ( Mlp > En posant D = BC — A% nous obtenons

Mz=b=x=M"b, pourM:<B A),

finalement :

Ce qui implique que :

—A+Cuy B — Au,
D D

Nous allons remplacer ces expressions dans l'expression de x précédemment définie et

)\1:2 ,et)\2:2

o1 aura :

1
Tr = 52_1 (Alu + /\26)

N e —A+Cuy B —Ap,
—22 [2(—1) >u+2( D e

= LA o)t (B Aw)

D
1

= 55 (= Ap+ Be) + (Cp — Ae))]
1. I

= ¥ (= Ap+ Be) + 527 (Cp— Ae),

Nous pouvons finalement conclure que :

x=FEu, +F

avec

1 1
E= EEfl(Cu — Ae) et F'= 5271(—14/1 + Be)

Maintenant nous pouvons exprimer notre fonction de frontiére efficiente qui n’est en
. 9 . 2 . .
fait qu’une expression de o, en fonction p, :

0127 (1p) = o (1p) 7" (1) (1.7)
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La frontiere a variance
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FIGURE 1.2 — La frontiére efficiente

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré les bases théoriques essentielles de la gestion de
portefeuille. Nous avons présenté plusieurs concepts clés ainsi que des évaluations liées aux
risques. Ensuite, nous nous sommes concentrés sur la reconnaissance des modéles de Mar-
kowitz et leur examen.

Le chapitre suivant sera consacré a la présentation de la méthode du support addaptée
au probléme quadratiques.
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Méthode directe de support pour un probléme
de programmation quadratique convexe

Introduction

La Méthode de Support Direct (MDS) pour les problémes de programmation convexe
linéaire et quadratique constitue une extension élargie de I'algorithme du simplexe. Cette
méthode intégre une métrique propre a un simplexe, permettant ainsi qu’un unique indice
non basique puisse étre modifié & chaque itération|18].

Le processus itératif de la méthode MDS englobe deux aspects essentiels : la détermi-
nation de la direction d’amélioration ainsi que le choix optimal des pas. Ce faisant, elle
optimise les variables dans cette direction spécifiée. Cette approche lui permet de générer
un ensemble fini de points réalisables, lesquels convergent vers la solution optimale du pro-
bleme visé.

Dans ce chapitre, nous exposons l'algorithme MDS de résolution de probléeme Qua-

dratique (PQ). Nous l'ajustons ensuite pour résoudre le probléme d’optimisation d’un
portefeuille financier.

2.1 Notions sur la convexité
La convexité joue un role central dans la théorie classique de l'optimisation. Elle re-

présente un outil indispensable pour la recherche des conditions a la fois nécessaires et
suffisantes d’optimalité[4].
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2.1.1 Ensemble convexe
Définition 2.1. Un ensemble X C R"” est dit convexe si :
Ve,y e X,VA € 01, a+ (1 - Ny e X

Autrement dit, un ensemble X de R"™ est convexe, si Va,y € X, le segment [x,y] est
entiérement contenu dans X :

Ve,y e S=[z,y] C X

Ensemble convexe Ensemble non convexe

FIGURE 2.1 — Ensemble convexe et non convexe

Proposition 1. : Soit S| et Sy deux ensembles convexes de R™ :

v’ L’ensemble oSy = {z € R" : z = ax,x € S1} est convexe pour tout o € R.

v’ L’ensemble S = aS7 + Sy est un ensemble convexe pour tout o, 5 € R.

v' Toute intersection d’ensembles convezxes est convexe.

v’ Limage d’un sous-ensemble convexe par une application linéaire est conveze.

v' Tout produit cartésien d’ensembles convezres est convexe.

Fonctions convexes

Définition 2.2. Une fonction réelle F' définie sur un ensemble convexe X de R"™ est dite
convexe, si Vx,y € X, et VA € [0, 1], 'inégalité suivante est vérifiée :

Fr+ (1 =Ny) < AF(x) + (1 -\ F(y) (2.1)

Autrement dit, une fonction F est convexe si et seulement si, le segment reliant tout couple
de points situés sur la courbe définie par la fonction F' est situé au-dessus de cette courbe
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[18].
La fonction F' est dite strictement convexe si I'inégalité (2.1) est stricte, c’est a dire :

FAz+ (1= ANy) < AF(z)+ (1 = N F(y)

avec : x # y, A €]0, 1]
Une fonction F est dite concave si (—F) est convexe, autrement dit :

FOx+ (1= A\y) > AF(2) + (1 - N F(y) (2.2)

FIGURE 2.2 — Fonction convexe et non conevexe

Définition 2.3. Une fonction vectorielle F' : X — R”, telle que :F = (fi, fa, ..., fn) est
convexe si chacune de ses composantes f; est convexe [5] .

— Toute fonction linéaire est a la fois convexe et concave.

— La somme de fonctions convexes est une fonction convexe.

2.1.2 Propriétés des fonctions convexes

Proposition 2. :

— Soit une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C' € R™ alors f est convexe

SSi :
epi(f) = (z,r) :x € X,r > f(z) CR"

— Soit une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C' € R™ alors f est convexe
881 :

f(z AiSi) < AZ(Z f(Si))

18



ouSi€X,i=1,2 .. ..pS A=1
— Soit une fonction réelle de classe C' définie sur un ensemble convere X € R™, alors
f est convexe ssi :

fy) = fl@) = (x—y) v f(2),Vo,y € X

— Soit une fonction réelle de classe C? définie sur un ensemble convexe X € R", alors
f est convexe ssi :

(y—2)'H(z)(y — ) > 0,Vz,y € C

— 51 X € R™ est un ouvert convexe, alors f est convexe ssi :
H(x) >0,Vz e C

— Le vecteur £ € R",  # 0 est appelé direction admissible en point x € S, s’il existe
un réel, a > 0 tel que x + 00 € S,¥0 € [0,a], si x est un point intérieure alors,
toutes les directions sont admissibles.

Avec H représente le Hessien de f.

2.2  Propriétés des formes quadratiques

2.2.1 Représentation d’une forme quadratique

Définition 2.4. Une forme quadratique de dimension n est une fonction réelle de n va-
riables x1, xs, ..., x, ayant la forme suivante :

i=1 j=1
ot z = (x1,%2,...,%,) est un n-vecteur et A = (a;;,1 < i,j < n) une matrice carrée
d’ordre n. Pour ¢ # j, le coefficient du terme x;x; s’écrit a;; + aj;. En vertu de cela, la
matrice A peut-étre supposée symétrique. En effet, en définissant de nouveaux coefficients :

CLij + aji

D= .

i, 1 <4,7 <n)avec ,d;; =

Il est clair qu’aprés une redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadratique F'(z)
reste inchangée pour tout point x € R"™ :

F(x) =2'Az = 2'Dx
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2.2.2 Gradient d’une forme quadratique

Définition 2.5. Soit F' : R™ — R une fonction réelle contintiment différentiable, son
gradient au point x est défini par :
OF
iy
VF(z)=| (2.4)
oF
Ozr,

Soit F' une forme quadratique et D sa matrice symétrique associée :
F(z) =2'Dx (2.5)
En écrivant la matrice D sous forme de vecteurs colonnes :

D = (dy,ds, ..., dy) (2.6)

L’expression (2.5) peut se mettre sous la forme suivante :

d\x

dyx
. n

—_ : _ /
F(Z’) - <x17x27"'xj7"'7xn> d/ﬂZ' —Zx]djxj

J j=1
!

d.x

La dérivée partielle de F' par rapport a chaque variable x; est donnée par :

oF .
% = xldlj + —f- xj—ldj—l(j) —I— d;ZE + ZL‘jdjj —f- xndnj
J
= xldlj + ...+ xj—ldj—1<j) + xjdjj + ZL’ndnj + ...+ ZL’ndnj + d;ZE (27)
= 2djx
Par conséquent, le gradient de F'(z) est :
VF(z) = 2Dz (2.8)

Définition 2.6. Soit une fonction réelle de classe C?, F : R* — R. Le Hessien de la fonc-
tion F' est défini par :

02F o02F . 02F
0x3 Ox10z2 0x10zn
0*F O*F 0*F
(9F 3F aF (9F 100 2 T 9290
V2F(2) = (Vo Vo o Ve, o Vo) = | Om20m 023 0w | (9.9)
Oxy’ Oz Oz, Oxy, : : :
02F o02F L 0%F
O0xn0x1  Oxn0To ox?
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Définition 2.7. Soit F : R* — R une fonction de classe C*'. La dérivée directionnelle de
F' dans la direction d au point x est :

oF F td) — F OF td
o P F@) 0F@tt)

OF (x + td)
od t—0+t t 81‘1

o li—ody, = VF(x)"

2.2.3 Forme quadratique définie et semi-définie positive

Soit F'(x) = 2/ Dx une forme quadratique avec D symétrique.

Définition 2.8. F'(x) est dite définie positive si :
2’ Dx >0,V € R"
et x # 0,elle est dite semi-définie positive ou définie non négative si : ’Dx > 0,Vx € R"™
Définition 2.9. F'(x) est dite définie négative si :
2’ Dx <0,V € R"
et © # 0 , elle est dite semi-définie négative ou définie non positive si :

2’Dx <0,V e R"

Forme quadratique définie positive

Une matrice symétrique D est dite matrice définie positive (non négative) et on note
D > 0,(D > 0) si elle est associée a une forme quadratique définie positive (non négative).

2.3 Meéthode directe de support

2.3.1 Position du probléme

Considérons le probléeme de programmation quadratique convexe suivant :

min F(z) = $2'Dx + dx

s.c. Az =25 (2.10)

x>0

ou :
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— D'=D>0;beR";ce R"

— A est une matrice de dimension (m x n), avec rang(A) = m < n.

— I ={1,2,--- ;m} est 'ensemble d’'indices des lignes de A.

— J={1,2,--- ,n} est 'ensemble d’indices des colonnes de A, tel que J = Jg U Jy.
— Jp est 'ensemble d’indices des variables basiques, tel que |Jg| = |I| = m.

— Jy est ’ensemble d’indices des variables hors-base .

Définition 2.10.

1. Un vecteur © = (xy1, 29, ,x,)" vérifiant les contraintes du probléme (2.10) est ap-
pelé solution réalisable (SR).

2. Une solution réalisable x* est dite optimale si :

F(x*) = %(m*)'D(x*) +d(z¥) = rrgn(%x’Dx + ) (2.11)

3. Une solution réalisable x est dite sub-optimale ou e-optimale si elle vérifie :

F(zf) — F(2*) <e (2.12)

ou z* est une solution optimale du probléme (2.12) et € est un nombre arbitraire
positif ou nul, choisi comme précision par 'utilisateur.

4. L’ensemble d’indices des variables basiques Jg est appelé support de base du pro-
bléme (2.10) si :

det(Ap) = detA(I, Jg) # 0 (2.13)

5. Le couple {z, Jg} formé de la solution réalisable z et du support des contraintes Jp
est appelé solution réalisable de support (SRS).

6. Une SRS {z, Jp} est dite non dégénérée si les composantes basiques sont strictement
positives, c’est-a-dire :

x;>0,Vj € Jp

2.3.2 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {z, Jg} une SRS du probléme (2.10). Considérons une autre (SR) (solution réali-
sable) quelconque : T = = + Az,
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L’accroissement de la fonction objectif peut s’écrire comme suit :

1
F(z)=/dz+ ésc'Dx

1
F(z)=F(z + Azx) =d(z + Az) + 5(% + Az)'D(z + Ax)
1 1
=cdr+ ix'Dm + Az + 2'DAx + i(Ax)’D(Ax)

= F(z) + (c+ Azx)Az + %(A:c)’D(A:c)

AF(z) = F(8) ~ F(x) = ¢ () Az + (Aa) D(Ax)

g(x) =Dx+c

est le gardient de F' au point z, avec

De plus, nous avons :

donc,

Az = A(z + Ax)
= Ax + AAx
=b

— AAz =0

et en fractionnant le vecteur Az comme suit :

Ar = (2'753) ,AI’B = Al‘(JB),AJTN = AZL‘(JN)
TN

Alors, on peut écrire :

AAzx = ABAQZB + ANAQZN =0 = A.TB = —AZ;lANAIN.
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En utilisant I'expression (2.21), 'accroissement (2.16) devient :

1
F(z) — F(z) = ggAzp + gyAxy + é(Aa:B, Azy)'D <AmB)

A[EN
1 (At AyAzy\' ) (At AnAx
1 1-1 / - B 41N N B “IN N
= gpAg AnAxy + gyAxy + 5 ( Azy ) D ( Az >
1 -1 / —1 »pr
(g A Ay + g Ary + Ay (B AN) p (A8 AN Apy (2.22)
2 In Iy
Ou :
In =1(Jn, JN)
est une matrice d’identité d’ordre (n — m). Posons :
-1
Z=20J,Jy) = (ABI AN) (2.23)
N
Et
M= M(Jy,Jn)=2'DZ (2.24)

On définit le vecteur des potentiels par :

u' = gh AL (2.25)
Et le vecteur des estimations E comme suit :

E = E/(J) = g/ —uA= (E/B7 E;V)7
avec: By =g —u'Ap =0 (2.26)
Ey=gy—vAy = E; =g —u'A;,j € Jy

Donc la formule d’accroissement (2.16) prend la forme finale suivante :
1
AF(z) = F(z) — F(z) = EyAxy + §Ax§VMAa:N. (2.27)

2.3.3 Critére d’optimalité

Soit {x, Jp} un plan de support des contraintes du probléme (2.27), et remarquons que
M > 0 on obtient le théoréme suivant :
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Théoréme

Soit {x, Jg} un plan de support des contraintes du probléme (2.10). Alors les relations
suivantes :

{Ejzo sixy=0 (2.28)

EJ’:O Sixj>0,jEJN

sont suffisantes pour l'optimalité du point z. Ces relations sont aussi nécessaires, dans le
cas oil la SRS est non-dégénéré 7] .

2.3.4 Critére de suboptimalité

Pour une SRS {z, Jp} , remplagant dans la formule de I’accroissement (2.27), x par une
solution optimale z* , et en minorant ’expression, on aura :

1
F(x*) — F(x) = EyAzy + iAx’NMAxN

1
= Ej(z} —a;) + EAxgvMAa;N

> Z EJ(‘T] - mj)
JEJIN
= F(z) = F(z") < ) | Ej(z; — «}) (2.29)

Puisque z* est réalisable et optimale, alors on aura Ey > 0 et par conséquents on aura :

—z; <0
= z; —x; <z
= Ej(z; — aj)
= Ej(z; —x;) < Eju;
d’ou :
F(z)— F(a*) < > Ejx; = B(x, Jp) (2.30)

JEJIN

B(x, Jp) appelé l'estimation de suboptimalité de la SRS (z, Jp)

Condition suffisante de suboptimalité

Soit z, Jp un plan de support des contraintes du probléme (2.3) et eun nombre positif
ou nul arbitraire. Si 3(z, J;) < e, alors le plan = est € — optimal

25



2.3.5 Construction de I'algorithme de résolution

Avant de présenter 1’algorithme de résolution, donnons quelques définitions essentielles :

Définition 2.11. (Support de la fonction objectif), I’ensemble des indices Js C Jy est
appelé support de la fonction objectif F' si :

det(Mg) = detM(Jg, Jg) > 0,M = Z'DZ

Définition 2.12. ( Support du probléme), 'ensemble des indices Jp = {Jp, Js} est appelé
support du probléme (2.10), ou Jpg est le support des contraintes et Jg est le support de
la fonction objectif.

Définition 2.13. (Plan de support), On appelle plan de support du probléme (2.10), la
paire {z, Jp} formée du plan z et du support Jp. il est dit accordé si Eg = F(Jg) =0

2.3.6 Construction d’une direction d’amelioration adaptée

La détermination d’une direction d’amélioration pour la méthode de support est basée
sur la métrique du simplexe, mais les plans de support admettent encore d’autres métriques
pour les directions de descente.

Considérons la métrique suivante pour les composantes non basiques de la direction ad-
missible [ :

Ij—l-lj ZO:>ZJZ —lj,jEJNN:JN\JS (2.31)

Cette métrique dépend du plan courant x et de ce fait, elle est dite adaptée.
Afin de calculer les composantes de la direction admissible d’amélioration [, considerons
I’accroissement :

AF = F(x +1) — F(x)
1
= > Eilj+ Sl Ly (2.32)
Jen,Ej>0

En tenant compte de la métrique (2.31), la partie linéaire de AF atteint son minimum
pour les valeurs des composantes de [y suivantes :

’ :{ —signE; , si E; <0 VT Jux (2.33)

—xy , st By > 0.

Nous calculons la composante [g de maniére & assurer que T soit aussi un plan accordé,
ie:
E]:E](Z’+el) :0, j S JS.
Donc :
M(JS, Js)l(JS) + M(Js, JNN)Z(JNN) =0
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d’otu :
ls = —Mg"M(Js, Inn)l(Inn) (2.34)
Puis, nous calculons lg a partir de la relation Al = 0, ce qui nous donne :

Ip = —AZ (Asls + Annlyy). (2.35)

Par conséquent, la direction de descente [ est entiérement déterminée par les relations sui-
vantes :

- { —signk; , si E; <0 ,pourtout J € Jyn

J —Zj s S1 Ej > 0.
(2.36)
ls =—Mg'"M(Js, Inn)l(Inn)
g =—Az' (Asls + Anninn)
2.3.7 Changement de plan
On construit alors un nouveau plan Z sous la forme :
T = X + eol]’, j S JB (237)

ol [ est la direction d’amélioration définie précédemment et le nombre positif 6° est le pas
le long de cette direction, avec :

6)0 = mm{l, 6)]‘1, st, HF}

Les nombres 1, 0;,,0;, se calculent de facon a ce que les contraintes directes sur le vecteur

Z soient vérifiées :

_I‘ .
J

(glj > —l'j,j € Jp = 0 > (238)

J
En calculant les différentes valeurs maximales que peut prendre les pas 6 dans ces relations,
on aura :
_g; ,
. . —L, st ;<0
6;, = min{0;,j € Jg},avec 0; = { L /

00,  Sinon

(2.39)

Le nombre 6% = 1 représente le pas correspondant aux indices de Jyy . Quant a 0 , il
se calcule de facon est ce que le passage de x & T puisse assurer une diminution maximale
de la fonction objectif, tout en gardant le méme signe pour les E; et E; ot : By, = (g(z))'Z
et BN =(g(xz+6))Z

Finalement, nous avons :

Ey = Enx+60°Miy = Ex + 6%y.
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On posera donc 0p = 0;, = minoj,j € Jyn, avec :

E; .
—= E.J:
QFZO'J‘:{ 87 5 ]5J<0 ) 5]:M(j7JN>lN

00,  Stonon.
(2.40)
Nous devons prendre le pas #° comme suit :

0 = min{1,0;,,0;,,0;,}

Le nouveau plan est :
T =+ 60

Estimation de suboptimalité

Calculons la nouvelle estimation de suboptimalité 5(z, Jg) en fonction de B(x; Jg) :

Bz, Jp) = > Ej(T;) = Y Ejx;+6°

Jj€JIN Jj€JIN

Ej>0 Ej>0
= > (B +0°;)(x; + 6°L;)
JjeJn
Ej>0
=3 Ej(z;)+ X Eit°lLi+ 3 60°;(x) + o 090,60
JEJIN JEJIN Jj€JIN JEJIN
B;>0 ;>0 ;>0 B;>0

En vertu des relations (2.33), on aura alors :

B(&, Jp) = Bla, Jp) +0° Y =000z +0° > 6;(—1;) + 6% > 5(1))
JEIN j€IN Jj€In
Ej>0 Ej>0 Ej>0

Méthode adaptée pour un probléme de programmation quadratique convexe :

6(5, JB) = B(l‘, JB) - 906(1’, JB) - 9053\711\[

Donc on obtient la formule suivante :

Bz, Jg) = (1 —0"8(z, Jp) — 0°(1 — 6°)I'DI.

(2.41)

(2.42)

Si B\ # 0et B(z, Jg) > ealors le plan T est e-optimal et nous pouvons arreter l'algorithme ;

sinon, on procédera au changement du support.
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Changement de support :

Si Eiv # 0 et B(z,Jg) > € nous allons changer le support Jp par un nouveau
supoport Jp de la maniére suivante :

0

Si 6° = 1, alors le vecteur 2° = x + [ est une solution optimale du probléme (2.10).

Si6° =6;, <1 contreirement a la méthode de simplexe, le choix de I'indice jo n’est pas
unique, ce qui fait la particularité de cette méthode. lorsque ce cas se réalise pour un indice
71 € Jp, nécessairement on a :

==Y G A al ==z, Li#0 (2.43)
JjeIN Je€IN
ou :
ej, est un vecteur unitaire de dimension m dont la composante j; vaut 1 et z; ; =
Z(j1,7), ot Z est définie par la relation (2.3.2),(2.3.2).

Il existe alors jo € Jy tel que z;, # 0.
Cette dernier condition nous assure par conséquent que :

Je = (Js\j1) U Jjo

est bel et bien un support.
Si on peut avoir z;, # 0 avec jy € Jg, on posera donc :

Je = (Js\j1, Js\Jo)-
Sinon, on choisira un indice jo € Jyy tel que Iy # 0, alors :

Jg = (B\j1), Js=Js

Si 0% =0, alors : ) )
Jp=Jp Js=Js\Js

Si 0° =0 = oj,, alors : ) )
Jp=Jp, Js=JsUJ,

Nous commencerons alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support {z, Jp},
si 5(@, JB) > 6.7
O le support Jp satisfait les conditions algébriques :

detAp = detA(I, Jg) # 0,et detM(Jg, Js)
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Algorithme 1 Algorithme de support quadratique

Etape 01 : Initialisation : Soit {z, Jp}, une SRS telle que Jp = {Jpg, Jp}, € > 0 est un nombre
quelconque. on pose Jg = (.
Calculer le vecteur des estimations : B, = ¢'u'A, avec : p = ngA]}l
Etape 02 : Test d’optimalté de la SRS {z, Jp} : ,
si (Ex > 0) alors

Caleuler B(z, JB) = >_ je 1y no EiTi
finsi
si (B(z, JB) <€) alors

x est e-optimale, et on arrete.
sinon

Aller & (etape 03)
finsi
Aller a (etape03),
Etape 03 :
.Amélioration de la SR = :
.Déterminer ’ensemble des indices non optimaux Jy o
.Choisire I'indice jo, tel que :|Ej)| = maxjcyyyo [ Fj -
Calculer la direction d’amélioration (J) = (Ig,ls,INN)-
Calculer le pas 6° = min{0;,,0;,,0;.,0r}
si (fY = o0) alors

Le probléme n’est pas borné, et on arrete le processus.
sinon

calculer Z = x + 61, et F(Z),
finsi
Etape 04 :
Test d’optimamité de la nouvelle solution z,
Calculer Exy = Ex + 0°Mly.
si (Ey > 0) alors

Caleuler B(Z, JB) = ey w0 £i(T5)-

si (B(z,Jp) < ¢) alors

x est e-optimale,et on arrete.
sinon
Aller a (etape 05).

finsi
sinon

Aller a (etape 5)
finsi
Etape05 : Changement du support :
si (0° = 0,) alors
Jp=Jp,Js =Js,Jp ={Jp,Js}
finsi
si (0 = 0,,) alors

Jg = JB,Js = (Js/js), Jp = {JpJs
finsi
si (0° = 0p) alors

Jp =Jp, Js = (JsUjs), Jp ={JB,Js}
finsi 30
si (0° = 0;,) alors

Jg = (JB/j1) U jo, Js = Js,Jp = {JB, Js}
finsi
Poser x +— &, Jp <— Jp, et aller a (Etap02).




Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné la méthode adaptée pour traiter un probléme
associé a la Programmation Quadratique Convexe (PQC). Nous avons exposé les caracté-
ristiques inhérentes aux formes quadratiques, ainsi que les principes fondamentaux de la
programmation convexe. De plus, nous avons introduit des concepts élémentaires en lien
avec ce sujet.

Au cours de chapitre prochain, nous allons utilisé ces concepts pour la résolution du pro-
bléme de portefeuille financiére.
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Méthode de résolution

Introduction

Dans ce chapitre, on applique la méthode de support pour la résolution du probléme de
gestion du portefeuille avec des contraintes linéaires générales. La recherche de la frontiére
efficiente pour ce cas revient a résoudre un probléme quadratique paramétrique (PQP),
avec le paramétre d’aversion au risque t. La résolution de ce PQP se fait en deux phases,
dont la premiére permet de calculer le portefeuille de variance minimale qui correspont
at =0, et ce appliquant la méthode support (MDS) du chapitre précédent. La phase 2
permet de trouver itérativement le reste des portefeuilles efficients.

3.1 Présentation du probléme

Dans ce chapitre, on présente la méthode de support pour la résolution du probléme
de gestion de portefeuille sous contraintes linéaires générales et la contrainte d’absence de
ventes a découvert. Ce probléme est alors modélisé par un PQP convexe ayant la forme
suivante :

1
min f(z) = =23z — ty'z
s.c Ar=1b (3.
xz > 0.
Pour ce probléme, la signification des différentes entités sont les suivantes :

e ) : est une matrice carrée de variance-covariance de dimension n, symétrique et semi-
définie positive.

e 1 : est un n vecteur des rendements espérés des n titres financiers risqués .
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e { : est le paramétre d’aversion du risque, avec t > 0.
e 1 : un n-vecteur des proportions investies dans chaque titre risqué.

e A : une m x n- matrice incluant la contrainte d’investissement totale ¢’z = 1, tel que
rang (A) =m < n et e est un n-vecteur formé de 1.

3.2 Résolution du probléme

Pour résoudre le probléme précédent, la démarche a suivre est :

— On pose t = 0 on résoud le probléme (3.1) avec la méthode de support décrite dans le
chapitre précedent.
Soit {z% J%} la SRS optimale obtenue du probléme, avec J% = {J%, Jo}. Cette der-
niére, nous permet de déterminer le portefeuille de variance minimale.

— Pour ¢t > 0, soit la fonction de Largrange associée au probléme (3.1) :
1
L(z,y,v) = éx'Zx —t'r+y (Ax —b) —v'z (3.2)

ou v € R"™ est le vecteur des multiplicateurs de KKT associés aux contraintes de
non négativité ; y est un m-vecteur associé aux contraintes d’égalité (multiplicateur de
Lagrange).

Comme ¥ est semi-définie positive, alors le probléme est convexe et par conséquent les
conditions d’optimalité de KKT de premier ordre sont a la fois nécessaires et suffisantes
[5] pour l'optimalité du point (z,y,v) vérifiant :

a—L:Zx—t,u—irA’y—v:O

ox

OL _ ge—b=0, z>0 (3:3)
dy

Ve =0, v>0.

Comme ce probléme est un programme quadratique avec une seule contrainte, et afin
d’appliquer la méthode adaptée pour sa résolution, alors nous suggérons la définition de
support suivante :

Définition 3.1. Un sous-ensemble d’indices Jg C J, tel que |Jg| = m est appelé sup-
port des contraintes du probléme (3.1) si la sous-matrice associée Ap = A(I, Jp) est non
singuliére.

Alors, on note par Jp I'ensemble des indices des variables basiques (de support), et par
Jy = {J\Jp} 'ensemble des indices des variables hors base (hors support). Comme décrit
dans le chapitre précédent, considérons la matrice Hessienne réduite du probléme donnée
par :

Y
M=2'%7, avec Z=27(J,Jy) = ( Af AN) ,
N
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ol Iy est la matrice identité d’ordre n — m.
Maintenant, on peut définir le support de la fonction objectif (super-base) de la maniére
suivante :

Définition 3.2. Un sous-ensemble d’indices Jg C Jy est appelé support de la fonction
objectif si la sous-matrice Mg = M(Jg, Js) est non singuliére.

Pour une SRS {z, Jg} du probléme (3.1), on décompose ’ensemble des éléments ba-
siques et non-basiques de notre systéme comme suit :

B Ap UB o 0B,s OBNN

!
x=| zs |, A= As |,u=\| ps |,0=| osp 0s OsnN
INN Ann HUNN ONN,B ONN,S ONN

Le vecteur des cotits réduits :

E =%z —tu+ A'y = (Ep, Es, Exn)' (3.4)
tels que :
Ep = oprp+opsts+opnniny —tup + Ay =0,
Es = ogprp+osrs+osnvrnn — tis + Ay =0,
Enn = 0onNNBZB+ ONNsTs + ONNENN — Ny + ANnY

Par construction, on a Eg = 0 et Eg = 0, et en multipliant par Z’, on aura la relation
suivante :

Ex=7F
=70 —tZ'n+7'Ay
— Z'SZun + Al — 124 (3.5)

Comme on a Z'A’ = 0, et tout vecteur x € R"™ s’écrit de la forme suivante :
r=Jxn+ Aglb
Par conséquent ’expression finale de Ey sera :

Ex = Mzy + AZ'b—tZ'p (3.6)

Par construction, on a Es = 0, ce qui donne :

Es = M(JS,JN)xN—FAEIb—tZ/,U,IO
M(Js, Js)xs + M (Js, Inn)any + Ag'b —tZ' =0
= MleS—FMS,NNl'NN—f‘AEIb—tZ/,U,:0 (37)
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Sachant que xyy = 0, alors on aura :

s = (Mg'Z'p)t — Mg'S(J, Jg)Ag'b
= ot +ay (3.8)

ou les vecteurs a; et as sont donnés par les expressions suivantes :

o =M Z'u
{ s = —M5'S(J, J5) A5lb (3.9)

Pour calculer g, nous utilisons la relation Az = b et aprés décomposition on aura :

ABZ‘B + ASZ‘S + ANNacNN =b
rp = —Az'Aszs + A5'D (3.10)

En utilisant ’expression de xg dans la relation précédente, on obtiendra ’expression finale
de zp :

rp = —Ap' 4+ As(ait + ag) + A5'D
= —Ap'Asait + AZ' Agag + AG'b
= mt+7 (3.11)

ou les vecteurs v, et 5 sont donnés par les expressions suivantes :

v = —Az' Asay
{ o = Azl Asan + A5l (3.12)

Aprés avoir déterminé z g et xg, on peut maintenant calculer le vecteur des cofits réduits
ENN :

Exy = Mzxy —tZ'pu
— M(Jyw, In)ay — t2'(J, Inyn)i
— M(Jyn, Js)ts + M(Jxw, Jan)ewn + 2 (T, Txw )it
= M (I, Js)es + 12 (J, Tyn )i
= fit + B2 (3.13)

ou les vecteurs 31 et By sont donnés par les expressions suivantes :

p1=M(JInn, Js)x
[ B il o) 1
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3.2.1 Calcul du prochain point de rupture

Maintenant, on cherche la valeur du prochain point de rupture t**!. Sa valeur est

calculée de telle sorte que tous les portefeuilles z%(t), t* < t < t**1 restent optimales. Par

conséquent, t**1 est calculé par la relation suivante :
k41 ok 4k 4k
" = min{t] 7 1]}, (3.15)

ol t;, et t;, sont calculés de tels sortes que les composantes x%(t) et z%(¢) restent réali-
sables. Autrement dit, on les calcule respectivement par les formules suivantes :

On cherche les valeurs de t;, pour xp , on a :
r(t) =Nt + 75
25 () =5t + 5 > 0,74, > 0 (3.16)

On a les cas suivants :

Si 75‘?2 > 0, alors x?(t) > (0,Vt >t (3.17)
Si v, <0, alors 2%(t) = 0 '
Pour
k
0
k
RaY;
k
2k k< sk
: , sioys. <0 ettt >tF,
t;?l = rlelbrg{tf}, tel que tf = v 2 J (3.18)
B 00,  sinon.
On cherche aussi la valeur de t;‘f’s pour lesquelles %, on a :
2h(t) = ot + af (3.19)
2 (t) = afjt + o5, > 0,af;, >0 (3.20)
On a les cas suivants :
Si afg >0, alors :Uf(t) >0, Vt > tF (3.21)
Sia¥ <0, alors 2%(t) =0 '
Pour .
PR
ak
1j



D’ou la valeur de t;“s est donné par ’expression suivante :

—aok

2j sk k k
. , sioas. <0 etth >1t"
t?s = mln{t;?}, tel que t? = of; 2 J (3.22)
jeJk .
00,  sinon.
On cherche par la suite la valeur de tfo pour EX = 3% + 85 on a:
Eyn(t) = Byt + B3 (3.23)
Ejk<t) = 65]‘75 + 553 > 0, Bﬁ >0 (3.24)
On a les cas suivants :
Si ), >, alors 2%(t) > 0,Vt > (3.25)
Si B}, <0, alors z¥(t) =0 '
Pour .
po Py
Bt
D’ou la valeur de ¢y est donné par 'expression suivante :
—35.
i« Bk k< 4k

: k
TN 00,  sinon.

On détermine le point de rupture t**! = min{t*j,, t*j5, t*50}. Si t**! = oo, alors on
arréte ’algorithme, sinon on proceéde au changement de support en fonction des t; de la
maniére suivante :

— Sinon on procéde au changement de support en fonction des valeurs de t**! et ce j de
la maniére suivante :
ck+l ik k )
— Si ¢ =17 ", alors on pose :
Jptt = (Jp/3) Ujo
— Si JE = ¢,

IV = (JNn/do) Ug, JET = J&
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— Sinon

JE = JE/b TN = TRy U
— Sithtt =1,

Jk“ JBa kH Js/]s
— Sithtt =1y,

J§™ = JsUjo: JNN = Inn/doi 5T = J5

3.2.2 Détermination du rendement et la variance du portefeuille

Aprés avoir déterminé la valeur de t**!, on calcule le rendement du portefeuille p* et

son risque associé (o5 *!)?, puis on fait varier la valeurs de ¢ dans Uintervalle [t*, *+1] et on
trace la courbe de la frontiére efficiente avec les proportions z*(t) obtenues.Soit :

okt + ok (3.27)

Alors le rendement espéré et le risque du portefeuille se calculent avec les formule
suivantes :

Iul; — Mk/$k
E ok  k / JC%(t)
= (MB?/LSMUNN) is(t)
Ty (t)
Avec 2% = 0, alors :
b = aly (O’ + a0l (3.28)

on replace le 7% et 2%

donc on aura :

MP = :LLB (’Vﬂ”‘%) +MS <a1t+ 0‘2)
= ATt + s+ ol + ol

avec : .
Ty = pp' + MS al
3.30
{ Ty = pip'yy + p'ab (3.30)
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k __ .kt k
op=1a"Xx
avec, o¥ = Za%; alors

" Yx = (22887 2k,
= 2% 7' 7k

= o\ FMEah
Donc :
ok = M ()8Rt
= ) (e Ny (8)
Myys Mpyy TNN
_ (xg“ 0)’(]\/‘255 M%VN) (1’1§>
Myss Myn 0
Eask  kask ! 37}5
= (stss,stszvN) 0
— aateh
On a : z&(t) = oft + ok Alors

k k N A sk k
(0p)2 = (ot + of) Mgg(of + af)
= o MEgakt? 4 208 ME okt 4 o MEab
Lit? + Ly + L3
Ly = oy’ M§gaf
Ly = 205" MEgak
Lz = oy MEsab

39

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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3.2.3 Algorithme adapté

Algorithme 2 Algorithme de MDS
Etape 1 : Initialisation :

k=0,
th =0,
soient :

-Y la matrive de variance-covariance.
-1 le vecteur des rendemnts espérés.
{xk, Jg} une SRS optimale obtenue a l'aide de la MDS, avec J& = J/J%,
Etape 2 :
.Calculer % = ot + of,
.Calculer % = ¥t +~5
.Calculer E%\ = 8%t + 5,
Etape 3 :
Calculer le point de repture t*+! = min{t;?l,tfs,tfo}, ol t?w et té?s,
par les formules (3.15, 3.18, 3.26)
.Calculer le rendement espéré ub = pu*'z"*(t).
.Calculer le resque op = 2*(k)'Sak(t).
Etape 4 :
si t**1 = oo alors
On arrete ’algorithme
sinon
si t**! = ¢% alors
JE™ = (JE/31) U Jg
finsi
finsi
si JE = ¢ alors
N = /R U IS =k,
sinon
Jgt = J§/j6y TN = Jkn UJY
si t**1 = t%  alors
JE—H = ng j§+1 = ‘]g/ng ) ‘]]]:f—}—\fl = ‘]]lffN7
si tFt! = t¥, alors
J§H = J5 U5 TN = Tt T = T
finsi
finsi
finsi

et t?o sont calculées
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la résolution d’'un modéle de Markowitz & objectif
unique, caractérisé par sa quadratisation, sa convexité et sa paramétrisation. Pour parvenir
a la résolution, nous avons appliqué la méthode MDS. L’objectif principal était d’analyser
et de déterminer la frontiére efficiente du modéle.
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Conclusion générale

Le mémoire que nous avons présentée aborde la problématique de la gestion de porte-
feuille, qui vise a réduire le risque et augmenter le rendement en résolution du probléme
de gestion de portefeuille sous contraintes linéaires générales et la contrainte d’absence
de ventes a découvert. on a considerie le modele Markowitz mono-critére. Le probléme se
traduit par un programme quadratique paramétré (PQP).

Le modéle de Markowitz, souvent appelé le modeéle de la moyenne-variance, a joué un
role majeur dans la modernisation de la finance. Ce modéle est un modéle a critére unique
qui vise a atteindre deux objectifs principaux : minimiser la variance du portefeuille et
maximiser le rendement de l'investisseur. Pour résoudre ce modéle jnous utilisons la mé-
thode de support pour aborder la résolution du probléme de gestion de portefeuille. Pour
trouver la frontiére efficiente dans ce contexte, nous nous trouvons face a un probléme qua-
dratique paramétrique (PQP) avec le paramétre de préférence au risque ”¢”. Pour résoudre
ce PQP, nous adoptons une approche en deux phases.

La premiére phase vise a calculer le portefeuille présentant une variance minimale, ce
qui correspond & "t = 0", en utilisant la méthode adpté que nous avons développée .
La deuxiéme phase consiste & itérativement déterminer les autres portefeuilles efficaces, qui
implique la transformation du probléme initial en un probléme quadratique paramétrique

(PQP).
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Résumeés

Résumé

Sur le marché financier, 'investisseur peut se contenter d’une rentabilité certaine mais
faible ou prendre un risque contrebalancé avec une rentabilité espérée plus élevée. En 1952,
Harry Markowitz a formalisé et évalué 'effet de diversifier plusieurs actifs dans un por-
tefeuille financier. Le modéle de Markowitz permet de réduire le risque total pour une
rentabilité espérée donnée. L’objectif de notre travail est de résoudre le probléme mono-
critéres de gestion de portefeuille par la méthode directe de support. Nous avons choisi une
approche en deux phases afin de le résoudre et le probléme résultant est un programme
quadratique convexe paramétrique.

Mots clés : Marché financier, Portefeuille financier, Modeéle de Markowitz,Méthode di-
rect du support, Programme quadratique paramétrique.

Abstract :

"In the financial market, an investor can opt for a certain but low return or take
a balanced risk for a higher expected return. In 1952, Harry Markowitz formalized and
evaluated the effect of diversifying multiple assets in a financial portfolio. The Markowitz
model aims to minimize the overall risk for a given expected return. The objective of our
work is to solve the single-criteria portfolio management problem using the direct support
method. We have chosen a two-phase approach to solve it, resulting in a parametric convex
quadratic program."

Keywords : Financial market, Financial Portfolio, Markowitz Model, Direct Support
Method, Parametric Quadratic Programming.
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