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Notations

E Un Espace de Banach.

R L’ensemble des nombres réels.

R+ L’ensemble des nombres réels positifs.

I Application identité.
∂(.)
∂t

La dérivée partielle par rapport a t.

∂Ω La frontière de Ω.

Ω̊ L’intérieur de Ω.

Ω L’adhérence ou fermeture de Ω.

C(X, Y ) L’espace de toutes les fonctions continues de X dans Y.

| . | La valeur absolue.

‖ . ‖ Une norme.

(a, b) Intervalle ouvert.

p.p Presque partout.
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Introduction

Les problèmes aux limites associés à des équations différentielles représentent l’une des

parties les plus importantes de l’analyse mathématique. Elles modélisent de nombreux

problèmes issue des sciences appliquée comme la physique, la biologie, l’économie,. . . .

Parmi les problèmes aux limites existants, on retrouve, ceux qui sont associés à des équa-

tions différentielles considérées sur des intervalles bornés avec des conditions aux bords

périodiques, anti-périodiques, linéaires séparées ou bien linéaires non séparées. . . . Les

techniques les plus utilisées pour l’étude de ces types de problèmes sont : la méthode de

sous et sur solution, les théorèmes de points fixes, le degré topologique de Leray-Schauder,

les théorèmes de continuation de Leray-Schauder ou encore l’alternative non linéaire de

Leray-Schauder.

Les conditions aux limites périodiques sur un intervalle [a, b] surviennent dans toute

situation où la condition au point b est égal à la condition au point a i.e. u(a) = u(b). Il

existe beaucoup d’exemples de processus périodiques tels le rythme circadien naturel du

corps humain ou une centrale électrique qui produit de l’énergie pour suivre les cycles de

quotidiens où le stockage d’énergie est défini par une condition aux limites périodiques

pour garantir que le début et la fin de la journée disposent d’au moins 200 unités d’énergie

stockée. Les conditions aux limites anti-périodiques diffèrent des conditions aux limites

périodique par un signe négatif, i.e. (u(a) = −u(b)), elles apparaissent dans une variété

de situations de problèmes appliqués.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter un ensemble de résultats d’existence

de solutions concernant les problèmes aux limites périodiques et anti-périodiques associés
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à des équations différentielles du premier ordre ainsi qu’aux équations différentielles du

second ordre.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques notions préliminaires

dont nous aurons besoin dans la suite de ce travail. Nous donnons quelques outils fonda-

mentaux, à savoirs : la définition de quelques classes d’opérateurs, le critère de compacité

d’Ascoli-Arzelà, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. Ensuite, nous pré-

sentons le théorème du point fixe de Schauder ainsi que quelques alternatives non linéaires

du type Lerray-Schauder. Nous terminerons ce chapitre en présentant le théorème du point

fixe de Krasnoel’skii-Guo sur les cônes.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à l’étude de l’existence de solutions de

deux problèmes aux limites périodiques associés à des équations différentielles du premier

ordre suivants : 
u′(t) + b(t)u(t) = g(t, u(t)), t ∈ [0, 1]

u(0) = u(1),
u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 1]

u(0) = u(1),

où f, g : [0, 1]×Rn → Rn et b : [0, 1]→ R sont des fonctions continues avec b ne s’annule

pas dans [0, 1] (le premier problème considéré admet une formulation intégrale par contre

le deuxième problème est non inversible). La méthode utilisée est l’alternative non linéaire

de Leray-Schauder.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons à l’étude de l’existence de solutions

des problèmes aux limites anti-périodiques d’ordre 1 qui s’écrivent sous la forme suivante :
u′(t) + a(t)u(t) = ϕ(t, u(t)), t ∈ [0, T ]

u(0) = −u(T ),

où T > 0, ϕ : [0, T ]× Rn → Rn et a : [0, T ]→ R sont des fonctions continues.
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En utilisant l’alternative non linéaire de Leray-Schauder l’existence d’au moins une solu-

tion est établie.

Dans le quatrième chapitre, nous étudions les deux problèmes aux limites périodiques

d’ordre 2 suivants : 

−u′′(t) +Mu(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, 2π)

u(0) = u(2π),

u′(0) = u′(2π),

où f : [0, 2π]× R+ → R+ est une fonction continue, M > 0,

et 

u′′(t) +Mu(t) = g(t, u(t)), t ∈ (0, 2π)

u(0) = u(2π),

u′(0) = u′(2π),

où g : [0, 2π]× R+ → R+ est une fonction continue, M ∈ (0, 1
4).

La méthode utilisée est le théorème du point fixe de Kranosel’skii-Guo sur les cônes d’un

espace de Banach.

Dans ce travail, nous avons également présenté les méthodes de calcul de la fonction

de Green correspondant à chaque problème aux limites étudiés.



1 Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les résultats préliminaires indispensables à la com-

préhension de la suite du travail.

1.1 Quelques outils de base

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. (a) On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé complet.

(b) Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X est convergente

dans X.

Définition 1.2 (Boule). Soit (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0, on définit la

boule (ouverte) de centre a et rayon r par :

B(a, r) = {x ∈ X | d(a, r) < r} .

Définition 1.3 (Sous-ensemble ouvert). Un sous ensemble U de l’espace métrique (X, d)

est dit ouvert si ∀x ∈ U , ∃r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U.

Remarque 1.1. Soient X un espace vectoriel normé et A un sous ensemble de X.

(a) A est un sous ensemble fermé de X, si pour toute suite convergente (fn)n≥1 ⊂ A, la

9
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limite est aussi dans A.

(b) A est un sous ensemble ouvert de X, si

∀x ∈ A,∃δ > 0 tel que y ∈ X, ‖ y − x ‖< δ ⇒ y ∈ A.

Définition 1.4. Soit E un espace de Banach et T : E → E une application. Un élément

x de E est dit point fixe de T si Tx = x.

Soient X et Y deux espaces de Banach.

Définition 1.5. Soit f : Ω ⊂ X → Y une application. On dit que

(a) f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de Ω en un

ensemble relativement compact dans Y .

(b) f est bornée s’il transforme les bornés de Ω en des ensembles bornés.

(c) f est dite compacte si f(Ω) est relativement compacte dans Y .

Remarque 1.2. (a) Toute application compacte et continue dans Ω est complètement

continue.

(b) La réciproque est vraie, si Ω est borné.

Définition 1.6 (Définition équivalente). Une application f : X → Y est compacte si et

seulement si de toute suite (xn)n∈N de X on peut extraire une sous suite (xnk)k∈N telle que

la suite (f(xnk))k∈N converge dans Y.

1.1.2 Quelques critères de compacité

Théorème 1.1 (Critère d’Ascoli-Arzelà). Soit X un espace métrique compact. H ⊂

C (X,Rn) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact, pour

la topologie de la convergence uniforme, si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

∀x ∈ X, l’ensemble {f (x) : f ∈ H} est borné dans Y .
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2. H est équi-continu, i.e.

∀ ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ X, d(x, y) ≤ δ ⇒ ‖f (y)− f (x)‖Rn ≤ ε, ∀f ∈ H.

Théorème 1.2. (Cas particulier) Soit (fn)n∈N ⊂ C([a, b],R) une suite vérifiante :

(1) (fn)n∈N est uniformément bornée, i.e. ∃ c > 0, ∀n ∈ N : |fn| ≤ c.

(2) (fn)n∈N est équi-continue, i.e. ∀ ε > 0, ∃ δ = δ (ε), ∀x, y ∈ [a, b] :

| x− y |≤ δ ⇒| fn(x)− fn(y) |≤ ε, ∀n ∈ N.

Alors, (fn)n∈N admet une sous-suite convergente.

Corollaire 1.1. Si (fn)n∈N est borné dans Ck+1([a, b],R), alors elle admet une sous-suite

convergente dans Ck([a, b],R).

Théorème 1.3. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue "T.C.D.L")

Soit (fn)n∈N une suite de L1(Ω) avec Ω ⊂ Rn. Supposons que :

(i) fn(x)→ f(x), quand n→∞ p.p dans Ω,

(ii) il existe une fonction g ≥ 0 et g ∈ L1(Ω) telle que ∀n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) p.p

dans Ω.

Alors, f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, quand n→∞.

1.2 Équations linéaires du premier ordre

Considérons l’équation différentielle linéaire du premier ordre

p0(x)y′ + p1(x)y = r(x), x ∈ J = [a, b], (1.1)

où p0(x), p1(x), r(x) sont des fonctions continues et p0(x) 6= 0 sur J.

L’équation (1.1) peut s’écrire sous la forme :

y′ + p(x)y = q(x),

où p(x) = p1(x)
p0(x) et q(x) = r(x)

p0(x) sont des fonctions continues sur J.
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Considérons l’équation différentielle linéaire du premier ordre

y′ + p(x)y = q(x), x ∈ J. (1.2)

L’équation homogène associée à l’équation (1.2) est :

y′ + p(x)y = 0, x ∈ J. (1.3)

Toute solution de l’équation homogène (1.3) peut s’écrire sous la forme

y(x) = Ce−
∫ x

p(t)dt, C ∈ R. (1.4)

Remarquons que la solution triviale y ≡ 0 est toujours une solution d’une équation diffé-

rentielle linéaire homogène. Cette solution est incluse dans l’expression (1.4) pour

C = 0.

Si x0 ∈ J, alors la fonction

y(x) = y0 e
−
∫ x
x0
p(t)dt

,

vérifie l’équation (1.3) sur J et passe par le point (x0, y0).

Par la méthode de variation de la constante, la solution générale de l’équation non homo-

gène (1.2) s’écrit sous la forme :

y(x) = C(x)e−
∫ x

p(t)dt, où C ′(x) = q(x)
e−
∫ x

p(t)dt
.

En intégrant C ′(t) on trouve

C(x) =
∫ x 1

e−
∫ t

p(s)ds
q(t)dt+ C1, C1 ∈ R.

D’où, la solution générale de l’équation (1.2) est donnée par :

y(x) = C1e
−
∫ x

p(t)dt +
∫ x

e−
∫ x
t
p(s)dsq(t)dt, x ∈ J. (1.5)

Remarque 1.3. La solution y dans (1.5) est de la forme C1u+ v. Notons que C1u est la

solution générale de l’équation (1.3) et v est une solution particulière de l’équation (1.2) .

Par conséquent, la solution générale de l’équation (1.2) est obtenue en ajoutant n’importe

quelle solution particulière de l’équation (1.2) à la solution générale de l’équation homo-

gène associée.
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Cas où l’équation (1.2) est associée à une condition initiale

Considérons le problème de Cauchy
y′ + p(x)y = q(x), x ∈ J

y(x0) = y0,

(1.6)

où x0 ∈ J.

D’après l’expression (1.5), la solution du problème (1.6) s’écrit sous la forme :

y(x) = y0 e
−
∫ x
x0
p(t)dt +

∫ x

x0
e−
∫ x
t
p(s)dsq(t)dt, x ∈ J. (1.7)

Cette solution dans le cas particulier où p et q sont des constantes (p(x) ≡ p et q(x) ≡ q)

se réduit à

y(x) =
(
y0 −

q

p

)
e−p(x−x0) + q

p
.

Exemple 1.1. Considérons le problème de Cauchy linéaire

(H)


xy′ − 4y + 2x2 + 4 = 0, x ∈ [1, 3], (I)

y(1) = 1.

Dans ce qui suit, on présentera deux méthodes pour trouver la solution du problème (H).

Méthode 1. Ici x0 = 1, y0 = 1, p(x) = −4
x
et q(x) = −2x2−4

x
, d’après l’expression (1.7) ,

la solution du problème (H) s’écrire sous la forme

y(x) = e
∫ x

1
4
t
dt +

∫ x
1

(
−2t− 4

t

)
e
∫ x
t

4
s
dsdt

= x4 +
∫ x

1

(
−2t− 4

t

)
x4

t4
dt

= x4 + x4
(

1
x2 + 1

x4 − 2
)

= −x4 + x2 + 1, x ∈ [1, 3].

Méthode 2. D’une part, la solution général de l’équation homogène associée y′− 4
x
y = 0,

est y(x) = Cx4,

d’autre part, la fonction
∫ x (−2t− 4

t

)
e
∫ x
t

4
s
dsdt = x2 + 1, est une solution particulière de

l’équation (I).

D’où, la solution générale du problème (H) est donnée par :

y(x) = Cx4 + x2 + 1, x ∈ [1, 3].
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Maintenant pour satisfaire la condition initiale y(1) = 1, il est nécessaire que C = −1.

Donc la solution du problème (H) est y(x) = −x4 + x2 + 1, x ∈ [1, 3].

Quelques propriétés des solutions des équations (1.2) et (1.3) :

Soient y1et y2 sont deux solutions particulières de l’équation non homogène (1.2). Alors

1. y1 − y2 est une solution de l’équation homogène (1.3). En effet,

y′1(x)− y′2(x) = −p(x)y1(x) + q(x) + p(x)y2(x)− q(x)

= −p(x)(y1(x)− y2(x)).

2. y = C(y1 − y2) + y1 ainsi que y = C(y1 − y2) + y2 représentent la solution générale

de l’équation non homogène (1.2).

Par exemple, y2(x) = x2+1
x

et y1(x) = x sont deux solutions particulières de l’équa-

tion xy′ + y = 2x, alors sa solution générale est y(x) = C
x

+ x, C ∈ R.

3. (Principe de superposition). Si y1 et y2 sont des solutions des équations

y′ + p(x)y = qi(x), i = 1, 2, respectivement, alors C1 y1 + C2 y2 est une solution de

l’équation y′ + p(x)y = C1 q1(x) + C2 q2(x), où C1 et C2 sont des constantes.

Certaines équations non linéaires du premier ordre peuvent être réduites à des équa-

tions linéaires par un changement de variables. Par exemple, l’équation de Bernoulli :

p0(x)y′ + p1(x)y = r(x)yn, n /∈ {0, 1}. (1.8)

L’équation (1.8) est équivalente à l’équation

p0(x)y−n y′ + p1(x)y1−n = r(x).

Le changement d’inconnue v = y1−n conduit à l’équation linéaire du premier ordre

1
1− n p0(x)v′ + p1(x)v = r(x).

Exemple 1.2. L’équation x y′ + y = x2 y2, x 6= 0 peut s’écrire x y−2 y′ + y−1 = x2.

Le changement d’inconnue v = y−1 conduit à l’équation linéaire : −x v′+ v = x2, qui peut

être résolue pour obtenir v = (C − x)x, et donc la solution générale de l’équation donnée

est y(x) = (Cx− x2)−1, C ∈ R.
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Dans de nombreux problèmes physiques, le terme non homogène q dans l’équation (1.2) est

donné par différentes formules dans différents intervalles. C’est souvent le cas lorsque

l’équation (1.2) est considérée comme une relation entrée-sortie. Cela signifie que la fonc-

tion q est une entrée et la solution y est une sortie correspondant à l’entrée q(x). Habi-

tuellement, dans de tels cas, la solution y n’est pas définie en certains points, de sorte

qu’elle n’est pas continue sur tout l’intervalle d’intérêt. Pour comprendre un tel cas, on

considéré, pour simplifier, le problème (1.2) dans l’intervalle [x0, x2], où la fonction p(x)

est continue, et

q(x) =


q1(x), x0 ≤ x < x1

q2(x), x1 < x ≤ x2.

On suppose que les fonctions q1 et q2 sont continues sur deux sous intervalles [x0, x1) et

(x1, x2], respectivement. Avec ces hypothéses, la solution y du problème (1.2), au vu de

l’équation (1.7) peut s’écrire sous la forme :

y(x) =



y1(x) = y0 e
−
∫ x
x0
p(t)dt +

∫ x
x0
q1(t) e−

∫ x
t
p(s)dsdt, x0 ≤ x < x1

y2(x) = C e
−
∫ x
x1
p(t)dt +

∫ x
x1
q2(t) e−

∫ x
t
p(s)dsdt, x1 < x ≤ x2.

Évidemment, au le point x1 on ne peut pas dire grand chose sur la solution y qui n’est

même pas définie. Cependant, si les limites lim
x−→x1−

y1(x) et lim
x−→x1+

y2(x) existent (elles

sont garanties, par exemple si les fonctions q1(x) et q2(x) sont limitées à x = x1), alors la

relation

lim
x−→x1−

y1(x) = lim
x−→x1+

y2(x) (1.9)

détermine la constante C, pour que la solution y soit continue sur [x0, x2].

Exemple 1.3. Considérons le problème
y′ − 4

x
y = q(x), x ∈ [1, 4]

y(1) = 1,
(1.10)



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 16

où

q(x) =


−2x− 4

x
, x ∈ [1, 2]

x2, x ∈ [2, 4],

la solution générale du problème (1.10) sécrit comme suit

y(x) =


−x4 + x2 + 1, x ∈ [1, 2]

C x4

16 + x4

2 − x
3, x ∈ [2, 4].

La relation du (1.9) donne maintenant C = −11. Ainsi, la solution continue du pro-

blème (1.10) est

y(x) =


−x4 + x2 + 1, x ∈ [1, 2]

− 3
16x

4 − x3, x ∈ [2, 4].

Il est clair que cette solution n’est pas différentiable à x = 2.

1.3 Conditions aux bords linéaires

Considérons l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 :

(E) p(x)y′′(x) + q(x)y′(x) + r(x)y(x) = f(x), x ∈ [a, b],

où p, q, r et f sont des fonctions continues sur [a, b], associée à des conditions aux bords

linéaires (séparéés ou non séparées) :

(F )


U1(y) = α1y(a) + α2y

′(a) + α3y(b) + α4y
′(b) = γ,

U2(y) = β1y(a) + β2y
′(a) + β3y(b) + β4y

′(b) = δ,

les αi, βi, i = 1, 4 et γ, δ sont des constantes réelles données.

Définition 1.7. 1. On appelle problème aux limites homogène associé au problème

(E) + (F ) le problème (EH) + (FH) tel que :

(EH) p(x)y′′ + q(x)y′ + r(x)y = 0, a < x < b

et

(FH)


α1y(a) + α2y

′(a) + α3y(b) + α4y
′(b) = 0,

β1y(a) + β2y
′(a) + β3y(b) + β4y

′(b) = 0.
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Si (f = 0 et (γ 6= 0 ou δ 6= 0)) ou (f 6= 0 et γ = δ = 0), on dit que le problème

(E) + (F ) est non homogène.

2. Une solution d’un problème aux limites est une fonction qui satisfait l’équation dif-

férentielle et les conditions aux limites associées

3. Les conditions aux bords linéaires (F ) sont générales, en particulier elles

comprennent :

a) les conditions de Dirichlet : y(a) = γ, y(b) = δ ;

b) les conditions de Neumann : y′(a) = γ, y′(b) = δ ;

c) les conditions mixte : y(a) = γ, y′(b) = δ ou y′(a) = γ, y(b) = δ ;

d) les conditions aux limites linéaires séparées
α1y(a) + α2y

′(a) = γ

β1y(b) + β2y
′(b) = δ,

où α1
2 + α2

2 6= 0 et β1
2 + β2

2 6= 0.

e) Les conditions aux limites périodiques
y(a) = y(b)

y′(a) = y′(b).

f) Les conditions aux limites anti-périodiques
y(a) = −y(b)

y′(a) = −y′(b).

1.4 Théorème du point fixe de Schauder et alterna-

tives non linéaires

Théorème du point fixe de Schauder
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Théorème 1.4 ( Schauder, 1930, [1]). Soit C un sous ensemble non vide, fermé, borné

et convexe d’un espace de Banach E. Supposons que T : C → C est une application

continue et compacte. Alors T admet au moins un point fixe dans C.

Une conséquence immédiate est donnée par :

Corollaire 1.2. Soient C un ensemble non vide, compact, convexe d’un espace de Banach

E et T : C → C une application continue. Alors T admet au moins un point fixe dans C.

Corollaire 1.3. Soient C un ensemble non vide, fermé, convexe (non nécéssairement

borné) d’un espace de Banach E et T : C → C une application continue vérifiant

T (C) est inclu dans un sous-ensemble compact de C.

Alors, T admet au moins un point fixe dans C.

Démonstration 1. Il existe un sous-ensemble compact A ⊂ C tel que T (C) ⊂ A ⊂ C.

Posons A0 = conv (A). Nous avons A0 est un ensemble convexe, compact et T (A0) ⊂

A ⊂ A0, donc T admet un point fixe dans A0. D’où, T admet un point fixe dans C (car

A0 ⊂ C).

Alternatives non linéaires

Pour appliquer le théorème de Schauder, ou bien l’un des corollaires précédents, on a

besoin d’une application définie sur un fermé, convexe dans lui même ; et ceci est difficile

à obtenir. Dans cette section on va traiter le cas où cette condition n’a pas lieu.

Théorème 1.5 (Alternative non linéaire). Soient E un espace vectoriel normé et

B := B(0, R) une boule fermée. Soit T : B → E une application continue et compacte.

Alors

a. ou bien, T admet un point fixe dans B,

b. ou bien, il existe λ ∈ (0, 1) et x ∈ ∂B tels que x = λT (x).
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Démonstration 2. Soit r : E → B une rétraction, définie comme suit :

r (x) =


x, x ∈ B,

R x
‖x‖ , x 6∈ B.

L’application r ◦ T : B → B est continue et compacte (la composition d’une application

compacte et d’une application continue est compacte). D’après le théorème de Schauder

r ◦ T admet un point fixe dans B, c’est à dire :

∃x ∈ B, (r ◦ T )(x) = r(T (x)) = x.

Par suite, on distingue deux cas :

Cas (1) : T (x) ∈ B. Dans ce cas on aura

x = (r ◦ T )(x) = r(T (x)) = T (x).

C’est à dire T admet un point fixe dans B.

Cas (2) : T (x) /∈ B. Dans ce cas on aura

x = r(T (x)) = R
T (x)
‖T (x)‖ .

D’où, il existe x ∈ ∂B (car ‖x‖ =
∥∥∥R T (x)
‖T (x)‖

∥∥∥ = R ) et λ = R
‖T (x)‖ ∈ [0, 1] tel que :

x = λT (x).

Dans la version suivante, on remplace la boule B(0, R) par un ouvert quelconque de E.

Théorème 1.6 (Alternative non linéaire). Soit E un espace de Banach, Ω un ouvert

borné de E contenant 0 et T : Ω→ E une application complètement continue. Alors,

a. ou bien, T admet un point fixe dans Ω,

b. ou bien, il existe λ ∈ (0, 1] et x ∈ ∂Ω tels que x = λT (x).

Démonstration 3. Supposons que (b) n’est pas vérifié, alors

∀x ∈ ∂Ω, ∀λ ∈ ]0, 1] , (I − λT )(x) 6= 0.
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Ce qui implique que le degré deg(I − λT,Ω, 0) est bien défini. D’après, les propriétés

d’invariance homotopique et la normalisation, on aura

deg(I − T,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1.

Par suite, la propriété d’existence de degré assure l’existence d’une solution dans Ω de

l’équation (I − T )(x) = 0. C’est à dire T admet un point fixe dans Ω.

On peut trouver des résultats sur le degré topologique dans les références, [8], [6].

Théorème 1.7. (Théorème de Schaefer, 1955 [3]) Soient E un espace de Banach et

T : E → E une application complètement continue. Alors,

a. ou bien, T admet un point fixe dans E,

b. ou bien, Pour tout λ ∈ (0, 1), l’ensemble {x ∈ E : x = λT (x)} n’est pas borné.

Notons que le théorème 1.7 est appelé aussi Alternative non linéaire de Leray-Schauder.

La version suivante de ce résultat est très utile dans les applications.

Théorème 1.8 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder, [3]). . Soit E un espace de

Banach et C ⊆ E un convexe fermé, Ω un ouvert de C contenant 0 et T : Ω → C une

application continue et compacte. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié

(i) T admet un point fixe dans Ω i.e. ∃x ∈ Ω : x = T (x),

(ii) il existe x ∈ ∂Ω et λ ∈ (0, 1) tels que x = λT (x).

Démonstration 4. Nous pouvons trouver des démonstrations de ces résultats dans [3].

Remarque 1.4. L’énoncé (ii) du théorème 1.8 indique que l’ensemble

S = {x ∈ Ω : x = λT (x) ; λ ∈ (0, 1)}

n’est pas borné. Ainsi pour appliquer l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, il suffit

de montrer que T est complètement continue vérifiant l’estimation a priori suivante :

∃R > 0, ∀λ ∈ (0, 1) : (x = λT (x)⇒ ‖x‖ < R).
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Cela veut dire que T admet au moins un point fixe dans B(0, R), où B(0, R) la boule

ouverte de E de centre 0 et de rayon R.

1.5 Théorème du point fixe de Krasnosel’skii-Guo

Définition 1.8. Soient E un espace de Banach réel et K un sous ensemble non vide,

fermé et convexe de E. K est dit cône s’il satisfait les deux conditions suivantes :

(i) x ∈ K,λ ≥ 0⇒ λx ∈ K ;

(ii) x ∈ K, −x ∈ K ⇒ x = 0.

Exemple 1.4.

1. Soit E = Rn, P1 = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, ..., n} = (R+)n est un

cône de Rn.

2. Soit E = C([a, b]), P2 = {x ∈ C([a, b]) : x(t) ≥ 0, ∀t ∈ [a, b]} est un cône de C([a, b]).

Théorème 1.9. [2] (Théorème du point fixe de Krasnosel’skii-Guo, 1988).

Soit E un espace de Banach, et soit K ⊂ E un cône. Supposons que Ω1, Ω2 sont deux

sous-ensembles bornés ouverts de E avec 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2.

Soit Φ : K ∩ (Ω2 \ Ω1) → K un opérateur complètement continu vérifiant l’une des

conditions suivantes :

(i) ‖Φu‖ ≤ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω1 et ‖Φu‖ ≥ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω2,

(ii) ‖Φu‖ ≥ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω1 et ‖Φu‖ ≤ ‖u‖, u ∈ K ∩ ∂Ω2.

Alors, Φ admet au moins point fixe dans K ∩ (Ω2 \ Ω1).



2 Problèmes aux limites périodiques d’ordre 1

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [7].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utiliserons l’alternative non linéaire de Leray-Schauder afin de

démontrer l’existence de solutions des problèmes aux limites périodiques du premier ordre

suivants : 
x′ + b(t)x = g(t, x), t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1),
(2.1)


x′ = f(t, x), t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1),
(2.2)

où f, g : [0, 1]×Rn → Rn et b : [0, 1]→ R sont des fonctions continues avec b ne s’annule

pas dans [0, 1].

Une solution du problème (2.1) ( resp. du problème (2.2)) est une fonction continûment

différentiable x : [0, 1] −→ Rn (notée par x ∈ C1([0, 1],Rn)) qui satisfait le problème (2.1)

(resp. le problème (2.2)).

Dans ce qui suit, 〈y, z〉 désigne le produit scalaire sur Rn et ‖z‖ désigne la norme

euclidienne de z sur Rn (i.e ‖z‖ =
√
〈z.z〉 =

n∑
i=1

zi
2).

22
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2.2 Formulation intégrale du problème (2.1)

Lemme 2.1. Soient g ∈ C([0, 1],Rn) et b ∈ C([0, 1],R) avec b(t) 6= 0, ∀t ∈ [0, 1]. Le

problème (2.1) est équivalent à l’équation intégrale

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 , t ∈ [0, 1]. (2.3)

Démonstration 5. ⇐) Dérivons x, donnée par (2.3), sur l’intervalle [0, 1], on obtient

x′(t) = −b(t)e
∫ t

0
b(τ)dτ(

e

∫ t
0
b(τ)dτ

)2

∫ 1
0 g(s,x(s))e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

+
∫ t

0 g(s, x(s))e
∫ s

0 b(τ)dτds


+ 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

(
g(t, x(t))e

∫ t
0 b(τ)dτ

)

= −b(t)

e

∫ t
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s,x(s))e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

+
∫ t

0 g(s, x(s))e
∫ s

0 b(τ)dτds

+ g(t, x(t))

= −b(t)x(t) + g(t, x(t)), t ∈ [0, 1].

De plus on a x(0) =
∫ 1

0 g(s,x(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

donc

x(1) = 1

e

∫ 1
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s,x(s))e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

+
∫ 1

0 g(s, x(s))e
∫ s

0 b(τ)dτds



= 1

e

∫ 1
0
b(τ)dτ

(
1 + 1

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

) ∫ 1
0 g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

= 1

e

∫ 1
0
b(τ)dτ

(
e

∫ 1
0
b(τ)dτ

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

) ∫ 1
0 g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

=
∫ 1

0 g(s,x(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

= x(0).

D’où x donné par (2.3) vérifie le problème (2.1).

⇒) Soit le problème linéaire 
x′ + b(t)x = h(t), t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1).
(2.4)
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Remarquons que le problème homogène associé au problème 2.4 n’admet que la solution

triviale x ≡ 0, alors le problème 2.4 admet une unique solution (d’après l’alternative de

Fredholm). Montrons que l’unique solution de ce problème s’écrit

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

 , t ∈ [0, 1].

Dans ce qui suit, on présentera deux méthodes pour trouver x.

Méthode 1. Soit l’équation homogène associée au problème (2.4),

x′(t) + b(t)x(t) = 0, t ∈ [0, 1]. (2.5)

Toute solution non nulle de l’équation (2.5) peut s’écrire sous la forme

x(t) = Ce−
∫ t

0 b(τ)dτ , C ∈ R.

Donc par la méthode de variation de la constante, la solution générale de l’équation non

homogène

x′(t) + b(t)x(t) = h(t), (2.6)

peut s’écrire sous la forme x(t) = C(t)e−
∫ t

0 b(τ)dτ , où C ′(t) = h(t)

e
−
∫ t

0
b(τ)dτ
·

En intégrant C ′(t) on trouve

C(t) =
∫ t

0

1
e−
∫ s

0 b(τ)dτ
h(s)ds+K, K ∈ R.

D’où, la solution générale de l’équation (2.6) est donnée par :

x(t) =
(∫ t

0
1

e
−
∫ s

0
b(τ)dτ

h(s)ds+K
)
e−
∫ t

0 b(τ)dτ

=
(∫ t

0 h(s)e
∫ s

0 b(τ)dτds+K
)
e−
∫ t

0 b(τ)dτ , K ∈ R.

Déterminons la constante K. On a

x(0) = K et x(1) =
(∫ 1

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds+K

)
e−
∫ 1

0 b(τ)dτ .
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Donc

x(0) = x(1) ⇔ K =
(∫ 1

0 h(s)e
∫ s

0 b(τ)dτds+K
)
e−
∫ 1

0 b(τ)dτ

⇔ K
(

1− e−
∫ 1

0 b(τ)dτ
)

= e−
∫ 1

0 b(τ)dτ ∫ 1
0 h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

⇔ K = e
−
∫ 1

0
b(τ)dτ ∫ 1

0 h(s)e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

1−e−
∫ 1

0
b(τ)dτ

·

D’où, le problème linéaire (2.4) admet une unique solution non nulle x de la forme :

x(t) =
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds+ e−

∫ 1
0 b(τ)dτ ∫ 1

0 h(s)e
∫ s

0 b(τ)dτds

1− e−
∫ 1

0 b(τ)dτ

 e− ∫ t0 b(τ)dτ , t ∈ [0, 1].

Ou encore

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

 , t ∈ [0, 1].

Méthode 2. Supposons que x est une solution du problème (2.4), alors

x′(t) + b(t)x(t) = h(t), t ∈ [0, 1].

On pose u(t) = e
∫ t

0 b(τ)dτx(t). Dérivons u sur l’intervalle [0, 1], on obtient

u′(t) = b(t)e
∫ t

0 b(τ)dτx(t) + e
∫ t

0 b(τ)dτx′(t)

= e
∫ t

0 b(τ)dτ [b(t)x(t) + x′(t)]

= e
∫ t

0 b(τ)dτh(t), t ∈ [0, 1].

En intégrant u′ sur l’intervalle avec t ∈ [0, 1], on trouve

u(t) = u(0) +
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds.

u(0)=x(0), on aura

e
∫ t

0 b(τ)dτx(t) = x(0) +
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds.

D’où, la solution générale de l’équation (2.4) est donnée par :

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

(
x(0) +

∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

)
.
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Déterminons x(0). On a

x(0) = e
∫ t

0 b(τ)dτx(t)−
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds.

Comme les conditions aux bords sont périodiques, donc

x(0) = e
∫ 1

0 d(τ)dτx(1)−
∫ 1

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds,

alors

x(0) = e
∫ 1

0 b(τ)dτx(0)−
∫ 1

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds.

Ensuite,

x(0) =
∫ 1

0 h(s)e
∫ s

0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
·

D’où le résultat recherché.

Par suite, la solution du problème linéaire (2.4) s’écrit

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
h(s)e

∫ s
0 b(τ)dτds

 .
Par conséquent, toute solution du problème non linéaire (2.1) peut s’écrire sous la forme :

x(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 , t ∈ [0, 1].

2.3 Résultats d’existence

2.3.1 Résultats d’existence pour le problème (2.1)

Théorème 2.1. Soient g ∈ C([0, 1],Rn) et b ∈ C([0, 1],R) avec b(x) 6= 0, ∀x ∈ [0, 1].

S’il existe α,K ∈ R+ tels que, pour tout λ ∈ [0, 1],

λ‖g(t, z)‖e
∫ t

0 b(τ)dτ 6 2α
[
〈z, λg(t, z)〉 − b(t)‖z‖2

]
+K, (t, z) ∈ [0, 1]× Rn, (2.7)

alors, le problème (2.1) admet au moins une solution dans C1([0, 1],Rn).
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Démonstration 6. Définissons l’application T : C([0, 1],Rn)→ C([0, 1],Rn) par

Tx(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, x(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 , ∀t ∈ [0, 1]. (2.8)

D’après le lemme 2.1, le problème (2.1) se réduit à monter l’existence d’au moins un point

fixe de l’application T dans C([0, 1],Rn). Pour cela on va utiliser l’alternative non linéaire

de Leray-Schauder en prenant l’espace de Banach E = C([0, 1],Rn) muni de la norme

‖x‖∞ = max
t∈[0,1]

||x(t)|| et l’ouvert Ω =
{
x ∈ E : max

t∈[0,1]
‖x(t)‖ < R

}
, où

R = max
t∈[0,1]

 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

1 + 1
|e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1|

K + 1.

(1) Montrons que x 6= λTx pour tout x ∈ ∂Ω et λ ∈ [0, 1].

Supposons que ∃x ∈ ∂Ω et λ ∈ [0, 1] tels que x = λTx.

D’après le lemme 2.1, l’équation x = λTx est équivalente au problème aux limites
x′ + b(t)x = λg(t, x), t ∈ [0, 1], λ ∈ [0, 1]

x(0) = x(1).
(2.9)

Soit r(t) := ‖x(t)‖2 = 〈x(t), x(t)〉, ∀t ∈ [0, 1], alors r′(t) = 2〈x(t), x′(t)〉, avec

x′(t) = λg(t, x(t))− b(t)x(t).

Posons

H(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

1 + 1
|e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1|

 , t ∈ [0, 1].

Pour tout t ∈ [0, 1], on aura

‖x(t)‖ = ‖λTx(t)‖

6 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 λ‖g(s,x(s))‖e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

+
∫ t

0 λ‖g(s, x(s))‖e
∫ s

0 b(τ)dτds



6 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

(
1 + 1

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

) ∫ 1
0 λ‖g(s, x(s))‖e

∫ s
0 b(τ)dτds

6 H(t)
∫ 1

0 λ‖g(s, x(s))‖e
∫ s

0 b(τ)dτds

6 H(t)
∫ 1

0 (2α [〈x(s), λg(s, x(s))〉 − b(t)‖x(s)‖2] +K) ds
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6 H(t)
∫ 1

0 (2α [〈x(s), λg(s, x(s))〉 − b(t)〈x(s), x(s)〉] +K) ds

6 H(t)
∫ 1

0 (2α〈x(s), λg(s, x(s))− b(t)x(s)〉+K) ds

6 H(t)
∫ 1

0 (2α〈x(s), λg(s, x(s))− b(t)x(s)〉+K) ds

6 H(t)
∫ 1

0 (2α〈x(s), x′(s)〉+K) ds

= H(t)
∫ 1

0

(
α d
ds

(‖x‖2) +K
)
ds

= H(t) (α (‖x(1)‖2 − ‖x(0)‖2) +K)

= H(t)K

< R.

Par passage au maximum on trouve ‖x‖∞ < R, ce qui est une contradiction avec x ∈ ∂Ω.

(2) (a) Montrons que l’application T est continue.

Soit (yn) une suite de E telle que yn → y, n→∞.

Montrons que Tyn → Ty, n→∞ dans E, c’est à dire montrons que

‖Tyn − Ty‖∞ → 0, n→∞.

Pour cela, il suffit de monter que ‖Tyn(t)− Ty(t)‖ → 0, n→∞,∀t ∈ [0, 1].

On a

Tyn(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, yn(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, yn(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 .

T y(t) = 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, y(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, y(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 .
D’après la continuité de g, on a

g(s, yn(s))→ g(s, y(s)), quand n→∞, ∀ s ∈ [0, 1],

ce qui donne

1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, yn(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, yn(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds



→ 1
e
∫ t

0 b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s, y(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

e
∫ 1

0 b(τ)dτ − 1
+
∫ t

0
g(s, y(s))e

∫ s
0 b(τ)dτds

 .
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D’autre part, pour tout t ∈ [0, 1], on a :

‖Tyn(t)‖ ≤ 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 ‖g(s,yn(s))‖e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

+
∫ t

0 |g(s, yn(s))|e
∫ s

0 b(τ)dτds



6 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

(
1 + 1

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

) ∫ 1
0 ‖g(s, y(s))‖e

∫ s
0 b(τ)dτds

6 H(t)
∫ 1

0 ‖g(s, y(s))‖e
∫ s

0 b(τ)dτds <∞.

Ensuite, pour tout t ∈ [0, 1], le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraine

Tyn(t)→ Ty(t), n→∞.

‖Tyn(t)− Ty(t)‖ → 0, n→∞.

Par conséquent,

‖Tyn(t)− Ty(t)‖∞ → 0, n→∞.

(b) Montrons que l’ensemble T (Ω) est relativement compact.

Pour cela on va utiliser le critère de compacité d’Ascoli-Arzelà.

(i) Montrons que T (Ω) est uniformément borné. Soit y ∈ Ω, Pour tout t ∈ [0, 1], on a

‖Ty(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥ 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 g(s,y(s))e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

e

∫ 1
0
b(τ)dτ−1

+
∫ t

0 g(s, y(s))e
∫ s

0 b(τ)dτds

∥∥∥∥∥∥

6 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

∫ 1
0 ‖g(s,y(s))‖e

∫ s
0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

+
∫ t

0 ‖g(s, y(s))‖e
∫ s

0 b(τ)dτds



6 1

e

∫ t
0
b(τ)dτ

(
1 + 1

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

) ∫ 1
0 ‖g(s, y(s))‖e

∫ s
0 b(τ)dτds

6 H(t)
∫ 1

0 ‖g(s, y(s))‖e
∫ s

0 b(τ)dτds

= H(t)K

< R.
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(ii) Montrons que T (Ω) est équi-continu. Soit y ∈ Ω. Alors, pour tout t1 , t2 ∈ [0, 1],

‖Ty(t1)− Ty(t2)‖ = ‖
∫ 1

0 g(s,y(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|e

∫ t1
0

b(τ)dτ
+
∫ t1

0 g(s,y(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ t1
0

b(τ)dτ

−
∫ 1

0 g(s,y(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|e

∫ t2
0

b(τ)dτ
−
∫ t2

0 g(s,y(s))e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ t2
0

b(τ)dτ
‖

≤
∫ 1

0 ‖g(s,y(s))‖e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

|e
∫ 1

0
b(τ)dτ−1|

∣∣∣∣∣ 1

e

∫ t1
0

b(τ)dτ
− 1

e

∫ t2
0

b(τ)dτ

∣∣∣∣∣

+
∫ t1

0 ‖g(s,y(s))‖e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ t1
0

b(τ)dτ
−
∫ t2

0 ‖g(s,y(s))‖e
∫ s

0
b(τ)dτ

ds

e

∫ t2
0

b(τ)dτ

−→ 0 quand t1 → t2.

D’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder il existe x ∈ Ω telle que Tx = x,

qui est solution du problème (2.1). De plus, comme la fonction g est continue, alors

x ∈ C1([0, 1],Rn). �

Corollaire 2.1. Soient g ∈ C([0, 1],Rn) et b ∈ C([0, 1],R) avec b < 0, ∀x ∈ [0, 1]. S’il

existe α,K ∈ R+ tels que

‖g(t, z)‖e
∫ t

0 b(τ)d(τ) 6 2α〈z, g(t, z)〉+K, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× Rn, (2.10)

alors, le problème (2.1) admet au moins une solution dans C1([0, 1],Rn).

Démonstration 7. On multiplie les deux côtés de l’équation (2.10) par λ ∈ [0, 1], puis

on ajoute le terme positif −b(t)‖z‖2, on obtient :

λ‖g(t, z)‖e
∫ t

0 b(τ)d(τ) 6 2α〈z, λg(t, z)〉+ λK

= 2α[〈z, λg(t, z)〉 − b(t)‖z‖2] +K, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× Rn.

Ainsi la condition (2.7) est vérifiée et le résultat découle du théorème 2.1.
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Corollaire 2.2. Soient g ∈ C([0, 1],Rn) et b ∈ C([0, 1],R) avec b(x) 6= 0, ∀x ∈ [0, 1]. Si

g est bornée sur [0, 1] × Rn, alors le problème (2.1) admet au moins une solution dans

C1([0, 1],Rn).

Démonstration 8. Comme g est bornée sur [0, 1]× Rn, alors ∃L ≥ 0 telle que

sup
(t,z)∈[0,1]×Rn

‖g(t, z)‖ ≤ L.

Ainsi la condition (2.7) sera satisfaite pour α = 0 et K = max
t∈[0,1]

e
∫ t

0 b(τ)d(τ)L.

Cas particulier. Considérons maintenant le problème (2.1) pour n = 1, on obtient le

corollaire suivant du théorème 2.1 :

Corollaire 2.3. Soient g une fonction continue à valeurs scalaires, et b une fonction

continue avec b(x) 6= 0, ∀x ∈ [0, 1]. S’il existe α,K ∈ R+ tels que, pour tout λ ∈ [0, 1],

λ|g(t, z)|e
∫ t

0 b(τ)d(τ) 6 2α
[
zλg(t, z)− b(t)z2

]
+K, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× R, (2.11)

alors, le problème (2.1) admet au moins une solution dans C1([0, 1],R).

Démonstration 9. Il est facile de voir que pour n = 1 la condition (2.7) devient (2.11) ;

et le résultat découle du théorème 2.1.

Exemple 2.1. Considérons le problème scalaire (n = 1) donné par :
x′ − x = etx3 + 1, t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1).
(2.12)

Ici g(t, z) = etz3 +1, t ∈ [0, 1], z ∈ R et b(t) = −1 sur [0, 1]. Il reste à montrer l’existence

de α,K ∈ R+ pour que la condition (2.10) soit satisfaite.

On a |g(t, z)| ≤ e|z3|+ 1 et e(z4 + z + 10) ≥ e(|z3|+ 1) ≥ e|z3|+ 1 ≥ |g(t, z)|,

∀(t, z) ∈ [0, 1]× R. Par conséquent,

2αzg(t, z) +K = 2αz(etz3 + 1) +K

≥ 2α(z4 + z) +K

= e(z4 + z) + 10e, pour α = e/2, K = 10e

≥ |g(t, z)| ≥ |g(t, z)|e−t, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× R.
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Donc la condition (2.10) est satisfaite. Ainsi toutes les conditions du corollaire 2.1 sont

vérifiées. Par conséquent, le problème (2.12) admet au moins une solution.

2.3.2 Résultats d’existence pour le problème (2.2)

Considérons maintenant le problème (2.2) défini par :
x′ = f(t, x), t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1).

Le problème (2.2) est non inversible. Nous ne pouvons pas le reformuler sous la forme

d’une équation intégrale équivalente. Cependant, le problème équivalent
x′ − x = f(t, x)− x, t ∈ [0, 1]

x(0) = x(1),
(2.13)

est inversible (le lemme 2.1 est applicable pour le cas particulier b(t) = −1 et

g(t, z) = f(t, z)− z).

Théorème 2.2. Soit f : [0, 1]× Rn → Rn une fonction continue. S’il existe α1, K1 ∈ R+

tels que, pour tout λ ∈ [0, 1],

λ‖f(t, z)− z‖e−t ≤ 2α1[〈z, λf(t, z)〉+ (1− λ)‖z2‖] +K1, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× Rn, (2.14)

alors, le problème (2.2) admet au moins une solution dans C1([0, 1],Rn).

Démonstration 10. Il est facile de voir que pour g(t, z) = f(t, z) − z et b(t) = −1 la

condition (2.7) devient (2.14) . Par suite, le résultat découle du théorème 2.1.

Corollaire 2.4. Soit f : [0, 1]× Rn → Rn une fonction continue. S’il existe α1, K1 ∈ R+

tels que

‖f(t, z)− z‖ ≤ 2α1〈z, λf(t, z)〉+K1, ∀(t, z) ∈ [0, 1]× Rn, (2.15)

alors, le problème (2.2) admet au moins une solution dans C1([0, 1],Rn).
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Démonstration 11. Il est facile de voir que pour g(t, z) = f(t, z)− z et b(t) = −1 avec

‖f(t, z) − z‖e−t ≤ ‖f(t, z) − z‖, ∀(t, z) ∈ [0, 1] × Rn, la condition (2.10) devient (2.15) .

Par suite, le résultat découle du corollaire 2.1.

Corollaire 2.5. Soit f : [0, 1] × Rn → Rn est une fonction continue. Si f(t, z) − z est

bornée pour (t, z) ∈ [0, 1]×Rn, alors le problème (2.2) admet au moins une solution dans

C1([0, 1],Rn).

Démonstration 12. Il s’agit d’un cas particulier du corollaire 2.2 avec b(t) = −1 et

g(t, z) = f(t, z)− z.



3 Problèmes aux limites anti-périodiques
d’ordre 1

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [8].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utiliserons l’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour

démontrer l’existence de solutions des problèmes aux limites non linéaires anti-périodiques

du premier ordre suivants : 
x′ = f(t, x), t ∈ [0, T ]

x(0) = −x(T ),
(3.1)


x′ − x = f(t, x)− x, t ∈ [0, T ]

x(0) = −x(T ),
(3.2)

où f : [0, T ]× Rn → Rn est une fonction continue et T > 0.

Nous pouvons considérer les problèmes (3.2) et (3.1) comme des cas particuliers du pro-

blème suivant : 
x′ + a(t)x = ϕ(t, x), t ∈ [0, T ]

x(0) = −x(T ),
(3.3)

où ϕ : [0, T ]× Rn → Rn et a : [0, T ]→ R sont des fonctions continues.

Dans ce qui suit, 〈y, z〉 désigne le produit scalaire sur Rn et ‖z‖ désigne la norme

euclidienne de z sur Rn (i.e ‖z‖ =
√
〈z.z〉 =

n∑
i=1

zi
2).

34
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3.2 Formulation intégrale du problème (3.3)

Lemme 3.1. Soient ϕ ∈ C([0, T ] × Rn,Rn) et a ∈ C([0, T ],R). Le problème (3.3) est

équivalent à l’équation intégrale

x(t) = e−
∫ t

0 a(τ)dτ

(e−
∫ T

0 a(τ)dτ )
∫ T

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds

−
(

1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ
) +

∫ t

0
ϕ(s, x(s))e

∫ s
0 a(τ)dτds

 , t ∈ [0, T ].

(3.4)

Démonstration 13. ⇐) Dérivons x dans (3.4) sur l’intervalle [0, T ], on obtient

x′(t)

= −a(t) e−
∫ t

0 a(τ)dτ

 (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ϕ(s,x(s))e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

) +
∫ t

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds


+e−

∫ t
0 a(τ)dτ

(
ϕ(t, x(t))e

∫ t
0 a(τ)dτ

)

= −a(t) e−
∫ t

0 a(τ)dτ

 (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ϕ(s,x(s))e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

) +
∫ t

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds

+ ϕ(t, x(t))

= −a(t)x(t) + ϕ(t, x(t)), t ∈ [0, T ].

D’autre part, on a x(0) = (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ϕ(s,x(s))e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

) donc

x(T ) = e−
∫ T

0 a(τ)dτ

 (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ϕ(s,x(s))e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

) +
∫ T

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds


= e−

∫ T
0 a(τ)dτ

1 + (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

)
∫ T0 ϕ(s, x(s))e

∫ s
0 a(τ)dτds

= e−
∫ T

0 a(τ)dτ

 −1

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

)
∫ T0 ϕ(s, x(s))e

∫ s
0 a(τ)dτds

= −e−
∫ T

0
a(τ)dτ ∫ T

0 ϕ(s,x(s))e
∫ s

0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

)
= −x(0).
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⇒) Considérons le problème linéaire scalaire :
x′ + a(t)x = g(t), t ∈ [0, T ]

x(0) = −x(T ),
(3.5)

où g : [0, T ]→ R est une fonction continue.

Montrons que l’unique solution de ce problème s’écrit

x(t) = e−
∫ t

0 a(τ)dτ

(e−
∫ T

0 a(τ)dτ )
∫ T

0 g(s)e
∫ s

0 a(τ)dτds

−
(

1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ
) +

∫ t

0
g(s)e

∫ s
0 a(τ)dτds

 , t ∈ [0, T ].

Dans ce qui suit, on présentera une méthode pour trouver x.

La solution générale de l’équation x′(t) + a(t)x(t) = g(t) est donnée par :

x(t) =
(∫ t

0
g(s)e

∫ s
0 a(τ)dτds+K

)
e−
∫ t

0 a(τ)dτ , K ∈ R

. Déterminons la constante K. On a

x(0) = K et x(T ) =
(∫ T

0
g(s)e

∫ s
0 a(τ)dτds+K

)
e−
∫ T

0 a(τ)dτ .

Donc

x(0) = −x(T ) ⇔ K = −
(∫ T

0 g(s)e
∫ s

0 a(τ)dτds+K
)
e−
∫ T

0 a(τ)dτ

⇔ K
(

1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ
)

= −e−
∫ T

0 a(τ)dτ (
∫ T

0 g(s)e
∫ s

0 a(τ)dτds)

⇔ K = −e−
∫ T

0
a(τ)dτ (

∫ T
0 g(s)e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds)

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

·

D’où, le problème linéaire (3.5) admet une unique solution non nulle x définie par :

x(t) =
∫ t

0
g(s)e

∫ s
0 a(τ)dτds+

(e−
∫ T

0 a(τ)dτ )
∫ T

0 g(s)e
∫ s

0 a(τ)dτds

−(1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ )

 e−∫ t0 a(τ)dτ , t ∈ [0, T ].

Par conséquent, toute solution du problème non linéaire (3.3) peut s’écrire sous la forme :

x(t) =
∫ t

0
ϕ(s, x(s))e

∫ s
0 a(τ)dτds+

(e−
∫ T

0 a(τ)dτ )
∫ T

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds

−(1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ )

 e− ∫ t0 a(τ)dτ , t ∈ [0, T ].
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Remarque 3.1. La solution du problème linéaire (3.5) peut s’écrire sous la forme :

x(t) =
∫ T

0
G(s, t)g(s)ds, t ∈ [0, T ],

où G est la fonction de Green définie par :

G(s, t) =



1 + e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

−
(

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

)
 e∫ st a(τ)dτ , 0 ≤ s < t ≤ T,

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

−
(

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

) e∫ st a(τ)dτ , 0 ≤ t ≤ s ≤ T.

3.3 Résultats d’existence

Théorème 3.1. Soient q : [0, T ] → R une fonction intégrable avec
∫ T

0 q(t)dt > 0 et

W ∈ C1(Rn, [0,+∞[) avec W (z) = W (−z), ∀z ∈ Rn. S’il existe un réel γ ∈ R+ tel que,

pour tout λ ∈ [0, 1],

λ‖ϕ(t, z)‖e
∫ t

0 a(τ)dτ ≤ γ〈DW (z), λϕ(t, z)− a(t)z〉+ q(t), (t, z) ∈ [0, T ]× Rn, (3.6)

alors, le problème (3.3) admet au moins une solution dans C1([0, T ],Rn).

Notons que pour z = (z1, z2, ...zn), DW (z) =
(
∂W
∂z1

(z), ∂W
∂z2

(z), ..., ∂W
∂zn

(z)
)
.

Démonstration 14. Définissons l’application A : C([0, T ],Rn)→ C([0, T ],Rn) par :

Ax(t) = e−
∫ t

0 a(τ)dτ

(e−
∫ T

0 a(τ)dτ )
∫ T

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds

−
(

1 + e−
∫ T

0 a(τ)dτ
) +

∫ t

0
ϕ(s, x(s))e

∫ s
0 a(τ)dτds

 ,
(3.7)

t ∈ [0, T ]. D’après le lemme 3.1, monter l’existence de solution du problème (3.3) se réduit

à monter l’existence de points fixes de l’application A dans C([0, T ],Rn). Pour cela on va

utiliser l’alternative non linéaire de Leray-Schauder (théorème 1.8) en prenant :

– E = C([0, T ],Rn) espace de Banach muni de la norme ‖x‖∞ = max
t∈[0,T ]

||x(t)||,

– l’ouvert Ω =
{
x ∈ E : max

t∈[0,T ]
‖x(t)‖ < R + 1

}
,
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où

R = max
t∈[0,T ]

 1
e
∫ t

0 a(τ)dτ

1 + (e−
∫ T

0 a(τ)dτ )

e−
∫ T

0 a(τ)dτ + 1

∫ T

0
q(t)dt.

(1) Montrons que x 6= λAx pour tout x ∈ ∂Ω et λ ∈ [0, 1].

Supposons que ∃x ∈ ∂Ω et λ ∈ [0, 1] tels que x = λAx.

D’après le lemme 3.1, l’équation x = λAx est équivalente au problème aux limites
x′ + a(t)x = λϕ(t, x), t ∈ [0, T ], λ ∈ [0, 1]

x(0) = −x(T ).
(3.8)

Pour tout t ∈ [0, T ], on a

‖x(t)‖ = ‖λAx(t)‖

≤ (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 λ‖ϕ(s,x(s))‖e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

e

∫ t
0
a(τ)dτ |1+e−

∫ T
0
a(τ)dτ |

+
∫ t

0 λ‖ϕ(s,x(s))‖e
∫ s

0
a(τ)dτ

ds

e

∫ t
0
a(τ)dτ

≤ 1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

(
e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

+ 1
) ∫ T

0 λ‖ϕ(s, x(s))‖e
∫ s

0 a(τ)dτds

≤ max
t∈[0,T ]

(
1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

(
e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

+ 1
)) ∫ T

0 (γ〈DW (x(s)), λϕ(s, x(s))− a(s)x(s)〉+ q(s))ds

≤ R∫ T
0 q(s)ds

∫ T
0 (γ〈DW (x(s)), x′(s)〉+ q(s)) ds

= R∫ T
0 q(s)ds

∫ T
0

(
γ d
ds
W (x(s)) + q(s)

)
ds

= R∫ T
0 q(s)ds

(γ(W (x(T ))−W (−x(t))) +
∫ T

0 q(s)ds)

= R.

Par passage au maximum on trouve ‖x‖∞ < R + 1, ce qui est une contradiction avec

x ∈ ∂Ω.

(2) (a) Montrons que l’application A est continue.

Soit (yn) une suite de E telle que yn → y, n→∞.

Montrons que Ayn → Ay, n→∞ dans E, c’est à dire montrons que

‖Ayn − Ay‖∞ → 0, n→∞.

Pour cela, il suffit de monter que |Ayn(t)− Ay(t)| → 0, n→∞,∀t ∈ [0, T ].
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On a

Ayn(t) =
∫ T

0
G(s, t)ϕ(s, yn(s))ds.

Ay(t) =
∫ T

0
G(s, t)ϕ(s, y(s))ds.

D’une part, la continuité de ϕ entraîne que

ϕ(s, yn(s))→ ϕ(s, y(s)), quand n→∞,∀ s ∈ [0, T ].

D’autre part, pour tout t ∈ [0, T ], on a :

|Ayn(t)| ≤
∫ T

0 |G(s, t)| |ϕ(s, yn(s))|ds

≤ max
t∈[0,T ]

|ϕ(s, yn(s))|
∫ T

0 |G(s, t)|ds <∞.

Ensuite, pour tout t ∈ [0, T ], le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraîne

que

Ayn(t)→ Ay(t), n→∞.

Par conséquent,

‖Ayn(t)− Ay(t)‖∞ → 0, n→∞.

Donc A est continu sur E.

(b) Montrons que l’ensemble A(Ω) est relativement compact.

On va utiliser le critère de compacité d’Ascoli-Arzelà avec Ω un sous ensemble borné de

E

(i) Montrons que A(Ω) est uniformément borné. Soit y ∈ Ω, montrons que ‖Ay‖∞ <∞.

Pour tout t ∈ [0, T ], on a

‖Ax(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

 (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ϕ(s,x(s))e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

−
(

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

) +
∫ t

0 ϕ(s, x(s))e
∫ s

0 a(τ)dτds


∥∥∥∥∥∥∥∥
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≤ 1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

 (e−
∫ T

0
a(τ)dτ )

∫ T
0 ‖ϕ(s,x(s))‖e

∫ s
0
a(τ)dτ

ds

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ+1

+
∫ t

0 ‖ϕ(s, x(s))‖e
∫ s

0 a(τ)dτds



≤ 1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

(
e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ+1

+ 1
) ∫ T

0 ‖ϕ(s, x(s))‖e
∫ s

0 a(τ)dτds

≤ max
t∈[0,T ]

(
1

e

∫ t
0
a(τ)dτ

(
e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ+1

+ 1
)) ∫ T

0 ‖ϕ(s, x(s))‖e
∫ s

0 a(τ)dτds

= R∫ T
0 q(s)ds

∫ T
0 ‖ϕ(s, x(s))‖e

∫ s
0 a(τ)dτds

= R.

(ii) Montrons que A(Ω) est équi-continu. Soit y ∈ Ω. Alors, pour tout t1 , t2 ∈ [0, T ],

‖Ay(t1)− Ay(t2)‖

= ‖
∫ T

0 G(s, t1)ϕ(s, y(s))ds−
∫ T

0 G(s, t2)ϕ(s, y(s))ds‖

≤ |
∫ T

0 G(s, t1)ds−
∫ T

0 G(s, t2)ds| ‖ϕ(s, y(s))‖

≤
∫ t1

0

(
1 + e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

)
e
∫ s
t1
a(τ)dτ

ds+
∫ T
t1

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e−
∫ T

0
a(τ)dτ

e
∫ s
t1
a(τ)dτ

ds

−
∫ t2

0

(
1 + e

−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

)
e
∫ s
t2
a(τ)dτ

ds−
∫ T
t2

e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

e
∫ s
t2
a(τ)dτ

ds

≤
(

1 + e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

) [∫ t1
0 e

∫ s
t1
a(τ)dτ

ds−
∫ t2

0 e
∫ s
t2
a(τ)dτ

ds
]

+ e
−
∫ T

0
a(τ)dτ

1+e
∫ T

0
a(τ)dτ

[∫ T
t1
e
∫ s
t1
a(τ)dτ

ds−
∫ T
t2
e
∫ s
t2
a(τ)dτ

ds
]

−→ 0, quand t1 → t2.

D’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, il existe x ∈ Ω telle que Ax = x,

qui est solution du problème (3.3). De plus, comme la fonction ϕ est continue, alors

x ∈ C1([0, T ],Rn).

Cas particulier. Considérons maintenant le problème (3.3) pour n = 1, du théorème

3.1, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 3.1. Soient ϕ une fonction continue à valeurs scalaires, et a une fonction

continue. S’il existe une fonction intégrable q : [0, T ] → R avec
∫ T

0 q(t)dt > 0 et W est

une fonction continue, avec W (z) = W (−z), ∀z ∈ R, et s’il existe γ ∈ R+ tels que, pour

tout λ ∈ [0, 1],

λ|ϕ(t, z)|e
∫ t

0 a(τ)dτ ≤ γDW (z) (λϕ(t, z)− a(t)z) + q(t), (t, z) ∈ [0, T ]× R, (3.9)

alors, le problème (3.3) admet au moins une solution dans C1([0, T ],R).

Démonstration 15. Il est facile de voir que pour n = 1, la condition (3.6) devient (3.9).

Par suite, le résultat découle du théorème 3.1.

Corollaire 3.2. Soient q : [0, T ]→ R une fonction intégrable avec
∫ T

0 q(t)dt > 0 et

W ∈ C1(Rn, [0,∞[) avec W (z) = W (−z), ∀z ∈ Rn. S’il existe γ ∈ R+ tel que, pour tout

λ ∈ [0, 1],

λ‖f(t, z)− z|| ≤ γ〈DW (z), λf(t, z) + (1− λ)z〉+ q(t), (t, z) ∈ [0, 1]× Rn, (3.10)

alors, le problème (3.3) admet au moins une solution dans C1([0, T ],Rn).

Démonstration 16. Il est facile de voir que pour ϕ(t, z) = f(t, z)− z et a(t) = −1 avec

‖f(t, z) − z‖e−t ≤ ‖f(t, z) − z‖, (t, z) ∈ [0, 1] × Rn, le résultat découle du théorème 3.1.

On a

λ‖ϕ(t, z)‖e
∫ t

0 a(τ)dτ ≤ γ〈DW (z), λϕ(t, z)− a(t)z〉+ q(t), (t, z) ∈ [0, T ]× Rn,

on remplace ϕ(t, z) = f(t, z)− z et a(t) = −1, on obtient :

λ‖f(t, z)− z‖e−t ≤ γ〈DW (z), λf(t, z)− λz + z〉+ q(t)

≤ γ〈DW (z), λf(t, z) + (1− λ)z〉+ q(t),

et avec ‖f(t, z)− z‖e−t ≤ ‖f(t, z)− z‖ donc

λ‖f(t, z)− z‖ ≤ γ〈DW (z), λf(t, z) + (1− λ)z〉+ q(t).



4 Problèmes aux limites périodiques d’ordre 2

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [4].

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons le théorème du point fixe de Krasnosel’skii-Guo

sur les cônes d’un espace de Banach, pour établir l’existence de solutions positives des

problèmes aux limites périodiques du second ordre suivants :

−x′′ +Mx = f(t, x), t ∈ (0, 2π)

x(0) = x(2π),

x′(0) = x′(2π),

(4.1)

où f : [0, 2π]× R+ → R+ est une fonction continue, M > 0,

et 

x′′ +Mx = g(t, x), t ∈ (0, 2π)

x(0) = x(2π),

x′(0) = x′(2π),

(4.2)

où g : [0, 2π]× R+ → R+ est une fonction continue, M ∈ (0, 1
4).

42
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4.2 Formulation intégrale du problème (4.1)

Lemme 4.1. Soit f ∈ C([0, 2π],R). Le problème linéaire

−x′′ +Mx = f(t), t ∈ (0, 2π)

x(0) = x(2π),

x′(0) = x′(2π),

(4.3)

est équivalent à l’équation intégrale

x(t) =
∫ 2π

0
G(t, s)f(s)ds, t ∈ [0, 2π], (4.4)

où G : [0, 2π]× [0, 2π]→ R est la fonction de Green définie par :

G(t, s) =


em(2π+t−s) + em(s−t)

2m(e2πm − 1) , 0 ≤ t < s,

em(t−s) + em(2π+s−t)

2m(e2πm − 1) , s < t ≤ 2π,

avec m =
√
M .

Démonstration 17. ⇐) Montrons que la fonction x donnée par (4.4) vérifie le problème

(4.3) Dérivons x sur l’intervalle [0, 2π], on obtient

x′(t) =
∫ t

0
∂G
∂t

(t, s)f(s)ds+
∫ 2π
t

∂G
∂t

(t, s)f(s)ds

=
∫ t

0
m em(t−s) −m em(2π−t+s)

2m (e2mπ − 1) f(s)ds+
∫ 2π
t

m em(2π−s+t) −m em(s−t)

2m (e2mπ − 1) f(s)ds.

Alors

x′′(t) =
∫ t

0
∂2G
∂t2

(t, s)f(s)ds+
∫ 2π
t

∂2G
∂t2

(t, s)f(s)ds+ ∂G
∂t

(t, s)f(t)− ∂G
∂t

(t, s)f(t)

=
∫ t

0
m2 em(t−s) +m2 em(2π−t+s)

2m (e2mπ − 1) f(s)ds+
∫ 2π
t

m2 em(2π−s+t) +m2 em(s−t)

2m (e2mπ − 1) f(s)ds

+ m−me2πm

2m(e2πm − 1)f(t) + m−me2πm

2m(e2πm−1)f(t)

= Mu+
[
m−me2mπ

2m (e2mπ − 1)f(t)
]

+
[
m−me2mπ

2m (e2mπ − 1)f(t)
]

= Mu+ f(t)
[

2m(1− e2mπ

2m (e2mπ − 1)

]

= Mu+ f(t)(−1)

= Mu− f(t), t ∈ [0, 2π].
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De plus, on a

x(0) =
∫ 2π

0 G(0, s)f(s)ds

=
∫ 2π

0
ems+em(2π−s)

2m (e2mπ−1) f(s) ds,

donc
x(2π) =

∫ 2π
0 G(2π, s)f(s)ds

=
∫ 2π

0
em(2π−s) + ems

2m (e2mπ − 1) f(s) ds

= x(0).

Ensuite, on a x′(0) =
∫ 2π

0
m em(2π−s) −mems

2m (e2mπ − 1) f(s) ds, donc

x′(2π) =
∫ 2π

0
m em(2π−s) −m ems

2m (e2mπ − 1) f(s) ds

= x′(0).

⇒)Considérons le problème homogène :

−x′′ +Mx = 0, M > 0 (E)

x(0) = x(2π),

x′(0) = x′(2π).

Soient Φ1(t) = emt et Φ2(t) = e−mt deux solutions linéairement indépendantes de l’équa-

tion (E), alors la solution générale de cette équation s’écrit

x(t) = C1e
mt + C2e

−mt, C1, C2 ∈ R.

Les conditions aux bords donnent le système linéaire
C1(1− e2πm) + C2(1− e−2πm) = 0

C1m(1− e2πm)− C2m(1− e−2πm) = 0.

Comme

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− e2πm 1− e−2πm

m(1− e2πm) −m(1− e−2πm)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2m(−2 + e−2πm + e−2πm) 6= 0, car M > 0,

alors, le problème homogène n’admet que la solution triviale x ≡ 0.

Par conséquent, le problème (4.3) admet une unique solution qui s’écrit sous la forme

x(t) =
∫ 2π

0
G(t, s)f(s)ds, t ∈ [0, 2π].
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Comme la fonction partielle t 7→ G(t, s) est une solution de l’équation (E) dans chacun

des intervalles [0, s[, ]s, 2π], il existe 4 fonctions de s, notées λ1, λ2, µ1, µ2, telles que

G(t, s) =


λ1(s)emt + λ2(s)e−mt, 0 ≤ t ≤ s,

µ1(s)emt + µ2(s)e−mt, s ≤ t ≤ 2π.
(4.5)

G est continue et ∂G
∂t

(t, s) ayant pour discontinuité 1
a0(s) nous donne les égalités suivantes :

λ1(s)Φ1(s) + λ2(s)Φ2(s) = µ1(s)Φ1(s) + µ2(s)Φ2(s)

µ1(s)Φ′1(s) + µ2(s)Φ′2(s)− λ1(s)Φ′1(s) + λ2(s)Φ′2(s) = 1
a0(s) ·

Posons v1(s) = µ1(s) − λ1(s) et v2(s) = µ2(s) − λ2(s). On a v1(s) et v2(s) vérifient le

système suivant :

(S)


v1(s)ems + v2(s)e−ms = 0,

v1(s)mems − v2(s)me−ms = −1,

Comme W (Φ1,Φ2)(s) 6= 0 pour tout s ∈ [0, 2π], alors le système (S) admet une unique

solution donnée par :

v1(s) = − 1
2mems

, v2(s) = 1
2me−ms

·

Ensuite, comme t 7→ G(t, s) vérifie les conditions aux bords ∀s ∈ [0, 2π], on trouve
λ1(s)(Φ1(0)− Φ1(2π)) + λ2(s)(Φ2(0)− Φ2(2π)) = k1(s),

λ1(s)(Φ′1(0)− Φ′1(2π)) + λ2(Φ′2(0)− Φ′2(2π)) = k2(s),

où

k1(s) = v1(s)Φ1(2π) + v2(s)Φ2(2π).

k2(s) = v1(s)Φ′1(2π) + v2(s)Φ′2(2π).

Ce qui donne le système

(S)


λ1(s)(1− e2πm) + λ2(s)(1− e−2πm) = − e2πm

2mems
+ e−2πm

2me−ms

λ1(s)m(1− e2πm) + λ2(s)m(−1 + e−2πm) = −me
2πm

2mems
− me−2πm

2me−ms
·
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En effet, on a

G(0, s) = λ1(s)Φ1(0) + λ2Φ2(0) = λ1(s) + λ2(s).

G(2π, s) = λ1(s)Φ1(2π) + λ2Φ2(2π) = λ1(s)e2πm + λ2e
−2πm.

∂G
∂t

(0, s) = λ1(s)Φ′1(0) + λ2(s)Φ′2(0) = mλ1(s)−mλ2(s).

∂G
∂t

(2π, s) = λ1(s)Φ′1(2π) + λ2(s)Φ′2(2π) = mλ1(s) e2πm −mλ2(s) e−2πm.

Le déterminant du système (S) est ∆ = 2m(−2 + e−2πm + e2πm) 6= 0 alors λ1(s) et λ2(s)

existent et elles sont déterminées comme suit :

λ1(s) = − e−mse2πm

2m (1− e2πm) , λ2(s) = emse−2πm

2m (1− e−2πm) ·

Par suite,

µ1(s) = v1(s)+λ1(s) = − 1
2m ems(1− e2πm) , µ2(s) = v2(s)+λ2(s) = 1

2m e−ms(1− e−2πm) ·

En remplaçant ces fonctions dans (4.5), on aura

G(t, s) =


em(2π+t−s) + em(s−t)

2m(e2πm − 1) , 0 ≤ t < s,

em(t−s) + em(2π+s−t)

2m(e2πm − 1) , s < t ≤ 2π.

4.3 Formulation intégrale du problème (4.2)

Lemme 4.2. Soit g ∈ C([0, 2π],R). Le problème linéaire

x′′ +Mx = g(t), t ∈ (0, 2π)

x(0) = x(2π),

x′(0) = x′(2π),

(4.6)

est équivalent à l’équation intégrale

x(t) =
∫ 2π

0
H(t, s)g(s)ds, t ∈ [0, 2π], (4.7)

où H : [0, 2π]× [0, 2π]→ R définie par :

H(t, s) =


sinm(t− s) + sinm(2π − t+ s)

2m(1− cos(2mπ)) , s < t 6 2π,

sinm(s− t) + sinm(2π − s+ t)
2m(1− cos(2mπ)) , 0 6 t < s,
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avec m =
√
M .

Démonstration 18. La démonstration de ce lemme est similaire à celle du lemme 4.2.

Ici les deux solutions linéairement indépendantes de l’équation homogène x′′ + Mx = 0

sur [0, 2π] sont Φ1(t) = cos(mt) et Φ2(t) = sin(mt).

4.4 Résultats d’existence

4.4.1 Résultats d’existence pour le problème (4.1)

Soit E = C([0, 2π]) un espace de Banach muni de la norme ‖x‖ = sup
t∈[0,2π]

|x(t)|, x ∈ E.

On considère l’opérateur Φ : E → E par :

Φx(t) =
∫ 2π

0
G(t, s)f(s, x(s))ds, t ∈ [0, 2π].

D’après le lemme 4.1 tout point fixe de l’opérateur Φ est une solution du problème (4.1).

On définit sur E, le cône K par :

K = {x ∈ E : x(t) ≥ 0 et min
t∈[0,2π]

x(t) ≥ σ‖x‖},

où σ := G(π)
G(0) := G(2π, π)

G(0, 0) = 2(emπ)
1 + e2mπ ·

Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés de l’opérateur Φ.

Lemme 4.3. Supposons que f : [0, 2π] × R+ → R+ est une fonction continue. Alors

Φ : K → K est un opérateur complètement continu.

Démonstration 19. (1) Φ(K) ⊂ K. En effet, pour tout (t, s) ∈ [0, 2π]× [0, 2π], on a

2emπ
2m(e2mπ − 1) = G(π) ≤ G(t, s) ≤ G(0) = e2mπ + 1

2m(e2mπ − 1) (4.8)

i.e. 1 ≥ G(t, s)
G(0) ≥ σ pour tout 0 ≤ t, s ≤ 2π. (4.9)
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Soit x ∈ K d’après 4.9, on a

min
0≤t≤2π

(Φx)(t) = min
0≤t≤2π

∫ 2π
0 G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ σ
∫ 2π

0 G(0)f(s, x(s))ds

≥ σ max
0≤t≤2π

∫ 2π
0 G(t, s)f(s, x(s))ds

≥ σ‖Φx‖,

alors, Φ(x) ∈ K.

(2) Montrons que l’opérateur Φ est complètement continu sur E.

(a) Montrons que l’opérateur Φ est continue.

Soit (yn)n une suite de E telle que yn → y, n→∞.

Montrons que Φyn → Φy, n→∞ dans E, c’est à dire montrons que

‖Φyn − Φy‖ → 0, n→∞. Pour cela, il suffit de monter que |Φyn(t)− Φy(t)| → 0,

n→∞,∀t ∈ [0, 2π].

On a

Φyn(t) =
∫ 2π

0
G(s, t)f(s, yn(s))ds.

Φy(t) =
∫ 2π

0
G(s, t)f(s, y(s))ds.

D’une part, la continuité de f entraîne que

f(s, yn(s))→ f(s, y(s)), ∀ s ∈ [0, 2π] quand n→∞.

D’autre part, pour tout t ∈ [0, 2π], on a :

|Φyn(t)| ≤
∫ 2π

0 |G(s, t)| |f(s, yn(s))|ds

≤ max
t∈[0,2π]

|f(s, yn(s))|
∫ 2π

0 |G(s, t)|ds <∞.

Ensuite, pour tout t ∈ [0, 2π], le théorème de convergence dominée de Lebesgue

entraine

Φyn(t)→ Φy(t), n→∞.

Par conséquent,

‖Φyn(t)− Φy(t)‖ → 0, n→∞.
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Donc Φ est continu sur E.

(b) Soit Ω sous ensemble borné de E, montrons que Φ(Ω) est relativement compact.

(i) Montrons que Φ(Ω) est uniformément borné.

Soit y ∈ Ω, alors ∃C > 0 tel que ‖y‖ ≤ C. Comme la fonction f est continue,

∃M > 0 tel que M = sup
C≤z≤C, 0≤s≤2π

|f(s, z)|. De plus, ∃K > 0 tel que

|G(t, s)| ≤ K, ∀t, s ∈ [0, 2π]. Alors, pour tout t ∈ [0, 2π], on a

|Φy(t)| ≤
∫ 2π

0 |G(t, s)f(s, y(s))|

≤
∫ 2π

0 KM

≤ 2πKM.

(ii) Montrons que Φ(Ω) est équi-continu. Soient y ∈ Ω et t1 , t2 ∈ [0, 2π], alors

d’après la continuité de la fonction de Green G, on aura

|Φy(t1)− Φy(t2)| = |
∫ 2π

0 G(t1, s)f(s, y(s))ds−
∫ 2π

0 G(t2, s)f(s, y(s))|

≤ |
∫ 2π

0 G(t1, s)−
∫ 2π

0 G(t2, s)| |f(s, y(s))|

≤ M
∫ 2π

0 |G(t1, s)−G(t2, s)|ds

−→ 0 quand t1 → t2.

D’après le critère de compacité d’Ascoli-Arzelà, l’opérateur Φ envoi les bornés de E

dans des ensembles relativements compacts de E.

D’où, l’opérateur Φ est complètement continu.

Le résultat d’existence principal est présenté dans le théorème le suivant

Théorème 4.1. Supposons que f : [0, 2π]×R+ → R+ est une fonction continue etM > 0.

Si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) lim
x−→0

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0 et lim
x−→∞

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞,

(b) lim
x−→0

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞ et lim
x−→∞

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0,

alors, le problème aux limites (4.1) admet au moins une solution positive.
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Démonstration 20. Pour démonter ce théorème on utilisera le théorème du point fixe

de Krasnosel’skii-Guo (voir le théorème 1.9)

(a) Supposons que lim
x−→0

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0 et lim
x−→∞

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞.

(i) De la condition lim
x−→0

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0, ∃ R1 > 0 tel que

f(t, x) ≤ εx, pour tout 0 ≤ x ≤ R1 et 0 ≤ t ≤ 2π, avec 2π G(0) ε < 1.

(4.10)

Posons

Ω1 := {x ∈ E : ‖x‖ < R1}.

Montrons que ‖Φx‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1. Soit x ∈ K et ‖x‖ = R1. D’après

(4.8) et (4.10), pour tout t ∈ [0, 2π], on a

|Φx(t)| = |
∫ 2π

0 G(t, s)f(s, x(s))ds|

≤ G(0)
∫ 2π

0 |f(s, x(s))|ds

≤ G(0)
∫ 2π

0 ε |x(s)|ds

≤ G(0)ε‖x‖
∫ 2π

0 ds

≤ G(0)2πε‖x‖

= G(0)2πεR1

< R1.

Par passage au maximum, on aura

‖Φx‖ < R1 = ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1.

(ii) De la condition lim
x−→∞

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞, ∀η > 0, ∃R2 >
R1
σ
> 0 tel que

f(t, x) > ηx, pour tout x ≥ σR2 et 0 ≤ t ≤ 2π, avec 2π G(π)σ η > 1.

(4.11)

Posons

Ω2 := {x ∈ E : ‖x‖ < R2}.
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Montrons que ‖Φx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2. Soit x ∈ K et ‖x‖ = R2. D’après

(4.8) et (4.11), pour tout t ∈ [0, 2π], on a

|Φx(t)| = |
∫ 2π

0 G(t, s)f(s, x(s))ds|

≥ G(π)
∫ 2π

0 f(s, x(s))ds

≥ G(π)
∫ 2π

0 ηx(s)ds

≥ G(π)
∫ 2π

0 ηR2σds

= 2πG(π)σηR2

> R2.

Par passage au maximum, on aura

‖Φx‖ > R2 = ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2.

Alors la conditions (i) du théorème du point fixe de Krasnosel’skii-Guo est satisfaite,

d’où Φ admet un point fixe x ∈ K tel que R1 ≤ ‖x‖ ≤ R2.

(b) Supposons que lim
x−→0

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞ et lim
x−→∞

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0.

(i) De la condition lim
x−→0

min
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= +∞, ∀η > 0, ∃R1 > 0 tel que

f(t, x) ≥ ηx, pour tout x ≤ R1 et 0 ≤ t ≤ 2π, avec 2π G(π)σ η > 1. (4.12)

Posons

Ω1 := {x ∈ E : ‖x‖ < R1}.

Montrons que ‖Φx‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1. Soit x ∈ K et ‖x‖ = R1.

D’après (4.8) et (4.12), pour tout t ∈ [0, 2π], on a

|Φx(t)| = |
∫ 2π

0 G(t, s)f(s, x(s))ds|

≥ G(π)
∫ 2π

0 η|x(s)|ds

≥ G(π)η‖x‖
∫ 2π

0 ds

≥ 2πG(π)η‖x‖

= 2πG(π)ηR1

> R1.
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Par passage au maximum, on aura

‖Φx‖ > R1 = ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω1.

(ii) De la condition lim
x−→∞

max
t∈[0,2π]

f(t,x)
x

= 0, ∀ε > 0, ∃ R0 > 0 tel que

f(t, x) ≤ εx, pour tout x ≥ R0 et 0 ≤ t ≤ 2π, avec 2π G(0) ε < 1.

• Si max
t∈[0,2π]

f(t, x) est non bornée sur R+, ∃ R2 > R0 +R1 tel que

f(t, x) ≤ max
t∈[0,2π]

f(t, R2), pour tout x ∈ (0, R2] et 0 ≤ t ≤ 2π.

Posons

Ω2 := {x ∈ E : ‖x‖ < R2}.

Montrons que ‖Φx‖ < ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2. Soit x ∈ K et ‖x‖ = R2. Pour tout

t ∈ [0, 2π], on a

|Φx(t)| = |
∫ 2π

0 G(t, s)f(s, x(s))ds|

≤ G(0)
∫ 2π

0 f(s, x(s))ds

≤ G(0)
∫ 2π

0 max
t∈[0,2π]

f(t, R2)

≤ G(0)2π max
t∈[0,2π]

f(t, R2)

≤ 2πG(0)εR2

< R2.

Par passage au maximum, on aura

‖Φx‖ < R2 = ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2.

• Si max
t∈[0,2π]

f(t, x) est bornée sur R+, ∃N > 0, tel que

f(t, x) ≤ N, pour tout x ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ 2π.

Dans ce cas, soit R2 > R1 + N
ε
. Posons

Ω2 := {x ∈ E : ‖x‖ < R2}.



CHAPITRE 4. PROBLÈMES AUX LIMITES PÉRIODIQUES D’ORDRE 2 53

Montrons que ‖Φx‖ < ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2. Soit x ∈ K et ‖x‖ = R2. Pour tout

t ∈ [0, 2π], on a

|Φx(t)| = |
∫ 2π

0 G(t, s)f(s, x(s))ds|

≤ G(0)
∫ 2π

0 f(s, x(s))ds

≤ G(0)
∫ 2π

0 Nds

≤ G(0)2πN

≤ 2πG(0)εR2

< R2.

Par passage au maximum, on aura

‖Φx‖ < R2 = ‖x‖, ∀x ∈ K ∩ ∂Ω2.

Alors, la conditions (ii) du théorème du point fixe de Krasnosel’skii-Guo est satis-

faite, d’où Φ admet un point fixe x ∈ K tel que R1 ≤ ‖x‖ ≤ R2.

4.4.2 Résultats d’existence pour le problème (4.2)

Soit E = C([0, 2π]) un espace de Banach muni de la norme ‖x‖ = sup
t∈[0,2π]

|x(t)|, x ∈ E.

On considére l’opérateur Ψ : E → E par :

Ψx(t) =
∫ 2π

0
H(t, s)g(s, x(s))ds, t ∈ [0, 2π].

D’après le lemme 4.2 tout point fixe de l’opérateur Ψ est une solution du problème (4.2).

On définit sur E, le cône K par :

K = {x ∈ E : x(t) ≥ 0 et min
t∈[0,2π]

x(t) ≥ σ‖x‖},

où σ := G(0)
G(π) = cosmπ.

Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés de l’opérateur Ψ.

Lemme 4.4. Supposons que g : [0, 2π] × R+ → R+ est une fonction continue. Alors

Ψ : K → K est un opérateur complètement continu.
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Démonstration 21. (1) Ψ(K) ⊂ K. En effet, pour tout (t, s) ∈ [0, 2π]× [0, 2π], on a

sin 2mπ
2m(1− cos 2mπ) = H(0) ≤ H(t, s) ≤ H(π) = sinmπ

m(1− cosmπ)

i.e. 1 ≥ H(t, s)
H(π) ≥ σ = cosmπ pour tout 0 ≤ t, s ≤ 2π. (4.13)

Soit x ∈ K, on a

min
0≤t≤2π

(Ψx)(t) = min
0≤t≤2π

∫ 2π
0 H(t, s)g(s, x(s))ds

≥ σ
∫ 2π

0 H(π)g(s, x(s))ds

≥ σ max
0≤t≤2π

∫ 2π
0 H(t, s)g(s, x(s))ds

≥ σ‖Ψx‖,

alors, Ψ(x) ∈ K.

(2) L’opérateur Ψ est complètement continu sur E, la démonstraction est similaire à

celle du lemme 4.3.

Théorème 4.2. Supposons que g : [0, 2π] × R+ → R+ est une fonction continue et

0 < M < 1
4 . Si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) lim
x−→0

max
t∈[0,2π]

g(t,x)
x

= 0 et lim
x−→∞

min
t∈[0,2π]

g(t,x)
x

= +∞,

(b) lim
x−→0

min
t∈[0,2π]

g(t,x)
x

= +∞ et lim
x−→∞

max
t∈[0,2π]

g(t,x)
x

= 0,

alors, le problème aux limites (4.2) admet au moins une solution positive.

Démonstration 22. La démonstration de ce théorème est analogue à celle du théo-

rème 4.1.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude de quelques problèmes aux

limites périodiques et anti-périodiques associées à des équations différentielles ordinaires

non linéaires. On a présenté des résultats l’existence de solutions pour des problèmes aux

limites périodiques et anti-périodiques associés à des équations différentielles d’ordre 1 et

2.

L’approche employée dans ce travail s’appuie sur la théorie du point fixe dans les

espaces de Banach, plus précisément, les deux résultats d’existence présentés pour les

problèmes aux limites étudiés d’ordre 1 sont basés sur l’alternative non linéaire du Leray-

Schauder. Les résultats d’existence présentés pour les problèmes aux limites du second

ordre sont basés sur le théorème du point fixe du Krasnosel’skii-Guo sur les cônes qui

nous garantit la positivité des solutions.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude de quelques problèmes aux

limites périodiques et anti-périodiques associées à des équations différentielles ordinaires

non linéaires. On a présenté des résultats l’existence de solutions pour des problèmes aux

limites périodiques et anti-périodiques associés à des équations différentielles d’ordre 1 et

2.

L’approche employée dans ce travail s’appuie sur la théorie du point fixe dans les

espaces de Banach, plus précisément, les deux résultats d’existence présentés pour les

problèmes aux limites étudiés d’ordre 1 sont basés sur l’alternative non linéaire du Leray-

Schauder. Les résultats d’existence présentés pour les problèmes aux limites du second

ordre sont basés sur le théorème du point fixe du Krasnosel’skii-Guo sur les cônes qui

nous garantit la positivité des solutions.

Mots clés : Point fixe, alternative non linéaire du Leray-Schauder, problèmes aux li-

mites, conditions aux bords périodiques, conditions aux bords anti-périodiques, équations

différentielles.

Abstract

In this work, we study some periodic and anti-periodic boundary problems associated

with nonlinear ordinary differential equations. Results have been presented on the exis-

tence of solutions for periodic and anti-periodic boundary problems associated with first

and second order differential equations.

The approach used in this work is based on fixed point theory in Banach spaces, more

precisely, the two existence results presented for first order boundary problems are ba-

sed on the nonlinear alternative of Leray-Schauder. The existence results presented for
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Résumé 58

second order boundary problems are based on the Krasnosel’skii-Guo fixed point theorem

on cones, which guarantees the positivity of solutions.

Key words : Fixed point, nonlinear alternative of Leray-Schauder, boundary value pro-

blems, periodic boundary conditions, anti-periodic boundary conditions, differential equa-

tions.
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