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Notations

Un Espace de Banach.

L’ensemble des nombres réels.
L’ensemble des nombres réels positifs.
Application identité.

La dérivée partielle par rapport a t.
La frontiere de (2.

L’intérieur de €.

L’adhérence ou fermeture de 2.
L’espace de toutes les fonctions continues de X dans Y.
La valeur absolue.

Une norme.

Intervalle ouvert.

Presque partout.



Introduction

Les problemes aux limites associés a des équations différentielles représentent 1’'une des
parties les plus importantes de I'analyse mathématique. Elles modélisent de nombreux
problémes issue des sciences appliquée comme la physique, la biologie, 1’économie,. . ..
Parmi les problemes aux limites existants, on retrouve, ceux qui sont associés a des équa-
tions différentielles considérées sur des intervalles bornés avec des conditions aux bords
périodiques, anti-périodiques, linéaires séparées ou bien linéaires non séparées.... Les
techniques les plus utilisées pour I'étude de ces types de problemes sont : la méthode de
sous et sur solution, les théoremes de points fixes, le degré topologique de Leray-Schauder,
les théoremes de continuation de Leray-Schauder ou encore ’alternative non linéaire de
Leray-Schauder.

Les conditions aux limites périodiques sur un intervalle [a,b] surviennent dans toute
situation ou la condition au point b est égal a la condition au point a i.e. u(a) = u(b). Il
existe beaucoup d’exemples de processus périodiques tels le rythme circadien naturel du
corps humain ou une centrale électrique qui produit de ’énergie pour suivre les cycles de
quotidiens ou le stockage d’énergie est défini par une condition aux limites périodiques
pour garantir que le début et la fin de la journée disposent d’au moins 200 unités d’énergie
stockée. Les conditions aux limites anti-périodiques different des conditions aux limites
périodique par un signe négatif, i.e. (u(a) = —u(b)), elles apparaissent dans une variété
de situations de problémes appliqués.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter un ensemble de résultats d’existence

de solutions concernant les problemes aux limites périodiques et anti-périodiques associés
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a des équations différentielles du premier ordre ainsi qu’aux équations différentielles du
second ordre.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de quelques notions préliminaires
dont nous aurons besoin dans la suite de ce travail. Nous donnons quelques outils fonda-
mentaux, a savoirs : la définition de quelques classes d’opérateurs, le critere de compacité
d’Ascoli-Arzela, le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. Ensuite, nous pré-
sentons le théoreme du point fixe de Schauder ainsi que quelques alternatives non linéaires
du type Lerray-Schauder. Nous terminerons ce chapitre en présentant le théoréeme du point
fixe de Krasnoel’skii-Guo sur les cones.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de I’existence de solutions de
deux probléemes aux limites périodiques associés a des équations différentielles du premier

ordre suivants :
W (t) + b(t)u(t) = g(t,u(t)), te(0,1]

u'(t) = f(t,u(t), te]l0,1]
u(0) = u(1),
ou f,g:[0,1] x R® - R" et b: [0,1] — R sont des fonctions continues avec b ne s’annule
pas dans [0, 1] (le premier probleme considéré admet une formulation intégrale par contre
le deuxiéme probléme est non inversible). La méthode utilisée est I’alternative non linéaire
de Leray-Schauder.
Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de 1'existence de solutions

des problemes aux limites anti-périodiques d’ordre 1 qui s’écrivent sous la forme suivante :

W (t) +a(t)u(t) = @(t,u(t)), tel0,T]
u(0) = —u(T),

ouT >0,p:[0,7] xR*" = R" et a:[0,7] — R sont des fonctions continues.
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En utilisant I’alternative non linéaire de Leray-Schauder I'existence d’au moins une solu-
tion est établie.
Dans le quatrieme chapitre, nous étudions les deux problemes aux limites périodiques

d’ordre 2 suivants :
—u”"(t) + Mu(t) = f(t,u(t)), te(0,2m)
u(0) = u(2m),

w(0) = o/ (27),

ou f:[0,27] x Rt — R* est une fonction continue, M > 0,

et
u’(t) + Mu(t) = g(t,u(t)), te(0,2m)

u(0) = u(2m),

uw'(0) = u/(27),

ou g : [0,27] x Rt — R™ est une fonction continue, M € (0, 1).
La méthode utilisée est le théoreme du point fixe de Kranosel’skii-Guo sur les cones d’un
espace de Banach.

Dans ce travail, nous avons également présenté les méthodes de calcul de la fonction

de Green correspondant a chaque probleme aux limites étudiés.



Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les résultats préliminaires indispensables a la com-

préhension de la suite du travail.

1.1 Quelques outils de base

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. (a) On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé complet.
(b) Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X est convergente

dans X.

Définition 1.2 (Boule). Soit (X,d) un espace métrique, a € X et r > 0, on définit la

boule (ouverte) de centre a et rayon r par :
B(a,r) ={x € X | d(a,r) <r}.

Définition 1.3 (Sous-ensemble ouvert). Un sous ensemble U de l’espace métrique (X, d)

est dit ouvert si Vo € U, Ir > 0 tel que B(x,r) C U.

Remarque 1.1. Soient X un espace vectoriel normé et A un sous ensemble de X .

(a) A est un sous ensemble fermé de X, si pour toute suite convergente (f,)n>1 C A, la
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limite est ausst dans A.

(b) A est un sous ensemble ouvert de X, si
Vee A,30 >0 tel quey e X, ||y—z||<d=ye A

Définition 1.4. Soit E un espace de Banach etT : E — E une application. Un élément

x de E est dit point five de'T' si Tx = x.

Soient X et Y deux espaces de Banach.

Définition 1.5. Soit f: Q C X — Y wune application. On dit que

(a) [ est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné de Q en un
ensemble relativement compact dans Y .

(b) f est bornée s’il transforme les bornés de §) en des ensembles bornés.

(c) [ est dite compacte si f(§2) est relativement compacte dans 'Y .

Remarque 1.2. (a) Toute application compacte et continue dans S est complétement
continue.

(b) La réciproque est vraie, si §) est borné.

Définition 1.6 (Définition équivalente). Une application f : X — Y est compacte si et
seulement si de toute suite (x,)nen de X on peut extraire une sous suite (xn, )ren telle que

la suite (f(zn,))ken converge dans'Y.

1.1.2 Quelques criteres de compacité

Théoréme 1.1 (Critere d’Ascoli-Arzeld). Soit X un espace métrique compact. H C
C (X,R") un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact, pour

la topologie de la convergence uniforme, si et seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

Vo e X, Uensemble {f () : f € H} est borné dans Y .
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2. H est équi-continu, i.e.
Ve>0,30>0,Vo,yc X, d(z,y) <d=|If(y) = f(@)|g. <& VfeH.
Théoréeme 1.2. (Cas particulier) Soit (fn)nen C C([a,b],R) une suite vérifiante :
(1) (fn)nen est uniformément bornée, i.e. 3¢ >0,Vn e N: |f,| <c

(2) (fn)nen est équi-continue, i.e. Ye > 0,36 =0 (g), Va,y € [a,b] :

|z —y |0 =] fulz) = fuly) [Se,Vn eN.

Alors, (fn)nen admet une sous-suite convergente.

Corollaire 1.1. Si (f,)nen est borné dans C**1([a,b],R), alors elle admet une sous-suite

convergente dans C*([a, ], R).

Théoréme 1.3. (Théoréme de convergence dominée de Lebesque "T.C.D.L")
Soit (fn)nen une suite de L1(Q) avec Q C R™. Supposons que :
(i) fu(z) = f(x), quand n — oo p.p dans €2,
(ii) il existe une fonction g > 0 et g € LY(Q) telle que Vn € N, |f,(z)| < g(z) p.p
dans §2.

Alors, f € LYQ) et ||fu — fllzr — 0, quand n — oo.

1.2 Equations linéaires du premier ordre
Considérons I’équation différentielle linéaire du premier ordre
po(2)y + p1(z)y =r(z), x€J=]a,b), (1.1)
ou po(z), p1(x), r(x) sont des fonctions continues et po(x) # 0 sur J.
L’équation (1.1) peut s’écrire sous la forme :
Y +p(x)y = q(z),

oup(z) =1 ;gg et q(z) = ;0((”;)) sont des fonctions continues sur J.
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Considérons 1’équation différentielle linéaire du premier ordre
y +ple)y=q(x), v (1.2)
L’équation homogene associée a I’équation (1.2) est :
y +px)y=0, v (1.3)
Toute solution de I’équation homogene (1.3) peut s’écrire sous la forme
y(x) = Ce” [0l e R, (1.4)

Remarquons que la solution triviale y = 0 est toujours une solution d'une équation diffé-
rentielle linéaire homogene. Cette solution est incluse dans I’expression (1.4) pour
C =0.
Si xg € J, alors la fonction
y(z) = yo e PO,
vérifie ’équation (1.3) sur J et passe par le point (zg, yo)-

Par la méthode de variation de la constante, la solution générale de ’équation non homo-

gene (1.2) s’écrit sous la forme :

y(z) = C(x)e S P0E o C'(z) = py L (}gf;?t)dt'

En intégrant C’(¢) on trouve

z 1

D’ou, la solution générale de I’équation (1.2) est donnée par :
y(z) = Cye= [ pyt +/ e ftzp(s)dsq(t)dt, x € J (1.5)

Remarque 1.3. La solution y dans (1.5) est de la forme Cyu+v. Notons que Ciu est la
solution générale de ’équation (1.3) et v est une solution particuliére de I’équation (1.2) .
Par conséquent, la solution générale de l’équation (1.2) est obtenue en ajoutant n’importe
quelle solution particuliére de ['équation (1.2) a la solution générale de l’équation homo-

geéne associeée.
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Cas ou I’équation (1.2) est associée a une condition initiale

Considérons le probleme de Cauchy

Yy +p@)y=q(x), vel

(1.6)
y(xo) = Yo,
ou xg € J.
D’apres l'expression (1.5), la solution du probleme (1.6) s’écrit sous la forme :
y(z) = yo ¢ Iz D% 4 / e IOyt x e T, (1.7)
zo

Cette solution dans le cas particulier ou p et ¢ sont des constantes (p(x) = p et q(x) = q)

se réduit a

p p

Exemple 1.1. Considérons le probleme de Cauchy linéaire
vy —dy+22°+4=0, z€[,3], (I

y(l) =1.

(H)

Dans ce qui suit, on présentera deux méthodes pour trouver la solution du probléme (H).
Meéthode 1. Icizg = 1,y0 = 1,p(x) = =* et q(z) = —2%2—4, d’aprés expression (1.7) ,

la solution du probléme (H) s’écrire sous la forme

y(x) = eli 4 4 I (—225 — %) eli 10y
= ol 7 (-2t - 1) Gt
= ottt (L+Lh-2)=—a'+22+1, ze1,3).
Méthode 2. D’une part, la solution général de [’équation homogéne associée iy’ — %y =0,
est y(x) = Cxt,
d’autre part, la fonction [* (—Qt — %) elr 345y — 42 + 1, est une solution particuliere de
I’équation (I).

D’ou, la solution générale du probléme (H) est donnée par :

y(z)=Cx* + 2+ 1, x € [1,3].
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Maintenant pour satisfaire la condition initiale y(1) = 1, il est nécessaire que C' = —1.

Donc la solution du probléme (H) est y(x) = —a* + 2%+ 1, x € [1,3].

Quelques propriétés des solutions des équations (1.2) et (1.3) :

Soient yiet yo sont deux solutions particuliéres de 1’équation non homogene (1.2). Alors

1. y; — yo est une solution de I’équation homogene (1.3). En effet,

(@) —ya(z) = —p@)n(z) +q(x) + p()y(r) — q(z)
= —p(@)(yi () — ya(x)).
2. y=C(y1 — y2) + 11 ainsi que y = C(y; — y2) + yo représentent la solution générale

de I’équation non homogene (1.2).

Par exemple, yo(z) = ””2;1 et y1(z) = x sont deux solutions particulieres de I’équa-

tion xy’ 4+ y = 2z, alors sa solution générale est y(z) = % +z, C eR.
3. (Principe de superposition). Si y; et y, sont des solutions des équations
v + p(z)y = qi(x), i = 1,2, respectivement, alors C y; + Cs yo est une solution de
I'équation ' + p(z)y = C q1(x) + Cy g2(x), o C et Cy sont des constantes.
Certaines équations non linéaires du premier ordre peuvent étre réduites a des équa-

tions linéaires par un changement de variables. Par exemple, 1’équation de Bernoulli :

po(@)y' + pr(x)y = r(z)y", n ¢{0,1}. (1.8)

L’équation (1.8) est équivalente a 1’équation

po(2)y "y +pi(x)y' " = r(z).

Le changement d’inconnue v = y*=" conduit a I’équation linéaire du premier ordre

1

T po(2)v" + pr(x)v = r(x).

Exemple 1.2. L’équation vy +y = 2%y, v # 0 peut s’écrire xy 2y + 1y~ ! = 22
Le changement d’inconnue v =y~ conduit a l’équation linéaire : —x v’ +v = x?%, qui peut

étre résolue pour obtenir v = (C' — x)x, et donc la solution générale de [’équation donnée

esty(z) = (Cx —2*)7', C €R.
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Dans de nombreux problémes physiques, le terme non homogene ¢ dans 1’équation (1.2) est
donné par différentes formules dans différents intervalles. C’est souvent le cas lorsque
I'équation (1.2) est considérée comme une relation entrée-sortie. Cela signifie que la fonc-
tion ¢ est une entrée et la solution y est une sortie correspondant a l’entrée ¢(z). Habi-
tuellement, dans de tels cas, la solution y n’est pas définie en certains points, de sorte
qu’elle n’est pas continue sur tout l'intervalle d’intérét. Pour comprendre un tel cas, on
considéré, pour simplifier, le probléme (1.2) dans Uintervalle [xq, 23], ou la fonction p(x)

est continue, et
Q(r), x0<T<T)
q(z) =
@), 1 <z < X0
On suppose que les fonctions ¢; et ¢ sont continues sur deux sous intervalles [zg, z1) et

(x1, 22|, respectivement. Avec ces hypothéses, la solution y du probleme (1.2), au vu de

I'équation (1.7) peut s’écrire sous la forme :

(@) = go e 0" 4 7 gy () e SPOdr, ay <@ < ay

Zo

y(r) =

yo(z)=Ce Joy O + [1 @(t) e ftmp(s)dsdt, 1 < x <29

Evidemment, au le point z; on ne peut pas dire grand chose sur la solution y qui n’est

méme pas définie. Cependant, si les limites lim y;(z) et lim  yo(z) existent (elles
T—T1 [ —

sont garanties, par exemple si les fonctions ¢;(x) et go(x) sont limitées & x = x7), alors la

relation

lim y(x) = lim yo(z) (1.9)

T—T1 p—

détermine la constante C, pour que la solution y soit continue sur [zg, x2).

Exemple 1.3. Considérons le probléme

y’ —cy= q(l’), S [174] (110)
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ol

9w -1 e[l
q(z) =
%, 1€ [2,4],

la solution générale du probléme (1.10) sécrit comme suit

—rt4+2?24+1, zell,2]

y(a) = L
T T 3
CT6+7_x , T € [2,4]
La relation du (1.9) donne maintenant C = —11. Ainsi, la solution continue du pro-
bléme (1.10) est
—t+a2?+1, z€el,2]
y(r) =

—at — 2%, e (2,4]

1l est clair que cette solution n’est pas différentiable a x = 2.

1.3 Conditions aux bords linéaires

Considérons I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 :

(B) p(x)y"(z) + q(x)y () + r(x)y(z) = f(z), © € [a,b],
ou p, q, r et f sont des fonctions continues sur [a, b], associée a des conditions aux bords
linéaires (séparéés ou non séparées) :
Us(y) = any(a) + azy/(a) + asy(b) + sy’ (b) = 7,

Us(y) = Bry(a) + Bay'(a) + Bsy(b) + Bay'(b) =6,

les o, B;, 1 =1,4 et ~, d sont des constantes réelles données.

(F)

Définition 1.7. 1. On appelle probleme aux limites homogéne associé au probléme
(E) + (F) le probléeme (Eg) + (Fy) tel que :
(Br)  pl@)y" +q@)y +r(@)y=0, a<z<b

et
ary(a) + azy'(a) + asy(b) + aqy'(b) = 0,

Bry(a) + Bay'(a) + By (b) + Bay'(b) = 0.

(F)
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Si(f=0et(y#0o0ud#0)) ou(f#0cety=20=0), on dit que le probléme

(E) + (F) est non homogeéne.

2. Une solution d’un probléme aux limites est une fonction qui satisfait [’équation dif-

férentielle et les conditions aux limites associées

3. Les conditions aux bords linéaires (F') sont générales, en particulier elles

comprennent :
a) les conditions de Dirichlet : y(a) =, y(b) =0 ;
b) les conditions de Neumann : y'(a) =, y'(b) =0 ;
c) les conditions mizte : y(a) =, y'(b) =0 ouy'(a) =, y(b) =4,
d) les conditions aux limites linéaires séparées
ary(a) + agy'(a) =7
Bry(b) + B2y’ (b) =4,
ol ar? + a2 £ 0 et B2+ B2 # 0.

e) Les conditions aux limites périodiques

1.4 Théoreme du point fixe de Schauder et alterna-
tives non linéaires

Théoréme du point fixe de Schauder
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Théoréme 1.4 ( Schauder, 1930, [1]). Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné
et convexe d’un espace de Banach E. Supposons que T' : C' — C' est une application

continue et compacte. Alors T admet au moins un point fire dans C.
Une conséquence immédiate est donnée par :

Corollaire 1.2. Soient C' un ensemble non vide, compact, convexe d’un espace de Banach

E etT : C — C une application continue. Alors T admet au moins un point fixe dans C.

Corollaire 1.3. Soient C' un ensemble non wvide, fermé, convexe (non nécéssairement

borné) d’un espace de Banach E et T : C' — C une application continue vérifiant
T (C) est inclu dans un sous-ensemble compact de C.

Alors, T admet au moins un point fize dans C'.

Démonstration 1. [l existe un sous-ensemble compact A C C tel que T(C) C A C C.
Posons Ay = conv (A). Nous avons Ag est un ensemble convexe, compact et T(Ag) C
A C Ap, donc T admet un point fize dans Ag. D’ot, T admet un point fize dans C (car

Ay C C).
Alternatives non linéaires

Pour appliquer le théoréeme de Schauder, ou bien 1'un des corollaires précédents, on a
besoin d’une application définie sur un fermé, convexe dans lui méme ; et ceci est difficile

a obtenir. Dans cette section on va traiter le cas ou cette condition n’a pas lieu.

Théoréme 1.5 (Alternative non linéaire). Soient E un espace vectoriel normé et

B := B(0, R) une boule fermée. Soit T : B — E une application continue et compacte.

Alors
a. ou bien, T admet un point fixe dans B,

b. ou bien, il existe A € (0,1) et x € OB tels que x = \T'(z).
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Démonstration 2. Soit r : E — B une rétraction, définie comme suit :

r, x € B,
r(x) =
X
L’application r o T : B — B est continue et compacte (la composition d’une application

compacte et d’une application continue est compacte). D’aprés le théoréme de Schauder

roT admet un point fixre dans B, c’est a dire :

dre B, (rol)(z)=r(T(x)) = .

Par suite, on distingue deuz cas :

Cas (1) : T(z) € B. Dans ce cas on aura

z=(roT)(x) =r(T(x)) =T(x).

C’est a dire T" admet un point fire dans B.

Cas (2) : T(x) ¢ B. Dans ce cas on aura

T(z)
|7 ()

r=r(T(x))=R
D’ou, il existe v € OB (car x| = HR%H =R ) etA= m € [0,1] tel que :
x = \T(x).

Dans la version suivante, on remplace la boule B(0, R) par un ouvert quelconque de E.

Théoréme 1.6 (Alternative non linéaire). Soit E un espace de Banach, 2 un ouvert

borné de E contenant 0 et T : Q — E une application complétement continue. Alors,
a. ou bien, T admet un point fixe dans 2,

b. ou bien, il existe A € (0,1] et x € 00 tels que x = \T'(z).

Démonstration 3. Supposons que (b) n’est pas vérifié, alors

Vo ed, YAel0,1], (I —AT)(z)#£0.
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Ce qui implique que le degré deg(I — \T,2,0) est bien défini. D’apreés, les propriétés

d’invariance homotopique et la normalisation, on aura
deg(I —T,9Q,0) =deg(I,Q,0) = 1.

Par suite, la propriété d’existence de degré assure l’existence d’une solution dans €} de
Uéquation (I —T)(z) = 0. C’est a dire T admet un point fize dans SQ.

On peut trouver des résultats sur le degré topologique dans les références, [8], [0].

Théoréme 1.7. (Théoréme de Schaefer, 1955 [3]) Soient E un espace de Banach et
T : E — E une application completement continue. Alors,

a. ou bien, T admet un point fixe dans F,

b. ou bien, Pour tout A € (0,1), l'ensemble {x € E : x = XT'(x)} n’est pas borné.

Notons que le théoreme 1.7 est appelé aussi Alternative non linéaire de Leray-Schauder.

La version suivante de ce résultat est tres utile dans les applications.

Théoréme 1.8 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder, [3]). . Soit E' un espace de
Banach et C C E un convexe fermé, Q un ouvert de C' contenant 0 et T : Q — C une
application continue et compacte. Alors un des deux énoncés suivants est vérifié

(i) T admet un point fize dans Qi.e. 3z € Q: 2z =T(z),

(i) il existe x € O et X € (0,1) tels que x = \T'(x).

Démonstration 4. Nous pouvons trouver des démonstrations de ces résultats dans [3].

Remarque 1.4. L’énoncé (ii) du théoréme 1.8 indique que [’ensemble
S={reQ:x=XT(x); \€ (0,1)}

n’est pas borné. Ainsi pour appliquer l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, il suffit

e montrer que est complétement continue vérifiant ['estimation a priori suivante :
d t T est lét t t t [est t t

IR > 0,YA € (0,1) : (v = AT(z) = ||| < R).
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Cela veut dire que T admet au moins un point fire dans B(0, R), ot B(0, R) la boule

ouverte de E de centre O et de rayon R.

1.5 Théoreme du point fixe de Krasnosel’skii-Guo

Définition 1.8. Soient E un espace de Banach réel et K un sous ensemble non vide,

fermé et convexe de E. K est dit cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
i) re KA>0= ) ez e K;

(ii) re K, —re K=2=0.

Exemple 1.4.

1. Soit E=R" P, ={x = (21,22,....,0,) ER": 2, >0, i =1,....,n} = (R,)" est un

come de R™.

2. Soit E = C(la,b]), P, = {x € C([a,b]) : z(t) > 0, Vt € [a,b]} est un cone de C([a,b]).

Théoreme 1.9. [2] (Théoréme du point fize de Krasnosel’skii-Guo, 1988).
Soit E un espace de Banach, et soit K C E un cone. Supposons que 21, (s sont deux
sous-ensembles bornés ouverts de E avec 0 € Qy, Oy C Q.
Soit ® : KN (Qy\ Q) — K un opérateur complétement continu vérifiant l'une des
conditions suivantes :

(7)) |Pul] < ||u||, v € K NOQ et ||Pul| > ||u|, v € K NIy,

(70) ||Pul| > ||ul|, v € K NOQ et ||Pul| < ||ull, v € K NOQy.

Alors, ® admet au moins point fize dans K N (2 \ Q1).



Problemes aux limites périodiques d'ordre 1

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [7].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utiliserons ’alternative non linéaire de Leray-Schauder afin de

démontrer I'existence de solutions des problemes aux limites périodiques du premier ordre

suivants :
2 + b(t)fﬁ — g(t7$), t e [Oa 1] (2.1)
z(0) = (1),
o = f(t,z), telo1] (2.2)

ou f,g:[0,1] x R" — R™ et b:[0,1] — R sont des fonctions continues avec b ne s’annule
pas dans [0, 1].

Une solution du probleme (2.1) ( resp. du probleme (2.2)) est une fonction contintiment
différentiable z : [0, 1] — R" (notée par z € C'([0, 1], R")) qui satisfait le probleme (2.1)
(resp. le probléeme (2.2)).

Dans ce qui suit, (y,z) désigne le produit scalaire sur R" et ||z|| désigne la norme

euclidienne de z sur R” (i.e [|z]| = /(z.2) = i z%).
i=1

22
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2.2 Formulation intégrale du probleme (2.1)

Lemme 2.1. Soient g € C([0,1],R™) et b € C([0,1],R) avec b(t) # 0, ¥Vt € [0,1]. Le

probléme (2.1) est équivalent a l’équation intégrale

1 €f0 (r)dr s
ﬂ?(t)zej;blmdf (fo g(s, 2(s)) - d +/ s,1(s))eo ™ des), tel0,1]. (2.3)

f b(r)dr
Démonstration 5. <) Dérivons z, donnée par (2.3), sur lintervalle [0, 1], on obtient

oyedo "0 ([ gtsatsnelo MO g
<ef0tb(7')d7')2 ef b(T)dT_l

* ft bl(T)d-r <g(t7 x(t))efo b(T)dT>
eJo

2(t) =

+ﬁg@ww»4”“w“)

— ! S,x(s efOS b(T)des s
- Jiﬁw(kﬁfﬁgh +ﬁg@ﬁ@»e“mm“)+gwxw>
eJ0 eJo -1

= —b(B)a(t) + gt,z(t)), t € [0,1].

[ gts.atspels " a

ef()l b(r)dr 1

1 fsb(T)dT s
Q}(l) _ 1 (fo g(s, (1)) 0 d + fol g(s,:L'(S))@fO b(T)d-rdS)

De plus on a z(0) =

efo b(r)dr efO b(T)d7'71

S ( }{0 o ) 1 (s, a(s))edo M7 g

efo b(r)dr 0 b(T)dTil

S
[ gsa(nedo " g
efol b(T)dT_

= x(0).

D’ot x donné par (2.3) vérifie le probléeme (2.1).

=) Soit le probléme linéaire
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Remarquons que le probleme homogéne associé au probleme 2.4 n’admet que la solution
triviale * = 0, alors le probléme 2.4 admet une unique solution (d’aprés lalternative de

Fredholm). Montrons que l'unique solution de ce probléme s’écrit

1 Os b(r)dr s
o(t) = 1 (fo h(s)ef d

o efot b(r)dr @fol b(r)dr _ ¢

t s
+/ h(s)efo b(T)des) , t€[0,1].
0

Dans ce qui suit, on présentera deux méthodes pour trouver x.

Meéthode 1. Soit I’équation homogéne associée au probléme (2.4),
Z'(t) + b(t)x(t) =0, te]0,1]. (2.5)
Toute solution non nulle de l’équation (2.5) peut s’écrire sous la forme
z(t) = Ce” Jo MO e R.

Donc par la méthode de variation de la constante, la solution générale de l’équation non
homogéne

() + b(t)x(t) = h(t), (2.6)

t
peut s’écrire sous la forme x(t) = C(t)e” Jo MO o O'(t) = %
e 0 T T

En intégrant C'(t) on trouve

t 1

D’ot, la solution générale de l’équation (2.6) est donnée par :

o) = (=t fdﬂbwh(s)dHK) e~ Jo i

= (fot h(s)efos b s + K> e Jo bmdr K e R.

Déterminons la constante K. On a

1 . )
ZE(O) =K et :L‘(l) = </ h(s)efo b(T)deS + K) e_fo b(T)dT‘
0
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Donc

2(0) =2(1) Kz(ﬁh@kﬁWst+K)gihmw

& K (1 —e fol b(T)d‘T) =e f01 b(r)dr fol h(s)efos b(r)dT g

_f b(T)dTI h )f b(rydr

& K=
1—67 fO b(r)dr

D’ou, le probléeme linéaire (2.4) admet une unique solution non nulle x de la forme :

- fl b(r)dr 1 h fs b(T)de .
() = / B(s)ela bir g 4 €20 T o hls)e 2l e v 4 e qo,1].
0 1 — e fO b(r)dr

Ou encore

1 1h fsb(T)de + R
(t) = (fO (s)e’s 3+/h@dﬁmﬁu,temu
T T_l 0

efot b(r)dr @fol b(r)d

Méthode 2. Supposons que x est une solution du probléme (2.4), alors

2'(t) + b(t)x(t) = h(t), te]0,1].
On pose u(t) = eJo bV x(t). Dérivons u sur l'intervalle [0, 1], on obtient

W(t) = b(t)ek DTty 4 el O ()
— oI )2 (t) + 2 (1))

— el e 0,1].

En intégrant v’ sur lintervalle avec t € [0, 1], on trouve

+/ be)deS

u(0)=z(0), on aura

ef()t b(T)dT + / €f0 b(T)deS

D’odi, la solution générale de l’équation (2.4) est donnée par :

x(t) = f Y. ( +/ f b(T)deS> ‘
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Déterminons z(0). On a

t t s
z(0) = elo PO () — / h(s)efo b g
0

Comme les conditions aux bords sont périodiques, donc

1 1 s
z(0) = elo dmdr (1) — / h(s)ejo b g,

0

alors

1 1 s
z(0) = elo PTAT(0) — / h(s)efo b g,
0

Ensuite,

_ Jo hs)elo s

z(0
( ) @fol b(r)dr 1

D’ou le résultat recherché.

Par suite, la solution du probléme linéaire (2.4) s’écrit

1 OS b(r)dr ¢ R
x(t) ! (fo h(s)ef ds +/O h(s)efo b(T)des) .

B e‘fot b(r)dr efol b(r)dr 1

Par conséquent, toute solution du probléme non linéaire (2.1) peut s’écrire sous la forme :

1 03 (T)dr 3
o) - (fo gls,x(s))eh "ds

a o Jo br)dr efol b(r)dr _

2.3 Résultats d’existence

2.3.1 Résultats d’existence pour le probléme (2.1)

Théoréme 2.1. Soient g € C([0,1],R™) et b € C([0,1],R) avec b(x) # 0, Va € [0,1].

S’il existe a, K € Ry tels que, pour tout \ € [0, 1],

Allg(t, 2)l|eo ¥4 < 20 [z, Ag(t, 2)) = b(@)[2IP] + K. (¢,2) € [0,1] x R",

alors, le probléme (2.1) admet au moins une solution dans C'([0, 1], R").

/Otg(s, x(s))efos bdeds) ,t € 0,1].

(2.7)
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Démonstration 6. Définissons lapplication T : C([0,1],R™) — C([0, 1], R™) par

T (t) 1 Jo g(s,x(s))elo "4 ds +
€T =
efot b(r)dr ef()l b(r)dr 1

t s
/ Q(S,x(s))efo b(T)des) , Yt €[0,1]. (2.8)
0
D’apreés le lemme 2.1, le probléme (2.1) se réduit a monter l'existence d’au moins un point
fize de Uapplication T' dans C([0, 1], R™). Pour cela on va utiliser l’alternative non linéaire

de Leray-Schauder en prenant l’espace de Banach E = C(]0,1],R"™) muni de la norme

|z||oo = max ||z(t)|| et Uouvert Q= {x € F : max |z(t)] < R}, ot
te[0,1] te[0,1]

1 1
R=max | —4/—— |1+ —F———| | K+ 1.
t€[0,1] €f0 b(T)dr |€f0 b(r)dr 1|

(1) Montrons que x # XT'xz pour tout x € OS2 et A € [0, 1].
Supposons que Jx € 0N et X € [0, 1] tels que v = NTx.

D’apres le lemme 2.1, I’équation x = XT'x est équivalente au probleme aux limites

o+ bt = Ag(t,@), te 0,1, Ae[0,1] (2.9)

Posons

1 1
H(t) = — 1+ , t€10,1].
<) efolb(T)dT ( ‘efolb(T)dT—ll) [ ]

Pour tout t € [0, 1], on aura

L (fol )‘HQ(S,&U(S))HSIO b(r)dr |

efot b(r)dr |ef01 b(q—)dﬂ'_ll

N

+ [ Ag(s, 2(s))|es bmdfds)

N\
Sl
3
=
3
N
+
Y
53
o
T e
=
3
L
N———
S
>
)
—
\.CD
S
—~
V)
S~—
-
o
S
=
2
=9
3
Q.
V)

H(t) J Mg(s, z(s))]|edo ¥ ds

H{(t) Jy 2a[(x(s), Ag(s, 2(s))) = b(®)[|2(s)|[*] + K) ds

N

N
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< H(1) Jy 2a [((s), Ag(s, z(s))) — b(t)(x(s), x(s))] + K) ds
< H(1) Jy 2aa(s), Ag(s, 2(s)) = b(t)z(s)) + K) ds

< H(1) Jy 2aa(s), Ag(s, 2(s)) = b(t)z(s)) + K) ds

< H(1) Jy 2a(a(s), 2/ (s)) + K) ds

= Jo (e (l=]?) + K) ds

= H(t) (a([z(W)]* = [=(0)[]*) + K)

= H(H)K

< R.

Par passage au mazimum on trouve |||l < R, ce qui est une contradiction avec x € 0S2.
(2) (a) Montrons que lapplication T' est continue.

Soit (y,) une suite de E telle que y, — y, n — 0.

Montrons que Ty, — Ty, n — oo dans FE, c’est a dire montrons que

Ty — Ty|loo — 0, n — 0.

Pour cela, il suffit de monter que ||Ty,(t) — Ty(t)|| — 0,n — oo, Vt € [0, 1].

On a

1 s, f b(T)dr 3
eJo eJo —

f b(r)dr
Ty(t) = tl Jo g (s,yl(s))e ds +/ efo nidrgs |
oo b(r)dr oo VAT _ 4

D’apres la continuité de g, on a
9(s,yn(s)) = g(s,y(s)), quandn — oo, Vs € [0, 1],

ce qui donne

1 f() T)dT
s (T ool

1 fos b(r)dr t s
1 (f() g(safyl(s))e ds +/0 g(s,y(s))efo b(‘r)drds) .

efot b(T)dr o b(r)dr _ 1
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D’autre part, pour tout t € [0,1], on a :

s b(r)dr
T gt un(s)lledo P a

1
|ef0 b(T)dT*H

1Ty < (

efOt b(r)dr

+ [ 19(5, yn(s)) o b(T)des)

< 1 1 1 fs b(r)dr
~ efotb(‘r)dr <1 + ‘efol b(f)d7_1> fo ||g(s,y(s))||e 0 ds
< HE) JH lgls, y(s))lledo "D ds < oo.

Ensuite, pour tout t € [0, 1], le théoréme de convergence dominée de Lebesque entraine
Ty,(t) — Ty(t),n — oo.

| Ty, (t) — Ty(t)|]| — 0,n — oo.
Par conséquent,
1Ty, (t) — Ty(t)]| oo — 0, — 0.
(b) Montrons que ’ensemble T(S)) est relativement compact.
Pour cela on va utiliser le critére de compacité d’Ascoli-Arzela.

(i) Montrons que T(Q) est uniformément borné. Soit y € Q, Pour tout t € [0,1], on a

! (fol g(sy())edo "7 as

efOt b(r)dr ef()l b(T)d‘r_l

ITy@ = ‘

+ [ g(s,y(s))elo b(T)deS) H

1 sb(‘r)dr

la(sw(liedo " as .

< o (fo ST gt o)l ds)
eJ0 |e 0 _1|

N

° b(r)dr
W (1 + W) T g y(s))]edo ¥4

H(t) fE lg(s, y(s))[[edo {4 ds

N

= H{)K

< R.
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(ii) Montrons que T(2) est équi-continu. Soit y € Q. Alors, pour tout t; , ty € [0,1],

1 S b(r)dr t S b(r)dr
[ glssNedo O ag 1 g yisedo MO g
1 i 2]
‘efO b(T)dT_l‘efO b(r)dT 6f0 b(r)dr

|Ty(t1) — Ty(t2)|| = |

_ fol g(s,y(s))efO b<T)des - f0t2 9(8711(5))@]0 b(T)deS

|ef01 b(T)d771|ef0tz b(T)dT efotQ b(T)dT H
= Lol e
N W W EE R e

S S
t b(r)dr t b(r)dr
+f01 |Ig(s,y(8))llef0 ds 2 Hg(s,y(s))llefO ds
1 - 2)
efO b(r)dr efO b(r)dr

— 0 quand t; — t,.
D’aprés alternative non linéaire de Leray-Schauder il existe x € Q telle que Tx = x,

qui est solution du probléme (2.1). De plus, comme la fonction g est continue, alors

z € C([0,1],R?). O
Corollaire 2.1. Soient g € C([0,1],R™) et b € C([0,1],R) avec b < 0, Vz € [0,1]. S’
existe a, K € R, tels que

lg(t, 2)|eo 9O < 20(z, g(¢, 2)) + K, ¥(t, 2) € 0,1] x R, (2.10)
alors, le probléme (2.1) admet au moins une solution dans C'([0, 1], R™).

Démonstration 7. On multiplie les deuz cotés de ’équation (2.10) par X € [0, 1], puis

on ajoute le terme positif —b(t)||z||?, on obtient :

AM|g(t, z)Hefot b(r)d(r) < 2a(z, Ag(t, 2)) + A\K

= 2a[(z,A\g(t,2)) — b(®)||Iz|]*] + K, V(t,2) €]0,1] x R™

Ainsi la condition (2.7) est vérifiée et le résultat découle du théoréme 2.1.
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Corollaire 2.2. Soient g € C([0,1],R"™) et b € C(]0,1],R) avec b(x) # 0, Vx € [0,1]. Si
g est bornée sur [0,1] x R™, alors le probléme (2.1) admet au moins une solution dans

Cl([0,1],R™).
Démonstration 8. Comme g est bornée sur [0,1] x R™, alors AL > 0 telle que

sup  ||g(t,2)]| < L.
(t,z)€[0,1]xR™

t
Ainsi la condition (2.7) sera satisfaite pour o =0 et K = tm[gmﬁ eJo PT) I,
S b

Cas particulier. Considérons maintenant le probléme (2.1) pour n = 1, on obtient le

corollaire suivant du théoreme 2.1 :

Corollaire 2.3. Soient g une fonction continue d valeurs scalaires, et b une fonction

continue avec b(x) # 0, Vx € [0,1]. S’il existe a, K € Ry tels que, pour tout X € [0,1],
Ag(t, z)|efot M) L 20 [z)\g(t, z) — b(t)zﬂ + K, V(t,z) €]0,1] x R, (2.11)
alors, le probléme (2.1) admet au moins une solution dans C'([0,1],R).

Démonstration 9. Il est facile de voir que pour n = 1 la condition (2.7) devient (2.11) ;

et le résultat découle du théoréme 2.1.

Exemple 2.1. Considérons le probléme scalaire (n = 1) donné par :

o —x=ead+1, tel0,1]
(2.12)
z(0) = z(1).
Icig(t,z) =e'22+1, t €[0,1], 2 € R et b(t) = —1 sur[0,1]. Il reste ad montrer ’existence
de a, K € Ry pour que la condition (2.10) soit satisfaite.
Onalg(t,z)| <e|z?| +1 et e(zt+2+10) >e(|2% +1) > el2?| + 1 > |g(t, 2)|,
Y(t,z) € [0,1] x R. Par conséquent,
20z2g(t, 2) + K = 2az(e'2® +1)+ K
> 2a(z*+2)+ K
= e(z'+2) +10e, pour a=-¢e/2, K =10¢

> g(t, 2)| > |g(t, 2)le”t, V(t,2) €[0,1] x R.
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Donc la condition (2.10) est satisfaite. Ainsi toutes les conditions du corollaire 2.1 sont

vérifiées. Par conséquent, le probleme (2.12) admet au moins une solution.

2.3.2 Résultats d’existence pour le probléme (2.2)
Considérons maintenant le probléeme (2.2) défini par :

= f(t,x), te€0,1]

Le probleme (2.2) est non inversible. Nous ne pouvons pas le reformuler sous la forme

d’une équation intégrale équivalente. Cependant, le probléeme équivalent

¥ —x=f(t,x) —x, tel0,1] (2.13)

est inversible (le lemme 2.1 est applicable pour le cas particulier b(t) = —1 et

g(t,Z) = f(t,Z) - Z)'

Théoréme 2.2. Soit f:[0,1] x R" — R™ une fonction continue. S’il existe ay, K1 € Ry

tels que, pour tout A € [0, 1],
NIF(12) = 2lle™ < 2anl(z, At 2)) + (1= N3]+ Ka, ¥i(t,2) € [0,1] x R, (2.14)
alors, le probléme (2.2) admet au moins une solution dans C'([0, 1], R").

Démonstration 10. Il est facile de voir que pour g(t,z) = f(t,z) — z et b(t) = —1 la

condition (2.7) devient (2.14) . Par suite, le résultat découle du théoréme 2.1.

Corollaire 2.4. Soit f :[0,1] x R® — R" une fonction continue. S’il existe oy, K1 € R

tels que

|f(t,2) = z|| <2aq(z, A\f(t,2)) + Ky, V(t,z) € [0,1] x R", (2.15)

alors, le probléme (2.2) admet au moins une solution dans C*([0,1],R™).
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Démonstration 11. [l est facile de voir que pour g(t,z) = f(t,z) — z et b(t) = —1 avec
If(t, 2) — z|le7t < ||f(t,2) — z||, V(¢ 2) € [0,1] x R™, la condition (2.10) devient (2.15) .

Par suite, le résultat découle du corollaire 2.1.

Corollaire 2.5. Soit f : [0,1] x R" — R" est une fonction continue. Si f(t,z) — z est
bornée pour (t,z) € [0,1] x R™, alors le probléme (2.2) admet au moins une solution dans

C'([0,1],R™).

Démonstration 12. Il s’agit d’un cas particulier du corollaire 2.2 avec b(t) = —1 et

g(t,Z) = f(t,Z) -z



Problemes aux limites anti-périodiques
d'ordre 1

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [8].

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous utiliserons 'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour
démontrer ’existence de solutions des problemes aux limites non linéaires anti-périodiques
du premier ordre suivants :

¥ = f(t,x), tel0,T]

2(0) = —x(T),

o —x=f(t,x) —x, t€[0,T] (3.2)
2(0) = —a(T),

ou f:1]0,7] x R" — R" est une fonction continue et 7' > 0.
Nous pouvons considérer les problemes (3.2) et (3.1) comme des cas particuliers du pro-
bleme suivant :

' + a(t)I = gp(t, CL’), le [O’T] (3 3)

2(0) = —2(T),

ou¢:[0,7] x R" — R" et a:[0,7] — R sont des fonctions continues.
Dans ce qui suit, (y,z) désigne le produit scalaire sur R" et ||z|| désigne la norme

euclidienne de z sur R™ (i.e ||z|| = /(z.2) = i 2%).
i=1

34
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3.2 Formulation intégrale du probléme (3.3)

Lemme 3.1. Soient ¢ € C([0,T] x R",R") et a € C([0,T],R). Le probléme (3.3) est

équivalent a l’équation intégrale

T S
I(t) —e fot a(T)dr (67 fo a(‘r)d‘r) fOT (,0(3, x(s))efo a(T)deS

t s
+/ go(s,x(s))efo “Mrgs |t eo,T].
0

(3.4)
Démonstration 13. <) Dérivons x dans (3.4) sur l'intervalle [0, T], on obtient
'(t)
T s
¢ 67‘/‘ a(T)dr T sx(s ef a(T)dr » s
_ —a(t) e—fo a(T)dr ( 0 )fo 4P(T) (s))elo d + fg (;D(S,J](S))efo a(T)deS
_(1+e fO a(‘r)dr)
t t
Yo fo a(T)dr (@(E x(t))efo a(T)dT)
T s
¢ 67‘[ a(r)dr T s.z(s ef a(r)dr o s
A ()fo D ol als)eh O ds | + ot n(t)
_ 1+€— 0 a(T T>

= —a(t)a(t) + ¢(t, x(t)), t €[0,T).

T s
e Jo 2 [T ol wspyedo “O s
. donce
_ (1+6 fO a(T)d‘r)

D’autre part, on a x(0) =

T s
(67 fO a(‘r)dT)fOT L,D(S,l‘(S))BfO a(T)deS

_ (1+6_ f()T a(T)d‘r)

T
T — a(7)dr s
= e~ fo a(r)dr | 4 + (e fo ) fOT QO(S, as(s))efo a(T)deS

_ <1+6_ f()T rL(‘r)dT>

T s
— o Jo almidr —1 fOT (s, x(s>>€f0 a(r)dr 1

T
(1+e— fo a(T)dT>

T s
e fO a(r)dr fOT QD(S,{L‘(S))efO a(T)d'rds

_ (1+€ J()T a(T)d‘r)

= —xz(0).

o(T) = e Jo o + T s, a(s))eo “O g
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=) Considérons le probléme linéaire scalaire :

o' +a(t)r =g(t), te€[0,T] (3.5)

2(0) = —a(T),
ot g :[0,T] — R est une fonction continue.

Montrons que l'unique solution de ce probleme s’écrit

. —fT(l(T)d’T T f a(T)de
oty = o Jyete | €2 Mo SO TS Yol eings | e o, 7]

(e e

Dans ce qui suit, on présentera une méthode pour trouver x.

La solution générale de l’équation x'(t) + a(t)x(t) = g(t) est donnée par :
t s t
x(t) = (/ g(s)efo oM g5 + K) e Jo oI K eR
0
. Déterminons la constante K. On a
T 7)d " a(r)d
z(0) =K et o(T) = </ g(s)efo 9T s + K) = Jo atmar
0

Donc

x(O) = —x(T) &S K =-— <fOT g(s)efosa(T)deS + K> e*foTa(T)dT
o K (L e Bor) < o [ ()l o0 gs)

T s
@ K B —6_ fO a(‘r)dr(fOT g(s)efo a(‘r)d‘rds)

1+6_ fOT a(r)dr
D’oti, le probléeme linéaire (3.5) admet une unique solution non nulle x définie par :

x(t) _ (/Ot g(s)efos a(rydr g N ((6 I a(T)dT) fOT ggs)efo a(T)cU’dS)) o fot a(T)dT’ te [07 T]
( )

_ 1+€—f0 a(r)dr

Par conséquent, toute solution du probléme non linéaire (3.3) peut s’écrire sous la forme :

t s - OTa(T)dT T OS a(t)dr .
l‘(t) _ (/0 go(s,m(s))efo a(r)dq—ds + ((6 J )fo 90<S,l’(5))€f dS)) effo a(q—)d7-7 te [O,T]

T
—<1+67f0 a(T)d‘r)
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Remarque 3.1. La solution du probléme linéaire (3.5) peut s’écrire sous la forme :

x(t) = /OT G(s,t)g(s)ds, t € [0,T],

ou G est la fonction de Green définie par :

T
— a(r)dr s
1+ ef‘JT el o< s t<T
-~ <1+ef0 a(T)dT)
G(s,t) =
— a(r)dr s
ef()T efta(T)dT’ OStSSST
_(1+€f0 a(T)dT)

3.3 Résultats d’existence

Théoréme 3.1. Soient q : [0,7] — R une fonction intégrable avec fOT q(t)dt > 0 et
W e CH(R™, [0, +o0) avec W (z) = W(—2),Vz € R". S’il existe un réel v € R, tel que,

pour tout A € [0, 1],
Alp(t, 2)lelo 09 < 5(DW (=), Mgp(t, 2) — a(t)2) +q(t), (1,2) € [0,T] xR, (3.6)
alors, le probléme (5.3) admet au moins une solution dans C'([0,T], R™).

Notons que pour z = (21, 29, ...2,), DW(2) = (BW(Z) W (2), 37”:(2)) .

921 \7)7 9z
Démonstration 14. Définissons Uapplication A : C([0,T],R™) — C([0,T],R™) par :

T s
o Jratmar | (IO [ s, x(s))el s
- T
. <1 +e fo a(T)dT)

Ax(t) +/Ot90(s,x(s))ef08“(7)d7ds ,

(3.7)
t € [0,T). D’apres le lemme 3.1, monter lexistence de solution du probléme (3.3) se réduit
a monter ’existence de points fizes de l'application A dans C([0,T],R™). Pour cela on va
utiliser lalternative non linéaire de Leray-Schauder (théoréme 1.8) en prenant :

- E=C([0,T],R"™) espace de Banach muni de la norme ||z = trr%gujg] llz(t)||,
€0,

— Douvert Q2 = {x € F: max [jz(t)]| < R+ 1},
te[0,7
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ol

B 1 ( —fOTaTdT) T
f= %&«jnwfo+.4 +J)AQ@“

(1) Montrons que x # MNAx pour tout = € 982 et X € [0, 1].
Supposons que Jx € 00 et X € [0,1] tels que © = NAx.

D’aprés le lemme 3.1, I’équation x = NAx est équivalente au probléme auz limites

¥+ at)r = Ap(t,2), t€[0,T], Ae0,1] (3.8)

x(0) = —x(T).

Pour tout t € [0,T], on a

lz@)I = IAAz(@)]
T s
(e Jo "1 [T Nos.atselo “O as L JoMetsx(s) yleo 47 g
- ef()t a(T)dT‘l-f—e_ f()T a(‘r)d7'| ef a(r)dr

Seﬁ@wﬁiﬁﬁﬁf”>ﬁMm@umwﬁwww
s;%ﬂ(f;w(;ﬁgﬁ;+é»ﬁﬂﬂDW@@»Awadﬁww@m@»+«@mS
< 1 GUDW (), 2(6) + 4(5) s

= qu F (W (x(s)) + q(s)) ds

= B V(D) = W) + I a(s)ds)

= R.

Par passage au mazimum on trouve ||z|l < R+ 1, ce qui est une contradiction avec
x € oS

(2) (a) Montrons que Uapplication A est continue.

Soit (y,) une suite de E telle que y, — y, n — 0.

Montrons que Ay, — Ay, n — oo dans E, c’est a dire montrons que

| Ayn — Aylleo — 0, n — 0.

Pour cela, il suffit de monter que |Ay,(t) — Ay(t)] — 0,n — oo, Vt € [0,T].
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On a

Apu(t) = [ Glo. 1Yol yuls))ds.
Ay(t) = [ G, 05, y(s))ds.

D’une part, la continuité de ¢ entraine que
©(s,yn(s)) = ¢(s,y(s)), quand n — o0,Vs € [0,T].

D’autre part, pour toutt € [0,T], on a :

Ay < 5 1G(s,1)] (s, yn(s))lds

< T .
< tgﬁ%@(s,yn(s)ﬂfo ‘G(S,tﬂds < 00

Ensuite, pour tout t € [0,T], le théoréme de convergence dominée de Lebesque entraine
que

Ay, (t) — Ay(t),n — oc.

Par conséquent,

| Ay (t) — Ay(t)|loe — 0,n — oo0.

Donc A est continu sur E.
(b) Montrons que ’ensemble A(SY) est relativement compact.

On va utiliser le critére de compacité d’Ascoli-Arzela avec 2 un sous ensemble borné de

E

(i) Montrons que A(Q) est uniformément borné. Soit y € Q, montrons que || Ayl|oo < o.

Pour tout t € [0,T], on a

T s
(67 fO n.(‘r)dT)fOT go(s,:v(s))efo a(ﬂ')de

1 s t fs a(r)dr
efOt a(r)dr B <1+e_ fOT a(T)d‘r) + fO (10(57 3:(8))6 0 ds

[Az(t)]]
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T s
- a(T)dt T a(r)dr
L[t T s atspiiedo “O7

S t T
efo a(r)dr ( o f() a(‘r)d7'+l

4 R s x(s))Hefos“”)des)

IN

- Ta,(‘r)dT s
1 ( oo 1) 1 (s, 2(s)) edh “ ds

t
ef() a(r)dr e fO a(T)d‘r+1

IN

T
1 e fo a(r)dr . fs .
1 d
trg&?] (efota('r)d‘r <6_f0Ta(T)dT+1 + >> f(] HSO(S,,%'<3))H€ o <
= i et () ek s
= R.

(ii) Montrons que A(Q) est équi-continu. Soit y € Q. Alors, pour tout t, , t, € [0,7T],

[Ay(t1) — Ay(L:)|
= |y Gls.t1)e(s,y(s))ds — Jy G(s.t2)0(s, y(s))ds|

< |y Gls,t)ds — Jy G(s,ta)ds| [lp(s, y(s))
T
— a(r)dr S a(F)dr a(r)dr S a(7)dr
- < ey >€j;1<>dd+f )y it
1te fO a(r)dr 1te fO a(r)dT
T
— a(r)dr a(r)dr S alT)dr
— [ (14 Jy f d—f fiefiz()dds
1ie f a(r)dr 1+f a(r)dr
T
- a(r)dr a(r 7' a(r T
S <1+ e fOT ) |:ft1 f )d S ft2 f )d S:|
1+ef0 a(r)dr

T
- a(r)dr ° a(r)dr ° a(r)dr
+E—7— Jy [ g efh T g5 — ftf effz (r)d ds}

lte f a(r)dr
— 0, quand t; — t».
D’apres Ualternative non linéaire de Leray-Schauder, il existe x € Q telle que Axr = x,

qui est solution du probléme (3.3). De plus, comme la fonction ¢ est continue, alors

z € CY([0,T],R").

Cas particulier. Considérons maintenant le probléme (3.3) pour n = 1, du théoréme

3.1, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 3.1. Soient ¢ une fonction continue da valeurs scalaires, et a une fonction
continue. S’il existe une fonction intégrable q : [0,T] — R avec [] q(t)dt > 0 et W est
une fonction continue, avec W(z) = W(—z),Vz € R, et s’il existe v € Ry tels que, pour

tout A € [0, 1],
Nep(t, 2)[elo “D4 < A DW (2) (Aot 2) — a(t)2) + a(t), (t,2) € [0,T] xR, (3.9)
alors, le probléme (3.3) admet au moins une solution dans C*([0,T],R).

Démonstration 15. I/ est facile de voir que pour n = 1, la condition (5.6) devient (5.9).

Par suite, le résultat découle du théoréme 3.1.

Corollaire 3.2. Soient q : [0,T] — R une fonction intégrable avec [y q(t)dt >0 et
W e CY{R",[0,00[) avec W(z) = W(—=z),Vz € R". S’il existe v € Ry tel que, pour tout

A€ [0,1],
MF(E 2) = 2| <y (DW(2), A (£ 2) + (1 = M)z) +q(t), (£,2) € [0,1] xR", (3.10)
alors, le probléme (3.3) admet au moins une solution dans C'([0,T],R™).

Démonstration 16. [l est facile de voir que pour o(t,z) = f(t,z) — z et a(t) = —1 avec
If(t,2) = zlle”t < ||f(t,z) — 2|, (t,2) € [0,1] x R, le résultat découle du théoréme 3.1.

On a
Al(t, 2)llehs “9 < 4 (DW (2), Mp(t, ) — a()2) +q(1), (¢, 2) € [0,T] x R,

on remplace p(t,z) = f(t,z) — z et a(t) = —1, on obtient :

AMf(t,z) —zlle™" < ((DW(2), \f(t,2) — Az + 2) +q(1)
< YWDW(2), Af(t, 2) + (1 = N)z) +q(t),

et avec ||f(t,2) — z|le”" < ||f(¢t, 2) — z|| donc

M f(E,2) = 2l SA(DW(2), Af(£,2) + (1 = A)z) +q(t).



Problemes aux limites périodiques d'ordre 2

On peut trouver les résultats de ce chapitre dans [4].

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons le théoreme du point fixe de Krasnosel’skii-Guo
sur les cones d’un espace de Banach, pour établir I'existence de solutions positives des

problémes aux limites périodiques du second ordre suivants :

—2"+ Mz = f(t,x), te€(0,2n)

z(0) = z(27), (4.1)

2'(0) = 2'(2m),
ou f:[0,27] x Rt — R* est une fonction continue, M > 0,

et
2"+ Mx = g(t,z), te€(0,2m)

z(0) = z(2m), (4.2)

2'(0) = 2/(2m),

o g : [0,27] x Rt — R™ est une fonction continue, M € (0, 1).

42
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4.2 Formulation intégrale du probléme (4.1)

Lemme 4.1. Soit f € C(]0,2n],R). Le probléme linéaire
—x" 4+ Mx = f(t), te(0,2n)
z(0) = x(2m), (4.3)

2(0) = 2'(2m),

est équivalent a [’équation intégrale

o) = [ TGt ) f(s)ds, t € [0, 27, (4.4)

ou G : [0,27] x [0,27] — R est la fonction de Green définie par :

em(27r—|—t—s) + 6m(s—t)

, 0<t<s,
a _ 2m(e? ™ — 1) - °
(ta S) - em(t—s) 4 em(ZTr—i—s—t)

2m(e?™™ — 1)

, s <t<2m,
avec m =M.

Démonstration 17. <) Montrons que la fonction x donnée par (4.4) vérifie le probléme

(4.3) Dérivons x sur l'intervalle [0, 27], on obtient

?(t) = oGt s)f(s)ds+ 77 G (¢, 5)f(s)ds

m(2m—t+s)
f(s)ds + J;

m(2r—s+t) _ m em(s—t)

2m (e?mm — 1)

B ftme( ) —me
0 2m (e?mm — 1)

27Tme

Alors

2"(t) = fo %i?(t $)f(s)ds + [77 55 (t.5) f(s)ds + G (1. 5) f(£) = 57 (¢, ) f (1)

m(t—s) m(2mr—t+s) m(2w—s+t) 2 ,m(s—t)
m? e™ +m? e™ . m?e +m-e
= I S f(s)ds + [ o f(s)ds
2m (e?mm — 1) 2m (e?mm — 1)
m — me?™ 2mm

mf(t) + gy (1)

m — meQmTr m — meQmﬂ'

= Mu+ [Qm (e2mm — 1)f(t)] + [2m (e2mm — 1)f(t)

= Mu+ f(t) l;n((;;ﬂeimz)]

= Mu+ f(t)(-1)

= Mu-— f(t), t €0,2n].
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De plus, on a

z(0) = 02” G(0,s)f(s)ds

2 ms m(2w—s)
0" G teme) J (8)ds,

donc
v(2m) = 3T G(2nm,s)f(s)ds
m(2m—s) ms
on € +e
= d
0 27m, (62m7r . 1) f(S) S
= xz(0).
o em(27r—s) — me™s

Ensuite, on a  2'(0) = J; om (2 1
m (e —

oy M em(27r—s) —m ems

L g (Y

= 2/(0).
= )Considérons le probléme homogéne :
2"+ Mx=0, M>0 (E)

z(0) = z(2m),

2'(0) = 2/ (27).

Soient ®1(t) = e™ et Py(t) = e=™ deux solutions linéairement indépendantes de l’équa-

tion (E), alors la solution générale de cette équation s’écrit
ill'(t) = C’lem + Cge*"“‘/, Cl, Cz € R.

Les conditions aux bords donnent le systeme linéaire
Cl<1 — 627rm) + Cg(l - e—27rm) =0

Cym(1 — e*™™) — Cym(1 — e~ 2™™) = (.

1 — e27rm 1 — e—27rm
A= =2m(=2+e 2™ 4 e 2™ £ 0, car M > 0,
m(l . 627rm) —m(l - 6727rm)

alors, le probléme homogéne n’admet que la solution triviale x = 0.

Par conséquent, le probléme (4.3) admet une unique solution qui s’écrit sous la forme

ﬂﬂ:A%Gwﬁﬂmmtemﬂﬂ
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Comme la fonction partielle t — G(t,s) est une solution de l’équation (E) dans chacun

des intervalles [0, s[, |s, 2], il existe 4 fonctions de s, notées A1, \a, i1, fio, telles que

Ai(s)e™ 4+ No(s)e™™ 0 <t <s,
Gt s) = 1(s) 2(s) (4.5)

pi(s)e™ + po(s)e™™ s <t < 2.

G est continue et %—?(t, s) ayant pour discontinuité ﬁ(s) nous donne les égalités suivantes :

A(8)P1(s) + Aa(s)P2(s) = pa(s)Pi(s) + pa(s)Pa(s)

pa(8)27(s) + pa(s)P5(s) — Ai ()P (s) + Aa(8)Ph(s) = i

ao(s)

Posons v1(s) = p1(s) — Ai(s) et va(s) = pa(s) — A2(s). On a vi(s) et va(s) vérifient le

systeme suivant :

v1(s)e™ + va(s)e”™ =0,
(S)
vi(s)me™ —vy(s)me" = —1,
Comme W (®q, Dy)(s) # 0 pour tout s € [0,27], alors le systéme (S) admet une unique

solution donnée par :

1 va(s) = 1

nls) =~ = omem

2mems’

Ensuite, comme t — G(t,s) vérifie les conditions auz bords ¥s € [0, 2], on trouve

Au(8)(@1(0) — @1(27)) + Aa(s)(D2(0) — @5(2m)) = Ka(s),
A1 (8)(@1(0) — @1(2m)) + Ao (P5(0) — 5(2m)) = ka(s),

k1(s) = v1(s)P1(2m) + va(s)Po(27).
ko(s) = v1(8)®](27) + vo(s)Py(27).

Ce qui donne le systéme

eQﬂ'm e—27rm

() A(8)(1 = e ™) + Xao(s)(1 —e™2™) = T 9mems | me—ms

Tm —2mm
>\1<3)m(1 — ezﬂm) + )\g(s)m(_l + e—27rm) _ me me

2mems  2me ™S
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BEn effet, on a
G0,5) = M(5)1(0) + Aa®s(0) = Ay(s) + Aa(s).
G2m,s) = M(5)P1(27) + AaBy(27) = Ay (8)e2™ + Age 2.
Gi00,5) = M(s)P1(0) + Aa(s)P5(0) = mAi(s) — mAa(s).

Lim,s) = A(s)PL27) + Aa(s)Ph(2m) = mAi(s) €™ — mAy(s) e~ 2™,
Le déterminant du systéme (S) est A = 2m(—2 + ™2™ + e>™™) £ 0 alors Ai(s) et Ay(s)

existent et elles sont déterminées comme suit :

e~ ms e27rm emse—27rm
A = — A = .
1(s) 2m (1 — e?™m)’ 2(s) 2m (1 — e—2mm)
Par suite,
() = va(9) A48 1 (5) = va(s)+2a() 1
s) =wv(s s)=— s) = vo(s 5) = .
H1 1 1 om ems(l _ e27rm)’ H2 2 2 2m efms<1 _ e*?ﬂm)
En remplagant ces fonctions dans (4.5), on aura
m(2n+t—s) m(s—t)
¢ e 0<t<s,
_ 2m(e?™m — 1)
G(tu 3) - em(t—s) 4 em(27r+s—t)
s <t <2m.

2m(e?mm — 1) '

4.3 Formulation intégrale du probléme (4.2)

Lemme 4.2. Soit g € C([0,27],R). Le probléme linéaire
x4+ Mz =g(t), te(0,2n)

z(0) = z(2m), (4.6)

2'(0) = 2'(2n),

est équivalent a [’équation intégrale
2
() = / H(t,s)g(s)ds, t € [0, 2], (4.7)
0

ou H :[0,27] x [0,27] — R définie par :

sinm(t — s) +sinm(2r —t + s)
2m(1 — cos(2mm)) ’

sinm(s —t) + sinm(2r — s+ t)
2m(1 — cos(2mm)) ’

<t < 2m,

H(t,s) =

0<t<s,
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avec m =M.

Démonstration 18. La démonstration de ce lemme est similaire a celle du lemme 4.2.
Ici les deux solutions linéairement indépendantes de ’équation homogéne x”" + Mz = 0

sur [0, 27] sont ®1(t) = cos(mt) et Po(t) = sin(mt).

4.4 Reésultats d’existence

4.4.1 Résultats d’existence pour le probleme (4.1)

Soit £ = C([0, 27]) un espace de Banach muni de la norme ||z|| = sup |z(t)|, = € E.
t€[0,2m]

On considere 'opérateur ® : E — FE par :
2
b (t) = / G(t, s)f(s,2(s))ds, t € [0,2n].
0

D’apres le lemme 4.1 tout point fixe de 'opérateur ® est une solution du probléme (4.1).

On définit sur F, le cone K par :

K= E: > i >
e B a(t) 20 et min x(t) > oflzl]},

G(m) : G(2m, ) _ 2(e™)
GO) T G0,0) 14 e2mm

Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés de 'opérateur &.

ou o =

Lemme 4.3. Supposons que f : [0,27] x Rt — RT est une fonction continue. Alors

®: K — K est un opérateur completement continu.

Démonstration 19. (1) ®(K) C K. En effet, pour tout (t,s) € [0,2n] x [0,27], on a

zemﬂ' e2m7r + 1
s — < G(t <G —— 4.8
G(t
ie. 1> (¢, s) > o pour tout 0<t,s<2m. (4.9)

G(0)
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Soit x € K d’aprés 4.9, on a

min (®z)(t) = min [i" G(t,s)f(s,z(s))ds

0<t<2m 0<t<2r

o 27 G(0) £ (5, 2(s))ds

v

Y

o max [TTG(t,s)f(s,x(s))ds

0<t<2m

v

o ®xl],

alors, ®(z) € K.

(2) Montrons que l'opérateur ® est compléetement continu sur E.
(a) Montrons que l'opérateur ® est continue.
Soit (yn)n une suite de E telle que y, — y, n — 0o.
Montrons que ®y,, — ®y, n — oo dans E, c’est a dire montrons que
| Py, — Py|| — 0, n — oco. Pour cela, il suffit de monter que | Py, (t) — Py(t)| — 0,
n — oo, Vt € [0, 27].
On a
By(t) = [ Gl 1)1 5. a()ds.
By(t) = [ Gls,0)f(s.y(s))ds.

D’une part, la continuité de f entraine que
f(s,yn(s)) = f(s,y(s)),Vs € [0,2n] quand n — .

D’autre part, pour tout t € [0,27], on a :

[Dyn(t)] < S5 IG(s, O] 1£(5,yn(s))lds

< o :
< max |f(s,yn(s)|o" [G(s,1)lds < oo

Ensuite, pour tout t € [0,27], le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
entraine

Dy, (t) = Py(t),n — oo.

Par conséquent,

|@ya(t) — Dy()]| = 0,n — .
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Donc ® est continu sur E.

(b) Soit Q2 sous ensemble borné de E, montrons que ®(2) est relativement compact.

(1) Montrons que ®(Q) est uniformément borné.
Soit y € Q, alors 3C > 0 tel que ||y|| < C. Comme la fonction [ est continue,
dM > 0 tel que M = sup |f(s,2)|. De plus, AK > 0 tel que
C<z<C, 0<s<27
|G(t,s)| < K, Vt,s € [0,2r]. Alors, pour tout t € [0,27], on a
[Dy(t) < J3TIG(E 5)f (s, y(s))]
027r KM

IN

< 2K M.

(it) Montrons que ®(Q) est équi-continu. Soient y € Q et ty , to € [0,27], alors

d’aprés la continuité de la fonction de Green G, on aura

| 5™ G(tr,8)f (s, y(s))ds — [57 G(ta, 5) f (s, y(s))]
| 57 Gt 8) = J§7 G(ta, )] | f(5,9(s))]
< ]\/[f02’r |G(t1,s) — G(ta, s)|ds

|Py(t1) — Py(ta)]

IN

— 0 quand t; — ts.

D’aprés le critére de compacité d’Ascoli-Arzela, l'opérateur ® envoi les bornés de E
dans des ensembles relativements compacts de E.

D’ou, l'opérateur ® est completement continu.
Le résultat d’existence principal est présenté dans le théoreme le suivant

Théoréme 4.1. Supposons que f : [0, 27| xRT — R est une fonction continue et M > 0.

Si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) lim max £ — 0 ¢t lim min
z—01cf0,2n] * r—o0¢el0,2n] T

(b) lim min L&) — 400 ¢t lim max &2 — g
z—0¢tel0,2r] 7 r—0 ¢el0,2n] T

alors, le probléeme auz limites (4.1) admet au moins une solution positive.
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Démonstration 20. Pour démonter ce théoréme on utilisera le théoréme du point fixe

de Krasnosel’skii-Guo (voir le théoréme 1.9)

(a) Supposons que xlino tg[hzg;] f(:"’) =0 et xli_r>noo ten[(l)iélﬂ] -

(i) De la condition lim max %2 —0 3 Ry >0 tel que
rz—01tcf0,2n] *

ft,x) <ex, pourtout 0 <x <Ry et 0 <t<2m avec2r G(0)e < 1.
(4.10)

Posons

0= {r e B |z] < R}

Montrons que | ®x|| < ||z||, Yo € K NO§Qy. Soit x € K et ||z|| = Ry. D’aprés

(4.8) et (4.10), pour tout t € [0,27], on a

[Dx(t)] = |77 Gt ) f(s,2(s))ds]
< G(0) J5™ £ (s,2(s))lds
< G(0) 5" |a(s)lds
< G(0)ella] 3 ds
< G(0)27e||z]
= G(0)2meR,
< Rj.

Par passage au maximum, on aura

|®z] < Ry = ||z]|, V& € K N o9,

(ii) De la condition lim min [t2) — 4o, Vn>0,3dRy > % > 0 tel que

r—o0¢egf0,2n] ¥

f(t,x) > nz, pour tout © > ocRy et 0 <t < 2w, avec2r G(mw)on > 1.
(4.11)
Posons

Q= {r € E: || < Ry).
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Montrons que || @z|| > ||z||, Yo € K N0, Soit v € K et ||z|| = Re. D’apres

(4.8) et (4.11), pour tout t € [0,2x], on a

| D (t)] | o™ G(t,)f(s,2(s))ds|
G(m) Jy™ f(s,2(s))ds

G(r) 2™ na(s)ds

AV Y]

v

G(7) [¥" nRyods

21G(m)on Ry
> Rs.
Par passage au mazimum, on aura

| x| > Ry = ||z]|, Yo € K NONs.

Alors la conditions (1) du théoréme du point fize de Krasnosel’skii-Guo est satisfaite,

d’ou ® admet un point fire x € K tel que Ry < ||z|| < Ro.

(b) Supposons que lim min I2) — 4 oo et lim max £&2 — .
r—0¢tel0,2n] 7 r—00 ¢e0,2nr]

(i) De la condition lim min fta) — 4o, Vn >0, AR, > 0 tel que

z—0¢e[0,2r] 7

flt,x) > nz, pour tout x < Ry et 0 <t <2m, avec2nG(w)on > 1. (4.12)
Posons
O ={x e E:|z|| <R}

Montrons que ||Pz|| > ||z||, Yo € K N Q. Soit x € K et ||z|| = R;.

D’apreés (4.8) et (4.12), pour tout t € [0,27], on a

| D (t)] | 5™ G(t,)f(s,2(s))ds|

G(m) Jy™ nlz(s)lds

v

A%

G(mnllz| J5™ ds

v

2 G (m)n||

= 27G(m)nR,

V

R;.
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Par passage au maximum, on aura

|®z] > Ri = ||z]|, V& € K NoQ..

(ii) De la condition lim max L% =0, Ve >0, 3 Ry > 0 tel que

r—o0teg[0,2n] T

f(t,x) <ex, pour tout x> Ry et 0 <t <2m, avec 2w G(0)e < 1.

o Si tr%ag] f(t,x) est non bornée sur RT, 3 Ry > Ry + Ry tel que
€|0,2m

f(t,x) < tn[loagc] f(t, Ry), pour tout x € (0,Ry] et 0 <t <27,
€|0,2m

Posons
Qy:={x € E:|z| < Rz}

Montrons que | ®zx|| < ||z||, Vo € KNOQs. Soit v € K et ||x|| = Ry. Pour tout

t€[0,2n], on a

[Px(t)] = [Jg" G(t,s)f(s,2(s))ds]
< G(0) J5™ f(s,2(s))ds
< GO)fi" max f(t Ry)
< G(0)2m max f(t.Ry)
< 2%G(0)eR,
< R

Par passage au maximum, on aura
|Pz|| < Ry = ||z||, Yz € K NOQy.
L) tén[()?;] f(t,z) est bornée sur R, AN > 0, tel que
ft,x) <N, pour tout x >0 et 0 <t < 2.

Dans ce cas, soit Ry > Ry + g Posons

Qo :={z € E:|z| < R}
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Montrons que | Pz|| < ||z||, Vo € KNOQsy. Soit x € K et ||x|| = Ry. Pour tout

t €10,27], on a

[Px(t)] = |7 G(t,s)f(s,2(s))ds]
< G(0) J5™ f(s,2(s))ds
< G(0) 2™ Nds
< G(0)2rN
< 27G(0)eR,
< Rs.

Par passage au mazimum, on aura
| x| < Ry = ||z]|, Yz € K NOQs.

Alors, la conditions (ii) du théoréme du point fize de Krasnosel’skii-Guo est satis-

faite, d’ou ® admet un point five v € K tel que Ry < ||z|| < Ra.

4.4.2 Résultats d’existence pour le probléme (4.2)

Soit E = C(]0, 27]) un espace de Banach muni de la norme ||z|| = sup |z(t)|, = € E.
t€[0,27]

On considére 'opérateur ¥ : £ — FE par :
2m
Wa(l) = / H(t, 8)g(s, x(s))ds, t € [0,2n].
0

D’apres le lemme 4.2 tout point fixe de I'opérateur ¥ est une solution du probléme (4.2).

On définit sur F, le cone K par :
K={zxeFE:xz(t) >0 e min z(t) > o|z|},
t€[0,27]

v . GO)
Ol 0 1= Gy = COSMNT.

Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés de 'opérateur V.

Lemme 4.4. Supposons que g : [0,27] x RT — R est une fonction continue. Alors

U K — K est un opérateur completement continu.
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Démonstration 21. (1) V(K) C K. En effet, pour tout (t,s) € [0,27] x [0,27], on a

sin 2mm sin mm

— H(0) < H(t,s) < H(r) =

2m(1 — cos 2mm) m(1 — cos mm)

H(t
ie. 1> (t, 5) > o = cosmm pour tout 0<t,s<2m. (4.13)
H(m)
Soit x € K, on a
. . 2
Ogtlgw(\ﬂx)(t) = min Jo H(t,s)g(s,x(s))ds

AV
S
SN

3
2
=
UCIJ
=

V2)
=

QL

Va)

v

o max [T H(t,s)g(s,x(s))ds

0<t<or

v

ol Wl
alors, ¥(x) € K.

(2) L’opérateur ¥ est complétement continu sur E, la démonstraction est similaire a

celle du lemme 4.5.

Théoréme 4.2. Supposons que g : [0,27] x RT — RT est une fonction continue et
0<M< i. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

g(t,r) g(t,x)

(a) lim max =0 et lim min = +o00,
z—0te[0,2n] T r—o0¢ef0,2n] 7

(b) lim min 2% = 4050 ¢ lim max 282 =,
z—01cf0,27] T r—00tgf0,2n] T

alors, le probléme aux limites (4.2) admet au moins une solution positive.

Démonstration 22. La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théo-

reme 4.1.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a 1’étude de quelques problemes aux
limites périodiques et anti-périodiques associées a des équations différentielles ordinaires
non linéaires. On a présenté des résultats 1’existence de solutions pour des problemes aux
limites périodiques et anti-périodiques associés a des équations différentielles d’ordre 1 et
2.

L’approche employée dans ce travail s’appuie sur la théorie du point fixe dans les
espaces de Banach, plus précisément, les deux résultats d’existence présentés pour les
problemes aux limites étudiés d’ordre 1 sont basés sur I'alternative non linéaire du Leray-
Schauder. Les résultats d’existence présentés pour les problémes aux limites du second
ordre sont basés sur le théoreme du point fixe du Krasnosel’skii-Guo sur les cones qui

nous garantit la positivité des solutions.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a ’étude de quelques problemes aux
limites périodiques et anti-périodiques associées a des équations différentielles ordinaires
non linéaires. On a présenté des résultats 'existence de solutions pour des problémes aux
limites périodiques et anti-périodiques associés a des équations différentielles d’ordre 1 et
2.

L’approche employée dans ce travail s’appuie sur la théorie du point fixe dans les
espaces de Banach, plus précisément, les deux résultats d’existence présentés pour les
problémes aux limites étudiés d’ordre 1 sont basés sur I'alternative non linéaire du Leray-
Schauder. Les résultats d’existence présentés pour les probléemes aux limites du second
ordre sont basés sur le théoréeme du point fixe du Krasnosel’skii-Guo sur les cones qui

nous garantit la positivité des solutions.

Mots clés : Point fixe, alternative non linéaire du Leray-Schauder, problemes aux li-
mites, conditions aux bords périodiques, conditions aux bords anti-périodiques, équations

différentielles.

Abstract

In this work, we study some periodic and anti-periodic boundary problems associated
with nonlinear ordinary differential equations. Results have been presented on the exis-
tence of solutions for periodic and anti-periodic boundary problems associated with first
and second order differential equations.

The approach used in this work is based on fixed point theory in Banach spaces, more
precisely, the two existence results presented for first order boundary problems are ba-

sed on the nonlinear alternative of Leray-Schauder. The existence results presented for

o7
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second order boundary problems are based on the Krasnosel’skii-Guo fixed point theorem

on cones, which guarantees the positivity of solutions.

Key words : Fixed point, nonlinear alternative of Leray-Schauder, boundary value pro-
blems, periodic boundary conditions, anti-periodic boundary conditions, differential equa-

tions.
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