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ses judicieux conseils qui ont contribué à alimenter ma réflexion.
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différentiel linéaire 15
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Notations

R Ensemble des nombres réels

C Ensemble des nombres complexes

C(R,C) Espace des fonctions continues sur R à valeurs dans C

Cb(R,C) Espace des fonctions continues et bornées

AP (R,C) Espace des fonctions presque périodiques

α La suite (αn)n

α′ ⊂ α (α′
n)n une sous suite de (αn)n

α′ + α La suite (α′
n + αn)n

−α La suite (−αn)n

T L’opérateur de translation

UTαf = g lim
n→∞

f(t+ αn) = g(t) uniformément pour tout t ∈ R

SpC(R,C) Espace des fonctions Sp− continues

SC(R,C) Espace des fonctions S1− continues

SpB(R,C) Espace des fonctions Stepanov bornées définies sur R

SpAP (R,C) Espace des fonctions Stepanov presque périodiques
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Introduction générale

L’étude des équations différentielles périodiques et presque périodiques présente un intérêt

théorique considérable et correspond à des problèmes pratiques importants pour tout ce qui

concerne les phénomènes de vibration, résonance, et la superposition de plusieurs phénomènes

périodiques.

La résolution directe d’un système différentiel est en général difficile ou impossible. Faute

d’exhiber les solutions exactes, on peut utiliser des méthodes numériques afin de les approcher.

Parfois, on a recours à l’étude qualitative pour fournir des informations sur le comportement et la

nature des solutions d’un système différentiel sans les calculer.

Les systèmes linéaires périodiques continus sont des systèmes linéaires décrits par des équations

différentielles ordinaires à coefficients périodiques en fonction du temps. De tels systèmes sont

utilisés pour modéliser des phénomènes naturels ou artificiels de type périodiques. Dans ce sens,

ils revêtent un grand intérêt dans de nombreux champs d’application. C’est le cas par exemple, en

physique du solide, en mécanique céleste, en aéronautique, en automatique en mécanique quantique,

etc.

On va s’intéresser dans ce mémoire au lien existant entre la bornitude et la presque périodicité

(au sens de Bohr et au sens de Stepanov) des solutions des systèmes différentiels linéaires à coeffi-

cients presque périodiques

ẋ = A(t)x+ f(t), (1)

où A(t) et f sont presque périodiques.

Rappelons que la théorie des fonctions presque périodiques a été initiée par H. Bohr [6] au

cours des années vingt. La presque périodicité d’une fonction en tant que propriété structurelle est

une généralisation de la périodicité. Cette théorie joue un rôle important dans l’étude des équations

différentielles, elle a été développée par plusieurs auteurs, notamment par Bochner [5] vers 1933

qui a donné deux autres définitions des fonctions presque périodiques équivalentes à celle de Bohr

[6] à savoir : la normalité et le critère de suites doubles.

L’existence et l’unicité de solutions presque périodiques sont d’une grande importance dans

l’étude qualitative des équations différentielles à cause de leurs applications dans plusieurs do-

maines, comme la biologie mathématique, la physique, la théorie de contrôle et bien d’autre do-

maines.
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Bohr [7] a montré que dans le cas où la matrice A est constante, la bornitude de la solution

suffit pour avoir sa presque périodicité. Par contre dans le cas où A n’est pas constante ce résultat

n’est pas vrai. Quand la matrice A(.) et f sont périodiques. Ces systèmes ne peuvent pas être

résolus explicitement, comme dans le cas où A est une matrice constante, où on peut trouver une

représentation pour la solution générale. Mais grâce à la théorie qui est dû à Gaston Floquet 1883,

un système périodique peut être transformé en un système différentiel à coefficients constants, en

utilisant une certaine transformation.

Cette théorie est très importante dans l’étude des systèmes différentiels périodiques. Grâce

à la notion de multiplicateurs caractéristiques, elle permet de montrer l’existence d’une solution

périodique pour une certaine valeur du multiplicateur et de déterminer aussi sa stabilité. Cependant

pour déterminer les multiplicateurs caractéristiques, on a besoin d’une matrice fondamentale, c’est

à dire on a besoin de connâıtre les solutions pour trouver la transformation qui réduit le système

périodique à un système à coefficients constants, chose qui n’est pas facile.

La théorie des systèmes différentiels linéaires à coefficients presque périodiques n’a pas atteint

la perfection atteinte par celle des systèmes périodiques. Néanmoins, il existe une littérature riche

et variée concernant ce type de systèmes.

Favard [12] a établi une condition appelée la condition de séparation, sous laquelle le théorème

de Favard [12] affirme que l’équation (1) possède une solution bornée. Ce théorème de Favard est

aujourd’hui l’un des rares résultats d’existence générale dans la littérature.

Cette condition est affaiblie par Hu et Mingarelli [14],ces derniers ont aussi genéralisé cette

condition de separation au cas Stepanov presque périodique [14]. Les fonctions Stepanov presque

périodiques ont été introduites par Stépanov lui même en 1926 [17]. Ces fonctions ne sont pas

nécessairement continues. Cette classe de fonctions contient les fonctions Bohr presque périodiques.

Hu et Mingarelli [14] ont étendu le théorème de Bochner (critère de suites doubles) sur les

fonctions Bohr presque périodiques au cas des fonctions presque périodiques de Stepanov. Tout

comme dans le cas des fonctions presque périodiques de Bohr, ce théorème joue un rôle important

dans la discussion de l’existence de solutions Stepanov presque périodiques pour les équations

différentielles à coefficients Stepanov presque périodiques.

Ce mémoire contient trois chapitres qu’on peut décrire brièvement comme suit :

dans le premier chapitre, on a rappelé les méthodes de résolution des systèmes differentiels linéaires

à coefficients constants et à coefficients non constants : une attention particulière a été accordée

aux systèmes périodiques.

Le deuxième chapitre, est dédié au lieu entre la Bohr presque périodicité et la bornitude des

solutions d’un système différentiel à coefficients Bohr presque périodiques. On a débuté le chapitre

par la présentation des différentes définitions et les propriétés des fonctions presque périodiques de

Bohr. Par la suite on s’est intéressé a la presque périodicité des solutions d’un système différentiel

linéaire

ẋ = Ax(t) + f(t) (2)
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où A est une matrice constante.

La dernière section de ce chapitre est consacrée à la condition de Favard qui permet de confirmer

l’existence des solutions presque périodiques.

Dans le troisième chapitre, on a introduit les différentes définitions de la presque périodicité au

sens de Stepanov et leurs différentes propriétés, puis nous avons donné la formulation de Bochner

(suite double), dans le cadre des fonctions Stepanov presque périodiques. A la fin nous avons donné

une version du théorème de Favard pour les systèmes Stepanov presque périodiques.



Chapitre 1

Aperçu sur les systèmes différentiels
linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de divers types des systèmes différentiels linéaires.

Des méthodes de résolution et des résultats concernant l’existence de solutions périodiques sont

exposés.

1.1 Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants

1.1.1 Résolution d’un système différentiel linéaire homogène à coeffi-
cients constants

Un système différentiel linéaire homogène à coefficients complexes est un système d’équations

linéaires de la forme : 

x′
1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + ...+ a1nxn(t)

x′
2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + ...+ a2nxn(t)

...

x′
n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + ...+ annxn(t)

Le système précédent s’écrit sous forme matricielle

x′(t) = Ax(t) t ∈ R, (1.1)

où A = (ai,j)i,j est une matrice carrée complexe d’odre n,

x(t) =

 x1(t)
...

xn(t)

 , et x′(t) =

 x′
1(t)
...

x′
n(t)

 .

5



CHAPITRE 1. APERÇU SUR LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES 6

Remarque 1.1.1.

1. Dans le cas n = 1, le système (1.1) s’écrit sous la forme x′(t) = ax(t) et les solutions sont :

x(t) = Ceat, où C une constante.

2. L’ensemble des solutions de (1.1) est un espace vectoriel de dimension n.

3. Si A est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont λ1, λ2, ..., λn, alors les solu-

tions sont

xi(t) = keλit, ki ∈ R.

4. Si A est une matrice triangulaire supérieure, alors le système s’écrit

x′
1 = a11x1 + · · ·+ · · ·+ a1nxn

x′
2 = a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
...

x′
n = annxn

On résout le système par remontée, c’est-à-dire on intègre la dernière équation, puis on

reporte la solution dans l’équation précédente. On répète l’opération jusqu’à avoir toutes

les valeurs de xi.

1.1.1.1 Cas où A est diagonalisable

Proposition 1.1.1.

Soient A ∈ Mn(C), λ une valeur propre de A et V un vecteur propre associé à λ. Alors la fonction

t → x(t) = eλtV

est une solution du système différentiel x′ = Ax.

Démonstration.

On a x(t) = eλtV. Alors

x′(t) = λeλtV = eλt(λV ) = AeλtV = Ax(t).

Cela prouve que x(.) est une solution du système homogène (1.1).

Théorème 1.1.2.

Soit A ∈ Mn(R) une matrice diagonalisable sur R. Notons (V1, . . . , Vn) une base de vecteurs

propres et λ1, . . . , λn les valeurs propres correspondantes. Alors les fonctions xi(t) = eλitVi forment

une base de l’espace des solutions du système (1.1).
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Démonstration.

D’après la proposition 1.1.1 les

xi(t) = eλitVi (1.2)

est une solution du système différentiel (1.1). Montrons que ces solutions sont linéairement

indépendantes. Soient c1, . . . , cn des réels tels que

c1x1(t) + · · ·+ cnxn(t) = 0, ∀t ∈ R. (1.3)

Cette égalité étant vraie pour tout t ∈ R, elle est vraie en particulier pour t = 0. En utilisant (1.2)

l’égalité (1.3) devient

c1V1 + · · ·+ cnVn = 0

Cela implique c1 = · · · = cn = 0 car les Vi forment une base de Rn.

Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs V1, . . . , Vn. Alors la matrice D = P−1AP

est diagonale.

Soit X(.) une solution du système différentiel (1.1) la matrice de passage P étant inversible.Posons

y = P−1x. Alors

y′ = P−1x′ = P−1Ax = P−1APy = Dy

Ainsi y est la solution du système différentiel diagonal : y′ = Dy
y′1 = λ1y1

...
y′n = λnyn

où λ1..λn sont les valeurs propres de A.

D’où yi(t) = kie
λit, ki ∈ R

Comme les colonnes de P sont les vecteurs V1, . . . , Vn, alors

x(t) = Py(t) = k1e
λ1tV1 + · · ·+ kne

λntVn = k1x1(t) + · · ·+ knxn(t).

On vient de prouver que n’importe quelle solution x(.) est combinaison linéaire des xi(.). La famille

(x1, . . . , xn), engendre l’espace des solutions du système (1.1).

1.1.1.2 Cas où A n’est pas diagonalisable

Lorsque A n’est pas diagonalisable, pour trouver les solutions du système (1.1) on utilise la

méthode de la décomposition de Dunford, qui consiste à trouver deux matrices, S et N , carrées

d’ordre n, tel que A = S+N avec S diagonalisable et N nilpotente,NS = SN , cette décomposition

permet d’écrire exp(A) = exp(S) · exp(N).

On rapelle que N est nilpotente s’il existe un entier naturel m tel que Nm = 0.

La matrice S étant diagonalisable, il existe une matrice P inversible telle que S = PDP−1, avec
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D une matrice diagonale

On note que, pour tout k ∈ N, on a (P−1DP )
k
= P−1DkP.

Ainsi Sk = P−1DkP.

Sachant que l’exponentielle d’une matrice B ∈ Mn(C) est

exp(B) =
+∞∑
k=0

Bk

k!
.

On aura

exp(S) = exp
(
P−1DP

)
=

+∞∑
k=0

1

k!
(P−1DkP ) = P−1

(
+∞∑
k=0

1

k!
Dk

)
P = P−1 exp(D)P.

Exemple 1.1.1. Soit la matrice

A =

 2 1 −1
3 3 −4
3 1 −2


.

— La décomposition de Dunford est A = S +N avec

S =

 2 0 0
3 2 −3
3 0 −1

 , N =

 0 1 −1
0 1 −1
0 1 −1


— Diagonalisation de S.

On a

p(λ) = det(S − λI) = (2− λ)2(−1− λ),

λ = 2 est une valeur propre double de S et λ = −1 une valeur propre simple.

La matrice de passage est

P =

 0 1 1
1 1 0
1 1 1

 .

On a D = P−1SP =

 −1 0 0
0 2 0
0 0 2

 .

Ce qui donne

exp(D) =

 e−1 0 0
0 e2 0
0 0 e2

 .
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— La matrice N =

 0 1 −1
0 1 −1
0 1 −1

 est nilpotente car N2=0

exp(N) = I +N =

 1 1 −1
0 2 −1
0 1 0

 .

Ainsi on aura

exp(A) = exp(D) exp(N) =

 e−1 0 0
0 e2 0
0 0 e2

 .

 1 1 −1
0 2 −1
0 1 0

 =

 e2 e2 e2

0 2e2 −e2

0 e2 0



1.1.2 Systèmes non homogènes

On s’intéresse dans cette section au système

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R, (1.4)

où f(t) est un vecteur de Rn.

Pour résoudre le système (1.4), il suffit de trouver une solution particulière qu’on ajoute à la

solution générale du système homogène (1.1).

Recherche d’une solution particulière de (1.4).

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D tel

que A = PDP−1. Le système (1.4) s’écrit alors

x′ = (PDP−1)x+ f.

P−1x′ = DP−1x+ P−1f.

En posant Y = P−1x, on obtient

Y ′ = DY + g avec g = P−1f

Donc la résolution du système (1.4) se ramène à la résolution du système diagonal

Y = DY + g.

Par la suite la résolution de chaque équation de ce système et le fait que x = py permettent de

conclure.
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1.2 Systèmes différentiels linéairs à coefficients non

constants

1.2.1 Cas homogène

On considère le système différentiel linéaire homogène à coefficients non constants

x′(t) = A(t)x(t), (1.5)

où t 7→ A(t) est une fonction continue sur un intervalle ouvert I ⊂ R dans l’espace des matrices

carrées d’ordre n, Mn(R).
Pour tout (t, x0) ∈ I × Rn, on considère le problème de Cauchy{

x′(t) = A(t)x(t)
x (t0) = x0.

(1.6)

D’après le Théorème de Cauchy-Lipschitz le problème (1.6) admet une unique solution maximale,

qui est globale. On sait aussi que l’ensemble S des solutions maximales de système x′(t) = A(t)x(t)

est un espace vectoriel de dimension n.

1.2.1.1 Système fondamental

Définition 1.2.1. Soient x1(.), x2(.), . . . , xn(.) des solutions du système différentiel linéaire ho-

mogène (1.5).

On dit que {x1, x2, . . . , xn} est un système fondamental de solutions lorsque les xj, j = 1, n forment

un système libre de fonctions, i.e.

( n∑
j=1

ajxj(t) = 0 pour tout t ∈ I
)
⇒
(
a1 = a2 = · · · = an = 0

)
.

Dans ce cas (xj)j=1,n sont appelés solutions fondamentales du système (1.5).

La matrice dont les colonnes sont les (xj)j=1,n est dite matrice fondamentale, et on la note

ϕ(t) = (ϕ1(t), · · · , ϕn(t)) .

Définition 1.2.2. On appelle résolvante R(t, t0) du système différentiel (1.6), l’application linéaire

qui à un vecteur x ∈ Rn associe la valeur en t de la solution du système différentiel qui vaut x a

l’instant t0.

R (t, t0) = ϕ(t) ◦ (ϕ(t0))−1 .

où ϕ(t) est une matrice fondamentale.

Proposition 1.2.3.

Soit R : I × I → Mn(R) la résolvante du système différentiel (1.5). On a
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1. ∀t ∈ I, R(t, t) = Id.

2. ∀t0, t1, t2 ∈ I, R (t2, t1)R (t1, t0) = R (t2, t0)

3. ∀ (t, t0) ∈ I, ∂t (R (t, t0)) = A(t)R (t, t0) .

4. ∀ (t, t0) ∈ I, R (t, t0)
−1 = R (t, t0) .

1.2.1.2 Solution générale du système homogène

La solution du système homogène (1.5) est

x(t) = ϕ(t)k,

où ϕ(t) est une matrice fondamentale et k un vecteur constant.

Si de plus, on a la condition x(t0) = x0 alors

x(t) = ϕ(t)ϕ−1(t0)x0

= R(t, t0)x0

où R(t, t0)x0 est la resolvante du système (1.5).

Le wronskien est le détérminant d’une matrice fondamentale

w(t) = det(ϕ(t)).

Formule de Liouville : le wronskien satisfait l’équation différentielle

ẇ = (traceA(t))w(t).

Par conséquant,

w(t) = det(ϕ(t)) = e
∫
(traceA(t))dt.

Ceci permet d’ecrire le wronskien même si la matrice fondamentale n’est pas connue.

1.2.2 Cas non homogène : méthode de la variation de la constante

Pour les systèmes homogènes à coefficients non constants, on a vu que la résolvante R (t, t0)

joue le même rôle que la fonction t 7→ e(t−t0)A.

On veut trouver une solution du système

x′(t) = A(t)x(t) + f(t). (1.7)
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On sait que les solutions du système homogène associé s’écrivent R (t, t0)x0, et l’on cherche une

solution du système (1.7) sous la forme

x(t) = R (t, t0)U(t) ⇔ U(t) = R−1(t, t0)x(t). (1.8)

Le système (1.7) se réécrit donc

R′(t, t0)U(t) +R(t, t0)U
′(t) = A(t)R(t, t0)U(t) + f(t),

Ce qui donne

R (t, t0)U
′(t) = f(t) ⇒ U ′(t) = R−1(t, t0)f(t). (1.9)

Comme, R (t, t0) est inversible d’inverse R (t0, t) on aura

Ainsi
U ′(t) = R (t0, t) f(t).

U(t) =

∫ t

t0

R (t0, s) f(s)ds+ x(t0).

On obtient finalement

x(t) = R (t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

R (t, s) f(s)ds.

1.3 Système différentiel à coefficients périodiques

Dans cette section, on va exposer certains résultats concernant l’existence de solutions

périodiques, du système différentiel

x′(t) = A(t)x(t), t ∈ R, (1.10)

où A(t) une matrice carrée d’ordre n périodique et continue. C’est-à-dire

A(t+ T ) = A(t), ∀t ∈ R.

Il est possible de transformer ce système en un système différentiel à coefficients constants,

(voir[16]).

Remarque 1.3.1. Le système (1.10) peut avoir des solutions non périodiques

En effet, considérons l’équation

ẋ = (1 + cos(t))x x, t ∈ R, (1.11)
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où A(t) = 1 + cos(t),A(t) est 2π périodique car

A(t+ 2π) = 1 + cos(t+ 2π) =

= 1 + cos(t) = A(t)

La solution de cette équation est x(t) = cet+sin(t) où c est une constante. On a

x(t+ 2π) = ce(t+2π)+sin(t+2π) = ce(t+2π)+sin(t)

= ce(t+sin(t))esin(2π) = x(t)esin(2π).

x(t+ 2π) ̸= x(t), D’où x(.) n’est pas une solution périodique de (1.11)

Théorème 1.3.1. Soit ϕ(t) une matrice fondamentale du système (1.10) alors ϕ(t+ T ) est aussi

une matrice fondamentale. De plus, il existe une matrice inversible C tel que

ϕ(t+ T ) = ϕ(t)C.

Remarque 1.3.2.

1. La matrice inversible C du théorème précédent s’appelle matrice principale ou matrice de

monodromie.

2. Les valeurs propres de la matrice de monodromie sont appelés les multiplicateurs ca-

ractéristiques du système (1.10).

3. La matrice C est inversiblle, alors elle n’admet pas 0 comme multiplicateur.

4. Les multiplicateurs caractéristiques des systèmes ne dépendent pas du choix de la matrice

fondamentale mais il dépendent du système (1.10).

Théorème 1.3.2. Le système (1.10) admet une solution T−périodique (resp. 2T périodique) si et

seulment si le nombre 1(resp.(-1)) est un multiplicateur caractéristique.

Lemme 1.3.3. Il existe une matrice B tel que C = eBT

Théorème 1.3.4. Théorème de Floquet

Il existe une matrice T -périodique P tel que

ϕ(t) = P (t)eBT ,

où B est une matrice telle que C = eBT et Cla matrice de monodromie
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Démonstration. Soit P (t) = ϕ(t).eBT et

Alors, en utilisant le théorème (1.3.1) on aura

P (t+ T ) = ϕ(t+ T, 0)e−B(t+T )

= ϕ(t, 0)ϕ(T, 0)e−Bte−BT

= ϕ(t, 0)eBT e−Bte−BT

= ϕ(t, 0)eBt

= P (t)



Chapitre 2

La bornitude et la Bohr presque
périodicité des solutions d’un système
différentiel linéaire

2.1 Fonctions Bohr presque périodiques

Dans ce chapitre, on commence par présenter les définitions de la presque périodicité de

Bohr. Par la suite on expose un résultat dû à Favard qui affirme l’existence de solutions presque

périodiques d’un système différentiel à coefficients presque périodiques dès qu’il possède des solu-

tions bornées et la condition Favard est vérifiée [10]

2.1.1 Définitions et propriétés des fonctions presque périodiques

L’apparition formelle des fonctions presque périodiques remonte aux travaux du mathématicien

danois Harald Bohr au début des années vingt[6]. Cette classe de fonctions intervient notamment

en mécaniques cèleste.

La presque périodicité de Bohr est une généralisation naturelle de la périodicité, comme le

montre la définition suivante (qui utilise les ensembles relativement denses).

Définition 2.1.1. [6, 10]

Soit f : R −→ C une fonction continue. On dit que f est presque périodique au sens de Bohr (ou

simplement presque périodique ) si pour tout ε > 0 l’ensemble

E{ε, f} = {T ∈ R tel que : sup
x∈R

|f(x+ T)− f(x)| < ε}. (2.1)

est relativement dense dans R.
Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe ℓε > 0 tel que tout intervalle [a, a+ ℓε] contient un nombre

T satisfaisant

15
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sup
x∈R

|f(x+ T)− f(x)| ≤ ε.

Un nombre T qui appartient à E{ε, f} est appelé ε-presque périodique où ε-nombre de

translation de la fonction f .

Le nombre ℓε > 0 est appelé longueur d’inclusion de E{ε, f}.

AP (R,C) désignera l’espace de ces fonctions.

Exemple 2.1.1.

— Toute fonction T−périodique et continue est presque périodique. Ceci découle du fait que

l’ensemble {kT ; k ∈ Z} des périodes de f est relativement dense dans R.
— La somme de deux fonctions périodiques continues dont le rapport des périodes est irration-

nel est presque périodique. Exemple : les fonctions x 7→ sinx+sin
√
2x, x 7→ cosx+cos

√
2x.

Définition de la presque périodicité par le critère d’approximation

Définition 2.1.2. [10]

L’espace AP (R,C) est la fermeture de l’espace des polynômes trigonométriques généralisés

Trig(R,C) pour la topologie de la convergence uniforme.

Autrement dit, f ∈ AP (R,C) si et seulement si pour tout ε > 0, il existe Pε ∈ Trig(R,C) tel
que

sup
t∈R

|f(t)− Pε(t)| ≤ ε,

où

Trig(R,C) = {Pn(t) =
n∑

k=1

ake
iλkt, avec ak ∈ C et λk ∈ R}.

2.1.1.1 La presque périodicité au sens de Bochner (La normalité)

La définition de la presque périodicité au sens de Bochner et un moyen efficace pour vérifier les

propriétés algebriques et topologiques des fonctions presque périodiques voir par exemple l’ouvrage

de A. M. Fink [10].

Théorème 2.1.3. (Théorème de Bochner)[10]

Soit f une fonction définie et continue sur R à valeurs dans C. Alors, f ∈ AP (R,C) si et seulement

si de toute suite réelle (αn)n on peut extraire une sous suite (α′
n)n telle que la suite (f(t + α′

n))

soit uniformément convergente sur R.

Ce théorème est considéré comme la définition de la presque périodicité au sens de Bochner

(ou la normalité).
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Dans ce qui suit, on introduit quelques notations, utilisées par A.M.Fink [10], pour écrire

d’une autre manière la définition précédente.

Dans toute la suite, les notations α et α′ vont désigner respectivement la suite (αn)n et la sous

suite (α′
n)n de (αn)n .

L’écriture α′ ⊂ α signifie que (α′
n)n est une sous suite de (αn)n.

On va écrire Tαf = g avec T l’opérateur de translation dans le cas où il existe une suite (αn)n ⊂ R
telle que

lim
n→+∞

f(t+ αn) = g(t), ∀t ∈ R. (2.2)

Si de plus, la limite précédente existe uniformément pour ∀t ∈ R, on écrit UTαf = g.

Ainsi, la définition d’une fonction presque périodique au sens de Bochner peut être reformulée

comme suit [10] :

f ∈ C(R,C) est presque périodique au sens de Bochner si pour toute suite α, on peut extraire

une sous suite α′ ⊂ α telle que Tαf existe uniformément.

Enveloppe uniforme d’une fonction (uniform hull of f)

On va introduire dans ce qui suit la notion de l’enveloppe uniforme d’une fonction (définie aussi

pour les matrices). Cette notion est trés importante en théorie des équations différentielles presque

périodiques.

J. Favard dans [12] a introduit la notion de l’enveloppe pour une équation différentielle presque

périodique et a relié le problème de l’existence de solutions presque périodiques avec une propriété

de séparation des solutions bornées des équations homogènes dont les coefficients appartiennent à

l’enveloppe.

Définition 2.1.4. [10] L’ensemble

H(f) = {g continue, il existe une suite α, avec UTαf = g}

est appellé enveloppe uniforme de f .

Théorème 2.1.5. [10]

Si f est presque périodique et g ∈ H(f) alors H(g) = H(f).

Démonstration. On a g ∈ H(f), montrons que H(g) = H(f).

1. Montrons que H(g) ⊂ H(f).

Par hypothèse g ∈ H(f), alors UTαf = g, c’est-à-dire

lim
n→+∞

f(t+ αn) = g(t)., uniformément pour tout t ∈ R. (2.3)

Soit h ∈ H(g), on choisit β = (βn)n tel que UTβg = h, c’est-à-dire :

lim
n→+∞

g(t+ βn) = h(t), uniformément pour tout t ∈ R. (2.4)
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En combinant (2.3) et (2.4) on aura :

|f(t+ βn)− g(t+ αn)| <
1

n
.

Donc H(g) ⊂ H(f).

2. Montrons que H(f) ⊂ H(g).

On a par hypothèse g ∈ H(f), alors

|f(t+ αn)− g(t)| −→ 0, quand n −→ ∞.

En faisant le changement de variable t+ αn −→ s, quand n −→ ∞, on aura

|f(s)− g(s− αn)| −→ 0 quand n −→ ∞.

C’est-à-dire, T−αg = f . Ainsi f ∈ H(g) et donc

H(f) ⊂ H(g).

Par conséquent, H(f) = H(g).

La proposition qui suit résume certaines propriétés des fonctions presque périodiques.

Proposition 2.1.6. [1]

1. L’espace AP (R,C) a une structure d’espace vectoriel.

2. Si f ∈ AP (R,C), alors f est bornée et uniformément continue sur R

3. Si une suite (fn)n∈N de fonctions presque périodiques converge uniformément dans R vers

une fonction f , alors f est aussi presque périodique.

4. Soit f une fonction réelle où complexe presque périodique et F une primitive de f . Alors

la fonction F est presque périodique si et seulement si F est bornée.

2.1.1.2 Définition de la presque périodicité par le critère de suites doubles

En plus de la définition de la presque périodicité (normalité), en utilisant la compacité relative

de l’ensemble des translatés, Bochner [4]a donné une autre définition appelée ” le critère de suites

doubles”, très efficace pour l’étude des solutions presque périodiques des équations d’évolution.

Théorème 2.1.7. [4]

Soit f ∈ C(R,C), alors f ∈ AP (R,C) si et seulment si, pour toute paire de suites α, β ⊂ R,
il existe deux sous suites α′ ⊂ α et β′ ⊂ β telles que

Tα′+β′f, Tβ′f et Tα′(Tβ′f) existent et Tα′+β′f = Tα′(Tβ′f).
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Remarque 2.1.1. Les différentes définitions,éxposées précédemment, de la presque périodicité de

Bohr sont équivalentes voir [1, 10].

2.1.2 La presque périodicité des fonctions à paramètre

Pour chercher la presque périodicité des solutions des équations differentielles de type

ẋ = f(t, x), (2.5)

où f est une fonction presque périodique en t avec x un paramètre, on doit imposer la presque

périodicité de la fonction f uniformément par rapport à x sur les compacts. Dans le cas contraire,

la fonction composée f(t, x(t)) où x est une solution de l’équation ne pourrait pas être presque

périodique, comme le montre l’exemple suivant [10] :

f(t, x) = sin(tx), x ∈ R.

On a pour tout x ∈ R, la fonction f est périodique et continue en t. Alors f est presque périodique

( car toute fonction continue périodique est presque périodique). Par contre la fonction composée

f(t, sint) = sin(tsint)

n’est pas uniformément continue donc elle n’est pas presque périodique.

En effet, si f était uniformément continue on aurait

lim
n→+∞

sin[(mπ +
1

n
) sin(mπ +

1

n
)] = 0 uniformément en m.

Mais pour m = n
2
et n pair, on constate que

(
nπ

2
+

1

n
) sin(nπ +

1

n
) = (

nπ

2
+

1

n
) sin(

1

n
)

peut être éstimé par

(
nπ

2
+

1

n
) sin(

1

n
) ≤ (

nπ

2
+

1

n
)
1

n
=

π

2
+

1

n2

(
nπ

2
+

1

n
) sin(

1

n
) ≥ (

nπ

2
+

1

n
)
2

nπ
= 1 +

2

n2π
.

De sorte que

sin 1 ≤ sin(1 +
2

n2π
) ≤ sin[(mπ +

1

n
) sin(mπ +

1

n
)],

pour n pair m > n
2
et n grand.

Cet exemple montre quelle sorte d’hypothèse est requise. Pour plus de les détails voir[10].

Définition 2.1.8. [19]

Une fonction f ∈ C(R×C,C) est dite presque périodique en t uniformément par rapport à x ∈ X
si, pour tout compact K de C et pour tout ε > 0, il existe ℓ > 0 tel que pour tout α ∈ R, il existe
τ ∈ [α, α + l]

sup
t∈R

sup
x∈K

|f(t+ τ, x)− f(t, x)| ≤ ε.
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Le théorème qui suit est un théorème de superposition dans l’espace AP (R,C), il est indis-
pensable pour les applications de ces fonctions pour les équations différentielles.

Théorème 2.1.9. Soit f : R × C −→ C une fonction continue, telle que pour tout x ∈ C la

fonction f(., x) est presque périodique uniformément en t ∈ R.
Supposons que f est lipschtizienne en x ∈ C uniformément en t ∈ R, c’est-à-dire il existe L > 0

tel que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ C, ∀t ∈ R.

Si g : R −→ C est presque périodique, alors la fonction f(., g(.)) est aussi presque périodique.

2.2 Solutions presque pèriodiques d’un système

différentiel à coefficients constants

La presque périodicité des solutions des équations différentielles a été longuement étudiée

depuis le tout début du vingtième siècle.

Les ouvrages classiques d’Amerio et Prouse [1], Corduneanu [9] donnent une belle présentation

des méthodes et des résultats sur ce sujet.

Dans cette section, nous nous intéressons à l’existence des solutions presque périodiques d’un

système différentiel linéaire à coefficients constants du premier ordre dont le second membre est

presque périodique.

ẏ = Ay + f, (2.6)

où f = (f1, ..., fn)
t telle que chaque composante fi ∈ AP (R,C), A = (aij)1≤i,j≤n est une

matrice carrée à coefficients complexes et y = (y1, ..., yn)
t une fonction inconnue.

Le système (2.6) peut s’écrire sous la forme suivante

ẏ =
n∑

j=1

aijyj + fi(x), i ∈ {1, ..., n} (2.7)

Définition 2.2.1. Une solution du système (2.7) est dite presque périodique (resp. bornée) si

toutes ses composantes sont presque périodiques (resp. bornées).

Théorème 2.2.2. [1, 10]

Soit l’équation :

y′ = Ay + f(t) (2.8)

où A est une matrice constante et f = (fi)i avec les fonctions fi, i = 1, 2, ..., n, sont presque

périodiques. Alors y est une solution bornée de (2.8) si et seulement si elle est presque périodique.

Démonstration.
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Cas d’une équation scalaire

y′ = λy + f, λ ∈ C (2.9)

la solution générale de (2.9) est donnée par

y(x) = eλx

K +

x∫
0

e−λsf(s)ds

 .

Pour étudier la bornitude de ces solutions, on va distinguer trois cas :

On pose λ = a+ ib, où a, b ∈ R.

Premier cas : a > 0

Comme lim
x→+∞

∣∣eλx∣∣ = lim
x→+∞

eax = +∞, alors pour que la solution y soit bornée au voisinage

de (+∞), on doit avoir

lim
x→+∞

(K +

x∫
0

e−λsf(s)ds) = 0.

C’est à dire que,

K = −
+∞∫
0

e−λsf(s)ds.

Par hypothèse f ∈ AP (R,C), alors il existe M > 0 tele que M = sup
x∈R

|f(x)| . Ce qui donne :

0 ≤
∣∣e−λsf(s)

∣∣ ≤ Me−as
∣∣e−ibs

∣∣ ≤ Me−as.

C’est à dire que, l’intégrale

[
−

+∞∫
0

e−λsf(s)ds

]
existe et est finie.

La solution y s’écrit alors

y(x) = eλx

−
+∞∫
0

e−λsf(s)ds+

x∫
0

e−λsf(s)ds

 = −
+∞∫
x

e−λ(s−x)f(s)ds

= −
+∞∫
0

e−λsf(s+ x)ds.

Il est clair que y est bornée,

|y(x)| ≤
+∞∫
0

∣∣e−λsf(s+ x)
∣∣ ds

≤ M

+∞∫
0

e−asds =
M

a
.
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Maintenant on vérifie que la solution de l’équation (2.9) est bien presque périodique. Soit

T ∈ E{εa, f}. Alors ∀x ∈ R, on a

|y(x+ T )− y(x)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

e−λs [f(s+ x+ T )− f(s+ x)] ds

∣∣∣∣∣∣
≤

+∞∫
0

e−as |f(s+ x+ T )− f(s+ x)| ds

≤ sup
x∈R

|f(x+ T )− f(x)|
+∞∫
0

e−asds

≤ sup
x∈R

|f(x+ T )− f(x)| 1
a

≤ ε.

Ce qui montre que la solution y est une fonction presque périodique.

Deuxième cas : a < 0

On procède de la même manière, cette fois-ci en considérant le fait que

lim
x→−∞

∣∣eλx∣∣ = lim
x→−∞

eax = +∞.

Troisième cas : a = 0

On a donc que λ = bi avec b ∈ R, alors la solution y est de la forme

y(x) = eibx(K +

x∫
0

e−ibsf(s))ds.

Si on suppose que y est bornée alors on aura nécessairement

x 7→
x∫

0

e−ibsf(s)ds

est aussi bornée.

Puisque

s 7→ e−ibsf(s)

est presque périodique en tant que produit de deux fonctions presque périodiques, on en déduit

que

F : x 7→
x∫

0

e−ibsf(s)ds

est une primitive bornée d’une fonction presque périodique. Donc elle est presque périodique

. Ainsi y l’est aussi.
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Cas d’un système triangulaire

On se donne une solution bornée y du système

dyi
dx

=
n∑

j=1

tijyj + fi(x), i ∈ {1, ..., n} (2.10)

où T = (tij)1≤i≤n
1≤j≤n

est une matrice telle que tij ∈ C avec tij = 0 si i > j et les fonctions fi sont

presque périodique à valeurs complexes.

On peut faire une récurrence sur l’ordre de la matrice T . Quand la matrice est d’ordre 1, toute

solution bornées est presque périodiques (voir cas d’une équation scalaire ).

Supposons que le résultat est vrai pour les matrices tiangulaire supérieure de taille n, et mon-

trons le pour les matrices de taille (n + 1), c’est-à-dire montrons que le résultat est vrai pour le

système

dyi
dx

=
n+1∑
j=1

tijyj + fi(x), i ∈ {1, ..., n+ 1}

On considère y = (y1, ..., yn+1)
t une solution bornée de (3.17). La dernière équation est

ẏn+1 = tn+1,n+1yn+1(x) + fn+1(x).

D’apres le peremier cas yn+1 est presque périodique.

On applique maintenant l’hypothèse de récurrence pour i, j ∈ {1, ..., n}, donc le résultat est

vrai pour les matrices de taille n+1, et par conséquent il est vrai pour les matrices de taille n. Ce

qui achève la démonstration du théorème pour les matrices triangulaires supérieures.

cas d’une matrice A ∈ Mn(C)
D’après un résultat d’algébre linéaire, il existe une matrice P ∈ Mn(C) inversible, T ∈ Mn(C)
triangulaire supérieure contenant les valeurs propres de A sur sa diagonale telle que

A = P−1TP.

Soit y une solution bornée de (2.7), alors on a en multipliant à gauche par P que

Py′ = TPy + Pf

où y = (y1, ..., yn)
t et f = (f1, ..., fn)

t, on pose z = Py et g = Pf , on aura

dz

dx
= Tz + g.

Les composantes de g sont toutes presque périodiques en tant que combinaisons linéaires à

coefficients constants de fonctions presque périodiques.

Puisque y est bornée alors z = Py est bornée, et le deuxième cas z est presque périodique.
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Les composantes du vecteur y étant des combinaisons linéaires à coefficients constants des

composantes de z, on en déduit alors que les composantes de y sont presque périodiques, et par

conséquent la solution y est presque périodique.

Remarque 2.2.1. Ce théorème ne garantit pas l’existence d’une solution bornée, alors la question

qui se pose est : quelles conditions sur la matrice A doit-on imposer pour avoir une solution bornée

?

Le théorème suivant répond à la question précédente.

Théorème 2.2.3. Si pour tout i ∈ {1, ..., n} la fonction fi est presque périodique et si A ne possède

aucune valeur propre de partie réelle nulle ( spectre(A) ∩ iR = ∅) alors le système (2.7) admet

une unique solution bornée presque périodique.

Démonstration. On a vu dans la démonstration du Théorème 2.2.2 que le système

Y ′ = AY + f

se ramène à un système

Z ′ = TZ + g.

Chaque équation de ce système est de la forme

z′i = λizi + gi.

Puisque, par hypothèse la matrice A ne possède aucune valeur propre de partie réelle nulle,

alors deux cas peuvent se présenter : ( Reλi < 0 ou Reλi > 0).

D’après le Théorème 2.2.2, les zi sont déterminés de manière unique, car la constante qui

résulte de la résolution de l’équation a été fixée de sorte que la solution soit bornée.

Ainsi si on imite la preuve du Théorème 2.2.2 par récurrence sur l’ordre de la matrice A, on

trouve que chaque yi est bornée.

Alors, l’unique solution Y est presque périodique.

2.3 Solutions presque périodiques d’un système

différentiel à coefficients non constants

On va s’intéressé dans cette section à l’équation différentielle donnée par

x′ = A(t)x+ f(t)

où la matrice A et le vecteur f dépendent de t.

Dans la section précédente on a vu que si f est presque périodique alors une solution de l’équation

x′ = Ax+ f
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est presque périodique si et seulment si elle est bornée.

La question suivante se pose naturellement : est ce que ce résultat (cas constant) reste valable si

A est une matrice dépendante de t ?.

En général, l’existence des solutions bornées ne suffit pas pour avoir l’existence de solutions

presque périodiques [10].

Hu et Mingarelli [3] ont donné un exemple d’une équation qui admet une solution bornée qui n’est

pas presque périodique voir exemple 2.3.1.

2.3.1 Cas homogène

Théorème 2.3.1. [11, théorème 5.7]

Soit le système différentiel homogène

x′ = A(t)x (2.11)

avec A(t) une matrice de fonctions presque périodiques.

Soit x(t) une solution presque périodique de l’équation (2.11). Alors on a soit

inf
t∈R

|x(t)| > 0 où bien x(t) ≡ 0.

Démonstration. Il suffit de démontrer que

inf
t∈R

|x(t)| = 0 ⇒ x(t) ≡ 0.

Supposons que inf
t∈R

|x(t)| = 0, alors d’après la caractérisation de la borne inférieure il existe une

suite (αn)n telle que lim
n→∞

|x(αn)| = 0.

Comme A(.) et x sont presque périodiques, alors d’après le critère de Bochner, il existe une sous

suite α′ ⊂ α telle que

Tα′A = B, T−aB = A, Tα′x = y, T−α′y = x (existent uniformément)

Soit ẏ = By le système différentiel associé au système (2.11), avec B ∈ H(A) = {Aτ , τ ∈ R} et

Aτ = A(t+ τ),

On a y(0) = Tα′x(0) = lim
n→∞

x(t+ α′
n) = y(t),∀t ∈ R.

Or on a l’équation ẏ = By admet 0 comme solution, par unicité de la solution , on a y(t) ≡ 0.

Comme T−α′y = x, on aura x(t) ≡ 0.

2.3.2 Cas non homogène : condition de Favard

Considérons le système linéaire

ẋ = A(t)x+ f(t) (2.12)
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avec A(t) une matrice de fonctions presque périodiques et f une fonction presque périodique.

Afin d’assurer l’existence d’au moins une solution presque périodique non triviale du système

(2.12), dans le cas où il admet une solution bornée, Favard [12] a établi une condition appellée :

la condition de séparation de Favard.

L’hypothèse de Favard est la suivante [12] :

Pour chaque équation

ẏ = B(t)y, (2.13)

avec B ∈ H(A) = {Aτ , τ ∈ R} et Aτ = A(t+ τ), on a

toute solution bornée non triviale y de (2.13) est séparé de zero, dans le sens que

inf
t∈R

|y(t)| > 0. (2.14)

Remarque 2.3.1.

1. la fermeture est par rapport à la norme de la convergence uniforme sur R.

2. H(A) est compact (grâce à la caractérisation de Bochner de la presque périodicité).

Sous la condition Favard affirme que le système (2.12) possède une solution presque périodique

dès qu’il possède une solution bornée.Une autre demonstration de ce résultat est donnée dans [10].

La condition de separation de Favard a été largement étudiée dans la littérature, ainsi que ses

consequences. elle est devenue une sorte de division (de separation)dans la théorie des équations

differentielles presque périodiques. Notons que la condition de séparation de Favard n’est pas

facilment testable et est connue pour ne pas être vérifiée dans de nombreux cas intéressants

Hu et Mingarelli [14] ont affaibli la condition de séparation de Favard en exigent plutôt que

inf
t∈R

(
1

2l

∫ t+l

t−l

|y(s)|ds
)

> 0, (2.15)

où l > 0 est un nombre réel, garantie également l’existence des solutions presque périodiques de

l’équation differentielle correspondante.

Dans ce qui suit, on donne l’exemple qui justifie que la bornitude des solutions ne garantie pas

leur presque périodicité comme c’est le cas pour un système différentiel à coefficients constants.

Exemple 2.3.1. [3]

Soit la suite de fonctions (fn(t))n∈N∗ définie par :

fn(t) = − 1

n2
sin

(
t

n3

)
t ∈ R. (2.16)

Alors fn est impaire, 2πn3−périodique et ∀n ∈ N∗

|fn(t)| ≤
1

n2
, ∀t ∈ R.
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Comme
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
< ∞, (2.17)

alors d’après le test de Weierstrass
∞∑
n=1

fn(t) converge normalement sur R donc uniformément. On

pose

g(t) =
∞∑
n=1

fn(t). (2.18)

Alors g est presque périodique, car elle est limite uniforme sur R d’une suite de fonctions

périodiques et continues.

|f ′
n(t)| =

∣∣∣∣ 1n5
cos(

t

n3
)

∣∣∣∣ ≤ 1

n5

En utilisant les mêmes arguments que précédemment, on a la presque périodicité de g′(t). On

considére l’équation suivante

ẍ(t) + a(t)x(t) = 0, t ∈ R.

avec a(.) une fonction presque périodique définie par a(t) = −(g2(t) + g′(t)).

Cette équation s’écrit sous forme d’un système différentiel Ẋ = A(t)X(t) avec

A(t) =

(
0 1

−a(t) 0

)
En utilisant la convergence uniforme de (fn) vers g on aura∫ t

0

g(s)ds =

∫ t

0

∞∑
n=1

fn(s)ds =
∞∑
n=1

∫ t

0

fn(s)ds =
∞∑
n=1

−n

(
1− cos

(
t

n3

))
≤ 0.

x(t) = e
∫ t
0 g(s)ds (2.19)

est une solution bornée non triviale de l’équation differentielle

ẍ− (g2(t) + g′(t))x = 0, (2.20)

elle vérifie

inf
t∈R

|x2(t) + ẋ2(t)| = 0 (2.21)

En effet, on a

x2(t) + ẋ2(t) = e2
∫ t
0 g(s)ds[1 + g2(s)].

On a (1 + g2(s)) > 0 et fini, donc on s’interesse à inf |e2
∫ t
0 g(s)ds| .

Posons tn = 3π
2
n3, n ≥ 1

γ(t) =

∫ t

0

g(s)ds =
∞∑
n=1

∫ t

0

fn(t)ds =
∞∑
n=1

−n(1− cos(
t

n3
)). (2.22)
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Donc

γ(tn) =
∞∑
n=1

−n = −∞.

Alors

inf
t∈R

(γ(t)) = −∞.

D’où

inf
t∈R

(exp(γ(t))) = 0.

Alors pour X(t) = (x(t), ẋ(t)) solution de (2.3.1) on a

inf
t∈R

∥X(t)∥ = 0.

Donc x(t) n’est pas presque périodique.



Chapitre 3

La bornitude et la Stepanov-presque
périodicité des solutions d’un système
différentiel linéaire

Ce chapitre est consacré au concept da la Stepanov presque périodicité (ou la Sp- presque

périodicité), qui est une généralisation de la notion de la presque périodicité de Bohr. Cette notion

a été introduite dans la première moitié du vingtième siècle par le mathématicien russe V. Stepanov.

Par la suite elle est développée par les travaux de plusieurs mathématiciens, comme par exemple

Amerio et Prouse [1], J.Andres [2],...

On a vu dans le chapitre précédent, que pour les systèmes

x′(t) = A(t)x(t) + f(t) (3.1)

le fait que les solutions soient bornées n’implique pas qu’elles soient Bohr presque périodiques,

Mingarelli et Hu [3] ont donnée un exemple de système (3.1) à coefficients presque périodiques qui

admet une solution bornée qui n’est pas presque périodique . Hu et Mingarelli[13] ont construit une

classe de systèmes linéaires presque périodiques dans lesquelle toutes les solutions sont bornées,

mais aucune solution non triviale n’est presque périodique. La question qui se pose naturellement

alors est de savoir si la bornitude des solutions peut impliquer leur presque périodicité au sens de

Stepanov qui est une presque périodicité plus faible que la Bohr presque périodicité.

La norme de Stepanov

Soient l > 0 et 1 ⩽ p < ∞, on note Lp
loc(R,C) l’espace des fonctions f localement

p−intégrables sur R. Si f ∈ Lp
loc(R,C) alors∫ x+l

x

|f(t)|pdt < ∞, ∀x ∈ R.

Définition 3.0.1. Soient l > 0 et 1 ⩽ p < ∞, et f une fonction localement p−integrable. La

29
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norme de Stepanov est définie comme suit

∥f∥Sp
l
= sup

x∈R

(
1

l

∫ x+l

x

|f(t)|pdt
) 1

p

. (3.2)

Si on note

Sp
l (t, f) =

(
1

l

∫ t+l

t

|f(s)|pds
) 1

p

, t ∈ R. (3.3)

Alors

∥f∥Sp = sup
t∈R

Sp
l (t, f).

On a pour tout t, s ∈ R
Sp
l (t, fs) = Sp

l (t+ s, f)

où fs est la translatée de f .

Remarque 3.0.1. ∀1 ⩽ p < ∞, les normes de Stepanov sont équivalentes .C’est-à-dire : pour

tout l1, l2 > 0, il existe α β dépendant de l1, l2 tels que :

α ∥f∥Sp
l1
≤ ∥f∥Sp

l2
≤ β ∥f∥Sp

l1
.

Démonstration. Montrons qu’il existe α > 0 tel que α ∥f∥Sp
l1
≤ ∥f∥Sp

l2
.

Soit 0 < l1 < l2 alors on a :

1

l2

∫ x+l2

x

∥f(t)∥pdt = 1

l2

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt+ 1

l2

∫ x+l2

x+l1

|(t)|pdt

≥ 1

l2

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt×
(
l1
l1

)
≥ l1

l2

(
1

l1

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt
)
.

D’où :

∥f∥Sp
l2
≥
(
l1
l2

) 1
p

∥f∥Sp
l1
.
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Montrons qu’il existe β > 0 tel que ∥f∥Sp
l2
≤ β ∥f∥Sp

l1
.

∥f∥Sp
l2
= sup

x∈R

[
1

l2

∫ x+l2

x

|f(t)|pdt
] 1

p

≤ sup
x∈R

[
1

l2

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt
] 1

p

+sup
x∈R

[
1

l2

∫ x+l2

x+l1

|f(t)|pdt
] 1

p

≤ sup
x∈R

[
l1

l1 × l2

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt
] 1

p

+sup
x∈R

[
1

l2

∫ x+l2

x+l1

|f(t)|pdt
] 1

p

≤ sup
x∈R

((
l1
l2

) 1
p
(
1

l1

∫ x+l1

x

|f(t)|pdt
) 1

p

)
+sup

x∈R

[
1

l2

∫ x+l2

x+l1

|f(t)|pdt
] 1

p

≤
(
l1
l2

) 1
p

∥f(t)∥Sp
l1
+sup

x∈R

[
1

l1

∫ x+l2

x+l1

|f(t)|pdt
] 1

p

≤
(
l1
l2

) 1
p

|f |Sp
l1
+|f |Sp

l1

≤

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
|f |Sp

l1
.

D’où :

∥f∥Sp
l2
≤

((
l1
l2

) 1
p

+ 1

)
||f ||Sp

l1
.

Ce qui achève la démonstration ■

Grâce à cette équivalence on peut remplacer l dans la formule (3.2) par un nombre positif

arbitraire. Nous adopterons la notation Sp au lieu Sp
l .

∥f∥Sp = sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t)|pdt
) 1

p

= sup
t∈R

Sp(t, f) (3.4)

Définition 3.0.2. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f ∈ Lp
loc(R,C). f est dite Stepanov bornée si

∥f∥Sp < ∞.

C’est-à-dire

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t)|pdt
) 1

p

= sup
x∈R

(∫ 1

0

|f(t+ x)|pdt
) 1

p

< ∞.

L’espace de ces fonctions sera noté BSp(R,C), il est muni de la norme

∥f∥Sp = sup
t∈R

(∫ t+1

t

|f(s)|pds
) 1

p

= sup
t∈R

∥f(t+ .)∥Lp([0,1],C).

3.1 Les différentes définitions et les propriétés de la

presque périodicité de Stepanov

Comme dans le cas des fonctions presque périodiques au sens de Bohr, il existe plusieurs

définitions équivalentes de la presque périodicité au sens de Stepanov.
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3.1.1 Les fonctions Stepanov presque périodiques en utilisant les en-
sembles relativement denses

Définition 3.1.1. Une fonction f ∈ Lp
loc(R,C) est dite presque périodique au sens de Stepanov et

on écrit f ∈ SpAP (R,C) si pour tout ε > 0, l’ensemble SpE(ε, f) est relativement dense dans R,
où

SpE(ε, f) =

{
T ∈ R : sup

x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε

}
. (3.5)

Autrement dit :

si pour tout ε > 0, il existe ℓε > 0, tel que tout intervalle de longueur ℓε contient un nombre T

vérifiant :

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε (3.6)

Le nombre T ∈ SpE(ε, f) est appelé ε-Stepanov presque période de f .

On désignera par SP
AP (R,C) l’espace des fonctions presque périodiques au sens de stepanov)

3.1.2 Définition de la Stepanov presque périodicité par le critère d’ap-
proximation

Définition 3.1.2. Une fonction f ∈ Lp
loc(R,C) est presque périodique au sens de Stepanov, si

pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique Pε tel que

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t)− Pε(t)|pdt
) 1

p

< ε.

Remarque 3.1.1. La définition 3.1.2 signifie que l’ensemble des polynômes trigonométriques est

dense dans SpAP (R,C).

3.1.2.1 Les propriétés des fonctions Stepanov presque périodiques

Proposition 3.1.3. Toute fonction presque périodique au sens de Stepanov est Sp-bornée sur R.

Démonstration. Montrons que si f ∈ Sp(R,C) alors ∥f∥Sp < ∞
Par hypothése, f est Sp presque périodique. Alors ∀ε > 0, il existe l > 0 tel que tout intervalle
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[α, α + lε] contient un nombre T vérifiant :

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε. (3.8)

On prend T ∈ [−x,−x+ l] ∩ SpE(ε, f), alors 0 ⩽ x+ T ⩽ l. Ainsi pour tout x ∈ R on a

(∫ x+1

x

|f(t)|pdt
) 1

p

=

(∫ x+1

x

|f(t)− f(t+ T) + f(t+ T)|pdt
) 1

p

≤
(∫ x+1

x

|f(t)− f(t+ T)|pdt
) 1

p

+

(∫ x+1

x

|f(t+ T)|pdt
) 1

p

≤ ε+

(∫ x+1

x

|f(t+ T)|pdt
) 1

p

.

En posant le changement de variable u = t+ T on aura pour tout x ∈ R(∫ x+1

x

|f(t+ T)|pdt
) 1

p

=

(∫ x+T+1

x+T

|f(u)|pdu
) 1

p

≤
(∫ l+1

0

|f(u)|pdt
) 1

p

< +∞

La dernière inégalité découle du fait que f ∈ Lp
loc(R,C). Ainsi on a ∥f∥Sp < ∞, c’est a dire f est

Sp bornée.

Proposition 3.1.4. Toute fonction presque périodique au sens de Stepanov est Sp-uniformément

continue sur R.

Démonstration. Soit ε > 0, l la longueur d’inclusion de SpE(ε, f), alors :

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε. (3.9)

Prenons δ = l et posons t1 = t et t2 = t+ T, où t ∈ R, alors |t1 − t2| < δ et

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t1)− f(t2)|pdt
) 1

p

= sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε.

D’où le résultat .

Proposition 3.1.5. Si f ∈ SpAP (R,C) Alors |f | ∈ SpAP (R,C).
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Démonstration. Soient ε > 0,T ∈ SpE(ε, f) Alors

sup
x∈R

(∫ x+1

x

||f(t+ T)| − |f(t)||p dt
) 1

p

≤ sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

< ε.

D’où T ∈ SpE(ε, |f |). Donc SpE(ε, |f |) est relativement dense car il contient SpE(ε, f) qui est

relativement dense. par conséquent |f | est presque périodique au sens de Stepanov.

Proposition 3.1.6. Toute fonction Bohr presque périodique est Stepanov presque périodique.

AP (R,C) ⊂ SPAP (R,C).

Démonstration. Montrons que AP (R,C) ⊂ SpAP (R,C)
f ∈ AP (R,C) alors f est continue et ∀ε > 0, il existe lε > 0 tel que tout intervalle [α, α + lε]

contient un nombre T vérifiant

|f(t+ T)− f(t)| ⩽ ε, ∀t ∈ R (3.10)

f est continue alors f ∈ Lp
loc(R,C). Soit T ∈ E(f, ε). En intégrant (3.10) on aura

∀x ∈ R (∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

⩽ ε. (3.11)

Ce qui donne

sup
x∈R

(∫ x+1

x

|f(t+ T)− f(t)|pdt
) 1

p

⩽ ε. (3.12)

Donc T ∈ SpE(f, ε). Ceci implique que SpE(f, ε) est relativement dense dans R. Par conséquent,
f est Sp− presque périodique.

La réciproque n’est pas vraie, il existe des fonctions Stepanov presque périodiques qui ne sont

pas Bohr presque périodiques, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.1.1. [13]

Nous montrons qu’il existe une fonction C1 Stepanov presque périodique, qui n’est pas Bohr

presque périodique.

Soit εn (n = 1, 2, ....) tel que :

0 < εn < 1 et
∞∑
n=1

εn < ∞.
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Pour chaque n, on définit une fonction fn(x) comme suit

fn(x) =


2(x−yn,k+εn)2

ε2n
x ∈]yn,k − εn, yn,k − εn

2
]

1− 2(x−yn,k)
2

ε2n
x ∈]yn,k − εn

2
, yn,k +

εn
2
]

2(x−yn,k−εn)2

ε2n
x ∈]yn,k + εn

2
, yn,k + εn]

0 sinon

où

yn,k = (2k + 1)n, k = 0,±1,±2, ....

Alors, pour chaque n,fn est une fonction périodique de période 2n et continue.

Soit

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x)

Alors, f(.) est continue sur ]−∞,∞[. Pour tout nombre A et tout x ∈ [−A,A]

f ′(x) =
∞∑
n=1

f ′
n(x),

où

f ′
n(x) =


4(x−yn,k+εn)

ε2n
x ∈]yn,k − εn, yn,k − εn

2
] ∩ [−A,A]

−4(x−yn,k)

ε2n
x ∈]yn,k − εn

2
, yn,k +

εn
2
] ∩ [−A,A]

4(x−yn,k−εn)

ε2n
x ∈ ]yn,k +

εn
2
, yn,k + εn] ∩ [−A,A]

0 sinon sur [−A,A]

Alors, f est continue sur [−A,A] pour tout A > 0.

Puisque
∞∑
n=1

εn < ∞, f(.) est Stepanov presque périodique.

f ′(.) n’est pas bornée, donc elle n’est pas uniformément continue.Par conséquent elle n’est pas Bohr

presque périodique.

3.1.3 Définition de la Stepanov presque périodicité au sens de Bochner

Nous utilisons SPC(R,C) pour designer l’ensemble de toutes les fonctions SP continues. On

a C(R,C) ⊂ SPC(R,C) .
On introduit d’autres définitions d’une fonction presque périodique de Stepanov.

Définition 3.1.7. [13]SPnormalité

Une fonction f ∈ Lp
loc(R,C) est presque périodique au sens de Stepanov, si pour toute suite de
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nombres réels (αn)n on peut extraire une sous suite (αnk
)k telle que la suite (f(. + αnk

))k est

Sp-uniformément convergente sur R.

Autrement dit,

Soit f ∈ SP
l C(R,C), f est dite Sp-presque périodique sur R. Si pour toute suite (αn)n ⊂ R,

il existe une sous suite (α′
n)n de (αn)n et une fonction g ∈ SPC(R,C) tel que

lim
n→+∞

SP (t, fα′
n
− g) = 0, uniformément sur R, (3.13)

où fα′
n
est la translatée de f . C’est à dire

lim
n→+∞

(∫ t+1

t

|f(α′
n + s)− g(s)|Pds

) 1
P

= 0.

Définition 3.1.8. Soit f ∈ SPC(R,C), l’ensemble

SPH(f) = {g/g ∈ SC(R,C), il existe une suite (αn)n ⊂ R telque USpTαf = g}

l’enveloppe uniforme de Stepanov de f ou l’enveloppe Sp-uniforme de f .

USpTαf = g veut dire que

lim
n→+∞

(∫ t+1

t

|f(s+ αn)− g(s)|Pds
) 1

P

= 0 uniformément sur R.

Pour tout f ∈ SpC(R,C), SPH(f) n’est pas vide puisque f ∈ SPH(f).

3.1.4 Propiétés de l’enveloppe Sp-uniforme d’une fonction

Proposition 3.1.9. [13]

Si f est Bohr presque périodique sur R. Alors

H(f) ⊂ SPH(f),

où H(f) est l’enveloppe uniforme de f .

Proposition 3.1.10. [13]

Si f ∈ SPAP (R,C), g ∈ SPH(f). Alors

g ∈ SPAP (R,C) et f ∈ SPH(g).

Démonstration. Puisque g ∈ SPH(f), il existe une suite (αn)n ⊂ R telle que

lim
n→+∞

SP
l (t, fαn − g) = 0 uniformément sur R.
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Pour toute suite (βn)n ⊂ R, on pose

γn = βn + αn, n = 1, 2, ......

Puisque f ∈ SPAP (R,C), il existe une sous suite (γ′
n)n ⊂ (γn)n et une fonction g1 ∈ SPH(f) telle

que :

lim
n→+∞

SP (t, fγ′
n
− g1) = 0 uniformément sur R.

Ceci veut dire que

lim
n→+∞

(∫ t+1

t

|f(γ′
n + s)− g1(s)|Pds

) 1
P

= 0, uniformément sur R.

Donc

SP (t, gβ′
n
− g1) ≤ SP (t, gβ′

n
− fγ′

n
) + SP (t, fγ′

n
− g1).

En effet,

SP (t, gβ′
n
− g1) = lim

n→+∞

(∫ t+1

t

|g(β′
n + s)− g1(s)|Pds

) 1
P

≤ lim
n→+∞

(∫ t+1

t

|g(β′
n + s)− f(γ′

n + s)|Pds
) 1

P

+ lim
n→+∞

(∫ t+1

t

|f(γ′
n + s)− g1(s)|Pds

) 1
P

.

En faisant le changement de variable u = s+ β′
n

SP (t, gβ′
n
− g1) ≤ lim

n→+∞

(∫ t+β′
n+l

t+β′
n

|g(s)− f(α′
n + s))|Pds

) 1
P

+ lim
n→+∞

(∫ t+l

t

|f(γ′
n + s)− g1(s)|Pds

) 1
P

= SP (t+ β′
n, g − fα′

n
) + SP (t, fγ′

n
− g1).

Ainsi

lim
n→+∞

SP (t, gβ′
n
− g1) = 0 uniformément sur R.

Ceci implique que g ∈ SPAP (R,C), En considérons la suite (−αn)n, on obtient f ∈ SPH(g).
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Proposition 3.1.11. [13]

Si f ∈ SPAP (R,C), Alors pour tout g ∈ SPH(f),

SPH(g) = SPH(f)

Démonstration. Montrons d’abord que pour toutf ∈ SPH(f), on a SPH(g) ⊂ SPH(f).

Soit h ∈ SPH(g). Alors il existe deux suites (αn)n et (βn)n telles que

lim
n→+∞

SP (fαn − g) = 0 uniformément sur R.

et

lim
n→+∞

SP (gβn − h) = 0 uniformément sur R.

Donc

lim
n→+∞

SP (fαn+βn − h) ≤ lim
n→+∞

SP (fαn+βn − gβn) + lim
n→+∞

SP (gβn − h) = 0 uniformément sur R

Donc h ∈ SPH(f) . Ceci implique que SPH(g) ⊂ SPH(f).

D’aprés la proposition (3.1.10), f ∈ SPH(g). Comme on a dejà montrer que SPH(f) ⊂ SPH(g).

Donc SPH(g) = SPH(f) .

3.1.5 Formulation d’un théorème de type Bochner

Nous étendons le Théorème de Bochner sur les fonctions presque périodiques au cas des

fonctions presque périodiques. Ce théorème joue un rôle important dans l’étude de l’existence de

solutions Stepanov presque périodiques pour des équations différentielles à coefficients Stepanov

presque périodiques.

Le théorème qui suit est un théorème de type Bochner pour les fonctions Stepanov presque

périodiques .

Théorème 3.1.12. [13]

Soit f ∈ SPC(R,C). Alors f est Stepanov presque périodique sur R. si et seulement si pour

toute paire de suites α, β ⊂ R, on peut extraire deux sous suites α′ ⊂ α et β′ ⊂ β telles que

SPTα′+β′f = SPTα′(SPTβ′f).

C’est-à-dire, il existe deux fonctions g, h ∈ SPC(R,C) telle que

lim
n→+∞

SP (t, fα′
n+β′

n
− g) = 0 pour tout t ∈ R

lim
n→+∞

SP (t, fβ′
n
− h) = 0 pour tout t ∈ R

lim
n→+∞

SP (t, hα′
n
− g) = 0 pour tout t ∈ R
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3.2 Solutions Stepanov presque périodiques d’une

équation differentielle scalaire

On considére l’équation suivante :

ẋ = ax+ f(t) (3.14)

Supposons que a ∈ R et f : R −→ R est essentiellement bornée et Sp presque périodique.

Théorème 3.2.1. [13] Toute solution bornée x : R −→ R de l’équation differentielle (3.14) est

Sp-normale.

Démonstration. La solution générale de l’équation (3.14)

x(t) = eat
(
x(0) +

∫ t

0

f(s)e−asds

)
On peut distinguer trois possibilités selon le signe de la constante a.

1. Si a > 0

Pour avoir une solution bornée pour t −→ +∞, il faut prendre

x(0) = −
∫ +∞

0

f(τ)eaτdτ.

La solution particulière de l’équation (3.14) est :

x(t) = −eat
∫ +∞

t

f(s)e−asds. (3.15)

x(.) est une solution de l’équation (3.14) et x est bornée sur R donc x est Sp bornée .

Montrons x est Sp-presque périodique. soit τ ∈ sp(f, aε)

x(t+ τ) = −ea(t+τ)

∫ +∞

t+τ

f(s)e−asds.

Ainsi

|x(t)− x(t+ τ)| =

∣∣∣∣−ea(t+τ)

∫ +∞

t+τ

f(s)e−asds− eat
∫ +∞

t

f(s)e−asds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ea(t+τ)

∫ +∞

t

f(s+ τ)e−a(s+τ)ds− eat
∫ +∞

t

f(s)e−asds

∣∣∣∣
= |eat

∫ +∞

t

(f(s+ τ)− f(s))e−asds|
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Alors ∀x ∈ R on a

∫ u+1

u

|x(t+ τ)− x(t)| =

∫ u+1

u

∣∣∣∣eat ∫ +∞

t

(f(s+ τ)− f(s))e−asds

∣∣∣∣ dt
=

∫ u+1

u

∣∣∣∣eat ∫ +∞

0

(f(s+ t+ τ)− f(s+ t))e−a(s+t)ds

∣∣∣∣ dt
=

∫ u+1

u

∣∣∣∣∫ +∞

0

(f(s+ t+ τ)− f(s+ t))easds

∣∣∣∣ dt
≤

∫ u+1

u

∫ +∞

0

|(f(s+ t+ τ)− f(s+ t))eas|dsdt

=

∫ u+1

u

∫ +∞

t

|(f(s+ t+ τ)− f(s+ t))eas|dtds

=

∫ +∞

0

|e−as|
(∫ u+1

u

|f(s+ t+ τ)− f(s+ t)|dt
)
ds

Alors

sup
u∈R

∫ u+1

u

|x(t+ τ)− x(t)|dt ≤ sup
u∈R

∫ +∞

0

|e−as|
(∫ u+1

u

|f(s+ t+ τ)− f(s+ t)|dt
)
ds

=

∫ +∞

0

|e−as|
(
sup
u∈R

∫ u+1

u

|f(s+ t+ τ)− f(s+ t)|dt
)
ds

< aε

∫ +∞

0

e−asds =
ε

a
= ε

Donc SPE(ε, x) est relativement dense, alors x est une solution S1presque périodique.

2. Si a < 0 :

On prend la condition initiale

x(0) =

∫ 0

−∞
f(s)e−asds.

Au lieu de (3.15), la solution particulière de l’équation (3.14) peut s’écrire comme suit :

x(t) = eat
∫ t

−∞
f(s)e−asds,

il se traite de la même manière que le cas a > 0.

3. Si a = 0 :

L’équation (3.14) se simplifie à

ẋ = f(t). (3.16)
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∀t ∈ R, on obtient la solution

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds

Donc

x(t+ τ)− x(t) =

∫ t+τ

0

f(s)ds−
∫ t

0

f(s)ds.

3.3 Solutions Stepanov presque périodiques d’un système

différentiel à coefficients constants

On considére le système :

x′ = Ax+ f(t) (3.17)

où A = (ai,j) est une matrice complexe d’ordre n et la fonction f : R −→ Cn est bornée .

Théorème 3.3.1. On suppose que f est SpAP (R,C) et bornée, alors toute solutions bornée du

système (3.17) est Sp-normale ( ou Stepanov presque périodique au sens de Bochner) .

Démonstration. D’apres le résultat d’algèbre linéaire A est semblable a une matrice triangulaire

supérieure.

C’est à dire il existe une matrice P inversible telle que :

A = P−1TP , avec T matrice triangulaire supérieure

dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de A.

Le systéme (3.17) peut s’écrire :

x′ = (P−1TP )x+ f(t), (3.18)

on pose y = px

Ceci implique que

y′ = Ty + g, avec g = pf.

La niéme équation de ce systéme s’écrit

y′n = Tn,nyn + gn. (3.19)

D’après l’équation scalaire (3.2.1), toute solution bornée de l’équation (3.19) est SpAP (R,C).
La (niéme − 1) équation s’écrit :

y′n−1 = Tn−1,n−1yn−1 + Tn,nyn + gn−1

y′n−1 = Tn−1,n−1yn−1 + hn−1 Avec hn−1 borné et SpAP (R,C)

D’après le théorème (3.2.1), si yn−1 est bornée alors est S
pAP (R,C) .On refait ce procéde pour les

autres équations.
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3.4 Solutions Stepanov presque périodiques pour un

système différentiel non autonome

3.4.1 Théorie de Favard d’un système Stepanov presque périodique

On considère le système linéaire Sp presque périodique

x′ = A(t)x+ f(t) (3.20)

où A(t) est une fonction matricielle carée d’ordre n et f(t) est une fonction vectorielle.

Lemme 3.4.1. [13]

On suppose que A(t) et f(t) sont S2- presque périodique, bornés presque partout sur tout ensemble

compactK ⊂ R. Soit B ∈ S2H(A) et g ∈ S2H(f) tels qu’il existe une suite α ⊂ R où

US2TαA = B ,US2Tαf = g.

Si toute solution bornée non triviale y(t) de l’équation

y′ = B(t)y (3.21)

satisfait

inf
t∈R

S2(t, y) > 0, (3.22)

alors l’équation

x′ = B(t)x+ f(t) (3.23)

a au plus une solution dans K de norme S2 minimale .

Démonstration. Supposons le contraire, C’est-à-dire qu’il existe deux solutions distinctes x1(.),

x2(.) de l’équation (3.23) avec une norme S2
l minimisante, c’est-à-dire

∥x1∥S2 = ∥x2∥S2 .

y1(t) =
1

2
(x1(t) + x2(t)) et y2(t) =

1

2
(x1(t)− x2(t))

Alors y1(.) est une solution de l’équation (3.23) et y2(.) est une solution de l’équation (3.21).

D’après la condition de Favard (3.22) on a

δ = inf
t∈R

S2(t, y2) > 0
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Maintenant on a

[S2
l (t, y1)]

2 + [S2
l (t, y2)]

2 =

[(∫ t+l

t

|y1(t)|2ds
) 1

2

]2
+

[(∫ t+l

t

|y2(t)|2ds
) 1

2

]2

=

[(∫ t+l

t

|1
2
(x1(t) + x2(t))|2ds

) 1
2

]2

+

[(∫ t+l

t

|1
2
(x1(t)− x2(t))|2ds

) 1
2

]2
=

1

2
[S2(t, x1)

]2
+

1

2

[
S2(t, x2)

]2
≤ ∥x1∥2S2 =

sup
t∈R

((
1

l

∫ t+l

t

|x1(t)|2ds
) 1

2

]2

D’après l’inégalité précédente, pour tout t ∈ R on a ,

[S2
l (t, y1)]

2 + [S2
l (t, y2)]

2 ≤ ∥x1∥2S2 .

Donc

[S2
l (y1)]

2 ≤ sup
t∈R

(∥x1∥2S2 − [S2
l (t, y2)]

2

≤ ∥x1∥2S2 − inf
t∈R

[S2
l (t, y2)]

2

≤ [S2
l (x1)]

2 − δ2

≤ ∥x1∥2S2

On obtient ∥y1∥2S2 ≤ ∥y2∥2S2 , cela contredit le fait que x1 minimise la norme S2
l .



Conclusion

Notre objectif dans ce mémoire est de voir si la bornitude des solutions d’un système différentiel

linéaire

x′(t) = A(t)x(t) + f(t) (3.24)

implique leurs presque périodicité. Finalement, on a les résultats suivants

• Si A est constante et f est presque périodique au sens de Bohr où au sens de Stepanov alors

une solution de 3.24 est presque périodique dans le même sens que f dès qu’elle est bornée.

• Si A(t) est une matrice dépendent de t l’existence de solutions bornées ne garantit pas

l’existence de solutions presque périodiques. Deux cas sont étudiés dans ce mémoire

• Si A(t) et f sont Bohr presque périodique, dans ce cas Favard à établit une condition

sous laquelle le système admet une solution Bohr presque périodiques dès qu’il admet

une solution bornée

• Si A(t) et f sont Stepanov presque périodiques et bornés, Mingarelli et Hu [14] ont

montré que sous une condition du type Favard le système (3.24) admet au plus une

solution Stepanov presque périodique.
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[17] W.Stepanoff, Über einige Verallgemeinerungen der fastperiodischen Funktionen. Mathe-

matische Annalen,vol.95, 473-498, (1926).

[18] H. Xiang, J.Cao, Almost periodic solutions of recurrent neural networks with continuously

distributed delays, Nonlinear analysis, 71 , 6097-6108, (2006).

[19] T.Yoshizawa, Stability theory and the existence of periodic solutions and almost periodic

solutions, applied mathematical sciences 14, (1975).



 

 

Résumé 

  Ce mémoire s’articule autour de la presque périodicité des solutions bornées d’un système 

différentiel linéaire d’ordre un et à coefficients presque périodiques (au sens de Bohr et au 

sens de Stepanov). On a commencé par exposer les différentes méthodes de résolution des 

systèmes différentiels à coefficients constants, non constants et périodiques. Par la suite, on 

s’est intéressé à la Bohr presque périodicité des solutions bornées d’un système différentiel 

avec un second membre Bohr presque périodique quand les coefficients sont constants où 

Bohr presque périodiques. Dans la dernière partie de ce mémoire, on a introduit les 

différentes définitions de la presque périodicité au sens de Stepanov puis on a donné une 

version du théorème de Favard pour les systèmes Stepanov presque périodiques. 

 

Abstract 

This dissertation focuses on the almost periodicity of the bounded solutions of a linear 

differential system of order one with almost periodic coefficients (in the Bohr sense and the 

Stepanov sense). We began by exposing different methods for solving differential systems 

with constant, non-constant and periodic coefficients. 

Subsequently, we were interested in the Bohr almost periodicity of the bounded solutions of 

a differential system with a second member Bohr almost periodic when the coefficients are 

constant or Bohr almost periodic. In the last part of this dissertation, we introduced several  

definitions of  the Stepanov almost periodicity  then we gave a version of Favard’s theorem 

for Stepanov-almost periodic systems. 
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