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Introduction Générale

Dans la nature aussi bien dans I’industrie les écoulements de fluide de transfert de chaleur
a travers un milieu poreux sont souvent rencontrés. Ce phénoméne revét une importance
considérable dans nombreux domaine scientifique et technologiques tels que I’ingénierie des
réservoirs pétroliers, le stockage des déchets radioactifs, le sechage thermique, c’est pour cela
dans les dernieres années des nombreuses recherches ont été réalisée sur ce phénomene.

Dans ce contexte le transfert de chaleur par rayonnement sur un écoulement mixte
instationnaire sur une surface d’étirement en milieu poreux est un sujet d’intérét majeur.
Récemment, il y a eu des études sur ce theme (Elbashbeshy et Bazid 2006) ont présenté une
solution pour la quantité de mouvement instable et le flux de transfert de chaleur dont le
mouvement est causé uniquement par I’étirement linéaire d’une surface d’étirement
horizontale. Nous on va faire une étude pour analyse les effets de rayonnement thermique sur
le comportement thermique d’un écoulement en convection mixte de couche limite en régime
instationnaire sur une surface d’étirement verticale dans un milieu poreux Darccen.

Ce mémoire est structuré de la fagon suivant :

Dans le premier chapitre nous avons donnée quelque notion fondamentale relatives au
milieu poreux, et au transfert thermique (convection, rayonnement, conduction), par la suit nous
avons parlé sur la couche limite

Le second chapitre concerne la formulation mathématique de probléme posé, les
hypotheses simplificatrices. Nous établissons les équations de conservation de masse, de
quantité de mouvement, et de conservation d’énergie, et les conditions aux limites. Puis nous
définissons les grandeurs adimensionnelles caractérisant le modele de ce travail.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons la méthode numérique de résolution les
équations différentielles obtenues dans le 2éme chapitre sur le logiciel Matlab. Nous avons opté
pour la méthode des différences finies. On a aussi présenté les résultats numériques obtenus,
les résultats consistent a présente la distribution des vitesses, les températures, le nombre de
Nusselt local et le coefficient de frottement, aussi I’influence des parameétres de contrdle sur ces
derniere.

Enfin nous avons terminés par une conclusion générale résumant les principaux résultats
obtenus durant cette étude.et une annexe dans laquelle on a fait une description sur La
résolution du probléme des valeurs aux limites pour les équations différentielles ordinaires dans

Matlab avec bvp4c.
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Genéralitée sur les milieux poreux, transfert de

chaleur et les couches limites

I.1. Introduction

Dans les derniéres années les scientifiques ont intéressé sur I’étude des écoulements et de
transfert de chaleur dans les milieux poreux.
Dans ce chapitre nous donnons des notions fondamentales sur les milieux poreux et le transfert
thermique (convection et rayonnement, conduction), notamment les caractéristiques
géométriques et les déférents modes d’écoulement dans les milieux poreux. Ainsi quelques

notions sur les couches limites.

1.2. Caractérisation d’un milieu poreux

1.2.1  Définition

Un milieu poreux est un matériau solide qui contient des vides, ou pores, qui peuvent
communiquer entre eux et contenir une ou plusieurs phases fluides, telles que des gaz ou des
liquides. Ces fluides peuvent s'écouler a travers les pores et éventuellement échanger de

I'énergie ou de la matiére avec le solide de la matrice [1].comme le montre La figure suivante.

Figure 1. 1 : exemple d’un milieu poreux.
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1.2.2  Type d’un milieu poreux
a. Milieux poreux non consolidé

Le milieu poreux non consolidé se compose de grains ou de fibres qui ne sont pas liés
entre eux [1], tels que du gravier, du sable, des billes en verre ou en acier, du limon et divers

autres matériaux. La figure suivante illustre un exemple d’un milieu poreux non consolidé [1].

> & - - -

Figure 1. 2 : Milieux poreux non consolidé.

b. Milieux poreux consolidé
Le milieu poreux consolidé se compose de grains cimentés [1], tels que la roche calcaire,
le gres, les argiles, le bois, les céramiques, les poudres frittées et les tissus végétaux et animaux.

La figure suivante illustre un exemple d’un milieu poreux consolidé [1].

—

Figure 1. 3 : Milieux poreux consolideé.
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1.2.3  Différents pores
On distingue quatre formes de pores qu’on peut retrouver dans un milieu poreux, cité

dans la figure suivante [2]:

pore en cul
de sac .

pores non con necteés

Figure 1. 4: schéma illustrant les différents volumes accessible ou non accessible lors du
passage de fluide.

.24 Volume élémentaire representatif (V.E.R)

Lorsgu'on examine les écoulements en milieu poreux, on observe deux échelles distinctes
pour décrire les phénomenes qui se produisent. La premiére échelle est microscopique et
correspond aux dimensions des pores. Cette échelle est difficile @ manipuler car les conditions
et les limites précises sont souvent inconnues. La seconde échelle est macroscopique et
concerne les variations significatives des grandeurs moyennées sur un volume de milieu poreux
appelé Volume Elémentaire Représentatif (VER). Cette échelle est plus facile a appréhender
que celle des pores et est associée a la dimension géométrique du milieu poreux [4].La figure

Suivante illustre le volume élémentaire représentatif [3].

Volume Solide

élémentaire

Domaine
d’écoulement

Figure 1. 5 : Volume élémentaire représentatif.

4
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.25 Propriétés du milieu poreux

Le milieu poreux est composé de particules solides, appelées grains, qui sont espacées les
unes des autres pour former des vides, ou pores. Pour décrire ce milieu, on prend en compte les
propriétés géomeétriques des grains et des pores, ainsi que leur capacité a laisser passer des

fluides [6]. Ainsi, nous allons définir les termes suivants : porosité et perméabilité.

a. Porosité
La porosité est une grandeur physique qui mesure les capacités d'écoulement et de

rétention d'un substrat poreux. Elle est définie comme la fraction du volume des pores (espaces
vides) Vp par rapport au volume total du milieu poreux Vt, notée ¢ [3]. On peut I'exprimer
mathématiquement comme suit :
LVP_ Vs

Vit Vit
Ou Vs est le volume des particules solides.

(1.1)

e Porosité totale
Qui tient compte des cavités occluses au sein du solide (pores fermés) :

_volume de I "échantillon
volume des pores

(1.2)

Cette notion est reliée a la masse volumique apparente de I’échantillon et a la masse
volumique de matériau constitutif (grandeurs souvent manipulées dans de nombreuses

applications) par I’espace poreux connecté a travers lequel s’effectue I’écoulement des fluides

[6].
e Porosité accessible

La porosité peut prendre différentes formes, telles que la porosité d'interstice (par
exemple pour la mousse), la porosité de fissure (par exemple pour le granite) ou la porosité de
Karst (par exemple pour le calcaire, la dolomie ou les évaporites). Elle dépend de la dimension,
de la forme et de I'arrangement des grains constituant le milieu poreux [3].

. _volume des pores acccessible
volume de | "échantillon

(1.3)

La figure suivant représente les deux types de porosité.
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O]
g@%o

(2) (b)

Figure 1. 6 : Différents types de porosité.

On trouve dans le tableau suivant des mesures expérimentales sur la porosité de quelque

matériau [3].

Matériaux Porosité
Matériau mousseux 0.98
Fibre de verre 0.88-0.93
Fil a tisser 0.68 - 0.76
Grains de silice 0.65
Poudre d’ardoise noire 0.57 - 0.66
Cuir 0.56 - 0.59
Catalyseur 0.45
Granulé de pierres 0.44 —0.45
Terre 0.43-0.54
Sable 0.37 -0.50
Poudre de silice 0.37-0.94
Sphére bien empilée 0.36 — 0.43
Filtre de cigarettes 0.17-0.49
Briques 0.12-0.34
Poudre de cuivre 0.09 -0.34
Pierre a chaud. Dolomite 00.04 - 0.10
Houille 0.02-0.07

Tableau I. 1 : Porosité de quelques matériaux.

b. Perméabilité

La perméabilité est une grandeur statistique qui mesure la facilité avec laquelle un fluide
peut s'écouler a travers les pores d'un milieu poreux. Elle est representée par la lettre K dans
I'équation de Darcy. Selon la porosité et la géométrie de la matrice solide, différents types de

perméabilité peuvent étre distingués, tels que la perméabilité spécifique (ou absolue) mesurée
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avec un seul fluide, comme la permeabilité a I'eau ou a l'air, et la perméabilité effective mesuree
avec deux fluides. Le rapport entre ces deux derniers types de perméabilité est appelé la
permeéabilité relative [3]. Notre étude sur les transferts dans un milieu poreux se concentre
uniquement sur la perméabilité specifique.

Par exemple dans le modéle de Darcy la perméabilité est donneée :

__/ufUD
K = —d7p (1.4)
dx

K : Viscosité dynamique du fluide.

U, : Vitesse de darcy.

dp : Gradient de pression.

dx
La permeabilité mesure la facilité d'écoulement d'un fluide dans un milieu poreux sous
I'influence d'un gradient de pression et dépend uniquement de la porosité et de la géométrie de
la matrice solide. La relation de Kozeny-Carmen (1937) [8], permet d'estimer la perméabilité
K d'un milieu poreux non consolidé constitué d'éléments identiques de géométrie simple.
2.3
d e

La constanteC ,, dont la valeur se situe entre 3,6 et 5, dépend de la géométrie des grains.
Pour les grains sphériques, C, vaut 4,8 et dans ce cas, d représente le diamétre de la sphere, et

d désigne une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice poreuse (diameétre
pour des billes, arréte pour des cubes...)

Pour améliorer I'estimation de la perméabilité, Ergun a proposé une équation similaire a
celle de Kozney-Carmen. Cette équation permet de mesurer la perméabilité spécifique d'un
écoulement soumis a un gradient de Pression en fonction du diamétre moyen des grains [8], (En
supposant qu'ils sont sphériques).

2.3
_ 1500'(1—‘9_8)2 (1.6)

En identifiant les variables, on obtient la valeur C, =4.16 pour I'équation de Kozney-

Carman. Cependant, en raison de la complexité et du grand nombre de paramétres associés a
cette équation, il n'existe pas de solution unique et simple. Le tableau suivant représente la
Perméabilités de quelques matériaux [8]. On trouve dans le tableau suivant des mesures

experimentales sur la permeabilité de quelque matériau.

7
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Matrice Perméabilité
Brique 10715~ 2.2 x10713
Pierre & chaud, Dolomite 2.0 x1071° —45x10"14
Cuir 95x 1071 —1.2x10713
Poudre d’ardoise noire 49 x1071* - 12x10713
Terre 29x10713 - 14x1.4"11
Fibres de verre 24x10711 -5 1x10711
Sable 2.0x107 1 —1.8x 10710

Cheveux artificiels

83x1071%-1.2x10"°

Plaque de liege

33x1071° - 1.5x107°

Fils a tisser

3.8x107° —1.0x 1078

Cigarette

1.1 x107°

Tableau I. 2 : Perméabilités de quelques matériaux.

1.2.6  Modele d’écoulement dans les milieux poreux

Le modéle d'écoulement d'un milieu poreux repose sur l'utilisation d'un modele continu

qui se fonde sur le concept de volume élémentaire représentatif. Ce modele est largement utilisé

pour décrire de maniere précise le bilan de quantité de mouvement d'un fluide visqueux de type

Newtonien dans un milieu poreux [9]. On le connait sous le nom de modele Darcy-Brinkman-

Forchheimer.

a. Equation de Darcy

La premiere étude sur I'écoulement en milieux poreux a été publiée par Darcy dans son

ouvrage intitulé "Les fontaines de la ville de Dijon". A partir d'expérimentations, il a démontré

que la vitesse d'écoulement est directement proportionnelle au gradient de la pression motrice

(Pm=P + pgz) entre I'entrée et la sortie [3]. Cette équation est illustrée dans la figure ci-dessous.
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Figure 1. 7: Schéma de I’expérience de Darcy.
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En général, la loi de Darcy décrit I'ecoulement moyen dans un milieu poreux. Cette loi,
établie a partir d’écoulements unidirectionnels sur des colonnes de sables, a mis en évidence
la proportionnalité du gradient de pression appliqué et le debit d’eau traversant la colonne de
sable. Depuis, les sciences hydrogéologiques sont basees sur la loi de Darcy méme pour les

écoulements multidirectionnels [8]. Elle s’écrit :

VP = —%v . (1.7)

Ou V r vitesse d’infiltration, u et la viscosité dynamique de fluide, K et la perméabilité du

milieu poreux et VP le gradient de pression appliqué.

L'équation fait appel ou tenseur perméabilité K, qui caractérise la perméabilité du milieu
et ne dépend que de la géométrie de la matrice poreuse. Cette grandeur est tres variable selon
les milieux et ne peut généralement étre mesurée que par des expérimentations. Pour les milieux

granulaires isotropes [8].

b. Loi de Darcy-Forchheimer

Lorsque la vitesse de filtration est élevee, la relation entre la vitesse et la loi de Darcy
n'est plus linéaire et nécessite une correction. Celle-ci est obtenue en ajoutant un terme inertiel
non linéaire de second ordre qui tient compte des effets macroscopiques. Ce modéle est appelé

modele de Darcy-Forchheimer [10] et peut étre formulé de maniere générale comme suit.

VP = p, G2V LR (18)

Il existe une région de transition, définie par le nombre de Reynolds des pores, située
entre 1 et 10. Lorsque le nombre de Reynolds est inférieur a 1, I'écoulement est lent et le modele
de Darcy est suffisant pour décrire avec précision le phénomeéne, ou les forces de pression sont
prépondérantes. Au-dela de 10, les forces d'inertie sont dominantes, et le modele de Darcy ne
peut plus étre utilisé. Entre ces deux valeurs, se situe la zone de transition ou les deux modéles

coexistent simultanément [10].

c. Modele de Darcy-Brinkman

Lorsque la permeabilité et la porosité atteignent des valeurs élevées, les effets de la
viscosité et de la friction sur les surfaces solides deviennent significatifs. Ainsi, le modele de
Darcy-Brinkman, dérivé du modéle de Stokes qui décrit les forces visqueuses autour d'une

sphére [10], peut étre formulé sous une forme générale.
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§p =_%\G+ﬂeff Vz\/:+p§ (1.9)

Ly - Viscosité effective du milieu poreux.

d. Modeéle général

Afin de prendre en compte tous les effets mentionnes précédemment, les termes de
Brinkman et de Forchheimer sont ajoutés a I'équation de Darcy. Cette formulation conduit au
modele de Darcy-Brinkman-Forchheimer. L'équation vectorielle qui décrit la conservation de

la quantité de mouvement a travers un milieu poreux peut ainsi étre obtenue [10].

AN e PRV LR v va a

H— 4+ (VVNV =-Vp+pg -5V + L + 4, VNV 1.10

sar VYN = Vo8 N g VY (110
M d Y

e

V : Une quantité moyennée a travers un VVolume élémentaire.
(@) : Forces inertielles macroscopiques.

(b) : Gradient de pression.

(c) : forces de volumes.

(d) : Terme de Darcy.

(e) : Terme de forchheimer (Forces inertielles microscopique)

(F) : Terme visqueux de Brinkman.

1.3. Transfert de chaleur dans un milieu poreux

1.3.1 Equation d’énergie

Afin de déduire I'équation d'énergie du premier principe de la thermodynamique pour un
milieu poreux, on utilise des simplifications et des approximations pour simplifier la complexité
et la forme du milieu poreux. En outre, on suppose que les pores du milieu poreux sont
interconnectés [11].

(pc),, %+(pcp)f VVT =Ky, V' (1.11)
('Oc)eff :(1_8)(pc)s +g(pcp)f (I12)
Ky =(1—¢)k, +ek, (1.13)
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1.4. Transfert de chaleur

Le transfert de chaleur est un phénomeéne essentiel dans les domaines de la science
technologique, des conceptions techniques et de I'industrie, qui trouve des applications trés
variées dans de nombreux aspects de la vie. Une meilleure compréhension de ce phénoméne
peut offrir de nombreux avantages. En effet, les applications incluent non seulement des aspects
industriels tels que les générateurs de puissance, les réacteurs, les turbines, les échangeurs de
chaleur et autres dispositifs de conversion d'énergie, mais également des aspects naturels tels
que les courants atmosphériques et oceaniques, le transfert de chaleur biologique et le transfert
thermique dans les atmospheres stellaires.
L'étude du transfert de chaleur, qui peut se produire selon trois modes distincts (convection,
conduction et rayonnement), repose sur les principes de la thermodynamique.

Le premier principe du transfert de chaleur énonce la loi de conservation de I'énergie,
qui stipule que I'énergie ne peut étre ni créée ni détruite, mais seulement transformée d'une
forme a une autre.

Le deuxiéme principe établit que la chaleur se déplace naturellement d'une source a

haute température (chaude) vers une source a basse température (froide) [12].

1.4.1 Convection
Le transfert de chaleur par convection se produit principalement dans les fluides, tels que
les liquides et les gaz, en mouvement. Ce phénomene correspond au transfert de chaleur d'un
point a un autre a l'intérieur du fluide par le déplacement des particules de ce dernier [12].
Le mode de transfert de chaleur par convection se compose de deux mécanismes distincts.
En plus du transfert d'énergie di au mouvement moléculaire aléatoire (diffusion), I'énergie est
également transférée par le mouvement global ou macroscopique du fluide. Ce mouvement de
fluide est associé au fait qu'un grand nombre de molécules se déplacent collectivement ou en
agrégats a tout moment. Un tel mouvement, en présence d'un gradient de température, contribue

au transfert de chaleur [13].

a. Convection forcée

La convection forcée se produit lorsqu'un fluide est mis en mouvement a l'aide d'un
dispositif mécanique tel qu'un ventilateur ou une pompe, indépendamment des sources
thermiques dans le systeme physique. Bien que le fluide échange de la chaleur, son mouvement
est peu affecté par les différences de température [12]. Dans ce type de convection, le nombre

de Reynolds régit le comportement de I'écoulement.
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L'application du théoréme de Buckingham a un probleme de convection forcée fait apparaitre

trois groupements ou nombres sans dimension en relation sous la forme suivante.

VL
Nombre de Reynolds Re =—= (1.14)
1%
Nombre de Prandtl ~ Pr=2 (1.15)
a

En facon générale le nombre de Nusselt Nu = f (Re,Pr) .

La figure suivante illustre le transfert par convection forcée [12].

1

\. //“ » » "

Flux forcé >

Figure 1. 8 : Transfert de chaleur par convection forceée.

b. Convection naturelle

Le transfert de chaleur par convection est composé de deux processus de base. En
I'absence d'un flux extérieur, le mouvement de I'écoulement se produit naturellement en raison
de la différence de densité due a une variation de température ou de concentration dans un
champ de force tel que la gravité. Ce processus est appelé convection naturelle ou convection
libre. Les différences de densité créent des effets de flottabilité qui générent le flux. Par
exemple, un objet chauffé et refroidi dans I'air ambiant génére un tel flux dans la zone qui
I’entoure [12].

Le nombre de Grashof caractérise la convection naturelle du type ou plus le nombre n’est

éleve, plus I'effet de convection naturelle et important.

ar - 980, “T)le (1.16)

19

En facon générale le nombre de Nusselt Nu = f (Gr, Pr)

La figure suivante illustre le transfert par convection naturelle [1].
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Force de
fMottabilité

Figure 1. 9 : Transfert de chaleur par convection naturelle.

c. Convection mixte

Il peut arriver que les mécanismes responsables de la convection naturelle et forcée
coexistent et aient une influence similaire sur le processus de transport. Ce phénomeéne est
appelé "convection mixte" ou "convection combinée”, car il implique a la fois la convection
forcée et la convection naturelle. Un exemple de ce régime de convection est observé lors du
refroidissement des composants électroniques dans un ordinateur, ou les composants
réchauffent l'air ambiant et provoquent un écoulement de convection libre qui peut
endommager les autres composants. Les systemes de ventilation sont congus pour refroidir les
composants en produisant un flux d'air froid. Selon leur efficacité, les systémes de ventilation
peuvent produire de la convection mixte, naturelle ou forcée [12].La figure suivante illustre le

transfert combinée entre forcée et naturelle [12].

Force de
\ | flottabilité

L

Flux forcé -

Figure 1. 10 : Transfert de chaleur par convection mixte.
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1.4.2 Rayonnement

Malgre I'absence de support solide, liquide ou gazeux au-dela de I'atmosphére terrestre,
la Chaleur du soleil parvient a atteindre notre planete par le biais du rayonnement, un mode de
transfert correspondant a un flux d'ondes électromagnétiques émises par tout corps, quelle que
soit sa température. Plus la température est élevée, plus le rayonnement électromagnétique est
important. Tout comme pour la conduction, les interactions entre atomes et molécules générent
ou absorbent ce rayonnement, entrainant une diminution ou une augmentation de leur énergie.
Le rayonnement n‘affecte que les milieux transparents (gaz, verre, vide) ou semi-opaques (gaz

+ fumées de CO2, gaz + vapeur d'eau) [14] en raison de sa nature.

1.4.3 Conduction

A la mention du mot conduction, nous devrions immédiatement évoquer des concepts
d'activité atomique et moléculaire, car ce sont les processus a ces niveaux qui soutiennent cette
mode transfert de chaleur. La conduction peut étre considérée comme le transfert d'énergie des
particules les plus énergétiques vers les particules les moins énergétiques d'un corps, en raison
des interactions entre les particules [13]. Dans les fluides (liquides et gaz) ce transport d'énergie

résulte au niveau microscopique.

I.5. Concept de la Couche limite

L'étude des écoulements pres des parois est cruciale pour évaluer les échanges thermiques
par convection entre un solide et le fluide qui I'enveloppe. Imaginons un fluide en écoulement
le long d'une surface S. A distance de la surface, le fluide présente une vitesse moyenne Vm et
une température moyenne Tm. Toutefois, prés de la surface, la température du fluide est
pratiquement identique a celle de la surface, tandis que la vitesse du fluide est pratiqguement
nulle. Les diagrammes de la vitesse et de la température dans la direction y, perpendiculaire a
la surface, permettent de définir une couche de fluide appelée "couche limite" [15].
La couche limite est un concept clé pour comprendre la convection thermique et dynamique

entre une surface et un fluide en mouvement [5].

1.5.1 Couche limite dynamique
Des forces de frottement sont presentes dans cette couche, ce qui ralentit le mouvement

du fluide prés de la paroi ou sa vitesse est de zéro [16].
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1.5.2 Couche limite thermique

Lorsqu'un fluide dont la température est T'e coule sur une paroi a une température TP, des
transferts thermiques ont lieu. Les particules du fluide sont chauffées ou refroidies au contact
de la paroi [16], créant ainsi un gradient thermique.

La figure suivante illustre les couches limite dynamique et thermique [16].

Couche limite dynamiqug \_Couche limite

Figure 1. 11: Couche limite dynamique et thermique.

1.5.3 Parametre caractéristique de la couche limite
a. Epaisseur de la couche limite o

L'épaisseur de la couche limite 6 est conventionnellement définie comme la distance a la
paroi [17] telle que :

Y _—0.99 (1.17)
u

oo

b. Epaisseur de couche limite thermique J;
L’épaisseur thermique &, de la couche limite est définie conventionnellement comme le
rapport de la différence entre la température du fluide sur la frontiére de la couche limite T ;; et

sa valeur T, a la paroi, rapportée a la différence entre la température T _ loin de la paroi etT, .

To =Tw _ 099 (1.18)
T -T

0 w

c. Laforce de frottement
La contrainte de cisaillement pariétale est en relation avec la force de frottement [18].

7, =(,ug—;jj|y =0 (1.19)
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d. Coefficient de frottement
En normalisant la contrainte de cisaillement pariétale avec la pression dynamique, on peut

obtenir un coefficient sans dimension appelé coefficient de frottement local [18].

%o

Cy = R (1.20)
> £U
1.6. Equation fondamentale
Si I'on considére un fluide Newtonien en écoulement bidimensionnel, incompressible et
permanent, les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement (aussi
connues sous le nom d'équations de Navier-Stokes) peuvent étre exprimées de la maniere

suivante.

1.6.1 Equation de continuité

L'équation de continuité énonce le principe de conservation de la masse. Elle stipule que
la quantité de masse qui entre et sort d'un volume donné doit étre égale a la variation de la
densité par unité de temps, pour une méme unité de volume. Autrement dit, la somme de toutes
les masses entrantes et sortantes par unité de temps doit étre égale au changement de masse d

au changement de densité par unité de temps, cela donne :

—

div (J):v.\fzo (1.21)

1.6.2 Equation de Navier — Stokes
Les équations de Navier-Stokes ont pour origine le principe de conservation de la quantité
de mouvement.

Pour un fluide newtonien et incompressible on a :

Y (VN == 2Tp 4T 40V (1.22)
ot Yo,
ou:v=~£

P

f: designe la résultante des forces massiques s'exercant dans le fluide (N kg ‘1)
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1.7. Equation de Prandtl (équation de la couche limite)

Prandtl a démontré que certaines variables des équations de Navier-Stokes sont
négligeables dans la couche limite en comparant leurs ordres de grandeur. En particulier, la
vitesse normale & la paroi est inférieure a la vitesse tangentielle et la variation de la vitesse le
long de la paroi est nettement plus faible que la variation dans la direction normale. Ces
équations de Navier-Stokes simplifiees modélisent I'écoulement du fluide dans la couche limite
et sont communément appelées équations de Prandtl”. Pour un écoulement permanent
bidimensionnel incompressible [19], elles s’écrivent de la maniére suivante.
ou ov

M . N_p (1.23)
oX oy

oT
g au 1 10T, (120
ot ox oy pOX p oy
op
*_o 1.25
By (1.25)

\ : - ou . I
Ou T,, est la contrainte de cisaillement. Elle vaut T, = ﬂg pour un écoulement laminaire.

1.8. Etat de I’art

G.Salazar [2], a fait une I’étude pour modéliser le séchage des milieux poreux déformables
saturés (solide-liquide). La modélisation tient compte a la fois de la nature du produit et de
ses conditions initiales. L'originalité du modele proposé réside dans le fait qu'il prend en
compte le gradient de pression du liquide. Par la loi de Darcy, La résolution numérique du
modele est effectuée a lI'aide de la méthode des éléments finis, considérant le milieu a grandes
déformations et effectuant la transformation spatiale "Euler-Lagrange". Les résultats
numériques sont validés avec un gel d'alumine dans différentes conditions de séchage. Une
étude de sensibilité démontre forte influence de la perméabilité et des propriétés rhéologiques

sur le processus de séchage et déformation du matériau

B. Ouattara [4], a réalisé une étude analytique et numérique sur I’effet de la conductivité
thermique et de I’épaisseur des parois, la géométrie consideére une cellule horizontale de grande
extension longitudinale remplie d’un milieu poreux saturé par un mélange binaire délimité par
deux parois de méme épaisseur et de méme conductivité thermique. Les surfaces extérieures de

ces parois sont soumises a un flux de chaleur constant. les parametres critiques associés a la
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transition entre la solution d’equilibre et I’écoulement convectif monocellulaire sont Racs =
12(1 + 2dd)/ [1 + y(2Le dd + Le + 1)] et kes = O représentant respectivement le nombre de
Rayleigh critique et le nombre d’onde critique avec : Le le nombre de Lewis, o le rapport de
I’épaisseur des parois sur I’épaisseur de la couche poreuse et d le rapport de leur conductivité

thermique respective, et les résultats analytiques et numeériques obtenus sont en bon accord.

R Younsi [8] : dans cette thése I’auteur a étudié numériquement, les transferts de chaleur et de
masse par convection naturelle en milieux fluides et poreux ont été étudiés numériquement. Les
parois verticales sont soumises a des températures et concentrations constantes, tandis que les
parois horizontales sont adiabatiques et imperméables. Le phénomene de la convection
thermosoudable est régi par les équations de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement, de I’énergie et de la concentration. Le milieu poreux est modélisé suivant le
modele général de Darcy — Brinkman — Forchheimer. L’écoulement convectif est régi par
différents parametres de contrdle, a savoir le nombre de Rayleigh (Ra), le rapport des forces de
volume (N), le nombre de Prandtl(Pr), le nombre de Lewis (Le), le nombre de Darcy (Da) et la
porosité € de la matrice poreuse. La méthode des volumes de contrble a été employée pour

résoudre les équations de base en milieux fluide et poreux.

u=v=_0
dT _dC 0
y.v dy  ay
Y Gy
SRR
=
u=v=»_0 . E ; g - u=v=»I(
T=C=05 f& [ 2 8 T=C=-05
'3 | 2
S =
= =
A
‘Zﬂlblllllw‘_h
Xp U=V=0 X, U
T dC _ 0
dy dy

Figure I. 12 : Géométrie de probleme de [8].
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Mme. S. F. Zohra [12] : Cette thése a pour objet I’étude du transfert de chaleur conjugué et
couplé au transfert de masse d'un fluide Newtonien. Le travail est axé sur un cylindre vertical
creux et est conduite numériquement. Le phénoméne du couplage de convection-conduction est
traduit par les équations de la conservation de continuité, de la quantité de mouvement, de
I’énergie et de la concentration, couplées entre elles et en relation avec des transferts pariétaux
via une interface. Différents parametres de contréle interviennent, notamment celui du transfert
thermique conjugué p. Le paramétre du champ magnétique M, le parametre de la réaction
chimique K et le paramétre de la génération de chaleur Q sont aussi présents dans la
formulation. Le probleme ainsi envisagé est résolu numeriquement, a I’aide de la méthode des
différences finies, exprimée par une discrétisation de Runge-Kutta implicite, Les principaux
résultats obtenus ont permis de mettre en évidence I’influence du transfert conjugué en rapport
de son impact, de I’effet de différents paramétres de contrdle notamment sur les profils de

vitesse, la distribution de température et de la concentration.

Dewitt et Incropera [13], « Fundamentals of Heat and Mass Transfer » : est un livre de
référence qui traite des principes fondamentaux de la thermodynamique de transfert de chaleur
et de masse. Dans cette référence, on peut trouver un chapitre entier consacré aux ecoulements
externes ou les auteurs détaillent la théorie de la couche limite dynamique et thermique sur une
plaque plane horizontale a I’aide de laquelle les équations de mouvement et d’énergie peuvent
étre simplifiées puis résolues pour avoir la distribution de la vitesse et de la température. Cela
nous permet de déduire I’équation “’la plus fameuse dans le domaine du transfert de chaleur’’
exprimant le nombre de Nusselt en fonction du nombre de Reynolds et du nombre de Prandtl
et servant de référence pour presque tous les travaux réalisés depuis:

Nu = 0.664 Re®® Pro3 Laminaire

Nu = 0.0293Re%® pro3 Turbulent

T. Benyamma, A. Baci [16], Dans ce travail, les auteurs ont effectué une étude de la couche
limite dynamique laminaire d'un fluide incompressible sur une plaque horizontale avec
aspiration ou refoulement. Pour cela nous avons simplifié puis résolu numériquement les
équations de Prandtl avec la méthode des différences finies en utilisant les schémas de Keller-
box et d'Euler. L'analyse montre que I'épaisseur de la couche limite et également le profil de la
vitesse sont affectés par le parametre "A". Les résultats obtenus montrent que I'aspiration a un

effet similaire a celui d'un gradient de pression favorable; le refoulement a un effet similaire a
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celui d'un gradient de pression adverse; et qu'une séparation de la couche limite se produit pour
1<-0.863.

1.9. Conclusion

Dans Ce chapitre, nous avons présenté les principales caractéristiques qui se rapportent
aux milieux poreux. Nous avons évoqué les notions de base du transfert de chaleur
(rayonnement et convection mixte) et la couche limite. Nous avons présenté en dernier les
équations régissant le probleme de I’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux et les

équations de Navier-Stokes ainsi que les équations des couches limite.
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Chapitre 11 problématigue et modélisation mathématique

Problématique et modélisation mathématique

1.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous présentons le probleme physique, et les hypotheses
simplificatrices. Ainsi que les équations qui nous permettrons de modéliser le probleme étudie
(équation de navire stocks et le couche limite). Ensuite nous posons les conditions aux limites
sous forme adimensionnelle.

Finalement, nous introduisons les principales grandeurs dynamiques et thermiques.

1.2 Présentation de probleme

Le Domain d’étude considére dans ce travaille, est un écoulement bidimensionnel
laminaire et instationnaire de la couche limite de conviction mixte d’un liquide visqueux
incompressible a travers une plaque plan vertical semi infini noyée dans un milieu poreux

comme montre le schéma ci-dessous la figure (I1.1) s’étirant avec vitesse u,, et la température
a la plaque est supposé constant T, , I’axe des x est direct long de la surface d’étirement et

orienté suivant le sens de I'écoulement, I’axe des y lui et perpendiculaire a la plaque, u et v sont
les composantes de vitesse dans les directions x et y.
Avec g est I’accélération de pesanteur. Dans ce cas il apparaitra deux couches limites

thermique, dynamique qui sont respectivement & , J;, .

& %
X

-

v=0

Too, Uso

Figure I1. 1 : Géométrie de probléme étudié.
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11.3 Hypothéses simplification

La modélisation du systeme étudié est basée sur hypotheses suivantes.

v Ecoulement laminaire et bidimensionnel (X, y).

\

Régime instationnaire % #0

Le fluide étudie est newtonien (p, 1) =cst est incompressible.
Les Transfer par rayonnement ne sont pas négligeables.
Le milieu poreux est isotrope et homogene.

L approximation de boussinesq est suppose validée.

AN NN

Les approximations de couche limite :

ov au ov ou or o7
v<u —=<— —<— —<—
OX OX oy oy ox oy
1.4 Equation de conservations

Compte tenu des hypothéses citées précédemment, les équations régissant le phénomene

s’écrivent :
e Equation de continuité
ou oV

8—X+E=O (1.1)

e Equation de quantité de mouvement

ou ou  du ou
ot OX oy oy 2

+9 BT —Tw)—%u (11.2)

e Equation d’énergie

or oT _oT k 0T 1 aq,
—+U—+V —= >~
o ox oy pCpaoy° pCp 0y

En utilisant I'approximation de Rosseland, on obtient le flux de chaleur radiatif

(11.3)

_Ao oT”

3 et la constant de Stefan-Boltzmann, nous supposons que la différence

a. =

de température a l'intérieur de I'écoulement est telle que T * peut étre étendu dans une série de

Taylor. En développant T * autour de T_ et en négligeant les ordres supérieurs, nous obtenons

T4=41°T 31}
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Donc I’équation d’énergie s’écrire :

or o or oT _ k | 160T NN,
—+U—+V =( 5)—
ot x oy 4G, 3pC k ay

11.4.1 Condition aux limites

Ay=0; u=u, = . v=0; T=T

Ay 50; u=0; T-=T_;

11.5 Formulation adimensionnelle

(11.4)

Pour résoudre le probléme il est préférable d’utiliser I’dimensionnement des variables qui

nous permettent d'avoir des informations géneralisées a une variété des problémes ayant les

mémes grandeurs de coefficient de similitudes, et réduire le nombre de parametres d'un

probleme. Pour faire apparaitre les parametres de contréle du probléme, il est nécessaire

D’introduire les grandeurs de référence.

IL.5.1 Changement de variable :

e La fonction de courant définie par :

e La variation de similitude définie par :

e La variation de température définie par :

n

u=——

=(

2
v(l-at)
T =T, +T, 21— at)26(7)

20

e Les variables adimensionnelles ,8 definie par :

w=( )2xf (17) ;5 O(n) =

@l—at)

IL.5.2 Equation adimensionnelles

w

v Equation de quantité de mouvement

T-T,
T,-T

0

M (LE " f Y 2ff o f "y 40— f
2 D

v Equation de I’énergie

%(n9'+4e)+ frlo— f@'——r(1+—)0"

3N

(11.5)

(11.6)

(1.7)

(11.8)

(11.9)

(11.10)
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I1.5.3 Condition aux limites

An=0; f(0)=0; f =1; 6=1

(11.11)
An—>ow; f =0; 6=0
Avec:
v’ Paramétre de rayonnement: N = K (1.12)
40'T;
v’ Paramétre de convection mixte : A= % = % (1.13)
_ 3
v Nombre de Grashof : Gr = 950 3T°")X (1.14)
L
_ U,, X
v" Nombre de Reynolds: Re, = (11.15)
[
v Nombre de Darcy: D =Da, Re, = K et Da, :@ (11.16)
L
v’ Paramétre de temps : M :% (1.17)
v Nombre de Prandtl : Pr=2 (11.18)
o

11.6 Caractérisation de nombre de Nusselt et le coefficient de frottement

Le nombre de Nusselt est un nombre adimensionnel utilisé pour caractériser le transfert

thermique entre un fluide et une paroi (transfert convectif), défini par :

Nu, =X (G) (11.19)
K (TW _Tw)
oT

La densité thermique : ¢, =—K E‘yo (11.20)
De I’équation (11.19) et (11.20) on obtient :
Nu, :

+=-0'0) (11.21)
Re?

X
Le coefficient de frottement est un paramétré caractéristique sans dimension de la

couche limite défini par :

27
C; = ,OU—V;Z (11.22)
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ou
La contrainte de cisaillement: %, = X E y =0 (11.23)
De I’équation (11.22) et (11.23)
1
RezC, =2f "(0) (11.24)

I1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations adimensionnelles été mise en forme durant la résolution
de notre probleme physique, a I’aide de changement de variable et les conditions limite associe.
Ces équation sont difficiles a résoudre analytiqguement pour cela nous utilisons une résolution

numeérique ce qu’on va faire dans le prochaine chapitre.
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Résultats et discussions

I11.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons établi les équations de base régissant le probléme
étudie. Dans ce chapitre nous décrivons la méthode numérique utilisé pour résoudre ces
équations et consacré a la présentation des résultats obtenus apres avoir programmé les
équations différentielles ordinaires sur le logiciel Matlab. 1l existe plusieurs méthodes pour
résoudre ces équations, dans notre cas nous avons porté notre choix sur la méthode de

différences finies

I11.2 Méthode numérique

Le domaine de I’analyse numérique ou les applications sont les plus nombreuses est celui
de la résolution des équations différentielle. Cela vient du fait que toute modélisation
mathématique d’un, ou de plusieurs phénomenes physiques, est décrite par une, ou un systeme
d’équations différentielle. Vu que la majorité, pour ne pas dire la totalité des phénomenes
physiques ne sont pas linéaires, il n’existe pas de solutions analytiques pour ces problémes.
Nous sommes obligés de chercher des solutions approchées de la solution exacte (analytique).
La, ou les solutions de ces équations sont déduites par une approche numérique adéquate.

Dans notre étude nous utilisons la méthode des différences finis qui fait partie des outils de
mathématiques appliquées. Un algorithme discret mathématique permettant de rechercher une
solution approchée d’une équation différentielle ordinaire (EDO) sur un domaine compact avec
conditions aux bords et/ou dans I’intérieur du compact.

L’ensemble des équations différentielles ordinaires couplées (11.9) et (11.10) est fortement
non linéaire et ne peut étre résolu analytiquement, avec les conditions aux limites (11.11), ils
forment un probléme aux limites a deux points qui peut étre résolu pour certaines valeurs des
paramétres régissant. La méthode des différences finies qui implémente la formule de Lobatto
de troisieme degre, fournit une solution continue de maniere uniforme dans I’intervalle
d’intégration.

Le solveur bvp4c crée sous MATLAB déetermine une solution numérique en résolvant un
systeme d’équations algebriques resultant avec les conditions aux limites, I’utilisateur doit
fournir les points de maillage initial ainsi qu’une approximation initiale de la solution, les

régions de I’écoulement sont contrblées par des parameétres [20], a savoir N, 4, M, Pr, D.
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I11.2.1  Syntaxe de bvp4c sur Matlab

Syntaxe de bvp4c sur Matlab bvp4c Résoudre des problemes aux limites pour les
équations différentielles ordinaires

La syntaxe de cette méthode est:

sol =bvp4c (@odefun, @bcfun,solinit ,options )

/Define mesh and initial vectors enumerated underneath:
x =linspace(0,8,10)
¥ =[00000]
Introduce the function “solinit” using “bvpinit” as stated underneath
Solinit=bvpinit(X,y;,;, parameters);

|

G)efine the function “odefun”, “befun” and “solinit” in the following ways:
dydx =odefun(n,y )

dydx =[y],y2;y3;F(ry,f,f',f",fm);y4;y5;G (7?59’9’)}
res = bcfun (J’osyinf)
res :[ya(1);ya(2)_1;ya(4)—1;yb(2)yb(4)]; j
| |

Utilizing following command to integrate the problem:
sol =bvp4c (@odefun,@bcfun,solinit );

|

sol x =xsol;(meshby bvp4c)

-~

sol .y = ysol ;(Approximate solution by bvp4c)

plot (xslo, ysol (2,:))(T hiswill plot f against 77)
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I11.3Validation du code

! T T T T T T T

09 — present travail i
moref [21]

Figure I11. 1 : Comparaison des résultats entre les résultats de la présente étude et les
résultats rapportés a la référence [21].

Afin de vérifier I’exactitude de méthode utilisée, les résultats de présent travail correspondent
sont compareés au celle obtenus par la référence [23] (figure 111.1), il ressort de cette figure que

les résultats de présent travail sont tout a fait compatible avec celle rapportée par le travail cité.

I11.4Résultats et discussions

Dans cette partie on a réalisé une étude paramétrique selon la méthode decrit

précédemment, un ensemble des résultats graphique a été obtenu pour la vitesse

adimensionnellef (77) , et la température adimensionnelle 8(z) , Cela pour plusieurs conditions

de nombre adimensionnels, paramétre de temps, paramétre de rayonnement, nombre de Prandtl

I11.4.1  Profil de vitesse adimensionnelle

La variation de la distribution de la vitesse adimensionnelle suivant la variation de
similarité n et présentée respectivement sur les figures (111.2) a (111.4) pour quelques ensemble
de valeurs de M, N, Pr.
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—M=0.1
——M=0.5

o
|

Figure 111. 2: Variation de profil de vitesse avec n pour M variable.
(2=0.1, D=10, Pr=0.5, N=1)

(Figure 111.2) : Dans cette Figure, les profils de vitesse sont représenté pour différents de valeur
M. est on remarque que la vitesse diminue avec I’augmentation de parametre de temps M. Il
résulte de cette figure que I’épaisseur de la couche limite dynamique diminue lorsque les valeurs

M augment.

— N=0.1 i
\ —— N=0.6
0.8 N=0.9 r

0 r r r r T E— EEEE—

0 1 2 3 4 5 6 7 8

n
Figure I11. 3: Variable de profil de vitesse avec n pour N Variable.

(A=0.1, D=10, Pr=0.5, M=0.1)
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Figure(111.3) : Dans cette figure, les profils de vitesse sont représentés pour différentes de valeur
N. On remarque que la vitesse augmente mais avec un ecarte tres Iéger donc on peut dire que

le rayonnement N na pas vraiment influencé sur la vitesse de I’écoulement.

Pr=0.2
Pr=0.72[|
Pr=7.2 ||

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

f'(n)

0.4

0.3

0.2

0.1

r r r i T _

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 111. 4: Variation de profil de vitesse avec n pour Pr variable.
(A=0.1, D=10, M=0.1, N=1)

Figure 111.4 : Dans cette figure, les profils de vitesse sont représenté pour déférentes de valeur
Pr. On remarque que la vitesse diminue avec I’augmentation de parameétre de Prandtl Pr. Il
résulte de cette figure que I’épaisseur de la couche limite dynamique diminue lorsque les valeurs

Pr augment.

111.4.2  Profil de température adimenssionnelle :
La variation de la distribution de la température adimenssionnelle suivant la variable de
similarité est représentée respectivement sur les figures (111.5) (111.6) (111.7) pour quelques

ensembles de valeurs de M, N, Pr.
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0.9

0.8 H

0.7

0.6 4

0(n)

0.5 4

0.4 i

0.3 1

0.2 i

0.1 1

r r r

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

Figure I11. 5: Variation de profil de vitesse avec nj pour M variable.
(2=0.1, D=10, Pr=0.5, N=1)

Figure I11.5 : cette figure représente les profils de température pour déférentes valeurs de M, on
voit que 6 diminue avec I’augmentions de parametre de temps M. On remarque une diminution
significatif de de température avec I’augmentation de M c¢a vu dire que le taux de transfert de

chaleur augmente avec I’augmentation de parametre de régime variable M.

—— N=0.1]
— N=0.6
N=0.9

0.9

0.8

1

0.7

0.6

0.5

0(n)

0.4

0.3

0.2

0.1

0 r
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 111. 6: Variable de profil de Température avec n pour N variable.
(A=0.1, Pr=0.5, D=10, M=0.1)

figurlll.6 : cette figure représente les profils de température pour déférentes valeurs de N, on

remarque que la température augmente a mesure que le rayonnement thermique augmente,
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ceci est en accorde le fait physique que I’épaisseur de la couche limite thermique augment

avec I’augmentation de paramétre de rayonnement N.

1 T T T T T T T

—Pr=0.2
——Pr=0.72 ||
0.8 Pr=7.2

0.9

1

0.7~ 1

0.6~ b

0(n)

0.5~ 1

0.4~ b

0.3 4

0.2~ 1

0.1~ b

0 r £ L r r r
0 1 2 3 4 5 6 7 8

n
Figure 111. 7: Variation de profil de température avec n pour Pr variable.

(A=0.1, D=10, M=0.1, N=1)

Figure (111.7) : Cette figure représente les profils de température pour déférentes valeurs de Pr,
on remarque que la température diminue a mesure que u nombre de Prandtl augmente et se
traduite par une diminution de la couche limite thermique quand le nombre de Prandtl est élevé
(Pr=7.2 eau).

I11.5Variation de nombre de Nusselt

Les variations du nombre de Nusselt sont influencées par les différents valeurs du
paramétré de convection mixte (1), nombre de Darcy (D), nombre de Prandtl (Pr), paramétre
de temps (M), paramétre de rayonnement (N).

Les résultats sont illustrés dans les tableaux (1113), (1114).

2=0.5, D=10

M N N,
P.=0.72 P=72
0.1 1.4290 0.3971
0.5 0.5 1.1187 0.3278
1 0.9194 0.2765
0.1 0.9088 0.2679
0.5 0.5 1.1187 0.3278
1 1.3410 0.3912

Tableau I11. 1 : Valeur de Nusselt pour Pr, M, N variable.
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Tableau I11.1 : Montre que le nombre de Nusselt diminue avec I’augmentation de parameétre
de temps(M), par contre il augmente avec I’augmentation de paramétre de rayonnement(N),

aussi en voit que le nombre de Nusselt a B.=0.72 est plus grands a B.=7.2.

N=1, M=0.1
D A N,

P=0.72 P=72
10 1.7247 0.4766
50 0.5 1.7082 0.4748
100 1.7059 0.4746
0.1 1.8403 0.4789
50 0.5 1.7082 0.4748
1 1.6142 0.4702

Tableau I11. 2 : Valeur de Nusselt pour Pr, D, A variable.

Tableau 111.2 : Montre que le nombre de Nusselt diminue l1égérement avec I’augmentation de
nombre de darcy (D), méme cas avec I’augmentation de parameétre de convection mixte () le
nombre de Nusselt toujours diminue, aussi en voit que le nombre de Nusselt a B.=0.72 est plus

grands a B.=7.2.

I11.6 VVariation de coefficient de frottement

Les variations de coefficient de frottement sont influencées par les différents valeurs du
paramétré de convection mixte (1), nombre de Darcy (D), nombre de Prandtl (Pr), parametre
de temps (M), paramétre de rayonnement (N).

Les résultats sont illustrés dans les tableaux (1113), (1114)

2=0.5, D=10

M N Cr
P.=0.72 P=7.2
0.1 22,5076 -2.0858
0.5 0.5 -2.0534 -1.818
1 -1.7268 -1.5864
0.1 -2.0068 ~1.7918
0.5 0.5 -2.0534 -1.818
1 -2.0946 -1.8442

Tableau I11. 3 : Valeur de coefficient de frottement pour Pr, M, N variable

Tableau 111.3 : Montre que coefficient de frottement augmente avec I’augmentation de

parameéetre de temps(M), par contre il diminue avec I’augmentation de parameétre de

33



Chapitre 111 résultats et discussions

rayonnement(N), aussi en voit que le coefficient de frottement a P.=7.2 est plus grands a
P.=0.72.

N=1, M=0.1

D A Cr
P.=0.72 P=72
10 -2.587 2127
50 0.5 27342 22164
100 2754 2.2284

0.1 -2.053 _1.97

50 0.5 27342 22164
1 4315 2614

Tableau I11. 4 : Valeur de coefficient de frottement pour Pr, D, A variable

Tableau I11.4 : Montre que coefficient de frottement diminue légérement avec I’augmentation
de nombre de (D), méme cas avec I’augmentation de paramétre de convection mixte (1) le
coefficient de frottement toujours diminue, aussi en voit que le coefficient de frottement a

P.=7.2 est plus grands a P.=0.72

111.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présente des résultats numeriques d’écoulements de couche
limite instationnaire et de de transfert de chaleur sur une surface d’étirement perméable noyée
dans un milieu poreux en tant compte de rayonnement thermique, les équations différentielles
représentantes le probléme physique ont étaient transformées en donnée numeérique en utilisant
la méthode des différences finie. Les résultats numérique sont affichés par des illustrations
graphique des profile de vitesse et de température, on a évalué aussi la variation de Nusselt et
de coefficient de frottement, ces résultats dépendent de parameétre de conviction mixte A,
paramétre de rayonnement N, paramétre de temps M, nombre de Prandtl Pr, nombre de Darcy
D.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire I’objectif est d’étudie les effets de rayonnement thermique sur le
transfert de chaleur sur un écoulement laminaire et instationnaire de convection mixte et de
couche limite sur une surface d’étirement vertical dans milieu poreux.

Au cours de ce travaille, nous avons donné des notions fondamentales sur le milieu
poreux, transfert de chaleur, et la couche limite. En suit nous avons essayé de comprendre le
phénomeéne étudié par les différentes équations qui le régissent tels que les équations de
conservation de masse, de quantité de mouvements et de I’énergie, on a utilisé les
transformations par similarité pour ces équations pour obtenir les équations différentielles
ordinaire. La méthode des différences finis a été choisie pour la résolution de ces équations sur
Matlab.

Ce travail a montré I’influence de 5 paramétré de contréle sur les profils de vitesse et de
température, et le nombre de Nusselt, et le coefficient de frottement.

Les principaux résultats numériques obtenus dans ce travail sont les suivantes :

e La vitesse diminue avec I’augmentation de parameétre de temps M et le nombre de
Prandtl Pr.

e La vitesse augmente avec I’augmentation de parametre de rayonnement N. mais avec
un écart Iéger, presque I’influence de de rayonnement est négligeable

e Latempérature diminue avec I’augmentation de parameétre de temps M et le nombre de
Prandtl Pr.

e Latempérature augmente avec I’augmentation de parameétre de rayonnement N.

e |’épaisseur de la couche limite dynamique diminue lorsque les valeurs M et Pr augment
et augmente lorsque les valeurs de N augmente.

e | ’épaisseur de la couche limite thermique diminue quand le nombre de Prandtl est élevé
(Pr=7.2 eau).

e Pour les valeurs fixes de parameétre de convection A et le nombre de darcy D, le nombre
de Nusselt diminue avec I’augmentation de parameétre de temps M, mais il augmente
avec I’augmentation de parameétre de rayonnement N, le nombre de Nusselt a B.=0.72
est plus grands & B.=7.2.

e Pour les valeurs fixes des paramétres de rayonnement N et de temps M, le nombre de
Nusselt diminue l1égérement avec I’augmentation de parametre de convection mixte A et

le nombre de Darcy D, le nombre de Nusselt a P.=0.72 est plus grands & B.=7.2.
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Pour les valeurs fixes de parameétre de convection A et le nombre de darcy D, le
coefficient de frottement augmente légérement avec I’augmentation de parameétre de
temps M, mais il diminue avec I’augmentation de paramétre de rayonnement N, le
coefficient de frottement a B.=7.2 est plus grands a B.=0.72.

Pour les valeurs fixes des parameétres de rayonnement N et de temps M, le coefficient
de frottement diminue Iégerement avec I’augmentation de parametre de convection
mixte A et le nombre de Darcy D, le coefficient de frottement a B.=7.2 est plus grands a
P.=0.72.
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Annexe A
Annexe A Reésolution de probleme des valeurs aux limites pour les

équations différentielles ordinaires dans Matlab avec bvp4c.

A.1l Introduction

Les équations différentielles ordinaires décrivent des phénomenes qui évoluent
continuellement. Elles sont utilisées comme modéles dans les domaines des mathématiques,
des sciences et de I’ingénierie. Un systéme d’équation différentielle a généralement plusieurs
solutions possibles. Dans la plupart des cas, une solution d’intérét est déterminée en valeurs de
tous ses composants a un seul point x=a, ce qui constitue un probléme de valeur initiale (I\VP).
Cependant, dans de nombreuses applications d'une solution est déterminée d'une maniere plus
complexe. Un probléme de valeur limite (BVP) spécifie les valeurs ou des équations pour
composants de la solution a plus d’un x.

Contrairement de 1\VVP, un probléme de valeur limite ne peut étre avoir une solution, ou
peut avoir un nombre fini, ou peut avoir une infinité. De ce fait, les programmes de résolution
de BVP, les utilisateurs doivent fournir une estimation de la solution souhaitée. Souvent, il
existe des paramétres qui doivent étre détermines de telle sorte que le BVP a une solution.
Encore une fois il pourrait y avoir plus d'une possibilité, afin que les programmes nécessitent
une estimation pour les parametres souhaités. Singularités dans les coefficients et les problémes
posés sur des intervalles infinis ne sont pas inhabituelles.

Cette annexe présente la formulation, la résolution et le tracage de la solution d’un BVP
avec le programme bvp4c Matlab. Son objectif est de rendre la résolution d'un probléme type
d'un BVP aussi facile que possible. BVPs sont beaucoup plus difficiles a résoudre que I\VP et
tout solveur peut échouer, méme avec de bonnes estimations pour la solution et des parametres
inconnus. bvp4c est un solveur efficace, mais la méthode sous-jacente et I'environnement de
calcul ne sont pas appropriés pour de grandes précisions, ni pour des problemes avec trés

brusques changements de leurs solutions.

A.2 Probléme de valeur aux limites
Si la fonction f est réguliére sur Iintervalle[a,b], le probléme de valeur initiale
y =f (x,y )avec y (a) donnée, posséde une solution unique. Les Problemes de valeur aux

limites a deux points sont illustrés par I'équation.

y +y =0 (A.1)
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Avec des conditions aux limites suivant :y (a)=A, y (b)=B .Un moyen important
d'analyser ces probléemes est de considérer une famille de solutions de I\VP.

Soity (x,s), la solution de I'équation (1) avec les valeurs initiales y (a)=Aety (a)=s.

Chaquey (x,s),s’étend ax =b, et nous demandons, pour quelles valeursde S, y (b,s)=B
?
S’il existe une solution S pour cette équation algébrique, la valeur y (x ,s) , correspondant

constitue une solution de I'équation différentielle qui satisfait les deux conditions aux limites.

En utilisant la linéarité, nous pouvons trier les possibilités facilement.

Soit u (x ) la solution définie pary (a)=A, y (a)=0etv (x) la solution définie pary (a)=0
, 'y (a)=1. La liniére implique quey (x,s)=u(x)+sv(x), et la condition a la limite
B=y(b,s)=u(b)+sv(b), s’éleve a une équation algébrique liniére qui définit la ponte
initiale inconnue s. les faits familiers de I'existence et l'unicité de solutions d'équations
algébriques linéaires nous disent alors qu'il Ya soit une solution exactement a la BVP, ou il Ya

des valeurs limites B pour lesquels il n‘existe aucune solution et d'autres pour lesquels il existe

une infinité de solution.

A.3 Méthode numérique

L'approche théorique de la BVP mentionnée dans le deuxiéme paragraphe repose sur la
solution d’IVP pour Odes et la solution des équations algébriques non linéaires. Etant donné
qu’il existe des programmes efficaces pour les deux taches, il est naturel de les combiner dans
un programme pour la solution du BVP. Cette approche est appelée méthode de tir (shooting
method). Parce qu'il apparait avant si droit d'utiliser des outils numériques de qualité pour la
solution du BVP par des techniques de tirs, il est peut sembler surprenant que bvp4c ne soit pas
un code de technique de tirs. La difficulté de base avec cette méthode est qu'une parfaitement
agréable BVP peut nécessiter I'intégration des IVP qui sont instables. C'est, la solution d'un
BVP peut étre insensible aux changements de valeurs limites, mais les solutions de I'lVVP de

méthode de tir sont sensibles aux changements dans les valeurs initiales. VVoici I’exemple

y' —100y =0 (A.2)
Avec  y(0)=1y(1)=Bfait le point. Le titre implique la  solution
y (x,s)=cos10x +0.1ssinh10x de I’'IVP avec valeur initialy (0)=1,y (0)=s. De tout

évidence, ce qui peut étre aussi grande 0.1sinh10 ~1101. Un petit calcul montre que la pente
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qui conduit & la satisfaction de la condition & la limite & x =1et s =10(B —cosh10)/sinh10

puis que, pour la solution de la BVP, |dy /6B|=]sinh10/<1. Evidemment, les solutions de

I'I'\VVP sont beaucoup plus sensibles aux variations de la pente initiale de la solution s, alors que
la solution du BVP est a des changements dans la valeur limite B. si I’IVP n’est pas trop
instable, le tir peut étre tres efficace. IVP instables peuvent causer un code de tirs a I'échec parce
que l'intégration "explose" avant d'atteindre la fin de I'intervalle. Plus souvent, cependant, I'l\VP
atteint solveur la fin, mais est incapable de calculer un résultat précis la-bas et de ce fait, le
solveur de I'équation non linéaire est incapable de trouver des valeurs initiales précises. Une
variété de techniques sont utilisées pour améliorer la prise de vue, mais quand I'I\VVP sont trés
instables, prise de vue est tout simplement pas une approche naturelle pour résoudre BVP.
bvp4c met une méthode de collection pour la solution du BVP de la forme

y =f (x,y,p),a<x <b (A.3)
Avec de non-linéarité générale, deux points conditions aux limites

g(y(a).y(b),p)=0 (A.4)
Ici p est un vecteur de parametres inconnus. Pour plus de simplicité, il est supprimé dans

les expressions qui suivent. La solution d'approximation s(x) est une fonction continue qu'est
un polynbme cubique sur chaque  sous-intervalle [x . ,Xn+1] d’une  maille
a=X,<x,<..<x,=b
Il satisfait les conditions aux limites
g(s(a),s(b))=0 (A.5)
Et qu'il satisfait aux équations différentielles (de col locatives) aux deux extrémités et le

point médian de chaque sous-intervalle

S'(x,)=f (x,5(x,)) (A.6)
s'((x, +X,,)/2) =t ((xn +x )28 ((x, +xn+1)/2)) (A7)
S'(Xm—l):f (Xn+1’s(xn+1)) (AS)

Ces conditions conduisent a un systeme d’équations algébrique non linéaire pour les
coefficients définissants (x ). A la différence de la technique de tir, la solution y (x) est
évaluée sur tout l'intervalle [a,b] et les conditions aux limites sont prises en compte a tous les

moments. Les équations algébriques non linéaire sont résolues de maniére itérative par

linéarisation, si cette approche s’appuie sur les solveurs d’équations linéaires de Matlab plutot

41



Annexe A

que ces codes IVP .la méthode de base de bvp4c, que I’on appelle la méthode de Simpson, est
bien connue et se trouve dans un certain nombre de codes .il peut étre démontré que les

hypotheses modestes, s(x) est une approximation de quatrieme ordre a une solution isolée

y (x), c’est-a-dire, |ly (x )—s (x )| <Ch*. Ici, h est la valeur maximale de la taille de pas

h, =x,,,—x, et C est une constante. Parce que ce n'est pas vrai de certaines méthodes de

n
collocation populaires, nous insistons sur le fait important que cette borne est vraie pour tout X

dans [a,b] .apres s(x) est calculé sur un maillage avec bvp4c, il peut étre évalué a peu de frais

atout x, ou un ensemble de x, dans [a,b] avec la fonction bvpval.

Parce que BVPs peuvent avoir plus d'une solution, les codes de BVP obliger les
utilisateurs a fournir une estimation pour la solution souhaitée. L’estimation comprend une
estimation d'un maillage initial révele que le comportement de la solution souhaitée. Les codes
ensuite adapté le maillage de maniére a obtenir une solution numérique exacte avec un nombre
réduit de points de maillage. Venir avec suffisamment bonne supposition est souvent la partie

la plus difficile de résoudre un BVP. bvp4c adopte une approche inhabituelle pour le controle

d'erreur qui lui permet de traiter avec suppositions pauvres. La continuité de s (x )sur [a,b] et
collocation aux extrémités de chague sous-intervalle implique que s(x ) a également une

dérivée continue sur[a,b]. Pour une telle approximation, le résidu r(x ) dans I'équation

différentielle est définie par :

r(x)=s(x)-f (x,s(x)) (A.9)
Autrement dit, cela dit que s (x )est la solution exacte d’ODEs perturbés.
s'(x)=f (x,s(x)+r(x)) (A.10)

De méme, le résidu dans les conditions aux limites est g (s (a),s (b)).

bvp4c controle les tailles de ces résidus. Si les résidus sont uniformément petite, s (x )
est une bonne solution dans le sens que cet est la solution exacte d'un probléme proche de celui
fourni au solveur. En outre, pour un probléme relativement bien conditionné, les petits résidus
impliquent que s(x) est proche dey (x) méme quand h n'est pas assez petit pour que le
quatrieme ordre de convergence est évident. Les codes de techniques de tir peuvent également
étre decrites comme controlant la taille de ces résidus : a chaque étape, un code d'I\VVP controle

I'erreur locale, ce qui équivaut a contrdler la taille du résidu d'un prolongement continu

approprié de formule utilisé, et le résolveur d'équations non linéaires est utilisé pour trouver des

42



Annexe A
valeurs initiales pour lesquelles le résiduel dans les conditions aux limites est faible.

Suppression résiduelle a des vertus importantes : résidus sont bien définis, peu importe a quel

point la solution approchée, et les résidus peuvent étre évaluée importe ou simplement en
évaluation f (x,s(x)) oug(s(a),s(b)). bvpdc est basée sur des algorithmes qui sont

plausibles, méme lorsque le maillage initial est trés faible, mais fournir des résultats corrects
que h tends vers 0. lls exploitent des propriétés trés intéressantes de la méthode de Simpson.
BVPs se posent dans les formes les plus diverses. A peu prés tout BVP peuvent étre formulées
pour solution avec bvp4c. La premiére étape consiste a écrire 'ODE comme un systéeme de
premiéres equations différentielles d'ordre.

C'est une tache familiére, car elle doit également étre faite pour IVP solveur de Matlab.
L'idée de base est d'introduire de nouvelles variables, une pour chaque variable dans le
probleme d'origine et l'autre pour chacun de ses dérivés a un de moins que le dérivé le plus
élevé apparaisse. Le procéde est illustré dans. C'est tout ce qui est nécessaire pour résoudre un
IVP, mais BVP peut étre beaucoup plus compliqué : Comme nous l'avons déja vu,
contrairement IVP, problemes aux limites n'‘ont pas nécessairement une solution, et quand ils
le font, la solution n'est pas nécessairement unique.

En effet, BVP implique généralement des valeurs de paramétres pour lesquels le
probléme a une solution. En outre, les singularités de toutes sortes ne sont pas du tout
inhabituelles.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons mené une étude numérique d’un écoulement de convection
mixte, laminaire et instationnaire devant une plaque plan vertical sous I’influence de
rayonnement. Les équations differentielles ordinaires régissant le phénoméne physique sont
résolues a I’aide de la méthode de difference fini. Les résultats obtenus dans cette étude
montrent que les profils de vitesse et de température dans les couches limites dépendent des
parametres de temps M, et de rayonnement N, et le nombre de Prandtl Pr. En plus on a vu aussi
I’influence des parameétres de contrdle du systéme sur la variation de Nusselt, et de coefficient

de frottement.

Mots clés : milieu poreux, transfert de chaleur, rayonnement, différence fini, couche
limite

Abstract

In this work, we conducted a numerical study of a mixed, laminar and unsteady
convection flow in front of a vertical plane plate under the influence of radiation. The ordinary
differential equations governing the physical phenomenon are solved using the finite difference
method. The results obtained in this study show that the velocity and temperature profiles in
the boundary layers depend on the parameters of time M, and radiation N, and the Prandtl
number Pr. In addition, the influence of the control parameters of the system on the variation

of Nusselt, and the coefficient of friction has been seen.

Keywords: porous medium, heat transfer, radiation, finite difference, boundary layer.



