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Introduction générale  

Les systèmes hydrauliques jouent un rôle vital dans de nombreux domaines industriels, 

allant de l’ingénierie civile à l’aérospatial. Cependant, la gestion et l’automatisation des 

mécanismes de fonctionnement de ces systèmes complexes nécessitent le développement de 

méthodes de régulation efficaces pour garantir leur stabilité et leur performance optimale. 

Dans ce travail, nous nous intéressons à l’implémentation des régulateurs PI et PID sur un 

système hydraulique composé de deux réservoirs couplés. Ces réservoirs sont alimentés par deux 

pompes, chacune dédiée à un réservoir, et possèdent des canaux de fuite. L’objectif central de ce 

travail est d’identifier le régulateur le plus approprié pour optimiser la performance en 

minimisant l’erreur statique entre la sortie et la consigne. Pour atteindre notre objectif, nous 

avons réparti notre travail en trois parties : 

 Première partie : Nous mettons l’accent sur la description des systèmes hydrauliques, en 

définissant leurs composants essentiels et leurs divers domaines d’application. Nous nous 

penchons également sur les outils de modélisation de ces systèmes, en mettant en avant la loi 

de Bernoulli et la loi de conservation de masse. La partie centrale de cette partie consiste en 

la description détaillée de notre système hydraulique, sa modélisation et sa simulation en 

boucle ouverte. 

 Deuxième partie : Nous abordons les commandes par les régulateurs PI et PID, en détaillant 

les méthodes de linéarisation par bouclage des équations d’état des systèmes hydrauliques à 

deux réservoirs couplés. Nous appliquons ensuite ces régulateurs à notre système 

hydraulique et comparons les résultats de simulation obtenus pour chaque type de régulateur. 

 Troisième partie : Nous explorons une application de la théorie des jeux non coopératifs 

pour optimiser le choix des régulateurs de systèmes hydrauliques. Après une introduction 

détaillée de la théorie des jeux, nous démontrons comment les outils de cette théorie peuvent 

être mobilisés pour analyser l’efficacité des choix des régulateurs PI et PID dans un contexte 

stratégique. 

La modélisation de notre système a révélé sa nature dynamique non linéaire, caractérisée 

par une complexité due à la circulation du fluide entre deux réservoirs via un canal de liaison et 

vers la sortie à travers des canaux de fuite. Cette spécificité non linéaire nous a conduits à 

effectuer sa linéarisation par bouclage. Cette étape est essentielle pour pouvoir mettre en œuvre 

efficacement les commandes des régulateurs PI et PID, assurant ainsi une régulation précise et 

adaptée. 
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       Les résultats obtenus après l’application des régulateurs PI et PID ont confirmé une bonne 

performance dans la gestion dynamique du système hydraulique étudié. Cependant, cette réussite 

nous a amenés à réfléchir à une situation hypothétique où deux individus sont impliqués dans le 

choix des régulateurs pour chaque réservoir. Chaque personne doit décider du type de régulateur 

à utiliser pour son réservoir respectif. Dans ce contexte, une question pertinente se pose : est-ce 

que les deux individus ont intérêt à choisir le même type de régulateur, comme PI ou PID, ou 

bien est-il avantageux de différencier leurs choix ?  

Du fait de l’interaction entre les dynamiques des deux réservoirs, cette situation peut être 

vue comme un jeu où chaque participant cherche à minimiser son erreur statique tout en tenant 

compte des décisions de l’autre. Pour analyser cette dynamique de choix stratégique, avons 

utilisé les outils de la théorie des jeux non coopératifs. Cette approche a permis d’évaluer les 

stratégies possibles des deux individus et d’identifier les équilibres où les décisions individuelles 

conduisent à des résultats stables.  
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CHAPITRE I: Modélisation d’un système hydraulique à deux réservoirs 

I.1 Introduction 

L’étude du comportement et de l’évolution d’un système réel dont l’état évolue dans le 

temps doit passer par une étape de modélisation. Qu’est-ce que la modélisation ? Pour faire 

simple, il s’agit d’une représentation simplifiée de l’évolution de l’état du système réel à l’aide 

de fonctions et d’équations mathématiques. 

Les systèmes hydrauliques1 sont des ensembles de composants interconnectés utilisant un 

fluide sous pression pour effectuer un travail mécanique. La modélisation de ces systèmes est 

essentiellement basée sur des éléments de la mécanique des fluides, tels que le principe de 

Bernoulli, la loi de conservation de la masse, ainsi que des outils mathématiques comme les 

systèmes dynamiques. 

L’objectif de ce chapitre est de donner un bref aperçu de quelques notions relatives aux 

systèmes hydrauliques. Par la suite, nous rappellerons quelques définitions de la mécanique des 

fluides et des mathématiques utilisées dans la modélisation des systèmes hydrauliques. La 

dernière partie est consacrée à la description, la modélisation, et la simulation en boucle ouverte 

d’un système hydraulique à deux réservoirs couplés. 

I.2 Les systèmes hydrauliques 

I.2.1 Définition du SH 

      « L’hydraulique » a pour racine mot grec hudor (eau). Le concept de base de l’hydraulique 

s’appuie sur le fait que si une force est appliquée à un fluide à un point donné du système, ce 

fluide transmettra cette force exactement et l’appliquera à tout autre point du système, puisque 

par nature le fluide est incompressible. Donc le système hydraulique est un mécanisme qui utilise 

des fluides sous pression pour transmettre de l’énergie et effectuer un travail mécanique [16, 4].   

I.2.2 Composants principaux [17] 

         Un système hydraulique se compose de plusieurs éléments essentiels qui interagissent de 

manière cohérente. Parmi ces composants clés, on retrouve : 

 Réservoir : contient le fluide hydraulique, permettant de compenser les variations de 

volume du système.  

 Pompe hydraulique : convertit l’énergie mécanique en énergie hydraulique en mettant 

le fluide sous pression. 

                                                           
1 L’hydraulique tire son nom du mot grec « hudor » qui signifie « eau ». 
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 Valve : contrôle le débit de la pression du fluide dans le système. 

 Tuyaux : acheminent le fluide hydraulique entre les différents composants, ils assurent la 

circulation fluide du liquide dans le système. 

Pour illustrer ces composants, la figure suivante donne un aperçu de ces composants à travers le 

système hydraulique CE105 [13]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                    Figure I.1 : Système hydraulique CE105. 

I.2.3 Énergie hydraulique [7] 

                Différentes formes d’énergies sont utilisées en hydraulique :   

 L’énergie potentielle (par gravité) : comme un château d’eau, cette forme d’énergie est 

stockée dans la hauteur du fluide, permettant de générer de la pression et d’alimenter des 

systèmes hydrauliques. 

 L’énergie cinétique (par vitesse) : comme une turbine hydroélectrique, cette énergie est 

obtenue à partir du mouvement rapide d’un fluide, convertissant ainsi l’énergie cinétique 

en énergie mécanique.  

 L’énergie par pression : Prédominante dans les systèmes hydrauliques industriels et 

mobiles, cette forme d’énergie résulte de la pression exercée sur un fluide. Elle est 

utilisée pour actionner des composants hydrauliques et réaliser un travail mécanique. 

I.2.4 Fluide hydraulique  

a. Fluide [7, 18] 

Les fluides sont des substances dont les molécules se déplacent aisément les unes par 

rapport aux autres, adoptant la forme du récipient qui les contient. Un fluide hydraulique, 
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également appelé huile hydraulique, est un liquide spécialement conçu pour transmettre de la 

puissance dans un système hydraulique, jouant un rôle essentiel dans la transmission des forces 

et l’exécution des mouvements. 

Les fluides sont classés en deux groupes : 

 Les liquides : ils sont peu compressibles, ce qui en fait un choix idéal pour les systèmes 

hydrauliques opérant à des pressions élevées [7]. 

 Les gaz : en revanche, ils sont très compressibles, les rendant inefficaces comme 

transporteurs d’énergie dans les applications hydrauliques [7]. 

b. Débit [7] 

            Le débit est le quotient de la quantité de fluide qui traverse une section droite de la   

conduite par la durée de cet écoulement.  

Le débit est classé en deux groupes : 

 Débit masse :  

Il est défini comme le rapport en la masse 𝛥𝑚 de fluide traversant une section droite de 

la conduite pendant un intervalle de temps 𝛥𝑡  donné. Son unité est : (𝑘𝑔/𝑠). 

                                                       𝑞𝑚 =
𝛥𝑚

𝛥𝑡
.                                                         (I.1) 

 Débit volume : 

Il représente le volume 𝛥𝑣 de fluide traversant une section donnée de la conduite pendant 

un intervalle de temps 𝛥𝑡 donné. Son unité est : (𝑚3/𝑠) 

                                                       𝑞𝑣 =
𝛥𝑣 

𝛥𝑡
.                                                            (I.2) 

I.2.5 Champ d’application 

             Les systèmes hydrauliques sont utilisés dans une variété de domaines pour accomplir une 

gamme étendue de tâches. Le tableau suivant donne quelques-uns des principaux champs 

d’application où l’hydraulique joue un rôle crucial [16] : 
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                            Tableau I.1 : Champ d’application des systèmes hydrauliques. 

Champ 

d’utilisation Description 

 

 

Machine-

outil 

Ce secteur comprend une grande variété d’applications, mais les machines-

outils restent parmi les principaux utilisateurs de composants hydrauliques. Ces 

composants sont utilisés pour le bridage des pièces, la prise d’outil, la 

commande de l’avance et la transmission de mouvements. Les presses à 

découper ou à emboutir sont des exemples d’applications directes de 

l’hydraulique. 

Engins de 

travaux 

publics 

Les engins de travaux publics font également un usage intensif de composants 

hydrauliques pour la transmission des mouvements et la commande des outils. 

Ces machines sont utilisées pour creuser, soulever, déplacer et niveler divers 

matériaux. 

Véhicules 

industriels 

Les applications des systèmes hydrauliques dans ce domaine sont variées, allant 

du levage des bennes ou des hayons au système de rotation des cabines de 

camions. 

 

Manutention 

Les chariots élévateurs constituent un secteur traditionnellement important pour 

l'utilisation des systèmes hydrauliques. Ces systèmes sont utilisés pour des 

mouvements linéaires dans des opérations de levage où le matériel doit résister à 

des efforts importants. 

 

Aviation 

L'hydraulique destinée à l'aviation occupe une place spécifique. Fournie par des 

sociétés spécialisées, elle est soumise aux mêmes lois de la physique mais doit 

répondre à des exigences spécifiques liées à la sécurité et aux performances 

aéronautiques. 

   

I.2.6 Les contraintes des systèmes hydrauliques [16] 

            Les systèmes hydrauliques, malgré leurs nombreux avantages, sont également soumis à 

diverses contraintes qui nécessitent une attention particulière. Voici quelques-unes des 

contraintes les plus courantes associées aux systèmes hydrauliques : 

 L’utilisation de pressions élevées (50 à 700 bars) dans les systèmes hydrauliques, peut 

engendrer des accidents. 

 L’utilisation d’une huile hydraulique minérale inflammable peut engendrer des incendies.  
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 Les composants hydrauliques représentent des matériels coûteux dont la maintenance et 

onéreuse du fait du prix de revient élevé des composants, du remplacement de l’huile 

hydraulique et des filtres. 

I.3 Outils de modélisation des systèmes hydrauliques 

I.3.1 La loi de conservation de la masse 

a- Historique 

Antoine Lavoisier 2a révolutionné notre compréhension de la matière avec sa célèbre loi 

de conservation de la masse, énoncée en 1774. Cette loi fondamentale établit que dans 

toute réaction chimique, la masse totale des substances reste constante, défiant ainsi les 

idées précédentes de création ou de destruction de matière [15]. 

b- Définition [15] 

Le théorème de conservation de la masse, également connu sous le nom de principe de 

conservation de la masse, stipule que la masse totale d’un système isolé reste constante 

au fil du temps, quelle que soit l’interaction ou la transformation des constituants du 

système. Cette loi est cruciale dans de nombreux domaines scientifiques et d’ingénierie.  

c- Exemple   

Dans une réaction chimique, la masse totale des réactifs est égale à celle des produits. Par 

exemple, lors de la formation de l’eau à partir d’hydrogène et d’oxygène, la masse totale 

des réactifs est égale à celle de l’eau produite, illustrant ainsi la loi de conservation de la 

masse [15]. 

d- Distinction entre la masse et le poids [15] 

Il est important de différencier la masse, qui est une mesure de la quantité de matière et 

reste constante quel que soit l’endroit, et le poids, qui varie en fonction de la gravité. La 

loi de conservation de la masse se concentre sur la masse, indépendamment de la gravité. 

e- L’énoncé du théorème [11] 

Pour un système fermé (sans échange de matière avec son environnement), la somme 

des masses des réactifs est toujours égale à la somme des masses des produits formés. 

f- Limites et remarques 

                                                           
2 Antoine-Laurent de Lavoisier (1743-1794) était un chimiste français souvent considéré comme le père de la chimie 

moderne. Ses contributions majeures ont révolutionné la discipline et jeté les bases de la chimie moderne. 
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La loi de conservation de masse ne s’applique pas aux systèmes ouverts où la matière 

peut être échangée avec l’environnement. De plus, dans les réactions nucléaires, où les 

masses des noyaux des constituants initiaux et finaux diffèrent, la différence de masse se 

traduit par de l’énergie selon la célèbre relation d’Einstein : 𝐸 = 𝑚 𝑐2, où 𝐸 représente 

l’énergie libérée lors de la réaction, 𝑚 l’écart de masse entre l’état initial et l’état final, et 

𝑐 la vitesse de la lumière [11]. 

  I.3.2 Loi de Bernoulli  

a-  Définition 

La loi de Bernoulli3 est un principe fondamental en mécanique des fluides, énoncé par 

Daniel Bernoulli en 1738. Cette loi décrit le comportement des fluides en mouvement 

et exprime la conservation de l’énergie dans un flux de fluide incompressible et sans 

viscosité [6, 20]. 

b-  Enoncé de la loi de Bernoulli 

La loi de Bernoulli énonce que dans un écoulement stationnaire et incompressible d’un 

fluide, la somme de la pression dynamique, de la pression statique et de l’énergie 

cinétique par unité de volume reste constante le long d’une ligne de courant. Cette loi 

est exprimée par l’équation suivante [6, 9] : 

                                       
1

2
𝜌𝜈2 + 𝜌𝑔𝑧 + 𝛲 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒,                                       (I.3) 

                où :  

o 𝛲 est la pression du fluide  (Pa). 

o 𝜈 est la vitesse moyenne du fluide (m/s). 

o 𝜌 est la masse volumique (constante) du fluide (kg/m3). 

o 𝑧 est la hauteur (m). 

o 𝑔 est l’accélération de la pesanteur (9.81m/s2). 

 

c- Interprétations physiques du théorème de Bernoulli  

La constante le long de la ligne de courant a la dimension d’une pression est la 

somme de plusieurs termes qui ont tous la dimension d’une pression. 

On distingue : [6] 

 La pression statique : 𝛲 + 𝜌𝑔𝑧 ,  qui est liée à la pression 𝛲 régnant dans le 

fluide et à la hauteur 𝑧. 

                                                           
3 Daniel Bernoulli, né en 1700 à Groningue, aux Pays-Bas, était un physicien et mathématicien suisse. Il est surtout 

connu pour ses contributions à la mécanique des fluides et son travail sur l'énergie cinétique. 
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 La pression dynamique : 
1

2
𝜌𝜈2, qui est liée à la vitesse 𝜈 de l’écoulement. 

I.4 Les systèmes dynamiques  

I.4.1 Définition du SD 

              Un système dynamique (SD) est un concept fondamental en mathématiques, utilisé 

pour modéliser et comprendre l’évolution temporelle d’un ensemble de variables d’état. Ces 

variables évoluent au fil du temps, souvent sous l’influence de paramètres d’entrée ou de forces 

extérieures. La dynamique d’un système dynamique est habituellement gouvernée par des 

équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équations aux dérivées partielles (EDP). Ces 

équations décrivent comment les variables d’état changent en fonction du temps et de l’état 

actuel du système, fournissant ainsi un aperçu précieux de son comportement au fil du temps.  

Formellement un système dynamique s’écrit :   

                                               �̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),                                                                   (I.4) 

où :  

 �̇�(𝑡) =
𝑑 𝑥(𝑡)

𝑑 𝑡
 représente la dérivée temporelle des variables d’état𝑥(𝑡). 

 𝑢(𝑡) désigne le vecteur des paramètres d’entrée ou des forces extérieures au temps 𝑡. 

 𝑡 est le temps. 

 𝑓 est la fonction qui décrit la dynamique du système, dépendant des variables d’état𝑥(𝑡), 

des paramètres d’entrée 𝑢(𝑡), et du temps 𝑡. [5] 

I.4.2 Les caractéristiques principales des systèmes dynamiques 

            Pour modéliser et analyser les systèmes dynamiques, ils doivent se conformer aux 

caractéristiques suivantes6 : 

1) Variable d’état : décrivent l’état du système à un instant donné. Elles évoluent selon des 

équations spécifiques. 

2) Equation de transition : déterminent comment les variables d’état changent dans le 

temps, souvent sous forme d’équations différentielles. 

3) Paramètres : des constantes qui influencent le comportement du système. 

4) Conditions initiales : les valeurs des variables d’état au début de l’analyse, essentielles 

pour résoudre les équations de transition. 

5) Entrée/ Sorties : les entrées sont les influences externes sur le système, et les sorties sont 

les réponses du système.   

6) Stabilité : la capacité du système à revenir à un état d’équilibre après une perturbation. 
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I.4.3 Différents types de systèmes dynamiques 

         Le tableau suivant donne un aperçu des différents types de systèmes dynamiques et de 

leurs caractéristiques distinctives : [10] 

Tableau I.2 : Différents types des systèmes dynamiques. 

Types de 

systèmes 

Dynamiques 

 

Description 

 

 

Linéaires 

Caractérisés par des équations différentielles linéaires où les variables 

d’état évoluent de manière proportionnelle aux paramètres et aux 

entrées. 

 

Non-linéaires 

Présentent des relations non linéaires entre les variables d’état, pouvant 

afficher des comportements complexes. 

 

Continus 

Évoluent de manière continue dans le temps et sont décrits par des 

équations différentielles. 

 

Discrets 

Évoluent à des intervalles de temps discrets et sont décrits par des 

équations aux différences. 

                          

I.5 Modélisation du système hydraulique à deux réservoirs 

            Dans cette section dédiée à la modélisation du système hydraulique à deux réservoirs, 

nous allons d’abord explorer en détail la configuration et le fonctionnement de ce système 

essentiel. Ensuite nous étudierons comment ces deux réservoirs interagissent pour contrôler le 

débit et la pression de l’eau en utilisant les lois de conservation de la masse et Bernoulli.  

I .5.1 Description du système hydraulique  

Nous considérons un système hydraulique composé de deux réservoirs verticaux, notés 

𝑅1 et 𝑅2, ayant chacun une section droite égale à 1 unité et reliés par un canal d’écoulement de 

section 𝑎, (𝑎 ≥  0). Chaque réservoir 𝑅𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2} possède un canal de fuite de section 

 𝑏𝑖 (𝑏𝑖 ≥ 0). Les deux réservoirs sont équipés de capteurs permettant de mesurer la hauteur du 

fluide, assurant ainsi un contrôle précis du niveau de liquide dans chacun d’eux. 

Pour appliquer la loi de Bernoulli, nous partons du principe que les deux réservoirs se 

remplissent avec un fluide incompressible, c’est-à-dire que sa masse volumique reste constante.  
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De plus, nous supposons que le fluide est non visqueux, ce qui implique qu’il n’y a pas de 

frottement interne entre les couches de fluide. Enfin, nous considérons que le fluide est en 

régime permanent, ce qui signifie que ses propriétés ne changent pas avec le temps. 

Les deux réservoirs sont alimentés en fluide par deux pompes distinctes, chacune destinée 

à un réservoir spécifique. L’entrée du système, notée 𝑢𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2} pour chaque réservoir 𝑅𝑖 ,  

mesure le débit d’entrée du fluide par la pompe. En sortie, 𝑦𝑖, 𝑖 ∈ {1,2}) pour chaque réservoir 𝑅𝑖 

représente la hauteur du fluide dans ce réservoir. 

La figure suivante donne un schéma descriptif du système considéré : 

Figure I. 2 : Schéma du système hydraulique à deux réservoirs couplés. 

I.5.2. Choix du système 

Notre choix de ce système hydraulique est motivé par sa pertinence par rapport aux 

situations rencontrées dans le monde réel et par son potentiel d’étude des interactions entre les 

niveaux de liquide dans les deux réservoirs. 

Tout d’abord, ce système trouve des applications directes dans divers secteurs industriels 

et domestiques. En simulant deux réservoirs interconnectés, il reproduit fidèlement la complexité 

des systèmes hydrauliques réels, constituant ainsi une plateforme de modélisation permettant 

d’analyser les phénomènes hydrauliques dans des conditions proches de la réalité. 

De plus, la configuration à deux réservoirs permet d’explorer les dynamiques complexes 

des mouvements du fluide. Les changements de niveau de fluide dans l’un des réservoirs 

affectent directement le niveau de fluide de l’autre réservoir, ce qui montre une interaction 
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stratégique entre les deux. Cette interaction ouvre une perspective intéressante pour l’utilisation 

des outils de la théorie des jeux dans le choix des types de commande (voir chapitre 3). 

I.5.3. Modélisation du système hydraulique considéré 

À partir de la figure descriptive du système, nous pouvons voir que la hauteur 𝑦1 du 

fluide dans le réservoir 𝑅1 est supérieure à la hauteur 𝑦2 du fluide dans le réservoir 𝑅2. Par 

conséquent, le fluide s’écoule de 𝑅1 en direction de 𝑅2. 

Dans le réservoir 𝑅1, le fluide s’écoule de façon fluide, contrairement au réservoir 𝑅2, où 

des turbulences existent. Ces turbulences absorbent l’énergie cinétique du fluide et la 

transforment en chaleur. Sans ces turbulences, nous aurions un mouvement de va-et-vient éternel 

du fluide entre les deux réservoirs. 

Pour appliquer la loi de Bernoulli dans le réservoir 𝑅1, considérons un tube de courant, 

c’est-à-dire un tube virtuel à l’intérieur duquel le fluide possède un mouvement fluide et ne 

traverse pas les parois. La relation de Bernoulli nous dit que dans ce tube, en en tout point on a : 

   
1

2
𝜌 𝜈2 + 𝜌 𝑔 𝑧 + 𝛲 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  ,                                       (𝐼. 5)  

où 𝛲 est la pression au point considéré, 𝑧 son altitude, 𝜈 la vitesse de l’eau en ce point. Le 

coefficient 𝜌 est la masse volumique de l’eau et 𝑔 est la constante de gravitation.  

A partir de la relation de Bernoulli on peut déduire cette égalité aux points 𝐴 et 𝐷 de tube 

de courant : 

                      𝑃𝐷 +  𝜌
𝑣𝐷
2

2
+ 𝜌 𝑔 𝑧𝐷 = 𝑃𝐴 +  𝜌 

𝑣𝐴
2

2
+ 𝜌 𝑔 𝑧𝐴 .                             (𝐼. 6)  

On peut déduire à partir de (𝐼. 6)          

                           𝑃𝐷 = 𝑃𝐴 −  𝜌
𝑣𝐷
2

2
+ 𝜌 𝑔 (𝑧𝐴 − 𝑧𝐷).                                                (𝐼. 7) 

Supposons que le point 𝐶 est loin de la zone de turbulence et que le fluide est immobile 

(vitesse nulle). Ainsi, selon la loi de Bernoulli aux points 𝐶 et 𝐵 : 

                                      𝑃𝐶 + 𝜌 𝑔 𝑧𝐶 = 𝑃𝐵 + 𝜌 𝑔 𝑧𝐵.                                               (𝐼. 8)                   

La relation (𝐼. 8) donne :  

                                          𝑃𝐶 = 𝑃𝐵 + 𝜌 𝑔(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) .                                                             (𝐼. 9) 
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Dans la zone de turbulence, le fluide est ralenti, mais nous pouvons supposer que la pression  

varie pas, c’est-à-dire 𝑃𝐶 = 𝑃𝐷. Ainsi, d’après (𝐼. 6) et (𝐼. 8), nous avons : 

                        𝑃𝐵 + 𝜌 𝑔 (𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) = 𝑃𝐴 −  𝜌
𝑣𝐷
2

2
+ 𝜌 𝑔 (𝑧𝐴 − 𝑧𝐷).                               (𝐼. 10) 

Comme   𝑃𝐴 =   𝑃𝐵, et que 𝑧𝐷 = 𝑧𝐶, l’équation (𝐼. 10) se simplifie : 

                                    𝜌 𝑔(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) =  𝜌 
𝑣𝐷
2

2
.                                                      (𝐼. 11)  

De (𝐼. 10), on peut déduire que : 

𝑣𝐷 = √2𝑔(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵).                                                           (𝐼. 12) 

 Supposons maintenant que dans notre système, le réservoir que la hauteur 𝑦2 du fluide 

dans le réservoir 𝑅2 est supérieure à la hauteur 𝑦1 du fluide dans le réservoir 𝑅1, une étude 

similaire permettra d’obtenir :  

𝑣𝐷 = −√2𝑔(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴).                                                           (𝐼. 13) 

Le signe négative indique que le fluide circule du réservoir 𝑅2 en direction de 𝑅1. 

A partir des relations (𝐼. 11) et (𝐼. 12), la générale pour la vitesse de  fluide dans le canal 

est : 

𝑣𝐷 = sign (zA − zB)√2𝑔| zA − zB|.                                            (𝐼. 14) 

Etant donné que la section du canal reliant les deux réservoir est 𝑎 et la relation (𝐼. 14), le 

débit 𝑄𝑖𝑗 du fluide du réservoir 𝑅𝑖 en direction de 𝑅𝑗 est :  

𝑄𝑖𝑗 = 𝑎 sign (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)√2𝑔| 𝑦𝑖 − 𝑦𝑗|.                                          (𝐼. 15) 

Etant donné que la section du canal fuite du réservoir 𝑅𝑖, 𝑖 ∈ {1,2} est 𝑏𝑖 et la relation 

(𝐼. 15), le débit 𝑄𝑖 𝑒𝑥𝑡 de fuite vers l’extérieur du réservoir 𝑅𝑖 est 

                                     𝑄𝑖 𝑒𝑥𝑡 = 𝑏𝑖. √2 𝑔 𝑦𝑖.                                                                 (𝐼. 16) 

Appliquons maintenant la loi de conservation de masse, pour étudier la variation du 

volume fluide dans les deux réservoirs du système. Selon le principe de cette loi, la somme des 

débits entrants moins la somme des débits sortants donne la variation du volume de fluide dans 

chaque réservoir. Ce fait se traduit par ce système dynamique : 

{
�̇�1 = −𝑄1 𝑒𝑥𝑡−𝑄12 + 𝑢1
�̇�2 = −𝑄21 − 𝑄1 𝑒𝑥𝑡 + 𝑢2

                                                   (𝐼. 17) 

 

 



CHAPITRE I : Modélisation d’un système hydraulique à deux réservoirs 

 

14 
 

En utilisant (𝐼. 17), les équations  d’état du système s’écrivent : 

{
�̇�1(𝑡) = −𝑏1 √2 𝑔 𝑦1(𝑡) − 𝑎 sign (𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢1(𝑡).

�̇�2(𝑡) = −𝑏2 √2 𝑔 𝑦2(𝑡) + 𝑎 sign(𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)) √2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢2(𝑡).
             (𝐼. 18) 

Les équations (1.18) décrivent le système hydraulique comme un système dynamique non 

linéaire. Cette nature non linéaire est attribuable à plusieurs facteurs : 

 Dépendance non Linéaire des débits par rapport aux hauteurs de fluide : Les termes 

√2 𝑔 𝑦1(𝑡) et √2 𝑔 𝑦2(𝑡) montrent que les débits dépendent des racines carrées des 

hauteurs de liquide 𝑦1(𝑡) et 𝑦2(𝑡). Cette relation non linéaire entre les débits et les hauteurs 

de liquide rend le système non linéaire. 

 Interaction complexes entre les réservoirs : Les termes signe (𝑦1(𝑡) −

𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| dans les deux équations montrent que les débits dépendent de 

la différence entre les hauteurs de liquide des deux réservoirs. Cette interaction complexe 

entre les réservoirs introduit une non linéarité dans le système. 

 Dépendance des paramètres par rapport aux hauteurs de fluide : Les paramètres 𝑏1 et 

𝑏2 des débits de fuite ainsi que le paramètre 𝑎 de la section du canal dépendent des 

hauteurs de liquide 𝑦1(𝑡) et 𝑦2(𝑡). Cette dépendance non linéaire des paramètres rend 

également le système non linéaire. 

I.5.4 Simulation du système en boucle ouverte 

 Pour réaliser une simulation en boucle ouverte de notre système, nous allons considérer les 

valeurs des paramètres suivantes : 

Tableau I.3 : Les paramètres de simulation. 

Paramètres  Paramètres  Valeur numérique 

Section du canal de fuite de 𝑅1 𝑏1 0,3 m² 

Section du canal de fuite de 𝑅2 𝑏2 0,6 m² 

Constante de gravitation 𝑔 9.81𝑚/𝑠² 
Section du canal reliant 𝑅1 et 𝑅1 𝑎 0,5 m² 

hauteur initiale de fluide dans 𝑅1 𝑦1(0) 0 

hauteur initiale de fluide dans 𝑅2 𝑦2(0) 0 

Durée de simulation  t_spam 100 

Débit d’entrée du fluide dans 𝑅1 𝑢1(𝑡)  1 m3/s 

Débit d’entrée du fluide dans 𝑅2 𝑢2(𝑡) 1 m3/s 

. 
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La figure suivante illustre le schéma bloc du système élaboré sur Matlab pour simuler le 

comportement du système hydraulique à deux réservoirs en boucle ouverte : 

Figure I.3 : Schéma bloc du système en boucle ouverte sur MATLAB. 

La réponse en boucle ouverte du système est donnée par la figure 4 : 

 

Figure I.4 : Réponse du système en boucle ouverte. 

Les sorties 𝑦₁ et 𝑦₂ commencent à zéro et augmentent rapidement au début, ce qui 

suggère une réponse initiale à une entrée ou une perturbation appliquée au système. Après cette 

augmentation initiale, les deux sorties atteignent un plateau, indiquant que le système a atteint un 

état d’équilibre ou un régime permanent. La sortie 𝑦₁ (jaune) atteint un plateau légèrement plus 

élevé que la sortie 𝑦₂ (bleue), cela peut indiquer une différence dans les caractéristiques 

dynamiques des deux sorties. 
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I.6 Conclusion 

Ce chapitre a exploré en détail la modélisation et la description détaillée d’un système 

hydraulique à deux réservoirs, en mettant en évidence les interactions essentielles entre les 

composants. Nous avons défini et examiné les notions fondamentales telles que le débit, la 

pression et les mécanismes de contrôle, tout en intégrant ces concepts dans un schéma bloc 

illustrant la dynamique du système. L’utilisation de simulation nous a permis d’analyser 

précisément le comportement hydraulique.     
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Chapitre II : Commande et régulation du système hydraulique à deux réservoirs 

II.1 Introduction  

Les systèmes hydrauliques sont omniprésents dans plusieurs industries, jouant un rôle 

crucial dans le transport et le contrôle des fluides. Les ingénieurs en automatique sont appelés à 

intervenir dans la modélisation et la conception des commandes de contrôle et de régulation de 

ces systèmes. Cependant, la complexité des modèles dynamiques de ces systèmes, qui sont de 

nature non linéaire, exige la conception d’approches de contrôle adaptées. 

Les problèmes de contrôle et de régulation de ces systèmes peuvent être classés en trois 

catégories. La première s’intéresse à la problématique de la régulation du niveau de liquide dans 

les réservoirs de fluides en ajustant les débits d’entrée et/ou de sortie. La deuxième catégorie 

s’intéresse à la régulation de la pression dans les systèmes hydrauliques, ce qui nécessite des 

contrôles précis des pompes et des valves. Enfin, la troisième catégorie concerne le contrôle de la 

vitesse et de la position des actionneurs hydrauliques, souvent utilisés dans les systèmes 

industriels pour des tâches automatisées complexes. 

Dans ce chapitre, nous considérons le système hydraulique décrit dans le chapitre 1, et 

nous nous intéressons à la problématique de la régulation des niveaux de liquide dans deux 

réservoirs couplés en ajustant les débits d’entrée. Nous faisons recours à la méthode de la 

linéarisation par bouclage et nous appliquons deux types de commandes : le régulateur 

proportionnel intégral (PI) et le régulateur proportionnel intégral dérivé (PID). 

 Les résultats de ces deux régulations seront analysés et comparés pour démontrer 

l’efficacité des deux approches. 

II.2 Commande par régulateur PI et PID 

II.2.1 Commande par PID 

II.2.1.1 Définition  

           Le régulateur PID (proportionnel intégral dérivé) est le régulateur standard le plus utilisé 

dans l’industrie, car il permet de régler à l'aide de ses trois paramètres les performances 

(amortissement, temps de réponse, temps de montée ...) d'une régulation d'un processus modélisé 

par un deuxième ordre.  

     Le régulateur PID est bien adapté à la plupart des processus de type industriel. Et est 

relativement robuste par rapport aux variations des paramètres du procédé [1]. 

Il remplit essentiellement trois fonctions : 

 Il fournit un signal de commande 𝑢(𝑡) en tenant compte de l'évolution du signal de sortie 

𝑦(𝑡) par rapport à la consigne𝑤(𝑡). 
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 Il minimise l'erreur statique grâce au terme intégrateur. 

 Il anticipe les variations de la sortie grâce au terme dérivateur. 

Le régulateur PID relie directement le signal de commande 𝑢(𝑡) au signal d'écart 𝑒(𝑡) [19]. 

                                          

                                                 Figure II.1: Régulateur PID.    

 Sa description temporelle est la suivante : 

                             𝑢(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡) + 𝐾𝑖 ∫ 𝑒()𝑑
𝑡

0
+ 𝐾𝑑

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
,                                                (II.1) 

 où 

 𝐾𝑝 : Le gain proportionnel  

 𝐾𝑑 : Le gain dérivé  

 𝐾𝑖 : Le gain intégral  

 Avec l’écart (erreur statique) défini comme suit :        

                                             𝑒(𝑡) = 𝑤(𝑡) − 𝑦(𝑡).                                                         (II.2) 

 Sa fonction de transfert s'écrit : 

                                  𝐻(𝑝) =
𝑈(𝑝)

𝑒(𝑝)
= 𝐾𝑝 +

𝐾𝑖

𝑝
+ 𝐾𝑑𝑝.                                             (II.3)       

II.2.1.2 Différents types d’actions 

a) Action proportionnelle 

Le régulateur à action proportionnelle, ou régulateur P, a une action simple et naturelle, 

puisqu'il construit une commande 𝑢(𝑡) proportionnelle à l'erreur 𝑒 (𝑝). Sa commande ne dépend 

pas du passé, ni d'une tendance, mais simplement de ce qui passe à l'instant présent. L’action 

Proportionnelle corrige de manière instantanée, donc rapide, tout écart de la grandeur à régler. Il 

permet donc d'améliorer notablement la précision [19]. 

La loi de commande : 

                                      𝑢(𝑡) = 𝐾𝑝 . 𝑒(𝑡).                                                                 (II.4) 

                                                 

                                                    Figure II.2 : Action Proportionnelle [8].             
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 L’effet d'une augmentation du gain entraîne une diminution de l’erreur statique, rende 

système plus rapide mais augmente l’instabilité du système. 

 Augmente la bande passante du système, ce qui Améliore la rapidité du système et 

augmente l'instabilité du système. 

b) Action intégrale 

L’action intégrale est utilisée lorsqu'on désire avoir en régime permanant une précision 

parfaite. 

La loi de commande : 

                𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖 ∫ 𝑒()𝑑
𝑡

0
=

1

𝑇𝑖
∫ 𝑒()𝑑
𝑡

0
 ,                                                     (II.5) 

avec 𝑇𝑖  est la Constante de temps d’intégration.  

 

                                          

                                                Figure II.3: Action Intégrale [8].                       

L’action intégrale permet : 

 D’améliorer la précision en réduisant ou annulant l'erreur statique. 

 D’accélère la réponse du système. 

 Plus l’action intégrale est élevée (Ti petit), plus la réponse s’accélère et plus la stabilité se          

dégrade (provoque des oscillations et du fort dépassement) [19]. 

 Il introduit un déphasage de -90° ce qui risque de rendre le système instable du fait de la 

diminution de la marge de phase [8]. 

c) Action dérivée  

             L’intérêt principal de la correction dérivée est sa sensibilité aux variations de l'erreur. 

Elle s'oppose aux grandes variations de l'erreur.  

Elle permet : 

 A introduire un déphasage de +90° ce qui augmente la stabilité du système [8]. 

 D'accélérer la réponse transitoire du système grâce à l'effet d'anticipation. 

 De compenser les effets du temps mort (retard) du procédé. 

 Mais fait diminuer la précision du système, et amplifie les bruits de hautes fréquences.   

La loi de commande : 
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                                  𝑢(𝑡) = 𝐾𝑑
𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
 =𝑇𝑑

𝑑𝑒(𝑡)

𝑑𝑡
 ,                                                                     (II.6)          

𝑇𝑑 : Constante de temps de dérivation. 

 

                                                

                                                        Figure II.4 : Action Dérivée [8].                                                      

II.2.1.3 Effet du régulateur PID  

              Le régulateur PID combine les trois actions de manière que chacune compense la 

caractéristique Indésirable de l’autre. L’action intégrale en régime permanent annule l’erreur, et 

l’effet oscillant de cette action est supprimé par l’action dérivée, car l’effet anticipé accélère la 

réponse et augmente-la stabilité relative du système. L’action proportionnelle modifie la vitesse 

pour atteindre la consigne.  Ces comportements peuvent être observés en augmentant la valeur de 

chaque action individuellement dans le processus [19]. 

II.2.1.4 Différentes structures d’un PID 

           Il existe trois types d’algorithme PID : 

1) Le PID série   

Dans cette configuration, les composantes proportionnelles, intégrales et dérivées sont 

connectées en série, chacune influençant le signal de commande de manière séquentielle.   

 

             

  

                       

                                        Figure II.5 : Structure série du régulateur PID [19].                        

2) Le PID mixte 

     Cette configuration combine des aspects des structures série et parallèle, en utilisant 

parfois des éléments en série et d’autres en parallèle, selon les besoins spécifiques du 

système. 
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Figure II.6 : Structure mixte du régulateur PID [19]. 

3) Le PID parallèle 

      Dans cette configuration, les composantes proportionnelle, intégrale et dérivée 

fonctionnent de manière indépendante et leurs sorties sont combinées pour former le signal 

de commande final. 

 

                

                            

 

 

 

 

 

                            Figure II.7 : Structure en parallèle du régulateur PID [19]. 

II.2.2 Commande par régulateur PI        

II.2.2.1 Définition 

            Le régulateur à action proportionnelle intégrale noté PI couvre une large gamme 

D’applications industrielles. 

Il délivre une commande au processus à partir de l’erreur entre la consigne et la sortie régulée             

                                             𝑒(𝑡) = 𝑤(𝑡) − 𝑦(𝑡) .                                            (II.7) 

 

 

 

 

                                                     Figure II.8: Régulateur PI. 

 Sa description temporelle est la suivante : 

                                     𝑢(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡) + 𝐾𝑖 ∫ 𝑒()𝑑.
𝑡

0
                                                        (II.8)  

Sa fonction de transfert s'écrit : 

                                     𝐻(𝑝) =
𝑈(𝑝)

𝑒(𝑝)
= 𝐾𝑝 +

𝐾𝑖

𝑝
.                                                                    (II.9) 
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 𝐾𝑝 Est le gain de l’action proportionnelle. Si le gain 𝐾𝑝 augmente, l’erreur statique et le 

Temps de réponse sont réduits. 

 𝐾𝑖Est le gain de l’action intégrale qui permet d’éliminer l’erreur statique. Si le gain 𝐾𝑖 

augmente, le système élimine l'erreur statique et rejette l'effet des perturbations plus 

rapidement, mais le dépassement sur la sortie s’amplifie [3]. 

II.2.2.2 Effet du régulateur PI  

             Le régulateur PI assure une transmission instantanée du signal d’erreur 𝑒(𝑡), suivi d’une 

intégration de ce signal. Il est privilégié dans les systèmes où une correction permanente est 

nécessaire pour annuler ou réduire au minimum une erreur persistante, ce qui se traduit par une 

amélioration significative de la précision du système. De plus, le PI induit une augmentation du 

gain global du système aux basses fréquences, contribuant ainsi à une meilleure stabilité et à une 

réponse plus rapide aux variations du signal de commande [19]. 

II.2.2.3 Différentes structures d’un PI 

            Il existe deux types d’algorithme PI : 

1)  Le PI série [19] 

               

                       

                           

 

       

                     Figure II.9: Structure série du régulateur PI. 

2) Le PI parallèle [19] 

  

 

                                   

                

                            

                               Figure II.10: Structure en parallèle du régulateur PI. 

II.3 Principe de linéarisation par bouclage 

II.3.1 Définition  

La linéarisation par bouclage a fait son apparition dans les années 1980 avec les travaux 

d’Isidori et les apports bénéfiques de la géométrie différentielle. Un grand nombre de systèmes 

non linéaires peuvent être partiellement ou complètement transformés en systèmes possédant un 
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comportement entrée-sortie ou entrée-état linéaire à travers le choix approprié d'une loi de 

commande par retour d'état non linéaire endogène. Lorsque les dynamiques des zéros sont 

stables, il est possible de transformer le système non linéaire en une chaîne d’intégrateurs. Après 

linéarisation, les techniques classiques des systèmes linéaires peuvent être appliquées.  

Cette approche a souvent été employée pour résoudre des problèmes pratiques de 

commande mais cette technique impose que le vecteur d'état soit mesuré et demande un modèle 

précis du procédé à commander. De plus, les propriétés de robustesse ne sont pas garanties face 

aux incertitudes paramétriques du modèle. En effet, cette technique est basée sur l'annulation 

exacte des termes non linéaires. Par conséquent, la présence d'incertitudes de modélisation sur 

les termes non linéaires rend l'annulation inexacte et l'équation entrée-sortie résultante non 

linéaire [2]. 

II.3.2 Principe 

         L’objectif de la linéarisation par bouclage est de transformer le système non linéaire en un 

système linéaire.  

Considérons le système non linéaire décrit par [12] : 

 

                                                 {
�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢,

𝑦 = 𝑐(𝑥),
                                                             (II.10) 

où  

 𝑢 : est le vecteur de commande (d’entrée) ; 

 𝑦 : est le vecteur de sortie ; 

 𝑓(𝑥) : est la matrice d’état ; 

 𝑏(𝑥) : est la matrice de commande ; 

 𝑐(𝑥) : est la matrice d’observation . 

Nous supposons que les dimensions de l’entrée du système et la sortie sont toutes deux égale à 

m. 

       L'idée de la linéarisation par bouclage, est de boucler le système (II.10) par une commande 

du type u = r (x, v), où v est la nouvelle entrée, aussi de dimension m.. Si cela n'est pas le cas, on 

se doit de fabriquer un observateur, mais dans un contexte non linéaire, cela est une opération 

très difficile. Puisqu’ici l'état est supposé accessible, y ne doit pas vraiment être considérée 

comme une sortie, mais plutôt comme le vecteur des variables consignées. 
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       Pour effectuer ce bouclage, il nous faut exprimer les dérivées successives de chacun des 𝑦𝑖 

en fonction de l'état et de l'entrée. On s'arrête de dériver𝑦𝑖, dès que les entrées commencent à 

intervenir dans l'expression de la dérivée. Nous disposons ainsi d'une équation du type   

                                                  (
𝑦1
(𝑘1)

...

𝑦𝑚
(𝑘𝑚)

)=𝐴(𝑥)𝑢 + 𝑏(𝑥),                                                      (II.11) 

Où 𝑘𝑖 désigne le nombre de fois qu'il nous faut dériver 𝑦𝑖pour y voir apparaître une entrée. Sous 

l'hypothèse que la matrice A (x) soit inversible, le bouclage suivant : 

                                              𝑢 = 𝐴−1(𝑥)(𝑣 − 𝑏(𝑥)),                                                          (II.12) 

Où v est notre nouvelle entrée, forme un système linéaire 𝑆𝐿 de m entrées à m sorties décrit par 

les équations différentielles : 

                                               𝑆𝐿  

{
 
 

 
 𝑦1

(𝑘1) = 𝑣1.
.              .
.     =      .
.               .

𝑦𝑚
(𝑘𝑚) = 𝑣𝑚.

                                                                    (II.13) 

Ce système est linéaire et complètement découplé (c'est-à-dire que chaque entrée 𝑣𝑖  agit sur une 

et une seule sortie𝑦𝑖). Ici, comme le système à commander est constitué de chaînes d'intégrateurs 

découplés, nous utiliserons m régulateurs de types PID (proportionnel intégral et dérivées) 

Notons que pour utiliser de tels régulateurs, il est nécessaire de disposer des dérivées des sorties. 

La remarque suivante explique comment les obtenir dans notre contexte de linéarisation par 

bouclage [12]. 

 

 Remarque (II.1) : 

En analysant bien le cheminement pour obtenir l'équation (II.8), on se rend compte que la 

𝑗𝑖è𝑚𝑒 dérivée de la 𝑖𝑖è𝑚𝑒 sortie 𝑦𝑖
(𝑗)

 s'exprime sous la forme      

                𝑦𝑖
(𝑗)
= {

�̂�𝑖𝑗(𝑥),                        si 𝑗 < 𝑘𝑖;

�̂�𝑖𝑗
𝑇 (𝑥). 𝑢 + �̂�𝑖𝑗(𝑥), si 𝑗 = 𝑘𝑖;

�̂�𝑖𝑗(𝑥, 𝑢, �̇�, �̈�, … . ),    si 𝑗 > 𝑘𝑖.

                                                             (II. 14) 

Le coefficient 𝑘𝑖 s’appelle le degré relatif de la 𝑖𝑖è𝑚𝑒 sortie. Si on mesure l’état du système x et 

son entrée 𝑢, on peut donc disposer de toutes les dérivées successives des  sorties𝑦𝑖
(𝑗)

, tant que 𝑗 

reste inférieur ou égal à  𝑘𝑖 .En effet, en raison de bruits hautes fréquences apparaissant dans les 

signaux, on ne peut pas disposer de la dérivée des signaux par l’utilisation de dérivateurs de 

façon fiable. Nous avons donc une fonction analytique : 
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                         ∆ : 
𝑅𝑚 → 𝑅(𝑘1+1)…(𝑘𝑚+1).

(𝑥, 𝑢) → ∆(𝑥, 𝑢) = (𝑦1, �̇�1, … , 𝑦1
(𝑘1), 𝑦2, �̇�2, … , 𝑦𝑚

(𝑘𝑚)) .
                          (II.15) 

Qui nous permet de disposer de toutes les dérivées des sorties (jusqu’à leur degré relatif), et ceci 

sans avoir à utiliser de dérivateurs de signaux [12]. 

         Cette figure décrit de façon simplifiée comment linéariser un système non linéaire par la 

technique de la linéarisation par bouclage 

                                                 𝑆𝐿 

 

   

                                                           u                                                                     

                                                                                                      

                                                                                              𝑥 

 

Figure 1I.11: Boucle de linéarisation d’un système [12]. 

II.3.3 Commande d’une chaîne d’intégrateur 

On considère le système d’entrée 𝑢 et de sortie 𝑦 décrit par l’équation 

différentielle suivante : 

𝑦(𝑛) = 𝑢.                                                                             (II. 16) 

II.3.4 Régulateur PID 

           On propose de stabiliser le système (𝐼𝐼. 16) par un régulateur proportionnel et dérivée et 

afin de compenser les perturbations constantes nous rajoutons un terme intégral. Nous obtenons 

une commande de type PID de la forme :  

𝑢 = 𝛼−1∫ (𝑤(𝜏) − 𝑦(𝜏))𝑑𝜏 + 𝛼0(𝑤 − 𝑦) − 𝛼1�̇�−. . . −𝛼𝑛−1𝑦
(𝑛−1)

𝑡

𝜏=0

,       (II. 17) 

où : 𝑤 est la consigne.  

Notons que le fait que ce régulateur nécessite les dérivées de 𝑦 n’est pas un problème dans le 

cadre défini par la linéarisation par bouclage. En effet, toutes ces dérivées peuvent être écrites 

comme fonction analytique de l’état 𝑥 du système et de l’entrée 𝑢 (voir la remarque II.1).  

 

Le système bouclé est décrit par l’équation différentielle : 

 

𝑢 = 𝐴−1(𝑥)(𝑣 − 𝑏(𝑥) 
�̇� = 𝑓(𝑥)+ 𝑏(𝑥)𝑢

𝑦 = 𝑐(𝑥)
 

𝑦 𝑣 

𝑥 
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𝑦(𝑛) = 𝛼−1∫ (𝑤(𝜏) − 𝑦(𝜏))𝑑𝜏 + 𝛼0(𝑤 − 𝑦) − 𝛼1�̇�−. . . −𝛼𝑛−1𝑦
(𝑛−1).                   (II. 18)

𝑡

𝜏=0

 

D’où, en dérivant une fois, on obtient : 

                    𝑦(𝑛+1) + 𝛼𝑛−1𝑦
(𝑛) +⋯+ 𝛼1�̈� + 𝛼0�̇� + 𝛼−1𝑦 = 𝛼−1𝑤 + 𝛼0�̇�.                         (II. 19) 

Ce système bouclé admet un gain statique qui est toujours égal à 1, ce qui signifie que sous 

l’hypothèse de stabilité, une consigne 𝑤 constante se traduit par une sortie 𝑦 qui converge vers 

𝑤.   

Le polynôme caractéristique du système est donné par : 

                          𝑃(𝑠) = 𝑠𝑛+1 + 𝛼𝑛−1𝑠
(𝑛) +⋯ . . +𝛼1𝑠

2 + 𝛼0𝑠 + 𝛼−1 .                                   (II. 20)           

Le polynôme peut donc être choisi arbitrairement (comme pour la commande proportionnelle et 

intégrale) parmi les polynômes de degré n. Bien sûr, on choisira un polynôme dont les racines 

sont toute à parties réelles négatives afin d’assurer la stabilité du système [12]. 

 Remarque (II.2) 

Une fois le système stabilisé, la valeur de la grandeur asservie n’est pas forcément égale à la 

consigne souhaitée. L’écart entre la valeur souhaitée et la valeur attendue est appelée erreur 

statique. 

II.4 Application des commandes PI et PID sur le système à deux réservoirs couplés 

           Dans cette section, nous appliquons les régulateurs PI et PID à notre système hydraulique 

à deux réservoirs couplés. Nous reprenons le modèle mathématique du système (II.19), 

 Puis nous détaillerons les méthodes de conception des régulateurs PI et PID. Enfin, nous 

comparerons les performances des deux régulateurs à travers des simulations. 

Les équations d’état obtenues pour le système sont : 

{
𝑦1̇ = −𝑏1(𝑦1) − a (𝑦1 − 𝑦2) + 𝑢1,

𝑦2̇ = −𝑏2(𝑦2) + a (𝑦1 − 𝑦2) + 𝑢2,
                                                    (II. 21) 

où : (𝑦) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦) √2 𝑔 |𝑦| , on a 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦1) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦2) = 1.  

La forme vectorielle du système (II.21) est donnée par :  

(
𝑦1̇
𝑦2̇
) = (

1 0
0 1

) (
𝑢1
𝑢2
) + (

−𝑏1 𝛼(𝑦1) − 𝑎 𝛼(𝑦1 − 𝑦2)

−𝑏2 𝛼(𝑦2) + 𝑎 𝛼(𝑦1 − 𝑦2)
).                                      (II. 22) 

                                                                                                                                         

                                   𝐴(𝑥)           𝑢                         𝑏(𝑥)                               

Le bouclage par linéarisation donne : 

           𝑢 = 𝐴−1(𝑥)(𝑣 − 𝑏(𝑥)) = 𝑣 − (
−𝑏1 𝛼(𝑦1) − 𝑎 𝛼(𝑦1 − 𝑦2)

−𝑏2 𝛼(𝑦2) + 𝑎 𝛼(𝑦1 − 𝑦2)
),                                     (II. 23) 
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Où 𝑣 est notre nouvelle entrée, qui rend le système (II. 21) linéaire. Plus précisément ce dernier 

a la forme : 

                                   𝑆𝐿 : {
𝑦1̇ = 𝑣1.
𝑦2̇ = 𝑣2.

                                                                              (II. 24)     

II.4.1 Régulation du système par le PI 

           Cherchons maintenant à réguler le système linéaire (II. 24) par un régulateur composé de 

deux régulateurs PI (proportionnel et intégrale) de la forme : 

                 𝑅𝐿: {
𝑣1(𝑡) = 0(𝑤1(𝑡) − 𝑦1(𝑡)) + −1 ∫ (𝑤1() − 𝑦1())𝑑,

𝑡

0

𝑣2(𝑡) = 
0
(𝑤2(𝑡) − 𝑦2(𝑡)) + 

−1 ∫ (𝑤2() − 𝑦2())𝑑
𝑡

0
,
                             (II. 25) 

Où 𝑤1et 𝑤2 sont les nouvelles consignes pour𝑦1𝑒𝑡 𝑦2. 

Si on souhaite avoir pour pôles uniquement des -1, il faut (voir équation) que : 

                             {
𝑠2 + 0𝑠 + −1 = (𝑠 + 1)2 = 𝑠2 + 2𝑠 + 1.

𝑠2 + 
0
𝑠 + 

−1
= (𝑠 + 1)2 = 𝑠2 + 2𝑠 + 1.

                                              (II. 26) 

Soient : 𝑘𝑝 = 
0
= 

0
= 2, et  𝑘𝑖 = −1 = 

−1
= 1. 

Les équations d’état pour le régulateur 𝑅𝐿 sont donc : 

                      𝑅𝐿: {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1.                
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2.                

𝑣1 = 2(𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1.

𝑣2 = 2(𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2.

                                                                                     (II. 27) 

En tenant compte de l’équation(II. 23), les équations d’état d’un régulateur par retour d’état 𝑅𝑁𝐿 

pour notre système non linéaire (II. 21) peuvent être exprimées comme suit : 

𝑅𝑁𝐿 : {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1 .                                                                  
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2 .                                                               

𝑢1 = 2 (𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1 + 𝑏1 (𝑦1) + 𝑎  (𝑦1 − 𝑦2).

𝑢2 = 2 (𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2 + 𝑏2 (𝑦2) − 𝑎  (𝑦1 − 𝑦2).

                                      (II. 28) 

II.4.2 Régulation du système par le PID 

          Cherchons maintenant à réguler le système linéaire (II. 25) par un régulateur composé de 

trois régulateurs PID (proportionnel et intégrale et dérivé) de la forme : 

𝑅𝐿: {
𝑣1(𝑡) = 0(𝑤1(𝑡) − 𝑦1(𝑡)) + −1 ∫ (𝑤1() − 𝑦1())𝑑 

𝑡

0
+ 1

𝑑(𝑤1(𝑡)−𝑦1(𝑡))

𝑑𝑡
,

𝑣2(𝑡) = 
0
(𝑤2(𝑡) − 𝑦2(𝑡)) + 

−1 ∫ (𝑤2() − 𝑦2())𝑑
𝑡

0
+ 

1

𝑑(𝑤2(𝑡)−𝑦2(𝑡))

𝑑𝑡
,
           (II. 29)

.où : 𝑤1et 𝑤2 sont les consignes pour 𝑦1𝑒𝑡 𝑦2 . 

Le système (II. 29) peut s’écrire également sous la forme : 

𝑅𝐿: {
𝑣1(𝑡) = 0(𝑤1(𝑡) − 𝑦1(𝑡)) + −1 ∫ (𝑤1() − 𝑦1())𝑑 

𝑡

0
− 1 𝑦1̇(𝑡).

𝑣2(𝑡) = 
0
(𝑤2(𝑡) − 𝑦2(𝑡)) + 

−1 ∫ (𝑤2() − 𝑦2())𝑑
𝑡

0
− 

1
 𝑦2̇(𝑡).

                          (II. 30)         
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Car  
𝑑𝑤1(𝑡)

𝑑𝑡
= 0, et 

𝑑𝑤2(𝑡)

𝑑𝑡
= 0. 

Si on souhaite avoir pour pôles uniquement des -1, il faut que : 

          {
𝑠3 + 1𝑠

2 + 0𝑠 + −1 = (𝑠 + 1)
3 = 𝑠3 + 3𝑠2 + 3𝑠 + 1.

𝑠3 + 
1
𝑠2 + 

0
𝑠 + 

−1
= (𝑠 + 1)3 = 𝑠3 + 3𝑠2 + 3𝑠 + 1.

                                             (II. 31)                                 

Soient :𝑘𝑝 = 0 = 
0
= 3, 𝑘𝑖 = −1 = 

−1
= 1 , et 𝑘𝑑 = 1 = 

1
= 3. 

Les équations d’état pour le régulateur 𝑅𝐿 sont donc : 

         𝑅𝐿: {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1.                           
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2.                            

𝑣1 = 3(𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1 − 3𝑦1̇.

𝑣2 = 3(𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2 − 3𝑦2.̇

                                                                                           (II. 32)                                   

En tenant compte de l’équation(II. 23), les équations d’état d’un régulateur par retour d’état 𝑅𝑁𝐿 

pour notre système non linéaire (II. 21) peuvent être exprimées comme suit : 

        𝑅𝑁𝐿: {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1.
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2.

𝑢1 = 3(𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1 − 3𝑦1̇ + b1(y1) + a (y1 − y2).

𝑢2 = 3(𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2 − 3𝑦2̇ + 𝑏2(𝑦2) − a (𝑦1 − 𝑦2).

                                       (II. 33)                   

II.5 Les résultats de simulation et comparaison  

       Nous allons utiliser à la fois la technique de linéarisation par bouclage, et faire recours à 

l’utilisation des commandes PI et PID. On obtient ces résultats en utilisant le modèle 

mathématique du système hydraulique à deux réservoirs couplés avec les paramètres de 

simulation donnée dans le tableau (I.3) en rajoutant les consignes 𝑤1 et 𝑤2=1.  

II.5.1 Résultat de simulation par le PI 

 Les équations du système  

Le modèle mathématique du système donné dans le premier chapitre est :   

{
�̇�1(𝑡) = −𝑏1 √2 𝑔 𝑦1(𝑡) − 𝑎 𝐬𝐢𝐠𝐧(𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢1(𝑡).

�̇�2(𝑡) = −𝑏2 √2 𝑔 𝑦2(𝑡) + 𝑎 𝐬𝐢𝐠𝐧(𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢2(𝑡).
      (I. 18) 

 Linéarisation par bouclage : Les équations d’état d’un régulateur par retour d’état sont :        

𝑅𝑁𝐿 : {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1.                                                              
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2.                                                                   

𝑢1 = 2 (𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1 + 𝑏1 (𝑦1) + 𝑎  (𝑦1 − 𝑦2).

𝑢2 = 2 (𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2 + 𝑏2 (𝑦2) − 𝑎  (𝑦1 − 𝑦2).

                                                  (II. 28) 

 MATLAB Simulink 
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            Le schéma bloc du régulateur PI appliquée sur le système à deux réservoirs couplés 

Figure II.12: Schéma bloc du régulateur PI appliqué sur le système de deux réservoirs couplés. 

 Les graphes  

Après avoir appliqué la commande PI sur notre système à deux réservoirs couplés on obtient 

les figures suivantes : 

 

Figure II.13 : La sortie en fonction du temps (sec). 
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Figure II.14: La commande en fonction du temps (sec). 

 

Figure II.15 : Les erreurs en fonction du temps. 

            Les résultats de simulation de la commande par régulateur PI appliquée sur le système à 

deux réservoirs couplés, sont présentés sur les figures (II.13, II.14, II.15). La première montre 

l’évolution de la sortie au cours du temps, avec les courbes jaune et bleu indiquant 

respectivement les niveaux de liquide 𝑦1et 𝑦2 des réservoirs. On observe un dépassement petit 

mais plus élevé dans le signal 𝑦1 que du signal 𝑦2 suivi d’un temps de réponse un peu lent ou les 

niveaux atteignent la stabilité autour de la valeur cible. La deuxième figure présente les 
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commandes PI pour le remplissage de chaque réservoir, ou la courbe bleu 𝑢2 montre une montée 

rapide avant de se stabiliser, tandis que la courbe jaune 𝑢1affiche un comportement oscillatoire 

initiale avant de se stabiliser. La troisième figure montre l'erreur statique des deux signaux de 

sorties ; ou les deux diminuent rapidement et se stabilisent autour de zéro, confirmant que les 

systèmes de commande PI minimisent efficacement l'erreur statique et maintiennent les niveaux 

de liquide proches des valeurs de consigne. Ensemble, ces figures démontrent l'efficacité des 

systèmes de commande PI pour réguler avec précision les niveaux de liquide dans les réservoirs. 

II.5.2 Résultat de simulation par le PID 

 Les équations du système 

             Le modèle mathématique du système donné dans le premier chapitre est :   

{
�̇�1(𝑡) = −𝑏1 √2 𝑔 𝑦1(𝑡) − 𝑎 𝐬𝐢𝐠𝐧(𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢1(𝑡).

�̇�2(𝑡) = −𝑏2 √2 𝑔 𝑦2(𝑡) + 𝑎 𝐬𝐢𝐠𝐧(𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡))√2 𝑔 |𝑦1(𝑡) − 𝑦2(𝑡)| + 𝑢2(𝑡).
       (I. 18) 

 Linéarisation par bouclage 

            Les équations d’état d’un régulateur par retour d’état sont : 

                  𝑅𝑁𝐿: {

𝑧1̇ = 𝑤1 − 𝑦1.
𝑧2̇ = 𝑤2 − 𝑦2.

𝑢1 = 3(𝑤1 − 𝑦1) + 𝑧1 − 3𝑦1̇ + b1(y1) + a (y1 − y2).

𝑢2 = 3(𝑤2 − 𝑦2) + 𝑧2 − 3𝑦2̇ + 𝑏2(𝑦2) − a (𝑦1 − 𝑦2).

                         (II. 33) 

 MATLAB Simulink : Le Schéma bloc du régulateur PID appliquée sur le système à 

deux réservoirs couplés : 

    Figure II.16:Schéma bloc du régulateur PID appliqué sur le système de deux réservoirs 

couplés.  

 Les graphes  
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Après avoir appliqué la commande PID sur notre système a deux réservoirs couplés on 

obtient les figures suivantes : 

Figure II.17 : La sortie en fonction du temps (sec). 

 

Figure II.18: La commande en fonction du temps (sec). 
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Figure II.19 : Les erreurs en fonction du temps (sec).                               

             Les résultats de simulation de la commande par régulateur PID appliquée sur le système 

à deux réservoirs couplés, sont présentés sur les figures (II.17 ,II.18,II.19). La première montre 

l’évolution de la sortie au cours du temps, avec les courbes jaune et bleu indiquant 

respectivement les niveaux de liquide 𝑦1 et 𝑦2 des réservoirs. On observe un dépassement plus 

élevé dans le signal 𝑦1 que du signal 𝑦2 suivi d’un temps de réponse rapide ou les niveaux 

atteignent la stabilité autour de la consigne ce qui est acceptable par rapport à la commande PID. 

La deuxième figure présente les commandes PID pour le remplissage de chaque réservoir, ou la 

courbe bleu 𝑢2 montre une montée rapide avant de se stabiliser, tandis que la courbe jaune 

𝑢1affiche au début une montée puis descend pour se stabiliser. La troisième figure montre 

l'erreur statique des deux signaux de sorties ; ou les deux diminuent rapidement et que l’erreur du 

signal 𝑦1est plus petite que l’erreur 𝑦2 puis se stabilisent autour de zéro, confirmant que les 

systèmes de commande PID minimisent efficacement l'erreur statique et maintiennent les 

niveaux de liquide proches des valeurs de consigne. Ensemble, ces figures démontrent l'efficacité 

des systèmes de commande PID pour réguler avec précision les niveaux de liquide dans les 

réservoirs. 
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II.5.3 Comparaison  

Tableau II.1: Comparaison entre le PI et PID. 

                                    

                               

II.6 Conclusion  

       Dans ce deuxième chapitre, on a présenté un bref aperçu sur la linéarisation par bouclage et 

son application au système hydraulique à deux réservoirs couplés. Nous avons vu que cette 

technique est basée sur l’idée de transformer un système non-linéaire en un système linéaire puis 

lui appliquer les deux commande PID et PI. Pour des raisons de comparaison. Les résultats de 

simulation sont satisfaisants et montrent une bonne performance. 

 

 

 

 

 

 

  

PI PID 

Dépassement plus élevé. 

Qui égale à1,098% 

Minimiser le dépassement grâce à l’action 

dérivé.  Qui égale à 0,89% 

Temps de réponse lent. 7.952s Temps de réponse rapide. 6.048s 

Stabilisation lente. Stabilisation plus rapide. 

L’erreur statique et presque similaire à 

celle du PID grâce à l’action intégrale.  

L’erreur du signal 𝑦1 = 8.892 × 10
−4 

L’erreur du signal 𝑦2 = 9.076 × 10
−4 

L’erreur statique et presque similaire à celle 

du PI grâce à l’action intégrale. 

L’erreur du signal 𝑦1 = 9.361 × 10
−4 

L’erreur du signal 𝑦2 = 9.481 × 10
−4 
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Chapitre III : Choix rationnel entre régulateurs PI et PID par la théorie des jeux. 

III.1 Introduction  

Nous avons vu dans le chapitre précédent que, pour la commande de régulation du 

système hydraulique à deux réservoirs couplés, les régulateurs PI et PID peuvent être appliqués. 

La comparaison des résultats montre qu’en termes d’erreur statique, les performances des 

régulateurs PI et PID sont presque similaires grâce à l’action intégrale (voir le tableau II.1…). 

Dans ce chapitre, nous abordons la situation où chaque type de commande est défini par 

un contrôleur (personne). L’objectif de chaque contrôleur est de choisir le type de commande PI 

ou PID pour minimiser l’erreur statique dans le réservoir qu’il contrôle. Plus précisément, les 

questions suivantes sont explorées : est-ce que les deux contrôleurs ont intérêt à choisir le même 

type de commande, ou bien est-ce qu’ils ont intérêt à choisir des commandes de contrôle 

différentes ? Quel impact aura la configuration du système hydraulique (par exemple, lorsque 

𝑏1 = 𝑏2 ou  𝑏1 ≠ 𝑏2) sur les choix des deux contrôleurs ? Quel impact aura l’état initial du 

système sur les choix stratégiques des deux contrôleurs ? 

Pour répondre à ces questions, nous nous appuyons sur des concepts de la théorie des 

jeux, qui permettent d’analyser l’efficacité des régulateurs PI et PID en tenant compte des 

interactions stratégiques entre les décisions des deux contrôleurs. Nous introduisons dans un 

premier temps les principaux concepts de la théorie des jeux non coopératifs4, puis nous 

appliquons ces concepts pour étudier les dynamiques de choix entre PI et PID dans le cadre de 

notre système hydraulique à deux réservoirs. 

III.2 La théorie des jeux 

III.2.1 Historique 

       La théorie des jeux est née en 1944 avec l’ouvrage "Theory of Games and Economic 

Behavior" de John Von Neumann 5et Oskar Morgenstern6. Son concept remonte toutefois à 

Leibniz7, qui envisageait une théorie mathématique des jeux de société. Depuis son introduction, 

elle s’est développée et a trouvé des applications dans divers domaines. En 1951, John Nash8 a 

étendu le travail initial en introduisant l’équilibre de Nash pour les jeux non coopératifs. Les 

                                                           
4 Nous tenons à préciser qu'à ce stade, nous n’allons pas donner un aperçu exhaustif de la théorie des jeux, mais 

nous nous limiterons à des jeux coopératifs, statiques, à deux joueurs, finis et à information complète. 
5 John von Neumann, né à Budapest en 1903 et décédé à Washington en 1957, était un mathématicien, physicien, 

informaticien et économiste hongrois-américain.  
6 Oskar Morgenstern, né à Görlitz en Allemagne en 1902 et décédé à Princeton aux États-Unis en 1977, était un 

économiste germano-américain.  
7 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) était un polymathe allemand qui a apporté des contributions significatives 

aux mathématiques, à la philosophie, aux sciences et à la diplomatie. 
8 John Forbes Nash Jr. (1928-2015) était un mathématicien américain renommé, célèbre pour ses contributions à la 

théorie des jeux, à la géométrie différentielle et aux équations aux dérivées partielles. 
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années 60 ont vu des avancées avec l’intégration du temps par Selten9 et de Harsanyi10 dans les 

modèles mathématiques de jeu. La théorie des jeux a influencé la biologie, notamment avec la 

théorie des jeux évolutionnaires, et l’informatique, en devenant essentielle pour les systèmes 

multi-agents et l’algorithmique. En économie, elle a été utilisée pour analyser les marchés et 

analyser les politiques économiques [14]. 

III.2.2 Définitions 

i. Qu’est-ce que la théorie des jeux ? 

   La théorie des jeux est une branche des mathématiques qui développe des outils 

d’analyse des situations d’interaction stratégique entre individus, agents, entreprises, etc. Les 

outils de cette théorie permettent de modéliser les configurations dans lesquelles l’utilité d’un 

individu dépend non seulement de ses propres décisions, mais aussi des décisions prises par les 

autres individus. 

        La théorie des jeux est aussi une approche d’étude du comportement humain. Dans 

certaines situations, l’individu a intérêt à négocier avec les autres pour une augmentation de son 

utilité, tandis que dans d’autres, l’individu n’a pas intérêt ou il n’a pas le droit de négocier avec 

les autres individus. Parfois, l'individu dispose d’une information complète sur son 

environnement, alors que dans d’autres, l’individu doit deviner l’information sur son 

environnement. De temps en temps, on peut observer une auto-émergence de coalitions, les 

individus coopèrent afin de survivre, alors que dans d’autres cas la coopération n’est pas 

profitable.   

         L’existence ou la non existence d’une autorité supérieure capable de faire respecter les 

accords établis par des individus en situation d’interaction stratégique et en conflit d’intérêt, 

permet de distinguer deux approches de la théorie des jeux : l’approche coopérative et l’approche 

non coopérative. Ces deux approches sont issues d’un cadre institutionnel qui précise la nature 

des accords de coopération et non pas la manière de jouer [14]. 

ii. Qu’est-ce qu’un jeu non coopératif? 

 Les théoriciens des jeux utilisent le mot « jeu non coopératif » pour désigner tout modèle 

comportant au moins les trois éléments suivants (Kreps, 1990) : 

                                                           
9 Reinhard Selten (1930-2016) était un économiste allemand, connu pour ses contributions à la théorie des jeux, 

pour lesquelles il a reçu le prix Nobel d'économie en 1994, conjointement avec John Nash et John Harsanyi. 
10 John Harsanyi (1920-2000) était un économiste hongrois-américain, connu pour ses contributions majeures à la 

théorie des jeux et à l'économie, notamment pour son travail sur l’équilibre de Nash et l’analyse des jeux à 

information incomplète. 
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1) Une liste d’individus, appelés joueurs, ayant pour but de maximiser leurs fonctions 

d’utilités compte tenu de l’information dont ils disposent. 

2) Un ensemble d’éléments, appelés stratégies, pour chaque individu. Les choix simultanés 

par chacun des joueurs d’une stratégie engendrent une issue du jeu. 

3) Une fonction des gains (ou d’utilité) pour chaque joueur, qui associe à un chaque issue du 

jeu un gain [14]. 

iii. Qu’est-ce qu’un jeu non coopératif statique? 

Un jeu non coopératif est dit statique (one-shot game) lorsque tous les joueurs choisissent 

simultanément leurs stratégies et reçoivent ensuite leurs gains respectifs. Ce type de jeux peut 

être représenté sous la forme normale (forme stratégique) suivante [14] : 

𝐽 =< 𝑁, {𝑋𝑖}𝑖 ∈ 𝑁, {𝑓𝑖}𝑖 ∈ 𝑁 >,                                                         (III. 1) 

où : 

 𝑁 = {1,2, … , 𝑛} est l’ensemble de joueurs.  

 𝑋𝑖 désigne l’ensemble des stratégies du 𝑖ème joueur. 

 𝑥, (𝑥 ∈ ∏ 𝑋𝑖𝑖 ∈ 𝑁 = 𝑋) désigne une issue de jeu. On notera par 𝑥 = (𝑦𝑖, 𝑥−𝑖) ∈ 𝑋 pour 

spécifier que le joueur 𝑖 a joué sa stratégie 𝑦𝑖 ∈ 𝑋𝑖 et le reste des joueurs ont joué leurs 

stratégies𝑥𝑗 ∈ 𝑋𝑗, ∀ 𝑗 ∈ 𝑁\{𝑖} . 

𝑓𝑖 , (𝑓𝑖: 𝑋 ⟶ 𝑅), , désigne la fonction d’utilité (de gain ou de paiement) du 𝑖ème joueur. 

  

iv. Qu’est-ce qu’un jeu fini ? 

                 Le jeu (III. 1) est dit fini, si les ensembles des stratégies des joueurs ont tous un 

nombre fini d’éléments. Formellement : 

                         𝐽  est fini ⟺ ∀ 𝑖 ∈ 𝑁, |𝑋𝑖| < ∞.                                                                             (III. 2) 

 

v. Qu’est-ce qu’un jeu bi matriciel? 

                Le jeu (III. 1) est dit bi matriciel fini si : 

 𝑁 = {1,2}. 

 𝑋1 = {𝑥11, 𝑥12, … , 𝑥1𝑚}, et 𝑋2 = {𝑥21, 𝑥22, … , 𝑥1𝑛} avec 𝑚 < ∞ et 𝑛 < ∞. 

Dans ce cas le jeu va être entièrement caractérisé par une bi-matrice 𝑀 = (𝐴, 𝐵) =

(𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗)𝑖=1,…,𝑚;
𝑗=1,…,𝑛.

, où  𝑎𝑖𝑗 (respectivement 𝑏𝑖𝑗) est le gain du joueur 1 (respectivement du joueur 

2) quand il joue sa stratégie 𝑥1 𝑖 et le second joueur joue sa stratégie 𝑥2𝑗, autrement dit : 

 𝑎𝑖𝑗= 𝑓1(𝑥1𝑖, 𝑥2𝑗) et 𝑏𝑖𝑗 = 𝑓2(𝑥1𝑖, 𝑥2𝑗). 
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vi. Qu’est-ce qu’un jeu à information complète? 

                 Le jeu (III. 1) est dit à information complète, si chaque joueur connaît lors de la prise 

de décision tous les éléments du jeu: 

 ses possibilités d’actions. 

 les possibilités d’actions des autres joueurs. 

 les gains résultants de ces actions. 

 les motivations des autres joueurs. 

Si un de ces éléments du jeu n’est pas connu pour un des joueurs, alors le jeu sera dit à 

information incomplète.   

III.2.3 Exemple de jeux bi-matriciel 

 Exemple 1. Dilemme du prisonnier 

Un exemple classique de jeu bi-matriciel est le dilemme du prisonnier. Deux individus 𝐼1 

et 𝐼2  arrêtés ensemble en possession d’armes à feu sont soupçonnées d’un délit fait en commun. 

Les policiers les mettent dans des cellules différentes et proposent à chacun d’entre eux le 

marché suivant :  

 Si tu dénonces ton complice et qu’il ne te dénonce pas, tu seras remis en liberté et l’autre 

écopera de 10 ans de prison. 

 Si tu le dénonces et lui aussi, vous écoperez tous les deux de 5 ans de prison. 

 Si personne ne se dénonce, vous aurez tous deux 6 mois de prison.  

Le jeu 

 Les joueurs sont : 𝐼1 et 𝐼2 

 L’ensemble des stratégies du joueur  𝐼𝑖 , 𝑖 = 1,2 est 𝑋𝐼𝑖 = {dénoncer, ne pas dénoncer}. 

La forme normale de dilemme du prisonnier : 

𝐽 =< {𝐼1, 𝐼2}, 𝑋𝐼1 = 𝑋𝐼2 = {Dénoncer, Ne pas dénoncer}., 𝑀1 >,                    (III. 3) 

où 𝑀1 est matrice de gain des joueurs 𝐼1 et 𝐼2 

                                          
𝐼2            

Dénoncer   Ne pas dénoncer
                                    

𝑀₁ = 𝐼1
Dénoncer             
Ne pas dénoncer

(
(5, 5) (0, 10)

(10, 0) (
1

2
,
1

2
)
)                                         
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La question qui se pose : qu’elle sera la décision à prendre ?  

Si les deux joueurs choisissent de ne pas dénoncer, ils obtiennent le meilleur résultat collectif (6 

mois chacun), Cela représente une option favorable par rapport aux autres scénarios où les peines 

sont beaucoup plus sévères (5 ans ou 10 ans de prison), mais ce choix est risqué car chacun 

pourrait être tenté de dénoncer pour son bénéfice individuel. 

 Exemple 2. Concurrence de deux entreprises 

Alpha Motors et Beta Motors sont deux entreprises concurrentes dans l’industrie 

automobile. Elles doivent décider si elles automatisent leurs lignes de production ou non. La 

décision d’automatisation permet à l’entreprise de produire une qualité standardisée et d’être 

plus efficace en réduisant ses coûts. Toutefois, cette décision engendre une perte de la demande 

des consommateurs qui préfèrent la qualité artisanale. 

 Si les deux entreprises décident d’automatiser leurs lignes de production, elles réduisent leurs 

coûts de production et partagent la demande des consommateurs qui préfèrent la qualité 

standardisée. Chaque entreprise obtient un gain égal à 5. 

 Si l’une des entreprises décide d’automatiser et l’autre ne le fait pas, l’entreprise qui décide 

d’automatiser réduit ses coûts et capte la totalité de la demande des consommateurs qui 

préfèrent la qualité standardisée, obtenant un gain égal à 10. En revanche, l’entreprise qui 

décide de ne pas automatiser capte la totalité de la demande des consommateurs qui préfèrent 

le produit artisanal et obtient un gain égal à 6. 

 Si les deux entreprises décident de ne pas automatiser leurs lignes de production, elles 

partagent la demande des consommateurs qui préfèrent la qualité artisanale. Chaque 

entreprise obtient un gain égal à 3. 

Le jeu 

 Les joueurs sont :  𝛼 (Alpha Motors) et 𝛽 (Beta Motors). 

 L’ensemble 𝑋𝛼 des stratégies de 𝛼 est 𝑋𝛼 = {Automatiser, Ne pas automatiser}. 

 L’ensemble 𝑋𝛽 des stratégies de 𝛽 est 𝑋𝛽 = {Automatiser, Ne pas automatiser}. 

La forme normale de la concurrence entre les entreprises: 

𝐽 =< { 𝛼 , 𝛽}, 𝑋𝛼 = 𝑋𝛽 = {Automatiser, Ne pas automatiser}., 𝑀2 >,                 (III. 4) 

où 𝑀2 est matrice de gain des joueurs 𝛼 et 𝛽. 

                                                                                 
𝛽            

Automatiser   Ne pas automatiser
 

𝑀2 = 𝛼
Automatiser             
Ne pas automatiser

          (
(5, 5) (10, 6)
(6, 10) (3, 3)

) 
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La question qui se pose : qu’elle sera la décision à prendre ?  

 Si les deux entreprises décident d’automatiser, elles obtiennent chacune un gain égal à 5. 

Cette situation (𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟, 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟) est risquée car chaque entreprise pourrait être 

tentée de dévier unilatéralement. Si l’une des entreprises décide de dévier vers la décision 

𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟 pendant que l’autre entreprise maintient sa décision d’𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟, 

l’entreprise qui dévie capterait la totalité de la demande des consommateurs qui préfèrent la 

qualité artisanale, augmentant ainsi son gain à 6, tandis que l’entreprise qui maintient sa 

décision augmenterait également son gain à 10 en captant la totalité de la demande pour la 

qualité standardisée. 

 Si les deux entreprises décident de ne pas automatiser, elles obtiennent chacune un gain égal 

à 3. Cette situation (𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟, 𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟) est risquée car chaque 

entreprise pourrait être tentée de dévier unilatéralement. Si l’une des entreprises décide de 

dévier vers la décision 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟 pendant que l’autre entreprise maintient sa décision de 

𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟, l’entreprise qui dévie capterait la totalité de la demande des 

consommateurs qui préfèrent la qualité standardisée, augmentant ainsi son gain à 10, tandis 

que l’entreprise qui maintient sa décision augmenterait également son gain à 6 en captant la 

totalité de la demande pour la qualité artisanale. 

 Les deux situations (𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟,𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟) et (𝑁𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟, 

𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟) semblent stables au sens où, une fois ces choix faits, les deux entreprises 

n’ont pas intérêt à dévier. Dans ces cas, chaque entreprise maximise son gain en réponse à la 

stratégie de l’autre, créant ainsi un équilibre où aucune des deux entreprises ne bénéficie d'un 

changement unilatéral de stratégie. Ces situations correspondent au concept de solution de 

jeu connu sous le nom d'équilibre de Nash. 

III.3 Equilibre de Nash 

          L’idée de l’équilibre de Nash est simple en soi et cohérent avec l’essence des jeux non 

coopératifs. Les jeux non coopératifs correspondent à des situations d’interaction entre individus 

libres dans leurs choix et poursuivant des objectifs propres et indépendants. Ces individus ne 

communiquent pas avant le jeu et n’ont pas nécessairement le moyen de s’engager à poursuivre 

une stratégie particulière. Dans ce contexte, l’équilibre de Nash cherche les résultats qui sont 

stables par rapport aux déviations individuels, donc unilatérales. L’équilibre de Nash désigne une 

situation où chacun des joueurs maximise ses gains une fois connu le choix des autres. Plus 

précisément, un équilibre de Nash est une combinaison de stratégies, une par joueur, telle que 

personne n’aurait pu augmenter strictement son gain en retenant une stratégie différente de celle 
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que lui attribue cette combinaison, une fois connues les stratégies des autres joueurs qui y 

figurent. Ceci peut être résumé, de façon un peu vague, en disant qu’un équilibre de Nash est une 

situation où aucun joueur n’a intérêt à changer sa stratégie, au vu du choix des autres [14]. 

 

Définition III.1.  

Une issue 𝑥∗ ∈ 𝑋 est un équilibre de Nash du jeu (𝐼𝐼𝐼. 1) si : 

𝑓𝑖(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑖+1

∗ , … 𝑥𝑛
∗) ≥ 𝑓𝑖(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1

∗ , … 𝑥𝑛
∗), ∀ 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝑁.                (𝐼𝐼𝐼. 5) 

Cette définition se ramène au concept suivant de meilleure réponse. 

Définition III.2.  

On appelle fonction de meilleure réponse de joueur 𝑖 ∈ 𝑁, la correspondance 𝑀𝑅𝑖  définie 

comme suit : 

𝑀𝑅𝑖 :                                    ∏𝑋𝑗
𝑗∈𝑁
𝑗≠𝑖

↦ 𝑅 

       (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … 𝑥𝑁)  ↦ arg max
𝑥𝑖 ∈𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖𝑥𝑖+1, … 𝑥𝑁)               

 

L’équilibre de Nash est la situation dans laquelle la stratégie de chaque joueur est la meilleure 

réponse aux stratégies choisis par les autres joueurs. Formellement. 

Définition III.3.  

Une issue 𝑥∗ ∈ 𝑋 est un  équilibre de Nash du jeu (𝐼𝐼𝐼. 1), si : 

                                                  𝑥𝑖
∗ = 𝑀𝑅𝑖(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥𝑖−1

∗ , 𝑥𝑖+1
∗ , … 𝑥𝑛

∗),   ∀𝑖 ∈ 𝑁.                  

(𝐼𝐼𝐼. 7) 

 

III.4 L’application de la théorie des jeux 

Dans cette section, nous allons mobiliser les outils de la théorie des jeux pour analyser 

l’efficacité des régulateurs en tenant compte des interactions stratégiques entre les décisions des 

deux contrôleurs agissant sur le système hydraulique. Les deux contrôleurs ont le choix entre 

deux régulateurs : PI (Proportionnel-Intégral) et PID (Proportionnel-Intégral-Dérivé). Compte 

tenu des interactions entre leurs décisions, le niveau de remplissage d’un réservoir dépend non 

seulement du débit d’entrée dans ce réservoir, mais aussi du niveau de l’entrée ou de la sortie de 

fluide vers l’autre réservoir par le canal reliant les deux réservoirs. 

(𝐼𝐼𝐼. 6) 
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Nous allons analyser l’efficacité des choix des contrôleurs en fonction de plusieurs 

paramètres du système hydraulique, notamment : 

 L’écart entre les sections des canaux de fuite des deux réservoirs. 

 La section de canal reliant les deux réservoirs. 

 Les conditions initiales du système. 

Pour mener à bien notre analyse nous considérons le jeu suivant :  

Les joueurs :  

 Contrôleur 1 (C₁) 

 Contrôleur 2 (C₂) 

Stratégies des joueurs : Chaque contrôleur décide du type de régulateur à utiliser pour son 

réservoir respectif : 

 𝐶1 choisit entre PI et PID pour réguler le réservoir 𝑅1. 

 𝐶2 choisit entre PI et PID pour réguler le réservoir 𝑅2. 

Gain des joueurs  

 Le gain de 𝐶1 est son erreur statique absolue : 𝑒1(𝑇) = |𝑤1 − 𝑦1(𝑇)|. 

 Le gain de 𝐶2 est son erreur statique absolue : 𝑒2(𝑇) = |𝑤2 − 𝑦2(𝑇)|. 

L’objectif de chaque contrôleur est de choisir le type de régulateur qui minimise son erreur 

statique.  

Étant donné que ce jeu implique deux joueurs, est fini, et que nous supposons qu'il est 

statique et à information complète, nous allons utiliser des matrices de gain de la forme suivante 

tout au long de notre analyse :  

                                      
𝐶2

𝑃𝐼                   𝑃𝐼𝐷
 

                𝐶1
𝑃𝐼
𝑃𝐼𝐷

    (
(𝑎11, 𝑏11) (𝑎12, 𝑏12)
(𝑎21, 𝑏21) (𝑎22, 𝑏22)

)                                                    (III.8) 

 

où : 

 𝑎11 (respectivement 𝑏11) est l’erreur statique 𝑒1(𝑇)  (respectivement 𝑒2(𝑇)) lorsque 𝐶1 

choisit 𝑃𝐼  et 𝐶2 choisit 𝑃𝐼. 
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 𝑎12 (respectivement 𝑏12) est l’erreur statique 𝑒1(𝑇)  (respectivement 𝑒2(𝑇)) lorsque 𝐶1 

choisit 𝑃𝐼  et 𝐶2 choisit 𝑃𝐼𝐷. 

 𝑎21 (respectivement 𝑏21) est l’erreur statique 𝑒1(𝑇)  (respectivement 𝑒2(𝑇)) lorsque 𝐶1 

choisit 𝑃𝐼𝐷  et 𝐶2 choisit 𝑃𝐼. 

 𝑎22 (respectivement 𝑏22) est l’erreur statique 𝑒1(𝑇)  (respectivement 𝑒2(𝑇)) lorsque 𝐶1 

choisit 𝑃𝐼𝐷  et 𝐶2 choisit 𝑃𝐼𝐷. 

En vertu de la définition (III.1), nous donnons à présent les conditions pour qu'une issue soit un 

équilibre de Nash : 

 L’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼) est un équilibre de Nash  si et seulement si 𝑎11 ≤ 𝑎21 et 𝑏11 ≤ 𝑏12. 

 L’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼𝐷) est un équilibre de Nash  si et seulement si 𝑎12 ≤ 𝑎22 et 𝑏12 ≤ 𝑏11. 

 L’issue (𝑃𝐼𝐷, 𝑃𝐼) est un équilibre de Nash  si et seulement si 𝑎21 ≤ 𝑎11 et 𝑏21 ≤ 𝑏22. 

 L’issue (𝑃𝐼𝐷, 𝑃𝐼𝐷) est un équilibre de Nash  si et seulement si 𝑎22 ≤ 𝑎12 et 𝑏22 ≤ 𝑏21. 

Simulations numériques 

 Pour pouvoir calculer les valeurs des erreurs statiques en fonction des choix des 

contrôleurs, nous avons réalisé quatre schémas-blocs sur MATLAB Simulink, correspondant aux 

quatre scénarios possibles des choix des contrôleurs. Pour chacun de ces scénarios, les schémas-

blocs ont été configurés pour simuler le comportement dynamique du système hydraulique, 

prenant en compte les interactions entre les réservoirs via le canal reliant les deux réservoirs et 

les différentes sections des canaux de fuite. Les erreurs statiques 𝑒1(𝑇) et 𝑒1(𝑇) ont été calculées 

pour chaque combinaison de régulateurs afin de déterminer les gains des joueurs dans la matrice 

de gain. 

 Cas 1. Système hydraulique hétérogène :  |𝒃𝟏 − 𝒃𝟐| ≠ 𝟎  

Dans ce cas nous considérons le système hydraulique à deux réservoirs couplés avec les 

valeurs des paramètres suivantes : 

Tableau III.1 : Valeurs numériques des paramètres du système hydrauliques 

 

 

 

                    

                     
 

Paramètres Paramètres Valeur numérique 

Section du canal de fuite de 𝑅1 𝑏1 0,3 

Section du canal de fuite de 𝑅2 𝑏2 0,6 

Constante de gravitation 𝑔 9.81𝑚/𝑠2 

Section du canal reliant 𝑅1 et 𝑅1 𝑎 0,5 

hauteur initiale de fluide dans 𝑅1 𝑦1(0) 0 

hauteur initiale de fluide dans 𝑅2 𝑦2(0) 0 

Durée de simulation 𝑇 100 
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𝐶2

𝑃𝐼                                                       𝑃𝐼𝐷
 

𝐷1 = 𝐶1
𝑃𝐼
𝑃𝐼𝐷

    (
(𝟖. 𝟖𝟗𝟐 × 𝟏𝟎−𝟒, 𝟗. 𝟎𝟕𝟔 × 𝟏𝟎−𝟒) (8.989 × 10−4, 9.219 × 10−4)

(9.365 × 10−4, 9.310 × 10−4) (9.361 × 10−4, 9.481 × 10−4)
)     (III.9) 

À partir de cette matrice, on peut déduire que les deux contrôleurs ont intérêt à choisir 

mutuellement le même type de régulateur 𝑃𝐼. En termes de théorie des jeux, l’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼) est 

un équilibre de Nash. La meilleure réponse d’un contrôleur, quand l’autre contrôleur choisit le 

type de régulateur 𝑃𝐼, est également de choisir le régulateur 𝑃𝐼 pour minimiser son erreur 

statique.  

Les autres issues possibles du jeu ne sont pas stables, c’est-à-dire qu’elles ne constituent pas des 

équilibres de Nash. Par exemple, si un contrôleur choisit 𝑃𝐼𝐷 tandis que l’autre choisit PI, celui 

qui a choisit 𝑃𝐼𝐷 trouvera avantageux de changer son choix pour 𝑃𝐼 afin de minimiser son erreur 

statique. Cette dynamique explique pourquoi l’issue (𝑃𝐼,𝑃𝐼) est la seule issue stable et optimale 

pour les deux contrôleurs dans ce contexte. 

 Cas 2. Impact de la section de canal reliant les deux réservoirs 

Dans ce cas, nous considérons le système hydraulique avec les paramètres donnés dans le 

tableau 5. Nous changeons uniquement la valeur de la section du canal reliant les deux réservoirs 

qui pend la valeur suivante : 𝑎 = 1. 

 La matrice 𝐷2 de gains correspondant au cas 2 est la suivante :                 

𝐶2
𝑃𝐼                                                      𝑃𝐼𝐷

 

𝐷2  =  𝐶1
𝑃𝐼
𝑃𝐼𝐷

    (
(1.642 × 10−3, 1.659 × 10−3) (𝟏. 𝟔𝟐𝟏 × 𝟏𝟎−𝟑, 𝟏. 𝟔𝟓𝟔 × 𝟏𝟎−𝟑)

(1.670 × 10−3, 1.664 × 10−3) (1.638 × 10−3, 1.654 × 10−3)
) (III.10) 

 À partir de cette matrice, on peut constater que l’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼𝐷) est un équilibre de Nash. Cela 

signifie que si  𝐶1 choisit 𝑃𝐼 et 𝐶2  choisit 𝑃𝐼𝐷, aucun des deux contrôleurs n’aura intérêt à 

changer sa stratégie.  

De point de vue pratique, cela montre qu’une augmentation de la section du canal reliant 

les deux réservoirs (passage de 𝑎 = 0,5 à 𝑎 = 1) amène le contrôleur 𝐶2 du réservoir ayant le 

canal 

de fuite avec une section plus élevée par rapport à l’autre à opter pour le régulateur 𝑃𝐼𝐷. Cela 

s’explique par le fait que le 𝐶2 ajuste son choix en fonction de la configuration du système, 

cherchant ainsi à minimiser son erreur statique.  
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 Cas 3. Système hydraulique homogène :  |𝒃𝟏 − 𝒃𝟐| = 𝟎  

Dans ce cas, nous considérons le système hydraulique avec les paramètres donnés dans le 

tableau 5. Nous mettons uniquement les valeurs des sections de canaux de fuites des deux 

réservoirs à une valeur égale : 𝑏1 = 𝑏2 = 0,6. 

La matrice 𝐷3 de gains correspondant au cas 3 est la suivante :  

           
                                      𝐶2

                                                  𝑃𝐼                                                              𝑃𝐼𝐷
 

𝐷3 = 𝐶1
𝑃𝐼
𝑃𝐼𝐷

   (
(𝟏. 𝟑𝟔𝟎 × 𝟏𝟎−𝟕, 𝟏. 𝟑𝟔𝟎 × 𝟏𝟎−𝟕) (1.020 × 10−2, 1.085 × 10−2)

(8.812 × 10−4, 8.654 × 10−4) (𝟑. 𝟏𝟎𝟗 × 𝟏𝟎−𝟏𝟓, 𝟑. 𝟏𝟎𝟗 × 𝟏𝟎−𝟏𝟓)
)(III.11) 

A partir de  𝐷3, on peut déduire que le jeu admet deux équilibres de Nash : (PI,PI) et (PID,PID). 

Cela indique que dans le cas du système hydraulique homogène, où 𝑏1 = 𝑏2 = 0,6 les deux 

contrôleurs ont intérêt à choisir le même type de régulateur pour minimiser leurs erreurs 

statiques. L’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼) correspond à un équilibre de Nash où les deux contrôleurs choisissent 

le régulateur 𝑃𝐼. Si l’un des contrôleurs envisage de changer pour le régulateur 𝑃𝐼𝐷 alors que 

l'autre reste avec 𝑃𝐼, cela augmenterait son erreur statique, ce qui n'est pas optimal pour lui. 

De même, l’issue (𝑃𝐼𝐷, 𝑃𝐼𝐷) est également un équilibre de Nash, où les deux contrôleurs 

choisissent le régulateur PID. Changer de stratégie pour passer à 𝑃𝐼 n’apporterait pas d’avantage 

en termes de réduction d’erreur statique pour l’un des contrôleurs. 

Ainsi, dans le contexte d’un système homogène où les caractéristiques hydrauliques des 

réservoirs sont égales, les deux contrôleurs trouvent avantageux de choisir le même type de 

régulateur, assurant ainsi un équilibre stable où aucune partie n’a intérêt à dévier de sa stratégie 

initiale. 

 

 Cas 4. Impact des conditions initiales du système hydraulique  

Dans ce cas, nous considérons le système hydraulique avec les paramètres donnés dans le 

tableau (III.1). Nous changeons uniquement les conditions initiales du système hydraulique : 

𝑦1(0) = 0.3 𝑒𝑡 𝑦2(0) = 0.3. 

La matrice 𝐷4 de gains correspondant au cas 4 est la suivante :  

                                        
              𝐶2

                  𝑃𝐼                                   𝑃𝐼𝐷
 

𝐷4 = 𝐶1
𝑃𝐼
𝑃𝐼𝐷

    (
(6.159 × 10−4, 6.220 × 10−4) (𝟓. 𝟓𝟑𝟏 × 𝟏𝟎−𝟒, 𝟓. 𝟔𝟔𝟗 × 𝟏𝟎−𝟒)

(1.803 × 10−3, 1.789 × 10−3) (6.283 × 10−4, 6.352 × 10−4)
)(III.12) 
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A partir de 𝐷4 on peut déduire que l’équilibre de Nash dans ce cas est l’issue (𝑃𝐼, 𝑃𝐼𝐷) . Cela 

signifie que si 𝐶1 choisit 𝑃𝐼 et 𝐶2 choisit 𝑃𝐼𝐷, aucun des deux contrôleurs n’aura intérêt à 

changer sa stratégie. 

De manière pratique, cela montre que l’ajustement des conditions initiales du système 

hydraulique (passage de 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0 à 𝑦1(0) = 𝑦2(0) = 0.3) influence le choix des 

régulateurs par les contrôleurs. Dans ce cas précis, l’erreur statique de 𝐶1 est plus faible avec 𝑃𝐼 

tandis que celle de 𝐶2 est plus faible avec PID, ce qui équilibre les gains entre les deux joueurs. 

III.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons exploré plusieurs concepts de la théorie des jeux non 

coopératifs. Nous avons mis en lumière comment les configurations spécifiques des systèmes 

hydrauliques à deux réservoirs couplés influencent les choix des contrôleurs en matière de 

régulateurs pour minimiser les erreurs statiques. Nous avons constaté que les différences entre 

les réservoirs, telles que des sections de canaux de fuite hétérogènes ou homogènes, ont un 

impact significatif sur les stratégies adoptées par les contrôleurs. En outre, nous avons montré 

que la section du canal reliant les deux réservoirs ainsi que les conditions initiales du système 

hydraulique jouent un rôle crucial dans le choix des types de régulateurs par les contrôles. 
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Conclusion générale 

Dans ce projet, nous avons entrepris une démarche complète englobant la modélisation 

détaillée, la simulation en boucle ouverte, ainsi que l’implémentation et l’évaluation des 

performances des régulateurs PI et PID sur un système hydraulique complexe, caractérisé par 

l’interaction dynamique entre deux réservoirs couplés. 

Sur le plan de la formation en automatique, ce projet nous a confrontés à une tâche 

essentielle pour tout ingénieur en automatique et systèmes : mener une recherche 

bibliographique approfondie sur les techniques de modélisation des systèmes hydrauliques. 

Parallèlement, nous avons mis en pratique nos connaissances théoriques en contrôle et 

commande des systèmes en utilisant MATLAB Simulink pour implémenter les régulateurs PI et 

PID. Cette expérience a renforcé notre compréhension concrète des défis et des solutions liées à 

la régulation automatique d’un système hydraulique à deux réservoirs couplés. 

Dans cette même optique, l’analyse des résultats obtenus a généré une réflexion approfondie sur 

les méthodes d’évaluation de l’efficacité des solutions proposées. Nous avons exploré les 

concepts de la théorie des jeux, en appliquant ses outils pour déterminer quels régulateurs choisir 

afin d’assurer une solution stable et performante, tout en minimisant l’erreur statique. 

Ce projet a ouvert de nouvelles perspectives de recherche et de développement dans le 

domaine de l’automatique. Certaines pistes se révèlent particulièrement prometteuses :  

 En matière de modélisation, enrichir le système hydraulique en intégrant d’autres 

composants tels que des réservoirs supplémentaires, des valves pour contrôler les canaux 

de fuite et les connexions entre les réservoirs, ainsi que d’autres sources d’alimentation, 

pourrait généraliser les résultats obtenus et étendre l’applicabilité des solutions 

développées. 

 En matière de régulation, il est pertinent d’explorer d’autres types de régulateurs, comme 

les régulateurs avancés basés sur des algorithmes plus complexes tels que les régulateurs 

flous ou adaptatifs. Ces approches pourraient offrir des performances améliorées pour des 

systèmes aussi complexes. 

 En appliquant la théorie des jeux dans ce contexte complexe, nous avons pu tirer des 

enseignements précieux sur la manière dont les décisions individuelles de régulation 

peuvent être coordonnées ou différenciées pour maximiser l’utilité des joueurs. Ce travail 

pourrait être étendu à d’autres systèmes dynamiques où l’interaction entre les composants 

joue un rôle crucial. 
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Résumé 

Dans ce projet, nous avons examiné l’implémentation des régulateurs PI et PID sur un système 

hydraulique complexe composé de deux réservoirs couplés. Après une description détaillée du 

système, nous l’avons modélisé en utilisant les lois : de Bernoulli et de conservation de masse, 

puis nous avons simulé le système en boucle ouverte. Pour mettre en œuvre les commandes PI 

et PID, nous avons d’abord réalisé une linéarisation des équations d’état du système par 

bouclage, suivie d’une comparaison des résultats obtenus. Enfin, nous avons appliqué la théorie 

des jeux non coopératifs pour analyser l’efficacité stratégique des choix de régulateurs par deux 

individus. Les résultats ont démontré que les régulateurs PI et PID offrent de bonnes 

performances dans la gestion dynamique du système hydraulique. En appliquant la théorie des 

jeux, nous avons pu identifier des stratégies d’équilibre de Nash pour le choix des régulateurs, 

garantissant des résultats stables et minimisant l’erreur statique. 

Mots clés : système hydraulique, PI, PID, théorie des jeux. 

 

Abstract 

In this Project, we investigated the implementation of PI and PID controllers on a complex 

hydraulic system consisting of two coupled reservoirs. Following a detailed description of the 

system, we modeled it using Bernoulli's equation and the principle of mass conservation. We 

then performed an open-loop simulation. To implement PI and PID controls, we first linearized 

the system's state equations through feedback. Subsequently, we compared the obtained results 

from both controllers. Finally, we applied non-cooperative game theory to analyze the strategic 

effectiveness of the controller choices made by two individuals. The results demonstrated that 

both PI and PID controllers offer good performance in dynamically managing the hydraulic 

system. By applying game theory, we were able to identify Nash equilibrium strategies for 

controller selection, ensuring stable results and minimizing steady-state error. 

Keywords: hydraulic system, PI, PID, game theory. 

 

  ملخص                                                                   

على نظام هيدروليكي معقد يتكون من خزانين مقترنين.  PIDو PIفي هذا المشروع، قمنا بفحص تنفيذ وحدات التحكم     

بعد وصف تفصيلي للنظام، قمنا بتصميمه باستخدام قانون برنولي وحفظ الكتلة، ثم قمنا بمحاكاة النظام في حلقة مفتوحة. 

بمقارنة النتائج ، قمنا أولاً بإجراء عملية خطية لمعادلات حالة النظام عن طريق التكرار، متبوعة PIDو PIلتنفيذ أوامر 

التي تم الحصول عليها. وأخيرًا، قمنا بتطبيق نظرية اللعبة غير التعاونية لتحليل الفعالية الاستراتيجية لاختيارات المنظمين 

تقدم أداءً جيداً في الإدارة الديناميكية للنظام الهيدروليكي. ومن  PIDو PIمن قبل شخصين. أظهرت النتائج أن منظمات 

ظرية اللعبة، تمكنا من تحديد استراتيجيات توازن ناش لاختيار المنظمين، مما يضمن نتائج مستقرة ويقلل من تطبيق ن خلال

 الخطأ الثابت.

 

 .، نظرية الألعابPI ،PID: النظام الهيدروليكي، الكلمات المفتاحية
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