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Introduction Générale

Dans la formulation de Heisenberg de la mécanique quantique, les équations d�évolu-

tion temporelle des opérateurs décrivant un système microscopique s�obtiennent grâce à

un calcul de commutateurs, obtenus suite à la quanti�cation canonique, fortement liée aux

crochets de Poisson dans le cas des systèmes réguliers. Mais les systèmes décrits par des

lagrangiens singuliers, donnant naissance à des systèmes hamiltoniens avec contraintes,

ne peuvent pas être quanti�és dans le cadre de la mécanique analytique par les crochets

de Poisson, d�où l�intérêt de l�étude des crochets de Dirac, mieux adaptés à la présence

des contraintes. Ce genre de systèmes est bien présent en physique théorique, comme

c�est le cas des théories des champs de jauge, de la théorie du champ gravitationnel, de la

supersymétrie, ....

Ce travail de thèse s�inscrit dans le cadre de l�application des méthodes de quanti�ca-

tion aux systèmes avec contraintes. Autrement dit, son objectif principal est d�apporter

des éléments de réponse à la question suivante : « Comment procéder à la quanti�cation

des systèmes physiques ayant des contraintes ? » . En e¤et, plusieurs méthodes de quanti-

�cation subsistent, à savoir, le formalisme de Dirac [1, 2] et la méthode de Faddeev-Jackiw

[3], ainsi qu�une nouvelle approche appelée la méthode des constantes d�intégration géné-

ralisée [4, 5, 6, 7].

La méthode de Dirac [1, 2], qui une généralisation de la mécanique hamiltonienne, est

la méthode standard qui permet d�étudier les systèmes avec contraintes a�n de détermi-

ner les crochets des variables fondamentales (coordonnées et moments généralisés). L�idée

principale de cette méthode qui s�applique aux systèmes décrits par des lagrangiens sin-

guliers, est d�abord de déterminer les contraintes primaires résultant de la dé�nition des

moments conjugués. Ensuite, des conditions de consistance sont imposées à ces contraintes,

ce qui peut faire resortir de nouvelles contraintes appelées les contraintes secondaires.

L�ensemble de toutes les contraintes seront classées en contraintes de première classe

générant des symétries de jauge qui doivent être �xées par des conditions supplémentaires,

ainsi que des contraintes de deuxième classe, qui permettent de de�nir le crochet de Dirac

généralisant le crochet de Poisson. Le formalisme de Dirac est cohérent, complet et bien

élaboré pour les systèmes ayant des contraintes, mais il nécessite beaucoup de concepts
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et de nombreuses étapes pour sa mise en �uvre. En particulier, il faut déterminer toutes

les contraintes, pour ensuite les classer en première et en deuxième classe.

Il existe une méthode alternative pour étudier ces systèmes d�une manière di¤érente et

plus simple, c�est l�approche de Faddeev �Jackiw [3]. Avec cette méthode, il faut d�abord

rendre le lagrangien linéaire par rapport aux vitesses, dans le but de calculer la matrice

symplectique, résultant des équations d�Euler-Lagrange. A ce stade on peut distinguer

deux cas : le cas où l�on peut calculer la matrice inverse de la matrice symplectique, dont

les éléments sont les crochets de Dirac, et le deuxième cas où la matrice symplectique est

singulière, ce qui est la marque de présence des contraintes, qui doivent être incorporées

dans le lagrangien. Il faut recalculer la matrice symplectique avec le nouveau lagrangien,

pour tomber dans l�un des deux cas précédents. La procédure va se poursuivre jusqu�à

l�obtention d�une matrice régulière inversible, dont l�inversion donne directement les cro-

chets souhaités. Dans cette approche, la classi�cation des contraintes est sans intérêt,

contrairement à la méthode de Dirac.

Récemment, une autre approche directe et simple, dite la méthode des constantes

d�intégration "CI" généralisée [4, 5, 6, 7], a permis de quanti�er plusieurs systèmes avec

succès en théorie des champs. Il s�agit d�une généralisation de la méthode des constantes

d�intégration "CI" [8, 9] qui repose entièrement sur la connaissance de la solution ana-

lytique des équations de mouvement et l�utilisation des constantes d�intégration pour la

détermination des crochets des variables fondamentales. La méthode "CI" généralisée se

contente du développement limité de Taylor à l�ordre un de la solution des équataions de

mouvement au voisinage de l�instant initial, en partant de conditions initiales quelconques,

au lieu d�utiliser la solution complète. Autrement dit, c�est les conditions initiales qui vont

jouer le rôle des constantes d�intégration.

La méthode des constantes d�intégration généralisée (GCI) postule les équations de

Hamilton en terme de crochets de Dirac proches de l�instant initial, ce qui permet de

déduire les crochets relatifs aux conditions initiales. Ensuite, les crochets des variables

fondamentales (coordonnées et impulsions conjuguées) à tout instant ultérieur sont ob-

tenus en remplaçant les conditions initiales dans les expressions entre crochets par les

variables fondamentales correspondantes, car la forme des crochets de Dirac reste inchan-

gée dans le temps dans le cas d�un système autonome.

La méthode GCI ne donne pas beaucoup d�importance aux contraintes, encore moins

à leur classi�cation et surtout elle ne nécessite pas des outils mathématiques très avancés.

Elle est simple et directe, et elle repose sur l�identi�cation, en se servant du développe-

ment limité de la solution des équations d�Euler-Lagrange et les équations de Hamilton

exprimées en terme du crochet de Dirac à l�instant initial. Elle arrive à reproduire pas mal

de résultats déjà établis en théorie des champs, à commencer par les champs de Klein-

Gordon, Dirac et Maxwell [6]. Le champ de Proca décrivant des particules massives de
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spin 1, ainsi que sa version invariante de jauge due à Strueckelberg, sont aussi traités avec

à l�aide de la méthode des constantes d�intégration généralisée [7].

Pour ce faire, le manuscrit est organisé en quatre chapitres. Dans le chapitre un, nous

rappelons quelques notions fondamentales de la mécanique analytique dans ses formula-

tions lagrangienne et hamiltonienne, suivi de son extension à la théorie des champs. Le

chapitre deux est consacré à l�exposé du formalisme de Dirac, avec certaines applications

à des systèmes avec contraintes telles que le le champ de Maxwell et le champ de Proca. Le

chapitre trois met en avant la méthode de Faddeev-Jackiw, suivie d�une étude d�exemples

physiquement intéressants comme le champ de Maxwell. Dans le chapitre quatre, plu-

sieurs systèmes singuliers sont traités à l�aide de la méthode des constantes d�intégration

généralisée (GCI), a�n de mettre à l�épreuve son e¢ cacité en théorie des champs.
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CHAPITRE

1 Formalisme de la
mécanique analytique en
théorie des champs

La mécanique analytique est apparue entre 1750-1850 suite aux travaux des mathéma-

ticiens tels que Joseph-Louis Lagrange et William Rowan Hamilton, comme une reformu-

lation très mathématisée de la mécanique newtonienne. La mécanique analytique utilise

des fonctions mathématiques appelées "lagrangiens" et "hamiltoniens" qui décrivent le

système dans son ensemble, en se basant principalement sur des trajectoires tracées entre

deux points de l�espace des con�gurations.

Dans la première partie de ce chapitre, on va présenter un rappel de la mécanique

analytique [10, 11] en commençant par aborder quelques notions fondamentales, notam-

ment la dé�nition du lagrangien et des coordonnées généralisées. Ensuite, Nous allons

revenir sur le principe variationnel pour déterminer les équations de mouvement. Grâce

à la transformation de Legendre, on va explorer le formalisme de Hamilton, incluant les

moments généralisés et les crochets de Poisson. Cette partie se termine par un exposé sur

la quanti�cation canonique qui permet de faire la transition de la mécanique classique à

la mécanique quantique standard.

Dans la deuxième partie, nous allons nous intéressés au passage des points matériels

à la théorie des champs [10], dans le but de comprendre comment la quanti�cation cano-

nique va donner naissance à la théorie quantique des champs. Cette théorie développée

dans les années 1930 pour uni�er la mécanique quantique et la relativité restreinte, permet

de décrire les particules subatomiques en tenant compte des principes de la mécanique

quantique tout en respectant les principes de la relativité restreinte. Dans cette théorie,

au lieu de considérer des particules ponctuelles comme dans la mécanique quantique tra-

ditionnelle, on travaille plutôt avec des champs quantiques qui remplissent tout l�espace.
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

1.1 Formalisme lagrangien

Considérons un système dynamique caractérisé par N coordonnées généralisées notées

q1; q2; :::; qN et leurs vitesses généralisées _q1; _q2; :::; _qN . La fonction dépendant des positions

et des vitesses qui caractérise notre système est appelée le lagrangien, noté L(qi; _qi; t).

Cette fonction représente souvent la di¤érence entre les énergies cinétique T et potentielle

U exprimée par la relation L = T �U . En d�autres termes, c�est la relation qui permet de
quanti�er en chaque point de la trajectoire, l�échange entre l�énergie cinétique et l�énergie

potentielle.

A�n de formuler les équations de Lagrange, il faut exprimer une autre quantité déter-

minante appelée l�action S; qui est dé�nie comme l�intégrale du lagrangien L par rapport

au temps entre deux instants ti et tf . Mathématiquement, cela s�exprime comme suit

S =

tfZ
ti

dt L(qi; _qi; t): (1.1.1)

La variation de cette action S entre deux trajectoires la première notée qi(t); et la deuxième

notée qi(t)+�qi(t), où �qi(t) représente l�écart in�nitésimal entre les deux trajectoires, est

�S =

tfZ
ti

dt (L(qi + �qi; _qi + � _qi; t)� L(qi; _qi; t)) : (1.1.2)

En développant le lagrangien L au premier ordre, on obtient

�S =

tfZ
ti

dt

 
L(qi; _qi; t) +

@L

@qi
�qi +

@L

@
�
qi
� _qi � L(qi; _qi; t)

!
:

Sachant que la variation (�) commute avec la dérivée di¤érentielle
�
d
dt

�
, on peut écrire

que @L

@
�
qi
�
�
d
dt
qi
�
= @L

@ _qi

d
dt
(�qi). En appliquant ensuite, une intégration par parties au troi-

sième terme @L
@
�
qi
� _qi, nous obtenons @L

@
�
qi
� _qi =

d
dt

�
@L
@ _qi
�qi

�
� d

dt

�
@L
@ _qi

�
�qi. En substituant cette

expression dans l�équation précédente, nous pouvons la réécrire de la manière suivante

�S =

tfZ
ti

dt

�
@L

@qi
�qi +

d

dt

�
@L

@ _qi
�qi

�
� d

dt

�
@L

@ _qi

�
�qi

�

=

tfZ
ti

dt

�
@L

@qi
� d

dt

@L

@ _qi

�
�qi +

@L

@ _qi
�qi

����tf
ti

:
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

Nous postulons ici que toutes les trajectoires passent par les mêmes extrémités, repré-

sentées respectivement par les valeurs initiales q (ti) et �nales q (tf ) des coordonnées gé-

néralisées, c�est-à-dire, nous choisissons des chemins tels que �q(ti) = �q(tf ) = 0. Cette

condition conduit à l�annulation du dernier terme. Le principe de moindre action stipule

que l�action doit être stationnaire �S = 0; d�où l�égalité

0 =

Z tf

ti

�
@L

@qi
� d

dt

@L

@ _qi

�
�qidt:

La seule façon pour que cette intégrale soit égale à zéro pour toutes les variations indé-

pendantes du chemin �qi(t), est d�imposer aux trajectoires réelles les équations suivantes :

d

dt

@L

@ _qi
� @L

@qi
= 0 i = 1; :::; N (1.1.3)

Ces équations di¤érentielles sont appelées les équations d�Euler-Lagrange décrivant l�évo-

lution temporelle des coordonnées généralisées d�un système.

Dans les systèmes mécaniques, les forces de liaison sont des forces internes qui lient

les di¤érentes parties de ce système. Par conséquent, les grandeurs physiques ne sont pas

toutes indépendantes, ce qui se traduit par des contraintes holonomes, dépendantes des

coordonnées et du temps, sous la forme

�m(qi; t) = 0 m = 1; :::;M: (1.1.4)

Ces M relations de ce type laissent seulement N� M coordonnées indépendantes. A�n

de résoudre ce problème, on introduit un nouveau lagrangien ~L, par l�addition des com-

binaisons linéaires des contraintes �m�m au lagrangien L(qi; _qi)

~L = L(qi; _qi; t) + �m�m(qi; t); (1.1.5)

où les �m; m = 1; :::;M sont des multiplicateurs de Lagrange qui sont totalement ar-

bitraires, et qu�on les considère comme des nouvelles variables dynamiques. Donc, les

multiplicateurs de Lagrange et les coordonnées généralisées qi forment ensemble N +M

paramètres, qui conduisent aux équations de mouvement suivantes

d

dt

 
@ ~L

@ _qi

!
� @ ~L

@qi
= 0 ) d

dt

�
@L

@ _qi

�
� @L

@qi
= �m

@�m
@qi

i = 1:::N (1.1.6)

d

dt

 
@ ~L

@ _�m

!
� @ ~L

@�m
= 0 ) �m(qi; t) = 0 m = 1:::M (1.1.7)
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

La somme �m
@�m
@qi

peut être interprétée comme une force de contrainte généralisée. Les

dernières équations reproduisent exactement les contraintes du départ.

1.2 Formalisme hamiltonien

Comme nous avons vu précédemment, le formalisme de Lagrange fournit une descrip-

tion de la dynamique d�un système ayant N degrés de liberté qui s�exprime à travers N

équations di¤érentielles du second ordre. Dans ce qui suit, nous exposons le formalisme

hamiltonien reformulé par Hamilton en 1827. C�est une autre façon d�exprimer les équa-

tions dynamiques du mouvement d�un système sous forme de 2N équations di¤érentielles

du premier ordre, au lieu des N équations lagrangiennes du second ordre. Le passage

du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien se fait en introduisant d�abord les

moments conjugués pi associés aux coordonnées généralisées qi par les relations

pi =
@L

@ _qi
i = 1; :::; N: (1.2.1)

En utilisant le résultat précédent, on peut réécrire les équations de Lagrange d
dt
@L
@ _qi
= @L

@qi

sous la forme

_pi =
@L

@qi
i = 1; :::; N: (1.2.2)

Le lagrangien L(qi; _qi; t) est une fonction des coordonnées qi, de leurs dérivées tempo-

relles _qi et du temps. On dé�nit le hamiltonien comme étant la transformée de Legendre

du lagrangien par rapport aux variables _qi. Par conséquent, le hamiltonien du système est

alors donné par

H(qi; pi; t) =
NX
i=1

pi _qi � L (1.2.3)

où, bien sûr toutes les vitesses généralisées _qi sont écrites en fonction des coordonnées qi
et des moments pi. Nous pouvons dé�nir l�action en terme du hamiltonien comme dans

la dernière section

S =

tfZ
ti

Ldt =

tfZ
ti

(pi _qi �H(qi; pi; t)) dt:

Comme les équations de mouvement découlent du principe de moindre action, on peut

obtenir ces équations directement à partir de la forme précédente de l�action. En e¤et, la
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

variation de l�action est donnée par

�S =

tfZ
ti

�
�pi _qi + pi� _qi �

@H

@qi
�qi �

@H

@pi
�pi

�
dt

=

tfZ
ti

�
�pi _qi +

d

dt
(pi�qi)� _pi�qi �

@H

@qi
�qi �

@H

@pi
�pi

�
dt

=

tfZ
ti

��
_qi �

@H

@pi

�
�pi �

�
_pi +

@H

@qi

�
�qi

�
dt+ pi�qij

tf
ti

Le dernier terme disparaît puisque nous avons �xé les extrémités de tous les chemins

(�qi(ti) = �qi(tf ) = 0). Le principe de moindre action stipule que la variation de l�action

est égale à zéro pour le chemin réel �S = 0, de plus les variables pi et qi sont indépendantes

et arbitraires, on conclut alors que les deux expressions entre parenthèses sont nulles, ce

qui conduit aux équations de Hamilton

_qi � @H
@pi
= 0 =) _qi =

@H
@pi

i = 1; :::; N

_pi +
@H
@qi
= 0 =) _pi = �@H

@qi
i = 1; :::; N:

(1.2.4)

Ces équations de mouvement exprimées en termes des variables pi et qi de l�espace des

phases, qui sont aussi appelées les équations canoniques de Hamilton.

1.3 Crochets de Poisson et quanti�cation canonique

Les crochets de Poisson sont des expressions mathématiques jouant un rôle essentiel

dans l�étude de la dynamique classique, qui la fait paraître dans une forme presque iden-

tique à la mécanique quantique. Si f(q1; :::; qN ; p1; :::; pN ; t) et g(q1; :::; qN ; p1; :::; pN ; t) sont

deux fonctions sur l�espace des phases, le crochet de Poisson est dé�ni comme étant

ff; gg =
NX
i=1

�
@f

@qi

@g

@pi
� @f

@pi

@g

@qi

�
(1.3.1)

où qi et pi sont respectivement les coordonnées généralisées et les impulsions conjuguées.

Les crochets de Poisson respectent les propriétés

*) Antisymétrique ff; gg = �ff; gg
**) Bilinéarerité faf1 + bf2; gg = aff1; gg+ bff2; gg
***) Règle de Leibniz ff1f2; gg = f1ff2; gg+ ff1; ggf2
****) Identité de Jacobi ff; fg; hgg+ fh; ff; ggg+ fg; fh; fgg = 0
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

Les crochets de Poisson des variables canoniques sont appelés les crochets de Poisson

fondamentaux. Ils sont donnés par

fqk; qjg = 0 ; fpk; pjg = 0 ; fqk; pjg = �fpk; qjg = �jk: (1.3.2)

Les crochets de Poisson peuvent étre utilisés pour décrire les équations de Hamilton :

la dérivée temporelle d�une fonction f = f (q1; :::; qN ; p1; :::; pN ; t) s�écrit

_f =

NX
i=1

�
@f

@qi
_qi +

@f

@pi
_pi

�
+
@f

@t
: (1.3.3)

A l�aide des équations (1:2:4) et (1:3:1), on réécrit l�équation précédente

_f = ff;Hg+ @f

@t
: (1.3.4)

En particulier, les équations de Hamilton peuvent s�écrire sous la forme

_qi = fqi; Hg et _pi = fpi; Hg i = 1; :::; N: (1.3.5)

La formulation par les crochets de Poisson de la mécanique hamiltonienne met l�accent

sur un lien direct entre la mécanique classique et la mécanique quantique. Le passage entre

les deux se fait en remplaçant les variables dynamiques A(qi; pi; t) de l�espace des phases

par des opérateurs Â(q̂i; p̂i; t) agissant dans un espace de Hilbert. La quanti�cation cano-

nique est basé sur l�utilisation de crochets de Poisson pour déterminer les commutateurs

des di¤érents opérateurs quantiques grâce à la relation de Dirac

[Â; B̂] = i~\fA;Bg (1.3.6)

où ~ est la constante de Planck réduite et i est le nombre imaginaire pur (i2 = �1); tandis
que \fA;Bg est l�opérateur correspondant à l�expression classique résultant du calcul du
crochet de Poisson fA;Bg: En particulier, les commutateurs canoniques des opérateurs
des coordonnées et les impulsions s�écrivent

[q̂i; p̂j] = i~�ij [p̂i; p̂j] = 0 [q̂i; q̂j] = 0 i; j = 1:::N: (1.3.7)

Les équations de Heisenberg décrivant l�évolution temporelle d�un opérateur quantique,

s�expriment à l�aide des commutateurs

dÂH
dt

=
1

i~
[ÂH ; ĤH ] +

\ 
@ÂH
@t

!
(1.3.8)

10



Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

où ĤH est l�opérateur hamiltonien. Ainsi, les équations de Heisenberg relatives aux opé-

rateurs fondamentaux sont très similaires à celles de la formulation de Hamilton de la

mécanique classique (1.3.5) car

dq̂i
dt
= � i

~ [q̂i; Ĥ] i = 1:::N
dp̂i
dt
= � i

~ [p̂i; Ĥ] i = 1:::N
(1.3.9)

D�une maniére équivalente, on peut décrire l�évolution d�un système en mécanique

quantique à l�aide de l�équation de Schrödinger

i~
d

dt
j	(t)is = Ĥ j	(t)is : (1.3.10)

Dans la représentation de Heisenberg, l�état du système j	(t)iH est indépendant du temps,
et les opérateurs ÂH évoluent dans le temps, tandis que dans la représentation de Schrö-

dinger, les opérateurs sont indépendants du temps Âs et l�état du système évolue j	(t)is
dans le temps.

1.4 Fonctionnelles et dérivées fonctionnelles

La théorie quantique des champs a été développée à partir des années 1930 a�n de

résoudre les di¢ cultés principales de la mécanique quantique, particulièrement son exten-

sion relativiste. Dans cette partie nous allons exposer les points essensiels des formulations

lagrangienne et hamiltonienne de la théorie des champs indispensables pour faire le pas-

sage de la théorie des champs classique vers la théorie quantique des champs, grâce à la

quanti�cation canonique.

La théorie des champs permet d�étudier l�évolution d�un système avec un nombre

arbitraire des particules N , décrites par des champs ayant une in�nité de degré de liberté.

Dans ce cas, on remplace l�ensemble des coordonnées généralisées qi(t) dépendants du

temps, par des champs 'a(~x; t) = 'a(x
�); dé�nis en tout point de l�espace ~x et à tout

instant t.

Le cadre mathématique que nous utiliserons pour faire les calculs en théorie des champs

repose sur les notions de fonctionnelles et des dérivées fonctionnelles. Une fonctionnelle

F sur l�espace est une forme linéaire qui associe aux champs 'a dé�ni dans l�espace, cette

fonctionnelle F ('a) s�écrit souvent sous forme intégrale

F ('a) =

Z
dx3f

�
'a(~x); ~r'a(~x)

�
(1.4.1)

11



Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

où f
�
'a; ~r'a

�
est l�expression de la densité associée à la fonctionnelle F . Autrement dit,

une fonctionnelle est une fonction de fonctions.

La variation fonctionnelle de F généralise la notion de la di¤érentielle d�une fonction

f(x1; :::; xn); donnée par df =
Pn

i=1
@f
@xi
dxi où dxi est une variation in�nitésimale de xi:

En e¤et, soit �'a une variation du champ 'a telle que �'a(~x) est in�nitésimale quelque

soit ~x: La variation fonctionnelle de F est dé�nie par analogie à la di¤érentielle totale par

�F ('a) = F ('a + �'a)� F ('a) =

Z
dx3

�
�F

�'a(~x)
�'a(~x)

�
(1.4.2)

où �F
�'a(~x)

est la dérivée fonctionnelle de F par rapport au champ 'a au point ~x: Mais nous

avons F ('a) =
R
dx3f

�
'a(~x); ~r'a(~x)

�
; d�où

�F = F ('a + �'a)� F ('a)

=

Z
dx3 f

�
'a(~x) + �'a(~x); ~r'a(~x) + �~r'a(~x)

�
�
Z
dx3f('a(~x); ~r'a(~x))

=

Z
dx3

0@f('a(~x); ~r'a(~x)) + @f

@'a(~x)
�'a(~x) +

@f

@
�
~r'a(~x)

� � � �~r'a(~x)�
1A

�
Z
dx3f('a(~x); ~r'a(~x))

Par conséquent,

�F =

Z
dx3

0@ @f

@'a(~x)
��a(~x) +

@f

@
�
~r'a(~x)

� � � �~r'a(~x)�
1A (1.4.3)

En admettant que la dérivation et la variation commutent �
�
~r�a(~x)

�
= ~r (��a(~x)), le

deuxiéme terme va s�écrire

@f

@
�
~r'a(~x)

� � � �~r�a(~x)� = ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

��'a(~x)
1A� ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

�
1A �'a(~x)

(1.4.4)
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En injectant cette expression dans l�équation (1:4:3), on trouve que

�F =

Z
dx3

0@ @f

@'a(~x)
� ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

�
1A1A �'a(~x)

+

Z
dx3~r �

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

��'a(~x)
1A :

Le dernier terme est nul. En e¤et, selon le théorème de Gauss-Ostrogradski, l�intégrale

sur un volume 
 de la divergence d�un champ est égale au �ux de ce champ à travers une

surface fermée @
 qui délimite ce volumeZ



~r � �!A dx3 =

Z
@


�!
A � d�!S :

Dans notre cas, les variations �'a(t; ~x) sont supposées nulles sur la surface d�intégration,

ce qui annule l�intégrale de surface. La situation se généralise aux cas des intégrales sur

l�espace temps Z



@�a
�dx4 =

Z
@


a� � dS� = 0

où dS� est l�élément de volume spatial fermé, a�(~x; t) est un champ de quadrivecteur nul

sur la frontière @
:Finalement, la variation �F de la fonctionnelle F se réduit à la forme

�F =

Z
dx3

0@ @f

@'a(~x)
��!r�

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

�
1A1A �'a(~x): (1.4.5)

La comparaison avec (1:4:3) nous permet de déduire l�expression des dérivées fonction-

nelles de F en fonction de sa densité f

�F

�'a(~x)
� @f

@'a(~x)
� ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(~x)

�
1A : (1.4.6)

Ici, dans l�expression de la densité f = f
�
'a(~x); ~r'a(~x)

�
; les champs doivent être ex-

primés en fonction de l�argument ~x: Cette expression mathématique joue un rôle essentiel

dans les calculs de la théorie des champs, car elle ramène les dérivées fonctionnelles d�une

fonctionnelle aux dérivées partielles de sa densité.

Par exemple si F = 'b(~y); il su¢ t de l�écrire sous la forme F =
R
dx3'b(~x)�(~y � ~x)

pour déduire la densité f = 'b(~x)�(~y�~x): L�utilisation de la formule (1:4:6) ; se solde par

13
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le resultat
�'b(~y)

�'a(~x)
= �ab �(~y � ~x): (1.4.7)

On a aussi,

�'b(~y)
�

�'a(~x)
=

�

�'a(~x)

Z
dx3'b(~x)

� �(~y � ~x) = �'b(~x)
��1�ab �(~y � ~x): (1.4.8)

Maintenant si F = @yi'b(~y); alors F =
R
dx3@xi'b(~x)�(~y � ~x) = �

R
dx3'b(~x)@xi�(~y � ~x);

d�où l�expression de la densité f = �'b(~x)@i�(~y � ~x): La dérivée fonctionnelle va être

�@yi'b(~y)

�'a(~x)
= ��ab @xi�(~y � ~x): (1.4.9)

Dans ce qui suit, nous allons prendre en considération la dépendance temporelle des

champs 'a = 'a(t; ~x); car il s�agit bien du cas qui nous intéresse: En e¤et, on peut toujours

dé�nir une fonctionnelle sur l�espace de la forme

F ('a(t); _'a(t)) =

Z
dx3f

�
'a(t; ~x); ~r'a(t; ~x); _'a(t; ~x)

�
: (1.4.10)

Notez bien que l�intégration se fait sur tout l�espace, et le temps joue seulement le rôle

d�un paramètre qui ne varie pas dans le calcul de cette intégrale. C�est pour cette raison

que l�évolution de F nécessite à la fois la connaissance de 'a(t; ~x) et de _'a(t; ~x) qui doivent

être considérées comme des champs indépendants: Dans ce cas, la variation de F sera

�F =

Z
dx3

�
�F

�'a(t; ~x)
�'a(t; ~x) +

�F

� _'a(t; ~x)
� _'a(t; ~x)

�
: (1.4.11)

En utilisant l�expression (1:4:10), et grace à un calcul similaire au calcul e¤ectué ci-

desous, on obtient la variation de la fonctionnelle F

�F =

Z
dx3

0@0@ @f

@'a(t; ~x)
� ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(t; ~x)

�
1A1A �'a(t; ~x) +

@f

@ _'a(t; ~x)
� _'a(t; ~x)

1A
(1.4.12)

Finalement, après une identi�cation des équations (1:4:11) et (1:4:12) ; on aboutit aux

dérivées fonctionnelles de la fonctinnelle F par rapport aux champs 'a(t; ~x) et _'a(t; ~x)

�F

�'a(t; ~x)
=

@f

@'a(t; ~x)
� ~r �

0@ @f

@
�
~r'a(t; ~x)

�
1A (1.4.13)

�F

� _'a(t; ~x)
=

@f

@ _'a(t; ~x)
(1.4.14)
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Puisque la densité f
�
'a(t; ~x); ~r'a(t; ~x); _'a(t; ~x)

�
ne dépend pas de ~r _'a(t; ~x); on conclut

que ~r �
�

@f

@(~r _'a(t;~x))

�
= 0: Ainsi les équations précédentes peuvent se mettre sous les

formes symétriques 8>><>>:
�F

�'a(t;~x)
= @f

@'a(t;~x)
� ~r �

�
@f

@(~r'a(t;~x))

�
�F

� _'a(t;~x)
= @f

@ _'a(t;~x)
� ~r �

�
@f

@(~r _'a(t;~x))

� (1.4.15)

En particulier, l�utilisation de la fonction delta de Dirac permet de déduire les relations

ci-dessous

�'b(t; ~y)

�'a(t; ~x)
= �ab �(~y � ~x) ;

�@yi'b(t; ~y)

�'a(t; ~x)
= ��ab @xi�(~y � ~x) ;

� _'b(t; ~y)

�'a(t; ~x)
= 0:

(1.4.16)

On a aussi

� _'b(t; ~y)

� _'a(t; ~x)
= �ab �(~y � ~x) ;

�@yi _'b(t; ~y)

� _'a(t; ~x)
= ��ab @xi�(~y � ~x) ;

�'b(t; ~y)

� _'a(t; ~x)
= 0:

(1.4.17)

1.5 Formalisme lagrangien en théorie des champs

En théorie des champs, l�état d�un systéme est décrit par N champs 'a(t; ~x); a = 1 N

qui remplissent tout l�espace ~x, à tout instant t. Dans ce cas, le lagrangien L s�écrit comme

étant une intégrale par rapport à l�espace d�une densité lagrangienne L

L =

Z
dx3L ('a(t; ~x); @�'a(t; ~x)) (1.5.1)

où la densité lagrangienne L ('a(t; ~x); @�'a(t; ~x)) est une fonction des champs 'a(x�) =
'a(t; ~x) et leurs dérivées spatiales et temporelles @�'a(~x; t) où @� 2 fc�1@t; @ig. On peut
alors déduire l�action S du système comme étant l�intégrale du lagrangien par rapport

au temps, cela revient à prendre l�intégrale sur tout d�espace-temps de la densité Lagran-

gienne

S =

tfZ
dt

ti

L ('a(t; ~x); _'a(t; ~x)) =

Z
dx4L ('a(t; ~x); _'a(t; ~x); @i'a(t; ~x)) (1.5.2)
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où
R
dx4 =

tfR
dt
ti

Z
dx3. La variation de l�action S est alors donnée par

�S =

Z
dx4 L ('a(t; ~x) + �'a(t; ~x); @�'a(t; ~x) + �@�'a(t; ~x))�

Z
dx4L('(t; ~x); @�'(t; ~x))

=

Z
dx4(L ('a(t; ~x); @�'a(t; ~x)) +

@L
@'a(~x; t)

��a(t; ~x) +
@L

@ (@�'a(~x; t))
� (@�'a(t; ~x))

� L ('a(t; ~x); @�'a(t; ~x)) );

où nous avons utilisé le fait que � (@��a(~x; t)) = @� (��a(~x; t)) : Le troisiéme terme peut

se mettre sous la forme

@L
@ (@�'a(t; ~x))

� (@��a(t; ~x)) = @�

�
@L

@ (@�'a(t; ~x))
�'a(t; ~x)

�
�@�

�
@L

@ (@�'a(t; ~x))

�
�'a(t; ~x):

(1.5.3)

Maintenant, en utilisant ce dernier résultat, on déduit que la variation de l�action S

sera

�S =

Z
dx4

�
@L

@'a(t; ~x)
� @�

�
@L

@ (@�'a(t; ~x))

��
�'a(t; ~x)

+

Z
dx4@�

�
@L

@ (@�'a(t; ~x))
�'a(t; ~x)

�
:

D�après le théorème de Gauss-Ostrogradski, la contribution du dernier terme est nulle,

car il s�agit d�une quadri-divergence. Selon le principe de moindre action, �S = 0, ce qui

permet d�avoir les équations d�Euler-Lagrange décrivant l�évolution des champs 'a(t; ~x)

comme suit :
@L

@'a(t; ~x)
� @�

�
@L

@ (@�'a(t; ~x))

�
= 0: (1.5.4)

Ces équations respectent bien la symétrie relativiste entre l�espace et le temps, mais il est

également possible d�obtenir ces équations à partir d�un principe variationnel. por se faire

au lieu d�utiliser la densité lagrangienne L, on va utiliser le lagrangien L: En e¤et, on a

S =

Z
dt L ('a(~x; t); _'a(t; ~x))

La variation de l�action S est alors donnée par

�S =

Z
dt

�
�L

�'a(t; ~x)
�'a(t; ~x) +

�L

� _'a(t; ~x)
� _'a(t; ~x)

�
=

Z
dt

�
�L

�'a(t; ~x)
� @

@t

�
�L

� _'a(t; ~x)

��
�'a(t; ~x) +

Z
@

@t

�
�L

� _'a(t; ~x)
�'a(t; ~x)

�
dt
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où nous avons e¤ectué une intégration par parties sur le dernier terme de la première

ligne. Par ailleurs, la variation des champs 'a(t; ~x) sur ces bornes d�intégration est nulle

�'a(ti; ~x) = �'a(tf ; ~x) = 0; donc le troisième terme de la dernière ligne est nul. Le principe

de moindre action �S = 0 conduit directement aux équations

�L

�'a(t; ~x)
� @

@t

�
�L

� _'a(t; ~x)

�
= 0: (1.5.5)

Ces équations qui font intervenir les dérivées fonctionnelles ressemblent beaucoup aux

équations de la mécanique classiques. D�après les relations (1:4:13) et (1:4:14) on déduit

que

�L

�'a(t; ~x)
=

@L
@'a(t; ~x)

� @i

�
@L

@ (@i'a(t; ~x))

�
(1.5.6)

�L

� _'a(t; ~x)
=

@L
@ _'a(t; ~x)

: (1.5.7)

En remplaçant ce résultat dans (1:5:5), on obteint les équations de mouvement (1:5:4), ce

qui montre l�équivalence des deux approches.

1.6 Formalisme hamiltonien en théorie des champs

En gardant la même l�analogie avec la mécanique classique décrivant les points ponc-

tuels, donc le passage à la formulation hamiltonienne commence par la dé�nition des

moments conjugués comme étant les dérivées fonctionnelles du lagrangien par rapport

aux dérivées temporelles des champs

�a =
�L

�( _'a(t; ~x))
=

@L
@( _'a(t; ~x))

(1.6.1)

Le hamiltonien H et la densité hamiltonienne correspondante H sont dé�nis par

H ('a; �
a) =

Z
dx3H

�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
où H

�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
= �a _'a � L

(1.6.2)

ce qui sous-entend que les vitesses _'a vont toutes s�exprimer en fonction des champs

et leurs moments conjugués. Donc, le hamiltonien va être une fonctionnelle des champs

'a(t; ~x) et leurs moments conjugués �a(t; ~x); où le temps joue le rôle d�un paramètre.

Pour obtenir les équations de mouvement, on doit calculer la variation de hamiltonien,

en se servant de la dé�nition de la dérivée fonctionnelle

�H =

Z
dx3

�
�H

�'a
�'a +

�H

��a
��a
�
: (1.6.3)
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Mais d�un autre côté,

�H = �

�Z
dx3�a _'a

�
� �L

=

Z
dx3 (��a _'a + �a� _'a)�

Z
dx3

�
�L

�'a
�'a +

�L

� _'a
� _'a

�
:

D�aprèr (1:6:1), (1:5:5) ; on a les relations �L
� _'a

= �a et �L
�'a

= @
@t

�
�L
� _'a

�
= @

@t
(�a) ; alors

l�équation précédente se réduit à

�H =

Z
dx3 ( _'a��

a � _�a�'a) : (1.6.4)

En comparant les expression (1:6:4) et (1:6:3), on déduit les équations de Hamilton rela-

tives à la théorie des champs 8<: _'a =
�H
��a

_�a = � �H
�'a

(1.6.5)

Il y a une autre méthode pour retrouver ces résultats, mais avec la densité hamilto-

nienne du système qui dépend explicitement de
�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
: En e¤et,

�H = �

Z
dx3H

�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
=

Z
dx3

0@ @H
@'a

�'a +
@H

@
�
~r'a

� � � �~r'a�+ @H
@�a

��a +
@H

@
�
~r�a

� � � �~r�a�
1A

Après une intégration par parties du deuxième et du quatrième termes, et en appliquant

le théorème de Gauss-Ostrograski, l�équation précédente s�écrit sous la forme

�H =

Z
dx3

0@� @H
@'a

� ~r �
�

@H
@~r'a

��
�'a +

0@ @H
@�a

� ~r �

0@ @H
@
�
~r�a

�
1A1A ��a

1A :

(1.6.6)

Par comparaison de cette équation avec l�équation (1:6:4) ; on déduit la forme suivante

des équations de Hamilton8>>><>>>:
_'a =

@H
@�a

� ~r
�

@H
@(~r�a)

�
_�a = � @H

@'a
+ ~r

�
@H

@(~r'a)

�
:

(1.6.7)
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1.7 Crochets de Poisson en théorie des champs

Le crochet de Poisson se généralise facilement au cas des deux fonctionnelles A ['a; �a]

et B ['a; �a] qui dépendent des champs 'a(~x; t) et leurs moments conjugués �a(~x; t)

fA(x); B(y)g =
Z
dz3
�
�A(x)

�'a(z)

�B(y)

��a(z)
� �A(x)

��a(z)

�B(y)

�'a(z)

�
: (1.7.1)

Avec cette notation, il faut savoir que nous avons utilisé l�écriture en gras pour désigner les

vecteurs (~x = x; ~y = y et ~z = z); et que les champs 'a ainsi que les moments conjugués �a

sont pris au temps égal, même dans les expressions des fonctionelles A ['a; �a] et B ['a; �a],

mais comme le temps joue le rôle d�un paramètre dans le calcul des crochets de Poisson,

on a décidé d�omettre de l�écrire explicitement, a�n d�éviter de le répéter inutilement.

Pour évaluer ces crochets, on a besoin de quelques relations mathématiques qu�on

a déjà vues (1:4:16), à savoir, les dérivées fonctionnelles des champs et leurs moments

conjugués
�'a(x)

�'b(z)
= �ba�

3(x� z) ;
��a(x)

��b(z)
= �ab �

3(x� z): (1.7.2)

De même
��a(x)

�'b(z)
= 0 ;

�'a(x)

��b(z)
= 0: (1.7.3)

A présent, nous pouvons calculer les trois crochets de Poisson entre les variables 'a(x),

et �b(y): En e¤et,

�
'a(x); �

b(y)
	
=

Z
dz3
�
�'a(x)

�'c(z)

��b(y)

��c(z)
� �'a(x)

��c(z)

��b(y)

�'c(z)

�
=

Z
dz3
�
�ca�

3(x� z)�bc�
3(y � z)

�
= �ba �

3(x� y): (1.7.4)

On a aussi,

f'a(x); 'b(y)g = 0 ;
�
�a(x); �b(y)

	
= 0: (1.7.5)

C�est bien ces crochets qui remplacent en théorie des champs, les crochets habituels de la

mécanique analytique fxi; xjg = fpi; pjg = 0 et fxi; pjg = �ij:

Soit maintenant la fonctionnelle F qui depend du temps à travers le temps �gurant

dans les champs 'a(~x; t) et �a(~x; t); dont l�expression est

F ['a(t); �a(t)] =

Z
dx3f

�
'a(t; ~x); ~r'a(t; ~x);�a(t; ~x); ~r�a(t; ~x)

�
: (1.7.6)
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

A�n de calculer dF
dt
; commençons par examiner F ['a(t+ "); �a(t+ ")] où " est un inter-

valle de temps in�nitésimal. En e¤et,

F ['a(t+ "); �a(t+ ")] =

Z
dx3f

�
'a(t+ "; ~x); ~r'a(t+ "; ~x);�a(t+ "; ~x); ~r�a(t+ "; ~x)

�
=

Z
dx3f

 
'a + "

@'a
@t

; ~r'a + "
@ ~r'a
@t

; �a + "
@�a

@t
; ~r�a + "

@ ~r�a
@t

!
=

Z
dx3f

�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
+ "

Z
dx3

 
@f

@'a

@'a
@t

+
@f

@~r'a
� @
~r'a
@t

+
@f

@�a
@�a

@t
+

@f

@~r�a
� @
~r�a
@t

!
(1.7.7)

Mais,

@f

@~r'a
� @
~r'a
@t

= ~r �
�

@f

@~r'a
_'a

�
� ~r �

�
@f

@~r'a

�
_'a (1.7.8)

@f

@~r�a
� @
~r�a
@t

= ~r �
�

@f

@~r�a
_�a
�
� ~r �

�
@f

@~r�a

�
_�a: (1.7.9)

Alors,

F ['a(t+ "); �a(t+ ")] = F ['a(t); �a(t)] (1.7.10)

+ "

Z
dx3

��
@f

@'a
� ~r �

�
@f

@~r'a

��
_'a +

�
@f

@�a
� ~r �

�
@f

@~r�a

��
_�a
�

(1.7.11)

où nous avons annulé les termes de la divergence à l�aide du théorème de Gauss-Ostrogradski.

En utilisant l�expression (1:4:6) de la dérivée fonctionnelle, on aboutit à la relation

F ['a(t+ "); �a(t+ ")]� F ['a(t); �a(t)] = "

Z
dx3

�
�F

�'a
_'a +

�F

��a
_�a
�
: (1.7.12)

Finalement, la dérivée _F = dF
dt
de la fonctionnelle F par rapport au temps va sous s�écrire

sous la forme

_F (t) = lim
"!0

F ['a(t+ "); �a(t+ ")]� F ['a(t); �a(t)]

"
=

Z
dx3

�
�F

�'a
_'a +

�F

��a
_�a
�
:

(1.7.13)
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

En se servant des équations de Hamilton (1:5:5) ; on obtient l�équation de l�évolution

temporelle de la fonctionnelle F à l�aide du crochets de Poisson

_F (t) =

Z
dx3

�
�F

�'a

�H

��a
� �F

��a
�H

�'a

�
= fF;Hg: (1.7.14)

En particulier, les équations de Hamilton vont se mettre sous la forme(
_'a(t;y) = f'a(t;y); Hg
_�a(t;y) = f�a(t;y); Hg

(1.7.15)

Ces équations prises avec les relations (1:7:4) et (1:7:5) sont essentielles pour étudier

l�évolution d�un système décrit par des champs qui occupent tout l�espace et qui évoluent

dans le temps.

La quanti�cation canonique se fait en replaçant les champs 'a et �a par des opérateurs

de champs '̂a et �̂a, dont les commutateurs s�obtiennent directement à partir des crochets

(1:7:4) et (1:7:5) comme suit :

�
'̂a(t;x); �̂

b(t;y)
�
= i~�ba �(x� y); (1.7.16)

et,

['̂a(t;x); '̂b(t;x))] =
�
�̂a(t;y); �̂b(t;y)

�
= 0: (1.7.17)

Ces commutateurs permettent d�avoir les équations de mouvement grâce aux équations

de Heisenberg ayant une forme analogue aux équations de Hamilton (1:7:15) : Autrement

dit, 8<:
@
@t
'̂a(t;y) = � i

~

h
'̂a(t;y); Ĥ

i
@
@t
�a(t;y) = � i

~

h
�̂a(t;y); Ĥ

i
:

(1.7.18)

Ce chapitre se termine ici, après avoir vu les outils mathématiques nécessaires à la

description des champs. Un rôle particulier est joué par les dérivées fonctionnelles dans

les deux formulations lagrangienne et hamiltonienne, ainsi que dans le calcul des crochets

de Poisson.
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CHAPITRE

2 Formalisme de Dirac

Les systèmes singuliers représentent une partie très importante des lagrangiens décri-

vant des systèmes physiques. Le champ éléctromagnétique, le champ spinoriel, ainsi que

le champ gravitationnel sont bel et bien des systèmes singuliers.

Le premier à étudier ces systèmes dans leur généralité est le physicien britanique

Paul Dirac dans un travail datant des années cinquante [1, 2]. Son approche est une

généralisation du formalisme hamiltonien pour prendre en considération la présence de

contraintes, caractérisant les systèmes singuliers. Le résultat �nal est la dé�nition du

crochet de Dirac qui se substitue au crochet de Poisson, mais sans violer ses propriétés.

Dans ce chapitre, nous allons faire un exposé de la méthode de Dirac et de son utilisa-

tion en théorie des champs, dans le but de procéder au traitement du champ de Maxwell

et de modèle self-dual (SD).

2.1 Lagrangiens singuliers et contraintes

Soit un système décrit par un lagrangien L = L(qi; _qi), fonction des coordonnées géné-

ralisées qi et des vitesses généralisées _qi, où i = 1; :::; N: Ce lagrangien est dit singulier, si les

moments conjugués pi = @L
@ _qi
et les coordonnées généralisées ne sont pas tous complètement

indépendants, ce qui revient à dire qu�il existe donc des relations du type �m(qi; pi) = 0

avec m = 1; 2; :::;M appelées des contraintes primaires. Ainsi, la formulation hamilto-

nienne reposant sur l�indépendance des coordonnées et des moments conjugués, sera bien

altérée par cette situation, en l�occurrence les crochets de Poisson, ce qui va sûrement

avoir des conséquences sur la quanti�cation canonique.

Pour quanti�er ces systèmes, l�idée de Dirac est d�introduire un nouveau hamiltonien

HT , obtenu par l�addition de combinaisons linéaires des contraintes �m�m au hamiltonien

canonique H = _qipi � L; de telle sort que

HT = H + �m�m(q; p): (2.1.1)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

HT est appelé le hamiltonien total et les �m sont des multiplicateurs de Lagrange qui sont

totalement arbitraires, et considèrés comme étant des nouvelles variables dynamiques. Le

lagrangien associé à ce hamiltonien est

LT = pi _qi �HT (2.1.2)

et l�action correspondante à ce lagrangien sera S =

tfZ
ti

LT (qj; _qj; t)dt. Le principe de

moindre action �S = 0 nous permet de déduire les équations du mouvement comme

suit :

�S =

tfZ
ti

(�pi _qi + pi� _qi � �H � ��m�m � �m��m) dt

= pi�qij
tf
ti +

tfZ
ti

h�
� _pi � @H

@qi
� �m

@�m
@qi

�
�qi

+
�
_qi � @H

@pi
� �m

@�m
@pi

�
�pi � �m��m

i
dt:

(2.1.3)

Comme le premier terme va s�annuler grâce aux conditions aux limites, on obtient l�en-

semble des équations du mouvement

_pi = �@H
@qi
� �m

@�m
@qi

i = 1:::N

_qi =
@H
@pi
+ �m

@�m
@pi

i = 1:::N

�m = 0 m = 1:::M:

(2.1.4)

Ainsi, l�évolution temporelle _F = @F
@qi
_qi +

@F
@pi
_pi d�une variable dynamique de l�espace des

phase F (qi; pi) va se mettre sous la forme

_F =

�
@F

@qi

@H

@pi
� @F

@pi

@H

@qi

�
+ �m

�
@F

@qi

@�m
@pi

� @F

@qi

@�m
@qi

�
; �m = 0; (2.1.5)

où l�on reconnait bien la dé�nition du crochet de Poisson qu�il faut d�abord calculer avant

d�imposer les contraintes �m = 0: Autrement dit,

_F = fF;Hg+ �m fF; �mg ; �m = 0: (2.1.6)

À cause des contraintes primaires �m = 0, le système évolue nécessairement sur la surface

des contraintes. Pour rappeler cette règle, Dirac a introduit la notion d�égalité faible (t)
au lieu de l�égalité forte (=); qui est valable à condition de respecter les contraintes �m t 0,
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

ainsi l�équation (2.1.6) devient

_F t fF;Hg+ �m fF; �mg t fF;HTg : (2.1.7)

En particulier, les équations d�évolution des variables canoniques seront

_qi t fqi; HTg ; _pi t fpi; HTg : (2.1.8)

La formulation de Dirac impose des conditions de consistance basées sur la conser-

vation des contraintes primaires �m au cours du temps _�m t 0: mais grâce à l�équation
(2.1.7), cela est assuré si f�m; HTg t 0, d�où les relations

f�m; Hg+ �m0 f�m; �m0g t 0 ; m0;m = 1:::M: (2.1.9)

L�examen de ces conditions de consistance conduit à l�une des situations suivantes :

(i) Les conditions de consistance donnent des contradictions (1 = 0) ;

(ii) Les conditions de consistance sont systématiquement véri�ées (0 t 0), soit par un
calcul direct, soit il y a une reproduction de l�une des contraintes primaires, et l�itération

se termine. Cela peut s�accompagner par la détermination de quelques multiplicateurs ;

(iii) Tous les multiplicateurs de Lagrange �m sont faiblement �xées, et dans ce cas, la

procédure itérative s�arrête aussi ;

(iv) Des contraintes supplémentaires indépendantes des multiplicateurs �m, et des

contraintes primaires �m; vont apparaître. Elles sont les contraintes secondaires �k, qui

doivent satisfaire les conditions de consistance

_�k(q; p) � 0 ) f�k; Hg+ �m f�k; �mg � 0 k = 1:::K (2.1.10)

où K est le nombre des contraintes secondaires. Cette procédure doit être répétée jusqu�à

ce qu�il n�y est plus de nouvelles contraintes. Autrement-dit, on va se trouver dans l�un

des trois premiers cas précédents. Il s�agit là de l�algorithme de Dirac-Bergmann.

2.2 Classi�cation des contraintes et crochets de Dirac

Après la détermination des contraintes primaires et secondaires, il faut procéder à

une autre classi�cation de ces contraintes en première et en deuxième classe. On dit

qu�une contrainte �j est de première classe si son crochet de Poisson avec toutes les

autres contraintes s�annule faiblement

f�j; �j0g � 0 8j0 2 f1; :::;M +Kg: (2.2.1)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

La notation suivante �j; représente une contrainte première ou secondaire, M représente

le nombre des contraintes primaires, K représente le nombre des contraintes secondaires.

On dit qu�une contrainte est de deuxième classe si son crochet de Poisson avec, au moins

une autre contrainte, est di¤érent du zéro

f�j; �j0g �= 0 9j0 2 f1; :::;M +Kg: (2.2.2)

D�apès ces dé�nitions, toute contrainte de première classe �j ne va pas aider dans la

détermination des paramètres �m, car en lui appliquant la condition de consistance, on

aura

f�j; Hg+ �m f�j; �mg � 0 ) f�j; Hg � 0 (2.2.3)

Ainsi les contraintes de première classe engendrent une sorte d�indétermination dans l�évo-

lution du système étudié. C�est exactement la caractéristique d�une symétrie de jauge.

Pour cette raison, on va d�abord étudier les systèmes qui contiennent des contraintes

primaires et secondaires toutes de deuxième classe. Dans ce cas, nous utilisons les notations

suivantes : les �m;m = 1:::M pour les M contraintes primaires, les �k; k = 1+M:::M +K

pour les K contraintes secondaires. Dans l�ensemble, on va avoir R =M +K contraintes

qui sont notées �r; r = 1:::R. Les R conditions de consistance (2.1.7) s�écrivent

f�r; HTg � f�r; Hcg+ �m f�r; �mg � 0 m = 1:::M et r = 1:::R: (2.2.4)

Il s�agit d�un système d�équations linéaires de R équations avecM inconnues (oùM � R);

qui peut être inversé a�n d�obtenir les multiplicateurs de Lagrange �m ainsi que des

identités nulles

�m � �f�m; �r0g�1 f�r0 ; Hcg m = 1:::M; r0 = 1:::R

0 � �f�r; �r0g�1 f�r0 ; Hcg r =M + 1:::R; r0 = 1:::R:
(2.2.5)

En injectant l�expression des multiplicateurs de Lagrange dans l�équation (2.1.6), on trouve

que

_F � fF;Hcg � fF; �mg f�m; �r0g�1 f�r0 ; Hcg m = 1:::M et r0 = 1:::R (2.2.6)

A l�aide de (2.2.5) on a les identités f�r; �r0g�1 f�r0 ; Hcg � 0, pour r = M + 1:::R; par

conséquent, l�équation précédente peut se mettre sous la forme

_F � fF;Hcg � fF; �rg f�r; �r0g�1 f�r0 ; Hcg r; r0 = 1:::R: (2.2.7)
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A ce stade, nous introduisons des nouveaux crochets appelés les crochets de

Dirac dé�nis par

fF;HcgD = fF;Hcg � fF; �rg f�r; �r0g�1 f�r0 ; Hcg (2.2.8)

ainsi fF;HcgD représente le crochet de Dirac de F et Hc:Avec ces crochets, nous aurons

_F � fF;HcgD : (2.2.9)

D�une façon générale, les crochets de Dirac de deux quantités quelconques sont donnés

par

ff; ggD = ff; gg � ff; �rg f�r; �r0g�1 f�r0 ; gg : (2.2.10)

Les crochets de Dirac dé�nis par l�équation (2.2.10) satisfont toutes les propriétés des

crochets de Poisson

ff; ggD = �fg; fgD ) ff; fgD = 0 (Antisym�etrie)

f�f + �g; hgD = � ff; hgD +� fg; hgD (Lin�earit�e)

ffg; hgD = f fg; hgD + ff; hgD g (R�egle de Leibniz)

ff; fg; hggD + fh; ff; gggD + fg; fh; fggD = 0 (Identit�e de Jacobi)

ff; �rg = 0 (�r est de deuxi�eme classe)

ff; lgD � ff; lg (l est de premi�ere classe)

ou f; g; h sont des quantités qui dépendent de pi; qi, et �; � sont des quantités réels.

Pour terminer cette section, supposons que nous sommes dans le cas où nous avons

des contraintes de première classe s; s = 1:::S en plus des contraintes de deuxième classe

�r; r = 1:::R (R est pair). La méthode de Dirac ne peut pas s�appliquer directement, il

faut ajouter des conditions supplémentaires �s (q; p) � 0 où s = 1:::S; dont le nombre doit
être égal à celui des contraintes de première classe, pour qu�elles deviennent de seconde

classe. Donc, si on note toutes ces contraintes comme (�1 ; :::; �R ; 1 ; :::; S ; �1 ; :::; �S) =

( 1 ; :::;  R
; 

R+1
; :::;  

R+S
; 

R+S+1
; ::: 

R+2S
); les contraintes  

h
; h = 1:::R + 2S vont consti-

tuer les contraintes de ce système qui vont nous permettre de dé�nir le crochet de Dirac

comme suit :

ff; ggD = ff; gg � ff;  h
g f 

h
;  

h0g
�1f 

h0 ; gg h; h0 = 1:::R + 2S (2.2.11)

En�n, en termes de ces crochets de Dirac, nous avons pris en considération la présence

de toutes les contraintes, primaires et secondaires, de première et de deuxième classe, ce

qui n�était pas possible avec les cochets de Poisson.
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2.3 Exemples d�application

Exemple 1 Le système constitué d�une particule de massem se déplaçant sur la surface

d�une sphère de rayon R est décrit par le lagrangien

L =
m

2

�
_x2 + _y2 + _z2

�
+ !

�
x2 + y2 + z2 �R2

�
où ! est un multiplicateur de Lagrange jouissant du statut d�une variable indépendante.

En utilisant la dé�nition des moments conjugués pi = @L
@ _qi

pour les variables x; y; z; !

respectivement, on obtient

px = m _x; py = m _y; pz = m _z; p! = 0:

À partir des équations précédentes, nous obtenons une seule contrainte primaire �1 = p!:

Le hamiltonien de ce système H = px _x+ py _y + pz _z + p! _! � L prend la forme

H =
1

2m

�
p2x + p2y + p2z

�
� !

�
x2 + y2 + z2 �R2

�
;

et le hamiltonien total est

HT = H + �m�m =
1

2m

�
p2x + p2y + p2z

�
� !

�
x2 + y2 + z2 �R2

�
+ �1p!

où �1 est un multiplicateur de Dirac. La condition de consistance _�1 � f�1; HTg � 0 de
la contrainte primaire permet de trouver une contrainte secondaire

f�1; Hg+ �2 f�1; �2g � 0) x2 + y2 + z2 �R2 � 0:

La même procédure pour la contrainte secondaire '1 � x2 + y2 + z2 �R2 va donner une

autre contrainte secondaire

f'1; Hg+ �1 f'1; �1g � 0) xpx + ypy + zpz � 0:

Si on procède de la même manière avec la contrainte '2 � xpx + ypy + zpz; on aboutit à

une autre contrainte

f'2; Hg+ �1 f'2; �1g � 0) 2

�
1

2m

�
p2x + p2y + p2z

�
+ !

�
x2 + y2 + z2

��
� 0:

En appliquant les conditions de consistance à la contrainte secondaire '3 � 1
2m

�
p2x + p2y + p2z

�
+

! (x2 + y2 + z2), on obtient le multiplicateur �1 � 0, et la procédure itérative s�arrête.
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Nous avons donc une seule contrainte primaire �1 et trois secondaires '1; '2; '3; qui

sont toutes de deuxième classe car

f�1; '1g = f�1; '2g = 0; f�1; '3g � �2R2 �= 0
f'1; '2g � 2R2 �= 0; f'1; '3g � 0; f'2; '3g � �8!R2:

Donc toutes les contraintes de ce systéme �1 = �1; �2 = '1; �3 = '2; �4 = '3 sont de

deuxiéme classe. Avec ces contraintes, on obtient la matrice de Dirac

� = [f�i; �jg]i;j=1:::4 =

0BBBB@
0 0 0 �2R2

0 0 2R2 0

0 �2R2 0 �8!R2

2R2 0 8!R2 0

1CCCCA (2.3.1)

et son inverse

��1 =
�
f�i; �jg�1

�
i;j=1:::4

=

0BBBB@
0 �2!

R2
0 1

2R2

2!
R2

0 �1
2R2

0

0 1
2R2

0 0
1
2R2

0 0 0

1CCCCA : (2.3.2)

Ainsi, le crochet de Dirac des deux fonctions f et g se calcule par l�expression

ff; ggD = ff; gg � ff; �ig f�i; �jg
�1 f�j; gg:

En particulier, nous avons les crochets de Dirac suivants :

fx; xgD = fx; ygD = fy; zgD = fx; zgD = fy; ygD = fz; zgD = f!; !gD = 0

fx; pxgD =
y2+z2

R2
, fy; pyg = x2+z2

R2
, fz; pzg = x2+y2

R2
; f!; p!gD = 0

fx; pygD = fy; pxgD = �
xy
R2
, fy; pzgD = fz; pygD = �

yz
R2
, fx; pzgD = fz; pxgD = � xz

R2

fpx; pygD =
�xpy+ypx

R2
, fpx; pzgD =

�xpz+zpx
R2

, fpy; pzgD =
�ypz+zpy

R2
:

Il est clair que ces crochets de Dirac sont di¤érents des crochets de Poisson habituels.

Exemple 2 Dans le cadre de la recherche de lagrangiens à partir des équations de mou-

vement, ce qui est désigné par le problème inverse, Hojman et Urrutia [14] ont construit

un lagrangien linéaire par rapport aux vitesses s�écrivant sous la forme

L = (y + z) _x+ ! _z +
1

2

�
!2 � 2yz � z2

�
: (2.3.3)
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La dé�nition des moments conjugués pi = @L
@ _qi
pour les variables (x; y; z; !) respectivement,

va nous donner

px = y + z; py = 0; pz = !; p! = 0;

d�où les contraintes primaires

�1 = px � y � z; �2 = py; �3 = pz � !; �4 = p!:

Le hamiltonien canonique H = px _x+ py _y + pz _z + p! _! � L prend la forme simple

H =
1

2

�
�!2 + 2yz + z2

�
;

d�où le hamiltonien total

HT = H + �m�m

=
1

2

�
�!2 + 2yz + z2

�
+ �1(px � y � z) + �2(py) + �3(pz � !) + �4(p!)

où �1; �2; �3 et �4 sont les multiplicateurs de Dirac. Les conditions de consistance sur les

contraintes primaires �1; �2; �3; �4 vont nous donner ces quatre paramètres. En e¤et,

_�1 � f�1; HTg � 0) �3 + �2 � 0

_�2 � f�2; HTg � 0) �1 � z

_�3 � f�3; HTg � 0) �4 � �y

_�4 � f�4; HTg � 0) �2 � �!

La procédure itérative s�arrête ici car il n�y a pas des nouvelles contraintes. Nous avons

aussi les relations

f�1; �2g = �1; f�1; �3g � �1; f�3; �4g � �1:
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Toutes les contraintes de ce systéme �1; �2; �3; �4 sont de deuxiéme classe. Avec ces

contraintes, on obtient la matrice de Dirac

� = [f�i; �jg]i;j=1:::4 =

0BBBB@
0 �1 �1 0

1 0 0 0

1 0 0 �1
0 0 1 0

1CCCCA :

La matrice inverse prend la forme

��1 =
�
f�i; �jg�1

�
i;j=1:::4

=

0BBBB@
0 1 0 0

�1 0 0 �1
0 0 0 1

0 1 �1 0

1CCCCA :

Les crochets de Dirac non nuls relatifs à ce système sont

fx; ygD = 1; fy; !gD = �1, fz; !gD = 1; fx; pygD = fy; pxgD = 1; fy; pzgD = 1:
(2.3.4)

Une fois de plus, ces crochets di¤èrent des crochets de Poisson, ce qui est dû à la présence

des contraintes.

2.4 Extension de la méthode de Dirac à la théorie

des champs

Jusqu�à présent, l�approche de Dirac étudiée précédemment traite les systèmes à de-

grés de liberté �nis, dans cette partie nous allons montrer sa validité dans le cas des

systèmes à degrés de liberté in�nis. Comme nous l�avons déjà vu dans le premier cha-

pitre, pour faire ce passage, on commence par remplacer les variables qi par les champs

'a(t; ~x), ainsi, les contraintes qui peuvent résulter de la dé�nition des moments conju-

gués, vont relier les champs 'a(t; ~x) et les moments conjugués �a(t; ~x); indépendamment

des vitesses @t'a(t; ~x) = _'a(t; ~x). Autrement-dit, nous allons avoir des relations de type

�m = �m('a(t; ~x); �a(t; ~x)) qui vont dépendre de l�espace en plus du temps. Pour les

prendre en considération, il faut ajouter l�intégrale sur l�espace

�(t) = �('a; �a; �m) =

Z
dx3�m(t; ~x)�m ('a(t; ~x); �a(t; ~x)) m = 1:::M (2.4.1)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

où les champs �s(t; ~x) sont des multiplicateurs. Le Hamiltonien total (2.1.1) sera alors

HT = H ('a; �a) + �('a; �a; �m) (2.4.2)

= H('a; �a) +

Z
dx3�m(t; ~x)�m ('a(t; ~x); �a(t; ~x)) m = 1:::M: (2.4.3)

La variation de l�action dans ce cas est

�S = �

Z
Ldt = �

Z
dt

�Z
�a _'adx

3 �HT

�
= �

Z
dt

�Z
�a _'adx

3 �H � �
�

=

Z
dt

Z
dx3

�
��a _'a + �a� _'a �

�H

�'a
�'a �

�H

��a
��a �

��

�'a
�'a �

��

��a
��a �

��

��m
��m

�
:

Sachant que �a� _'a =
@(�a�'a)

@t
� _�a�'a, on obtient �nalement

�S =

Z
dt

Z
dx3

�
@(�a�'a)

@t
�
�
_�a +

�H

�'a
+
��

�'a

�
�'a +

�
_'a �

�H

��a
� ��

��a

�
��a �

��

��m
��m

�
:

Le premier terme va s�annuler grâce aux conditions aux limites �'a(ti) = �'a(tf ) = 0.

D�après le principe de variation �S = 0; qui consiste à annuler l�intégrale précédente, il

faut que les équations suivantes soient véri�ées

_'a =
�H

��a
+
��

��a
; _�a = �

�H

�'a
� ��

�'a
;

��

��m
= 0: (2.4.4)

Les dernières équations ne sont rien d�autre que les contraintes primaires car ��
��m

=

�m ('a(t; ~x); �a(t; ~x)) = 0:

Essayons maintenant de trouver les conditions de consistance applicables en théories

des champs à partir de l�évolution temporelle de la grandeur F (t) qui dépend des champs

'a, et des moments conjugués 'a, donnée par F (t) =
R
dx3f

�
'a; ~r'a; �a; ~r�a

�
: En e¤et,

d�après (1.7.13)

_F (t) =

Z
dx3

�
�F

�'a
_'a +

�F

��a
_�a

�
:

En injectant les équations du mouvement (2.4.4) dans l�équation précédente, on obtient

_F =

Z
dx3

��
�F

�'a

�Hc

��a
� �F

��a

�Hc

�'a

�
+

�
�F

�'a

��

��a
� �F

��a

��

�'a

��
En terme des crochets de Poisson,

_F = fF;Hg+ fF;�g � fF;Hg+
Z
dx3�m(t; ~x) fF; �mg : (2.4.5)
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Cette équation est l�analogue de l�équation (2.1.6). Donc dans le cas d�une contrainte

quelconque �j = �j('a(t; ~x); �a(t; ~x)) = �j(t; ~x); la conservation dans le temps _�j = 0; va

induire directement les conditions de consistance

f�j(t; ~x); Hg+
Z
dy3�m(t; ~y) f�j(t; ~x); �m(t; ~y)g � 0 8~x:

Ces conditions vont nous permettre de déduire toutes les contraintes du système en

suivant l�algorithme de Dirac-Bergmann explicité dans la première partie de ce chapitre.

Ensuite, à l�aide des crochets de Poisson, ces dernières vont être classées en première et

en deuxième classe. Des conditions supplémentaires sont nécessaires en cas de présence

de contraintes de pemière classe, car cela va lever l�indétermination de certains para-

mètres. Au �nal, nous allons avoir un ensemble de contraintes toutes de deuxième classe

qu�on va notées �k('a(t; ~x); �a(t; ~x)) = �k(t; ~x): Les crochets de Poisson de ces contraintes

dé�nissent la matrice de Dirac

f�k(~x); �k0(~y)g = Gkk0(~x; ~y): (2.4.6)

L�inversion de cette matrice des contraintes se calcule à l�aide de la relationZ
d y3Gkk0(~x; ~y)G

k0k00(~y; ~z) = �k
00

k �(~y � ~z); (2.4.7)

où Gk
0k00(~y; ~z) = Gk0k00(~y; ~z)

�1: A l�aide de cette matrice, il est possible de dé�nir le crochet

de Dirac en théorie des champs par la relation

fF (~x); G(~y)gD = fF (~x); G(~y)g �
Z Z

du3dv3 fF (~x); �k(~u)gGkk
0
(~u;~v) f�k0(~v); G(~y)g

(2.4.8)

où F (~x); G(~y) sont des fonctions des champs 'a(t; ~x) et des moments conjugués �a(t; ~x):

Ces crochets de Dirac des champs satisfont toutes les propriétés d�antisymétrie, de bili-

néarité, de règle de Leibnitz ainsi que de l�identité de Jacobi.

2.5 Application au champ de Maxwell

Le champ de Maxwell n�est pas du tout trivial du fait qu�il pésente des contraintes

directement liées à sa symétrie de jauge. L�expression du lagrangien de champ électroma-

gnétique libre est donnée par

L =

Z
dx3L; (2.5.1)
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où la densité lagrangienne qui décrit ce champ est

L = �1
4
F��F

�� � J�A� (2.5.2)

avec L0 = �1
4
F��F

�� est la densité Lagrangienne du champ de Maxwell libre et Lint =
�J�A� la densité Lagrangienne de l�interaction avec la matière, où J� est le 4-vecteur cou-
rant. Le tenseur électromagnétique est dé�ni par F�� = @�A� � @�A�(�; � 2 f0; 1; 2; 3g).
Les équations d�Euler-Lagrange @L

@A�
� @� @L

@(@�A�)
= 0 se solde par les équations de mouve-

ment

@�F
�� = J�: (2.5.3)

Les moments conjugués �� des variables canoniques A� sont dé�nis par

�� =
@L

@(@0A�)
= �F 0� ) �0 = 0 et �i = @iA0 � _Ai: (2.5.4)

On obtient ainsi une contrainte primaire qui prend la forme 
1 = �0 = 0 (parce que �0

est indépendant des vitesses, contrairement à �i qui dépend des _Ai). Comme �i = �F 0i,
la densité lagrangienne peut se mettre sous la forme

L = �1
4
FijF

ij � 1
2
�i�i � J�A�: (2.5.5)

Le hamiltonien du système qui s�exprime comme H =
R
dx3

�
�� _A� � L

�
se calcule grâce

aux relations (2.5.4) et (2.5.5) pour obtenir

H =

Z
dx3

�
1

4
FijF

ij � 1
2
�i�i + �i@iA0 + J�A�

�
: (2.5.6)

Le hamiltonien total HT sera alors

HT =

Z
dx3

�
H + �1�

0
�
=

Z
dx3

�
1

4
FijF

ij � 1
2
�i�i + (J

0 � @i�
i)A0 + J iAi + �1�

0

�
(2.5.7)

où nous avons utilisé la relation �i@iA0 = @i (�
iA0)�@i�iA0; ensuite ommis le terme de la

divergence @i (�iA0) qui est sans contribution. Ainsi, la densité hamiltonienne totale est

HT =
1

4
FijF

ij � 1
2
�i�i + (J

0 � @i�
i)A0 + J iAi + �1�

0: (2.5.8)

Selon Dirac, les contraintes primaires doivent être conservées dans le temps ce qui

peut générer des contraintes secondaires. La condition de consistance appliquée à 
1 = �0
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donne
_�0(x) � 0 ) f�0(x); HTg � 0

)
R
dz3
�
��0(x)
�A�(z)

�HT
���(z)

� ��0(x)
���(z)

�HT
�A�(z)

�
� 0

) �
R
dz3
�
�0��(x� z) �HT

�A�(z)

�
� 0

) ��0� �HT
�A�(x)

� 0

(2.5.9)

D�un autre côté, la dérivée fonctionnelle de Hamiltonien par rapport aux champs A� donne

�HT

�A�(z)
=
@HT

@A�
� @k

@HT

@(@kA�)
= J� � ��j @kF

kj � ��0@k�
k: (2.5.10)

En remplaçant (2.5.10) dans (2.5.9), on obtient la contrainte secondaire

�
J0 � @k�

k
�
t 0:

La condition de consistance relative à la contrainte secondaire 
2 = @k�
k � J0 t 0 nous

donne

�
(@k�

k � J0)(x); HT

	
=

Z
dz3
�
�(@k�

k � J0)(x)

�A�(z)

�HT

���(z)
� �(@k�

k � J0)(x)

���(z)

�HT

�A�(z)

�
= �

Z
dz3

�
�
@k�

k
�
(x)

���(z)

�HT

�A�(z)
:

mais
�(@k�k)(x)
���(z)

= ��k�@zk�(x� z); d�où

�
(@k�

k � J0)(x); HT

	
=

Z
dz3�k�@

z
k�(x� z)

�
J� � ��j @iF

ij � ��0@i�
i
�
(z)

= �
Z
dz3�(x� z)@zk

�
Jk � �kj @iF

ij
�
(z) = 0:

Les conditions de consistance des contraintes ne peuvent donner aucune nouvelle

contrainte parce qu�on a obtenu l�identité 0 t 0. Le calcul du crochet de Poisson de

ces contraintes montre bien qu�elles sont de première classe

�
�0(x); (@k�

k � J0)(y)
	
=

Z
dz3

 
��0(x)

�A�(z)

�
�
@k�

k � J0
�
(y)

���(z)
� ��0(x)

���(z)

�
�
@k�

k � J0
�
(y)

�A�(z)

!
= 0

Pour bien dé�nir le crochet de Dirac, des conditions supplémentaires doivent être intro-

duites pour �xer la jauge, et pour que les deux contraintes de première classe deviennent

de seconde classe. D�habitude, la jauge de Coulomb est prise comme condition de jauge


3 = A0, 
4 = @kA
k à condition que les champs soient libres (J0 = 0). L�étape suivante

consiste à calculer les éléments de la matrice de Dirac pour l�ensemble des contraintes
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1 = �0, 
2 = @k�
k, 
3 = A0 et 
 4 = @kA

k: En particulier,

f
1;
3g =
�
�0(x); A0(y)

	
= ��(x� y)

et

f
2;
4g =
�
(@k�

k � J0)(x); @iA
i(y)

	
=

Z
dz3
�
�(@k�

k)(x)

�A�(z)

�@kA
k(y)

���(z)
� �(@k�

k)(x)

���(z)

�@iA
i(y)

�A�(z)

�
=

Z
dz3
�
�k� �

�
i @k(�(x� y))@i (�(x� y))

�
= �@i@i(�(x� y)):

Les autres crochets sont nuls. Ainsi, la matrice des contraintes est

GIJ(x;y) = [f
I(x);
J(y)g] =

0BBBB@
0 0 �1 0

0 0 0 �@i@i

1 0 0 0

0 @i@
i 0 0

1CCCCA �(x� y): (2.5.11)

Il est possible d�avoir la matrice inverse (voir l�annexe) pour aboutir à la matrice

GIJ(x;y) =

0BBBB@
0 0 �(x� y) 0

0 0 0 1
4�jx�yj

��(x� y) 0 0 0

0 � 1
4�jx�yj 0 0

1CCCCA : (2.5.12)

A ce stade, le crochet de Dirac peut être dé�ni par l�expression

fF (x); G(y)gD = fF (x); G(y)g �
Z Z

du3dv3 fF (x);
I(u)g GIJ(u;v) f
J(v); G(y)g :
(2.5.13)
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Explicitement,

fF (x); G(y)gD = fF (x); G(y)g

�
Z Z

du3dv3
�
F (x); �0 (u)

	
�3(u� v)

�
A0(v); G(y)

	
�
Z Z

du3dv3
�
F (x); @k�

k(u)
	 1

4� ju� vj
�
@iA

i(v); G(y)
	

+

Z Z
du3dv3

�
F (x); A0(u)

	
�3(u� v)

�
�0(v); G(y)

	
+

Z Z
du3dv3

�
F (x); @iA

i(u)
	 1

4� ju� vj
�
@k�

k(v); G(y)
	
:

Pour commencer, évaluons le crochet de Dirac fA�(x); A(y)gD

fA�(x); A(y)gD = fA�(x); A(y)g

�
Z
du3

�
A�(x); �

0(u)
	�

A0(u); A(y)
	

�
Z Z

du3dv3
�
A�(x);�@k�k(u)

	 1

4� ju� vj
�
@iA

i(v); A(y)
	

= 0:

Nous avons aussi

f��(x); �(y)gD = f��(x); �(y)g

+

Z
du3

�
��(x); A0(u)

	�
�0(u); �(y)

	
+

Z Z
du3dv3

�
��(x); @iA

i(u)
	
�3(u� v)

�
�@k�k(v); �(y)

	
= 0:

Et pour terminer,

fA�(x); �(y)gD = fA�(x); �
(y)g

�
Z
du3

�
A�(x); �

0(u)
	�

A0(u); �(y)
	

�
Z Z

du3dv3
�
A�(x);�@k�k)(u)

	 1

4� ju� vj
�
@iA

i(v); �(y)
	
:

Le résultat �nal est

fA�(x); �(y)gD =
�
�� � �0�0�

�
�(x� y) + �k� �

i @k@i

�
1

4� jx� yj

�
:
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Ces crochets sont bien connus en théorie des champs [10, 30]. Cet exemple nous montre

bien comment obtenir le crochet de Dirac d�un systeme physique en présence des contraintes

primaires et secondaires et combien cela coûte en terme d�étapes et de calculs.

2.6 Quanti�cation de Dirac du Modèle self-dual (SD)

Le modèle self-dual (SD) [29, 34, 35, 36], de Townside, Pilch et Van Nieuwenhuizen

décrit trois champs scalairesB� en deux dimensions spaciales et une dimension temporelle.

La densité lagrangienne décrivant cette interaction est donnée par

L = m2

2
B�B

� � m

2
"��B

�@B� (2.6.1)

où �; ; � 2 f0; 1; 2g : Le tenseur de Levi-Civita "�� est choisi avec la convention "012 =
"201 = "120 = 1 et "021 = "102 = "210 = �1. Les moments conjugués des champs dé�nis
par la relation �� = @L

@(@0B� )
sont

�� = �
m

2
�0 �

�
� "�� B

� ) �0 = 0 et �i = �m
2
"0ijB

j i; j 2 f1; 2g : (2.6.2)

On obtient ainsi trois contraintes primaires


0 = �0 ; 
i = �i +
m

2
"0ijB

j i; j = 1; 2: (2.6.3)

Explicitement, la densité lagrangienne s�écrit

L = m2

2
B�B

� � m

2
"0ijB

0@iBj � m

2
"i0jB

i@0Bj � m

2
"ij0B

i@jB0:

A l�aide de la relation m
2
"ij0B

i@jB0 = m
2
"ij0@

j(BiB0) � m
2
"ij0(@

jBi)B0, on peut réécrire

la densité lagrangienne comme

L = m2

2
B�B

� �m"0ijB
0@iBj � m

2
"i0jB

i@0Bj; (2.6.4)

où nous avons ommis le terme de la divergence �m
2
"ij0@

j (BiB0) : Le hamiltonien du

système se présente sous la forme

H =

Z
dx2H =

Z
dx2

�
��

�
B� � L

�
(2.6.5)
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et en prenant en compte les relations (2.6.3), on obtient le hamiltonien canonique

H =

Z
dx2

�
�m

2

2
B�B

� +m"0ijB
0@iBj

�
: (2.6.6)

Le hamiltonien total sera alors

Ht =

Z
dx2

�
�m

2

2
B�B

� +m"0ijB
0@iBj + �0�0 + �i

�
�i +

m

2
"0ijB

j
��

: (2.6.7)

Utilisons maintenant les conditions de consistance suivantes pour extraire des contraintes

secondaires :
_
0 = f
0; HTg t 0 ; _
i = f
i; HTg t 0:

D�abord, la condition de consistance de la contrainte primaire 
0 nous donne

_
0 = f
0; HTg =
R
dz2
�
��0(x)
�B�(z)

�HT
���(z)

� ��0(x)
���(z)

�HT
�B�(z)

�
= �

R
dz2
�
��0 �

3(x� z) �HT
�B�(z)

�
= ���0

�HT (y)
�B�(z)

(2.6.8)

avec

�HT
�B�

= @HT

@B�
� @k

@HT

@(@kB� )

= �m2B� +m�0�"0ij@
iBj + �i m

2
"0ij�

j
� �m�ni�j�@n("0ijB

j):
(2.6.9)

Si on injecte (2.6.9) dans (2.6.8), on aboutit à une contrainte secondaire

_
0 = 
3 = m2B0 �m"0ij@
iBj t 0: (2.6.10)

Cette dernière doit véri�er la condition de consistance

_
3 = f
3; HTg =
Z
dz2
�
�
3(x)

�B�(z)

�HT

���(z)
� �
3(x)

���(z)

�HT

�B�(z)

�
=

Z
dz2
�
�
3(x)

�B�(z)

�HT

���(z)

�
=

Z
dz2
�
� (mB0 � "0ij@

iBj) (x)

�B�(z)

�HT

���(z)

�
= m�0�

�
�HT

���(x)

�
+ �j� "0ij @

i

�
�HT

���(x)

�
;

avec

�HT

���(x)
=
@HT (x)

@��(x)
� @k

@HT (x)

@(@k��(x))

= �0��0 + �i��i :
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

Dans ce cas, la condition de consistance pour 
3 permet de déterminer une condition

entre les multiplicateurs de Lagrange

_
3 = m�0 + "0ij@
i�j t 0 ) �0 t � 1

m
"0ij@

i�j: (2.6.11)

Pour les autres contraintes 
k où k 2 f1; 2g, les conditions de consistance

_
k = f
k; HTg t 0

=

Z
dz2
�
�
k(x)

�B�(z)

�HT

���(z)
� �
k(x)

���(z)

�HT

�B�(z)

�
=

�
m

2
"0kl�

l
�

�HT

���(x)
� ��k

�HT

�B�(x)

�
:

La procédure se termine ici car les conditions de consistance des contraintes ne peuvent

plus donner de nouvelles contraintes, car elles conduisent aux équations des multiplica-

teurs lagrangiens "0ki�i t (�mBk � @i("0ikB
0)). Ainsi, il existe quatre contraintes dans

ce système, trois contraintes primaires 
1 = �0 ; 
i = �i + m
2
"0ijB

j et une contrainte

secondaire 
4 = m2B0 �m"0ij@
iBj: Leurs crochets de Poisson sont (voir l�annexe A)

f
0;
ig = 0; f
1;
3g = �m2 �2(y � x)

et

f
i;
jg = m"0ij�(x� y); f
j;
3g = m"0ij@
i�(x� y):

Donc toutes les contraintes sont de deuxième classe. A�n de simpli�er les calculs, on peut

écrire les contraintes sous une forme plus explicite


1 = �1 +
m

2
B2 et 
2 = �2 � m

2
B1;

et


0 = �0 et 
3 = m2B0 �m@1B2 +m@2B1:

A partir des crochets de Poisson de ces contraintes (voir l�annexe), nous construisons la

matrice de Dirac

G(x;y) = m

0BBBB@
0 0 0 �m
0 0 �1 @2

0 1 0 �@1
m @2 �@1 0

1CCCCA �(x� y): (2.6.12)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

La matrice inverse prend la forme (voir l�annexe A)

G�1(x;y) = � 1

m 2

0BBBB@
0 @1 @2 � 1
@1 0 �m 0

@ 2 m 0 0

1 0 0 0

1CCCCA �(x� y); (2.6.13)

ce qui permet de déduire les crochets de Dirac

fF (x); G(y)gD = fF (x); G(y)g�
Z Z

du2dv2 fF (x);
I(u)g
�
G�1

�IJ
(u;v) f
J(v); G(y)g :

(2.6.14)

Pour commencer, nous avons (voir lannex A)

fBi(x); Bj(y)gD =
"0ij
m
�(x� y): (2.6.15)

Les crochets
�
Bk(x); �i(y)

	
D
s�obtiennent grâce aux relations �i t m

2
"0ijB

j ou �1 t B2

2m
et

�2 t �B1

2m �
Bk(x); �i(y)

	
D
=
n
Bk(x);

m

2
"0ijB

j(y)
o
D

=
m

2
"0ij

"okj

m
�(x� y):

Sachant que le tenseur Levi-Civita véri�e la relation "0ij"okj = 1
2
(�ik�jj � �ij�jk) si i 6= j

et j 6= k; on déduit que �
Bk(x); �i(y)

	
D
=
1

2
�ki �(x� y):

Il est possible de déterminer, les crochets de Dirac entre Bk(x) et B0(y) à partir aux

relations de la contrainte (2.6.10) qui implique que B0 t 1
m
(@1B2 � @1B2) : Ainsi,

�
Bk(x); B0(y)

	
D
=
n
Bk(x);

"0ij
m
@iBj(y)

o
D

=
"0ij
m
@i
�
"okj

m
�(x� y)

�
;

d�où �
Bk(x); B0(y)

	
D
=

1

2m2
@k�(x� y): (2.6.16)

En suivant la même manière, on déduit le crochet

�
B0(x); B0(y)

	
D
=

1

2m2
@k@

k�(x� y): (2.6.17)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

Une autre fois, le crochet de Dirac a bien remplacer le crochet de Poisson pour décrire

le modèle Self-Dual avec succès. Le seul souci avec cette approche réside dans le fait qu�elle

nécessite beaucoup de concepts et développements en terme du calcul.
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CHAPITRE

3 Approche de
Faddeev-Jackiw

L�approche de Faddeev Jackiw (FJ) [3] est une méthode permettant de traiter les

contraintes des systèmes physiques singuliers, tout comme le formalisme de Dirac.

Cette approche est di¤érente de la méthode de Dirac qui nécessite la classi�cation

des contraintes, a�n de déduire les crochets de Dirac, ce qui se fait sur plusieurs étapes

qui ne sont pas faciles à réaliser. La méthode de FJ part à partir d�un lagrangien du

premier ordre par rapport aux vitesses, pour obtenir des équations de mouvement du

premier ordre. Cela permet de déduire la matrice symplectique qui va donner directement

les crochets de Dirac si elle est inversible, sinon elle va donner naissances à des contraintes

qu�il faut ajouter au lagrangien pour refaire la procédure. Contrairement à la méthode de

Dirac, la méthode de FJ ne fait pas de distinction entre les contraintes de première ou de

deuxième classe.

Dans ce chapitre, nous allons donner un aperçu sur la méthode de F-J. Nous com-

mençons par l�étude des systèmes de degré de liberté �ni, ensuite, nous nous concentrons

sur la théorie des champs, dans l�objectif de quanti�er le champ de Maxwell et le modèle

self-dual (SD).

3.1 Méthode de Faddeev et Jackiw

Considérons un système décrit par un lagrangien singulier L = L(qi; _qi) avec i =

1; :::; N: Les moments canoniques pi = @L
@ _qi
(qj; _qj) peuvent présenter des contraintes pri-

maires �m = 0; mais il est toujours possible de construire le hamiltonien canonique par

la relation

H = pi _qi � L(q; _q) (3.1.1)
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

à condition de prendre juste les varaibles indépendantes, ce qui est possible en utilisant

les contraintes primaires pour exprimer quelques variables en fonction des autres. Une fois

que c�est fait, le lagrangien linéaire s�obtient par la relation

L = pi _qi �H (3.1.2)

à condition de ne retenir que les variables indépendantes. Maintenant, les coordonnées et

les moments restant dans le lagrangien seront considérés comme étant des indépendants.

Faddeev et Jackiw ont proposé une approche alternative, qui ne s�applique qu�aux

lagrangiens linéaires par rapport aux vitesses dépendent des variables dynamiques �I =

(qk ; pa)

L(0) = AI (�) _�I �H (3.1.3)

avec

AI (�) =
@L

@ _�I
(3.1.4)

Les équations d�Euler Lagrange relatives aux variables dynamiques (�I) sont

d

dt

�
@L

@ _�I

�
=
@L

@�I
: (3.1.5)

Ceci conduit aux équations du premier ordre

fIJ _�J =
@H

@�I
; (3.1.6)

où les fIJ =
@AJ (�)
@�I

� @AI(�)
@�J

sont les éléments de la matrice de Faddeev-Jackiw qui antisy-

métrique fIJ = � fJI . Si la matrice symplectique f est régulière (det(fIJ) 6= 0), l�équation
d�Euler-Lagrange (3.1.6) devient

_�I = f�1IJ
@H

@�J
; (3.1.7)

où f�1IJ c�est l�inverse de la matice fIJ . D�autre part, les équations de Hamilton pour les

variables dynamiques (�I) vont s�écrir grâce aux crochets de Dirac sous la forme

_�I = f�I ; Hg ) _�I = f�I ; �Jg
@H

@�J
: (3.1.8)

En comparant les équations (3.1.7) et (3.1.8), on obtient directement les crochets de Dirac

f�I ; �Jg = f�1IJ : (3.1.9)

Si la matrice symplectique f est singulière (f est non inversibledet(fIJ) = 0) ; des

contraintes sont obtenues à partir des modes zéro �� de la matrice symplectique. Selon le
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

formalisme de Faddeev-Jackiw, ces modes zéro doivent satisfaire la condition suivante

��I fIJ = 0: (3.1.10)

Les modes zéro donneront naissance aux contraintes qui peuvent être exprimées comme

�� (�) = ��I
@H

@�I
= 0. (3.1.11)

Les quantités �� (�) sont les contraintes dans le formalisme symplectique FJ. La prochaine

étape est d�introduire les multiplicateurs de Lagrange correspondants aux contraintes

�� (�) ; pour le premier lagrangien linéaire suivant :

L(1) = A
(1)
J (�) _�

(1)
J �H(1) + _���� (�) (3.1.12)

où H(1)(�i) = H(�i)j��(�)=0. Les multiplicateurs de Lagrange �� seront traités comme des
variables symplectiques indépendantes pour former l�ensemble des variables symplectiques

�
(1)
I = (�I ; ��). les équations d�E-L dans ce cas seront�

@AJ (�)
@�I

� @AI(�)
@�J

�
_�J +

@��
@�I
_�� =

@H(1)

@�I

�@��
@�J

_�J = 0:
(3.1.13)

Sous forme matricielle "
fIJ

@��
@�I

�@��
@�J

0

#"
_�J
_��

#
=

"
@H(1)

@�I

0

#
: (3.1.14)

On déduit directement la nouvelle matrice f (1)IJ , en terme du nouvel ensemble des variables

dynamiques �(1)I p

f
(1)
IJ =

@A1J (�)

@�
(1)
I

� @A1I (�)

@�
(1)
J

(3.1.15)

Si la matrice f (1)IJ est régulière, alors nous pouvons avoir l�inverse, le travail se termine

ici par l�obtention des crochets. Sinon, il faut répéter la procédure ci-dessus jusqu�à ce que

les modes zéro correspondants ne nous donnent aucune nouvelle contrainte. Si la matrice

�nale est inversible, on aura les crochets de Dirac, mais si elle demeure singulière, il faut

introduire à la main des conditions supplémentaires pour éviter la singularité, ce qui va

�xer la jauge pour voir une matrice symplectique inversible.

Au moment où le formalisme de Dirac nécessite beaucoup de concepts, ce qui de-

mande de faire des calculs considérables, l�approche de Faddeev-Jackiw est directe et
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

sans concepts spéci�ques. La di¤érence majeure entre les deux approches réside dans la

nécessité ou non, de classer les contraintes en première et en deuxième classe.

En principe, pour passer à la théorie des champs, la méthode de Faddeev-Jackiw

nécessite de remplacer les dérivées partielles par les dérivées des fonctionnelles. En e¤et,

après la linéarisation, la densité lagrangienne va devenir du premier ordre de la forme

L(0) = a
(0)
I (�;

~r�) _�(0) I � V (0)(�; ~r�) (3.1.16)

où les champs indépendants sont �I(t; ~x) = ('a(t; ~x); �a(t; ~x)) et leurs facteurs sont les

aI(�;r�); tandis que V (0)(�; ~r�) = H(�; ~r�) est la densité hamiltonienne. Ainsi, les
composantes de la matrice symplectique de F-J f (0)IJ (~x; ~y) vont être

f
(0)
IJ (~x; ~y) =

�a
(0)
J (~y)

��(0)I (~x)
� �a

(0)
I (~x)

��(0)J (~y)
: (3.1.17)

Quand la matrice f (0)IJ (~x; ~y) est inversible, les crochets des di¤érents champs s�obtiennent

directement par inversion. Dans le cas contraire (la matrice est singulière), des contraintes

peuvent être obtenues en calculant les modes zéro v(0)� comme suit


� �
R
dz3v

(0)I
�

�H(0)

��(0)I
= 0


� �
R
dz3v

(0)I
�

�
��(0)I

�R
dx3V (0)

�
= 0:

(3.1.18)

Les quantités 
� sont les contraintes dans le formalisme symplectique de F-J qui vont

être introduites dans la densité lagrangienne à l�aide des multiplicateurs de Lagrange

L(1)(�i) = a
(1)
I
_�(1) I � V (1) + _��
� (3.1.19)

où V (1) = V (0)(�; ~r�)
���

�=0

: A présent, il faut refaire la procédure précédente jusqu�à ce

que la matrice symplectique soit regulière. Dans ce cas, il faut l�inverser pour avoir les

crochets. Dans le cas où elle reste singulière, il faut ajouter des conditions supplémentaires

à la densité lagrangienne de telle sorte que la matrice symplectique soit inversible.

3.2 Quanti�cation de Faddeev-Jackiw du Modèle de

Christ-Lee

Le lagrangien de ce modèle [12] peut être écrit sous la forme

L =
1

2
_r2 +

1

2
r2
�
_� � z

�2
� V (r): (3.2.1)
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Les moments conjugués associés aux coordonnées généralisées (r; �; z) respectivement sont

pr =
@L
@ _r
= _r ; p� =

@L
@ _�
= r2 _� � r2z ; pz =

@L
@ _z
= 0:

Le hamiltonien H = pr _r + p� _� + pz _z � L donne

H =
p2r
2
+
1

2

p2�
r2
+ p�z + V (r):

Pour appliquer le formalisme de F-J, on va prendre un lagrangien linéaire par rapport

aux vitesses comme suit

L(0) = pr _r + p� _� + pz _z �H = pr _r + p� _� �
�
p2r
2
+
1

2

p2�
r2
+ p�z + V (r)

�
:

Soit V (0) le hamiltonien zéro qui désigne le hamiltonien canonique

V (0) = H =
p2r
2
+
1

2

p2�
r2
+ p�z + V (r):

Du lagrangien linéaire, on déduit que les variables symplectiques sont �(0)i � (r; pr; �; p�; z),
et ainsi que les facteurs A(0)i �

�
A
(0)
r = pr; A

(0)
pr = 0; A

(0)
� = p�; A

(1)
p� = 0; A

(0)
z = 0

�
. Ainsi,

la matrice symplectique sera

f
(0)
ij =

@A
(0)
j

@�(0)i
� @A

(0)
i

@�(0)j
:

Explicitement,

f
(0)
ij =

0BBBBBB@
0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

1CCCCCCA : (3.2.2)

La matrice f (0)ij est singulière, donc il existe des contraintes dans le système, et pour les

trouver, on calcule le mode zéro associé à cette matrice, qui est (�(0))T =
�
0 0 0 0 �z

�
,

où �z est une quantité arbitraire. A l�aide de ce mode, on déduit la première contrainte


(0) = v(0)z
@V (0)

@�(0)z
= v(0)z

@V (0)

@z
=) v(0)z p� = 0: (3.2.3)

La contrainte est p� = 0. Selon le formalisme de F-J, elle doit être ajouteé au lagrangien

de premier ordre comme suit

L(1)(�i) = pr _r + pz _z + _�p� � V (1) (3.2.4)
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où

V (1) = V (0)
��

0=0

(3.2.5)

=
p2r
2
+
1

2

p2�
r2
+ p�z + V (r)

����
p�=0

=
p2r
2
+ V (r): (3.2.6)

Autrement-dit,

L(1)(�i) = pr _r + pz _z + _�p� �
p2r
2
� V (r) (3.2.7)

A présent, l�ensemble des variables symplectiques est �(1)i � (r; pr; �; p�; �) et matrice
symplectique f (1)ij =

@A
(1)
j

@�(1)i
� @A

(1)
i

@�(1)j
est

f
(1)
ij =

0BBBBBB@
0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 1 0 1

0 0 0 �1 0

1CCCCCCA
Cette matrice est singulière et son seul mode zéro est (�(0))T =

�
0 0 �� 0 ���

�
;

ce qui permet de déduire la relation


(1) = v
(1)
�

@V (1)

@�(1)�
� v

(1)
�

@V (1)

@�(1)�

=) 
(1) = v
(1)
� :0 = 0 =) 0 = 0:

Ainsi, pas de nouvelles contraintes et la matrice f (1)ij est toujous singulière, nous allons

donc ajouter la condition supplémentaire � = 0 pour �xer la jauge, pour que le lagrangien

devient

L(2) = pr _r + pz _z + _�p� + _�� � p2r
2
� V (r) (3.2.8)

Maintenant, les variables symplectiques sont �(2)i � (r; pr; �; p�; �; �), et la matrice sym-
plectique f (2)ij =

@A
(2)
j

@�(2)i
� @A

(2)
i

@�(2)j
sera au �nal

f
(2)
ij =

0BBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 �1 0 1

0 0 1 0 1 0

0 0 0 �1 0 0

0 0 �1 0 0 0

1CCCCCCCCCA
: (3.2.9)
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Cette fois-ci, cette matrice est régulière, et son inverse est donné par la matrice suivante :

f
(2)
ij =

0BBBBBBBBB@

0 1 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 �1
0 0 0 0 �1 0

0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 �1 0

1CCCCCCCCCA
:

Nous pouvons tirer directement le crochet

fr; prg = 1;

tandis que les autres sont nuls où font intervenir les multiplicateurs de Lagrange [12].

3.3 Quanti�cation de Faddeev-Jackiw du champ de

Maxwell

La densité lagrangienne qui décrit le champ libre de Maxwell [24, 42] est

L = �1
4
F��F

�� : (3.3.1)

La densité hamiltonienne correspondante est

H = �1
2
�i�i �

�
@i�

i
�
A0 +

1

4
FijF

ij (3.3.2)

Pour utiliser le formalisme de Faddeev-Jackiw, nous devons exprimer la densité lagran-

gienne ci-dessus sous une forme linéaire comme suit :

L(0) = �i _Ai � V (0): (3.3.3)

Nous utilisons la notation V (0) = H pour présenter la densité hamiltonienne. De l�équation
(3.3.2), on déduit

L(0) = �i _Ai �
�
�1
2
�i�i �

�
@i�

i
�
A0 +

1

4
FijF

ij

�
: (3.3.4)

A partir de la densité lagrangienne linéaire, on déduit les variables symplectiques

suivantes �(0)i � (Ai; �i ; A0), et leurs facteurs
�
a
(0)

Ai
= �i ; a

(0)
�i = 0; a

(0)
A0
= 0
�
. Cela nous
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permet de calculer les éléments de la matrice symplectique

f
(0)
ij =

�a
(0)
j

��(0)i
� �a

(0)
i

��(0)j
:

Explicitement,

f
(0)
ij (x;y) =

0B@ 0 �ij 0

��ij 0 0

0 0 0

1CA �(x� y): (3.3.5)

La matrice f (0)ij (x; y) est singulière,et elle a un mode zéro v
(0) donné par v(0) = (0; 0; v(0)A0 );

où v
(0)
k est une fonction arbitraire. En utilisant ce mode zéro, nous pouvons obtenir la

contrainte suivante :

0 =

Z
dz3v

(0)
k

�H0

��(0)k
=

Z
dz3v

(0)
k

�

��(0)k

�Z
dx3V (0)

�
0 =

Z
dz3v

(0)
A0

�

�A0

�Z
dx3V (0)

�
=

Z
dz3v

(0)
A0

�
@V (0)

@A0
� @k

@V (0)

@(@kA0)

�
0 = �

Z
dz3v

(0)
A0

�
@k�

k
�

On reconnait la contrainte 
0 = @i�i bien connue lors de l�étude du champ électromagné-

tique. Pour cette contrainte, choisissons le multiplicateur de Lagrange �, pour obtenir la

densité lagrangienne linéaire

L(1) = �i _Ai + _�(@i�i)� V; (3.3.6)

où la densité hamiltonienne correspondante V (1)

V (1) = V (0)
��

0=0

= �1
2
�i�i +

1

4
FijF

ij: (3.3.7)

Par conséquent, les variables symplectiques vont être �(1)i � (Ai; �i ; �), et leurs facteurs
seront

�
a
(1)
_Ai
= �i ; a

(1)
�i = 0; a

(1)
� = @i�i

�
: A présent, la matrice symplectique f (1)ij =

�a
(1)
j

��(1)i
�

�a
(1)
i

��(1)j
devient

f
(1)
ij (x;y) =

0B@ 0 �ij 0

��ij 0 @j

0 �@j 0

1CA �(x� y): (3.3.8)
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Cette matrice est singulière et son mode zéro est v(1)k = (�@iv(1)k ; 0; v
(1)
k );où v

(1)
k est une

fonction arbitraire, ce qui permet d�obtenir la relation suivante

0 =

Z
dz3v

(1)
k

�

��(1)k

�Z
dx2V (1)

�
=

Z
dz3
�
�@iv(1)

Ai
�H1

�A1
+ v

(1)
�

�H1

��

�
0 =

Z
dz3
�
�@kv(1)

Ak

�H1

�Ak

�
:

Mais �H(1)

�Al
= @i (Fli), d�où l�on en déduit que

0 =

Z
dz3v

(1)
k

�

��(1)k

�Z
dx2V (1)

�
=

Z
dz3
�
�@k@i (Fki)

�
0 = 0:

Cette condition se réduit donc à l�identité 0 = 0, ce qui signi�e qu�il n�y a aucune autre

nouvelle contrainte et la matrice symplectique (3.3.2) est toujours singulière.

Pour remédier à cette singularité, il est possible de prendre une condition supplémén-

taire (jauge de Coulomb) 
1 = @iAi = 0. Il faut donc insérer cette condition de jauge

dans la densité lagrangienne à l�aide du multiplicateur de Lagrange �

L(2) = �i _Ai + _�(@i�i) + _�(@iAi )� V (2);

où,

V (2) = V (1)
��

1=0

= �1
2
�i�i +

1

4
FijF

ij

����

1=0

:

Explicitement,

V (2) = �1
2
�i�i +

1

2
(@iAj)

�
@iAj

�
(3.3.9)

Maintenant, l�ensemble des variables symplectiques est �(2)i � (Ai; �i ; �; �), et leurs fac-
teurs sont l

�
a
(2)

Ai
= �i ; a

(2)
�i = 0; a

(2)
� = @i�i; a

(2)
� = @iAi

�
: Ainsi, la matrice symplectique

f
(2)
ij =

�a
(2)
j

��(2)i
� �a

(2)
i

��(2)j
va prendre la forme

f
(2)
ij (x;y) =

0BBBB@
0 �ij 0 @j

��ij 0 @j 0

0 �@j 0 0

�@j 0 0 0

1CCCCA �(x� y): (3.3.10)
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Ici, la matrice symplectique f (2)ij (x;y) est régulière, donc on peut trouver son inverse qui

est donnée par

f
�(2)
ij (x;y) =

0BBBB@
0 ��ij + @i@j

r2 0 � @i
r2

�ij � @i@j
r2 0 � @i

r2 0

0
@i
r2 0 � 1

r2
@i
r2 0 1

r2 0

1CCCCA �(x� y): (3.3.11)

Les éléments de la matrice f �(2)
ij (x;y) donnent les crochets nécessaires à la quanti�cation

canonique n
�
(2)
i (x); �

(2)
j (y)

o
= f

�(2)
ij (x;y): (3.3.12)

En particulier, nous avons

�
Ai(x); �j(y)

	
=

�
��ij +

@i@j
r2

�
�(x� y): (3.3.13)

Les autres crochets sont égaux à zéro. Ce résultat est identique au résultat déjà obtenu

dans le chapitre précédent grâce au formalisme de Dirac [10, 11].

3.4 Quanti�cation Faddeev-Jackiw du Modèle self-

dual (SD)

La densité lagrangienne décrivant ce modèle est [29, 34]

L = m2

2
B�B

� � m

2
"��B

�@B�: (3.4.1)

Cette densité lagrangienne est de forme linéaire car

L(0) = m2

2
B�B

� �m"0ijB
0@iBj � m

2
"i0jB

i@0Bj

=
m

2
B1 _B2 � m

2
B2 _B1 +

m2

2

�
B0B

0 +B1B
1 +B2B

2
�
�mB0@1B2 +mB0@2B1:

(3.4.2)

En conséquence, la densité hamiltonienne est

V (0) = H =
�m2

2

�
B0B

0 +B1B
1 +B2B

2
�
+mB0@1B2 �mB0@2B1: (3.4.3)

A partir de la densité Lagrangienne linéaire, on identi�e l�ensemble des variables

�(0)i = (B0; B
1; B2), et leurs facteurs (a(0)B0 = B0; a

(0)

B1 = �m
2
B2; a

(0)

B2 =
m
2
B1). La ma-
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trice symplectique f (0)ij =
�a
(0)
j

��(0)i
� �a

(0)
i

��(0)j
va prendre la forme

f
(0)
ij (x;y) =

0B@ 0 0 0

0 0 m

0 �m 0

1CA �(x� y): (3.4.4)

On observe que la matrice symplectique f (0)ij est singulière et son mode zéro est v(0)k =

(v
(0)
k ; 0; 0); où v(0)k est une fonction arbitraire. En utilisant ce dernier, on peut obtenir une

contrainte

0 =

Z
dz2v

(0)
k

�

��(0)k

�Z
dx2V (0)

�
=

Z
dz2v

(0)
B0

�H

�B0

0 =

Z
dz2v

(0)
B0

�
@V (0)

@B0
� @k

@V (0)

@(@kB0)

�
=

Z
dz2v

(0)
B0

�
�m2B0 +m"0ij@

iBj
�
:

Ainsi, nous avons la contrainte


0 = �m2B0 +m"0ij@
iBj: (3.4.5)

La densité hamiltonienne devient

V (1) = V (0)
��

0=0

=
�m2

2
BiB

i +
m2

2
B0B

0; (3.4.6)

et la densité lagrangienne sera

L(1) = m2

2
B�B

� �m"0ijB
0@iBj � m

2
"i0jB

i@0Bj �
�
�
�

0
�
� V (1):

Explicitement,

L(1) = +m
2
B1@0B2 � m

2
B2@0B1 +

�
�m2B0 +m@1B2 �m@2B1

� �
�

+m2
�
B1B

1 +B2B
2
�
�mB0@1B2 +mB0@2B1 (3.4.7)

Ainsi, les variables symplectiques sont �(1)i = (B0; B1; B2; �), et leurs facteurs sont (a(1)B0 =

0; a
(1)

B1 = �
m
2
B2; a

(1)

B2 =
m
2
B1; a

(1)
� = �m2B0+m"0ij@

iBj). Maintenant, nous allons déduire

la nouvelle matrice symplectique f (1)ij =
�a
(1)
j

��(1)i
� �a

(1)
i

��(1)j
: Après calcul,

f
(1)
ij = m

0BBBB@
0 0 0 �m
0 0 1 �@2

0 �1 0 @1

m @2 �@1 0

1CCCCA �(x� y): (3.4.8)
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La matrice inverse existe et elle est donnée par

f
(1)�
ij =

1

m2

0BBBB@
0 @1 @2 1

�@1 0 �m 0

�@2 m 0 0

�1 0 0 0

1CCCCA �(x� y): (3.4.9)

Les crochets généralisés, correspondants aux crochets de Dirac sont

fBi(x); Bj(y)g =
"0ij
m
�(x� y): (3.4.10)

On déduit aussi �
B0(x); Bk(y)

	
=

1

m2
@k�(x� y): (3.4.11)

Au �nal, nous avons trouvé les mêmes crochets que l�approche de Dirac [34, 35, 36], ce

qui illustre clairement l�équivalence de ces deux approches.

3.5 Quanti�cation Faddeev-Jackiw de l�action de Stue-

ckelberg

La densité lagrangienne du champ de stueckelberg [15, 25, 26, 27] s�obtient en ajoutant

d�abord un terme de masse à la densité lagrangienne du champ de Maxwell pour obtenir le

champ de Proca, puis un autre champ scalaire est additionné a�n de restaurer la symétrie

de jauge. La densité lagrangienne obtenue est

L =

Z
dx3

�
�1
4
F��F

�� � M2

2
(@��+

1

e
A�)(@

��+
1

e
A�)

�
(3.5.1)

où F �� est le tenseur électromanétique et � est un champ scalaire. Ainsi, les moments

conjugués �� des champs A� sont �� = �F 0�; d�où(
�0 = 0

�i = �F 0i = @iA0 � @0Ai
: (3.5.2)

Le moment conjugué �� du champ � est

�� =
M2

e
(A0 +

1

e
_�): (3.5.3)
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On en déduit la densité Lagrangienne linéaire suivante :

L(0) = ��
�
A� + �� _�� V (0); (3.5.4)

où la densité hamiltonienne est donnée par

V (0) = �A0 (@i�i + e��)�
1

2
�i�i +

1

4
FijF

ij +
e2

2M2
�2� +

M2

2
(Ai +

1

e
@i�)

2: (3.5.5)

Ainsi, la densité lagrangienne linéaire sera

L(0) = �i _Ai+�� _��A0 (@i�i+e��)�
1

2
�i�i+

1

4
FijF

ij+
e2

2M2
�2�+

M2

2
(Ai+

1

e
@i�)

2: (3.5.6)

L�ensemble des variables symplectiques sont �(0)i � (Ai; �i ; �; ��; A0) et les facteurs sont
(a
(0)
_Ai
= �i; a

(0)
�i = 0; a

(0)
� = ��; a

(0)
�� = 0; a

(0)
A0
= 0): Les éléments de la matrice symplectique

sont donnés par f (0)ij =
�a
(0)
j

��(0)i
� �a

(0)
i

��(0)j
; d�où

f
(0)
ij (x;y) =

0BBBBBB@
0 �ji 0 0 0

��ji 0 0 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

1CCCCCCA �(x� y): (3.5.7)

Cette matrice est singulière et son mode zéro v(0)k = (0; 0; 0; 0; v
(0)
k ); (v

(0)
A0
:est une fonction

arbitraire). Cela conduit à relation suivante :

0 =

Z
dz2v

(0)
B0

�H

�A0
=

Z
dz2v

(0)
k

�

��(0)k

�Z
dx2V (0)

�
0 =

Z
dz2v

(0)
A0

�
@V (0)

@A0
� @k

@V (0)

@(@kA0)

�
=

Z
dz2v

(0)
Aa0

�
Ai +

1

e
@i�

�
:

D�après la dernière équation, on obtient la contrainte


(0) =

�
Ai +

1

e
@i�

�
= 0: (3.5.8)

A présent, la densité lagrangienne devient

L(1) = �i _Ai + �� _�+ _�
0 � V (1) (3.5.9)
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où la densité hamiltonienne V (1)(�i) s�écrit sous la forme

V (1) = V (0)
��

0=0

= �1
2
�i�i +

1

4
FijF

ij +
e2

2M2
�2� +

M2

2
(Ai +

1

e
@i�)

2 (3.5.10)

L�ensemble des variables symplectiques devient �(1)i � (Ai; �i ; �; ��; �). En utilisant ces

variables symplectiques, on peut calculer la matrice symplectique

f
(1)
ij =

�a
(1)
j

��(1)i
� �a

(1)
i

��(1)j
:

Sous forme matricielle,

f
(1)
ij (x;y) =

0BBBBBB@
0 �ji 0 0 0

��ji 0 0 0 @j

0 0 0 �1 0

0 0 1 0 e

0 �@j 0 �e 0

1CCCCCCA �(x� y): (3.5.11)

Cette matrice est encore singulière et elle a un mode zéro v(1)k = (@i�(x); 0;�e�(x); 0; �(x))
où �(x) est une fonction quelconque. On en déduit la relation

0 =

Z
dx3v

(1)
k

�

��(1)k

�Z
dx3V (1)

�
Z
dx3�(x)

�
@j

�

�Aj
� e

�

���
+

�

��

�
V (1)

0 =

Z
dx3�(x)

�
@j
�
@V (1)

@Aj
� @k

@V (1)

@(@kAi)

�
�e�(x)

�
@V (1)

@��
� @k

@V (1)

@(@k��)

��
0 =

Z
dx3�(x)

�
@j
�
�M2@(A

i + 1
e
@i�)

@Aj
(Ai +

1

e
@i�)�

1

2
@k(

@Fnm
@(@kAj)

)F nm
�

+eM2@k
�
@(Ai + 1

e
@i�)

@(@k�)
(Ai +

1

e
@i�)

��
0 =

Z
dx3�(x)M2

�
��ij@j(Ai +

1

e
@i�) + e

�
�ik@

k(Ai +
1

e
@i�)

��
0 =

Z
dx3M2�(x)

�
�@j(Aj +

1

e
@j�) +

�
@i(Ai +

1

e
@i�)

��
= 0

Cette procédure ne donne aucune autre contrainte et notre matrice est toujours singu-

lière, ce qui est le signe d�une symétrie de jauge. On doit donc choisir une condition

supplémentaire comme 
1 = @iAi +
M2

e
� = 0 et l�ajouter à la densité lagrangienne a�n
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d�avoir

L(2) = �i _Ai + �� _�+ _�
0 + _�
1 � V (2); (3.5.12)

où

V (2) = V (1)
��

1=0

= �1
2
�i�i +

1

4
FijF

ij +
e2

2M2
�2� +

M2

2
(Ai +

1

e
@i�)

2: (3.5.13)

Dans ce cas, les variables symplectiques �(2)i deviennent �(2)i � (Ai; �i ; �; ��; �; �) et la

matrice symplectique sera

f
(2)
ij (x;y) =

0BBBBBBBBB@

0 �ji 0 0 0 @j

��ji 0 0 0 @j 0

0 0 0 �1 0 M2

e

0 0 1 0 e 0

0 �@j 0 �e 0 0

�@i 0 �M2

e
0 0 0

1CCCCCCCCCA
�(x� y): (3.5.14)

Cette fois-ci, la matrice inverse
h
f
(2)
ij

i�1
prend la forme

h
f
(2)
ij

i�1
=

0BBBBBBBBB@

0 �ij 0 �M2

e
@i

D
0 @i

D

��ij 0 e@
i

D
0 �@i

D
0

0 0 0 � 0 e
D

�M2

e
@i

D
0 �� 0 e 0

0 �@i 0 �e 0 0

�@i

D
0 � e

D
0 1

D
0

1CCCCCCCCCA
�(x� y); (3.5.15)

avec,

�ij � �ij �
@i@i

D
; D � ��m2: (3.5.16)

Au �nal, on déduit directement que les crochets non nuls sont

�
Ai(~x; t); �

j(~y; t);
	
=

�
�ji +

@i@
k

��m2

�
�(x� y); (3.5.17)
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�(~x; t); �i(~y; t)

	
= � m @i

��m2
�(x� y);

fAi(~x; t); ��(~y; t)g =
m @i
��m2

�(x� y); (3.5.18)

f�(~x; t); ��(~y; t)g =
�

�

��m2

�
�(x� y):

Ces résultats, qu�on a obtenu en utilisant la méthode de Faddeev-Jackiw sont identiques

à ceux de la méthode de Dirac [22, 23], ce qui illustre leur équivalence.
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CHAPITRE

4 La méthode des
constantes d�intégration
généralisée

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la quanti�cation canonique repose

sur l�utilisation des crochets de Poisson pour déterminer les commutateurs des di¤érents

opérateurs obtenus par le principe de correspondance. Cependant, cette démarche ne fonc-

tionne que dans les cas réguliers, d�où la nécessité d�introduire les crochets de Dirac dans

les cas singuliers caractérisés par la présence des contraintes. Deux principales approches

permettent d�avoir les mêmes résultats : le formlisme de Dirac [1, 2] et la méthode de

Faddeev-Jackiw [3].

La méthode des constantes d�intégration "CI" est une autre façon de déterminer les

crochets de Dirac des systèmes singuliers exactement solubles de manière di¤érente, simple

et accessible sans exiger des outils mathématiques avancés [8, 9]. Avec cette approche, il

faut avoir accès à la solution générale des équations de mouvement (équations d�Euler-

Lagrange) avec toutes les constantes d�intégration indépendantes, qui seront ensuite ex-

ploitées a�n de déterminer les crochets des variables fondamentales.

Dans les cas non intégrables, une approche des constantes d�intégration généralisée

"GCI" est mise au point, en remplaçant les solutions générales par des développements

limités à l�ordre un, au voisinage de l�instant initial [4, 5, 6, 7]. Elle utilise les conditions

initiales à la place des constantes d�intégration pour évaluer les crochets à l�instant initial

par la méthode CI, ensuite elle permet de déduire directement les crochets à tout instant

grâce à une propriété de covariance des crochets d�un système autonome dans le temps. La

méthode GCI ne fait pas de distinction entre les contraintes car elles sont toutes satisfaites

explicitement par les développements limités.

58



Chapitre : 4 La méthode des constantes d�intégration généralisée

L�objectif de ce chapitre, est d�abord de rappeler brièvement le principe de la méthode

CI, ensuite d�introduire sa version généralisée GCI à travers plusieurs exemples en théorie

des champs, tout en prenant le soin de bien expliciter tous les détails nécessaires à sa mise

en oeuvre.

4.1 Aperçu de la méthode des constantes d�intégra-

tion

Considérons un système classique décrit par un lagrangien singulier autonome L(q; _q)

où les q = (q1; :::; qN) sont les coordonnées généralisées et les _q = ( _q1; :::; _qN) sont les

vitesses généralisées. En théorie, Il est possible de résoudre les équations d�Euler-Lagrange
d
dt
@L
@ _qi
� @L

@qi
= 0; i = 1:::N; et de trouver la solutions générales à tout instant q(t) =

Q(t; C); et p(t) = @L
@ _q
= P (t; C) avec toutes les constantes d�intégration indépendantes C =

(C1; C2; :::; CM); avec M 6 2N car les contraintes réduisent le nombre de ces constantes.

En e¤et, le point fort de l�utilisation de la solution vient du fait que cela assure que toutes

les contraintes sont respectées, sans même les déterminer ou les classer. Le hamiltonien

H(q; p) =
PN

i=1 pi _qi � L peut s�écrire en fonction des constantes C = (C1; C2; :::; CM), et

son expression sera H = H(Q(t; C); P (t; C)) = H(C); car H est une grandeur conservée.

La méthode CI [8] utilise les équations de Hamilton _qi = fqi; Hg et _pi = fpi; Hg en
se servant de la solution q(t) = Q(t; C); et p(t) = P (t; C) a�n de calculer les crochets

des constantes d�intégration fCI ; CJg: Autrement-dit, il faut continuer avec les équations
@Qi(t;C)

@t
= fQi(t; C); H(C)g et @Pi(t;C)

@t
= fPi(t; C); H(C)g; qui peuvent se mettre sous la

forme

@Qi(t; C)

@t
=

MX
J;K=1

fCJ ; CKg
@Qi
@CJ

@H

@CK
i = 1:::N (4.1.1)

@

@t
Pi(t; C) =

MX
J;K=1

fCJ ; CKg
@Pi
@CJ

@H

@CK
i = 1:::N:

Les crochetsfCj; Ckg s�obtiennent directement par identi�cation, car nous avons rem-
placé la solution des équations d�Euler-Lagrange dans les équations de Hamilton, écrites

en terme des crochets de Dirac généralisant les crochets de Poisson. Ensuite, il su¢ t

d�utiliser ces crochets fCJ ; CKg pour déterminer les crochets des variables fondamentales
q = Q(t; C) et p = P (t; C).

Pour bien illustrer cette approche, soit le lagrangien L = _x2

2
+ x _y � y _z. Les moments

conjugués sont px = _x , py = x et pz = �y, et les équations de mouvement sont �x� _y = 0,
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_x+ _z = 0 et _y = 0: La solution analytique est

x(t) = at+ b ; y(t) = c ; z(t) = �at+ d

px(t) = a ; py(t) = at+ b ; pz = �y:

où a; b; c et d sont les constantes d�intégration indépendantes. Le hamiltonien prend la

forme H = p2x
2
= a2

2
. Ce hamiltonien ne donne pas tous les crochets car il dépend juste

de la constante a: Pour cette raison, nous allons ajouter des termes supplémentaires au

lagrangien L = _x2

2
+x _y�y _z��x��y, où � et � sont des paramètres constants annuler à la

�n des calculs. Les équations de mouvement deviennent �x� _y+� = 0, _x+ _z+� = 0, _y = 0
et la solution analytique sera

x(t) = ��
2
t2 + at+ b y(t) = c z(t) = �

2
t2 � at� �t+ d

px(t) = ��t+ a py(t) = ��
2
t2 + at+ b pz(t) = �c

Maintenant, le hamiltonien est donné parH = p2x
2
+�x+�y, et il est égal àH = 1

2
a2+�b+�c:

Nous allons maintenant juste appliquer les équations de Hamilton dx
dt
= fx;Hg et dz

dt
=

fz;Hg, pour obtenir les relations

��t+ a = �fa; bgt+ �fa; cgt+ fb; aga+ �fb; cg
�t� a� � = ��fa; bgt� �fa; cgt+ fd; aga+ �fd; bg+ �fd; cg:

On déduit facilement par identi�cation, les crochets

fa; bg = �1 ; fa; cg = 0 ; fa; dg = 1 ; fb; cg = 0 ; fb; dg = 0 ; fc; dg = 1:

A partir de ces derniers et de la solution des équations de mouvement, il est possible de

véri�er les crochets non nuls fx; pxg = 1 ; fpx; pyg = �1 ; fpx; zg = �1 ; fy; zg = 1 ;

fz; pzg = 1, qui sont exactement les crochets de Dirac recherchés.

4.2 Méthode des constantes d�intégration généralisée

(GCI)

La méthode des constantes d�intégration généralisée est une généralisation de la mé-

thode des constantes d�intégration qui permettra de retrouver les mêmes résultats du

formalisme de Dirac et de la méthode Faddeev-Jackiw. En e¤et, un des soucis majeur

qu�on rencontre avec la méthode "CI" dans sa version initiale est la di¢ culté de trouver

les solutions générales des systèmes non-intégrables. Heureusement, une généralisation de
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cette approche peut se faire en utilisant un développement de Taylor de la solution au

voisinage de l�instant initial, en se servant des conditions initiales qui vont jouer le rôle des

constantes d�intégration. En e¤et, si les variables fondamentales sont �(t) = (q(t); p(t));

la formule de Taylor à l�ordre un sera

�I(t) = ~�I + _�I

���
t=0

t+O(t2) (4.2.1)

où les ~�I sont les conditions initiales �I(0) = ~�I . Les dérivées à l�instant initial _�I
���
t=0
s�ob-

tiennent à partir des équations de mouvement (équations d�Euler-Lagrange) en fonction

de ~�I . Le hamiltonien du système étant conservé, il va aussi s�exprimer en fonction des

conditions initiales H = H(~�) = ~H. Pour accéder aux crochets f~�I ; ~�Jg, il faut imposer
les équations de Hamilton (de Poisson) à l�instant initial

d�I
dt

����
t=0

= f�I ; Hgjt=0 ) _�I

���
t=0
= f~�I ; ~�Jg

@ ~H

@ ~�J
(4.2.2)

où f~�I ; ~�Jg sont les crochets de notre système à l�instant initial. Jusqu�à présent, nous
avons juste appliqué la méthode des constantes d�intégration (CI) au voisinage de l�instant

initiale, rien d�autre. La méthode des constantes d�intégration généralisée (GCI) nous

donne le moyen de déduire directement les crochets à tout instant. En e¤et, si les crochets

initiaux sont f~�I ; ~�Jg = �IJ(~�); où les �IJ(~�) sont des fonctions des conditions initiales,
alors les crochets à tout instant vont grader la même forme f�I(t); �J(t)g = �IJ(�(t)); ce
qui revient à remplacer ~�I par les �I(t) dans les expressions des crochets de l�instant initial

f~�I ; ~�Jg = �IJ(~�) ) f�I(t); �J(t)g = �IJ(�(t)): (4.2.3)

Cela nous rappelle un résultat de la mécanique quantique où les commutateurs de Hei-

senberg à tous les instants et les commutateurs de Schrödinger prises à l�instant initial

ont la même forme. Mathématiquement, cela s�exprime par

h
Âs; B̂s

i
= Ĉs )

h
ÂH(t); B̂H(t)

i
= ĈH(t): (4.2.4)

Dans ce qui suit, nous allons démontrer la propriété énoncée ci-dessus (4.2.3), selon

laquelle les crochets conservent leur forme dans le temps. L�évolution au cours du temps

des variables fondamentales �K(t) est déterminée par les équations de Hamilton (4.1.1)

comme suit
d�K
dt

= f�K ; Hg = f�I ; �Jg
@H

@�I

@

@�J
�K : (4.2.5)
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A l�aide l�opérateur de Liouville dé�ni par

G(�) = f�I ; �Jg
@H

@�I

@

@�J
= f:; Hg; (4.2.6)

l�équation précédente devient
d�K
dt

= G�K ; (4.2.7)

d�où l�on déduit les dérivées d�ordre supérieurs

dn�K
dtn

= f:::fff�K ; Hg; Hg; Hg:::; Hg = Gn�K : (4.2.8)

L�évolution au cours du temps des variables fondamentales peut être obtenue sous forme

d�un développement de Taylor au voisinage de l�instant initial comme suit :

�K(t) =

1X
n=0

tn

n!

dn�K
dtn

����
t=0

=
1X
n=0

tn

n!
Gn�K jt=0 : (4.2.9)

A présent, introduisons les conditions initiales ~�K = �K(0) = �K jt=0 ; qui vont nous
permettre de dé�nir l�opérateur de Liouville initial

G0 = f~�I ; ~�Jg
@ ~H

@ ~�I

@

@ ~�J
; (4.2.10)

où ~H = H(~�) est le hamiltonien conservé au cours du temps et f~�I ; ~�Jg les crochets à
l�instant initial. Ainsi, l�équation (4.2.9) devient

�K(t) =
X
n

tn

n!
(G0)

n ~�K = ) �K(t) = etG0 ~�K : (4.2.11)

Il s�agit de la solution des équations de mouvement exprimée en terme de l�opérateur de

Liouville. De la même manière, on peut écrire la fonction autonome f(�) comme étant

f(�) = etG0f(~�): (4.2.12)

A l�aide de l�identité de Jacobi, on aboutit à la règle de Leibniz. En e¤et, nous avons

ff~�I ; ~�Jg; ~Hg+ ff ~H; ~�Ig; ~�Jg+ ff~�J ; ~Hg; ~�Ig; g = 0 (4.2.13)

d�où,

G0f~�I ; ~�Jg = fG0~�I ; ~�Jgg+ f~�I ; G0~�Jg (4.2.14)
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car f ~f; ~Hg = G0 ~f: En continuant à appliquer successivement l�opérateur de Liouville sur

la derniére équation, on obtient la règle de Leibniz générale

Gk0f~�I ; ~�Jg =
kX
s=0

CskfGs0~�I ; Gk�s0
~�Jg (4.2.15)

où Csk =
s!

k!(k�s)! est une combinaison de s éléments parmi k éléments.

Pour achever la démonstration, utilisons (4.2.11) pour calculer le crochet f�I(t); �J(t)g.
En e¤et,

f�I(t); �J(t)g = fetG0 ~�I ; etG0 ~�Jg

=
X

(n;m)2N2

tn

n!

tm

m!
fGn0 ~�I ; Gm0 ~�Jg: (4.2.16)

Pour continuer, remarquons le fait que N2 = [1k=0Sk où Sk = f(n;m)nn+m = kg; ce qui
veut dire que Sk = f(s; k � s) 2 N2n 0 � s � kg: Ainsi, toute somme sur N2 de termes
T (n;m); se ramène à une somme sur N d�une somme sur Sk de terme T (s; k � s) :

X
(n;m)2N2

T (n;m) =
X

(n;m)2[1k=0Sk

T (n;m) =
1X
k=0

X
(n;m)2Sk

T (n;m) =
1X
k=0

kX
s=0

T (s; k � s):

(4.2.17)

Dans notre cas (4.2.16), on déduit que

f�I(t); �J(t)g =
1X
k=0

X
(n;m)2Sk

tm+n

n!m!
fGn0 ~�I ; Gm0 ~�Jg

=
1X
k=0

kX
s=0

tk

s! (k � s)!
fGs0~�I ; Gk�s0

~�Jg: (4.2.18)

Finalement, à l�aide de la règle de Leibnitz (4.2.15), on conclut que

f�I(t); �J(t)g =
1X
k=0

tk

k!
Gk0f~�I ; ~�Jg = etG0�IJ(~�) = �IJ(�(t)): (4.2.19)

E¤ectivement, nous avons démontré la covariance des crochets dans le temps

f~�I ; ~�Jg = �IJ(~�) ) f�I(t); �J(t)g = �IJ(�(t)) (4.2.20)

Pour récapituler, il est possible de procéder à la quanti�cation des systèmes singuliers

grâce à un développement de Taylor qui permet de calculer les crochets des variables du
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système à l�instant initial à partir des équations de Hamilton, ensuite de les déduire à

tous les instants car ils gardent leur forme au cours du temps.

Nous allons dans ce qui suit, véri�er d�abord la validité de notre méthode en l�appli-

quant à des systèmes à un degré de liberté �ni, ensuite nous nous intéresserons au cas de

la théorie des champs.

4.3 Applications à des systèmes avec un degré de li-

berté �ni

Application 1

L�oscillateur isotonique à une dimension est décrit par le lagrangien L = 1
2
_x2� 1

2
!2x2�

k
x2
: Ce système régulier généralisant le cas l�oscillateur harmonique correspondant au cas

particulier où k = 0: Le moment conjugué associé à la coordonnée x est px = _x; et

l�équation di¤érentielle de mouvement est �x + !2x � 2k
x3
= 0. Ainsi, nous aurons donc le

système di¤érentiel (
_x = px

_px = �!2x+ 2k
x3

(4.3.1)

Cherchons à présent des développements limités à l�ordre un de x(t) et px(t) de la forme

x(t) = x(0)+ _x(0) t+O(t2) et px(t) = px(0)+ _px(0) t+O(t
2): Si on choisit comme conditions

initiales x(0) = X et px(0) = Px; ensuite on remplace dans les équations pécédentes, on

obtient (
x(t) = X + Pxt+O(t2)

px(t) = Px +
�
�!2X + 2k

X3

�
t+O(t2):

(4.3.2)

Le hamiltonien H = 1
2
p2x +

1
2
!2x2 + k

x2
est conservé, on conclut donc que H = 1

2
P 2x +

1
2
!2X2 + k

X2 . La méthode GCI utilise les équations de Hamilton au voisinage de l�instant

initial(
_xjt=0 = fxjt=0 ; Hg
_pxjt=0 = fpxjt=0 ; Hg

=)
(

Px = fX;PxgPx + fX;Xg!2X + fX;Xg
�
� k
X3

�
�!2X + 2k

X3 = fPx; PxgPx + fPx; Xg!2X + fPx; Xg
�
� k
X3

�
(4.3.3)

On déduit directement les crochets fX;Pxg = 1; fX;Xg = 0 et fPx; Pxg = 0: Comme

ces crochets gardent leur forme dans le temps, on peut a¢ rmer que fx; pxg = 1; fx; xg =
0 et fpx; pxg = 0; qui sont des crochets de Poisson, car notre système est régulier.
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Application 2

Considérons maintenant le système décrit par le lagrangien L = _x2

2
+ x2

2
_y� x2

2
y. Comme

nous l�avons vu dans les chapitres précédents, ces équations d�Euler-Lagrange sont(
�x = x _y � xy

_x = �1
2
x:

avec

(
px = _x

py =
x2

2
:

(4.3.4)

Mais, l�équation _x = �1
2
x permet de réecrire notre système di¤érentiel comme suit :(
�1
2
_x = x _y � xy

_x = �1
2
x:

et

(
px = �1

2
x

py =
x2

2
:

(4.3.5)

Le développement de Taylor de la solution de ce système est(
x(t) = X � X

2
t+O(t2)

y(t) = Y +
�
1
4
+ Y

�
t+O(t2)

(4.3.6)

où x(0) = X et y(0) = Y sont les conditions initiales quelconques indépendantes. Le

hamiltonien est conservé, donc H = px2

2
+ x2

2
y
���
t=0

= X2

8
+ X2

2
Y: Nous allons maintenant

utiliser les équations de Hamilton à l�instant initial _x(t)jt=0 = fxjt=0; Hg et _y(t)jt=0 =
fyjt=0; Hg : En e¤et,8<: �X

2
=
n
X; X

2

8
+ X2

2
Y
o

) � X
2
= fX; Y g X2

2�
1
4
+ Y

�
=
n
Y; X

2

8
+ X2

2
Y
o

)
�
1
4
+ Y

�
= fY;Xg X

4
+ fY;XgXY

(4.3.7)

Ces deux égalités impliquent que fX; Y g = �1
X
; d�où on déduit que fx; yg = � 1

x
: Les

autres crochets non nuls sont fy; pxg = � 1
x
et fy; pyg = 1 car px = �1

2
x et py = x2

2
.

Application 3

Soit le système mécanique décrit par le lagrangien L = _x2

2
+ x _y � y _z. Les moments

conjugués sont px = _x , py = x et pz = �y, et les équations di¤érentielles correspondantes
sont �x� _y = 0 , _x+ _z = 0 et _y = 0: Le développement de Taylor à l�ordre un de la solution
est

x(t) = X + Pxt+O(t2) ; y(t) = Y +O(t2) ; z(t) = Z + Pxt+O(t2) (4.3.8)

où seules les conditions initiales x(0) = X; y(0) = Y; z(0) = Z et px(0) = Px sont

indépendantes, car py = x et pz = �y; d�où py(0) = x(0) et pz(0) = �y(0). On sait
que le hamiltonien est conservé, dans ce cas H = p2x

2

���
t=0

= P 2x
2
. Parmi les conditions
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initiales indépendantes, seul Px �gure dans l�expression du Hamiltonien, ce qui constitue

un problème de sous-détermination. Pour le résoudre, on ajoute au lagrangien deux termes

supplémentaires (�x) et (�y) et le lagrangien devient L = _x2

2
+ x _y�y _z +�x+�y; où � et �

sont des paramètres réels qu�on annulle à la �n. Maintenant, les équations de mouvement

seront �x� � = 0, _x + _z � � = 0 et _y = 0. Ainsi, on trouve le développement de Taylor à

l�ordre un de la solution comme suit :8><>:
x(t) = X + Pxt+O(t2)

y(t) = Y +O(t2)

z(t) = Z � (Px � �) t+O(t2)

(4.3.9)

Après toutes ces modi�cations le hamiltonien devient H = Hjt=0 =
p2x
2
� �X � �Y . Les

équations de Hamilton à l�instant initial sont alors8><>:
_x(t)jt=0 = fxjt=0; Hg ) Px = fX;PxgPx � �fX;Xg � �fX; Y g
_y(t)jt=0 = fyjt=0; Hg ) 0 = fY; PxgPx � �fY;Xg � �fY; Y g
_z(t)jt=0 = fzjt=0; Hg ) � Px + � = fZ; PxgPx � �fZ;Xg � �fZ; Y g:

(4.3.10)

Les crochets non nuls à l�instant initial sont fX;Pxg = 1; fZ; Pxg = fZ; Y g = �1. On
déduit directement les crochets à tout instant fx; pxg = 1 et fz; pxg = fz; yg = �1:
Ces crochets sont valables pour le lagrangien du départ, car ils ne dépendent pas des

paramètres � et �:

Application 4

Cette application est consacrée au lagrangien de Christ-Lee qui s�écrit en coordonnées

cylindriques sous la forme

L =
1

2
_r2 +

1

2
r2
�
_� � z

�2
� V (r)) H =

p2r
2
+
1

2

p2�
r2
+ p�z + V (r) (4.3.11)

Ce système présente par construction, une symétrie de jauge sous la transfromation �(t)!
�(t) + "(t) et z(t) ! z(t) + _"(t), où "(t) une fonction arbitraire du temps. Les équations

d�Euler-Lagrange sont8>><>>:
�r = �@V (r)

@r
= 0

_� = z ) _� � z = 0
d
dt

�
r2

2
( _� � z)

�
= 0

avec

8><>:
pr = _r ) _pr = �r

p� = r2( _� � z)

pz = 0:

(4.3.12)
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Pour �xer la jauge, choisissons �(t) = 0: Ainsi, on peut avoir la formule de Taylor suivante8<: r(t) = R + PR t+O(t2)

pr(t) = PR � @V (r)
@r

���
r=R

t+O(t2)
(4.3.13)

où r(0) = R et pr(0) = PR sont les conditions initiales. Le hamiltonien du système est

H = Hjt=0 =
P 2R
2
+ V (R): Nous allons maintenant utiliser les équations de Hamilton

_rjt=0 = frjt=0 ; Hg et _prjt=0 = fprjt=0 ; Hg prises à l�instant initial a�n d�obtenir les
di¤érents crochets à cet instant. En e¤et,8<: PR = fX;PRgPR + fR; V (R)g = fX;PRgPR + fR;Rg@V (R)@R

� @V (r)
@r

���
t=0
= fPR; PRgPR + fPR; V (R)g = fPR; PRgPR + fPR; Rg@V (R)@R

(4.3.14)

Après une identi�cation directe, nous aboutissons aux crochets relatifs aux conditions

initiales

fR;PRg = 1 ; fR;Rg = 0 ; fPR; PRg = 0 (4.3.15)

Ces relations gradent la même forme à n�importe quel instant comme on vient de le

démontrer ci-dessus, alors

fr; prg = 1 ; fr; rg = 0 ; fpr; prg = 0: (4.3.16)

Ces résultats sont équivalents à ceux déjà obtenus en la méthode Dirac et l�approche de

Faddeev�Jackiw.

Application 5

Le lagrangien de Hojman et Urrutia [14] va faire l�objet d�une dernière application.

En e¤et,

L = (y + z) _x+ w _z +
1

2
(w2 � 2yz � z2): (4.3.17)

On a déjà étudié cet exemple avec plusieurs méthodes dans les chapitres précédents. C�est

le autour de la méthode "CI" généralisée d�être appliquée. Les équations de mouvement

sont _y + _z = 0; _x � z = 0; _w =
:
x � y � z; _z + w = 0 et le développement de Taylor de

leur solution est 8>>>><>>>>:
x(t) = X + Z t+O(t2)

y(t) = Y +W t+O(t2)

z(t) = Z �W t+O(t2)

w(t) = Y � Y t+O(t2);

(4.3.18)
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où x(0) = X; y(0) = Y , z(0) = Z et w(0) = W sont les conditions initiales. Le hamiltonien

est conservé dans le temps, alorsH = �W 2

2
+Y Z+Z2

2
. Les équations de Hamilton à l�instant

initial sont8>>>><>>>>:
_x(t)jt=0 = fxjt=0; Hg ) Z = �fX;WgW + ZfX; Y g+ Y fX;Zg+ ZfX;Zg
_y(t)jt=0 = fyjt=0; Hg ) W = �fY;WgW + Y fY; Zg+ ZfY; Zg
_z(t)jt=0 = fzjt=0; Hg ) �W = �fZ;WgW + ZfZ; Y g
_w(t)jt=0 = fwjt=0; Hg ) � Y = ZfW;Y g+ Y fW;Zg+ ZfW;Zg:

(4.3.19)

En comparant les membres de gauche avec les membres

de droite des expressions précédentes, on conclut que les seuls crochets non nuls sont

fX;Y g = 1 ; fY;Wg = �1 ; fZ;Wg = 1: (4.3.20)

Il n�est pas di¢ cile de véri�er que les crochets à tout instant ultérieur des variables

fondamentales sont fx; yg = fz; wg = 1, et fy; wg = �1. En e¤et, il su¢ t de les utiliser
pour écrire les équations de Hamilton, ensuite de s�assurer qu�ils conduisent à des équtions

équivalentes aux équations d�Euler-Lagrange du départ.

Dans le reste de ce chapitre, nous allons aborder la question de la quanti�cation au voi-

sinage de l�instant initial en théorie des champs, en se servant des conditions initiales. En

e¤et, nous allons montrer la validité de la méthode des constantes intégration généralisée

(GCI) à travers l�étude de plusieurs exemples de la théorie des champs.

4.4 Champ de Klein-Gordon

4.4.1 Champ de Klein-Gordon dans l�espace des positions

Le lagrangien du champ de Klein�Gordon réel �(~x; t) s�écrit L =
R
dx3( 1

2
@��@

�� �
m2

2
�2) où la masse m > 0: En utilisant l�expression du moment conjugué � = @L

@(@t�)
; et

l�équations d�Euler-Lagrange @L
@�
� @�

@L
@(@��)

= 0, on obtient l�équation de Klein�Gordon

@�@
�� = m2� ,

(
_� = �

_� = ���m2�:
(4.4.1)

Le hamiltonien associé à ce champ est

H =

Z
dx3

2

�
�2 + @i� @i�+m2�2

�
: (4.4.2)
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Cherchons à présent un développement de Taylor à l�ordre un au voisinage de l�instant

initial t = 0 de la solution de l�équation (4.4.1), partant des conditions initiales �(0; ~x) =

�(~x) et �(0; ~x) = �(~x): Cela revient à poser �(t; ~x) = �(0; ~x)+ _�(0; ~x)t+O(t2) et �(t; ~x) =

�(0; ~x) + _�(0; ~x)t + O(t2); ensuite remplacer dans l�équation (4.4.1), pour ne garder que

les termes d�ordre un. On obtient facilement

�(~x; t) = �(~x) + �(~x) t+O(t2) (4.4.3)

�(~x; t) = �(~x) +
�
��(~x)�m2�(~x)

�
t+O(t2): (4.4.4)

Le hamiltonien est conservé, donc

H = Hjt=0 =
Z
dx3

2

�
�(~x)2 + @i�(~x) @i�(~x) +m2�(~x)2

�
: (4.4.5)

Nous allons maintenant utiliser les équations de Hamilton à l�instant initial _�(~x; t)
���
t=0
=

f�(~x; t)jt=0 ; Hg et _�(~x; t)jt=0 = f�(~x; t)jt=0 ; Hg, pour déterminer les crochets de �(~x) et
�(~x): A l�aide des équations (4.4.3) et (4.4.4), on obtient les relations

�(~x) = f�(~x); Hg (4.4.6)

��(~x)�m2�(~x) = f�(~x); Hg (4.4.7)

Maintenant, en utilisant l�expression (4.4.5) du hamiltonien, on aura

�(~x) =

Z
dy3( f�(~x);�(~y)g�(~y)� f�(~x);�(~y)g

�
�0�(~y) +m2�(~y)

�
) (4.4.8)

où @0i =
@
@yi
: Ici, nous avons remplacé f�(~x); @0i�(~y)g @0i�(~y) par @0i [f�(~x);�(~y)g @0i�(~y)]�

f�(~x);�(~y)g @0i@0i�(~y) ensuite, on a ommis la divergence @0i [f�(~x);�(~y)g @0i�(~y)] ::Les condi-
tions initiales sont complètement indépendantes, donc après identi�cation entre le membre

de gauche et de droite de (4.4.8), on déduit les crochets

f�(~x);�(~y)g = �(~x� ~y) et f�(~x);�(~y)g = 0 (4.4.9)

De la même manière on obtient avec l�équation (4.4.4), la relation

��(~x)�m2�(~x)2 =

Z
dy3( f�(~x);�(~y)g�(~y) + f�(~x);�(~y)g (���(~x) +m2�(~x)2));

qui permettent de déterminer les crochets

f�(~x);�(~y)g = ��(~x� ~y) et f�(~x);�(~y)g = 0: (4.4.10)
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Comme les crochets restent invariants au cours du temps, on déduit �nalement que

f�(t; ~x); �(t; ~y)g = �(~x� ~y) et f�(t; ~x); �(t; ~y)g = f�(t; ~x); �(t; ~y)g = 0 (4.4.11)

Nous avons ainsi aboutit aux crochets du champ scalaire réel du Klein-Gordon, bien

connus en théorie des champs.

4.4.2 Champ de Klein-Gordon dans l�espace des impulsions

Dans cette partie, on va utiliser les relations (4.4.6) et (4.4.7) dans l�espace des impul-

sions, en exprimant le champ réel de Klein�Gordon et son moment conjugué à l�instant

initial à l�aide de la transformation de Fourier, dans le but de retrouver les relations de

commutation bien connues. Pour ce faire remarquons d�abord, que tout nombre complexe

z peut se mettre sous la forme z = �+�
2
+ i���

2
où (�; �) 2 R2: L�intérêt de cette écriture

réside dans le fait que si z = z(~k), où ~k 2 R et z(~k) = z(�~k)� alors

z(~k) =
1 + i

2
�(~k) +

1� i

2
�(�~k): (4.4.12)

A l�aide de la transformation de Fourier, la condition intiale �(~x) =
R
f(~k) ei~x�

~kdk3 où

f(~k) = f(�~k)� pour assurer la réalité de �(~x): Donc, il existe une fonction �(~k) tel que
f(~k) = 1+i

2
�(~k) + 1�i

2
�(�~k) et la transformée de Fourier devient alors

�(~x) =

Z
dk3�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
: (4.4.13)

Nous avons la même situation avec la condition initiale �(~x) qui va se mettre à son tour

sous la forme

�(~x) =

Z
dk3�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
: (4.4.14)

On peut à présent exprimer le hamiltonien à l�instant initial H à l�aide des fonctions �(~q)

et �(~q): Après un calcul un peu long, on obtient

H =

Z
(2�)3

2
dq3
�
�(~q)2 + (m2 + ~q2)�(~q)2

�
: (4.4.15)

A l�aide des relations (4.4.13) et (4.4.15), on aura

f�(~x); Hg = (2�)3
Z
dk3dq3[

n
�(~k); �(~q)

o
�(~q)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
+
n
�(~k); �(~q)

o
(m2 + ~q2) �(~q)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
] (4.4.16)
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Tenant compte de (4.4.14) et (4.4.16), on aboutit aux relations de commutationn
�(~k); �(~q)

o
=

1

(2�)3
�(~k � ~q) et

n
�(~k); �(~q)

o
= 0 (4.4.17)

Nous avons aussi,

f�(~x); Hg = (2�)3
Z
dk3dq3[

n
�(~k); �(~q)

o
�(~q)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
+
n
�(~k); �(~q)

o
(m2 + ~q2) �(~q)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
] (4.4.18)

et

��(~x)�m2�(~x) = �
Z
dk3(m2 + ~k2) �(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
(4.4.19)

Comme ��(~x)�m2�(~x) = f�(~x); Hg (voir (4.4.7)), on déduit direcment les relationsn
�(~k); �(~q)

o
= � 1

(2�)3
�3(~k � ~q) et

n
�(~k); �(~q)

o
= 0: (4.4.20)

Maintenant, grâce aux relations (4.4.17) et (4.4.20), on déduit facilement les crochets

f�(~x);�(~y)g = �(~x� ~y) f�(~x);�(~y)g = f�(~x);�(~y)g = 0: (4.4.21)

Nous avons ainsi obtenu le même résultat déjà vu dans la section précédente (4.4.11).

4.5 Le champ de Maxwell

4.5.1 Le champ de Maxwell dans l�espace des positions

Le champ de Maxwell décrivant le champ électromagnétique n�est pas du tout trivial,

du fait qu�il présente des contraintes directement liées à sa symétrie de jauge. L�expression

de son lagrangien libre est

L = �1
4

Z
dx3F��F

�� ; (4.5.1)

où F�� est le tenseur du champ électromagnétique dé�ni en fonction de quadri-potentiels

A� par F�� = @�A� � @�A� où �; � 2 f0; 1; 2; 3g. Dans la jauge de Coulomb @iAi = 0 et
A0 = 0; les équations de mouvement @�F �� = 0 et les moments conjugués �� = �F 0� se
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réduisent à la forme relativement simple

A0 = 0 et �0 = 0 (4.5.2)

@iA
i = 0 et �i = � _Ai (4.5.3)

@i�
i = 0 et _�i = ��Ai (4.5.4)

Le hamiltonien de ce système est alors réduit à la forme

H =
1

2

Z
dx3

��
�i
�2
+
�
@jA

i
�2 � @iA

j@jA
i
�

(4.5.5)

Maintenant supposons que nous partons des conditions initiales Ai(~x; 0) = �i(~x) et

�i(~x; 0) = �i(~x): Les équations (4.5.3) et (4.5.4) prises à l�instant initial (t = 0), se

réduisent aux relations @i�i = 0, @i�i = 0; _Ai
���
t=0

= ��i et _�ijt=0 = ���i; d�où les
développements limités à l�ordre un au voisinage de t = 0 suivant :

Ai(~x; t) = �i(~x)� �i(~x) t+O(t2) (4.5.6)

�i(~x; t) = �i(~x)���i(~x) t+O(t2) (4.5.7)

@i�
i(~x) = 0 et @i�

i(~x) = 0 (4.5.8)

Le hamiltonien conservé devient

H =

Z �
1

2
�i(~x)�i(~x) +

1

2
@j�

i(~x)@j�
i(~x)� 1

2
@i�

j(~x)@j�
i(~x)

�
dx3: (4.5.9)

A ce stade imposons les équations de Hamilton à l�instant initial _Ak(~x; t)
���
t=0

=�
Ak(~x; t)

��
t=0

; H
	
et _�k(~x; t)

��
t=0

=
�
�k(~x; t)

��
t=0

; H
	
; comme l�exige bien la méthode

des constants d�intégration généralisée: A partir de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.8), il résulte

��i(~x) =
�
�i(~x); H

	
avec @i�

i(~x) = 0 (4.5.10)

���i(~x) =
�
�i(~x); H

	
avec @i�

i(~x) = 0 (4.5.11)

A l�aide de (4.5.9) et (4.5.10), on obtient

��i(~x) =
Z
dy3(

�
�i(~x);�j(~y)

	
�j(~y) +

�
�i(~x); @0j�

k(~y)
	
@0j�

k(~y)

� 1
2

�
�i(~x); @0k�

j(~y)
	
@0j�

k(~y)� 1
2

�
�i(~x); @0j�

k(~y)
	
@0k�

j(~y))
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Comme les �i et les �i sont complètement indépendants, la contribution des termes de

membre droite qui ne contiennent pas les �i doit s�annuler. Pour ce faire, il faut que

�
�k(~x);�i(~y)

	
= 0: (4.5.12)

Il nous reste alors la relation

�i(~x) = �
Z
dy3�j(~y) f�i(~x);�j(~y)g avec @i�

i(~x) = 0: (4.5.13)

Il est clair que l�identi�cation ne peut pas se poursuivre ainsi, car les �i sont liés par la

relation @i�i = 0: A�n de remédier à cette situation, on va faire appel au théorème de

Helmholtz.

Le champ vectoriel �i(~x) est physiquement nul à l�in�ni, donc il se décompose d�une

façon unique selon le théorème de Helmholtz [30, 31, 32, 33] comme suit :

�i(~x) = �
?
i (~x) + �

==
i (~x) (4.5.14)

où �?i (~x) et �
==
i (~x) désignent respectivement la composante transversale et longitudinale

du champ �i(~x) véri�ant les équations

div ~�? = @i�
?
i = 0 rot~�== = ~0: (4.5.15)

Ces composantes sont données par

�?i (~x) =

Z
dy3�?ij(~x� ~y)�j(~y) (4.5.16)

�
==
i (~x) =

Z
dy3�

==
ij (~x� ~y)�j(~y) (4.5.17)

où on reconnait la fonction delta transverse �?ij(~x � ~y) et la fonction delta longitudinale

�
==
ij (~x�~y):Mais le champs vectoriel �i véri�e déjà la condition de transversalité div ~� = 0;
on déduit alors que �i(~x) = �?i (~x) et �

==
i = 0: Finalement,

�i(~x) =

Z
dy3�?ij(~x� ~y)�j(~y) avec @i�i(~x) = 0 (4.5.18)

où

�?ij(~x� ~y) = �ij �(~x� ~y) + @i@j
1

4�j~x� ~yj (4.5.19)

A présent, en comparant les équations (4.5.13) et (4.5.18) on obtient directement le crochet

f�i(~x);�j(~y)g = ��?ij(~x� ~y) (4.5.20)
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Essayons maintenant de refaire les mêmes étapes avec l�équation (4.5.11). En e¤et

���i(~x) =
Z
dy3(

�
�i(~x);�j(~y)

	
�j(~y) +

�
�i(~x); @0j�

k(~y)
	
@0j�

k(~y)

� 1
2

�
�i(~x); @0k�

j(~y)
	
@0j�

k(~y)� 1
2

�
�i(~x); @0j�

k(~y)
	
@0k�

j(~y)):

Après quelques manipulations avec l�ulitisation de la relation @0j�
j(~y) = 0; la relation

précédente se réduit à la forme

��i(~x) =

Z
dy3

�
�
�
�i(~x);�j(~y)

	
�j(~y) +

�
�i(~x);�k(~y)

	
�0�k(~y)

�
: (4.5.21)

Les �i et �j sont complètement indépendants, donc par identi�cation

�
�i(~x);�j(~y)

	
= 0 (4.5.22)

Il nous reste la relation

��i(~x) =

Z
dy3 f�i(~x);�j(~y)g�0�j(~y) avec @i�i = 0 (4.5.23)

Le champ vectoriel �~� est physiquement nul à l�in�ni et il est transversal car div�~� =

�div ~� = 0: Donc, il va véri�er la relation

��i(~x) =

Z
dy3�?ij(~x� ~y) �0�j(~y) avec @i�

i = 0 (4.5.24)

L�identi�cation directe entre les deux équations précédentes va nous permettre d�avoir le

crochet qui suit

f�i(~x);�j(~y)g = �?ij(~x� ~y): (4.5.25)

On en déduit directement que les crochets (4.5.25) sont valides à tout instant

fAi(~x; t); �j(~y; t)g = ��?ij(~x� ~y) (4.5.26)

Nous avons donc obtenu, à l�aide de la méthode GCI, les crochets bien connus en théorie

des champs, qui sont nécessaires à la quanti�cation canonique du champ de Maxwell.
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4.5.2 Le champ de Maxwell dans l�espace des impulsions

A l�aide de la transformation de Fourier, les conditions initiales ~A(~x; 0) = ~�(~x) et

~�(~x; 0) = ~�(~x) du champ de Maxwell et ses moments conjugués réels peuvent s�écrire

~�(~x) =

Z
dk3~�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
(4.5.27)

~�(~x) =

Z
dk3~�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
(4.5.28)

où ~�(~k), ~�(~k) sont des fonctions vectorielles réelles. A partir de la condition de Coulomb

@i�i = 0; on obtient les relations d�orthogonalité ~�(~k) � ~k = 0;8 ~k 2 R3 (le vecteur ~k

est perpendiculaire au plan contenant le vecteur ~�(~k)): Il est donc toujours possible de

trouver une base réelle de ce plan
n
~"1(~k); ~"2(~k)

o
véri�ant les relations

~"�(~k) � ~"�0(~k) = ���0 ; ~"1(~k) ^ ~"2(~k) =
~k���~k��� ; (4.5.29)

~"1(�~k) = ~"1(~k) ; ~"2(�~k) = �~"2(~k): (4.5.30)

Ainsi, le vecteur ~�(~k) =
2X
�=1

��(~k) ~"�(~k) où �1(~k) et �2(~k) sont des composantes réelles

indépentantes. A présent,

~�(~x) =
2X
�=1

Z
dk3��(~k) ~"�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
: (4.5.31)

De même, l�équation @i�i = 0; va nous permettre d�écrire

~�(~x) =
2X
�=1

Z
dk3��(~k) ~"�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
(4.5.32)

où les ��(~k) sont les composantes réelles indépendantes du vecteur ~�(~k): Il faut savoir que

les trois vecteurs
�
"1(~k); "2(~k);

~k

j~kj

�
forment une base de tout l�espace et ils respectent la

relation de fermeture
2X
�=1

�
~"�(~k)

�
i

�
~"�(~k)

�
j
= �ij �

kikj
jk2j : (4.5.33)

L�injection des expressions (4.5.31) et (4.5.32) dans le hamiltonien (4.5.9) va le réduire

à la forme

H =
(2�)3

2

2X
�0=1

Z
dq3

�
��0(~q)

2 +
��~q2�� ��0(~q)2� : (4.5.34)
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Calculons à ce stade le crochet
n
~�(~x); H

o
en fonction des ��(~k) et ��(~k): En e¤et,

n
~�(~x); H

o
= (2�)3

2X
�;�0=1

Z
dk3dq3

�n
��(~k); ��0(~q)

o
��0(~q) +

��~q2�� n��(~k); ��0(~q)o��0(~q)�
~"�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
D�après (4:5:10); cette équation doit être comparée avec (4.5.32) pour obtenir immédia-

tement les crochetsn
��(~k); ��0(~q)

o
= � 1

(2�)3
���0�(~k � ~q) ;

n
��(~k); ��0(~q)

o
= 0: (4.5.35)

Nous avons aussi;

n
~�(~x); H

o
= (2�)3

2X
�;�0=1

Z
dk3dq3

�n
��(~k); ��0(~q)

o
��0(~q) +

��~q2�� n��(~k); ��0(~q)o��0(~q)�
~"�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
et

��~�(~x) =
2X
�=1

Z
dk3~k2 ��(~k) ~"�(~k)

�
1 + i

2
ei~x�

~k +
1� i

2
e�i~x�

~k

�
:

Selon (4.5.11), ��~�(~x) =
n
~�(~x); H

o
; donc après une identi�cation directe, on aura les

crochetsn
��(~k); ��0(~q)

o
=

1

(2�)3
���0�(~k � ~q) ;

n
��(~k); ��0(~q)

o
= 0: (4.5.36)

Finalement, pour avoir le crochet f�k(~x);�j(~y)g, il su¢ t d�utiliser les résultats (4.5.35)
et (4.5.36) et la relation de fermeture (4.5.33). En e¤et,

f�i(~x);�j(~y)g = �
1

(2�)3

Z
dk3

�
�ij �

kikj
jk2j

�
ei
~k�(~x�~y) = ��?ij(~x� ~y): (4.5.37)

Ce résultat est identique au résultat déjà obtenus dans la section précédente. On

conclut donc que la méthode GCI fonctionne bel et bien dans l�espace ordinaire et dans

l�espace de Fourier.
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4.6 Modèle sigma non linéaire O(3)

Cette théorie est décrite par le lagrangien L =
R
dx

�
1
2
@��a@

��a � � (�a�a � 1)
�
où

a 2 f1; 2; 3g et � 2 f0; 1g tandis que �(t; x) est un multiplicateur Lagrange. Les moments
conjugués des champs �a et � sont �a = @L

@(@t�a)
= _�a et �� = @L

@(@t�)
= 0 respectivement.

Les équations d�Euler-Lagrange conduisent aux équations de mouvement

@�@
��a = ��a = 2��a ) �a��b = �b��a a; b 2 f1; 2; 3g ; (4.6.1)

et

�2a = �21 + �22 + �23 = 1: (4.6.2)

Les équations (4.6.1), peuvent s�écrire en terme des moments conjugués �a = _�a sous la

forme

�a
�
_�b � @2x�b

�
= �b

�
_�a � @2x�a

�
a; b 2 f1; 2; 3g : (4.6.3)

Le hamiltonien correspondant à notre lagrangien est

H =

Z
dx

2

�
�2a + @2x�a@

2
x�a
�
: (4.6.4)

De la contrainte �2a = 1; on propose d�écrire les champs �a en fonctions de deux champs

indépendants �(x; t) et �(x; t) comme suit

�1(x; t) = cos�(x; t) ; �2(x; t) = sin�(x; t) cos �(x; t) ; �3(x; t) = sin�(x; t) sin �(x; t):

(4.6.5)

En utilisant �a = _�a; on déduit les expressions des moments conjugués

�1 = � _� sin� ; �2 = _� cos� cos � � _� sin� sin � ; �3 = _� cos� sin � + _� sin� cos �

(4.6.6)

où _�(x; t) = @t�(x; t) et _�(x; t) = @t�(x; t). La substitution dans le hamiltonien (4.6.4)

conduit à la forme réduite

H =

Z
dx

2

�
_�2 + �0

2

+
�
_�2 + �0

2
�
sin2 �

�
; (4.6.7)

où �0(x; t) = @x�(x; t) et �0(x; t) = @x�(x; t). A l�aide des équations d�Euler-Lagrange

(4.6.1), on déduit ces deux équations

�� = ��� �00 =
�
_�2 � �0

2
�
cos� sin�; (4.6.8)

�� = �� � �00 = �2
�
_� _� � �0�0

� cos�
sin�

: (4.6.9)
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L�étape suivante consiste à écrire les champs �I 2 f�a; �ag sous la forme d�un dévelop-
pement de Taylor du premier ordre �I(t) = �I(0)+ _�I(0)t+O(t

2) au voisinage de l�instant

initial t = 0: Autrement dit,(
�a(x; t) = �a(x; 0) + _�a(x; 0) t+O(t2)

�a(x; t) = �a(x; 0) + _�a(x; 0) t+O(t2)
(4.6.10)

où �a(x; 0) et �a(x; 0) sont les conditions initiales associées aux champs �a(x; t) et �a(x; t):

A l�aide des relations (4.6.5) et (4.6.6), ces conditions peuvent s�exprimer en terme de

�(x; 0) = A(x), �(x; 0) = B(x); _�(x; 0) = V (x) et _�(x; 0) = W (x): En particulier(1),

�2(x; 0) = sinA cosB; (4.6.11)

�1(x; 0) = �V sinA: (4.6.12)

Les moments conjugués sont �a(t; x) = _�a(t; x); donc à l�instant initial nous avons �a(0; x) =
_�a(0; x); particulièrement,

_�2(0; x) = V cosA cosB �W sinA sinB: (4.6.13)

A partir de la dé�nition (4.6.6), on a �1 = � _� sin�: Après la dérivation par rapport
au temps, on trouve que _�1 = ��� sin� � _�2 cos�: Maintenant, en utilisant (4.6.8), nous

obtenons l�équation

_�1 = ��00 sin�+
�
_�2 � �0

2
�
cos� sin2 �� _�2 cos�: (4.6.14)

En prenant t = 0, on déduit que

_�1(x; 0) = �A00 sinA+
�
W 2 �B02

�
cosA sin2A� V 2 cosA: (4.6.15)

Finalement, nous obtenons les développements de Taylor au premier ordre(
�2(x; t) = sinA cosB + (V cosA cosB �W sinA sinB) t+O(t2);

�1(x; t) = �V sinA�
�
A00 sinA+

�
�W 2 +B02

�
cosA sin2A+ V 2 cosA

�
t+O(t2):

(4.6.16)

Comme le hamiltonien est conservé, il peut s�écrire

H = Hjt=0 =
Z
dx

2

�
V 2 + A0

2

+
�
W 2 +B02

�
sin2A

�
: (4.6.17)

(1)Pour appliquer l�approche GCI, il su¢ t d�utiliser �2 et �1. Bien sur, un autre choix est possible.
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A ce stade, la méthode "CI" généralisée peut être appliquée en prenant les équations

de Hamilton au voisinage de l�instant initial _�a
���
t=0

= f�a(0); Hg: Dans notre cas, ces

équations sont _�a(x; t)
���
t=0

= f�a(x; 0); Hg et _�a(x; t)jt=0 = f�a(x; 0); Hg. Commençons

par le champ �2(x; t) qui satisfait l�équation _�2(x; t)
���
t=0

= f�2(x; 0); Hg ; où �2(x; 0) =

sinA(x) cosB(x) et H =
R
dy3

2

�
V 2 + A0

2
+
�
W 2 +B02

�
sin2A

�
(y): En e¤et, le crochet

f�2(x; 0); Hg peut être développé pour obtenir la forme explicite(2)

f�2(x; 0); Hg =
R
dy
�
fA(x); V (y)gV (~y) cosA(~x) cosB(~x)� fB(x); V (y)gV (y) sinA(x) sinB(x)

+ fA(x); A0(y)gA0(y) cosA(x) cosB(x)� fB(x); A0(y)gA0(y) sinA(x) sinB(x)
+ fA(x);W (y)gW (y) cosA(x) cosB(x) sin2A(y)
� fB(x);W (y)gW (~y) sinA(~x) sinB(~x) sin2A(y)
+ fA(x); B0(y)gB0(y) cosA(x) cosB(x) sin2A(y)

� fB(x); B0(y)gB0(y) sinA(x) sinB(x) sin2A(y)

+ fA(x); A(y)g cosA(x) cosB(x) cosA(y) sinA(y)
�
W 2 +B02

�
+ fB(x); A(y)g sinA(x) sinB(x) cosA(y) sinA(y)

�
W 2 +B02

��
(4.6.18)

D�un autre côté, d�après (4.6.16), on a

_�2(x; t)
���
t=0
= V (x) cosA(x) cosB(x)�W (x) sinA(x) sinB(x): (4.6.19)

La comparaison des deux égalités précédentes conduit aux crochets non nuls suivants(3)

fA(x); V (y)g = �(x� y) ; fB(x);W (y)g = �(x� y)

sin2A(y)
; (4.6.20)

tandis que les autres crochets sont nuls.

(2)Ici, nous allons utiliser les propriétés ff; ghg = ff; ggh+ g ff; hg, et fk(f); gg = k0(g) fg; fg :
(3)Cela est possible en utilisant la relation bien connue f(~x)�(~x� ~y) = f(~y)�(~x� ~y):
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Faisons la même chose avec �1(x; t) en commençant par l�équation de Hamilton _�1(x; t)jt=0 =
f�1(x; 0); Hg où �1(x; 0) = �V (x) sinA(x): En e¤et,

f�1(x; 0); Hg = �
R
dy
�
fV (x); V (y)gV (y) sinA(x) + fA(x); V (y)gV (x)V (y) cosA(x)

�fV (x); A(y)gA00(y) sinA(x) + fA(x); A0(y)gA0(y)V (x) cosA(x)
+ fV (x);W (y)g sinA(x)W (y) sin2A(y)
+ fA(x);W (y)gW (y)V (x) cosA(x) sin2A(y)
+ fV (x); B0(y)gB0(y) sinA(x) sin2A(y)

+ fA(x); B0(y)gB0(y)V (x) sin2A(y) cosA(x)

+ fV (x); A(y)g
�
W 2 +B02

�
sinA(x) sinA(y) cosA(y)

+ fA(x); A(y)gV (x)
�
W 2 +B02

�
cosA(x) sinA(y) sinA(x)

�
:

(4.6.21)

où nous avons remplacé fV (x); A0(y)gA0(y) sinA(x) par �fV (x); A(y)gA00(y) sinA(x)
aprés une intégration par parties. Cette opération est possible car fA(x); A(y)g = 0 et

fV (x); A0(y)gA0(y) sinA(x) = @y (fV (x); A(y)gA0(y) sinA(x))�fV (x); A(y)gA00(y) sinA(x):
(4.6.22)

En utilisant les crochets déjà obtenus ci-dessus, nous pouvons réduire notre expression

f�1(x; 0); Hg = �V 2(x) cosA(x)� A00(x) sinA(x)�
�
W 2(x) +B02(x)

�
sin2A(x) cosA(y)

�
Z
dy (fV (x); V (y)gV (y) sinA(x) + fV (x);W (y)g sinA(x)W (y) sin2A(y)

+ fV (x); B0(y)gB0(y) sinA(x) sin2A(y)

Maintenant, par l�identi�cation avec l�équation (4.6.16), on trouve que

_�1(x; t)jt=0 = �
�
A00 sinA+

�
�W 2 +B02

�
cosA sin2A+ V 2 cosA

�
(x): (4.6.23)

Au �nal, on obtient la relation

�
2W 2 cosA sin2A

�
(x) = �

Z
dy (fV (x); V (y)gV (y) sinA(x) (4.6.24)

+ fV (x);W (y)g sinA(x)W (y) sin2A(y) (4.6.25)

+ fV (x); B0(y)gB0(y) sinA(x) sin2A(y): (4.6.26)

Ceci n�est possible que si le crochet non nul est

fV (x);W (y)g = 2W (x)cosA(x)
sinA(x)

�(x� y): (4.6.27)
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Selon la méthode "CI" généralisée, les crochets (4.6.20) et (4.6.27) gardent leur forme

dans le temps lorsqu�on remplace les conditions initiales �(x; 0) = A(x), �(x; 0) = B(x);

_�(x; 0) = V (x) et _�(x; 0) = W (x) par leurs champs correspondants �(x; t), �(x; t); _�(t; x)

et _�(t; x) évalués à tout instant. Les crochets non nuls sont donc8>><>>:
f�(t; x); _�(t; x)g = �(x� y)n
�(t; x); _�(t; x)

o
= �(x�y)

sin2 �(t;x)n
_�(x; t); _�(y; t)

o
= 2 _�(t; x) cos�(t;x)

sin�(t;x)
�(x� y):

(4.6.28)

Les crochets entre les champs �a et leurs moments conjugués �a peuvent être déduits en

utilisant ce résultat et les relations (4.6.5) et (4.6.6).

Tout d�abord, nous avons f�a(t; x); �b(t; y)g = 0 car f�(t; x); �(t; y)g = 0: Pour don-
ner un aspect des calculs, prenons les crochets non triviaux suivants f�1(t; x); �1(t; y)g ;
f�1(t; x); �2(t; y)g et f�1(t; x); �2(t; y)g. En e¤et, �1(t; x) = cos�(t; x) et �1(t; y) = _�(t; y) sin�(t; y).

Leur crochet est

f�1(t; x); �1(t; y)g = f�(x; t); _�(y; t)g sin�(x; t) sin�(t; y)
= �(x� y) sin2 �(x; t) =

�
�22 + �23

�
�(x� y)

= (1� �21)�(x� y):

En utilisant la relation �2(t; y) = _�(t; y) cos�(t; y) cos �(t; y)� _�(t; y) sin�(t; y) sin �(t; y);

on peut calculer le crochet f�1(t; x); �2(t; y)g comme suit :

f�1(t; x); �2(t; y)g = fcos�(t; x); _�(t; y)g cos�(t; y) cos �(t; y)
= �f�(t; x); _�(t; y)g sin�(t; x) cos�(t; y) cos �(t; y)
= ��(x� y) sin�(t; x) cos�(t; x) cos �(t; x)

= ��1�2�(x� y):

Finissons maintenant avec le crochet f�1(t; x); �2(t; y)g : En e¤et,

f�1(t; x); �2(t; y)g = f _�(t; x); �(t; y)g sin�(t; x) _�(t; y) sin�(t; y) cos �(t; y)

+
n
_�(t; x); _�(t; y)

o
sin�(t; x) sin�(t; y) sin �(t; y)

+ f _�(t; x); �(t; y)g sin�(t; x) _�(t; y) cos�(t; y) sin �(t; y)
� f�(t; x); _�(t; y)g _�(t; x) cos�(t; x) cos�(t; y) cos �(t; y):
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A l�aide de (4.6.28), et après quelques simpli�cations on obtient le crochet

f�1(t; x); �2(t; y)g = �
�
_� cos � � _� cos� sin� sin �

�
(t; x)�(x� y) (4.6.29)

= � (�1(t; x)�2(t; x)� �2(t; x)�1(t; x)) �(x� y): (4.6.30)

Suivant la même analogie, on peut déduire toutes les crochets8>><>>:
f�a(t; x); �b(t; y)g = 0
f�a(t; x); �b(t; y)g =

�
�ab � �a(t;x) �b(t;x)

�2c(t;x)

�
�(x� y)

f��(t; x); ��(t; y)g = � 1
�2c(t;x)

(�a(t; x)�b(t; x)� �a(t; x)�b(t; x)) �(x� y):

: (4.6.31)

avec �2c = 1: Ces crochets de Dirac non triviaux sont les mêmes obtenus à l�aide des autres

méthodes, à savoir les approches de Dirac et de Faddeev-Jackiws. [38, 39, 40, 41].

4.7 Le champ de Proca

La méthode "CI" généralisée peut être utilisée pour quanti�er le champ de Proca

[10] décrivant des particules massives de spin 1 (les bosons de jauge massifs). Le lagrangien

de Proca n�est rien d�autre que lagrangien de Maxwell avec un terme de masse qui brise la

symétrie de jauge. Autrement-dit, il faut ajouter le terme de masse m
2

2
A�A� au lagrangien

du champ Maxwell pour avoir le lagrangien de Proca

L =

Z
dx3

�
�1
4
F��F

�� +
m2

2
A�A�

�
(4.7.1)

où F�� est le tenseur électromagnétique dé�ni par F�� = @�A��@�A� où �; � 2 f0; 1; 2; 3g.
Les moments conjugués du champ A� sont �� = �F 0�, ainsi �0 = 0; et �i = �F 0i.
Explicitement,

�0 = 0 , _Ai = @iA0 � �i: (4.7.2)

À partir du lagrangien (4.7.1), on obtient les équations de Proca @�F �� = �m2 A� comme

une conséquence des équations d�Euler-Lagrange. L�application de @� sur ces équations

nous permet de conclure que le champ de Proca véri�e la condition de Lorentz @�A� = 0; ce

qui réduit les équations de mouvement à la forme (@�@�+m2)A� = 0: Après la séparation

des composantes spatiales et temporelle de l�équation précédente, et faisant appel aux

relations (4.7.2), on obtient la contrainte A0 = �@i�i
m2 et les équations

_Ak = �
�
1

m2
@k@i�

i + �k

�
(4.7.3)

_�k = @i@
iAk � @i@

kAi +m2Ak: (4.7.4)
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On remarque que les variables indépendantes de système sont �I 2 fAi; �ig; car �0 = 0 = 0
et A0 = �@i�i

m2 . Ainsi le hamiltonien se réduit à la forme

H =
R
dx3

�
1
2m2 (@i�

i)
2
+ 1

2
(�i)

2
+ 1

2
(@iA

j)
2

�1
2
@iA

j@jA
i + m2

2
(Ai)

2
�
:

(4.7.5)

Pour appliquer la méthode CI généralisée, e¤ectuons un développement de Taylor à

l�ordre un des variables �I 2 fAi; �ig au voisinage de l�instant t = 0 de la forme8<: Ak(~x; t) = Ak(~x; t)
��
t=0
+ _Ak(~x; t)

���
t=0

t+O(t2)

�k(~x; t) = �k(~x; t)
��
t=0
+ _�k(~x; t)

��
t=0

t+O(t2)
(4.7.6)

Supposons que nous partons des conditions initiales Ak(~x; t)
��
t=0
= �k(~x), et �k(~x; t)

��
t=0

= �k(~x); alors d�après (4.7.3) et (4.7.4), on déduit facilementles relations _Ak(~x; t)
���
t=0

=

��k(~x)� 1
m2@

k@i�
i(~x) et _�k(~x; t)

��
t=0
= @i@

i�k(~x)� @i@
k�i(~x) +m2�k(~x): Au �nal,

Ak(~x; t) = �k(~x)�
�
�k(~x) +

@k@i�
i(~x)

m2

�
t+O(t2) (4.7.7)

�k(~x; t) = �k(~x) +
�
@i@

i�k(~x)� @k@i�
i(~x) +m2�k(~x)

�
t+O(t2) (4.7.8)

Le hamiltonien est conservé dans le temps, alors H = Hjt=0. Autrement dit, d�après
(4.7.5)

H =
R
dx3

�
1
2
(�i(~x))

2
+ 1

2m2 (@i�
i(~x))

2
+ 1

2
(@i�

j(~x))
2

�1
2
@i�j(~x)@

j�i(~x) + m2

2
(�j(~x))

2
�
:

(4.6)

La méthode "CI" généralisée consiste à utiliser les équations de Hamilton au voisinage

de l�instant initial t = 0; à savoir _�
���
t=0

= f�jt=0 ; Hg: Commençons par Ak(~x; t) qui doit

obéir à l�équation _Ak(~x; t)
���
t=0
=
�
Ak(~x; t)

��
t=0

; H
	
, d�où(4)

��k(~x)� @k@i�
i(~x)

m2
=

Z
dy3

��
�k(~x);�j(~y)

	�
��j(~y)� 1

m2
@0j@0i�

i(~y)

�
+
�
�k(~x);�j(~y)

	�
�@0i@0i�j(~y) + @0i@

0j�i(~y)�m2�j(~y)
�i
:

On déduit directement par identi�cation les crochets suivants au voisinage de l�instant

initial �
�k(~x);�j(~y)

	
= 0 ;

�
�k(~x);�j(~y)

	
= �kj �(~x� ~y) (4.7.9)

(4)Nous allons utiliser la propriété
R
dy3 (�(~y)@0i
(~y)) = �

R
dy3 (@0i�(~y)
(~y)) valable pour ses quantités

� et 
 nulle à l�in�ni, où @0i =
@
@yi :
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De la même manière, partant de l�équation _�k(~x; t)
��
t=0
=
�
�k(~x; t)

��
t=0

; H
	
, on aboutit à

la relation

(@i@
i�k � @k@i�

i +m2�k)(~x) =

Z
dy3

��
�k(~x);�j(~y)

	�
��j(~y)� 1

m2
@0j@0i�

i(~y)

�
+
�
�k(~x);�j(~y)

	�
�@0i@0i�j(~y) + @0i@

0j�i(~y)�m2�j(~y)
��

d�où les crochets

�
�k(~x);�j(~y)

	
=0 ;

�
�k(~x);�j(~y)

	
= ��kj �(~x� ~y) (4.7.10)

En�n, selon la méthode "CI" généralisée, les crochets des équations (4.7.9) et (4.7.10)

gardent leur forme dans le temps, ce qui implique que les seuls crochets non nuls sont

�
Ak(t; ~x); �j(t; ~y)

	
= �kj �(~x� ~y): (4.7.11)

Ces crochets, identiques à ceux de littérature [10], constituent la preuve d�équivalence de

cette méthode aux autres méthodes de quanti�cation, du moins dans le traitement du

champ de Proca.

4.8 Le champ de Stueckelberg

Le lagrangien de Proca (4.7.1) n�est pas un invariant de jauge, ce qui n�est pas très

souhaitable pour un lagrangien physique. Mais une autre formulation invariante de jauge

abélienne de ce champ subsiste. Elle est proposée par Stueckelberg [15, 16], grâce à l�in-

troduction d�un champ scalaire supplémentaire qui va restaurer la symétrie de jauge, en

présence du terme de masse. Le lagrangien de stueckelberg manifeste une forte analogie

avec le lagrangien de London, bien connu lors de l�étude du phénomène de la supracon-

ductivité [19, 17, 20, 18, 21]. La quanti�cation de ce champ a fait l�objet de plusieurs

analyses dans le cadre des approches de Dirac et de Faddeev-jackiw [19, 22, 23].

Dans cette section, nous traitons avec la méthode GCI, l�action Stueckelberg qui décrit

un champ scalaire � interagissant avec le champA� de telle sorte que le nouveau lagrangien

soit [15, 25, 26, 27, 28]

L =

Z
dx3

�
�1
4
F��F

�� +
1

2
(@���mA�)(@

���mA�)

�
: (4.8.1)

En e¤et, ce lagrangien de Stueckelberg est invariant de jauge quand les champs se trans-

forment comme � �! �+� et A� �! A�+@��; où � = �(x) est une fonction quelconque

de l�espace-temps. Les équations d�Euler�Lagrange relatives aux champs A� et � nous
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fournissent alors les équations de mouvement du champ A�

m(@���mA�)� @�F
�� = 0 (4.8.2)

et du champ �

@�@
���m@�A

� = 0: (4.8.3)

Pour �xer la jauge, choisissons les conditions supplémentaires A0 = 0 et @iAi = �m� .
Sachant que �� = _��mA0, �0 = 0 et �i = �F 0i = @iA0� _Ai; les équations (4.8.2), (4.8.3)

se réduisent à

A0 = 0 et �0 = 0 (4.8.4)

_Ai = ��i et _�i = m2Ai + @j@
jAi (4.8.5)

et

�� =
1

m
@i�i et � = � 1

m
@iA

i: (4.8.6)

Ainsi, les seules variables indépendantes de ce système sont �I 2 fAi; �ig. Le hamiltonien
H se réduit à l�expression

H =
R
dx3

�
1
2
(�i)

2
+ 1

2m2 (@i�
i)2 + 1

2
@iAj@

iAj

�1
2
@iAj@

jAi + m2

2
( 1
m
@i@jA

j + Ai)
2
�
:

(4.8.7)

Pour trouver un développement limité à l�ordre un de la solution, partons des deux

conditions initiales �i(~x) et �i(~x): Autrement-dit, supposons que Ai(~x; 0) = �i(~x) et

�i(~x; 0) = �i(~x). En utilisant les équations (4.8.4) et (4.8.3) au voisinage de l�instant

initial, on déduit que _Ai
���
t=0

= ��i jt=0 = ��i(~x) et _�ijt=0 = m2Ai + @j@
jAi jt=0 =

m2�i+@j@
j�i. Ainsi on peut écrire le développement de Taylor à l�ordre un de la solution

sous la forme

Ai(~x; t) = �i(~x)� �i(~x)t+O(t2) (4.8.8)

�i(~x; t) = �i(~x) + (m2�i ���i) t+O(t2) (4.8.9)

Comme le hamiltonien est conservé dans le temps, on peut le réécrire sous la forme

H =
R
dx3

�
1
2
(�i)

2
+ 1

2m2 (@i�
i)2 + 1

2
@i�j@

i�j

�1
2
@i�j(~x)@

j�i + m2

2
( 1
m2@i@j�

j + �i)
2
�
:

(4.8.10)

Appliquons maintenant la méthode "CI" généralisée qui utilise les équations de Hamilton

au voisinage de l�instant initial en commençant par l�équation _Ak(~x; 0) = fAk(~x; 0); Hg :
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D�après le développement limité (4.8.8) et l�expression (4.8.10) du hamiltonien, on obtient

après de simples manipulations la relation

��k (~x) =
Z
dy3

��
�
�
�ji +

1

m2
@0i@

0j
��
�k (~x) ;�

i (~y)
	�
�j (~y)

+

��
�ij +

1

m2
@0j@

0i
�
f�k (~x) ;�i (~y)g

�
(�0�j (~y)�m2�j (~y))

�
(4.8.11)

En comparant les deux parties de l�expression précédente, on en déduit que�
�ji +

1

m2
@0i@

0j
��
�k (~x) ;�

i (~y)
	
= �jk�(~x� ~y) ; f�k(~x);�i(~y)g = 0 (4.8.12)

La première équation peut-être inversée pour obtenir le crochet

�
�k(~x);�

i(~y)
	
=

�
�ik +

@k@
i

r2 �m2

�
�(~x� ~y): (4.8.13)

L�équation de Hamilton à l�instant initial de �k(~x; t) est _�k(~x; 0) =
�
�k(~x; 0); H

	
;

donc grâce au développement limité (4.8.9) et à l�expression (4.8.10) du hamiltonien, on

aura, toujours après de simples manipulations, la relation

m2�k (~x)���k (~x) =
Z
dy3

��
�
�
�ji +

1

m2
@0i@

0j
��
�k (~x) ;�i (~y)

	�
�j (~y)

+

��
�ij +

1

m2
@0j@

0i
��
�k (~x) ;�i (~y)

	�
(�0�j (~y)�m2�j (~y))

�
(4.8.14)

Par identi�cation, on obtient directement�
�ij +

1

m2
@0j@

0i
��
�k (~x) ;�i (~y)

	
= ��kj �(~x� ~y) )

�
�k (~x) ;�i (~y)

	
= �

�
�ik +

@k@
i

r2 �m2

�
�(~x� ~y) (4.8.15)

au moment où
�
�k (~x) ;�i (~y)

	
= 0: Au �nal, les crochets non nuls à tout instant t vont

être �
Ai(~x; t); �

j(~y; t);
	
=

�
�ji +

@i@
k

r2 �m2

�
�3(~x� ~y): (4.8.16)
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Maintenant, en utilisant ce dernier résultat et les relations (4.8.6), on déduit facilement

les autres crochets

�
�(~x; t); �i(~y; t)

	
= � m @i

��m2
�3(~x� ~y)

fAi(~x; t); ��(~y; t)g =
m @i
��m2

�3(~x� ~y) (4.8.17)

f�(~x; t); ��(~y; t)g =
�

�

��m2

�
�3(~x� ~y):

Ces résultats obtenus en utilisant la méthode "CI" généralisée, sont identiques à ceux des

approches de Dirac et de Faddeev�Jackiw [22, 23], ce qui montre leur équivalence une

autre fois, du moins, dans le cas étudié.

4.9 Modèle self-dual (SD)

La densité lagrangienne [34] décrivant cette interaction L = � "��
2m

B�@B� + B�B�

2
et

les moments conjugués des champs sont �� = �m
2
"�0�B

�: Explicitement,

�0 = 0 ; �i = �m
2
"0ijB

j i; j = 1; 2: (4.9.1)

Les équations d�Euler-Lagrange conduisent aux équations "��@B� +mB� = 0, d�où les

relations(
B0 = "0ik

m
@iBk

@0Bj = @jB0 �m"
0ij
Bi

) _Bj =
"0ik

m
@j@iBk �m"

0ij
Bi: (4.9.2)

Le hamiltonien est donné par la formule suivante :

H =

Z
dx2

�
�1
2
B�B

� +
"0ij

m
B0@iBj

�
: (4.9.3)

Pour appliquer la méthode GCI, on va utiliser le développement limité à l�ordre un de

la solution des équations de mouvement

Bj(~x; t) = Bj(~x; 0) + _Bj(~x; 0)t+O(t2) j 2 f1; 2g:

Les conditions initiales sont Bj(~x; 0) = ~Bj(~x): En remplaçant dans (4.9.2), on aura
_Bj(~x; 0) =

�
"0kl

m
@j@k ~Bl(~x)�m"

0ij
~Bi(~x)

�
, et le développement limité à l�ordre un va

s�écrire

Bj(~x; t) = ~Bj(~x) +

�
"0kl

m
@j@k ~Bl(~x)�m"

0ij
~Bi(~x)

�
t+O(t2): (4.9.4)
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Le hamiltonien est conservé dans temps, alors il s�exprime en fonction des conditions

initiales sous la forme

~H = H(~x; 0) =

Z
dx2

�
�1
2
~Bi(~x) ~Bi(~x)�

1

2m2
~Bj(~x)@i@

i ~Bj(~x) +
1

2m2
~Bj(~x)@i@

j ~Bi(~x)

�
(4.9.5)

où on a utilisé la relation ~B0 = "0ik

m
@i ~Bk:

A�n de déterminer le crochet fBj(~x); Bi(~x)g ; nous allons utiliser l�équation de Hamil-
ton à l�instant initial _Bj

���
t=0
=
n
~Bj(~x); ~H

o
pour avoir l�égalité

"0kl

m
@j@k ~Bl(~x)�m"

0ij
~Bi(~x) =

Z
dy2(�

n
~Bj(~x); ~Bi(~y)

o
~Bi(~y)

� 1

m2

n
~Bj(~x); ~Bm(~y)

o
@n@

n ~Bm(~y)

+
1

m2

n
~Bj(~x); ~Bn(~y)

o
@i@

n ~Bi(~y)):

On en déduit directement le crochet recherchén
~Bj(~x); ~Bi(~y)

o
= m"0ij�

2(x� y): (4.9.6)

La covariance des crochets dans le temps nous permet de déduire le crochet

fBj(~x; t); Bi(~y; t)g = m"0ij�
2(x� y): (4.9.7)

A présent, on peut déduire les crochets faisant intervenir B0(~y; t) =
"0ij
m
@iBj(~y; t): En

e¤et,

fBk(~x; t); B0(~y; t)g =
n
Bk(~x; t);

"0ij
m
@0iBj(~y; t)

o
=
"0ij
m
@0i fBk(~x; t); Bj(~y; t)g

où @0i =
@
@yi
: Après simpli�cation, on aboutit au crochet

fBk(~x; t); B0(~y; t)g = �@k�2(x� y): (4.9.8)

De même,

fBk(~x; t); �i(~y; t)g =
�
Bk(~x; t);�

"0ij

2m
Bj(~y; t)

�
= �"

0ij

2m
fBk(~x; t); Bj(~y; t)g

d�où

fBk(~x; t);�i(~y; t)g =
�ik
2
�2(x� y): (4.9.9)
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Les résultats obtenus ici sont cohérents avec ceux obtenus par les méthodes de Dirac et

F-J [29, 35, 36], ce qui montre la validité de la méthode GCI.

Pour récapituler, dans ce chapitre, nous avons examiné avec succès la validité de

la méthode "CI" généralisée comme étant une approche alternative, simple et directe de

quanti�cation des systèmes aux degrés de liberté �nis et in�nis. Grâce à un développement

de Tayor à l�ordre un, nous avons d�abord trouvé les relations entre les variables et leurs

dérivées à l�instant initial en utilisant les équations de mouvement. Ensuite, en postulant

les équations de Hamilton à cet instant initial, nous avons déduit les crochets de Dirac

entre les conditions initiales suite à une identi�cation directe. Finalement, la covariance

des crochets nous a permis de les avoir à tout instant.
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L�objectif principal de cette thèse, intitulée "sur la quanti�cation canonique des sys-

tèmes avec contraintes", est l�étude des systèmes singuliers sujets à des contraintes qui

surgissent lors du passage à la formulation hamiltonienne. Dans sa version standard, la

mécanique analytique reste impuissante devant les di¢ cultés rencontrées à cause de ces

contraintes, absentes dans le cas régulier. En particulier, les crochets de Poisson sont sans

grand intérêt dans cette situation.

Nous avons commencé notre travail par un brèf rappel de la mécanique analytique

dans ses versions lagrangienne et hamiltonienne, en montrant le rôle des crochets de

Poisson dans la quanti�cation canonique. Grâce aux notions de fonctionnelle et de dérivées

fonctionnelles, nous avons fait l�extension à la théorie des champs.

Pour étudier les systèmes singuliers, nous avons fait appel à deux approches standards

dans le traitement des contraintes la première est la méthode de Dirac, qui consiste d�abord

à déterminer et à classer toutes les contraintes, a�n de déduire les crochets de Dirac après

l�inversion de la matrice de ces contraintes. La deuxième est la méthode de Faddeev-

Jackiw, basée sur un lagrangien du premier ordre. Elle utilise les équations de mouvement

a�n d�obtenir la matrice symplectique, dont l�invsersion permet de retrouver directement

les crochets souhaités.

Nous avons traité plusieurs exemples de quanti�cation de systèmes au degré de liberté

�ni et in�ni, dans le but de maitriser les approches de Faddeev-Jackiw et de Dirac, et de

mettre en évidence leur équivalence.

La troisième méthode abordée dans cette thèse est la méthode des constantes d�intégra-

tion généralisée (GCI). C�est une autre méthode alternative, simple, directe, et accessible,

n�exigeant pas des outils mathématiques très avancés. Nous avons, en e¤et, pu étudier

avec succès plusieurs systèmes singuliers à l�aide de cette approche, où elle s�est montrée

e¢ cace dans le traitement des systèmes avec contraintes non intégrables. Son principe est

d�utiliser le développement limité de la solution des équations de mouvement au voisinage

de l�instant initial, et se servir des conditions initiales pour déduire les crochets nécessaires

à la quanti�cation canonique, par de simples identi�cations.

Notre contribution commence par les champs de Klein-Gordon et de Maxwell. Dans

le premier cas, le calcul est direct car le champ de Klein-Gordon est complètement in-
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dépendant ainsi que leur moment conjugué, contrairement au champ de Maxwell où les

composantes du champ et son moments conjugués sont liées par des contraintes dues à la

symétrie de jauge et par les conditions de �xation de cette jauge. Le problème est résolu,

dans l�espace des positions, grâce au recours théorème de Helmholtz et l�introduction de

la fonction delta transverse, tandis que dans l�espace des impulsions, la transformation de

Fourier a permis de séparer complètement les di¤érentes composantes.

Par la suite, une étude du champ de Proca, décrit par un lagrangien sans symétrie

de jauge, est e¤ectuée. Nous avons d�abord développé la solution des équations de mou-

vement contenant un terme de masse, au voisinage de l�instant initial en se servant des

conditions initiales. Ensuite, leur injection dans les équations de Hamilton s�est terminée

par l�obtention des bon crochets des variables fondamentales par identi�cation.

Nous nous sommes après intéressés à l�action de Stueckelberg qui une formulation

invariante de jauge du champ de Proca, obtenue suite au couplage du terme de masse

avec un champ scalaire réel. Nous avons calculé tous les crochets des variables fonda-

mentales, après avoir �xé la jauge avec des conditions supplémentaires bien appropriées.

La quanti�cation s�est faite en suivant les étapes claires et directes de la méthode "CI"

généralisée.

Dans les exemples précédents, nous sommes arrivés aux mêmes conclusions que les

approches de Dirac et Faddeev-Jackiw, ce qui peut être comptabilisé en faveur de la

méthode "CI" généralisée. Cette approche de quanti�cation au voisinage de l�instant initial

n�attend qu�être mise à l�épreuve dans la quanti�cation d�autres systèmes singuliers, dont

on peut citer par exemple :

*) la mécanique pseudo-classique qui utilise les variables de Grassmann pour donner

une image classique de certains aspects quantiques comme la dynamique du spin, l�os-

cillateur fermionique, l�équation de Pauli, l�équation de Dirac et la mécanique quantique

supersymétrique ;

**) la théorie de la gravitation linéaire qui s�obtient suite à linéarisation des équations

d�Einstein dans le cas du champ gravitationnel relativement faible ;

***) Le modèle de Maxwell-Chern-Simons qui est une généralisation du champ éléctro-

magnétique de Maxwell conservant la symétrie de jauge, obtenue en lui ajoutant le terme

de Chern-Simons ce modele est d�une importance fondamentale pour expliquer l�e¤et de

Hall quantique.
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4.10 Annexe A

La matrice de Dirac Gij(x; y) elle a un inverse Gij(x; z) pour la trouver on utilise la

relation suivante Z
dz3Gkw

0
(x; z)Gw0w(z;y) = �kw�

3(x� y):

Nous avons établi cette formulation pour calculer G11(x; y)Z
dz3G11(x; z) (G11(z;y) +G12(z;y) +G13(z;y) +G14(z;y)) = �13�

3(x� y)Z
dz3G11(x; z)

�
0 + 0� �2(x� y) + 0

�
= 0

G11(x; y) = 0:

Ainsi queZ
dz3G21(x; z) (G11(z;y) +G12(z;y) +G13(z;y) +G14(z;y)) = �14�

3(x� y)Z
dz3G11(x; z)

�
0 + 0 +m�2(x� y) + 0

�
= 0

G11(x; y) = 0:

De la même manière, on déduit G13(x; y)Z
dz3G13(x; z) (G31(z;y) +G32(z;y) +G33(z;y) +G34(z;y)) = �11�

3(x� y)Z
dz3G13(x; z)

�
�3(z; y) + 0 + 0 + 0

�
= �3(x� y)

G13(x; y) = �3(x� y):

Ou encore pour déterminer G24(x; y)
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Z
dz3G24(x; z)(G41(z;y) +G42(z;y) +G33(z;y) +G44(z;y)) = �22�

3(x� y)Z
dz3G24(x; z)r2(�3(z � y)) = �3(x� y)Z

dz3(@i(G
24(x; z)@i�

3(z � y))� @iG
24(x; z)@i�

3(z � y)) = �3(x� y)Z
dz3
�
@i(G

24(x; z)@i�
3(z � y))� @i@i(G

24(x; z)�3(z � y)) +
�
@i@iG

24(x; z)
�
�3(z � y)

�
= �3(x� y)

r2(G24(x; y)) = �3(x� y):

Pour trouver expression de G24(x; y) on pose
�!
R = �!x ��!y et r2 = r2

R

r2
RG

24(
�!
R ) = �3(

�!
R ): (4.10.1)

Selon la transformation de Fourier

G24(
�!
R ) = 1

(2�)3

R
dk3 ei

�!
k
�!
R ~G24(

�!
k ) et �3(

�!
R ) = 1

(2�)3

R
dk3 ei

�!
k
�!
R

On remplace les deux relations précédentes dans (4.10.1) on trouve

�1
(2�)3

Z
dk3 k2ei

�!
k
�!
R ~G24(

�!
k ) =

1

(2�)3

Z
dk3 ei

�!
k
�!
R .

On peut réécrire de la manière suivante :

�1
(2�)3

Z
dk3 k2ei

�!
k
�!
R ( ~G24(

�!
k ) +

1

k2
) = 0:

Donc nous allons voir que

G24(
�!
R ) =

1

(2�)3

Z
dk3 ei

�!
k
�!
R ~G24(

�!
k ) =

1

(2�)3

Z
dk3

k2
ei
�!
k
�!
R .

Donc G24(
�!
R ) est alors dé�nie par

G24(
�!
R ) =

�1
(2�)3

Z
dk3

k2
ei
�!
k
�!
R .

Dans le système des coordoonées sphériques

�!
k
�!
R =

����!k ��� � ����!R ��� � cos � et dk3 = k 2dk d
:

d
 : est l�angle solide qui dé�nit par d
 = sin � d� d' avec 0 � � � � et 0 � ' � 2�
ou 0 � jkj ; donc G24(�!R ) devient :
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G24(
�!
R ) =

�1
(2�)3

Z
1

k2
eij
�!
k j�j�!R j�cos � k2dk sin �d�d':

On pose que u = cos � et du = � sin �d� et u 2 [�1; 1]. On utilise ces notations
pour écrire G24(

�!
R ) :

G24(
�!
R ) =

1

(2�)2

Z
eij
�!
k j�j�!R j�u dk du

=
1

(2�)2

Z
dk

eij
�!
k j�j�!R j�u
ij�!k j�j�!R j

=
1

(2�)2R

Z
dk
(eij

�!
k j�j�!R j � eij

�!
k j�j�!R j )

ik

=
1

(2�)2R

Z
dk
sin kR

k
:

On a alors la relation �nale

G24(
�!
R ) =

1

4�R
=

1

4� j�!x ��!y j : (4.10.2)

On dé�nit alors les autres éléments de la même maniére que les trois examples précédents.

4.11 Annexe B

on va calculer les crochets de Poisson entre les quatre contraintes de ce système,


1 = �0 ; 
i = �i + m
2
"0ijB

j et 
4 = m2B0 �m"0ij@
iBj

f
1;
ig =
Z
dz2
�
�
1(x)

�B�(z)

�
i(y)

���(z)
� �
1(x)

���(z)

�
i(y)

�B�(z)

�
= �

Z
dz2

��0(x)

���(z)

�
�
�i + m

2
"0ijB

j
�
(y)

�B�(z)

= �m
2
"0ij �

�
0 �

j
� �

2(x� y)

= 0:
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Avec

f
1;
4g =
Z
dz2
�
�
1(x)

�B�(z)

�
4(y)

���(z)
� �
1(x)

���(z)

�
4(y)

�B�(z)

�
= �

Z
dz2
�
��0(x)

���(z)

�(m2B0 �m"0ij@
iBj)(y)

�B�(z)

�
= �

Z
dz2
�
��0 �

2(x� z)(m2��0�
2(y � z)�m �j� "0ij @

i�2(y � z))
�

= �m2�2(y � x):

Avec

f
k;
ig =
Z
dz2
�
�
k(x)

�B�(z)

�
i(y)

���(z)
� �
k(x)

���(z)

�
i(y)

�B�(z)

�
=

Z
dz2

 
�
�
�k + m

2
"0klB

l
�
(x)

�B�(z)

�
�
�i + m

2
"0inB

n
�
i
(y)

���(z)

�
�
�
�k + m

2
"0klB

l
�
(x)

���(z)

�
�
�i + m

2
"0ijB

j
�
i
(y)

�B�(z)

!
=
�m
2
�l� "0kl @

l�2(y � z)
�
��i �

2(x� z)

� ��k �
2(x� z)

�m
2
�j� "0ij @

i�2(y � z)
�

= m"0ki�
2(x� y):

On a en plus

f
k;
4g =
Z
dz2
�
�
k(x)

�B�(z)

�
4(y)

���(z)
� �
k(x)

���(z)

�
4(y)

�B�(z)

�
= �

Z
dz2
�
�
k(x)

���(z)

�
4(y)

�B�(z)

�
= �

Z
dz2

 
�
�
�k + m

2
"0klB

l
�
(x)

���(z)

� (m2B0 �m"0ij@
iBj) (y)

�B�(z)

!
= �

Z
dz2
�
��k �

2(x� z)
�
m��0�

2(y � z)� �j�"0ij@
i�2(y � z)

��
= m"0ik@

i�2(x� y):

On va calculer l�inverse de la matrice de Dirac (2.6.12) pour la trouver on utilise la relation

suivante Z
dz2Gkw

0
(x; z)Gw0w(z;y) = �kw�

2(x� y)
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d�ou Gij(x;y) sont les éléments de la matrice de Dirac, Gij(x; z) sont leurs inverses, On

calcule le premier élément de la matrice inverse G11(x;y)Z
dz2G11(x; z) (G11(z;y) +G12(z;y) +G13(z;y) +G14(z;y)) = �14�

2(x� y)Z
dz2G11(x; z)(0 + 0 + 0�m2�2(x� y)) = 0 =) G11(x; y) = 0:

Ainsi queZ
dz2G21(x; z) (G11(z;y) +G12(z;y) +G13(z;y) +G14(z;y)) = �14�

2(x� y)

m

Z
dz2G21(x; z)�2(x� y) = 0 =) G21(x; y) = 0;

(4.11.1)

et de la même manière on déduit G14(x;y)

Z
dz3G41(x; z) (G11(z;y) +G12(z;y) +G13(z;y) +G14(z;y)) = �44�

2(x� y)Z
dz3G41(x; z)

�
0 + 0 + 0�m2�2(z � y)

�
= �44�

2(x� y)

G14(x; y) =
�1
m2

�2(x� y);

et

Z
dz2G22(x; z) (G21(z;y) +G22(z;y) +G23(z;y) +G24(z;y)) = �11�

2(x� y)Z
dz3G22(x; z)

�
0 + 0 + �2(x� y)� @2�2(x� y)

�
= 0

@2G22(x;y) = 0:

On dé�nit les autres éléments de la même maniére que les examples précédents. Les

crochets de Dirac des variables dynamiques sont pris selon l�équation suivante

fF (x); G(y)gD = fF (x); G(y)g �
Z Z

du2dv2 fF (x); �k(u)gG�kw(u;v) f�w(v); G(y)g :
(4.11.2)
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D�aprés la matrice inverse (2.6.13) et la relation du crochet de Dirac précédente, les

crochets de Dirac de ce systéme s�écrivent

fF (x); G(y)gD = fF (x); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
1(u)gG�12(u;v) f
2(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
1(u)gG�13(u;v) f
3(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
1(u)gG�14(u;v) f
4(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
2(u)gG�23(u;v) f
3(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
3(u)gG�31(u;v) f
1(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
3(u)gG�32(u;v) f
2(v); G(y)g

�
Z Z

du2dv2 fF (x);
4(u)gG�41(u;v) f
1(v); G(y)g :

On calcule fBi(x); Bj(y)gD

fBi(x); Bj(y)gD = fBi(x); Bj(y)g

�
Z
dv2du2

n
Bi(x);

�
�1 +

m

2
B2
�
(u)
o
�2(u� v)

n�
�2 �

m

2
B1
�
(v); Bj(y)

o
+

Z
dv2du2

n
Bi(x);

�
�2 �

m

2
B1
�
(u)
o
�2(u� v)

n�
�1 +

m

2
B2
�
(v); Bj(y)

o
:

Donc

fBi(x); Bj(y)gD =
Z
dv2du2

�
�i1�

3(x� u)
�
�3(u� v)

�
�j2�

3(y � u)
�

�
Z
dv2du2

�
�i2�

3(x� u)
�
�2(u� v)

�
�j1�

3(y � u)
�

=
1

m
(�i1�j2 � �i2�j1)�

2(x� y):

On déduit alors le crochet de Dirac

fBi(x);Bj(y)gD =
"0ij
m
�2(x� y) (4.11.3)
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Résumé
Ce travail de thèse étudie la question de la quantification des systèmes physiques singuliers ayant des

contraintes.  Il  met  l’accent  sur  une  méthode  particulière,  dite  la  méthode  des  constantes  d'intégration
généralisée, qui est une méthode simple, directe, et accessible, n'exigeant pas des outils mathématiques très
avancées. Son principe est d'utiliser le développement limité de la solution des équations de mouvement au
voisinage de l'instant initial, et se servir des conditions initiales pour déduire les crochets nécessaires à la
quantification canonique, par de simples identifications.
 Plusieurs systèmes sont traités avec succès, à commencer par le champ de Klein-Gordon qui est un
champ régulier, dont la quantification est relativement simple.  A l’opposé, le champ de Maxwell présentant
une  symétrie  de  jauge  est  un  champ  singulier,  et  nécessite  plus  d’effort  pour  résoudre  les  difficultés
rencontrées.  Dans les deux cas,  la quantification s’est faite dans l’espace des positions et dans  l’espace des
impulsions.

Par la suite, une étude du champ de Proca, décrit par un lagrangien contenant un terme de masse,
brisant sa symétrie de jauge, est effectuée et elle s’est soldée par l’obtention des bons crochets des variables
fondamentales. A la fin, l'action de Stueckelberg qui est une formulation invariante de jauge du champ de
Proca, obtenue suite au couplage du terme de masse avec un champ scalaire réel est quantifiée, suivant les
étapes claires et directes de la méthode des constantes d'intégration généralisées.

Abstract 
 This thesis studies the question of the canonical quantification of singular physical systems with

constraints. It focuses on a particular method, called the method of generalized integration constants, which
is a simple, direct, and an accessible method, not requiring very advanced mathematical tools. Its principle is
to use the Taylor expansion of the solution of the motion equations near the initial instant, and to use the
initial conditions to deduce the brackets necessary for the canonical quantification, by simple identifications

Several systems are successfully treated, starting with the Klein-Gordon field which is a regular field,
so its quantification is relatively simple. In contrast,  the Maxwell  field is a singular system with gauge
symmetry,  and  requires  more  subtility  to  resolve  the  difficulties  encountered.   In  both  cases,  the
quantification is performed in the positions space and in the impulses space.

Subsequently, the Proca field, described by a Lagrangian containing a mass term, breaking its gauge
symmetry,  is  studied and we obtain the correct brackets for the fundamental variables.  At the end, the
Stueckelberg  action  which  is  a  gauge invariant  formulation  of  the  Proca  field,  obtained  following the
coupling of the mass term with a real scalar field, is quantized following the different steps of the method of
generalized integration constants. 

ملخص
 نركز فيها  على  طريقة ثوابت التكامل، حيثتدرس هذه الأطروحة مسألة التكميم القانوني للأنظمة الفيزيائية الفردية ذات القيود        

الحاجة إلى أدوات رياضية متقدمة للغاية. تعتمد هذه الطريقة على النشر المحدود لحل غنية عن المعممة، وهي طريقة بسيطة و مباشرة، 
 لاستنتاج الأقواس اللازمة للتكميم القانوني، عن طريقئيةمعادلات الحركة بالقرب من اللحظة الأولية، بالإضافة لاستخدام الشروط الابتدا

          .المطابقة البسيطة
تمت دراسة العديد من الأنظمة بنجاح، بدءًا من حقل كلاين-جوردون وهو حقل منتظم،  وتكميمه القانوني بسيط نسبيًا.  في المقابل، فإن      

حقل ماكسويل ذو التماثل المقياسي هو حقل فردي، ويتطلب المزيد من الجهد لحل الصعوبات التي تمت مواجهتها. في كلتا الحالتين، تم إجراء
                              .التكميم القانوني في فضاء المواضع وفي فضاء الأطوار

بعد ذلك، تمت دراسة حقل بروكا، الذي تحتوي دالة  لاغرانج على حد للكتلة، يكسر تماثله المقياسي، حيث تمكنا من الحصول على         
أقواس المتغيرات الأساسية المطلوبة. في النهاية، تطرقنا إلى دالة  لاغرانج لستوكلبرغ ، وهي صيغة استرجعت التماثل المقياسي  لحقل

بروكا،وقد تم الحصول عليها بعد اقتران الحد الذي يحتوى على الكتلة مع حقل سلمي حقيقي. التكميم القانوني قد تم بنجاح بإتباع الخطوات
                                                                       .الواضحة والمباشرة لطريقة ثوابت التكامل المعممة
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