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Introduction Générale

Dans la formulation de Heisenberg de la mécanique quantique, les équations d’évolu-
tion temporelle des opérateurs décrivant un systéme microscopique s’obtiennent grace a
un calcul de commutateurs, obtenus suite a la quantification canonique, fortement liée aux
crochets de Poisson dans le cas des systémes réguliers. Mais les systémes décrits par des
lagrangiens singuliers, donnant naissance a des systémes hamiltoniens avec contraintes,
ne peuvent pas étre quantifiés dans le cadre de la mécanique analytique par les crochets
de Poisson, d’ou l'intérét de ’étude des crochets de Dirac, mieux adaptés a la présence
des contraintes. Ce genre de systémes est bien présent en physique théorique, comme
c’est le cas des théories des champs de jauge, de la théorie du champ gravitationnel, de la
supersymétrie, ....

Ce travail de thése s’inscrit dans le cadre de I'application des méthodes de quantifica-
tion aux systémes avec contraintes. Autrement dit, son objectif principal est d’apporter
des éléments de réponse a la question suivante : « Comment procéder & la quantification
des systémes physiques ayant des contraintes ? ». En effet, plusieurs méthodes de quanti-
fication subsistent, a savoir, le formalisme de Dirac [1, 2] et la méthode de Faddeev-Jackiw
[3], ainsi qu’une nouvelle approche appelée la méthode des constantes d’intégration géné-
ralisée [1, 5, 6, 7].

La méthode de Dirac [, 2], qui une généralisation de la mécanique hamiltonienne, est
la méthode standard qui permet d’étudier les systémes avec contraintes afin de détermi-
ner les crochets des variables fondamentales (coordonnées et moments généralisés). L’idée
principale de cette méthode qui s’applique aux systémes décrits par des lagrangiens sin-
guliers, est d’abord de déterminer les contraintes primaires résultant de la définition des
moments conjugués. Ensuite, des conditions de consistance sont imposées a ces contraintes,
ce qui peut faire resortir de nouvelles contraintes appelées les contraintes secondaires.

L’ensemble de toutes les contraintes seront classées en contraintes de premiére classe
générant des symétries de jauge qui doivent étre fixées par des conditions supplémentaires,
ainsi que des contraintes de deuxiéme classe, qui permettent de definir le crochet de Dirac
généralisant le crochet de Poisson. Le formalisme de Dirac est cohérent, complet et bien

élaboré pour les systémes ayant des contraintes, mais il nécessite beaucoup de concepts
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et de nombreuses étapes pour sa mise en ceuvre. En particulier, il faut déterminer toutes
les contraintes, pour ensuite les classer en premiére et en deuxieéme classe.

Il existe une méthode alternative pour étudier ces systémes d’une maniére différente et
plus simple, c’est approche de Faddeev — Jackiw [3]. Avec cette méthode, il faut d’abord
rendre le lagrangien linéaire par rapport aux vitesses, dans le but de calculer la matrice
symplectique, résultant des équations d’Euler-Lagrange. A ce stade on peut distinguer
deux cas : le cas ot ’on peut calculer la matrice inverse de la matrice symplectique, dont
les éléments sont les crochets de Dirac, et le deuxiéme cas ol la matrice symplectique est
singuliére, ce qui est la marque de présence des contraintes, qui doivent étre incorporées
dans le lagrangien. Il faut recalculer la matrice symplectique avec le nouveau lagrangien,
pour tomber dans I'un des deux cas précédents. La procédure va se poursuivre jusqu’a
I’obtention d’une matrice réguliere inversible, dont I'inversion donne directement les cro-
chets souhaités. Dans cette approche, la classification des contraintes est sans intérét,
contrairement a la méthode de Dirac.

Récemment, une autre approche directe et simple, dite la méthode des constantes
d’intégration "CI" généralisée [4, 5, 6, 7], a permis de quantifier plusieurs systémes avec
succes en théorie des champs. Il s’agit d'une généralisation de la méthode des constantes
d’intégration "CI" [8, 9] qui repose entierement sur la connaissance de la solution ana-
lytique des équations de mouvement et 1'utilisation des constantes d’intégration pour la
détermination des crochets des variables fondamentales. La méthode "CI" généralisée se
contente du développement limité de Taylor & I'ordre un de la solution des équataions de
mouvement au voisinage de l'instant initial, en partant de conditions initiales quelconques,
au lieu d’utiliser la solution compléte. Autrement dit, c¢’est les conditions initiales qui vont
jouer le role des constantes d’intégration.

La méthode des constantes d’intégration généralisée (GCI) postule les équations de
Hamilton en terme de crochets de Dirac proches de l'instant initial, ce qui permet de
déduire les crochets relatifs aux conditions initiales. Ensuite, les crochets des variables
fondamentales (coordonnées et impulsions conjuguées) a tout instant ultérieur sont ob-
tenus en remplagant les conditions initiales dans les expressions entre crochets par les
variables fondamentales correspondantes, car la forme des crochets de Dirac reste inchan-
gée dans le temps dans le cas d’un systéme autonome.

La méthode GCI ne donne pas beaucoup d’importance aux contraintes, encore moins
a leur classification et surtout elle ne nécessite pas des outils mathématiques trés avanceés.
Elle est simple et directe, et elle repose sur I'identification, en se servant du développe-
ment limité de la solution des équations d’Euler-Lagrange et les équations de Hamilton
exprimées en terme du crochet de Dirac a I'instant initial. Elle arrive a reproduire pas mal
de résultats déja établis en théorie des champs, & commencer par les champs de Klein-

Gordon, Dirac et Maxwell [0]. Le champ de Proca décrivant des particules massives de



spin 1, ainsi que sa version invariante de jauge due & Strueckelberg, sont aussi traités avec
a l'aide de la méthode des constantes d’intégration généralisée [7].

Pour ce faire, le manuscrit est organisé en quatre chapitres. Dans le chapitre un, nous
rappelons quelques notions fondamentales de la mécanique analytique dans ses formula-
tions lagrangienne et hamiltonienne, suivi de son extension a la théorie des champs. Le
chapitre deux est consacré a I’exposé du formalisme de Dirac, avec certaines applications
a des systemes avec contraintes telles que le le champ de Maxwell et le champ de Proca. Le
chapitre trois met en avant la méthode de Faddeev-Jackiw, suivie d'une étude d’exemples
physiquement intéressants comme le champ de Maxwell. Dans le chapitre quatre, plu-
sieurs systémes singuliers sont traités a ’aide de la méthode des constantes d’intégration

généralisée (GCI), afin de mettre a I’épreuve son efficacité en théorie des champs.



CHAPITRE

Formalisme de la
mécanique analytique en

théorie des champs

La mécanique analytique est apparue entre 1750-1850 suite aux travaux des mathéma-
ticiens tels que Joseph-Louis Lagrange et William Rowan Hamilton, comme une reformu-
lation trés mathématisée de la mécanique newtonienne. La mécanique analytique utilise
des fonctions mathématiques appelées "lagrangiens" et "hamiltoniens" qui décrivent le
systéme dans son ensemble, en se basant principalement sur des trajectoires tracées entre
deux points de I’espace des configurations.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on va présenter un rappel de la mécanique
analytique [10, 11] en commencant par aborder quelques notions fondamentales, notam-
ment la définition du lagrangien et des coordonnées généralisées. Ensuite, Nous allons
revenir sur le principe variationnel pour déterminer les équations de mouvement. Grace
a la transformation de Legendre, on va explorer le formalisme de Hamilton, incluant les
moments généralisés et les crochets de Poisson. Cette partie se termine par un exposé sur
la quantification canonique qui permet de faire la transition de la mécanique classique a
la mécanique quantique standard.

Dans la deuxiéme partie, nous allons nous intéressés au passage des points matériels
a la théorie des champs [10], dans le but de comprendre comment la quantification cano-
nique va donner naissance & la théorie quantique des champs. Cette théorie développée
dans les années 1930 pour unifier la mécanique quantique et la relativité restreinte, permet
de décrire les particules subatomiques en tenant compte des principes de la mécanique
quantique tout en respectant les principes de la relativité restreinte. Dans cette théorie,
au lieu de considérer des particules ponctuelles comme dans la mécanique quantique tra-

ditionnelle, on travaille plutot avec des champs quantiques qui remplissent tout I'espace.
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1.1 Formalisme lagrangien

Considérons un systéme dynamique caractérisé par N coordonnées généralisées notées
q1, G2, ---, qn €t leurs vitesses généralisées ¢, go, ..., ¢n. La fonction dépendant des positions
et des vitesses qui caractérise notre systéme est appelée le lagrangien, noté L(q;, ¢;,t).
Cette fonction représente souvent la différence entre les énergies cinétique 1" et potentielle
U exprimée par la relation L = T'— U. En d’autres termes, c’est la relation qui permet de
quantifier en chaque point de la trajectoire, I’échange entre I’énergie cinétique et 1’énergie
potentielle.

Afin de formuler les équations de Lagrange, il faut exprimer une autre quantité déter-
minante appelée 'action .S, qui est définie comme l'intégrale du lagrangien L par rapport

au temps entre deux instants ¢; et ¢;. Mathématiquement, cela s’exprime comme suit

Ly

t;

La variation de cette action S entre deux trajectoires la premiére notée ¢;(t), et la deuxiéme

notée ¢;(t) +9q;(t), o dg;(t) représente ’écart infinitésimal entre les deux trajectoires, est

ty
59 = /dt (L(gs + 65, 6 + 865, 8) — L{qs, ). (1.1.2)

t;
En développant le lagrangien L au premier ordre, on obtient

ty

. oL oL _. .
08 = /dt L(qi, Gist) + 5—0q; + ——0G; — L(qi, 4, t) | -
A 04; 9q;
Sachant que la variation (§) commute avec la dérivée différentielle (<), on peut écrire
que g—i (%q,-) = g—i%(éqi). En appliquant ensuite, une intégration par parties au troi-

siéme termeg—iéqi, nous obtenons g—i&ﬁ = % (g—ié%) — % <g—i> 0¢;. En substituant cette

expression dans 1’équation précédente, nous pouvons la réécrire de la maniére suivante

t

f
oL d (0L d (0L
t

i

t

f
oL d oL oL
= [ (5 - g ) o 5

t;

ty

ti
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Nous postulons ici que toutes les trajectoires passent par les mémes extrémités, repré-
sentées respectivement par les valeurs initiales ¢ (t;) et finales ¢ (t¢) des coordonnées gé-
néralisées, c’est-a-dire, nous choisissons des chemins tels que dq(t;) = dq(ts) = 0. Cette
condition conduit & ’annulation du dernier terme. Le principe de moindre action stipule

que ’action doit étre stationnaire 6.5 = 0, d’ou I’égalité

tr (OL dOL
- — dt.

La seule facon pour que cette intégrale soit égale a zéro pour toutes les variations indé-

pendantes du chemin dg;(t), est d’imposer aux trajectoires réelles les équations suivantes :

doL dL
dt g 0q;

i=1,.,N (1.1.3)

Ces équations différentielles sont appelées les équations d’Euler-Lagrange décrivant 1’évo-
lution temporelle des coordonnées généralisées d’un systéme.

Dans les systémes mécaniques, les forces de liaison sont des forces internes qui lient
les différentes parties de ce systéme. Par conséquent, les grandeurs physiques ne sont pas
toutes indépendantes, ce qui se traduit par des contraintes holonomes, dépendantes des

coordonnées et du temps, sous la forme
Pm(qit) =0 m=1,..,M. (1.1.4)

Ces M relations de ce type laissent seulement N— M coordonnées indépendantes. Afin
de résoudre ce probléme, on introduit un nouveau lagrangien L, par I'addition des com-

binaisons linéaires des contraintes A,,¢,, au lagrangien L(g;, ¢;)

ou les \,,, m = 1,..., M sont des multiplicateurs de Lagrange qui sont totalement ar-
bitraires, et qu'on les considére comme des nouvelles variables dynamiques. Donc, les
multiplicateurs de Lagrange et les coordonnées généralisées ¢; forment ensemble N + M

parametres, qui conduisent aux équations de mouvement suivantes

d (0L\ OL d (OL\ OL Oy, N
d { oL oL
%(W>_W:0 = Omlaint) =0 m=1.M (LL7)
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La somme A, 8% peut étre interprétée comme une force de contrainte généralisée. Les

derniéres equatlons reproduisent exactement les contraintes du départ.

1.2 Formalisme hamiltonien

Comme nous avons vu précédemment, le formalisme de Lagrange fournit une descrip-
tion de la dynamique d’un systeme ayant N degrés de liberté qui s’exprime a travers N
équations différentielles du second ordre. Dans ce qui suit, nous exposons le formalisme
hamiltonien reformulé par Hamilton en 1827. C’est une autre fagon d’exprimer les équa-
tions dynamiques du mouvement d’un systéme sous forme de 2N équations différentielles
du premier ordre, au lieu des N équations lagrangiennes du second ordre. Le passage
du formalisme lagrangien au formalisme hamiltonien se fait en introduisant d’abord les

moments conjugués p; associés aux coordonnées généralisées ¢; par les relations

oL
P = i:1,...,N. 1.2.1
P 94 ( )
En utilisant le résultat précédent, on peut réécrire les équations de Lagrange %g—é = g—i
sous la forme oL
); = 7= 1,...,N. 1.2.2

Le lagrangien L(q;, ¢;,t) est une fonction des coordonnées ¢;, de leurs dérivées tempo-
relles ¢; et du temps. On définit le hamiltonien comme étant la transformée de Legendre
du lagrangien par rapport aux variables ¢;. Par conséquent, le hamiltonien du systéme est

alors donné par

H(qi, pist szqz (1.2.3)

ol, bien str toutes les vitesses généralisées ¢; sont écrites en fonction des coordonnées g;
et des moments p;. Nous pouvons définir I'action en terme du hamiltonien comme dans

la derniére section
ty ty
S = /Ldt = / (pidi — H(qi, pi, t)) dt.
t; ti

Comme les équations de mouvement découlent du principe de moindre action, on peut

obtenir ces équations directement & partir de la forme précédente de ’action. En effet, la
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variation de I'action est donnée par

tf

H H

08 = / (52%(11 + pidg; — 8—5% — 8—5Pi> dt
s dg; Op;
tf
d oH oH
= 0pigi + — (pidq;) — pidq; — =—0q; — =—0p; | dt

/(pq+dt(p @) — pidq 90 0%~ p)

t;
t

f
. OH ) OH ¢
T (=2 o~ (5 20
t

i

Le dernier terme disparait puisque nous avons fixé les extrémités de tous les chemins
(0g;(t;) = dqi(ty) = 0). Le principe de moindre action stipule que la variation de I’action
est égale & zéro pour le chemin réel .5 = 0, de plus les variables p; et ¢; sont indépendantes
et arbitraires, on conclut alors que les deux expressions entre parenthéses sont nulles, ce

qui conduit aux équations de Hamilton

. OH . _ OH
G— g, =0 = =3, t=1.,N

(1.2.4)

Ces équations de mouvement exprimées en termes des variables p; et ¢; de 'espace des

phases, qui sont aussi appelées les équations canoniques de Hamilton.

1.3 Crochets de Poisson et quantification canonique

Les crochets de Poisson sont des expressions mathématiques jouant un role essentiel
dans I’étude de la dynamique classique, qui la fait paraitre dans une forme presque iden-

tique & la mécanique quantique. Si f(q1, ..., qn, P1, -, PN, t) €t g(q1, .-, qn, P15 -, PN, T) SONE
deux fonctions sur I’espace des phases, le crochet de Poisson est défini comme étant

N rof a9 Af dg
{f.9} =) <8qi " T 8qi) (1.3.1)

i=1

ol ¢; et p; sont respectivement les coordonnées généralisées et les impulsions conjuguées.
Les crochets de Poisson respectent les propriétés

*) Antisymétrique {f,9}=—{f g}

**) Bilinéarerité {afi +bf2,9} = a{f1,9} +b{f2, 9}

*#*) Regle de Leibniz  {f1f2, 9} = fi{f2, g} + {f1, 9} f2

) Identité de Jacobi  {f,{g,h}} +{h,{f,9}} +{9,{h, f}} =0
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Les crochets de Poisson des variables canoniques sont appelés les crochets de Poisson

fondamentaux. Ils sont donnés par

{gk.q;} =0 5 {pe,pi} =0 5 A{ae.pi} = —{pk. ¢} = 0ju. (1.3.2)

Les crochets de Poisson peuvent étre utilisés pour décrire les équations de Hamilton :

la dérivée temporelle d’une fonction f = f (¢1,...,9n, P15 .., PN, ) S’écrit

f= Z <8f p) + % (1.3.3)

A T’aide des équations (1.2.4) et (1.3.1), on réécrit 'équation précédente

. af
f=4fH}+ —=. (1.3.4)
ot
En particulier, les équations de Hamilton peuvent s’écrire sous la forme

G ={q¢,H} et p;,={p,H} i1=1,...,N. (1.3.5)

La formulation par les crochets de Poisson de la mécanique hamiltonienne met ’accent
sur un lien direct entre la mécanique classique et la mécanique quantique. Le passage entre
les deux se fait en remplagant les variables dynamiques A(g;, p;,t) de l'espace des phases
par des opérateurs A((ji, pi, t) agissant dans un espace de Hilbert. La quantification cano-
nique est basé sur 'utilisation de crochets de Poisson pour déterminer les commutateurs

des différents opérateurs quantiques gréace a la relation de Dirac

(A, B] = ih{A, B} (1.3.6)
ol /i est la constante de Planck réduite et 7 est le nombre imaginaire pur (i = —1), tandis

—

que {A, B} est 'opérateur correspondant a Pexpression classique résultant du calcul du
crochet de Poisson {A, B}. En particulier, les commutateurs canoniques des opérateurs

des coordonnées et les impulsions s’écrivent
[Gi, P;] = 1ho;; [pi,Dj] =0 [¢i, 4] =0 1,7 =1...N. (1.3.7)

Les équations de Heisenberg décrivant I’évolution temporelle d’un opérateur quantique,

s’expriment a ’aide des commutateurs

dAgy 1. 0Ax
— = oA ) + <—8t ) (1.3.8)
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oit Hy est lopérateur hamiltonien. Ainsi, les équations de Heisenberg relatives aux opé-
rateurs fondamentaux sont trés similaires & celles de la formulation de Hamilton de la

mécanique classique (1.3.5) car

W = —11g;, H i=1.N

dpi _ _i[s T -

(1.3.9)

D’une maniére équivalente, on peut décrire ’évolution d’un systéme en mécanique

quantique & I'aide de I’équation de Schrodinger
L d -
zhE |W(t), =HI|U(1)),. (1.3.10)

Dans la représentation de Heisenberg, I'état du systéme |¥()) ,; est indépendant du temps,
et les opérateurs Ay évoluent dans le temps, tandis que dans la représentation de Schro-
dinger, les opérateurs sont indépendants du temps A, et I'état du systéme évolue |¥(t)),

dans le temps.

1.4 Fonctionnelles et dérivées fonctionnelles

La théorie quantique des champs a été développée & partir des années 1930 afin de
résoudre les difficultés principales de la mécanique quantique, particuliérement son exten-
sion relativiste. Dans cette partie nous allons exposer les points essensiels des formulations
lagrangienne et hamiltonienne de la théorie des champs indispensables pour faire le pas-
sage de la théorie des champs classique vers la théorie quantique des champs, grace a la
quantification canonique.

La théorie des champs permet d’étudier I’évolution d’un systéme avec un nombre
arbitraire des particules N, décrites par des champs ayant une infinité de degré de liberté.
Dans ce cas, on remplace ’ensemble des coordonnées généralisées ¢;(t) dépendants du
temps, par des champs ¢, (Z,t) = p.(2*), définis en tout point de l'espace ¥ et a tout
instant .

Le cadre mathématique que nous utiliserons pour faire les calculs en théorie des champs
repose sur les notions de fonctionnelles et des dérivées fonctionnelles. Une fonctionnelle
F sur I'espace est une forme linéaire qui associe aux champs ¢, défini dans I'espace, cette

fonctionnelle F' (p,) s’écrit souvent sous forme intégrale

F(pa) = /dw3f (soa(f:)ﬁ%(f)) (1.4.1)

11



Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

ou f <<,0a, 6(,061) est I'expression de la densité associée a la fonctionnelle F'. Autrement dit,
une fonctionnelle est une fonction de fonctions.

La variation fonctionnelle de F' généralise la notion de la différentielle d’une fonction
f(z1,...,x,), donnée par df = > 7, %dzi ou dx; est une variation infinitésimale de z;.
En effet, soit d¢, une variation du champ ¢, telle que dp,(7) est infinitésimale quelque

soit Z. La variation fonctionnelle de F' est définie par analogie a la différentielle totale par

OF
oF Pa) = F Yo + (SSDa - F Pa) = /dl'g ( = (SQOQ f)) 1.4.2
(pa) = F (pa+82) = F () o el (142)
ol 6<p5§f) est la dérivée fonctionnelle de F' par rapport au champ ¢, au point #. Mais nous

avons F' (p,) = [daf (goa(f),ﬁgoa(f» , d’out

OF = F (pa+00a) = F (pa)
= [ a5 £ (4u@ + 500(&). Fia@) + 59u(@) — [ 5 (0(d). Fiu(@)

of
Dq(7)

— [ az* | steu@ Feula) + 5p4(3) +m-6(%a@>)
- / da® [ (0 (), V gal@))

Par conséquent,

5F = / i %6%(5) P

a(T) m 0 (ﬁ%(f)) (1.4.3)

En admettant que la dérivation et la variation commutent § (6%(5}) = V (6¢a(2)), le

deuxiéme terme va s’écrire

12



Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

En injectant cette expression dans I’équation (1.4.3), on trouve que

of = of ,
5F:/dx3 ) -V m 0pa(T)

s [ 9f 7
+/dm \Y a(ﬁ(pg(f)) 3pq ()

Le dernier terme est nul. En effet, selon le théoréeme de Gauss-Ostrogradski, I'intégrale
sur un volume €2 de la divergence d’un champ est égale au flux de ce champ a travers une

surface fermée 02 qui délimite ce volume

- —> — —
/V-Ada:3:/ A-dS.
Q oN

Dans notre cas, les variations dp,(t, Z) sont supposées nulles sur la surface d’intégration,

ce qui annule l'intégrale de surface. La situation se généralise aux cas des intégrales sur

/ @La“dx‘1 = / a'-dS, =0
Q a0

ou dS,, est 'élément de volume spatial fermé, a#(Z,t) est un champ de quadrivecteur nul

I’espace temps

sur la frontiere 0Q2.Finalement, la variation 0 F' de la fonctionnelle F' se réduit & la forme

— | a® of g|_9F 7). A.
5F_/d Gt =V () 50u(7) (1.4.5)

La comparaison avec (1.4.3) nous permet de déduire 'expression des dérivées fonction-

nelles de I en fonction de sa densité f

OF of & of

A G A T e

(1.4.6)

Ici, dans 'expression de la densité f = f (goa(a?), ﬁgpa(f)> , les champs doivent étre ex-
primés en fonction de 'argument Z. Cette expression mathématique joue un role essentiel
dans les calculs de la théorie des champs, car elle rameéne les dérivées fonctionnelles d’une
fonctionnelle aux dérivées partielles de sa densité.

Par exemple si F' = (7)), il suffit de 'écrire sous la forme F = [ dz3p,(Z)6(§ — )
pour déduire la densité f = ¢,(Z)d(§ — &). L’utilisation de la formule (1.4.6), se solde par

13
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le resultat

don(¥) S
=0,0(y — ). 1.4.
5900‘(3—:») 5b6(y x) ( 7)
On a aussi,
5@”(@& = _ / Az op(2)* 6(F — &) = apy(B)*1006(F — ). (1.4.8)
0¢a(7) 0pa(7)
Maintenant si F' = 9,,¢,(9), alors F = [ dz?0,,04(2)0(§ — ¥) = — [ da’pp()0,,0(¢ — @),
d’ou Pexpression de la densité f = —p,(2)0;0(y — 7). La dérivée fonctionnelle va étre
00y,00(%) o =
- = —0y 0.,0(y — X). 1.4.9
690a( ) b (3/ ) ( )

Dans ce qui suit, nous allons prendre en considération la dépendance temporelle des
champs ¢, = @,(t, Z), car il s’agit bien du cas qui nous intéresse. En effet, on peut toujours

définir une fonctionnelle sur I’espace de la forme

F ) 0u®) = [ 421 (9ult.2). Vst 0a00) . (1420

Notez bien que l'intégration se fait sur tout l'espace, et le temps joue seulement le role
d’un parameétre qui ne varie pas dans le calcul de cette intégrale. C’est pour cette raison
que ’évolution de F nécessite a la fois la connaissance de ¢, (t, ¥) et de ¢, (t, Z) qui doivent

étre considérées comme des champs indépendants. Dans ce cas, la variation de F' sera

OF oF
6F = [ do® | ————=-0p4(t, %) + —————=0pa(t, %) | . 1.4.11
[ @t (et + b0t ) (141)
En utilisant Pexpression (1.4.10), et grace & un calcul similaire au calcul effectué ci-

desous, on obtient la variation de la fonctionnelle F’

s [ (25 [~ Y\ onens 2 sien
Dpa(t, T) 9 <V30a(t, f)> 0pa(t, T)

(1.4.12)
Finalement, aprés une identification des équations (1.4.11) et (1.4.12), on aboutit aux

dérivées fonctionnelles de la fonctinnelle F' par rapport aux champs ¢, (t, Z) et ¢, (t, %)

oF of . of
= -Vl 1.4.13
Soult®) | Opalts ) 0 (Feult. ) 413
= o (1.4.14)

50a(t,7)  O¢a(t, T)

14



Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

Puisque la densité f (gpa(t, 7),Va(t, T), @alt, :17)) ne dépend pas de Vi, (t, ), on conclut

que v <%) = 0. Ainsi les équations précédentes peuvent se mettre sous les

formes symétriques

SF _ of o ﬁ | of
52u(td) — Dpa(td) 3(Va(t.3)) (1.4.15)

30a(t.D) — Opalt,T)

En particulier, I'utilisation de la fonction delta de Dirac permet de déduire les relations

ci-dessous
6(pb(t7 g) — — 5ay'(pb(t> ?7) — — &Pb(t» :J)
———— =00y —Z) ; =t =0y 0.,,0(y—7 ;. =
&Pa(tax) ’ (?J ) &Pa(tvx) ’ (?J ) 5@@( ax) (1 A 16)
On a aussi
590b<t72j) _sas(~ & . 6ay230b(t7g) _ a - o . 690b<t72j) _
N B A Y TN O R At A X O o

1.5 Formalisme lagrangien en théorie des champs

En théorie des champs, ’état d’un systéme est décrit par N champs ¢,(t,Z),a =1 N
qui remplissent tout I'espace 7, a tout instant ¢. Dans ce cas, le lagrangien L s’écrit comme

étant une intégrale par rapport a I'’espace d’une densité lagrangienne £

L= / AL (a(t, 7). Opipult, 7)) (1.5.1)

ou la densité lagrangienne £ (p,(t, Z), 0,pq(t, ¥)) est une fonction des champs ¢, (z#) =
@a(t, Z) et leurs dérivées spatiales et temporelles 9,¢,(Z,t) ou 8, € {¢'9;,9;}. On peut
alors déduire l'action S du systéme comme étant l'intégrale du lagrangien par rapport
au temps, cela revient a prendre 'intégrale sur tout d’espace-temps de la densité Lagran-

gienne

ty

S= / AL (0ot ), pu(t, F)) = / QAL (pu(t, T), Gult, 7). Diga(t, T)) (1.5.2)

t;
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

t

/
ou [dz* = [dt / dx®. La variation de 'action S est alors donnée par
ti

55 = / Ao £ (palt, F) + 6a(t, T), Dupalt, &) + 00 ,a(t, 7)) — / da L(o(t, 7), Oup(t, 7))
or or
I/dfﬁ4(£ (%(taf)yau%(t,f))ﬂLW&ba(taf) +W

- L ((Pa(ta f)v aﬂ@a(t f)) )a

0 (Oupal(t, T))

ol nous avons utilisé le fait que (0,0, (Z,t)) = 0, (0¢,(Z,t)) . Le troisiéme terme peut

se mettre sous la forme

oL L oL ) oL B
amoa(t,f))“a“%(“”‘a“<a<am<t,f>>5%“’ >> On (a<ausoa<t,f>>)59”:1“é 3))'

Maintenant, en utilisant ce dernier résultat, on déduit que la variation de ’action S

R K O A e R

+/d:c4a# (Wé%(t,@) :

D’apres le théoréeme de Gauss-Ostrogradski, la contribution du dernier terme est nulle,

sera

car il s’agit d’une quadri-divergence. Selon le principe de moindre action, 45 = 0, ce qui
permet d’avoir les équations d’Euler-Lagrange décrivant 1’évolution des champs ¢, (¢, %)

comme suit :

oL oL
et d) (ama(uf») =0 (15.4)

Ces équations respectent bien la symétrie relativiste entre ’espace et le temps, mais il est
également possible d’obtenir ces équations a partir d’un principe variationnel. por se faire

au lieu d’utiliser la densité lagrangienne £, on va utiliser le lagrangien L. En effet, on a

S = /dt L (¢q(Z,1), pa(t, T))

La variation de ’action S est alors donnée par

oL . oL . .
5= [ ar (WW‘“ Dt otz Pl x))

- [i(Gim @ (mwm)) eon [ g (o) o
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Chapitre : 1 Formalisme de la mécanique analytique en théorie des champs

ou nous avons effectué une intégration par parties sur le dernier terme de la premiére
ligne. Par ailleurs, la variation des champs ¢, (t, ) sur ces bornes d’intégration est nulle
dpa(ti, ) = dpa(ts, @) = 0, donc le troisiéme terme de la derniére ligne est nul. Le principe

de moindre action 65 = 0 conduit directement aux équations

5L 0 <6_L> _0 (1.5.5)

Opa(t,T) Ot \ 6¢a(t, )

Ces équations qui font intervenir les dérivées fonctionnelles ressemblent beaucoup aux

équations de la mécanique classiques. D’apres les relations (1.4.13) et (1.4.14) on déduit

que
oL oL oL
- Y, B (R 1.5.6
Sout. 7). Opalt ) <a<aisoa<t,:c>>> (15.6)
oL oL

(1.5.7)

50a(t,7)  Opa(t, ) |

En remplacant ce résultat dans (1.5.5), on obteint les équations de mouvement (1.5.4), ce

qui montre 1’équivalence des deux approches.

1.6 Formalisme hamiltonien en théorie des champs

En gardant la méme ’analogie avec la mécanique classique décrivant les points ponc-
tuels, donc le passage a la formulation hamiltonienne commence par la définition des
moments conjugués comme étant les dérivées fonctionnelles du lagrangien par rapport

aux dérivées temporelles des champs

. oL o
B ®) O D) (161

Le hamiltonien H et la densité hamiltonienne correspondante H sont définis par

H (g, ) = /dx?’H <<,0a, ﬁgoa; T, ﬁﬂ“) oun H <<,0a, ﬁ(pa; T, ﬁﬂ“) =7%, — L
(1.6.2)
ce qui sous-entend que les vitesses p, vont toutes s’exprimer en fonction des champs
et leurs moments conjugués. Donc, le hamiltonien va étre une fonctionnelle des champs
©a(t, T) et leurs moments conjugués 7%(t, Z), o le temps joue le role d'un paramétre.
Pour obtenir les équations de mouvement, on doit calculer la variation de hamiltonien,

en se servant de la définition de la dérivée fonctionnelle

6H = /d:c3 (((555 §pa + giana) : (1.6.3)
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Mais d’un autre coté,

SH =6 ( / dmsﬂ“gba> Y

= /dw3 (0T Pa + TH0D,) — /d:c3 oL 0pq + 5—,L<5gba .
0 0pq

D’aprer (1.6.1), (1.5.5), on a les relations % = 7% et Ji—i =2 <£§a> = 2 (7%), alors

I’équation précédente se réduit a
§H = / dz® (0T — T0¢pg) - (1.6.4)

En comparant les expression (1.6.4) et (1.6.3), on déduit les équations de Hamilton rela-

tives a la théorie des champs

gb _ 6H
a (571'”‘
(1.6.5)
sa OH
T = _5<pa

Il y a une autre méthode pour retrouver ces résultats, mais avec la densité hamilto-

nienne du systéme qui dépend explicitement de (goa, ﬁgpa, e, 671'(1) . En effet,

0H = 5/dx3H (wa,ﬁgoa;wa,ﬁwa)
oH o + 8—H> -0 (ﬁﬂ“)

= /dx3 a—Hégoa + 8—H> -0 (ﬁgoa) o 5 (ﬁﬂa

D¢q o (6%

Apreés une intégration par parties du deuxiéme et du quatriéme termes, et en appliquant

le théoréme de Gauss-Ostrograski, I’équation précédente s’écrit sous la forme

= [ (25 (2o (2. [~ ) ) o
Ipa OV, o 0 <V7r“>

(1.6.6)
Par comparaison de cette équation avec ’équation (1.6.4), on déduit la forme suivante

des équations de Hamilton

(1.6.7)

18
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1.7 Crochets de Poisson en théorie des champs

Le crochet de Poisson se généralise facilement au cas des deux fonctionnelles A [¢,, 7,]

et B [paq, ) qui dépendent des champs ¢,(Z,t) et leurs moments conjugués (%, t)

0B(y) 0A(x) 0B(y)
A Y= /dz (590a (z) 6w (z) o7 (z) 5gpa(z))' (1.7.1)

Avec cette notation, il faut savoir que nous avons utilisé I’écriture en gras pour désigner les

vecteurs (¥ = x, ¥ =y et Z = z), et que les champs ¢, ainsi que les moments conjugués 7
sont pris au temps égal, méme dans les expressions des fonctionelles A [¢,, 7,] et B [¢a, T,
mais comme le temps joue le role d'un parametre dans le calcul des crochets de Poisson,
on a décidé d’omettre de I’écrire explicitement, afin d’éviter de le répéter inutilement.
Pour évaluer ces crochets, on a besoin de quelques relations mathématiques qu’on
a déja vues (1.4.16), a savoir, les dérivées fonctionnelles des champs et leurs moments

conjugués

0Pa(X) _ b5 07 (X) s
Sora) W=z L o = %0 —2). (1.7.2)
De méme 5ro(x) ()
T(x) ©a(x)
Sonz) 0 () (1.7.3)

A présent, nous pouvons calculer les trois crochets de Poisson entre les variables ¢, (x),
et m(y). En effet,

x) 0t (y)  0pa(x) o’(y)
1a(x), m(¥)} = / (5% (z) om¢(z)  Om°(z) 5906(2))
— [ @2 (% - 2)3t8%( - 2)
_ 5 S —y). (1.7.4)

On a aussi,
{90(1()()’ @b(Y)} =0 ) {ﬂ-a<x)’ Wb(Y)} = 0. (175}

C’est bien ces crochets qui remplacent en théorie des champs, les crochets habituels de la
mécanique analytique {z;,z;} = {p;,p;} = 0 et {z;, p;} = d;;.
Soit maintenant la fonctionnelle F' qui depend du temps a travers le temps figurant

dans les champs ¢, (7, t) et 7%(Z,t), dont I'expression est

Flpa(t), ma(t)] = / da’ f <<pa(t,f), wa(t,f);wa(t,f),wa(t,@) . (1.7.6)
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Afin de calculer %,

valle de temps infinitésimal. En effet,

commencons par examiner F' [, (t + ¢), m,(t + €)] ol € est un inter-

Flpa(t + ), ma(t + )] = /d:c3f (gpa(t+g,a?),ﬁgoa(t+e,:1?);7r“(t+s,:i-‘),ﬁ7r“(t+g,f))

:/dzx?’f (goa+6&pa,§<,0a—I—@av%;w“jta(97T ﬁwa—l—eaVW )

ot ot’ ot

of ps  Of OV, Of Or*  Of OVme
3 . .
“/dx (a% o v, Ot om0t gvne Ot )
(1.7.7)
Mais,
of Nea_ g, <q—f¢a) ~V- ( of >¢a (1.7.8)
N, O OV, IV,
9f ovm :ﬁ-< o1 ﬁa)—ﬁ-< of )7’?“. (1.7.9)
oVrme Ot oV oV
Alors,
Flpa(t + ), ma(t + )] = F [a(t), ma(t)] (1.7.10)
e for (5 -7 (o)) oo+ (5 -7 (52))7)
agpa 8V<,0a ore 6V7r“
(1.7.11)

ot nous avons annulé les termes de la divergence a ’aide du théoréme de Gauss-Ostrogradski.

En utilisant Pexpression (1.4.6) de la dérivée fonctionnelle, on aboutit a la relation

Floa(t+e),ma(t +¢)] — Flpa(t), ma(t)] = €/d:v3 (;jagba + g—iﬁ“) : (1.7.12)

Finalement, la dérivée F' = % de la fonctionnelle F' par rapport au temps va sous s’écrire

sous la forme

b =ty P O PO [ (58, IF )

e—0 g

(1.7.13)
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En se servant des équations de Hamilton (1.5.5), on obtient ’équation de 1’évolution

temporelle de la fonctionnelle F' a I’aide du crochets de Poisson

. oF 6H O0F 6H
F(t) = s — ={F H}. 1.7.14
0= [ (5o Fase ) = (FH) (17.14)

En particulier, les équations de Hamilton vont se mettre sous la forme

(1.7.15)

Ces équations prises avec les relations (1.7.4) et (1.7.5) sont essentielles pour étudier
I’évolution d’un systéme décrit par des champs qui occupent tout I'espace et qui évoluent
dans le temps.

La quantification canonique se fait en replagant les champs ¢, et 7® par des opérateurs
de champs ¢, et 7, dont les commutateurs s’obtiennent directement a partir des crochets
(1.7.4) et (1.7.5) comme suit :

[a(t, %), 70(t,y)] = ihd] 5(x —y), (1.7.16)

et,
[Ba(t,x), @u(t,x))] = [#°(t,y),7"(t,y)] = 0. (1.7.17)

Ces commutateurs permettent d’avoir les équations de mouvement grice aux équations
de Heisenberg ayant une forme analogue aux équations de Hamilton (1.7.15) . Autrement
dit,
S@alty) = =1 |@alt.y), ]
Sro(ty) =~ [A(ty), A

Ce chapitre se termine ici, aprés avoir vu les outils mathématiques nécessaires a la

(1.7.18)

description des champs. Un role particulier est joué par les dérivées fonctionnelles dans
les deux formulations lagrangienne et hamiltonienne, ainsi que dans le calcul des crochets

de Poisson.
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CHAPITRE

Formalisme de Dirac

Les systémes singuliers représentent une partie trés importante des lagrangiens décri-
vant des systémes physiques. Le champ éléctromagnétique, le champ spinoriel, ainsi que
le champ gravitationnel sont bel et bien des systémes singuliers.

Le premier a étudier ces systémes dans leur généralité est le physicien britanique
Paul Dirac dans un travail datant des années cinquante [I, 2]. Son approche est une
généralisation du formalisme hamiltonien pour prendre en considération la présence de
contraintes, caractérisant les systémes singuliers. Le résultat final est la définition du
crochet de Dirac qui se substitue au crochet de Poisson, mais sans violer ses propriétés.

Dans ce chapitre, nous allons faire un exposé de la méthode de Dirac et de son utilisa-

tion en théorie des champs, dans le but de procéder au traitement du champ de Maxwell
et de modele self-dual (SD).

2.1 Lagrangiens singuliers et contraintes

Soit un systéme décrit par un lagrangien L = L(g;, ¢;), fonction des coordonnées géné-
ralisées ¢; et des vitesses généralisées ¢;, ou? = 1, ..., N. Ce lagrangien est dit singulier, si les
moments conjugués p; = g—éet les coordonnées généralisées ne sont pas tous complétement
indépendants, ce qui revient a dire qu’il existe donc des relations du type ¢,,(q;, pi) = 0
avec m = 1,2,..., M appelées des contraintes primaires. Ainsi, la formulation hamilto-
nienne reposant sur l'indépendance des coordonnées et des moments conjugués, sera bien
altérée par cette situation, en 'occurrence les crochets de Poisson, ce qui va stirement
avoir des conséquences sur la quantification canonique.

Pour quantifier ces systémes, I'idée de Dirac est d’introduire un nouveau hamiltonien
Hr, obtenu par ’addition de combinaisons linéaires des contraintes \,,¢,, au hamiltonien

canonique H = ¢;p; — L, de telle sort que
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

Hrp est appelé le hamiltonien total et les A, sont des multiplicateurs de Lagrange qui sont
totalement arbitraires, et considérés comme étant des nouvelles variables dynamiques. Le

lagrangien associé a ce hamiltonien est

Ly = pi¢; — Hp (2-1-2>

ty
et l'action correspondante & ce lagrangien sera S = / L1(q;, ¢, t)dt. Le principe de
t;
moindre action 0S5 = 0 nous permet de déduire les équations du mouvement comme
suit :
ty

08 = / (0pidi + pidq; — 6 H — SApprn, — A0y, dt

t;
ty

t .
= pidgl,! +/ [(— i — Z—Z - )\m%) 0q;

t;

(s = B = X 2 ) Bpi — G| .

(2.1.3)

Comme le premier terme va s’annuler grace aux conditions aux limites, on obtient ’en-

semble des équations du mouvement

- _ __OH Obm -
G = + A, 5= i=1.N (2.1.4)
B =0 m = 1...M.

Ainsi, évolution temporelle F' = g—jqi + g—jpi d’une variable dynamique de 1’espace des

phase F'(q;, p;) va se mettre sous la forme

.. (OFOH OF 9H OF 0y, OF 0oy, | B
F= <8qi oy Ops 8%) m (aq,- 3 B 8q,~) . ¢m=0, (2.15)

ol ’on reconnait bien la définition du crochet de Poisson qu’il faut d’abord calculer avant

d’imposer les contraintes ¢,, = 0. Autrement dit,
F={F,H}+ \{F, ¢} ; ém=0. (2.1.6)

A cause des contraintes primaires ¢,, = 0, le systéme évolue nécessairement sur la surface
des contraintes. Pour rappeler cette régle, Dirac a introduit la notion d’égalité faible (=)

au lieu de I’égalité forte (=), qui est valable a condition de respecter les contraintes ¢,, =~ 0,
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

ainsi I’équation (2.1.6) devient
Fa{F H}+ A {F ¢n} = {F Hp}. (2.1.7)
En particulier, les équations d’évolution des variables canoniques seront

¢ ~{q, Hr} 5  pi=~{pi Hr}. (2.1.8)

La formulation de Dirac impose des conditions de consistance basées sur la conser-
vation des contraintes primaires ¢,, au cours du temps ¢,, =~ 0. mais grace a 1’équation

(2.1.7), cela est assuré si {¢,, Hr} =~ 0, d’ou les relations
{Dms H} + Xt {Dms G } =0 5 m/;m = 1...M. (2.1.9)

L’examen de ces conditions de consistance conduit & I'une des situations suivantes :

(i) Les conditions de consistance donnent des contradictions (1 = 0);

(ii) Les conditions de consistance sont systématiquement vérifiées (0 = 0), soit par un
calcul direct, soit il y a une reproduction de I'une des contraintes primaires, et l'itération
se termine. Cela peut s’accompagner par la détermination de quelques multiplicateurs ;

(iii) Tous les multiplicateurs de Lagrange )\, sont faiblement fixées, et dans ce cas, la
procédure itérative s’arréte aussi;

(iv) Des contraintes supplémentaires indépendantes des multiplicateurs \,,, et des
contraintes primaires ¢,,, vont apparaitre. Elles sont les contraintes secondaires xy, qui

doivent satisfaire les conditions de consistance

ol K est le nombre des contraintes secondaires. Cette procédure doit étre répétée jusqu’a
ce qu’il n’y est plus de nouvelles contraintes. Autrement-dit, on va se trouver dans 'un

des trois premiers cas précédents. Il s’agit 1a de I'algorithme de Dirac-Bergmann.

2.2 Classification des contraintes et crochets de Dirac

Apres la détermination des contraintes primaires et secondaires, il faut procéder &
une autre classification de ces contraintes en premiére et en deuxiéme classe. On dit
qu'une contrainte ¢; est de premiére classe si son crochet de Poisson avec toutes les

autres contraintes s’annule faiblement

{d;, 05} =0 Vi'e{l,..M+ K}. (2.2.1)

24



Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

La notation suivante ¢; représente une contrainte premiere ou secondaire, M représente
le nombre des contraintes primaires, K représente le nombre des contraintes secondaires.
On dit qu’une contrainte est de deuxiéme classe si son crochet de Poisson avec, au moins

une autre contrainte, est différent du zéro

{¢j,¢j/} ¢ 0 E'j/ € {1, LM+ K} (222)

D’apés ces définitions, toute contrainte de premiére classe ¢; ne va pas aider dans la
détermination des parametres \,,, car en lui appliquant la condition de consistance, on

aura

{0;, H} + M {0j,0m} =0 = {¢;,H} =0 (2.2.3)

Ainsi les contraintes de premiére classe engendrent une sorte d’indétermination dans 1’évo-
lution du systéme étudié. C’est exactement la caractéristique d’une symétrie de jauge.
Pour cette raison, on va d’abord étudier les systémes qui contiennent des contraintes
primaires et secondaires toutes de deuxiéme classe. Dans ce cas, nous utilisons les notations
suivantes : les &,,,m = 1...M pour les M contraintes primaires, les &,k =14+ M..M + K
pour les K contraintes secondaires. Dans I’ensemble, on va avoir R = M + K contraintes

qui sont notées &, = 1...R. Les R conditions de consistance (2.1.7) s’écrivent
{&, Hr} = {&, He} + A\ {6, &} = 0 m=1.Metr=1.R. (2.2.4)

11 s’agit d’un systéme d’équations linéaires de R équations avec M inconnues (ou M < R),
qui peut étre inversé afin d’obtenir les multiplicateurs de Lagrange \,, ainsi que des

identités nulles

Am R — {§m7§T/}—1 {gr’;Hc} m = 1M, r=1..R

" i (2.2.5)
0~ — {fragr’} {fr’a Hc} r=M+1..R,r =1...R.

En injectant 'expression des multiplicateurs de Lagrange dans I’équation (2.1.6), on trouve

que
Fa{F H}—{F ¢} {m &} {6, HY m=1.Metr' =1.R (2.2.6)

A Taide de (2.2.5) on a les identités {&,., 6.} " {6, H,} ~ 0, pour 7 = M + 1...R, par

conséquent, 1’équation précédente peut se mettre sous la forme

FrA{F H}—{F ¢} {&, 6} " {&v, H} 71 =1..R. (2.2.7)
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A ce stade, nous introduisons des nouveaux crochets appelés les crochets de

Dirac définis par

{F7 HC}D = {F7 HC} - {F7 ¢T} {57’: g?"’}_l {fru Hc} (228>
ainsi {F, H.} , représente le crochet de Dirac de F' et H..Avec ces crochets, nous aurons
F~{FH},. (2.2.9)

D’une fagon générale, les crochets de Dirac de deux quantités quelconques sont donnés
par

{f7g}D - {fag} - {f, gr} {£r7§r’}_1 {§T’7g}- (2210)

Les crochets de Dirac définis par ’équation (2.2.10) satisfont toutes les propriétés des

crochets de Poisson

{fL.atdp=—{9,f}p = {f. f}p=0 Antisymétrie)
{af +Bg,h}p = a{f h}p +8{g.h}p
{fg.h}p=Tf{g.h}p+{fh}pyg

{f g h}tp +{h AL 93}p +{9.{h. [}}p =0

{f,.&1=0
{fivtp = {f,n}

Linéarité)
Regle de Leibniz)
Identité de Jacobi)

& est de deuxieme classe)

(
(
(
(
(
(71 est de premiere classe)

ou f,g,h sont des quantités qui dépendent de p;, g;, et «, 8 sont des quantités réels.
Pour terminer cette section, supposons que nous sommes dans le cas ol nous avons
des contraintes de premiére classe 7, s = 1...S en plus des contraintes de deuxiéme classe
& 1r = 1...R (R est pair). La méthode de Dirac ne peut pas s’appliquer directement, il
faut ajouter des conditions supplémentaires (s (¢, p) ~ 0 ou s = 1...S, dont le nombre doit
étre égal a celui des contraintes de premiére classe, pour qu’elles deviennent de seconde
classe. Donc, si on note toutes ces contraintes comme (&, ..., & 5%,y s Vg3 Cryoes Cg) =
(y, o sVt s U6 U si1s - Wiyas ), les contraintes ¢, , h = 1...R 4 25 vont consti-
tuer les contraintes de ce systéme qui vont nous permettre de définir le crochet de Dirac

comme suit :

{f.otp={f 9} —{f, 0.} {v,.v,} {9} hH=1.R+2S (2.2.11)

Enfin, en termes de ces crochets de Dirac, nous avons pris en considération la présence
de toutes les contraintes, primaires et secondaires, de premiére et de deuxiéme classe, ce

qui n’était pas possible avec les cochets de Poisson.
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2.3 Exemples d’application

Exemple 1 Le systéme constitué d’une particule de masse m se déplagant sur la surface

d’une sphere de rayon R est décrit par le lagrangien

L:%(j:2+y?+z2)+w(m2+y2+z2—R2)

ol w est un multiplicateur de Lagrange jouissant du statut d’une variable indépendante.

En utilisant la définition des moments conjugués p; = g—(’; pour les variables z,v, z,w
respectivement, on obtient
Pz = ml“a Dy = mya Pz = mz’, Pw = 0.

A partir des équations précédentes, nous obtenons une seule contrainte primaire ¢; = p,,.

Le hamiltonien de ce systeme H = p,a@ + p,y + p.2 + p.w — L prend la forme

1
H:%(pi+p5+p§)—w(x2+y2+22—R2),

et le hamiltonien total est

1
Hy = H 4+ Anbm = 5— (07 + 0, +p2) —w (2" + 9" +2* = F*) + \ips

ol A; est un multiplicateur de Dirac. La condition de consistance él ~ {¢1,Hr} =~ 0 de

la contrainte primaire permet de trouver une contrainte secondaire
{61, H} + Ao {b1, 02} = 0= 2® + > + 2° — R* = 0.

La méme procédure pour la contrainte secondaire ¢; ~ x? + y? + 22 — R? va donner une

autre contrainte secondaire

{o1, H} + X {p1, 01} = 0 = 2p, +yp, + 2p. =~ 0.

Si on procede de la méme maniere avec la contrainte v, ~ xp, + yp, + 2p., on aboutit &

une autre contrainte

1
(o} + 0 fn ) 0= 2 (G (2440 40 (a2 424 2) ) =0

En appliquant les conditions de consistance a la contrainte secondaire 3 ~ ﬁ (pg + pg + pg) +

w (22 + y* + 2?), on obtient le multiplicateur \; &~ 0, et la procédure itérative s’arréte.
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Nous avons donc une seule contrainte primaire ¢; et trois secondaires 1, s, 3, qui

sont toutes de deuxiéme classe car

{01, 01} = {d1, 02} = 0; {1, 03} = —2R* # 0
{01, 02} ~ 2R? # 0; {p1, 3} = 0; {2, p3} =~ —8wR?.

Donc toutes les contraintes de ce systéme § = 01,5 = ¢1,§3 = 2,{s = 3 sont de

deuxiéme classe. Avec ces contraintes, on obtient la matrice de Dirac

0 0 0 —2R?
0 0 2R? 0

A= nga gj}]i,jzl,,_zl = 0 _oR? 0 _8wR? (2.3.1)
2R? 0 SwR? 0
et son inverse
0 Z 0 5w
1 [ 1] ?%_w 0 % 0
AT =[{a g .= ™ 212 . (2.3.2)
Jj=1..4 O ﬁ O O
gz 0 0

Ainsi, le crochet de Dirac des deux fonctions f et g se calcule par ’expression

{f.9}p=1{fi9} = {f.&3 & &) &9

En particulier, nous avons les crochets de Dirac suivants :

{x,x}D = {Ly}[) = {y,Z}D = {x,z}D = {yay}D = {ZaZ}D = {Waw}[) =0

y2+22

2242 22442
{x7px}D: RZ {y7py}: 1;_2 ) {Zapz}: ;_22!7 {w,pw}D:O

Tz

{20} p = {ypedp = — 5 {vpdp = 2pdp = — 4 {opdp = (zpdp= -5

{Pes Dy} p = =252, {pe,pa}p = =22, {py,p.}p = L2

Il est clair que ces crochets de Dirac sont différents des crochets de Poisson habituels.
Exemple 2 Dans le cadre de la recherche de lagrangiens & partir des équations de mou-
vement, ce qui est désigné par le probléme inverse, Hojman et Urrutia [14] ont construit
un lagrangien linéaire par rapport aux vitesses s’écrivant sous la forme

1
L:(y—l—z)x’—l—wz’+§(w2—2yz—z2). (2.3.3)
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La définition des moments conjugués p; = g—; pour les variables (x, y, z, w) respectivement,

va nous donner
Pz =Y+ 2, py =0, Pz =W, P =0,
d’ou les contraintes primaires
o1 =ps—Yy— 2, P2 = py, $3 = p. — w, G4 = Pu-

Le hamiltonien canonique H = p,& + p,y + p.% + p,w — L prend la forme simple

1
H = 5(—w2—|—2y2’—|—2’2),
d’ou le hamiltonien total
Hr =H + \,,¢m
1
=5 (=% + 202+ 2%) + M(pe =y — 2) + Xa(py) + Xa(p: — w) + Ma(po)

ol Aq, Ao, A3 et A4 sont les multiplicateurs de Dirac. Les conditions de consistance sur les

contraintes primaires ¢, @2, ¢3, ¢4 vont nous donner ces quatre parametres. En effet,
by~ b1, Hry = 0= A3+ Ay ~ 0

qﬁgz{qbg,HT}%O:}Al%Z

¢3%{¢3,HT’}%0$)\4%—y
s~ {pa, Hr} m 0 = Mg ~ —w

La procédure itérative s’arréte ici car il n’y a pas des nouvelles contraintes. Nous avons

aussi les relations

{¢17¢2} = —1; {¢17¢3} ~ —1; {¢3,¢4} ~ —1.
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Toutes les contraintes de ce systéme ¢1, @9, P3, ¢4 sont de deuxiéme classe. Avec ces

contraintes, on obtient la matrice de Dirac

0 -1 -1 0
(G TR
0 0 1 0
La matrice inverse prend la forme
0 1 0 O
AT = [{gi’éj}_l]i,jzl..A - _01 8 8 !
0 1 -1 0

Les crochets de Dirac non nuls relatifs a ce systéme sont

{x7y}D:17 {yaw}D:_la {Zaw}D:L {x7py}D:{y7pm}D:17 {yapz}D:L
(2.3.4)
Une fois de plus, ces crochets different des crochets de Poisson, ce qui est di a la présence

des contraintes.

2.4 Extension de la méthode de Dirac a la théorie

des champs

Jusqu’a présent, 'approche de Dirac étudiée précédemment traite les systémes a de-
grés de liberté finis, dans cette partie nous allons montrer sa validité dans le cas des
systémes a degrés de liberté infinis. Comme nous 'avons déja vu dans le premier cha-
pitre, pour faire ce passage, on commence par remplacer les variables ¢; par les champs
©q(t, ¥), ainsi, les contraintes qui peuvent résulter de la définition des moments conju-
gués, vont relier les champs ¢, (¢, ¥) et les moments conjugués m,(t, Z), indépendamment
des vitesses 0y, (t, ¥) = @q(t, ). Autrement-dit, nous allons avoir des relations de type
Om = Om(@alt, @), m(t, ) qui vont dépendre de l'espace en plus du temps. Pour les

prendre en considération, il faut ajouter I'intégrale sur I’espace

P(t) = Y(Pa, Tas Am) = /d:c3)\m(t,f)¢m (pa(t, T), ma(t, 7)) m=1.M (24.1)
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ou les champs A,(t, Z) sont des multiplicateurs. Le Hamiltonien total (2.1.1) sera alors

Hy = H (¢a, Ta) + ®(Pa, Ta; Am) (2.4.2)

— H(ga, ) + / QM (b F) b (0t 7), Tt 7)) m— LM, (24.3)

La variation de ’action dans ce cas est

6525/Ldt:5/dt(/ﬂagbad:c?’—HT)
—5/dt(/7ragbadx3—H—<I>)

oH o0H 0P 0P 0P
_ 3 . .ol o _ 0% _ 0% 0%
= /dt/dx [57Tag0a + T 0pq 5@(1590& 5%5% 54,0(159% 57Ta(57ra 5)\m6)\m} )

Sachant que 7,00, = % — Ta0¢q, on obtient finalement
O(madpd) (. OH 8@ . 0H 6% 5P
_ 3| Z\Ta¥v¥a) i o= o=
55 = / dt/dw [ o (wa oot 5%) 5pq + (% -~ 5%) 5T Mméxm] .

Le premier terme va s’annuler grace aux conditions aux limites d¢,(t;) = dp.(ty) = 0.
D’aprés le principe de variation 65 = 0, qui consiste a annuler I'intégrale précédente, il

faut que les équations suivantes soient vérifiées

_GH % 6H % 00
N P A W

Do = , =0. 2.4.4
14 0Ty 0T, ( )

Les derniéres équations ne sont rien d’autre que les contraintes primaires car 22 =

5Am
Om (pa(t, @), ma(t, Z)) = 0.
Essayons maintenant de trouver les conditions de consistance applicables en théories
des champs a partir de I’évolution temporelle de la grandeur F'(¢) qui dépend des champs

©a, et des moments conjugués ¢,, donnée par F(t) = [ da®f (gpa, 6%1; Ta, ﬁﬂa> . En effet,

d’apres (1.7.13)
: OF OF
F(t)= [ do® Yo + —Ta| -
( ) / ! |:590a Fat 57Ta7ra:|

En injectant les équations du mouvement (2.4.4) dans ’équation précédente, on obtient

o [ (SE OESHY (SR 08 _IF 00
N 0pg 0T, 0T 0, 0pa 0Ty 0T Oy

En terme des crochets de Poisson,

F={F H}+{F® ~{F H}+ /dzp3/\m(t,f) {F, ¢} (2.4.5)
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Cette équation est 'analogue de I’équation (2.1.6). Donc dans le cas d’une contrainte
quelconque ¢; = ¢;(pa(t, ), mo(t, 7)) = ¢;(t, Z), la conservation dans le temps ¢5j =0, va

induire directement les conditions de consistance

Ces conditions vont nous permettre de déduire toutes les contraintes du systéme en
suivant ’algorithme de Dirac-Bergmann explicité dans la premiere partie de ce chapitre.
Ensuite, a ’aide des crochets de Poisson, ces derniéres vont étre classées en premiére et
en deuxiéme classe. Des conditions supplémentaires sont nécessaires en cas de présence
de contraintes de pemiére classe, car cela va lever 'indétermination de certains para-
meétres. Au final, nous allons avoir un ensemble de contraintes toutes de deuxiéme classe
qu’on va notées o (p.(t, T), my(t, ) = ok (t, ¥). Les crochets de Poisson de ces contraintes

définissent la matrice de Dirac
{ou(Z), o0 (1)} = G (7, 7). (2.4.6)
L’inversion de cette matrice des contraintes se calcule a I'aide de la relation

/ d * G (Z,9)GF*' (7, 2) = 08" 6(i — 2), (2.4.7)

ott GF*' (7, 2) = G (7, 2) 1. A I'aide de cette matrice, il est possible de définir le crochet

de Dirac en théorie des champs par la relation

(F@).G@}p = 1F@.C0) - [ [ dude? (F@). 0@} 6 (@0) {o0(0). 61}
(2.4.8)
ou F(Z),G(Y) sont des fonctions des champs ¢, (¢, ¥) et des moments conjugués ,(t, 7).
Ces crochets de Dirac des champs satisfont toutes les propriétés d’antisymétrie, de bili-

néarité, de régle de Leibnitz ainsi que de I'identité de Jacobi.

2.5 Application au champ de Maxwell

Le champ de Maxwell n’est pas du tout trivial du fait qu’il pésente des contraintes
directement liées & sa symétrie de jauge. L’expression du lagrangien de champ électroma-

gnétique libre est donnée par

L= /da:3£, (2.5.1)
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ou la densité lagrangienne qui décrit ce champ est

1 v
L= FuF" — J'A, (2.5.2)
avec Lg = —iF w M est la densité Lagrangienne du champ de Maxwell libre et L;,; =

—J" A, la densité Lagrangienne de I'interaction avec la matiére, ot J* est le 4-vecteur cou-

rant. Le tenseur électromagnétique est défini par F,, = 0,4, — 0, A, (i, v € {0,1,2,3}).

Les équations d’Euler-Lagrange % — 85% = 0 se solde par les équations de mouve-
ment
g FPA = J*, (2.5.3)

Les moments conjugués 7 des variables canoniques A, sont définis par

oL . . Ny
= =-F? = 7'=0 et 7°=0A4"-A" (2.5.4)
(Do A))
On obtient ainsi une contrainte primaire qui prend la forme Q; = 7° = 0 (parce que 7°
est indépendant des vitesses, contrairement a 7 qui dépend des A?). Comme 7t = —F%

la densité lagrangienne peut se mettre sous la forme

1 - 1 .
£ = _ZFijFU — éﬂ'l’ﬂ'i - J’UA“. (255)
Le hamiltonien du systéme qui s’exprime comme H = [ da?® <7T“AM — C) se calcule grace

aux relations (2.5.4) et (2.5.5) pour obtenir
3 (1 gL i
H = dx ZEJF J — 571' T &Ag -+ JMA/’L . (256)

Le hamiltonien total Hp sera alors

1 o1 . .
HT: /dl’g (H—f—)\lﬂ'o) —/de’3 <—FijFU —571'171'2‘4—(Jo—aiﬂ'z)Ao—f‘JzAi—i‘)\lﬂ'o)

4
(2.5.7)
ol nous avons utilisé la relation 7'0; Ay = 9; (7°Ag) — 0;m* Ay, ensuite ommis le terme de la

divergence 9; (1" Ap) qui est sans contribution. Ainsi, la densité hamiltonienne totale est

1 1 , -
HT = ZEjFU — §7T27Ti + (JO — &WZ)AO + JZA’L + >\17TO' (258)

Selon Dirac, les contraintes primaires doivent étre conservées dans le temps ce qui

peut générer des contraintes secondaires. La condition de consistance appliquée a Q; = 7°
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donne

70(x)~0 = {7%x),Hr}~0

3 (0n0(x) Hp _ 67°(x) SHp )
= de < Au(z) omh(z) omh(z) 5AH(Z)> ~0

= — [dz? (2 x—zajfj(TZ)>z0
~ 0

(2.5.9)

5H
52 54, ned)

D’un autre coté, la dérivée fonctionnelle de Hamiltonien par rapport aux champs A,, donne

5HT aHT 8,}_lT u kj
- — F™ — 6 2.5.1

En remplagant (2.5.10) dans (2.5.9), on obtient la contrainte secondaire
(J 0_ ak’/T k) ~0

La condition de consistance relative a la contrainte secondaire €y = 9p7* — J° =~ 0 nous

donne
k_ akﬂ' —JO)( ) (SHT _ 5(8k7rk— JO)(X> 5HT
(0 = o s} = [ a2 (FET I s A R )
_/d23(5<8k7f )(X) (SHT
omi(z)  0A,(z)
mais (S(?Z:—}ZZ))(X) = —0r0p0(x — z), dou

{((9k7rk — JN(x), HT} = /dz%ﬁ@,fé(x —z) (J“ — 55(91'Fij — 55(‘%#) (z)

= — /dz35(x — ) (JF — 5?8¢Fij) (z) =0.

Les conditions de consistance des contraintes ne peuvent donner aucune nouvelle
contrainte parce qu’on a obtenu l'identité 0 = 0. Le calcul du crochet de Poisson de

ces contraintes montre bien qu’elles sont de premiére classe

{W (B — JOY( } / ( (x) ((9/1<7T'f — JO) (y) B omd(x) 0 (akﬁk — JO) (y)> 0

(z) i (z) i (z) 0A,(z)

Pour bien définir le crochet de Dirac, des conditions supplémentaires doivent étre intro-
duites pour fixer la jauge, et pour que les deux contraintes de premiére classe deviennent
de seconde classe. D’habitude, la jauge de Coulomb est prise comme condition de jauge
Q3 = A% Q4 = 0, A* & condition que les champs soient libres (J° = 0). L’étape suivante

consiste & calculer les éléments de la matrice de Dirac pour ’ensemble des contraintes
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O =70 Qy =0, Q3 = A% et Q4 = 9, A*. En particulier,

{2, 23} = {7°(x), A%(y)} = —d(x ~ y)

et

{Q2,9Q4} = { Q7" = J°)(x), 0,A(y) }
_ / L <5(8k7rk)(x) 50, AMy)  8(0) () 5@Ai<y>)

0A,(z)  omH(z) omi(z)  0A,(z)
_ / 423 (85 8 0,(6(x — ¥)); (6(x — ¥)))
= —8i8i(5(x -y)).

Les autres crochets sont nuls. Ainsi, la matrice des contraintes est

0 0 -1 0
0 0 0 —3o

Gulxy)=H{u&. L= o o [|0x-y) (2.5.11)
0 98 0 0

0 0 I(x—y) 0
0 0 0 1
G (x,y) = dmpeyl (2.5.12)
—0(x—y) 0 0 0
0 —4‘;_ 0 0
Y]

A ce stade, le crochet de Dirac peut étre défini par I'expression

(F(x),G(y)}p = {F(x),G(y)} - / / dubdv? {F(x), 2 (w)} G (u,v) {2(v),G(y)}.
(2.5.13)
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Explicitement,

{F(x),G(y)tp = {F(x),G(y)}
—//du3dv3{F 70 (w)} 8 (u — v) {A°(v), G(y)}
//du3dv3{F ), e (u }47ryu—vy {0:A'(v),G(y)}
/ / dbdv® {F(x), A(0)} 8 (u — v) {x°(v), G(y)}
//du3dv3{F ), 8 A’(u }47T|u |{ak7r ), G(y)} -

Pour commencer, évaluons le crochet de Dirac {A4,(x), A,(y)}p

{Au(x)a Av(?J)}D = {Au(x)a Aw(Y)}
—/du3{A 2w} {A%w), A, (y))

/ [ e {4,060, -0 () 47T!111—V| {04 (v). A,(y)}

Nous avons aussi
{m(x), 7" (y)}p = {7"(x), 77 (y)}
4 [t {0, A} 7). 7 (1)
//du?’dv?’{w“ ), ;A (u) } 6% (u — v) { =" (v), 7" (y)}
=0

Et pour terminer,

{A4,(), 7 (¥)}p = {Au(x), 7 ()}
- [t {4,007} {4°(). 7 ()}

1

//dugdv?’ {A,(x), =07 }47T|11—V| {0;A'(v), 7" (y)} .

Le résultat final est

; 1
{Au(x), 7 (y)}p = (67 = 6760) S(x —y) + 6 67 0,0, (—M - y,) :
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Ces crochets sont bien connus en théorie des champs [10, 30]. Cet exemple nous montre
bien comment obtenir le crochet de Dirac d’un systeme physique en présence des contraintes

primaires et secondaires et combien cela cotite en terme d’étapes et de calculs.

2.6 Quantification de Dirac du Modéle self-dual (SD)

Le modele self-dual (SD) [29, 34, 35, 36], de Townside, Pilch et Van Nieuwenhuizen
décrit trois champs scalaires B* en deux dimensions spaciales et une dimension temporelle.

La densité lagrangienne décrivant cette interaction est donnée par

2
L= ﬂBHBH—%

5 €rp B 0" B (2.6.1)

ou p,7,p € {0,1,2}. Le tenseur de Levi-Civita €,,, est choisi avec la convention ey =
€901 = €120 = 1 et €pg21 = €102 = €210 = —1. Les moments conjugués des champs définis

par la relation mg = % sont

90 BB

5= —%53 5 ey BY = m=0 et = —%sijj i,je{1,2}. (26.2)
On obtient ainsi trois contraintes primaires

Qo =m ; Q=m+ %Egiij ij=1,2. (2.6.3)

Explicitement, la densité lagrangienne s’écrit

m2

£ = TB#BM — %50”30813j — %SZOJBZGOBJ — %EU()BZ&]BO

A Taide de la relation %QjoBif)jBo = %@jO@j(BiBO) — %@jo(@jBi)Bo, on peut réécrire
la densité lagrangienne comme
2

L= %BHBM — mgoijBoaiBj — %EinBiaij, (264)

ol nous avons ommis le terme de la divergence —%¢;;00” (B'B"). Le hamiltonien du

systéme se présente sous la forme

H= / do*H = / dz? (ﬂBM - E) (2.6.5)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

et en prenant en compte les relations (2.6.3), on obtient le hamiltonien canonique
m? o
H= /d$2 <_TBMBM +m50ijBoazBJ) . (266)
Le hamiltonien total sera alors
2 m? " 05i i 0 i m j
Ht = dx _7BMB + m€0ijB B -+ A o + A <7Ti -+ E(C:OijB ) . (267)

Utilisons maintenant les conditions de consistance suivantes pour extraire des contraintes
secondaires :

Qo ={Qo, Hr} =0 , Q={ Hr}=0.

D’abord, la condition de consistance de la contrainte primaire 2y nous donne
Y

N o 2 [ 67%(x) SH om0(x) S§H.
20 = {Q, Hr} = [ d2 (6Bu(z) Sia)  o(a) 6Bu<Tz>>

2.6.8)
SHy SHr(y) (
=— [d2? (5”53 T — z)wu(z)) — 0 (;BT(Z)
avec
SH
B = aBu 8ka 8kB#) (2.6.9)
= —TTLZBM + méggoijaiBj + /\i%a)ij(s‘i - m5m5ian(50iij).
Si on injecte (2.6.9) dans (2.6.8), on aboutit a une contrainte secondaire
Qo = Q3 = m?By — meg;;0' B’ = 0. (2.6.10)

Cette derniére doit vérifier la condition de consistance

0(x) dHr  0Q3(x) SHy
Q3 = {Qs, Hr} = / ((53“ (z) o7, (z) B om,(z) 5B#(z))

S () - [ (T )

0H , . OH
_ 0 T J . a9 T
N méﬂ ((57@(){)) 00 <oy 0 (57@(){)) ’

avec
5HT . 8HT<X) 9 8HT(X)
omu(x)  Omu(x) OOk (x))
= N6} + Nt
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

Dans ce cas, la condition de consistance pour (23 permet de déterminer une condition

entre les multiplicateurs de Lagrange

. oo 1 oo
Q3 =mA +e0;;0N =0 = ﬂz—amﬁw. (2.6.11)

Pour les autres contraintes 5 ou k € {1,2}, les conditions de consistance

Qp = {Q, Hr} =0
[+ (Bt )
:(m s OHT 5#Mﬂ).

2 MO (x) Ok 5Br(x)

La procédure se termine ici car les conditions de consistance des contraintes ne peuvent
plus donner de nouvelles contraintes, car elles conduisent aux équations des multiplica-
teurs lagrangiens gop\ ~ (—mBy, — 0'(g0;B°)). Ainsi, il existe quatre contraintes dans
ce systéme, trois contraintes primaires {2; = mo, ; = m + %501-3-33' et une contrainte

secondaire Q4 = m*By — me;;0' B?. Leurs crochets de Poisson sont (voir 'annexe A)
{Q0, %} =0, {2, Q) = —m? 52(1/ — )
et
{Qi, QJ} = méfol'jé(X - y>, {Qj, Qg} = memj(‘?ié(x - y)

Donc toutes les contraintes sont de deuxiéme classe. Afin de simplifier les calculs, on peut

écrire les contraintes sous une forme plus explicite

m:m+%w ot m:m—%y,

et
Qo=m0 et Q3 =m?>By—md'B*+ md*B.

A partir des crochets de Poisson de ces contraintes (voir ’annexe), nous construisons la

matrice de Dirac

00 0 -—m
0 0 -1 &
G(x,y) = 5(x —y). 2.6.12
ey)=m| 0 —a (x—y) (2.6.12)
m 0% -0 0
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

La matrice inverse prend la forme (voir 'annexe A)

0o ot 9?2 -1
1 81 0 —m 0
m 2 8 2 MM 0

1 0 O 0

i(x—y), (2.6.13)

ce qui permet de déduire les crochets de Dirac

(FO).G3)}p = (F60.G)) - [ [ dude? (FGo. 2w} (671)" (.v) {25(9), 613}

(2.6.14)
Pour commencer, nous avons (voir lannex A)
€0ij
{Bi(x), Bi(y)}p = - Po(x —y). (2:6.15)
Les crochets { B¥(x), mi(y) } |, S’obtiennent grace aux relations 7 ~ Beq;; B/ oun' = % et
2~ —%
m .
{Bk(x)ﬂ“ (Y)}D = {Bk(x)a EgoijBJ(Y>}D
m goki
= 580” m 5(X — y)

Sachant que le tenseur Levi-Civita vérifie la relation e¢;;e%% = % (03055 — 0i50;1) sl i # j
et j # k, on déduit que
k — 25k
{B (x) } b —(5 (x —y).

Il est possible de déterminer, les crochets de Dirac entre B¥(x) et By(y) & partir aux

relations de la contrainte (2.6.10) qui implique que By = L (9'B? — 9'B?). Ainsi,

(B0, Boly)}, = { B0, Lo B (y) }

m
o okj
=g (< o))
m m
d’ou
{B"(x), Bo(y)}, = —ak —-y). (2.6.16)

En suivant la méme maniére, on déduit le crochet

{Bo(x), Bo(y)}D = 2%7128;@8’“5& -y). (2.6.17)
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Chapitre : 2 Formalisme de Dirac

Une autre fois, le crochet de Dirac a bien remplacer le crochet de Poisson pour décrire
le modeéle Self-Dual avec succeés. Le seul souci avec cette approche réside dans le fait qu’elle

nécessite beaucoup de concepts et développements en terme du calcul.
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CHAPITRE

3 Approche de
Faddeev-Jackiw

L’approche de Faddeev Jackiw (FJ) [3] est une méthode permettant de traiter les
contraintes des systémes physiques singuliers, tout comme le formalisme de Dirac.

Cette approche est différente de la méthode de Dirac qui nécessite la classification
des contraintes, afin de déduire les crochets de Dirac, ce qui se fait sur plusieurs étapes
qui ne sont pas faciles a réaliser. La méthode de FJ part & partir d’'un lagrangien du
premier ordre par rapport aux vitesses, pour obtenir des équations de mouvement du
premier ordre. Cela permet de déduire la matrice symplectique qui va donner directement
les crochets de Dirac si elle est inversible, sinon elle va donner naissances & des contraintes
qu’il faut ajouter au lagrangien pour refaire la procédure. Contrairement a la méthode de
Dirac, la méthode de FJ ne fait pas de distinction entre les contraintes de premiére ou de
deuxiéme classe.

Dans ce chapitre, nous allons donner un apergu sur la méthode de F-J. Nous com-
mencons par ’étude des systémes de degré de liberté fini, ensuite, nous nous concentrons

sur la théorie des champs, dans I'objectif de quantifier le champ de Maxwell et le modéle
self-dual (SD).

3.1 Méthode de Faddeev et Jackiw

Considérons un systéme décrit par un lagrangien singulier L = L(g;,q;) avec i =
1,...,N. Les moments canoniques p; = g—;(qj, ;) peuvent présenter des contraintes pri-
maires ¢, = 0, mais il est toujours possible de construire le hamiltonien canonique par

la relation

H = pig; — L(q,q) (3.1.1)
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

a condition de prendre juste les varaibles indépendantes, ce qui est possible en utilisant
les contraintes primaires pour exprimer quelques variables en fonction des autres. Une fois

que c’est fait, le lagrangien linéaire s’obtient par la relation

a condition de ne retenir que les variables indépendantes. Maintenant, les coordonnées et
les moments restant dans le lagrangien seront considérés comme étant des indépendants.
Faddeev et Jackiw ont proposé une approche alternative, qui ne s’applique qu’aux

lagrangiens linéaires par rapport aux vitesses dépendent des variables dynamiques &; =

<Qk apa)

LO=A (& —H (3.1.3)
avec oL
Ar (&) = — (3.1.4)
231
Les équations d’Euler Lagrange relatives aux variables dynamiques (£7) sont
d (0L oL
— (—) = —. (3.1.5)
dt 851 0&

Ceci conduit aux équations du premier ordre

: 0H
fra&r = 9, (3.1.6)
ou les fr; = 94, _ 91 gt les éléments de la matrice de Faddeev-Jackiw qui antisy-

&1 08y
métrique fr; = — fy7. Sila matrice symplectique f est réguliere (det(fr;) # 0), 'équation

d’Euler-Lagrange (3.1.6) devient

&= ot (3.1.7)
&

ol fI_J1 c’est I'inverse de la matice f;;. D’autre part, les équations de Hamilton pour les

variables dynamiques (£;) vont s’écrir grace aux crochets de Dirac sous la forme
: : OH
& =A{& H} = & =18t 5 (3.1.8)
9,
En comparant les équations (3.1.7) et (3.1.8), on obtient directement les crochets de Dirac

{&,8} = [/ (3.1.9)

Si la matrice symplectique f est singuliére (f est non inversibledet(fr;) =0), des

contraintes sont obtenues a partir des modes zéro v de la matrice symplectique. Selon le
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

formalisme de Faddeev-Jackiw, ces modes zéro doivent satisfaire la condition suivante
V?f[] =0. (3110)

Les modes zéro donneront naissance aux contraintes qui peuvent étre exprimées comme

0
o (§) = V?a—g =0. (3.1.11)

Les quantités ¢, (&) sont les contraintes dans le formalisme symplectique FJ. La prochaine
étape est d’introduire les multiplicateurs de Lagrange correspondants aux contraintes

®a (€), pour le premier lagrangien linéaire suivant :
LW — Af,l) (€) 531) — HO 4 )'\a% (€) (3.1.12)

ot HV (&) = H(&) 6u(€)=0- Lies multiplicateurs de Lagrange A, seront traités comme des
variables symplectiques indépendantes pour former I’ensemble des variables symplectiques

}1) = (&7, \a)- les équations d’E-L dans ce cas seront

(aAJ(g) _ m,(g)) é:J 4 %%}\a _ 9HW
I

o1 €, O (3.1.13)
—%5}:0-

J

Sous forme matricielle
99a : oHM
Jir g S e (3.1.14)
—%= 0 Aa 0
J

On déduit directement la nouvelle matrice f I(},), en terme du nouvel ensemble des variables

. (1)

dynamiques §; 'p
1 _ 0A5(§) 941 (9)
1J 8551) 8551)

(3.1.15)

Si la matrice f }}) est réguliére, alors nous pouvons avoir 'inverse, le travail se termine
ici par 'obtention des crochets. Sinon, il faut répéter la procédure ci-dessus jusqu’a ce que
les modes zéro correspondants ne nous donnent aucune nouvelle contrainte. Si la matrice
finale est inversible, on aura les crochets de Dirac, mais si elle demeure singuliére, il faut
introduire & la main des conditions supplémentaires pour éviter la singularité, ce qui va
fixer la jauge pour voir une matrice symplectique inversible.

Au moment ou le formalisme de Dirac nécessite beaucoup de concepts, ce qui de-

mande de faire des calculs considérables, 'approche de Faddeev-Jackiw est directe et
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

sans concepts spécifiques. La différence majeure entre les deux approches réside dans la
nécessité ou non, de classer les contraintes en premiere et en deuxiéme classe.

En principe, pour passer a la théorie des champs, la méthode de Faddeev-Jackiw
nécessite de remplacer les dérivées partielles par les dérivées des fonctionnelles. En effet,

apres la linéarisation, la densité lagrangienne va devenir du premier ordre de la forme
LO = a(g,VE) €O — v Ve (3.1.16)

ot les champs indépendants sont &X(¢, %) = (p%(t, T), 7(t,T)) et leurs facteurs sont les
ar(&,VE), tandis que V(O)(f,ﬁf) = H(f,ﬁf) est la densité hamiltonienne. Ainsi, les

composantes de la matrice symplectique de F-J f ](3)(5, ) vont étre

R MNP
19, 5) = 5;3),((% - 5;5) J(Z/Z). (3.1.17)

Quand la matrice f 1(3)(51?, ) est inversible, les crochets des différents champs s’obtiennent
directement par inversion. Dans le cas contraire (la matrice est singuliére), des contraintes

A , 0 .
peuvent étre obtenues en calculant les modes zéro v,(l) comme suit

— 0)I 5H(©)
= [d7? v €1 =0

Q, = [dz*o s ([ da?V @) =0,

(3.1.18)

Les quantités €2, sont les contraintes dans le formalisme symplectique de F-J qui vont

étre introduites dans la densité lagrangienne & ’aide des multiplicateurs de Lagrange
LD = aVED Ty 4 Jeq, (3.1.19)

ou VO = vO(g ve) . A présent, il faut refaire la procédure précédente jusqu’a ce
0=0
que la matrice symplectique soit reguliére. Dans ce cas, il faut 'inverser pour avoir les
crochets. Dans le cas ou elle reste singuliére, il faut ajouter des conditions supplémentaires

a la densité lagrangienne de telle sorte que la matrice symplectique soit inversible.

3.2 Quantification de Faddeev-Jackiw du Modéle de
Christ-Lee

Le lagrangien de ce modeéle [12] peut étre écrit sous la forme
Ly, 1,/; 2
L=gi®+3r (9 - z) — V(). (3.2.1)
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Chapitre : 3 Approche de Faddeev-Jackiw

Les moments conjugués associés aux coordonnées généralisées (r, 0, z) respectivement sont

_ 9oL _ » _ 9L __ .29 2 _ 9L _
pr=5¢ =1, po=G =rf—rz , p.=5=0

Le hamiltonien H = p,r + pgé + p.2 — L donne

2 2
py  1p
H = 5+5r—§ +poz + V(r).

Pour appliquer le formalisme de F-J, on va prendre un lagrangien linéaire par rapport

aux vitesses comme suit

. . 2 1p2

Soit V() le hamiltonien zéro qui désigne le hamiltonien canonique

2 1 2
©_ P, Py
VO =—pfg= 5 + 5,2 + poz + V().
Du lagrangien linéaire, on déduit que les variables symplectiques sont £ = (r, p,., 6, py, z),
et ainsi que les facteurs AEO) = <A£O) =P, Aé(:) =0, Aéo) = py, Aﬁ) =0, AV = 0). Ainsi,
la matrice symplectique sera
(0) (0)
so 04 oA
T g0 T 9g)”

Explicitement,
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
=10 0 0 -10 (3.2.2)
00 1 0 0
00 0 0 0

La matrice figo)est singuliére, donc il existe des contraintes dans le systéme, et pour les
trouver, on calcule le mode zéro associé a cette matrice, qui est (v(0)7 = ( 0000 v ),

ou v* est une quantité arbitraire. A I’aide de ce mode, on déduit la premiére contrainte

0 0
© oV (©0) _ O oV ()

0) — R
P =T = s

— vVpy = 0. (3.2.3)

La contrainte est pg = 0. Selon le formalisme de F-J, elle doit étre ajouteé¢ au lagrangien

de premier ordre comme suit

L&) = pot + p2t + App — VIV (3.2.4)
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ou
v =vO|, (3.2.5)
P; | 1pg P2
) 4 =+ V(r). 3.2.6
5 + 5,2 + poz + V(1) o + V(r) ( )
Autrement-dit,
_ 2
LU(E) = py+ o2 + Apy — % —V(r) (3.2.7)

A présent, 'ensemble des variables symplectiques est £1? = (r, p,., 0, pg, \) et matrice

symplectique fi(jl) = 32%) - % est
0O -1 0 0 O
1 0 0 0 O
=10 0 0 -10
0O 0 1 0 1
0 0 0 -1 0

Cette matrice est singuliére et son seul mode zéro est ()7 = ( 00 v 0 - ) ;

ce qui permet de déduire la relation

1) oV M ) oV

v — v

0 35(1)9 A 35(1))\

— 00 =N o=0=0=0.

00 —

. . . . 1 . . N
Ainsi, pas de nouvelles contraintes et la matrice fl.(j) est toujous singuliére, nous allons

donc ajouter la condition supplémentaire 6 = 0 pour fixer la jauge, pour que le lagrangien

devient )
Maintenant, les Val(ri;atbles symplectiques sont £ = (v, p,., 0, pg, \, p), et la matrice sym-
2 2)
plectique fi(j?) = Z?(JQV — % sera au final
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 -1 01
@)
= 3.2.9
/i 00 1 0 10 (3.2.9)
0O 0 0 -1 00
0O 0 -1 0 00
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Cette fois-ci, cette matrice est réguliére, et son inverse est donné par la matrice suivante :

0 100
-1 00 0

@ | 0 000 ~1

f’_0000—10

0 001 0 1

0 010 —1 0

Nous pouvons tirer directement le crochet

{rapr} = 17

tandis que les autres sont nuls ou font intervenir les multiplicateurs de Lagrange [12].

3.3 Quantification de Faddeev-Jackiw du champ de

Maxwell
La densité lagrangienne qui décrit le champ libre de Maxwell [24, 12] est
1 W
L= _ZF’”'F . (3.3.1)

La densité hamiltonienne correspondante est

1 . . 1 .
H = —éﬂ'zm — (81'71'1) Ao+ ZEJ’FU (3.3.2)

Pour utiliser le formalisme de Faddeev-Jackiw, nous devons exprimer la densité lagran-

gienne ci-dessus sous une forme linéaire comme suit :
LO =7ld, — VO, (3.3.3)

Nous utilisons la notation V(© = H pour présenter la densité hamiltonienne. De 1’équation

(3.3.2), on déduit

.. . . 1 .
L0 =rlA; - (——W’m — (0ir") Ao + 1 ijFU> : (3.3.4)

A partir de la densité lagrangienne linéaire, on déduit les variables symplectiques

suivantes £07 = (A%, 1, Ap), et leurs facteurs <a(£2 =m0 = O,af{? = 0). Cela nous
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permet de calculer les éléments de la matrice symplectique

PO
9o 5 §e(0)5°

Explicitement,
0 51']'
[Py = =6, 0 0 [dx-y) (3:3.5)
0

La matrice fl-(;-)) (z,y) est singuliére,et elle a un mode zéro v® donné par v(® = (0,0, vff())),
ol v,io)est une fonction arbitraire. En utilisant ce mode zéro, nous pouvons obtenir la

contrainte suivante :

SHY )
_ 3..(0) _ 3..(0) 3
0= /dz Uy SO _ /dz vy, SEOF ( dﬂs 7 )

(0) PI%C)
_ (0) 0 31/(0) :/ 3 _
0 /dz UA05A0 (/d£V > dzv 3/10 ak_@((?k/lo)
0=— /dz UA (8#)

On reconnait la contrainte Q° = di7: bien connue lors de 1’étude du champ électromagné-

tique. Pour cette contrainte, choisissons le multiplicateur de Lagrange A\, pour obtenir la

densité lagrangienne linéaire
LW = 7'('114Z + A(&m) -V, (3.3.6)

ou la densité hamiltonienne correspondante V(1)

—m'm + ZEjF”. (3.3.7)

v =y ‘90:0 ~ 9

Par conséquent, les variables symplectiques vont étre M7 = (A7, 1, ), et leurs facteurs
&

seront (a(AlZ = m,aﬁé) 0 a/\ &7?,) A présent, la matrice symplectique f fgﬁm —
(1)
;;1)] devient
0 di; 0
PEy)=| -6 0 9 [ox-y) (3.3.8)
0 —9; 0
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Cette matrice est singuliére et son mode zéro est v,(:) = (—87;1),(:), 0,2;,(61)),01‘1 v,(gl) est une

fonction arbitraire, ce qui permet d’obtenir la relation suivante

_ gm0 2, _ i, WOH ) 0H!
O_/d’z Ok SEwR </d$ v )> _/ ( AT T
1)0H
_ k
0= fa (-on2S)
Mais 22 = o' (Fy;), d’ou l'on en déduit que

TSAT
0= / dz v 5551 ( / d:c2v<1>) = / dz* (=0%0' (Fii))

0=0.

Cette condition se réduit donc a l'identité 0 = 0, ce qui signifie qu’il n’y a aucune autre
nouvelle contrainte et la matrice symplectique (3.3.2) est toujours singuliére.

Pour remédier a cette singularité, il est possible de prendre une condition supplémén-
taire (jauge de Coulomb) Q' = 9;4: = 0. Il faut donc insérer cette condition de jauge

dans la densité lagrangienne a 'aide du multiplicateur de Lagrange n

LP =1 Ay + N0m;) +7(8;A:) — VP,

ou,
1, 1 i
V@ = V(l)‘glzo = Tt ZEjFJ
Q=0
Explicitement,
1 1 o
V(2) = —57'('171'1 —|— 5 (azAj) (GZAJ) (339>

Maintenant, I’ensemble des variables symplectiques est £ = (A* 7, A\, m), et leurs fac-

teurs sont 1(@5422 = i ag) = O,ag\ &m,an = 0iA; ) . Ainsi, la matrice symplectique

(2) Sa ( ) Sa (2)
fi =5 SeT — semy VA prendre la forme

0 dij 0 0,
) 0 9, 0
2) ij J
S(x,y) = (x —y). 3.3.10
fii (%) 0 —0, 0 0 (x—y) (3.3.10)
-0; 0 0 0
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Ici, la matrice symplectique fi(f) (x,y) est réguliere, donc on peut trouver son inverse qui

est donnée par

0 e A (R
- 5 — 2% 0 _%
fl] (2) (x,y) = J V2 o V2 . I(x—y). (3.3.11)
0 vz e
9;
v 0 v 0

Les éléments de la matrice fij_@) (x,y) donnent les crochets nécessaires a la quantification

canonique
{90,670} = £, P xy), (3.3.12)

En particulier, nous avons

0.0
V2

{A'(x),m(y)} = (—5@' + ) (x—y). (3.3.13)

Les autres crochets sont égaux a zéro. Ce résultat est identique au résultat déja obtenu

dans le chapitre précédent grace au formalisme de Dirac [10, 11].

3.4 Quantification Faddeev-Jackiw du Modéle self-
dual (SD)

La densité lagrangienne décrivant ce modele est [29, 3]

m2

L= 5-B.B" - %ng“mBP. (3.4.1)

Cette densité lagrangienne est de forme linéaire car

2
£ = m?BMB“ — mEOijBoazB] - %QOJ‘B@OBJ

2
= SB'B — ZBB' + - (ByB"+ BiB' + B,B?) —mB"0' B +- mB"0"B".
(3.4.2)
En conséquence, la densité hamiltonienne est
o2
VO = =~ (ByB° + B,B' + B,B?) + mB°9' B — mB"9*B". (3.4.3)

A partir de la densité Lagrangienne linéaire, on identifie ’ensemble des variables

€0 = (B, BY, B?), et leurs facteurs (agg = By, ag? = —%32,6@ = 2B'). La ma-
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(0) (0)
trice symplectique f ;2(0)1 ;;0” va prendre la forme
0 0 O
ey)=10 0 m [dx-y) (3.4.4)
0 —m 0

On observe que la matrice symplectique fi(j est singuliere et son mode zéro est v( ) =

(v,(go), 0,0), ou v,(C ) est une fonction arbitraire. En utilisant ce dernier, on peut obtenir une

contrainte

H
0= /dz vko) 5§?0 (/ d:EQV(O)) /dz U, ((SSB

(0) o
0= /dz vg (%VBO — ak@(%;B@) = /dz%g)g (=m?B° + meg;;0'B7) .

Ainsi, nous avons la contrainte
00 = —m2B° + m50ijaiBj. (3.4.5)
La densité hamiltonienne devient

2 2
" BB+ " BB, (3.4.6)

W _ _-m”
VO = VOl = — :

et la densité lagrangienne sera

2

r — %BNB“ me;; BYO'BI — EgzOJB 0B — (QO) v,

Explicitement,

L0 =+ 2B B — ZB*0"B" + (~m*B" + md' B — md*B') X
m? (B1B' + ByB?) — mB°9' B? + mB°9* B" (3.4.7)

Ainsi, les variables symplectiques sont £ = (By, B, B2, \), et leurs facteurs sont (agg) =

0 agl) = —2B? agg =2pB! ,al") = —m? B+ mey;0' BY). Maintenant, nous allons déduire
Sa (1) sa®

éf(lﬁ — et Apres calcul,

la nouvelle matrice symplectique f

= 00 (x—y). (3.4.8)
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La matrice inverse existe et elle est donnée par

0o o' 9 1
1 -0 0 —-m 0
M- _ = S(x —vy). 3.4.9
ij 2 —e om0 o (x—-y) ( )
-1 0 0 0

Les crochets généralisés, correspondants aux crochets de Dirac sont

€0ij
{Bi(x). B;(y)} = 2 3(x — y). (3.4.10)
On déduit aussi .
{B"(x), Bi(y)} = —0"3(x —y). (3.4.11)
Au final, nous avons trouvé les mémes crochets que 'approche de Dirac [34, 35, 30], ce

qui illustre clairement I’équivalence de ces deux approches.

3.5 Quantification Faddeev-Jackiw de ’action de Stue-

ckelberg

La densité lagrangienne du champ de stueckelberg [15, 25, 26, 27] s’obtient en ajoutant
d’abord un terme de masse a la densité lagrangienne du champ de Maxwell pour obtenir le
champ de Proca, puis un autre champ scalaire est additionné afin de restaurer la symétrie

de jauge. La densité lagrangienne obtenue est

1 M? 1 1
L= / d? (—ZFWF“” @+ AN @0+ EA”)> (3.5.1)

ou F"* est le tenseur électromanétique et ¢ est un champ scalaire. Ainsi, les moments

conjugués 7 des champs A, sont 7 = —F%, d’on

o — 0
gl= —F0— 9i A0 _ 90 4i (3.5.2)

Le moment conjugué 7, du champ ¢ est

2 .
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On en déduit la densité Lagrangienne linéaire suivante :
LO=7tA, + 14— VO, (3.5.4)

ou la densité hamiltonienne est donnée par

2 M? 1
‘ m4 (A 200 (355)

1 i

4

) 1 .
VO = _A° (9" + emy) — §7rz7ri +

Ainsi, la densité lagrangienne linéaire sera

1 . 1 . 2 M
‘C =m A +7Td>¢ A° ( i +€7T¢) 27TZ7Ti+ZEjF” 27\42 5

(A a¢> (3.5.6)

L’ensemble des variables symplectiques sont ¢ = (A%, 7, ¢, Tg, Ap) et les facteurs sont

(afz) =7 agn) =0, a( ) = T, a%) =0, af) = 0). Les éléments de la matrice symplectique

. 0) 5a® Sa (0)
sont donnés par f;;" = 5550)1 FAOIE d’ou

e}
(=%
ST

_§

Dxy)=| o0 (3.5.7)

o o o O
o = O O O
|
—
oS O O O O
[=%)

—~
ol
|
<
~—

Cette matrice est singuliére et son mode zéro v,(co) =(0,0,0,0, v,(co)), (US)O) :est une fonction

arbitraire). Cela conduit a relation suivante :

)
/dz UBO (5A0 /d 2 k 55((% (/deV(O))
ov )
0—/dsz0(aA0 _88(3kA0)) /dzv (A+ (9gb>

D’aprés la derniere équation, on obtient la contrainte

00 = (A + @d)) (3.5.8)
A présent, la densité lagrangienne devient

LY =7 A; + 10 + A0 — VO (3.5.9)
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ot la densité hamiltonienne V(M (£%) s’écrit sous la forme
2 2

——7TZ7TZ‘—|-— ijF”‘l‘ ¢ 2+

VI =VOlo =3 1 202" T g

(A; + %8@)2 (3.5.10)

L’ensemble des variables symplectiques devient (' = (A% 7, ¢, 74, A). En utilisant ces

variables symplectiques, on peut calculer la matrice symplectique

o _ 80 sal?
9o sei o §e)

Sous forme matricielle,

0 & 0 0 0
— 0 0 0 o
Mey)= 0 0 0 -1 0 [dx—y). (3.5.11)

0 0 1 0 e
0 - 0 —e 0

Cette matrice est encore singuliére et elle a un mode zéro v,(:) = (0'a(x),0, —ea(x), 0, a(x))

ol a(x) est une fonction quelconque. On en déduit la relation

VE1V48)) RIS
= 3 J O
f et {o (55 - o)
oV oV
~ealz) < ory aka(ak%))}

, O(A" + Lo 1 1 OFum
0= /dm?’a(x) {8] (—MQ%(/Q + B o) — §8k(0(akAj))F"m)

) A"+ 19'9) 1

0= /dx3oz(a:)M2 <—5§0j(Ai + éa@) +e (5;if3k(z4i + éaﬂs)))

. 1 . 1
0= /d$3M204($) <—8] (A] + —8j¢) + ((‘3’(AZ + —ang))) =0
e e
Cette procédure ne donne aucune autre contrainte et notre matrice est toujours singu-

liere, ce qui est le signe d'une symétrie de jauge. On doit donc choisir une condition

supplémentaire comme Q' = 9;A4; + M72g25 = 0 et l’ajouter a la densité lagrangienne afin
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d’avoir
LP =71 A; + 15h + A0 + 7 — VO, (3.5.12)
ou
1, 1 e M? 1
@ _ _ i tpopig © 2 Mty e
ve =—vW = 27T7Tl—|—4FZ]FJ—|—2M27T¢—}— 5 (Az+eang). (3.5.13)

Dans ce cas, les variables symplectiques ¢ deviennent ¢ = (A', i, ¢, 74, A, 1) et la

matrice symplectique sera

o & 0 0 0 o
— 0 0 0 & 0
o 0 0 -1 0 2
(2) e
S(xy) = o(x —y). 3.5.14
fii (x,y) o 0 1 0 e 0 (x—-y) ( )
0 - 0 —e 0
N (R 0
Cette fois-ci, la matrice inverse [ fl( ) } prend la forme
2 8i 81’
0 A; 0 A5 0 5
K?’]l_ 0 00 a0 3.5.15
/s B N L (3.5.15)
0 -0 0 —e 0 0
o4 e
-5 0 -5 0 5 0
avec,
00

Au final, on déduit directement que les crochets non nuls sont

{47 0), 7 (7,t), } = <(5f - Aaiam2) i(x—y), (3.5.17)
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(00,0750} = ~ 106 ),
(A0, 7T 1)} = i~ y), (35.18)

(000,707} = (52 ) 865 ¥),

Ces résultats, qu’on a obtenu en utilisant la méthode de Faddeev-Jackiw sont identiques

a ceux de la méthode de Dirac [22, 23], ce qui illustre leur équivalence.
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CHAPITRE

La méthode des
constantes d’intégration

généralisée

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la quantification canonique repose
sur l'utilisation des crochets de Poisson pour déterminer les commutateurs des différents
opérateurs obtenus par le principe de correspondance. Cependant, cette démarche ne fonc-
tionne que dans les cas réguliers, d’ou la nécessité d’introduire les crochets de Dirac dans
les cas singuliers caractérisés par la présence des contraintes. Deux principales approches
permettent d’avoir les mémes résultats : le formlisme de Dirac [1, 2] et la méthode de
Faddeev-Jackiw [3].

La méthode des constantes d’intégration "CI" est une autre fagon de déterminer les
crochets de Dirac des systémes singuliers exactement solubles de maniére différente, simple
et accessible sans exiger des outils mathématiques avancés [3, 9]. Avec cette approche, il
faut avoir acces a la solution générale des équations de mouvement (équations d’Euler-
Lagrange) avec toutes les constantes d’intégration indépendantes, qui seront ensuite ex-
ploitées afin de déterminer les crochets des variables fondamentales.

Dans les cas non intégrables, une approche des constantes d’intégration généralisée
"GCI" est mise au point, en remplagant les solutions générales par des développements
limités a l'ordre un, au voisinage de I'instant initial [1, 5, 6, 7]. Elle utilise les conditions
initiales & la place des constantes d’intégration pour évaluer les crochets a l'instant initial
par la méthode CI, ensuite elle permet de déduire directement les crochets a tout instant
grace a une propriété de covariance des crochets d’un systéme autonome dans le temps. La
méthode GCI ne fait pas de distinction entre les contraintes car elles sont toutes satisfaites

explicitement par les développements limités.
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Chapitre : La méthode des constantes d’intégration généralisée

L’objectif de ce chapitre, est d’abord de rappeler briévement le principe de la méthode
CI, ensuite d’introduire sa version généralisée GCI & travers plusieurs exemples en théorie
des champs, tout en prenant le soin de bien expliciter tous les détails nécessaires & sa mise

€n oeuvre.

4.1 Apercu de la méthode des constantes d’intégra-
tion

Considérons un systéme classique décrit par un lagrangien singulier autonome L(q, §)
ou les ¢ = (qi,...,qn) sont les coordonnées généralisées et les ¢ = (i, ...,4n) sont les
vitesses généralisées. En théorie, Il est possible de résoudre les équations d’Euler-Lagrange
%g—é — g—qLL = 0,7 = 1...N, et de trouver la solutions générales a tout instant ¢(t) =
Qt,C), et p(t) = 85 = P(t,C) avec toutes les constantes d’intégration indépendantes C' =
(C1,Cy, ..., Cyp), avec M < 2N car les contraintes réduisent le nombre de ces constantes.
En effet, le point fort de I'utilisation de la solution vient du fait que cela assure que toutes
les contraintes sont respectées, sans méme les déterminer ou les classer. Le hamiltonien
H(q,p) = Zi]ilpiqi — L peut s’écrire en fonction des constantes C' = (Cy, Cs, ..., Cy), et
son expression sera H = H(Q(t,C), P(t,C)) = H(C), car H est une grandeur conservée.

La méthode CI [¢] utilise les équations de Hamilton ¢; = {¢;, H} et p; = {p;, H} en
se servant de la solution ¢(t) = Q(t,C), et p(t) = P(t,C) afin de calculer les crochets
des constantes d’intégration {C}, C;}. Autrement-dit, il faut continuer avec les équations
8Q1 tC = {Qi(t,C), H(C)} et 2EL tc) = {P(t,C),H(C)}, qui peuvent se mettre sous la

forme

0Q,(t,C) i 0Q; OH
i AAN A {C), O} =2 i=1.N (4.1.1)
ot = d9C; 0Cx
9, oP, 0H
JK=1 K

Les crochets{C};, Cy} s’obtiennent directement par identification, car nous avons rem-
placé la solution des équations d’Euler-Lagrange dans les équations de Hamilton, écrites
en terme des crochets de Dirac généralisant les crochets de Poisson. Ensuite, il suffit
d’utiliser ces crochets {C, Cx} pour déterminer les crochets des variables fondamentales
q=Q(,C)etp=P(t,C).

Pour bien illustrer cette approche, soit le lagrangien L = %2 + xy — yz. Les moments

conjugués sont p, = & , p, = x et p, = —y, et les équations de mouvement sont & —y = 0,
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T+ 2z =20et y =0. La solution analytique est

z(t)=at+b ; yt)=c; 2(t)=—-at+d
po(t) =a 5 pyt)=at+b; p.=-y.

ou a, b, ¢ et d sont les constantes d’intégration indépendantes. Le hamiltonien prend la
forme H = %ﬁ = % Ce hamiltonien ne donne pas tous les crochets car il dépend juste
de la constante a. Pour cette raison, nous allons ajouter des termes supplémentaires au
lagrangien L = %2 +axy—yz—Ar—Ey, ou A et £ sont des parametres constants annuler a la
fin des calculs. Les équations de mouvement deviennent z—y+A =0, ©+2+£ =0, y =0

et la solution analytique sera

x(t) = -3t +at +b y(t) = c 2(t) =3t —at — &t + d
pe(t) = =Xt +a py(t) = —3t*+at+b p.(t) = —c

Maintenant, le hamiltonien est donné par H = %—H@—i—é*y, etilest égala H = %az—l—)\b—l—é c.

Nous allons maintenant juste appliquer les équations de Hamilton fl—f ={z,H} et % =

{z, H}, pour obtenir les relations

=Mt +a = Ma,b}t + &{a, c}t + {b,a}ta + &{b, c}
At —a—&=—Ma,b}t —&{a,ctt +{d,ata+ M\d,b} + &{d,c}.

On déduit facilement par identification, les crochets
{a,b} = —-1; {a,c} =0; {a,d} =1; {b,c} =0; {b,d} =0; {c,d} =1.

A partir de ces derniers et de la solution des équations de mouvement, il est possible de
vérifier les crochets non nuls {z,p,} =1, {ps,py} = =1 ; {ps, 2} = -1 ; {y,2} =1

{z,p.} = 1, qui sont exactement les crochets de Dirac recherchés.

4.2 Meéthode des constantes d’intégration généralisée

(GCI)

La méthode des constantes d’intégration généralisée est une généralisation de la mé-
thode des constantes d’intégration qui permettra de retrouver les mémes résultats du
formalisme de Dirac et de la méthode Faddeev-Jackiw. En effet, un des soucis majeur
qu’on rencontre avec la méthode "CI" dans sa version initiale est la difficulté de trouver

les solutions générales des systémes non-intégrables. Heureusement, une généralisation de
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cette approche peut se faire en utilisant un développement de Taylor de la solution au
voisinage de l'instant initial, en se servant des conditions initiales qui vont jouer le role des
constantes d’intégration. En effet, si les variables fondamentales sont £(t) = (q(t), p(t)),

la formule de Taylor a ’ordre un sera
&(t) =&+ & bt o(t?) (4.2.1)

ol les &; sont les conditions initiales & 1(0) = &r. Les dérivées a Dinstant initial 5 1., s’ob-
tiennent a partir des équations de mouvement (équations d’Euler-Lagrange) en fonction
de é ;- Le hamiltonien du systéme étant conservé, il va aussi s’exprimer en fonction des
conditions initiales H = H(€) = H. Pour accéder aux crochets {£;,&,}, il faut imposer

les équations de Hamilton (de Poisson) a l'instant initial

dé;

- . oH
dt 0 = {gfaH}’t:O = 51 o = {5[,5]}8—57 (422>

ol {5 & s} sont les crochets de notre systéme a l'instant initial. Jusqu’a présent, nous
avons juste appliqué la méthode des constantes d’intégration (CI) au voisinage de l'instant
initiale, rien d’autre. La méthode des constantes d’intégration généralisée (GCI) nous
donne le moyen de déduire directement les crochets & tout instant. En effet, si les crochets
initiaux sont {£7,£;} = ©;,(€), on les ©7,(€) sont des fonctions des conditions initiales,
alors les crochets a tout instant vont grader la méme forme {&;(t),&,(t)} = ©15(£(1)), ce

qui revient a remplacer &; par les & 1(t) dans les expressions des crochets de 'instant initial

(&8 =00 = {&1).&0)}) =01E®). (4.2.3)

Cela nous rappelle un résultat de la mécanique quantique ou les commutateurs de Hei-
senberg a tous les instants et les commutateurs de Schrodinger prises & l'instant initial

ont la méme forme. Mathématiquement, cela s’exprime par

[AS,BS] - ¢, = [AH(t),BH(t)] = Cu(t). (4.2.4)

Dans ce qui suit, nous allons démontrer la propriété énoncée ci-dessus (4.2.3), selon
laquelle les crochets conservent leur forme dans le temps. L’évolution au cours du temps
des variables fondamentales £k (t) est déterminée par les équations de Hamilton (4.1.1)

comme suit
d€x 0H 0

e {éx, H} = {£I,€J}a_§[8_&ff<- (4.2.5)
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A Taide 'opérateur de Liouville défini par

0oH 0
={,H 4.2.
( ) {élvfj}ag aé- {7 }7 ( 6)
I’équation précédente devient
dr _ = Géx, (4.2.7)

dt

d’ou 'on déduit les dérivées d’ordre supérieurs

d"Ex
datn

= { . {{{&x, HY, HY, H}..., H} = G™¢k. (4.2.8)

L’évolution au cours du temps des variables fondamentales peut étre obtenue sous forme

d’un développement de Taylor au voisinage de I'instant initial comme suit :

Lt dvEg =
Ex(t) = Z o — Z o G"xcl,_y - (4.2.9)
n=0 = n=0
A présent, introduisons les conditions initiales £x = &x(0) = €Kl,—g, qui vont nous

permettre de définir 'opérateur de Liouville initial

OH 0
, 4.2.10
= {& £J}851 5%, (4.2.10)

ot H = H(£) est le hamiltonien conservé au cours du temps et {£7,&,} les crochets a

'instant initial. Ainsi, '’équation (4.2.9) devient

gK(t)ZZf:( V= = Elt) = g (4.2.11)

n

Il s’agit de la solution des équations de mouvement exprimée en terme de 1'opérateur de

Liouville. De la méme maniére, on peut écrire la fonction autonome f(£) comme étant

F(&) = e f(€). (4.2.12)

A Taide de lidentité de Jacobi, on aboutit & la régle de Leibniz. En effet, nous avons

{{5175J}7 ]:I} + {{]:Iaél}agJ} + {{é]»[:j}?gl}?} =0 (4213)

d’ou,

Go{ér, &5} = {Golr, &5} + {&1, Goés} (4.2.14)
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car { f JH } =Gy f . En continuant a appliquer successivement ’opérateur de Liouville sur

la derniére équation, on obtient la régle de Leibniz générale

Ge{&r. sy = Z%{G £, GEEs) (4.2.15)

ou C} = W’_S), est une combinaison de s éléments parmi k éléments.
Pour achever la démonstration, utilisons (4.2.11) pour calculer le crochet {&;(¢),£;(t)}.
En effet,

{&1(1),&5(t)} = {'9°&;, 9}

tn m

= ) n.m{G"&,G £r}. (4.2.16)

(n,m)€eN2

Pour continuer, remarquons le fait que N? = U2 Si ot S = {(n,m)\n+m = k}, ce qui
veut dire que Sy = {(s,k — s) € N?\ 0 < s < k}. Ainsi, toute somme sur N? de termes

T'(n,m), se raméne & une somme sur N d’une somme sur S, de terme 7'(s, k — s) :

Z T(n,m) Z Z Z T(n,m) iiTsk—s

(n,m)eN2 (”7m)€U20:05 k=0 (n,m)eSk k=0 s=0
(4.2.17)
Dans notre cas (4.2.16), on déduit que
thrn
(&), &)} = Z >, G Gy
k=0 (n,m eSk :
o k ~ _
=3 T ) {Gsér, Ge2¢5). (4.2.18)
k=0 s=0
Finalement, a 'aide de la régle de Leibnitz (4.2.15), on conclut que
{&(1) Z Gi{&r.8r} = €' 01,() = O15(£(1)). (4.2.19)
k=0
Effectivement, nous avons démontré la covariance des crochets dans le temps
{&n&=0u©) = {a®).&M)=6n(E®) (4.2.20)

Pour récapituler, il est possible de procéder a la quantification des systémes singuliers

grace & un développement de Taylor qui permet de calculer les crochets des variables du

63



Chapitre : La méthode des constantes d’intégration généralisée

systéme a l'instant initial & partir des équations de Hamilton, ensuite de les déduire a
tous les instants car ils gardent leur forme au cours du temps.

Nous allons dans ce qui suit, vérifier d’abord la validité de notre méthode en ’appli-
quant a des systémes & un degré de liberté fini, ensuite nous nous intéresserons au cas de

la théorie des champs.

4.3 Applications a des systémes avec un degré de li-

berté fini

Application 1

L’oscillateur isotonique & une dimension est décrit par le lagrangien L = 1i? — 1022? —
x%. Ce systeme régulier généralisant le cas I'oscillateur harmonique correspondant au cas
particulier ou £ = 0. Le moment conjugué associé a la coordonnée x est p, = z, et

I'équation différentielle de mouvement est i + w?z — i—’; = 0. Ainsi, nous aurons donc le

j::p:c
{ L (4.3.1)

Cherchons a présent des développements limités a ordre un de z(t) et p,(t) de la forme
z(t) = 2(0)+2(0) t+O0(t?) et p,(t) = p(0)+p,(0) t4+O(¢?). Si on choisit comme conditions
initiales #(0) = X et p,(0) = P,, ensuite on remplace dans les équations pécédentes, on
obtient

systéeme différentiel

(4.3.2)

z(t) = X + Pt + O(t?)
pa(t) = Pp+ (—w?X + 2£) t + O(#?).

Le hamiltonien H = %pi + %w2:1:2 + % est conservé, on conclut donc que H = %Pf +
%wQX 2+ % La méthode GCI utilise les équations de Hamilton au voisinage de 'instant

initial

{ il = {2l HY { Po= {X. P} Po+ {X, XJ?X + {X. X} (~5)

px’t:o = {pxltzo ) H} —w?X + % = {Px’ Px}PfE + {PMX}WQX + {PI,X} (_%)
(4.3.3)

On déduit directement les crochets {X, P,} = 1, {X, X} = 0 et {P,, P,} = 0. Comme

ces crochets gardent leur forme dans le temps, on peut affirmer que {z,p,} =1, {z,z} =

0 et {ps,p.} =0, qui sont des crochets de Poisson, car notre systéme est régulier.
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Application 2

Considérons maintenant le systéme décrit par le lagrangien L = %2 + %g)— %y Comme

nous ’avons vu dans les chapitres précédents, ces équations d’Euler-Lagrange sont

T=xy—2x e =T
_ yl Y avec b 42 (4.3.4)
Mais, ’équation = = —%$ permet de réecrire notre systéme différentiel comme suit :
—1i =ay — 2y P = —ix
I et 2 (4.3.5)

Le développement de Taylor de la solution de ce systéme est

{ a(t) = X — 5t + O(?) (4.3.6)

yt) =Y + (1 +Y)t+0(t?)

ou z(0) = X et y(0) = Y sont les conditions initiales quelconques indépendantes. Le
hamiltonien est conservé, donc H = ’%’2 + %y‘ = %2 + XTQY Nous allons maintenant
utiliser les équations de Hamilton & I'instant initial (t)|,—g = {x|i=0, H} et y(t)],—q =
{y|i=0, H} . En effet,

X X2, Xx? X X
G+v)={rE2+Xv} = (+Y) =X+ XXy
Ces deux égalités impliquent que {X,Y} = 3, d’ou on déduit que {z,y} = —%. Les
autres crochets non nuls sont {y,p,} = —1 et {y,p,} =1 car p, = —1z et p, = %

Application 3

Soit le systéme mécanique décrit par le lagrangien L = %2 + xy — yz. Les moments
conjugués sont p, = & , p, = v et p, = —y, et les équations différentielles correspondantes
sont t—y=0,24+2=0ety=0.Le développement de Taylor a l’ordre un de la solution

est
z(t) = X+ Pt +O0{) 5 y(t) =Y +0(t?) ; 2(t) = Z + Put + O(t?) (4.3.8)

ou seules les conditions initiales z(0) = X, y(0) = Y, 2(0) = Z et p,(0) = P, sont
z(0) et p,(0) = —y(0). On sait

P2 . ..
= 3. Parmi les conditions
t=0

indépendantes, car p, = = et p, = —y, d’ot p,(0)

Mli?w ||

que le hamiltonien est conservé, dans ce cas H =
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initiales indépendantes, seul P, figure dans ’expression du Hamiltonien, ce qui constitue
un probléme de sous-détermination. Pour le résoudre, on ajoute au lagrangien deux termes
supplémentaires (Az) et ({y) et le lagrangien devient L = %2—1— xy—yz +Ax+Ey, ou Aet &
sont des parameétres réels qu’on annulle & la fin. Maintenant, les équations de mouvement
seront T —A=0, 12+ 2—& =0 et y=0. Ainsi, on trouve le développement de Taylor a

l'ordre un de la solution comme suit :

z(t) = X + Pt + O(t?)
y(t) =Y + O(t?) (4.3.9)
2(t) =Z — (P =&t +0(t?)

Apres toutes ces modifications le hamiltonien devient H = H|,_, = %g —AX — &Y . Les

équations de Hamilton & I'instant initial sont alors

i(t)|t:0:{x|t=0>H} = PJ::{X>Px}Px_)‘{X7X}_§{X7Y}
U)o = {yli=0, H} = 0={Y,P}P. — MY, X} - &{Y, Y}
Z(t>‘t:0:{2|t:0,H} = _Pz+£:{vax}Pm_)‘{ZvX}_g{Zay}'

(4.3.10)
Les crochets non nuls a l'instant initial sont {X, P,} =1, {Z,P,} = {Z,Y} = —1. On
déduit directement les crochets a tout instant {z,p,} = 1 et {z,p.} = {z,y} = —1.

Ces crochets sont valables pour le lagrangien du départ, car ils ne dépendent pas des

parametres A et &.

Application 4

Cette application est consacrée au lagrangien de Christ-Lee qui s’écrit en coordonnées

cylindriques sous la forme

1 1 . 2 2 1p?
L = 57'“2 + 57“2 <6’ - z) —V(r)=H= % + 5% + poz + V(1) (4.3.11)
Ce systéme présente par construction, une symétrie de jauge sous la transfromation 6(t) —
O(t) +e(t) et z(t) — z(t) + £(t), ou £(t) une fonction arbitraire du temps. Les équations

d’Euler-Lagrange sont

fZ—ava»iT)%O pr=7 = p,=F
=2 = H0—2=0 avec p9:T2(9—2) (4.3.12)
%@(e—z) —0 Py =
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Pour fixer la jauge, choisissons 6(t) = 0. Ainsi, on peut avoir la formule de Taylor suivante

r(t) = R+ Pr t + O(t?)
prlt) = Pr— 57| t+0()

or _
r=

(4.3.13)

ou r(0) = R et p,.(0) = Pg sont les conditions initiales. Le hamiltonien du systéme est
H = H|_, = PT’% + V(R). Nous allons maintenant utiliser les équations de Hamilton
o = {rli—o, H} et prl,y = {prl,_q, H} prises & l'instant initial afin d’obtenir les
différents crochets a cet instant. En effet,

Pr = {X, Pg}Pr + {R,V(R)} = {X, Pg} Pg + {R, R} 2%\X)

- a‘gy) =0 {Pr, Pp}Pr + {Pr,V(R)} = {Pr, Pr}Pr + {Pr, R} L

(4.3.14)

OR

Apreés une identification directe, nous aboutissons aux crochets relatifs aux conditions
initiales
{R,Pp}=1; {R.R}=0; {Pp,Pr}=0 (4.3.15)

Ces relations gradent la méme forme & n’importe quel instant comme on vient de le

démontrer ci-dessus, alors

{r.p,}=1; {rr}=0; {p.p}=0. (4.3.16)

Ces résultats sont équivalents a ceux déja obtenus en la méthode Dirac et ’approche de
Faddeev—Jackiw.

Application 5

Le lagrangien de Hojman et Urrutia [11] va faire 'objet d’une derniére application.
En effet,
1
L= (y+2)i+wi+ §(w2 —2yz — 2%). (4.3.17)

On a déja étudié cet exemple avec plusieurs méthodes dans les chapitres précédents. C’est
le autour de la méthode "CI" généralisée d’étre appliquée. Les équations de mouvement
sont y+2=0,2—2=0,w=2—y— 2 2+ w =0 et le développement de Taylor de

leur solution est
z(t) =X +Z t+ O(t?)

(t)
yt) =Y + W t+ O(t?)
2(t)=7Z W t+O(t?)
w(t) =Y =Y t+O(t?),

(4.3.18)
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ouz(0) = X,y(0) =Y, 2(0) = Z et w(0) = W sont les conditions initiales. Le hamiltonien

Z; . Les équations de Hamilton a I'instant

est conservé dans le temps, alors H = =

initial sont

=-

(t)|t 0—{$|t:0,H} = Z=—{XWIW+Z{X,)Y}+Y{X, Z} + Z{X, Z}
Y()eo = Wli=0, H} = W =AY, WIW +Y{Y,Z} + Z{Y, Z}

2()]mg = {2li=0, H} = —W=—{ZW}IW+Z{Z Y}

w(t)|t 0 ={w|=o, H} = =Y =Z{W,Y}+Y{W,Z}+ Z{W,Z}.

(4.3.19)

En comparant les membres de gauche avec les membres

de droite des expressions précédentes, on conclut que les seuls crochets non nuls sont

(X,Y =1, {Y\W}=-1, {ZW}=1 (4.3.20)

Il n’est pas difficile de vérifier que les crochets a tout instant ultérieur des variables
fondamentales sont {z,y} = {z,w} = 1, et {y,w} = —1. En effet, il suffit de les utiliser
pour écrire les équations de Hamilton, ensuite de s’assurer qu’ils conduisent & des équtions
équivalentes aux équations d’Euler-Lagrange du départ.

Dans le reste de ce chapitre, nous allons aborder la question de la quantification au voi-
sinage de I'instant initial en théorie des champs, en se servant des conditions initiales. En
effet, nous allons montrer la validité de la méthode des constantes intégration généralisée

(GCI) a travers I’étude de plusieurs exemples de la théorie des champs.

4.4 Champ de Klein-Gordon

4.4.1 Champ de Klein-Gordon dans 1’espace des positions

Le lagrangien du champ de Klein-Gordon réel ¢(Z,t) s'¢crit L = [ dz®( 50,00 ¢ —

’%2¢2) ou la masse m > 0. En utilisant l’expression du moment conjugué m = %, et
I’équations d’ Euler—Lagrange 85 B0 ¢) = 0, on obtient ’équation de Klein—Gordon
o=
0,00 =m’*¢ & 4.4.1
06 = m {ﬁ:M_m%_ (441
Le hamiltonien associé a ce champ est
dz® 2,2
H= T(ﬂ' + 019 0i¢p + m*$?) . (4.4.2)
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Cherchons a présent un développement de Taylor & 1'ordre un au voisinage de l'instant
initial t = 0 de la solution de ’équation (4.4.1), partant des conditions initiales ¢(0, ¥) =
®(7) et (0, F) = II(Z). Cela revient a poser ¢(t, T) = ¢(0, Z)+ (0, Z)t+O(t2) et w(t, T) =
7(0,Z) + 7(0, Z)t + O(t?), ensuite remplacer dans I’équation (4.4.1), pour ne garder que

les termes d’ordre un. On obtient facilement

o(7,t) = ®(Z) + II(Z) t + O(t?) (4.4.3)
1) = I(Z) + (A®(Z) — m*®(F)) t+ O(?). (4.4.4)

81

m(
Le hamiltonien est conservé, donc

H:Hhvi/%%MQﬂﬁ@@@M@+m%@ﬁ. (4.4.5)

Nous allons maintenant utiliser les équations de Hamilton a I'instant initial ¢(f, t) ‘ =

{P(Z, )]y, H} et 71(Z,t)|,_y = {7(Z,t)|,_y, H}, pour déterminer les crochets de ®(7) et
I1(Z). A l'aide des équations (4.4.3) et (4.4.4), on obtient les relations

I(7) =
AD(F) — m*®(F) =

Maintenant, en utilisant ’expression (4.4.5) du hamiltonien, on aura
M(z) = /d?f’( {2(@), TN} L) — {2(@), ()} (A'D(Y) + m*2(y)) ) (4.4.8)

o 0, = a?/i' Ici, nous avons remplacé {®(Z), 0.9 ()} 0.®(y) par 9} [{P(Z), P(¥)} 0:P(¥)] —
{®(Z), ®(y)} 0.0.®(y) ensuite, on a ommis la divergence 0. [{ (%), (7))} 0.®(y)] . Les condi-
tions initiales sont complétement indépendantes, donc aprés identification entre le membre

de gauche et de droite de (4.4.8), on déduit les crochets

{0(@), (y)} =0(F—y) et {2(7),2(H)} =0 (4.4.9)

De la méme maniére on obtient avec I’équation (4.4.4), la relation
AD(F) — m*®(7)* = /dy3( {I1(Z), ()} L(G) + {11(Z), 2} (-AD(Z) + m*(7)?)),
qui permettent de déterminer les crochets

{I(7), @(1)} = —0(F —7) et {II(D), ()} = 0. (4.4.10)
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Comme les crochets restent invariants au cours du temps, on déduit finalement que

{o@t,2),n(t,9)} =0(Z—y) et {o(t,Z),o(t,§)} = {n(t,2),n(,5)} =0 (4.4.11)

Nous avons ainsi aboutit aux crochets du champ scalaire réel du Klein-Gordon, bien

connus en théorie des champs.

4.4.2 Champ de Klein-Gordon dans ’espace des impulsions

Dans cette partie, on va utiliser les relations (4.4.6) et (4.4.7) dans I’espace des impul-
sions, en exprimant le champ réel de Klein—-Gordon et son moment conjugué a 'instant
initial & ’'aide de la transformation de Fourier, dans le but de retrouver les relations de
commutation bien connues. Pour ce faire remarquons d’abord, que tout nombre complexe
z peut se mettre sous la forme z = # + io‘gﬁ ou (a, ) € R% L’intérét de cette écriture
réside dans le fait que si z = z(k), ou k € R et z(k) = z(—k)* alors

I T N B S
2(F) = ;Z a(F) + — a(=F). (4.4.12)
A Daide de la transformation de Fourier, la condition intiale (%) = [ F(E) eFdk on

f(k) = f(—k)* pour assurer la réalité de ®(Z). Donc, il existe une fonctlon a(E) tel que

f(k) = %a(lg) + %a(—lg) et la transformée de Fourier devient alors

. /1 1= -
O(7) = /dk?’ (k) ( _;Zez Tk 4 Tle”‘”'k> . (4.4.13)
Nous avons la méme situation avec la condition initiale II(Z) qui va se mettre a son tour

o (14 e 1 —i
(%) = / dk3B(E) <%ek+TZek> (4.4.14)

On peut a présent exprimer le hamiltonien & I'instant initial H a P’aide des fonctions «(q)

sous la forme

et 5(¢). Aprés un calcul un peu long, on obtient

H= /2” (B(@)* + (m? + P)a(d)?) . (4.4.15)

A Taide des relations (4.4.13) et (4.4.15), on aura
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Tenant compte de (4.4.14) et (4.4.16), on aboutit aux relations de commutation

La(i). 5@} = (2;)35(/2— D et {a.al@}=0 (4.4.17)

Nous avons aussi,

{11(z), H} = (2r)° / ak* g’ [ { B(F), B(@) } B(@) (%ek + 2 ek>

—e
2 2

{3, al@ } o+ ) ala)

et

-, - 1 ) 7 1l =1 o7
A®(T) — m?®(Z) = — / dk*(m? + k) a(k) <%ek + T%’“) (4.4.19)
Comme A®(Z) — m?® () = {I1(Z), H} (voir (4.4.7)), on déduit direcment les relations

1
(27)?

Maintenant, grace aux relations (4.4.17) et (4.4.20), on déduit facilement les crochets

{B(E),a(cf)} —— Bk—q et {5(/%’),5@} —0. (4.4.20)

{@(@), (H)} = 6(F - ¥) {o(@), ¢(9)} = {II(Z), (%)} = 0. (4.4.21)

Nous avons ainsi obtenu le méme résultat déja vu dans la section précédente (4.4.11).

4.5 Le champ de Maxwell

4.5.1 Le champ de Maxwell dans ’espace des positions

Le champ de Maxwell décrivant le champ électromagnétique n’est pas du tout trivial,
du fait qu’il présente des contraintes directement liées a sa symétrie de jauge. L’expression

de son lagrangien libre est
1
L= —Z/dx?’Fw,F“”, (4.5.1)

ot F,, est le tenseur du champ électromagnétique défini en fonction de quadri-potentiels
A, par F,, = 9,A, — 8,A, ou u,v € {0,1,2,3}. Dans la jauge de Coulomb 9;A" = 0 et

Ay = 0, les équations de mouvement dgF?* = 0 et les moments conjugués 7 = —F se
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réduisent a la forme relativement simple

Ay=0 et mmm=0 (4.5.2)
A =0 et q=-A (4.5.3)
o' =0 et 7 =-AA (4.5.4)

Le hamiltonien de ce systéme est alors réduit a la forme

H= % / dz® ()" + (94°)" = 470, 4") (4.5.5)

Maintenant supposons que nous partons des conditions initiales A*(Z,0) = A(T) et
7(Z,0) = II'(Z). Les équations (4.5.3) et (4.5.4) prises a l'instant initial (¢ = 0), se
réduisent aux relations 9;A* = 0, 91" = 0, AZ‘ = —II' et 7|,_, = —AA’, d’ou les

t=0
développements limités a 1’ordre un au voisinage de ¢ = 0 suivant :

ANZ ) = A(Z) — THE) t + O(t?) (4.5.6)
(2, t) = I'(Z) — AN(Z) t 4+ O(t?) (4.5.7)
N (F) =0 et oI (Z) =0 (4.5.8)
Le hamiltonien conservé devient
H= / < T (2)TT (&) + — a A7)0, A1 (F) — %ai/v‘ (a?’)ain(:E)) i, (4.5.9)

A ce stade imposons les équations de Hamilton a Dinstant initial A*(z, t)) =

{Ak(f, t)|t:0 ,H} et (T, 1) ‘t 0 {Wk(l_", t)‘t:ovH}7 comme l’exige bien la méthode
des constants d’intégration généralisée. A partir de (4.5.6), (4.5.7) et (4.5.8), il résulte

—II'(Z) = {A(Z), H} avec QII'(T) = (4.5.10)
—AN(Z) = {II'(Z),H} avec OA(T) = (4.5.11)
A Taide de (4.5.9) et (4.5.10), on obtient
_IT(#) = / P ({N(@), IV ()} V() + {A'(@) a'.Ak(g)} A7)
— SN, AN @)} NG — 5 (M), BN @)} N ()
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Comme les A? et les II* sont complétement indépendants, la contribution des termes de

membre droite qui ne contiennent pas les IT* doit s’annuler. Pour ce faire, il faut que
{A*(@),A(7)} = 0. (4.5.12)
Il nous reste alors la relation
mugz—/dﬁnﬂm{Mumnﬂm} avec  OII'(Z) = 0. (4.5.13)

Il est clair que l'identification ne peut pas se poursuivre ainsi, car les IT* sont liés par la
relation §;II° = 0. Afin de remédier & cette situation, on va faire appel au théoréme de
Helmholtz.

Le champ vectoriel II;(Z) est physiquement nul & l'infini, donc il se décompose d’une

fagon unique selon le théoréme de Helmholtz [30, 31, 32, 33] comme suit :
I1,(Z) = II-(%) + 11/ (%) (4.5.14)

ot ITH(7) et Hi/ / (%) désignent respectivement la composante transversale et longitudinale

du champ II;(Z) vérifiant les équations
divIit =911 =0 rotli// =0. (4.5.15)
Ces composantes sont données par
@) = [ dsi(@ - L) (15.16)

/(@) = [ ay°s](@ - i) (15.17)

ou on reconnait la fonction delta transverse 51# (Z — 7)) et la fonction delta longitudinale
51»// (#—1). Mais le champs vectoriel I’ vérifie déja la condition de transversalité div I =0,
on déduit alors que IL;(%) = II;- (%) et HZ/ / = 0. Finalement,

I, (7) = / QP (F — PIL(G)  avee  OTL(E) = 0 (4.5.18)

ou
1

05 (T =) = 0y 6(F — §) + @@'m

(4.5.19)

A présent, en comparant les équations (4.5.13) et (4.5.18) on obtient directement le crochet

{Ai(@), L (9)} = —05(7 — 9) (4.5.20)
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Essayons maintenant de refaire les mémes étapes avec I’équation (4.5.11). En effet
~AN@) = [ (@), V(@) V() + {IT(@). 04 ()} A (3)
1 L (= / N e / — 1 i = / — / Wore
— 5 AT @), A ()} OAF) — 5 (), 940 ()} 00 (7).

Apreés quelques manipulations avec 'ulitisation de la relation (9}Aj () = 0, la relation

précédente se réduit a la forme
AN(Z) = /dy3 (— {I1(2), IV () } IV () + {II(Z), A" () } A'A* (%)) - (4.5.21)
Les A’ et IV sont complétement indépendants, donc par identification
{II'(@),IV(y)} =0 (4.5.22)
Il nous reste la relation

AN(F) = / dP {IL(E), A, ()Y AN () avee  9iA; =0 (4.5.23)

Le champ vectoriel AN est physiquement nul & I'infini et il est transversal car div AN =

Adiv A = 0. Donc, il va vérifier la relation
AN (Z) = /dy?’(%(f— 7) A'A;(j)  avec  O;A' =0 (4.5.24)

L’identification directe entre les deux équations précédentes va nous permettre d’avoir le

crochet qui suit
{IL(2), A (N} = 6,5(Z — 7). (4.5.25)

On en déduit directement que les crochets (4.5.25) sont valides a tout instant

Nous avons donc obtenu, & ’aide de la méthode GCI, les crochets bien connus en théorie

des champs, qui sont nécessaires a la quantification canonique du champ de Maxwell.
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4.5.2 Le champ de Maxwell dans ’espace des impulsions

A Taide de la transformation de Fourier, les conditions initiales A(Z,0) = A(Z) e

7(#,0) = II(%) du champ de Maxwell et ses moments conjugués réels peuvent s’écrire
S . /1 o 1—d -
A#) = / dk3d (k;)< ;’ em"wT’ e_””’k> (4.5.27)
. o (14 e 1—i
[i(7) = / k33 () <% e 4 TZ e_“”’k> (4.5.28)

ou @(k), A(k) sont des fonctions vectorielles réelles. A partir de la condition de Coulomb
d;A; = 0, on obtient les relations d’orthogonalité @(k) - k = 0,V k € R3 (le vecteur k
est perpendiculaire au plan contenant le vecteur @’(E)) Il est donc toujours possible de

trouver une base réelle de ce plan {51(E), 52(E)} vérifiant les relations

ak)-avik)=6w , ak) A&k =— (4.5.29)

51(_E) = _’1<E) J 52(_E) = —52“;)- (4.5.30)

Ainsi, le vecteur @(k) = Za,\(l;) E\(k) ot oy (k) et as(k) sont des composantes réelles
A=1
indépentantes. A présent,

2 . .
4 T B R
Z / dikPar (k) (k) ( ;” ¢=E 4 TZ e—”'k) . (4.5.31)

De méme, ’équation 0;II; = 0, va nous permettre d’écrire

Vi p 1—i .
Z / A3 B (k) Ex(F) < ‘QH e 4 — ! e—wk) (4.5.32)

ou les 6,\(12) sont les Composantes réelles indépendantes du vecteur 5 (l;) 11 faut savoir que
les trois vecteurs < e1(k), ea(k), G forment une base de tout I’espace et ils respectent la
relation de fermeture

2 - . kk.
3 (é}(k)) (g;(k)) - |/<;_2]| (4.5.33)
A=1 ! I
L’injection des expressions (4.5.31) et (4.5.32) dans le hamiltonien (4.5.9) va le réduire

A la forme

#=CLS [ (@7 + 1] axia?). (45.34)
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Calculons a ce stade le crochet {K(f), H ' en fonction des ay (k) et (k). En effet,

H,_/

{K( (2m)? Z /dk3dq ax(k), BA'(CD}ﬁx (@) + |7 { (@}%/(@)
2\ (F) (1‘2"1 BLTan % e—if-E)

D’aprés (4.5.10), cette équation doit étre comparée avec (4.5.32) pour obtenir immédia-

tement les crochets

{oq(lz),ﬁx(cj)} ST NV 1 {Oz,\(lg),a,\/(gf)} —0. (4.5.35)

S
(27)?

Nous avons aussi,

{H( } 27T Z /dk?’dq Bia( ) 5N(®}5N q) + |q } { @A'(‘f)}@x/((f))

AN =1

o (1t g 1= g
&?A(k)< 5 ¢ Fy 5¢ k>

et

Selon (4.5.11), —AK(Z) = {ﬁ(f), H } , donc apres une identification directe, on aura les

crochets

(BB} = graiwG-a . {BdBa@f=0.  @s30)

Finalement, pour avoir le crochet {A*(Z),I1;(%)}, il suffit d’utiliser les résultats (4.5.35)
et (4.5.36) et la relation de fermeture (4.5.33). En effet,

" -, 1 3 kik; ik-(Z—7) L= _ =~
Ce résultat est identique au résultat déja obtenus dans la section précédente. On

conclut donc que la méthode GCI fonctionne bel et bien dans ’espace ordinaire et dans

I’espace de Fourier.
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4.6 Modeéle sigma non linéaire O(3)

Cette théorie est décrite par le lagrangien L = [dz (30,0,0"¢s — A (¢agpq — 1)) ol

a€{1,2,3} et p € {0,1} tandis que A(t, z) est un multiplicateur Lagrange. Les moments
conjugués des champs ¢, et \ sont m, = 2=

q'sa et ™ _oL

Do) — = oy = 0 respectivement.
Les équations d’Euler-Lagrange conduisent aux équations de mouvement

auauqba = qua = 2>\¢a

= ¢a|:’¢b = ¢b|:|¢a a, be {17 27 3}7

(4.6.1)
et

07 = O + ¢+ ¢ = 1. (4.6.2)

Les équations (4.6.1), peuvent s’écrire en terme des moments conjugués m, = bq sous la
forme

Pa (7Tb - aﬁéb) =P (ﬁa - a§¢a)

abe {1,2,3}.
Le hamiltonien correspondant & notre lagrangien est

(4.6.3)

d
H= / 7‘7” (73 + 030a07¢0) - (4.6.4)

De la contrainte ¢? = 1, on propose d’écrire les champs ¢, en fonctions de deux champs
indépendants a(x,t) et f(x,t) comme suit

O1(z,t) = cosa(x,t) ; ¢a(x,t) =sina(x,t)cosf(x,t) ; ¢s3(x,t) = sina(z,t)sin B(zx, t).

(4.6.5)
En utilisant 7, = ¢,, on déduit les expressions des moments conjugués

m, = —asina ; ﬂzzdcosacosﬁ—ﬁsinasinﬁ ; Wgzdcosasinﬁ—l—ﬁ’sinacosﬁ

(4.6.6)
ou G(z,t) = dy(x,t) et B(x,t) = 0,8(x,t). La substitution dans le hamiltonien (4.6.4)
conduit & la forme réduite
dI’ .9 ,2 59 ,2 .92
H= 7((1 + a +<B +6>sma>,

ou o/(z,t) = Oya(x,t) et f'(z,t) = 0.8(x,t). A laide des équations d’Euler-Lagrange
(4.6.1), on déduit ces deux équations

(4.6.7)

Oa=da&—a" = (52 — 5’2> cos asin «,
OB =j3—p"=—2 (dB . a’ﬁ’) ‘;’;Z (4.6.9)

(4.6.8)
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L’étape suivante consiste a écrire les champs &; € {¢,, 7.} sous la forme d’un dévelop-
pement de Taylor du premier ordre &;(t) = £;(0) +£;(0)t + O(t?) au voisinage de I'instant
initial ¢ = 0. Autrement dit,

(4.6.10)

ol ¢, (x,0) et m,(x,0) sont les conditions initiales associées aux champs ¢, (z,t) et m,(x, t).
A Taide des relations (4.6.5) et (4.6.6), ces conditions peuvent s’exprimer en terme de
a(z,0) = A(z), B(z,0) = B(z), a(z,0) = V(z) et B(z,0) = W(x). En particulier),

¢o(,0) = sin A cos B, (4.6.11)
m1(z,0) = =V sin A. (4.6.12)

Les moments conjugués sont m,(t, ) = ¢,(t, x), donc a 'instant initial nous avons m, (0, z) =

ba (0, z), particuliérement,

¢2(0,2) =V cos Acos B — W sin Asin B. (4.6.13)

A partir de la définition (4.6.6), on a m, = —dsina. Aprés la dérivation par rapport
au temps, on trouve que 7, = —dsina — &% cos a. Maintenant, en utilisant (4.6.8), nous

obtenons 1’équation
7, = —asina + (62 - ﬁ'2> cos asin® a — &2 cos a. (4.6.14)
En prenant ¢ = 0, on déduit que
7r1(x,0) = —A"sin A + <W2 — B’Q) cos Asin® A — V2 cos A. (4.6.15)
Finalement, nous obtenons les développements de Taylor au premier ordre

¢a(x,t) = sin Acos B + (V cos Acos B— W sin Asin B) t + O(t?),
m(z,t) = —Vsin A — (A” sin A + (—W2 + B’2> cos Asin® A + V2 cos A) t+ O(t?).

(4.6.16)
Comme le hamiltonien est conservé, il peut s’écrire
dx 2 ? 2 2\ a2
H=H =[5 (V244" + (W24 B sin? 4). (4.6.17)

(W Pour appliquer ’approche GCI, il suffit d’utiliser ¢, et ;. Bien sur, un autre choix est possible.
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A ce stade, la méthode "CI" généralisée peut étre appliquée en prenant les équations
= {£.(0), H}. Dans notre cas, ces
0

de Hamilton au voisinage de l'instant initial fa‘
t

équations sont éa(x,t)‘ = {¢a(2,0), H} et 7,(x,t)],_g = {ma(z,0), H}. Commencons
t=0

par le champ ¢s(z,t) qui satisfait I’équation éQ(x’t)Lfo = {¢o(x,0),H}, ou ¢o(z,0) =

sin A(z) cos B(z) et H = [ % <V2 + A" + (W2 + B’2) sin? A) (y). En effet, le crochet
{¢o(z,0), H} peut étre développé pour obtenir la forme explicite®

{62(2,0), HY = [ dy ({4

=

V(y)} V() cos A(Z) cos B(Z) — {B(x),V(y)} V(y)sin A(x) sin B(z)
)

_I_
—~—
=
8
=
S

Y)
)

—~ |
8
~— I~
&,
=
no
i
—~
<
~—

(
B'(y) cos A(x) cos B
B'(y) sin A(z) sin B(z) sin® A(y)
(x) cos B(x) cos A(y) sin A(y) <W2 n B,2>
(

x) sin B(x) cos A(y) sin A(y) <W2 + B’2>>
(4.6.18)

D’un autre coté, d’apres (4.6.16), on a

da(x,t)| = V(x)cos A(x) cos B(z) — W (z)sin A(z) sin B(x). (4.6.19)

t=0

La comparaison des deux égalités précédentes conduit aux crochets non nuls suivants®

AV =09 BV = S (4.6.20)

tandis que les autres crochets sont nuls.

(®)Ici, nous allons utiliser les propriétés {f, gh} = {f, g} h+ g {f,h}, et {k(f), 9} = K (9) {9, [}
(3)Cela est possible en utilisant la relation bien connue f(Z)5(% — ) = f(§)0(Z — 7).
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Faisons la méme chose avec 7 (x, t) en commencant par 1’équation de Hamilton 7y (, t)|,_, =
{m(z,0),H} ot m(z,0) = =V (z)sin A(z). En effet,

{mi2,0), H} = = [ dy ({V(2), V(5)} V{y) sin A(2) + {A(2), V(5)} V(2)V (1) cos A(z)
—{V(z),A(y)} A"(y) sin A(z) + {A(z), A'(y)} A'(y)V (z) cos A(z)
+{V(x), W(y)} sin A(x)W (y) sin* A(y)
+{A(z), W(y)} W(y)V (z) cos A(x) sin® A(y)
+{V(2), B'(y)} B'(y) sin A(x) sin* A(y)
+{A(z), B'(y)} B'(y)V () sin® A(y) cos A(x)
+{V(x),A(y)} <W2 + B'2> sin A(x) sin A(y) cos A(y)
+ {A(2), A(y)} V() (W2 + B’2> cos A(z) sin A(y) sinA(x)) .

(4.6.21)
ot nous avons remplacé {V(z), A'(y)} A'(y)sin A(x) par —{V(x), A(y)} A”(y) sin A(x)
aprés une intégration par parties. Cette opération est possible car {A(x), A(y)} = 0 et

{V(2), A(y)} A'(y) sin A(z) = 9, {V(2), A(y)} A'(y) sin A(2))—{V(z), A(y)} A" (y) sin A(x).
(4.6.22)

En utilisant les crochets déja obtenus ci-dessus, nous pouvons réduire notre expression
(m1(2,0), HY = —V2(z) cos A(z) — A"(z) sin A(z) — (W2(yc) +B” (:1:)) sin? A(z) cos A(y)

- /dy ({V(2), V()}V (y) sin A(z) +{V(x), W (y)} sin A(z)W (y) sin® A(y)
+{V(2), B'(y)} B'(y) sin A(z) sin® A(y)

Maintenant, par l'identification avec I’équation (4.6.16), on trouve que
(2, )],y = — <A” sin A + (—W2 + B’2> cos Asin® A + V2 cos A) (). (4.6.23)

Au final, on obtient la relation

(2W? cos Asin® A) / dy ({ (y)sin A(z) (4.6.24)
+{V(x), W(y)} sin A(z)W (y) sin® A(y) (4.6.25)
+{V(z), B'(y)} B'(y) sin A(z) sin® A(y). (4.6.26)

Ceci n’est possible que si le crochet non nul est

cos A(x)

(V) W) = 2W )

oz —y). (4.6.27)
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Selon la méthode "CI" généralisée, les crochets (4.6.20) et (4.6.27) gardent leur forme
dans le temps lorsqu’on remplace les conditions initiales a(z,0) = A(z), B(x,0) = B(z),
a(z,0) = V(z) et f(z,0) = W (z) par leurs champs correspondants a(z, t), 5(x,t), c(t, z)

et (t,z) évalués a tout instant. Les crochets non nuls sont donc

{a(t,z), a(t,x)} = 6(x —y)
Bt,), Bt ) | = gedas (4.6.28)
a(x,t), B

(y,1) ; = 26(t,0) o2 6@ — y).

Les crochets entre les champs ¢, et leurs moments conjugués m, peuvent étre déduits en
utilisant ce résultat et les relations (4.6.5) et (4.6.6).
Tout d’abord, nous avons {¢,(t, ), ¢»(t,y)} = 0 car {a(t,x), B(t,y)} = 0. Pour don-

ner un aspect des calculs, prenons les crochets non triviaux suivants {¢; (¢, z), m1(t,y)},

{o1(t, ), ma(t, y) } et {mi(t, x), m2(t,y)}. Eneffet, ¢1(t, 2) = cosa(t, ) et m1(t,y) = &(t,y) sina(t,y).
Leur crochet est

{¢1 <t7 l‘), T (ta y)} = {04(33, t)? d(y7 t)} Sina(m’ t) Sin a(t’ y)
=6(z — y)sin® a(z, 1) = (¢3 + ¢3) 6(z — y)
= (1-¢1)d(z —y).

En utilisant la relation m(t, y) = &(t, y) cos a(t, y) cos B(t,y) — B(t, y) sin a(t, y) sin (¢, y),

on peut calculer le crochet {¢1(¢, ), m2(t,y)} comme suit :

{o1(t, ), ma(t, y)} = {cosa(t,x), a(t,y)} cos a(t, y) cos 5(t, y)
= —{a(t,z),a(t,y)} sina(t,z) cosalt,y)cosB(t,y)
= —d(x — y)sina(t,x) cosa(t,z)cos(t, )
= —¢1920(z — y).

Finissons maintenant avec le crochet {m (¢, x), m2(t,y)} . En effet,

sina(t, z) &(t,y)sina(t,y) cos B(t, y)

{m(t,z), m(t,y)} = y)}

)}Slnat$ sin a(t, ) sin B(¢, y)
y)

y)

t? x)?

o

{a(t,2), alt
+{alt,2). 5,
+ {alt,@),alt
— {alt,2), af

& sin au(t, ) B(t, y) cos au(t, y) sin B(t, y)
a(t, ), a(t,

a(t,z) cosa(t, z) cosalt,y) cospB(t,y).

t,xr),
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A Taide de (4.6.28), et aprés quelques simplifications on obtient le crochet

{m(t,x), m(t,y)} = — <d cos 3 — fcosasina sin B) (t,z)0(z —y) (4.6.29)
= — (o1(t, x)ma(t, x) — Po(t, x)m (L, ) O(2 — y). (4.6.30)

Suivant la méme analogie, on peut déduire toutes les crochets

{¢a<t7 ZL’), ¢b<t7 y)} =0
{¢a(t,l‘), 71'b(t,y) = <5ab - %) 5(1’ — y) . (4631)
{ﬂ-¢(t7 ZL‘), 7T¢(t, y)} = _m (¢a(t7 $>Wb(t7 £) - 7Ta(ta x)QSb(ta 1’)) 6($ - y)

avec ¢2 = 1. Ces crochets de Dirac non triviaux sont les mémes obtenus a ’aide des autres

méthodes, a savoir les approches de Dirac et de Faddeev-Jackiws. [38, 39, 40, 41].

4.7 Le champ de Proca

La méthode "CI" généralisée peut étre utilisée pour quantifier le champ de Proca
[10] décrivant des particules massives de spin 1 (les bosons de jauge massifs). Le lagrangien
de Proca n’est rien d’autre que lagrangien de Maxwell avec un terme de masse qui brise la
symétrie de jauge. Autrement-dit, il faut ajouter le terme de masse mTQA“AN au lagrangien

du champ Maxwell pour avoir le lagrangien de Proca

1 2
L= / da® (—ZFWF‘“’ + %AﬂAlL) (4.7.1)

ol F),, est le tenseur électromagnétique défini par F,, = 9,4, —0, A4, ot p,v € {0,1,2,3}.
Les moments conjugués du champ A* sont 7m# = —F%_ ainsi mp = 0, et ©* = —F%.
Explicitement,

=0 Ay = 0;A0 — ;. (4.7.2)
A partir du lagrangien (4.7.1), on obtient les équations de Proca 95 F°* = —m? A* comme
une conséquence des équations d’Euler-Lagrange. L’application de 0, sur ces équations
nous permet de conclure que le champ de Proca vérifie la condition de Lorentz 9, A* = 0, ce
qui réduit les équations de mouvement & la forme (959° +m?)A* = 0. Apreés la séparation

des composantes spatiales et temporelle de I'’équation précédente, et faisant appel aux

relations (4.7.2), on obtient la contrainte A = _i—;r et les équations
m
it = 0,0'AF — 9;0F A"+ m2 A", (4.7.4)

82



Chapitre : La méthode des constantes d’intégration généralisée

On remarque que les variables indépendantes de systéme sont ¢ € {AY 7'}, car mp =0 =0

et A0 = _51—2” Ainsi le hamiltonien se réduit a la forme

H = [ da® (55 (07 + § (x') + } (0,49)°

s (4.7.5)
L1, Ai9; AT 4 (A2)2> .

Pour appliquer la méthode CI généralisée, effectuons un développement de Taylor &

I'ordre un des variables £ € {AY, 7'} au voisinage de l'instant ¢ = 0 de la forme

AR(Z 1) = AR, 1), + AR(Z 1) L t+O(t?) (476)
m(Z,t) = 7 (T, 1)],_, + 7T, 1)|,_, t+ O(t?)

Supposons que nous partons des conditions initiales A¥(Z, ¢) ‘ —o = = A¥(T), et 7*(Z,t) ‘ o

— I1%(), alors d’aprés (4.7.3) et (4.7.4), on déduit facilementles relations A*(z, t)‘ =
=0
—II%(Z) — L 0%OIT(Z) et *(T,1)|,_, = 0,0'A*(T) — ;0" A'(T) + m*A*(Z). Au final,

k Hz =
AR(Z ) = A2 — | TTIF(Z) + %f”» t+O(t?) (4.7.7)
7 (Z,1) ) + (81(911\’C — O*ON () + mgAk(f)) t+O(t?) (4.7.8)
Le hamiltonien est conservé dans le temps, alors H = H|,_,. Autrement dit, d’apres
(4.7.5)
H = [ do® (4 (0(#)° + <aHZ< >> + 1 (0:0(7))° o
OAEING + 2 (V). |

La méthode "CI" généralisée consiste & utiliser les équations de Hamilton au voisinage
de l'instant initial ¢ = 0, & savoir f‘ = {¢|,_y, H}. Commengons par A*(Z,t) qui doit
=0

obéir a l'équation A*(Z,t)| = {AkZ,¢)|,_,,H}, dou™
t=0

) - 20D - o (k@ @} (- - o))

+ {AR@), A5} (000N () + 0N () — mPA (7))

On déduit directement par identification les crochets suivants au voisinage de l'instant
initial
(A @) A} =0 {Ak(fmj@)} — §5(7 — ) (4.7.9)

(4)Nous allons utiliser la propriété [ dy® (I'(§)0.Q(%)) = — [ dy® (9,T'(§)2(#)) valable pour ses quantités

T et Q nulle a 'infini, ou 9, = ?j
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De la méme maniére, partant de I'équation 7*(Z, t)!tzo = {ﬂ'k(f, t>|t:0 , H}, on aboutit a

la relation
@0 0o+ na@) = [a ({0H@. @) (-0 - oo )
+ {I(@), 50} (~ 000 (7) + DN () — m*A (7)) )
d’ou les crochets
{I*(2), () } =0 5 {II*@),\(7) } = —650(Z — 7)) (4.7.10)

Enfin, selon la méthode "CI" généralisée, les crochets des équations (4.7.9) et (4.7.10)

gardent leur forme dans le temps, ce qui implique que les seuls crochets non nuls sont
{AMt,2), 7;(t,5)} = 056(F — 7). (4.7.11)

Ces crochets, identiques a ceux de littérature [10], constituent la preuve d’équivalence de
cette méthode aux autres méthodes de quantification, du moins dans le traitement du

champ de Proca.

4.8 Le champ de Stueckelberg

Le lagrangien de Proca (4.7.1) n’est pas un invariant de jauge, ce qui n’est pas tres
souhaitable pour un lagrangien physique. Mais une autre formulation invariante de jauge
abélienne de ce champ subsiste. Elle est proposée par Stueckelberg [15, 16], grace a I'in-
troduction d’un champ scalaire supplémentaire qui va restaurer la symétrie de jauge, en
présence du terme de masse. Le lagrangien de stueckelberg manifeste une forte analogie
avec le lagrangien de London, bien connu lors de I’étude du phénomeéne de la supracon-
ductivité [19, 17, 20, 18, 21]. La quantification de ce champ a fait 'objet de plusieurs
analyses dans le cadre des approches de Dirac et de Faddeev-jackiw [19, 22, 23].

Dans cette section, nous traitons avec la méthode GCI, 'action Stueckelberg qui décrit
un champ scalaire ¢ interagissant avec le champ A,, de telle sorte que le nouveau lagrangien

soit [15, 25, 26, 27, 28]

1 1
L= / da? (—ZFWF“” + 5(0u0 = MA@~ mA“)) . (4.8.1)

En effet, ce lagrangien de Stueckelberg est invariant de jauge quand les champs se trans-
forment comme ¢ — ¢+ x et A*¥ — AF 40y, ou x = x(z) est une fonction quelconque

de I'espace-temps. Les équations d’Euler-Lagrange relatives aux champs A, et ¢ nous
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fournissent alors les équations de mouvement du champ A,

m(0"p — mA") — JgFP* = 0 (4.8.2)

et du champ ¢
0,0"p —mo, A" = 0. (4.8.3)
Pour fixer la jauge, choisissons les conditions supplémentaires A° = 0 et 9;A° = —ma .

Sachant que 75 = ¢ —mAy, mp = 0 et 7 = —F% = 9 A° — A’ les équations (4.8.2), (4.8.3)

se réduisent a

Ao =0 et o = 0 (484)
At = —7t et it =m2 A"+ ;00 A’ (4.8.5)
et
L 1 i
m m

Ainsi, les seules variables indépendantes de ce systéme sont £/ € { A% 7'}, Le hamiltonien
H se réduit a I’expression
H = [ do® (3 (7) + 552 (0m')? + 10,4;0 A7
1
2

)+ ) | (4.8.7)
0N AT + (100, A7 + Ai)z) '

Pour trouver un développement limité a l’ordre un de la solution, partons des deux
conditions initiales A*(Z) et II*(Z). Autrement-dit, supposons que A*(Z,0) = A'(Z) et
7(#,0) = II'(Z). En utilisant les équations (4.8.4) et (4.8.3) au voisinage de 'instant
initial, on déduit que Ai‘ = —7'|,_o = —II'(Z) et 7|,_, = mPA"+ 0;0"A" |,_,
m2A'+0;07A'. Ainsi on peilztoécrire le développement de Taylor & I’ordre un de la solution

sous la forme

ANZ 1) = N(F) — T (D)t + O(t?) (4.8.8)
(7, t) = II'(Z) + (m*A" — AAY) t + O(t?) (4.8.9)

Comme le hamiltonien est conservé dans le temps, on peut le réécrire sous la forme

H = [ de* (§ (I + (O00)2 + J0,0,0'0

2m?

10N (BN + (L 0,0,A + Ai)Q) .

(4.8.10)

Appliquons maintenant la méthode "CI" généralisée qui utilise les équations de Hamilton

au voisinage de I'instant initial en commencant par équation Ay(Z,0) = {A(Z,0), H} .
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D’apres le développement limité (4.8.8) et ’expression (4.8.10) du hamiltonien, on obtient

apres de simples manipulations la relation
@ = [ (= (54 o) @ @)} ) 0
# (5 00") 1000 ) N () - e ()] (4800
En comparant les deux parties de ’expression précédente, on en déduit que
(84 5007 ) {00 T 0} = 660 — )+ (@A@Y =0 (4812)

La premiere équation peut-étre inversée pour obtenir le crochet
6 0
[A(2), T ()} = <5l k m2> 5(Z — 7). (4.8.13)

L’¢quation de Hamilton a linstant initial de ©*(Z,t) est #*(%,0) = {x*(Z,0),H},
donc grace au développement limité (4.8.9) et a l'expression (4.8.10) du hamiltonien, on

aura, toujours apres de simples manipulations, la relation

m*A* (7) — AN* (T) = /dgf’ K— (6{ + %a;a’f) {1 (z), 1 (J)}) I1; ()

; 1 / i —‘ / j (=
+ ((5; + ﬁaj@ > {II* (), (A'A () — m?A? (7))
(4.8.14)

Par identification, on obtient directement
i 1 i - - - o
(5j + w@}@') {Hk (7)), \; (y)} = —(5?5(3: — 1) =

(I (2) A (9)) = — (5,3 + %) 5(7 — §) (4.8.15)

au moment ot {II* (Z) I () } = 0. Au final, les crochets non nuls & tout instant ¢ vont
étre

k
{Ai(E 1), 7 (§,1),} = (5] v;i) 53z — 7). (4.8.16)

86



Chapitre : La méthode des constantes d’intégration généralisée

Maintenant, en utilisant ce dernier résultat et les relations (4.8.6), on déduit facilement

les autres crochets

SN i Y.
{¢<x,t>,ﬂ (y7t> = _AWL_ m253< - y)
O i+ -
{A(E 0, 7o, 1)} = T—50"(& ~ 3) (4.8.17)
A

Ces résultats obtenus en utilisant la méthode "CI" généralisée, sont identiques a ceux des
approches de Dirac et de Faddeev—Jackiw [22, 23], ce qui montre leur équivalence une

autre fois, du moins, dans le cas étudié.

4.9 Modéle self-dual (SD)

La densité lagrangienne [34] décrivant cette interaction £ = —=22 BH0VBP + B“zBu et
les moments conjugués des champs sont 75 = —%¢,05B". Explicitement,
m .
To = 0 ; i = —580”‘33 Z,j = ]., 2. (491)

Les équations d’Euler-Lagrange conduisent aux équations 2799, Bs + mB® = 0, d’ou les

relations

m A = B, = 9:0;B, — me_. . B'. 4.9.2
OoB; = 0;By —me,,, B’ ’ m R v (4.92)

0ij

{ Bo — * s By ) 2Oik

Le hamiltonien est donné par la formule suivante :

m

of 1, u, €%

Pour appliquer la méthode GCI, on va utiliser le développement limité & ’ordre un de

la solution des équations de mouvement

By (7.1) = By(7.0) + By(#,0)t + O(#) je {12
Les conditions initiales sont B;(Z,0) = B,(Z). En remplacant dans (4.9.2), on aura
B;(%,0) = (%@%Bl(f) - maOijBi(f) , et le développement limité & lordre un va
s’écrire okl
— s — 3 7 — i =
B;(%,t) = B;(%) + <%8j8k31(x) —me,,, B (:c)) t+O(t?). (4.9.4)
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Chapitre : La méthode des constantes d’intégration généralisée

Le hamiltonien est conservé dans temps, alors il s’exprime en fonction des conditions

initiales sous la forme

S S F S BN PO S B PR
H—H(a:,O)—/da:(QB()B(x) S B0 BI) + 5 By (7000 Bi(7)

(4.9.5)
Oikaiék-

Afin de déterminer le crochet { B;(), B;(Z)}, nous allons utiliser ’équation de Hamil-
i(T ~}

- {B@),

ol on a utilisé la relation B® =

ton a l'instant initial Bj pour avoir I’égalité

t=0

0kl

—0,00B1(#) — me,, B(@ )=/dy2(—{~j(f)73i<z7>}3i(??)

1 » g >, — n M (7
1 R (2 D (7 n P [
+—{Bi(@), B } 0.0 B (7))
On en déduit directement le crochet recherché
{Bj (), Bz(?j)} = m€0ij52(iv — ). (4.9.6)

La covariance des crochets dans le temps nous permet de déduire le crochet
{Bj(fa t), Bi(y,t)} = m50ij52($ —y). (4.9.7)

A présent, on peut déduire les crochets faisant intervenir By(y,t) = =29'B’(y,t). En
effet,

[Bu(#.1), Boi, )} = { Bu(@. 1), 0" B (5.1) | = 22O {Bu(.1), By(7, )}

ou § = 2
De méme,
B B Q0ii 0ij ) B
(Bl 07 (.0} = { BuE ).~ 5B ) ) = 5 (Bu(E. By (7.0
d’ou 5
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Les résultats obtenus ici sont cohérents avec ceux obtenus par les méthodes de Dirac et
F-J [29, 35, 36], ce qui montre la validité de la méthode GCI.

Pour récapituler, dans ce chapitre, nous avons examiné avec succes la validité de
la méthode "CI" généralisée comme étant une approche alternative, simple et directe de
quantification des systémes aux degrés de liberté finis et infinis. Grace a un développement
de Tayor & l'ordre un, nous avons d’abord trouvé les relations entre les variables et leurs
dérivées a l'instant initial en utilisant les équations de mouvement. Ensuite, en postulant
les équations de Hamilton a cet instant initial, nous avons déduit les crochets de Dirac
entre les conditions initiales suite a une identification directe. Finalement, la covariance

des crochets nous a permis de les avoir & tout instant.

89



Conclusion Générale

L’objectif principal de cette thése, intitulée "sur la quantification canonique des sys-
témes avec contraintes", est 1’étude des systémes singuliers sujets & des contraintes qui
surgissent lors du passage a la formulation hamiltonienne. Dans sa version standard, la
mécanique analytique reste impuissante devant les difficultés rencontrées a cause de ces
contraintes, absentes dans le cas régulier. En particulier, les crochets de Poisson sont sans
grand intérét dans cette situation.

Nous avons commencé notre travail par un breéf rappel de la mécanique analytique
dans ses versions lagrangienne et hamiltonienne, en montrant le role des crochets de
Poisson dans la quantification canonique. Grace aux notions de fonctionnelle et de dérivées
fonctionnelles, nous avons fait I’extension & la théorie des champs.

Pour étudier les systémes singuliers, nous avons fait appel a deux approches standards
dans le traitement des contraintes la premiére est la méthode de Dirac, qui consiste d’abord
a déterminer et a classer toutes les contraintes, afin de déduire les crochets de Dirac aprées
I'inversion de la matrice de ces contraintes. La deuxiéme est la méthode de Faddeev-
Jackiw, basée sur un lagrangien du premier ordre. Elle utilise les équations de mouvement
afin d’obtenir la matrice symplectique, dont I'invsersion permet de retrouver directement
les crochets souhaités.

Nous avons traité plusieurs exemples de quantification de systémes au degré de liberté
fini et infini, dans le but de maitriser les approches de Faddeev-Jackiw et de Dirac, et de
mettre en évidence leur équivalence.

La troisieme méthode abordée dans cette these est la méthode des constantes d’intégra-
tion généralisée (GCI). C’est une autre méthode alternative, simple, directe, et accessible,
n’exigeant pas des outils mathématiques trés avancés. Nous avons, en effet, pu étudier
avec succes plusieurs systéemes singuliers a I'aide de cette approche, ou elle s’est montrée
efficace dans le traitement des systémes avec contraintes non intégrables. Son principe est
d’utiliser le développement limité de la solution des équations de mouvement au voisinage
de I'instant initial, et se servir des conditions initiales pour déduire les crochets nécessaires
a la quantification canonique, par de simples identifications.

Notre contribution commence par les champs de Klein-Gordon et de Maxwell. Dans

le premier cas, le calcul est direct car le champ de Klein-Gordon est complétement in-
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dépendant ainsi que leur moment conjugué, contrairement au champ de Maxwell ou les
composantes du champ et son moments conjugués sont liées par des contraintes dues a la
symétrie de jauge et par les conditions de fixation de cette jauge. Le probléme est résolu,
dans ’espace des positions, grace au recours théoreme de Helmholtz et I'introduction de
la fonction delta transverse, tandis que dans ’espace des impulsions, la transformation de
Fourier a permis de séparer complétement les différentes composantes.

Par la suite, une étude du champ de Proca, décrit par un lagrangien sans symétrie
de jauge, est effectuée. Nous avons d’abord développé la solution des équations de mou-
vement contenant un terme de masse, au voisinage de l'instant initial en se servant des
conditions initiales. Ensuite, leur injection dans les équations de Hamilton s’est terminée
par I'obtention des bon crochets des variables fondamentales par identification.

Nous nous sommes aprés intéressés a 'action de Stueckelberg qui une formulation
invariante de jauge du champ de Proca, obtenue suite au couplage du terme de masse
avec un champ scalaire réel. Nous avons calculé tous les crochets des variables fonda-
mentales, aprés avoir fixé la jauge avec des conditions supplémentaires bien appropriées.
La quantification s’est faite en suivant les étapes claires et directes de la méthode "CI"
généralisée.

Dans les exemples précédents, nous sommes arrivés aux mémes conclusions que les
approches de Dirac et Faddeev-Jackiw, ce qui peut étre comptabilisé en faveur de la
méthode "CI" généralisée. Cette approche de quantification au voisinage de 'instant initial
n’attend qu’étre mise a I’épreuve dans la quantification d’autres systémes singuliers, dont
on peut citer par exemple :

*) la mécanique pseudo-classique qui utilise les variables de Grassmann pour donner
une image classique de certains aspects quantiques comme la dynamique du spin, ’os-
cillateur fermionique, I’équation de Pauli, I’équation de Dirac et la mécanique quantique
supersymétrique ;

**) la théorie de la gravitation linéaire qui s’obtient suite & linéarisation des équations
d’Einstein dans le cas du champ gravitationnel relativement faible ;

#4%) Le modele de Maxwell-Chern-Simons qui est une généralisation du champ éléctro-
magnétique de Maxwell conservant la symétrie de jauge, obtenue en lui ajoutant le terme
de Chern-Simons ce modele est d’une importance fondamentale pour expliquer 'effet de

Hall quantique.
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4.10 Annexe A

La matrice de Dirac G;;(z,y) elle a un inverse G¥(z, z) pour la trouver on utilise la

relation suivante

/dz3G’kwl (%,2)Guw(z,y) = 6883 (2 —v).
Nous avons établi cette formulation pour calculer G**(z, )
/dZSGH(X, z) (G11(2,y) + Gi2(2,y) + Gi3(z,y) + Gu(z,y)) = 530°(z — y)

/dz3G11(x,z) (0+0—-6*(x—y)+0)=0

G (z,y) = 0.
Ainsi que
/dz?’G21 (x,2) (G11(2,y) + G12(2,y) + G13(2,y) + G14(z,y)) = 6,6°(x — )

/dz?’GH(x,z) (0+0+mé*(z—y)+0) =0

G (z,y) = 0.

De la méme maniére, on déduit G*3(z,y)

/d23G13(X, z) (Gs1(z,y) + Gs2(2,y) + G33(z,y) + Ga4(z,y)) = ;6% (x — y)
/dz3G13(x, 2) (5(z.) +0+0+0) = 6%z — y)

G (z,y) = 8*(x — y).

Ou encore pour déterminer G*4(z, 1)
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/ 4=°G* (x,2)(Gu(2.) + Gua(2,¥) + Gas(2,Y) + Gu(2,y)) = 635°(x — )
/ 423G (x, 2) V(5 (= — y)) = 8*(x — )
/ 430G (x,2)9:5% (= — y)) — DG (x, 2)0:5° (= — 1)) = (- )
/ 42 (8,(G?H(x, 2)0:6° (= — ) — 0,0/ C¥(x,2)5%(= — 1)) + (0.0:G7 (%, 2)) (= — ) = %z — p)

VG (z,y)) = 0 (x —y).

Il

Pour trouver expression de G?*(z,y) onpose R = 7 — 3 et V2 = \%3

V2GH(R) = 8(R). (4.10.1)
Selon la transformation de Fourier

G24(72>) — L [dk? e R C~¥24(?

~ @’

) et 8(R) = Ly [di? iF R

On remplace les deux relations précédentes dans (4.10.1) on trouve

_1 —_— = 1 —_— =
(2 )3 /d/{?g k2€zk R G24(?) — (2 )3 /dk’S ezk R )
™ v

On peut réécrire de la maniére suivante :

—1 = ~
(27T)3 /dk’3 k,2€zk R (G24(?) + _) = 0.

Donc nous allons voir que

1 TE A~ 1 A3 =
G24(]_%>) _ - /dkz3 ok R G24(?) _ N g ik R
(2m) (2m) k
Donc G24(?%>) est alors définie par
2y L T
G (R) = (271—)3 ﬁ e

Dans le systéme des coordoonées sphériques

— = —| =
i R:‘k‘-‘R‘-COSQ ot di® = k 2dk dS.

dS2 : est I'angle solide qui définit par d2 = sinf df dp avec 0 < 0 <7 et 0< p <27
ou 0 <|k|, donc G24(T€>) devient :
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2By L L %) |B-coso 1.2 .
G*(R) = (27?)3/?\ [[E]eost k231 sin 0dodep.
On pose que u = cosf et du = — sinfdf et u € [—1;1]. On utilise ces notations

pour écrire G24(]_%>) :

¢*(R) (21)2/ei|?|’|ﬁ|'“ dk du
T
1 i| K[| R
_ 2/dk
(27) i| k]| 7|
T @IFHR _ 7
(27)* R ik
12 /dk‘ sin kR
(2m)" R k
On a alors la relation finale
G(R) = ! (4.10.2)

:47TR:47T|?—§)|'

On définit alors les autres éléments de la méme maniére que les trois examples précédents.

4.11 Annexe B

on va calculer les crochets de Poisson entre les quatre contraintes de ce systéme,

Ql = To, Qz =T + %éTOiij et Q4 = m230 — msOijaiBj

B o [(0Q1(x) 0Q(y)  0924(x) 0924(y)
@.0)= [a (w(z) Sru(z) 07, (2) 6B~<z>)

Sy PR LUK S0
om,(2) dB*(z)

m .

=0.
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Avec

) 0u(y) 0 (x) 6u(y)
{2, ) = / <5B# ) 67,(2) B o7, (2) 5Bu(z))

/ 02 <5W0< x) 6(m*Bo — meoZ-jaiBJ')(y))

7,4(2) 3B (2)
—/dz2 (88 0%(x — 2)(M*6,00°(y — 2) —m &), €0i; 0'6°(y — 2)))
= -—m?6*(y — ).

Avec

_ o [ 052 (x) 0%(y)  6%(x) 0% (y)
e Sk = / * (6Bi<z> omu(z) 6w§< ) 0B (z >)

_ /dz2 (5(m + ooy B') (x) 8 (M + ZeonB"), (y)

6BH(z) o (2)
0 (me+ BeouB') (%) 8 (i + Feois BY), (y)
57TM(Z) 5B“(Z)

= (5 0% cou 99y —2)) 3 6w —2)
m . .

— 8 5% (a — 2) (5 57 coi 002 (y — z))

= meg;ﬂ-52(x — y)

On a en plus

B 5, (x) 62( y 0(x) 0Qu(y)
{0, Q) = <5B'u, (z) 0m,(2) om,(2) 5Bu(z))
(

= [ @Z(;{) (< 3)
- /dz2 (5 (e +;j(05)31) (x) & (m2B, ;g:iga@) (y))

= / dz? (6,6%(x — 2) (mb06°(y — 2) — 6e0;;0'0°(y — 2)))

= m€0ikai(52(l’ — y)

On va calculer I'inverse de la matrice de Dirac (2.6.12) pour la trouver on utilise la relation

suivante

/dZ2ka/ (X7 Z)Gw’w(z> Y) = 511262(33 - y)
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d’ou G;;(x,y) sont les éléments de la matrice de Dirac, G¥(x,z) sont leurs inverses, On

calcule le premier élément de la matrice inverse G'!(x,y)

/szGll(x, z) (G11(z,y) + Gia(2,y) + Gi3(z,y) + G14(z,y)) = 6,6*(z — y)

/szGn(x,z)(O +0+0—m**(z —y)) =0 = G"(z,y) = 0.
Ainsi que

/dZQGﬂ(X» z) (Gu(z,y) + Gi2(2,y) + Gi3(z,y) + Gu(z,y)) = 6,6°(z — y)

m/dz2G21(x, 2)0*(z —y) = 0 = G*(x,9) = 0,
(4.11.1)

et de la méme maniére on déduit G'*(x,y)

/d23G41(X7 Z) (Gll(za y) + GlQ(Zv Y) + G13(Z7 y) + G14(Z7 Y)) = 5252(1‘ - y)
/dz3G41(x, z) (0+ 040 —m?*§*(z —y)) = 636%(z — y)
—1
4 y) = 5w~ y),

et

/szGQZ(X, z) (Go1(2,y) + Goo(2,y) + Gas(z,y) + Gou(z,y)) = ;6% (x — y)

0

/dz3G22(X, z) (0+0+ 6 (z —y) — 0°6°(z — y))

9*G*(x,y) = 0.

On définit les autres éléments de la méme maniére que les examples précédents. Les

crochets de Dirac des variables dynamiques sont pris selon I’équation suivante

(F(x),G(y)}p = {Fx).Gy)} - / / dudi? {F(x), 03(w)} G (u,v) {0, (v). Gly)}
(4.11.2)
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D’aprés la matrice inverse (2.6.13) et la relation du crochet de Dirac précédente, les

crochets de Dirac de ce systéme s’écrivent

{F(x),Gy)}p = {F(x),G(y)}

//du2dv {F(x u)} G2 (u,v) {Q2(v),G(y)}
/ / dutdv? {F(x), Q(u)} G, v) {Qs(v), G(y)}
/ / du’dv® {F(x), @ ()} G (u,v) {Qu(v), G(y)}

_//du2dv {F(x), %)} G2 (u,v) {Q(v),G(y)}
_ / / du2dv® {F(x), Q3(0)} G~ (u,v) {Q(v), G(y)}
_ / / du?dv? {F(x), Q3(w)} G-2(u, v) {Qa(v), G(y)}
_//du2dv2 {F(x), Q(u)} G (w,v) {0 (v), G(y)} .

On calcule {B;(x), B;(y)}

— /dv2du2 {B (x) <7T1 + —Bz) (u)} 82 (u —v) {(772 - %Bl> (V) B;(Y)}
+ /dv2du2 {B (x) <7T2 — %Bl> (u)} 82 (u —v) {<7T1 + %B2> (v) B](Y)}

Donc

dv*du® (6;10%(x — u)) 6*(u — v) (0;20°(y — u))
3

/dvzdu (0:20°(x — w)) 6°(u — v) (6;16°(y — u))
= 1(5 15]2 0; 2(5]1)(5 (l’ — y)

On déduit alors le crochet de Dirac

{Bi@); Bi(y)}p = —L5(x — ) (4.11.3)
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Résumé

Ce travail de these étudie la question de la quantification des systémes physiques singuliers ayant des
contraintes. Il met I’accent sur une méthode particuliere, dite la méthode des constantes d'intégration
généralisée, qui est une méthode simple, directe, et accessible, n'exigeant pas des outils mathématiques tres
avancées. Son principe est d'utiliser le développement limité de la solution des équations de mouvement au
voisinage de l'instant initial, et se servir des conditions initiales pour déduire les crochets nécessaires a la
quantification canonique, par de simples identifications.

Plusieurs systémes sont traités avec succes, a commencer par le champ de Klein-Gordon qui est un
champ régulier, dont la quantification est relativement simple. A 1’opposé, le champ de Maxwell présentant
une symétrie de jauge est un champ singulier, et nécessite plus d’effort pour résoudre les difficultés
rencontrées. Dans les deux cas, la quantification s’est faite dans 1’espace des positions et dans 1’espace des
impulsions.

Par la suite, une étude du champ de Proca, décrit par un lagrangien contenant un terme de masse,
brisant sa symétrie de jauge, est effectuée et elle s’est soldée par 1’obtention des bons crochets des variables
fondamentales. A la fin, I'action de Stueckelberg qui est une formulation invariante de jauge du champ de
Proca, obtenue suite au couplage du terme de masse avec un champ scalaire réel est quantifiée, suivant les
étapes claires et directes de la méthode des constantes d'intégration généralisées.

Abstract

This thesis studies the question of the canonical quantification of singular physical systems with
constraints. It focuses on a particular method, called the method of generalized integration constants, which
is a simple, direct, and an accessible method, not requiring very advanced mathematical tools. Its principle is
to use the Taylor expansion of the solution of the motion equations near the initial instant, and to use the
initial conditions to deduce the brackets necessary for the canonical quantification, by simple identifications

Several systems are successfully treated, starting with the Klein-Gordon field which is a regular field,
so its quantification is relatively simple. In contrast, the Maxwell field is a singular system with gauge
symmetry, and requires more subtility to resolve the difficulties encountered. In both cases, the
quantification is performed in the positions space and in the impulses space.

Subsequently, the Proca field, described by a Lagrangian containing a mass term, breaking its gauge
symmetry, is studied and we obtain the correct brackets for the fundamental variables. At the end, the
Stueckelberg action which is a gauge invariant formulation of the Proca field, obtained following the
coupling of the mass term with a real scalar field, is quantized following the different steps of the method of
generalized integration constants.
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