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Introduction générale

L’ optimisation est une discipline fondamentale des mathématiques appliquées et de la re-
cherche opérationnelle, jouant un rdle central dans de nombreux domaines tels que I’économie,
I’ingénierie et les sciences physiques. Parmi ses branches, la Programmation Quadratique (PQ)
se distingue par son importance théorique et ses nombreuses applications pratiques. En effet, un
grand nombre de problemes concrets, qu’ils relevent de I’économie, de la commande optimale,
de I'ingénierie ou de la recherche opérationnelle, se modélisent naturellement sous forme de

modeles quadratiques.

De maniere générale, un probleme de programmation quadratique consiste 2 minimiser une
fonction objectif quadratique soumise a des contraintes linéaires ou non linéaires. Ce cadre ana-
lytique permet de représenter une vaste gamme de scénarios pratiques, allant de la gestion de
portefeuilles financiers a I’optimisation des réseaux, en passant par I’apprentissage automatique
et la mécanique structurelle. Grace a ses propriétés analytiques et numériques, la programma-
tion quadratique constitue également une base solide pour le développement de méthodes avan-

cées, notamment en optimisation non linéaire.

Sur le plan théorique, vu que I’optimisation non linéaire ne dispose pas d’un cadre uni-
versel pour la construction d’algorithmes, la programmation quadratique joue un réle central.
Par exemple, les méthodes de Programmation Quadratique Séquentielle (PQS) exploitent des
approximations quadratiques des fonctions non linéaires, permettant ainsi de résoudre des pro-
blemes complexes avec une plus grande robustesse. Ces caractéristiques font de la program-
mation quadratique un outil indispensable, non seulement pour traiter des problemes pratiques,

mais aussi pour concevoir des algorithmes performants dans des contextes variés [13, 80].

Un élément clé dans la résolution des Probléemes de Programmation Quadratique (PPQs) ré-
side dans la matrice associée a la forme quadratique. Ses qualités structurelles nous renseignent
sur de nombreuses propriétés, telles que la convexité du probleme, la stabilité des solutions et
I’efficacité des algorithmes de résolution. Plusieurs approches ont été proposées pour résoudre
un probleme de programmation quadratique convexe, c’est a dire lorsque la matrice associée
est semi-définie positive [9, 10, 11, 12, 14, 15, 23, 24, 44, 82, 87, 92, 111]. Cependant, une
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classe spécifique de matrices, appelées M-matrices, joue encore un role fondamental en ma-
thématiques appliquées et en optimisation. Ces matrices se distinguent par des caractéristiques

uniques, notamment leur positivité, leur dominance diagonale et leur stabilité.

Les M-matrices sont largement reconnues pour la diversité de leurs applications dans divers
domaines, tels que la modélisation des systemes dynamiques, des sciences économiques et de
I’écologie [8, 107, 100]. Ces matrices interviennent dans la résolution de divers problemes,
notamment les problemes de Dirichlet avec obstacles [52, 55, 90] et des modeles d’applica-
tion de torsion a une barre [16, 89]. Elles apparaissent souvent dans I’analyse des chaines de
Markov [59]. Elles possedent plusieurs propriét€s fondamentales, couramment employées pour
démontrer des résultats de stabilité dans les systemes évolutifs (dynamiques) [90, 94, 99, 100].
La minimisation quadratique impliquant une M-matrice joue également un rdle central dans
de nombreuses applications, telles que I’optimisation de portefeuille avec des cofits de transac-

tion [71], 1a valorisation des options américaines [25, 88, 108] et la segmentation d’images [49].

Historiquement, le terme de M-matrice a ét€ utilisé pour la premiere fois par Ostrowski en
1937 [81], ce dernier inspiré des travaux de Minkowski [75, 76, 77] qui a prouvé que si A € Z™"
a toutes ses sommes de lignes positives, alors le déterminant de A est positif. Depuis, leur étude
a évolué pour englober des propriétés structurelles et des applications spécifiques dans plu-
sieurs disciplines. Le premier effort systématique pour caractériser les M-matrices a été réalisé
par Fiedler et Ptdk en 1962 [27], qui ont également identifié de nombreuses propriétés fonda-
mentales de ces matrices, contribuant ainsi a établir leur role dans les systemes linéaires. Une
premiere étude de la théorie des M-matrices a été€ réalisée par Poole et Bouillon en 1974 [86].
En 1976, Varga [103, 104] a étudié le role des matrices a diagonale dominante dans la théorie
des M-matrices soulignant leur importance dans 1’analyse numérique et les problemes de sta-
bilité. En outre, Schroder en 1976 [93] a étudié certaines des propriétés des M-matrices non
singulieres a I’aide de la théorie des opérateurs et des espaces linéaires partiellement ordonnés.
Entre-temps, Kaneko [56] a rédigé une liste exhaustive de caractéristiques et d’applications des
M-matrices non singulieres, particulicrement dans le contexte du Probleme de Complémenta-

rité Linéaire (PCL) en recherche opérationnelle.

En 1979, Berman et Plemmons [8] ont proposé une définition plus rigoureuse des M-
matrices, en mettant en avant leurs propriétés de stabilité ainsi que leur lien avec les matrices
a éléments non positifs. Ce travail a constitué une avancée majeure dans la compréhension de
ces matrices, en formalisant leur classification et en élargissant leurs applications, notamment
dans les problemes de complémentarité. En 71980, Luk et Pagano [69] ont publié un article inti-
tulé "Quadratic Programming with M-Matrices", prolongeant les travaux de Chandrasekaran

en 1970 [17], qui avait proposé un algorithme pour résoudre le probleme de complémentarité
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linéaire a une seule variable, ainsi que ceux de Pang [83], qui avait développé un algorithme
analogue pour le probleme de complémentarité linéaire avec des variables bornées. En 71989,
Stachurski [95, 96, 97, 98] a proposé un algorithme général pour résoudre les problemes de
programmation quadratique (PPQs) impliquant une M-matrice et des contraintes de bornes.
Cet algorithme, dont les propriétés de convergence ont ét€ minutieusement étudiées, construit
une séquence de points dont les composantes augmentent de manicre monotone. Par ailleurs,
il a été démontré que plusieurs algorithmes déja existants, notamment ceux de Pang [83] et de
Scarpini [90], peuvent €tre interprétés comme des cas particuliers de ce cadre algorithmique

général.

Des travaux plus récents [6, 53, 55, 57, 67] sur la programmation quadratique convexe avec
une M-matrice ont été menés et approfondis au fil des années, en raison du fait qu’une grande
partie des problemes d’obstacles, présents dans des domaines variés tels que 1’optimisation,
la mécanique des milieux continus, la dynamique des structures et les problemes de contréle,
sont fréquemment modélisés sous la forme de problemes de programmation quadratique. En
1999, Un algorithme basé sur la méthode des points intérieurs a été développé pour traiter le
probleme d’obstacle bilatéral affine avec une M-matrice [52]. En 2003, une méthode d’activa-
tion de contraintes a également été utilisée pour résoudre le méme probleme [57]. La méme
année, une extension de la méthode des points externes a été proposée dans [63]. En 2011,
un algorithme direct a ét€ présenté dans [55]. Enfin, en 2017, une méthode destinée a traiter
les problemes quadratiques strictement convexes, reposant sur 1’extension de la méthode des

points externes mentionnée précédemment, a été proposée dans [53].

Notre contribution principale dans cette these consiste en 1’élaboration d’une nouvelle mé-
thode spécifiquement congue pour traiter des problemes de programmation quadratique impli-
quant une M-matrice et des contraintes simples. En nous s’inspirant des travaux de R. Chan-
drasekaran [17], de E-T. Luk et M. Pagano [69], et en introduisant le concept de support pour
la fonction objectif proposé par Gabasov et al. [33, 34, 35, 37], nous avons con¢u une méthode
qui se distingue des approches précédentes par I’introduction d’une condition plus générale.
Cette derniere facilite I’obtention d’une solution réalisable initiale qui est significativement
plus rapprochée de 1’optimum, ce qui améliore considérablement la rapidité de convergence
du processus. Nous étendons également notre étude aux problemes de programmation quadra-
tique impliquant une M-matrice a diagonale dominante et des contraintes de bornes. Dans ce
cadre, une procédure de prétraitement est introduite pour exploiter la structure particuliere de
la M-matrice, réduisant ainsi la taille du probleme et améliorant I’efficacité computationnelle.
Un algorithme d’optimisation, inspiré de la méthode des points extérieurs [106] et intégrant le
concept de support, est proposé pour résoudre ce probleme réduit. Cette approche permet non

seulement d’améliorer la convergence, mais également de réduire significativement le temps de
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calcul, rendant ainsi la résolution a la fois plus rapide et plus efficace.

Cette these est structurée comme suit : une introduction générale, suivie de quatre chapitres
détaillant les différentes étapes de la recherche, et enfin une conclusion générale qui résume les

principales contributions ainsi que les perspectives futures.

Le premier chapitre est consacré a la présentation des bases théoriques nécessaires a la
compréhension des enjeux liés a la programmation quadratique et aux M-matrices. Nous y in-
troduisons les concepts fondamentaux de la convexité et de I’analyse convexe, les propriétés
des ensembles et des fonctions convexes, ainsi que les caractéristiques des formes quadratiques,
telles que leur gradient et leur Hessien. Nous détaillons également les M-matrices, en exposant
leur structure et leur role crucial dans la résolution des systemes linéaires et des problemes
d’optimisation. Enfin, ce chapitre aborde les principes de 1’optimisation convexe et de la pro-
grammation non linéaire, en mettant en lumiere les conditions d’optimalité pour les problemes
avec ou sans contraintes. Ces rappels théoriques fournissent une base solide pour le développe-

ment des méthodes de résolution présentées dans les chapitres suivants.

Dans le deuxieme chapitre, nous approfondissons 1’approche théorique en présentant deux
exemples concrets de problemes pratiques pouvant €tre modélisés sous la forme d’un pro-
gramme quadratique, en particulier ceux impliquant des M-matrices. Le premier exemple, le
""Circus Tent Problem'' qui appartient a la catégorie des problemes d’obstacles et qui illustre
comment les M-matrices émergent dans la modélisation de contraintes physiques et géomé-
triques complexes. Le second exemple concerne la ''Valorisation des options américaines'',
un probléme financier ou les M-matrices jouent un role clé dans la formulation et la résolution
du modele sous-jacent. Ces deux cas mettent en évidence I’importance des propriétés structu-
relles des M-matrices dans des situations réelles et ouvrent la voie a une réflexion approfondie

sur les méthodes numériques les plus appropriées pour résoudre de tels problemes.

Le troisieme chapitre, cceur de cette these et représentant notre contribution principale, est
consacré a la proposition d’une nouvelle méthode de résolution des Problemes de Program-
mation Quadratique (PPQs), lorsque la matrice associée est une M-matrice et les contraintes
sont simples. En exploitant les propriétés spécifiques des M-matrices, notre approche génere
une suite monotone de solutions réalisables, garantissant ainsi une convergence rapide vers la
solution optimale. Nous y avons intégré le concept de support, développé par Gabasov et al.
[33, 34, 35, 36, 37], afin d’obtenir une solution réalisable initiale plus proche de 1’optimum, ce
qui permet d’améliorer considérablement la rapidité de convergence par rapport aux méthodes
existantes. Une implémentation en MATLAB a été réalisée pour comparer nos résultats a ceux

d’autres approches, mettant ainsi en évidence 1’efficacité de notre méthode.
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Dans le quatrieme chapitre, nous étendons cette méthode a des cas spécifiques, notamment
la résolution de problémes de programmation quadratique avec une M-matrice a diagonale do-
minante et des contraintes de bornes. Une procédure de prétraitement est introduite pour exploi-
ter la structure particuliere de la M-matrice, réduisant ainsi la taille du probleme et améliorant
I’efficacité computationnelle. Un algorithme d’optimisation, inspiré de la méthode des points
extérieurs, est proposé pour résoudre ce probleme réduit. Cette approche permet d’améliorer la
convergence et de réduire significativement le temps de calcul, rendant ainsi la résolution plus

rapide et plus efficace.

Enfin, cette theése se conclut par un récapitulatif des contributions principales, une analyse
des résultats obtenus et des perspectives pour de futures recherches dans ce domaine. Les tra-
vaux futurs visent a améliorer les méthodes développées et a les étendre a des problemes encore

plus complexes, ouvrant ainsi de nouveaux axes pour la recherche en optimisation.



Chapitre 1

Rappels Mathématiques pour la

Programmation Non-linéaire

1.1 Introduction

Ce chapitre est essentiel pour établir les bases mathématiques nécessaires a cette these.
Il commence par un rappel sur les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice et sur
les concepts fondamentaux de la convexité et de 1’analyse convexe, englobant les ensembles
convexes ainsi que les fonctions convexes et non convexes. Ensuite, il est important de revoir
les notions relatives aux formes quadratiques définies (ou semi-définies) positives, en mettant
I’accent sur leurs propriétés, qui sont fondamentales dans le contexte de I’optimisation non

linéaire.

Par ailleurs, nous présentons les M-matrices en soulignant leurs propriétés structurelles,
telles que la dominance diagonale et la positivité de I’inverse. Ces caractéristiques conferent
aux M-matrices un rdle essentiel en modélisation mathématique, notamment pour 1’analyse
de la stabilité et la résolution de systemes linéaires. Elles occupent une place centrale dans
notre recherche en raison de leur importance dans 1’optimisation et la modélisation de divers

phénomenes physiques réels.

La derniere partie du chapitre est dédiée aux résultats fondamentaux en optimisation non
linéaire. Nous y abordons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, tant pour des
problémes sans contraintes que pour des problemes avec contraintes. Ces résultats sont cruciaux
pour comprendre comment aborder et résoudre efficacement des problemes de programmation

non linéaire.
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1.2 Introduction aux vecteurs et matrices

1.2.1 Espace vectoriel

Définition 1.1. Un ensemble ordonné de n nombres réels x = (x1, X2, ,X,)! s appelle point
ou vecteur d’un espace de dimension n et les nombres xy, x>, -+ , X, sont dits composantes ou

coordonnées du vecteur x.

Définition 1.2. On définit un espace vectoriel en munissant un ensemble E de deux lois : une
addition interne et une multiplication externe, qui vérifient les propriétés suivantes :
o [’ensemble E muni de la loi + est un groupe commutatif,
e De plus, on a
— (@ +pB)x = ax + Bx,
— a(x+y) =ax+ ay,
— a(Bx) = (ap)x,
— Ix=x

ou « et B sont des scalaires quelconques, x et y sont des vecteurs, des éléments quel-

conques de E. Si E est de dimension n, x = (x1, X2, , %), v = V1,2, -+ , ) et
a €R, onaalors:

x+y:(x1+yl’x2+y25"'7-xn+yn)Ta (11)

ax = (ax), axy, - ,ax,)". (1.2)

L’ensemble R" est muni des propriétés classiques d’un espace vectoriel, c’est donc un

espace vectoriel sur R.

1.2.2 Sous-espace linéaire

Un ensemble E de vecteurs de I’espace R" de dimension # s’ appelle un sous-espace linéaire
de R” s’il vérifie les conditions suivantes :

I. x+yeE xeFEetyekLE,

2. ax € E, x € E et a un scalaire quelconque.

1.2.3 Produit scalaire

Définition 1.3. On appelle produit scalaire sur E une application de E X E sur R, notée {x, y),
et possédant les propriétés suivantes :

— {(x,x) >0,

—{x,x)=0 & x=0,

— (x5 y) =y, x),
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— (5y+2) =(x5y) +{x2),
— (x, Ay)y = Ax,y), VYaeR

1.2.4 Normes

Définition 1.4. On appelle norme sur E une application de E dans R*, notée x — ||x||, qui

posséde les propriétés suivantes :
I ||| =0 < x=0,
2. [laxll = |Afllxl, - YA eR,
3 e+ Il < il + iyl

Définition 1.5. (Norme euclidienne sur R")

Dans I’espace vectoriel R", on définit le produit scalaire entre deux vecteurs x ety par :

()= Z XiYis

i=1

et la norme euclidienne d’un vecteur x associée est :

lxll = V(x, x) =

Sur l’espace vectoriel R", d’autres normes en plus de la norme euclidienne peuvent étre

définies. Par exemple, [’application suivante définit une norme :

1

||x||p:[zxf) , Vp> 1.

i=1

Les autres normes les plus utilisées sont :

.....

appelées respectivement norme 1 et norme infinie.

1.2.5 Systeémes orthogonaux de vecteurs

Définition 1.6. Un ensemble quelconque de n vecteurs linéairement indépendants d’un espace

de dimension n s’appelle base de cet espace.

Définition 1.7. On appelle base canonique la base composée des vecteurs {e;}i-

.....
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vecteur e; posséde des composantes nulles, sauf la i-éme qui vaut 1 :

0

eme
1

e, =|1|— élément.

Ainsi, tout vecteur x de R" se décompose sur la base canonique de la maniére suivante :

n

n
VxeR", x= Z(x, ee; = Z xie;.
i=1

i=1

Définition 1.8. Deux vecteurs x et y de E" = R" sont dits orthogonaux si leur produit scalaire

est nul :

(x,y) = 0.

Le vecteur nul est évidemment orthogonal a tout vecteur de [’espace.

Définition 1.9. Un systéme de vecteurs x', x*, ..., x™ s’appelle orthogonal si tous ses vecteurs

sont orthogonaux deux a deux :

Yy =0 avec j # k.

Définition 1.10. La base ey, ey, ..., e, de R" est dite orthogonale si les vecteurs de la base sont

orthogonaux deux a deux :

(ee)y=0 sijtk k=12 n

Si, de plus, on a |lex|| = 1 pour k = 1,...,n, alors la base orthogonale s’appelle orthonor-

mée. Dans ce cas, on a :

(ej,€k> = 5jk,
ot 0 . est le symbole de Kronecker défini par :
1 sij=k,

6jk:
0 sij+#k.
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1.2.6 Les Matrices

Définition 1.11. Soient n,m € N*. Une matrice de dimension m X n a coefficients réels est un

tableau constitué de m lignes et n colonnes, représenté comme suit :

app dip o dig
A=AUD) = (ay iel, jeJ)= a:zl afz a2 ,
L B 2 R )
ou les ensembles I = {1,2,...,m}et J = {1,2,...,n} désignent respectivement les indices

des lignes et des colonnes de A.

Pour des raisons pratiques, la matrice A peut aussi étre notée sous la forme suivante :

T
Al
T
AZ
A:(alaala-"aaj’-"aan): AT >
i
T
Am
ou
Cl]j
. d2j
aj=Al,j)=| .
A

est un vecteur-colonne de dimension m, et

AiT =A@ J) = (ai,ap, ..., ain)

est un vecteur-ligne de dimension n. Le symbole () représente la transposition. Ainsi, un vec-
teur x = x(J) = (xj, j € J) est considéré comme un vecteur-colonne, tandis que son transposé,
noté xT, est un vecteur-ligne.

La matrice transposée de A est définie par :

AT =AU D = (aji =a;j, je J,i€l).

A noter qu’un vecteur-colonne de dimension n peut étre vu comme une matrice de taille
(n X 1), tandis qu’un vecteur-ligne de dimension n correspond a une matrice de taille (1 X n).

Une matrice A est dite carrée lorsque n = m. De plus, si A = AT, elle est qualifiée de
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symétrique. Enfin, la matrice identité d’ordre n est notée I,.

1.2.7 Valeurs propres et vecteurs propres de matrices

Définition 1.12. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R. Un scalaire 1 € C

est appelé valeur propre de A s’il existe un vecteur x € C" non nul tel que :
Ax = Ax.

Le vecteur x satisfaisant cette derniére relation est appelé vecteur propre de A correspondant

a la valeur propre A.

Définition 1.13. On appelle spectre de la matrice A I’ensemble des valeurs propres de A, que

I’on note : spec(A).

Remarque 1.1. L’ensemble E, de tous les vecteurs propres associés a la valeur propre A, out
[’on ajoute le vecteur nul, est un sous-espace de C", appelé sous-espace propre associé a la

valeur propre A.

Définition 1.14. Le rayon spectral de A est le nombre

p(A) = max ;.

.....

Remarque 1.2. Un vecteur propre n’est défini qu’a un facteur multiplicatif pres :
Ax=Ax = A(ax) = Aax), VYa#0.

On peut donc choisir a de telle sorte que ||x|| = 1.

Le théoreme suivant permet d’avoir une regle générale pour calculer les valeurs et les vec-

teurs propres d’une matrice.

Théoreme 1.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n et a éléments dans R. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1. Le scalaire A est une valeur propre de A,
2. La matrice M = A — Al, est singuliere,

3. Le scalaire A est une racine du polynéme de degré n, appelé polynome caractéristique
de A:
P4(1) = det(A — A1) = 0.

Proposition 1.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que A = A”. Les propriétés suivantes

s’appliquent a A :
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— Les valeurs propres de A sont réelles,
— Les vecteurs propres associés a des valeurs propres de A distinctes sont orthogonaux

entre eux.

Ces résultats découlent du théoreme spectral pour les matrices symétriques, qui stipule
qu’une matrice symétrique A peut étre diagonalisée par une matrice orthogonale Q. En d’autres

termes, il existe une matrice orthogonale Q et une matrice diagonale A telles que :
A= QA0

ou A\ est une matrice diagonale contenant les valeurs propres réelles de A, et les colonnes de

Q sont les vecteurs propres orthonormés de A, avec QQT = 1I,.

1.3 Convexité et Analyse Convexe

1.3.1 Ensembles convexes

Définition 1.15. Un ensemble C de R" est dit convexe si, pour tout xi, x, € C et tout A € [0, 1],

le vecteur

x=Ax1+ (1 =Dx,

appartient également a C.
La figure suivante illustre cette notion :

Ensemble Convexe Ensemble Non Convexe

y y

b
A

*\Non Convexe

S
N
X 2 X

U\

Ficurk 1.1 — Ensembles convexe et non convexe dans R2.
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1.3.2 Propriétés des ensembles convexes

Propriété 1.1. Si C est convexe, et @ € R, alors I’ensemble E = {y : y = ax, x € C} est

également convexe.

Propriété 1.2. Si C, et C, sont deux ensembles convexes de R", alors ’ensemble C = C; N C,

est convexe et ’ensemble C=C1+Cr ={x: x=x1 +x, x1 €C et x, € Cy} est convexe.

Propriété 1.3. L’intersection de n’importe quelle collection-finie ou infinie-d’ensembles convexes

est convexe.

Définition 1.16. Un point x d’un ensemble convexe C est dit un point extréme s’il n’y a pas de

points distincts x,, x, € C tels que :

x=Ax1+(1=ADx, 0<A<]1.

1.3.3 Fonctions convexes

La convexité est un concept clé en optimisation traditionnelle, jouant un rdle essentiel dans
I’établissement des criteres d’optimalité simultanément nécessaires et suffisants. En effet, la
majorité des algorithmes de minimisation convexe s’averent particulierement efficaces. Dans

cette section, nous présenterons un bref apercu des propriétés des fonctions convexes.

Définition 1.17. Une fonction f : R" — R est dite convexe si, pour tout x,y € R" et pour tout

A € [0, 1], l'inégalité suivante est satisfaite :

JQx+ (1 =Dy) < Af(x) + A =D f ). (1.1)

Cette propriété signifie que le segment de droite reliant les points (x, f(x)) et (y, f(y)) est tou-

Jjours situé au-dessus du graphe de la fonction.

Définition 1.18. Une fonction f : R" — R est dite strictement convexe, si ’inégalité (1.1) est

stricte pour tous les points x, y € R", tels que x # y, avec 0 < 1 < 1.

Remarque 1.3.

1- Une fonction f : R" — R est dite concave si la fonction — f est convexe.
2- Une fonction f : R" — R est dite strictement concave si la fonction —f est strictement

convexe.

La figure ci-dessous illustre deux exemples : une fonction quadratique présentant une convexité

et une autre ne possédant pas cette propriété.
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Fonction convexe Fonction non convexe

10()*7f(x):x2 s 0 -

80 - - -20 |- -

60 1 . 40} -
Ra) Ra)

T I .

20 | - -80 | -

0 . —100 {{—g(x) = =x? .

| | | | | | | | | |
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X

Ficure 1.2 — Exemple d’une fonction quadratique convexe et non convexe

1.3.4 Propriétés des fonctions convexes

La notion de la convexité peut se généraliser de la facon suivante :

Définition 1.19. Combinaison convexe

On dit qu’un vecteur X est une combinaison convexe des points xi, x,, ..., x, € R" sion a

P p
X=> Ax, Y =1, 420 i=1p. (1.2)
i=1

i i=1

Propriété 1.4. Inégalité de Jensen
Pour une fonction convexe f et des points xi, xa, ..., x, € R" et des poids Ay, s, ..., A, tels que

A2 0et 30 A =1, l'inégalité de Jensen s’énonce comme suit :

f(zp: /L'Xi] < Zp: Aif (x:). (1.3)
pay i=1

Propriété 1.5. Convexité et différentiabilité
— Soit f une fonction réelle, définie sur un ensemble convexe C C R”", et de classe C'.

Alors f est convexe si seulement si :

fO)=f2Vf () -x), Yy, xeC. (1.4)

— Soit f une fonction réelle deux fois continiiment différentiable. Alors f est convexe sur

C si seulement si le hessien H(x) = V2 f(x) > 0, Yx € C (i.e., le hessien de f est semi-
défini positif).
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1.4 Formes quadratiques

Définition 1.20. Une fonction réelle F(x), définie sur R" et exprimée sous la forme :

F(x) = %iidijxixj, (1.5)

i=1 j=1
est appelée forme quadratique & n variables x,x,, ..., X,, oil X = (X1, X2,...,%X,). = x(J) =
(x;, i € J)estunvecteurdeR", et J = {1,2,...,n}désigne [’ensemble des indices des variables.

L’expression (1.5) peut également étre écrite sous forme matricielle :

F(x) = %xTDx, (1.6)

onD = (d

i1 < i, j < n) peut étre choisie comme une matrice symétrique d’ordre n, i.e.,
DT = D.

1.4.1 Gradient et Hessien d’une forme quadratique

Définition 1.21. Soit F : R" — R une fonction réelle continriuent différentiable, représentée

sous la forme (1.6). Le gradient de la forme quadratique F au point x est défini par :

OF
0x1
OF

gx) =VF(x) =| * |=Dx, (1.7)

OF
0xn

ou g—;, i € J, est la dérivée partielle de F(x) par rapport a la variable Xx;.

Définition 1.22. Soit F : R" — R la forme quadratique (1.6). Le hessien de F est défini par :

PE PE . _PF
6x% 0x10x 0x10x,
PEPE . _PF
8x20. 2 8x20
H(x) = V’F(x) =| 2% % N )} (1.8)
Ox,0x1 0x,0x Bx,zl

Définition 1.23. Soit f : R" — R une fonction réelle de classe C'. La dérivée directionnelle
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de f dans la direction d au point x est :

) _ofx o fetd) - f(x)
fod =3 = lm =

af

= —(x+1td) = di+---+
(9x1

= Vi (x)d.

aof
ox,

(X + td) |l‘:0+ .dn

1.4.2 Formes quadratiques définies et non définies

Soit la fonction quadratique F(x) = %xTDx, ou D est une matrice symétrique d’ordre n.

Définition 1.24. La fonction quadratique F(x) est dite Définie Positive (DP) si x'Dx >
0, Vx € R" et x # 0. Elle est dite Semi-Définie Positive (SDP) si x'Dx >0, Vx € R" et x # 0.

Définition 1.25. La fonction quadratique F(x) est dite Définie Négative (DN) si x'Dx <
0, Vx € R et x # 0. Elle est dite Semi-Définie Négative (SDN) si x'Dx <0, VYx € R"etx # 0.

Définition 1.26. Une matrice symétrique D est dite matrice Définie Positive (DP) (Semi-Définie

Positive (SDP)) et on note D > 0 (D > 0), si elle est associée a une forme quadratique Définie

Positive (DP) (Semi-Définie Positive (SDP)).

Définition 1.27. Une forme quadratique F(x) est dite Non Définie (ND) si F(x) est positive

pour certaines valeurs de x et négative pour d’autres.

1.4.3 Caractérisation des formes quadratiques définies

Pour déterminer si une matrice symétrique est définie ou

semi-définie positive, le critere

de Sylvester est particulierement utile. Ce critere offre une condition nécessaire et suffisante,

en se basant sur les déterminants des sous-matrices principales, également appelés mineurs

principaux de la matrice.

Définition 1.28. Considérons la matrice symétrique suivante :

dll d12 e dln

d21 d22 T dZn
D = . . . .

dnl an e dnn

Le mineur d’ordre p de la matrice D, constitué des lignes iy, i, .

est noté comme suit :

..,ipetdes colonnes ji, jo, ..., jp
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diyj, dij, diyj,
pl Bt | dipjy  dipjy -+ diyj,
JisJoseoosJp : o :
dipjl dipjz dipjp
. ST e C e, . .
Ce mineur est dit principal si i, = ji,iy = jo,...,i, = j,, c-a-d s’il est formé de lignes et de
colonnes portant les mémes numéros. Les mineurs suivants
diy dp -+ dy
d]l d12 d21 d22 e d2n
Dy =dy, Dy = seees Dn=1 | . . | =1Dl,
dy dn
dnl dn2 e dnn

sont appelés mineurs principaux successifs.

Alors, le critere de Sylvester se formule comme suit :

Théoreme 1.2. (Critere de Sylvester)

1. Pour qu’une matrice symétrique D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire et

suffisant que tous ses mineurs principaux successifs soient positifs :

D >0, D,>0,..., D,>0.

(1.9)

2. Pour que la matrice D soit semi-définie positive (D > 0), il est nécessaire et suffisant

que tous ses mineurs principaux soient non négatifs :

1,00, ...,1 .. _
D( s b2y ’.P]ZO’ ISll<lz<"'<lp§7’l’p:1,2,"'

li,2,...51p

Remarque 1.4. La condition

D >0, D, >0,...,D, >0,

n’est pas suffisante pour garantir que la matrice D soit semi-définie positive.

En effet, pour la matrice
0 O d
D= _| 9n dp
0 -1 dr dy

D1:0, DQZO.

on obtient

, 1. (1.10)
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La forme quadratique associée a D s’écrit alors :

1 1
F(x) = E(dllx% + 2dpx1 % + dzzxg) = _Ex%'

Cette forme n’est pas comme on voudrait semi-définie positive (D > 0) (elle est semi-définie

2
négative D < 0). La raison est que le mineur principal D( 5 ) =-1<0.

Les formes quadratiques définies et semi-définies positives peuvent également €tre liées aux

valeurs propres.

.....

réelles. Les équivalences suivantes sont vérifiées :
1. D>0 & A;>20, pourtouti=1,...,n.
2.D>0 ¢ A4,>0, pourtouti=1,...,n.

3. D estindéfinie si et seulement si certaines valeurs A; sont positives et d’autres négatives.

1.4.4 Propriétés des formes quadratiques définies et semi-définies posi-

tives

Les matrices symétriques définies (semi-définies) positives ont des propriétés tres intéres-

santes, dont nous citons quelques unes des plus usuelles :

Propriété 1.6. Soit la matrice D partitionnée de la maniére suivante :

m k
m | D D
D= ( t 12), m+k=n.
k \ Dy Dn

Si D >0 (D = 0), alors les sous-matrices principales Dy, et Dy, sont aussi définies positives
(DP) (semi-définies positives (SDP)) . D’une facon générale, toute sous-matrice principale
d’une matrice DP (SDP) est aussi DP (SDP).

Proposition 1.2. Un élément de la diagonale d’une matrice symétrique D semi-définie positive

ne peut s’annuler que si tous les autres éléments de la méme ligne et colonne s’annulent aussi.

Proposition 1.3. Soient D une matrice symétrique semi-définie positive, et x € R" un point

quelcongue tel que x # 0. Alors X’ Dx =0 < Dx=0.
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1.5 Les M-Matrices

La nécessité d’étudier les M-matrices est apparue suite aux nombreuses applications des
matrices ayant une telle structure en analyse numérique. Il s’avere que ce type de matrices pos-
sede de nombreuses propriétés utiles qui en font un outil précieux en biomathématique, en ro-
botique et en finance [18, 60, 73]. Par exemple, la non-négativité de I’'inverse d’une M-matrice,
est primordiale, car certains des modeles décrivant la vie réelle et les marchés financiers uti-

lisent des coeflicients et des variables non négatifs.

Un autre avantage des M-matrices est leur application pour résoudre des équations aux dé-
rivées partielles paraboliques telles que celle de Black-Scholes [54]. De nouveaux schémas de
différences finies ou des schémas modifiés pourraient étre réalisé€s en utilisant des M-matrices,
car la stabilité des schémas traditionnels de différences finies échoue dans les cas d’équa-
tions aux dérivées partielles avec des conditions aux limites non lisses [51]. Cette classe de
M-matrices est souvent une condition suffisante pour obtenir une solution numérique qui ne
présente pas d’oscillations [74]. Tous ces arguments nous encouragent a présenter une étude
consacrée a la structure et aux principales propriétés des M-matrices. Beaucoup d’informations
sur les M-matrices sont proposées par Windisch dans [109] et par Varga dans [102]. Une breve

revue des M-matrices est présentée dans [84, 86, 105].

1.5.1 Définitions et structure des M-matrices

Définition 1.29. Une matrice réelle, carrée D est appelée une M-matrice si elle est carrée,

avec d;; < 0 pour tout i # j et tous ses mineurs principaux sont positifs.

Théoreme 1.4. Une matrice D avec des éléments hors-diagonaux non positifs est une M-
matrice si et seulement si D est non singuliére et que D' est non négative (tous les éléments

de D! sont positifs ou nuls).

Définition 1.30. Une M- matrice D peut s’écrire sous la forme D = sl — B, avec s > 0, B > 0
et s > p(B), out p(B) est le rayon spectral de la matrice non négative B. Pour s = p(B), D est

une M-matrice singuliere.

Définition 1.31. Une matrice de Stieltjes est une matrice réelle, carrée D avec d;; < 0 pour
tout i # J, qui est symétrique et définie positive. Toutes les matrices de Stieltjes sont des M-

matrices, mais l’inverse n’est pas toujours vrai.

1.5.2 Propriétés des M-matrices

Lemme 1.1. [102] Une matrice réelle, symétrique, dont les éléments non diagonaux sont né-

gatifs ou nuls, est définie positive si et seulement si elle est une M-matrice.
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Propriété 1.7. Les éléments diagonaux d’une M-matrice sont tous positifs.

Propriété 1.8. [109] Pour toute M-matrice non singuliére D, il existe un vecteur x > 0 tel que

Dx > 0. Notons que le vecteur x n’est pas unique.

Théoreéme 1.5. [102] Soit D une M-matrice, et C n’importe quelle matrice obtenue a partir de

D en posant certaines éléments non-diagonaux égaux a zéro. Alors C est aussi une M-matrice.
Preuve. (Voir [102]).
Lemme 1.2. /8] Toute sous-matrice principale d’'une M-matrice est une M-matrice.

Lemme 1.3. Soit A une M-matrice et B une matrice telle que a;; < b;; < 0,Yi # jetb; > a; > 0

pour 1 <i < n. Alors B est une M-matrice.
Preuve. En notant par D4 (resp. Dp ) la matrice diagonale, constituée des éléments diagonaux

de A (resp. B), on aura alors

Dy—-A>Dg-B et D;'>D; >0.

Jy=1-D'A=D.'(Dy—A)>Dy' (Dg—B)=1-D3'B=Jz >0

Comme A est une M-matrice et d’apres [102] on a p(J4) < 1 et donc aussi p(Jp) < 1, ce

qui fait que B est aussi une M-matrice.

Théoreme 1.6. [102] Soit D une M-matrice et soit un sous-ensemble non vide I de J =
{1,2,...,n}. La matrice
V =Dy —D;D; Dy, I=J\I, (1.11)

est une matrice de Stieltjes.

Preuve.
Montrons que V est une matrice symétrique.
En effet, D est une matrice de Stieltjes, donc

o T
DII _DI_I’

et d’apres la relation (1.11), on déduit que V est symétrique.
Montrons que V est définie positive.

Posons
W =D".
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Comme D est définie positive, alors W I’est aussi. Il en est de méme pour les sous-matrices Wy,

et W,,'. D’apres [30], ona V = W;;!, par conséquent V est définie positive.

Enfin, comme Dj; est une M-matrice (d’apres le lemme 1.2), alors DIT[-1 > 0. Et comme
Dj; <0, Djj <0, les éléments non diagonaux de V sont donc non positifs puisque les éléments

non diagonaux de Dj; sont non positifs. ®

Définition 1.32. On dit qu’une matrice réelle carrée et symétrique D d’ordre n est a diagonale

dominante par lignes si :

| d;; IZZId;j |, pour i=1,2,...,n. (1.12)

j=1
J#L

On dit qu’elle est une matrice a diagonale dominante par colonnes si

n
| djj > Z | dij|, pourj=1,2,...,n.
=1
i#]
Si 'inégalité (1.12) est stricte, alors la matrice D est qualifiée de matrice a diagonale domi-

nante stricte par lignes (ou, respectivement, par colonnes).

Remarque 1.5. Si on est en présence d’une matrice D vérifiant les conditions (i) et (ii) sui-
vantes :

(i) d; > 0, pour touti =1,2,...,n,

(ii) d;j <0, pour tout i # },

alors la condition de diagonale dominante (1.12) s’écrit plus simplement pour touti = 1,2,...,n:
>d;=o0.
=1

Lemme 1.4. Soit D une matrice symétrique d’ordre n, définie par D = (d,-j, 1<i,j< n) Si D

est strictement a diagonale dominante, alors det D # 0.

Preuve.
Soit D = (d,-j, 1<i,j< n) une matrice a diagonale dominante stricte, et supposons que

det D = 0. Cela implique que :

Ax#0: Dx=0, xeR"

Posons

[Ix]lcc = max [x;].
i=1,n
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Alors il existe un indice k tel que

x| = [lxlleo > 0.

Pour la k™ ligne du systéme Dx = 0, on a

dkkxk = - Z dijj.

J#k

En prenant les valeurs absolues des deux cotés et en utilisant le fait que |x j| < |xx|, on peut alors

2 diif < )l x| < ml[Z |d"~"|)'

J*k Jj#k Jj*k

écrire :

|| | x] =

Donc en simplifiant on aura

dial < ) |di;

j#k

2

ce qui contredit I’hypothese que D est une matrice a diagonale dominante stricte. Par consé-
quent,detD #0. =

La relation entre les M-matrices et les matrices a diagonale dominante est donnée par la

propriété suivante :

Proposition 1.4. Une matrice carrée D qui est a diagonale dominante stricte par lignes et dont

les termes satisfont les inégalités d;j < 0 pouri # j et d; > 0, est une M-matrice.

Preuve.
Considérons une matrice carrée D = (d;;) qui satisfait les conditions :
— d;j < 0 pouri # j(les termes hors diagonale sont négatifs ou nuls)
— d;; > 0 pour tout i (les termes diagonaux sont strictement positifs)

— D est a diagonale dominante stricte, ¢’est-a-dire :

dii> " ldij| pour j=1,2,--,n.
J#i
Montrons que D est une M-matrice. Par définition, une matrice D est une M-matrice si elle

peut s’écrire sous la forme :
D=sI-B

avec s > 0, / la matrice identité, et B une matrice a coefficients non négatifs telle que s > p(B),
ou p(B) est le rayon spectral de B.
Posons :
B=al-D
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avec .

@ = max Z |d;;l
1

J#i
Ainsi, a > 0.

Les éléments de B sont :

— b = a — d;;, et grace a la diagonale dominante stricte, on a @ — d;; > 0.
— b;j = —d;; > O pour i # j, puisque d;; < 0.

Donc B est une matrice a coefficients non négatifs.

Enfin, le rayon spectral de B vérifie :
p(B) < max § dijl | < dii
J#i

En posant s = @, on obtient :
D = sI — B, avec s > p(B)

Cela prouve que D est une M-matrice. =
Théoreme 1.7. Une matrice D symétrique et a diagonale dominante stricte est définie positive.
Preuve.
Soit x € R", nous cherchons a montrer que :
x"Dx >0 pour tout x # 0.

Par définition, nous avons :

i

non
XTDX = Z dinin.
=1 j=1

Nous séparons les termes diagonaux et hors diagonaux :

n
)CTDX = Z a’iixiz +2 Z dijxixj.
i=1

1<i<j<n
Nous voulons prouver que cette somme est strictement positive. En utilisant I’inégalité

classique de Cauchy-Schwarz :

e P < Iy,

avec x = (x;, xj) ety = (1, 1), nous avons :

i + X7 < 20 + x)).
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En développant le carré :

(x; + xj)* = x7 + 2x,x; + x?,

on déduit que :

2|xix;| < xl-2 + x?.

En encadrant les termes hors diagonaux :

- Z din,'Xj < Z |d,J|(X[2 + X§),

i£j i<j

et en réorganisant les termes, on obtient :

N Z dijxix; < Z [Z |d,~,-|] x;. (1.13)

i#j i J#i

Or, par hypothese, D est a diagonale dominante stricte, ce qui signifie que :

di > Z |d;;l.

J#i

Ainsi, pour tout i/, on a :

dii—= ) ldyl > 0.

JEi

En vertu de I’inégalité (1.13), on déduit que :

x'Dx = Z di,-x? + Z dijxixj > Z [d,-i - Z Idijl] x,-2 >0, tant que x # 0.

i#j J#I

Par conséquent, x” Dx > 0 pour tout x # 0, ce qui prouve que D est définie positive.

Théoreme 1.8. Soit D = (d[ i 1<i,j< n) une matrice réelle symétrique et soit

A= ) ldyl, 1<izn

J=1.j#i

Alors toutes les valeurs propres A de D sont contenues dans la réunion des disques :

lz —dil <A

Preuve.

Soit A une valeur propre de la matrice D et soit x un vecteur propre correspondant a 4. On
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normalise le vecteur propre x tel que sa plus grande composante en module soit égale a 1. Par

définition, on a

n

(A—dy) x; = Z diixj, i=1,n.

j=1, j#i
En particulier, si |x,| = 1, on obtient
n n
W=dd < Y d| x| < D Jdo| = A
j=1,j#r j=1j#r

Ainsi, la valeur propre A est comprise dans la réunion des disques

lz—dyl <A;, 1<i<n.

Comme A est une valeur propre arbitraire de D, il s’ensuit que toutes les valeurs propres de

D sont comprises dans la réunion de ces disques. |
Théoreme 1.9. Toute valeur propre d’une matrice D symétrique a éléments réels est réelle.

Preuve.

Soit A une valeur propre de la matrice D et x un vecteur propre correspondant :

Dx=Ax, x=#0. (1.14)

Comme D" = D,on a

(Dx, x) = {x, Dx),

et, en vertu de 1’égalité (1.14), on obtient

{(Ax, x) = {x, Ax).

D’ou

Ax, x) = AUx, x),

oll A est le conjugué du nombre complexe A.
Un vecteur propre est non nul par définition ; donc (x, x) =|| x ||># 0. D’ou A = A, c’est-a-dire

A est un nombre réel. m

Théoreme 1.10. Soit D = (di i 1<i,j< n) une matrice réelle symétrique. Alors toute valeur

propre A de D se trouve dans lintervalle :
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n

min [dii - Z |dij|) < A < max [dii + Z |d,-j|J.

J=1,j#i J=1,j#i
Preuve.
D’apres le théoreme 1.8, toutes les valeurs propres de D sont contenues dans la réunion des

disques :

|z —dil < Z|d,~j|, i=1,n.

J#i
Soit A une valeur propre quelconque de D. Il existe alors un disque C, tel que 4 € C,. Comme

A est une valeur réelle, on a alors

1eC oN-d) <) || e d - dj|<d<d,+ )]

JET JETr JET

d,;

Donc

min [dii - Z |di/|] <A < max [d” + Z |d""|]' "

J#i J#i
Ainsi, pour toute matrice carrée symétrique D d’ordre n, il existe une base orthonormée de

vecteurs propres de D telle que D possede une forme matricielle diagonale dans cette base :
JPtelleque P 'DP = P'DP =diag(1, A, -, A,),

ou la matrice P, formée des vecteurs de cette base, est appelée matrice orthogonale, avec la
propriété P! = PT.

Théoreme 1.11. Soit D une matrice symétrique réelle et

a=mind;, i=1,n,

B=maxd;, i=1,n,

out les scalaires A;,i = 1,n, sont les valeurs propres de D. Alors l’inégalité

a|lx|* < x"Dx < B||x|)? (1.15)

est vérifiée pour tout vecteur X.

Preuve. La matrice D possede un systeme de vecteurs propres ey, e;, - - - , e, tels que

Dej:/ljej j:1,2,~--,n.

Ces vecteurs forment une base orthonormée de I’espace R”". Alors tout vecteur x peut étre

mis sous la forme
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X = X171 + X6 + ...+ Xx,€,,

X1, X2, , X, étant les coordonnées du vecteur x par rapport a cette base. Par suite, on a

Dx = x1De| + x,Dey + ... + x,De,, = A1 x1e1 + Aaxre0 + ... + A, X8,
En tenant compte du fait que les vecteurs de la base sont orthogonaux, on aura :

n n n n n
Ty _ — xS = 2
x Dx = Z Z/ljxjxk <ej, ek> = Z Z/ljxjxkélk = Z/ljxj,
1 k=1 1 k=1 j=1

Jj= Jj=

c’est-a-dire

' Dx =) 2, (1.16)
j=1

En remplacant dans I’égalité (1.16) A; par la plus petite valeur a, on obtient :
x"Dx > a/Z x? =a ||x2|| .
=1

De facon analogue, en substituant a A; dans 1’égalité (1.16) la valeur maximale S, on ob-

tient :

x'Dx < ,BZ x? =0 ||x2|| .
=1
Ainsi, 'inégalité (1.15) est démontrée. ®

Corollaire 1.1. Les valeurs propres minimale a et maximale 8 d’une matrice symétrique réelle
D sont respectivement les valeurs minimale et maximale de la forme quadratique x* Dx sur la

sphere || x ||= 1.

Preuve. Soit D une matrice symétrique réelle. Par le théoreme spectral, D admet une base
orthonormale de vecteurs propres {vy, ..., V,} associ€s aux valeurs propres 4; < --- < A,,.
Tout vecteur x € R” tel que ||x]| = 1 peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces

vecteurs propres :

n n

x= ) av, ot » a =[x =1.
i=1 i=1

La forme quadratique devient :

n T n
xI'Dx = [Z a,-v,-) D Z apyv;l|.

i=1
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En utilisant le fait que Dv; = A;v;, on obtient :

n n n n
x'Dx = Z/liaiz = aZaf < Z/l,-af SﬂZa?.
i=1 i=1 i=1 i=1
Puisque les a? sont des coefficients positifs ou nuls vérifiant Y\, a? = 1, alors on déduit

a<x'Dx<p

Donc

o= Hn} x'Dx avec x"Dx = xT(A;x) = 4||xl* = A4,
x||=

B = ﬁn”aPI( x'Dx = avec x"'Dx = x"(1,x) = A,||xII* = A,.

D’ou le résultat. m

Théoreme 1.12. Une matrice symétrique réelle D est définie positive si et seulement si toutes

ses valeurs propres est strictement positives.

Preuve. Si D est une matrice symétrique réelle et ses valeurs propres A; sont telles que 4; >

0, j=1,---,n,alors:
n
x'Dx = Zﬂsz,
j=1
ou le vecteur x = (x1, x5, -+ , x,)! . D 0, pour x # 0 :

x'Dx > 0,

ce qui prouve que D est définie positive.

Inversement, soit D une matrice symétrique réelle définie positive. En vertu du corollaire

1.1, toutes ses valeurs propres Ay, A, - - - , 4, sont réelles et :
a=minx'Dx =1, > 0.
Ilxll=1
La valeur « étant positive, on a donc :

a>0 = 4;>0 pour j=12,---,n. =

Proposition 1.5. Une matrice symétrique a diagonale dominante stricte, avec des éléments

diagonaux positifs est définie positive.
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Preuve. D’apres le théoreme 1.10, pour toute valeur propre 4, on a :

A> m_in di,' - Z |dij| .
’ J#
Comme D est une matrice a diagonale dominante stricte et que d; > 0, il en résulte que 4 > 0.

Et d’apres le théoreme 1.12, il en résulte que D est définie positive. ®

1.6 Optimisation convexe

La convexité est un concept clé dans divers domaines de la programmation mathématique.
Par exemple, lorsque la fonction est convexe, les conditions nécessaires d’optimalité deviennent
également suffisantes pour un probléme d’un minimum. De plus, un minimum local est toujours
un minimum global, ce qui permet d’appliquer tous les résultats d’optimisation locale a 1’op-
timisation globale. Ci-dessous, nous présentons quelques définitions et résultats associés a la

minimisation convexe.

Définition 1.33. Un probleme de programmation mathématique est qualifié de convexe (res-
pectivement strictement convexe) lorsqu’il consiste a minimiser une fonction convexe (respec-

tivement strictement convexe) sur un ensemble convexe.

L’hypothese de convexité joue un role essentiel en optimisation. Il est important de souli-
gner que cette hypothese est fondamentale. Notons que :

e Les problemes convexes sont synonymes de minimisation, et les problemes concaves
sont synonymes de maximisation ;

e Les problemes convexes sont beaucoup plus faciles a résoudre, ceux pour lesquels il
existe des algorithmes de résolution efficaces;

e [’hypothese de convexité ne suffit pas a assurer I’existence ou 1’unicité d’une éventuelle
solution.

Pour tout probleme de minimisation convexe, nous avons les propriétés suivantes :

Propriété 1.9. Soit f une fonction convexe définie sur un ensemble convexe C C R". Alors

[’ensemble des points ou f atteint son minimum sur C est convexe.
Propriété 1.10. Tout minimum local dans C est un minimum global.

Propriété 1.11. Si la fonction f est strictement convexe, alors son minimum global sur C est

unique.

Plus particulierement, considérons un probleme de minimisation convexe sans contraintes,

donné sous la forme suivante :
min f(x), (1.17)

xeR"

ol f est une fonction réelle convexe de classe C' sur R".
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Théoreme 1.13. Soit f une fonction convexe et continiiment différentiable sur R". Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) x° est un minimiseur global de f sur R";

(ii) x° est un minimiseur local de f ;

(iii) x° est un point stationnaire de f, c’est-a-dire que V f(x°) = 0.

1.7 Programmation non linéaire

On parle d’un probleme d’optimisation non linéaire lorsque la fonction objectif a minimiser
est non linéaire et/ou lorsque I’ensemble S des contraintes est non linéaire. Un tel modele peut
étre formulé sans contraintes (S = R") ou avec des contraintes linéaires ou non, sous forme
d’équations ou d’inéquations. Dans cette section, nous présentons d’abord un probleme de mi-

nimisation non linéaire sans contraintes, puis avec contraintes.

Un probleéme d’optimisation non linéaire sans contraintes consiste 8 minimiser une fonction
non linéaire f sans imposer de restrictions sur le vecteur x. Il se formule généralement comme
suit :

min f(x). (1.18)

XxeR"
Ce type d’optimisation, également appelé optimisation non restreinte, vise a minimiser une
fonction sans aucune contrainte imposée sur les variables de décision. De tels problemes appa-
raissent fréquemment dans diverses applications, notamment en apprentissage automatique, en
économie et en physique, ou I’on cherche a optimiser des modeles complexes sans restriction
explicite.

— Ingénierie : Minimisation de co(its ou optimisation des performances sans limitations
explicites, comme la réduction de la consommation d’énergie d’un moteur.

— Apprentissage automatique : Ajustement des parametres de modeles (comme les ré-
seaux de neurones) en minimisant une fonction de perte, sans contraintes sur les va-
riables.

— Finance : Optimisation de portefeuilles pour maximiser les rendements ou minimiser
les risques sans restrictions sur les actifs.

— Traitement d’images : Affiner les modeles de détection et de classification en minimi-

sant les erreurs, sans contraintes sur les parametres.

Nous nous concentrons sur ces problemes sans contraintes, car les conditions d’optima-
lité des problemes avec contraintes sont une extension logique de celles sans contraintes [7].
D’ailleurs, une stratégie courante pour résoudre un probleme avec contraintes est de traiter une

série de problemes sans contraintes, avec des fonctions de pénalité.
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Nous rappelons ci-dessous quelques définitions d’un minimum local et global pour un pro-

bleme sans contraintes, ainsi que les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité locale.

Définition 1.34.

1. Unvecteur x* € R" est dit solution optimale du probleme (1.18) si :
f(x") < f(x), VYxeR"

On note alors :

f&x7) = min f(x).

Le vecteur x* est également appelé minimum global de f sur R".
2. Un vecteur x° € R" est dit minimum local du probleme (1.18) s’il existe un réel r > 0

tel que :
FGx% < f(x), VYxe B,

ot la boule B(x°, r) de centre x° et de rayon r est définie par :

B, r)={xeR": |Ix=x° <.

0

3. Un vecteur x° € R" est appelé minimum local strict du probléme (1.18) s’il existe un

réel r > 0, tel que :
f(x%) < f(x), Vxe B r), x £ x°.

Définition 1.35. Soit f : R" — R une fonction de classe C'. La dérivée directionnelle de f au

point x dans la direction d est :

, _of .. flx+hd) - f(x)
S d) = 25(x) = lim .

= af (x+ hd) |p=0+ di+ .+ 6f (x+ l’ld) |p=o+ d,.

a_xl 0x,,

=V (x)d.

Si ||d|| = 1, la dérivée directionnelle exprime le taux de variation de f en x selon la direction

d. Il convient de noter que ce taux est maximal dans la direction du gradient de f.

1.7.1 Conditions d’optimalité pour un probléme non linéaire sans contraintes

Soit le probleéme non linéaire et sans contraintes (1.18) donné ci-dessus, ou la fonction f

est supposée au moins deux fois continliment différentiable.



1.7 Programmation non linéaire 32

Théoreme 1.14. [7] Si x* est un minimum local (ou global) pour le probléme (1.18), alors
Vi(x) =0. (1.19)

Remarque 1.6. Un point vérifiant la condition (1.19) est appelé un point stationnaire.

La condition (1.19) utilise le vecteur gradient dont les composantes sont les premieres dé-
rivées partielles de f. Par conséquent, elle s’appelle la condition nécessaire du premier ordre.
Les conditions nécessaires peuvent également étre énoncées en termes de la matrice hessienne
H, dont les coeflicients sont les deuxiemes dérivées partielles de f; elles sont alors appelées

les conditions nécessaires de second ordre, présentées comme suit :

Conditions nécessaires d’optimalité de second ordre

Théoréme 1.15. [7] Soit la fonction f : R* — R, o f € C% Si x° est un minimum local (ou
global) pour le probleme (1.18), alors

(i) V£ (x°) = 0 (stationnarité),

(ii) H(x") est semi-définie positive,

oit H(x®) = V2 f(x°) est la matrice hessienne de f au point x°.

Conditions suffisantes d’optimalité du second ordre

Les conditions nécessaires énoncées ci-dessus sont insuffisantes pour déterminer si un point
est un minimum local (ou global). Par conséquent, un point qui satisfait ces conditions n’est pas
forcément un minimum local (ou global). Le théoréme qui suit donne une condition suffisante

pour un minimum local strict.

Théoreme 1.16. [7] Soit la fonction f : R" — R, ou f est supposée deux fois différentiable au
point x°. Si les conditions suivantes

(i) V£ (x°) = 0 (stationnarité),

(ii) H(x") est définie positive,

sont vérifiées, alors x° est un minimum local strict pour le probléme (1.18).

1.7.2 Conditions d’optimalité pour un probleme non linéaire avec contraintes

Un probleme d’optimisation non linéaire avec contraintes générales se formule de la ma-

niere suivante :

min f(x), (1.20)
xe$S
ouS={xeR": gi(x)=0,i=1,2,...,k, g(x)<0,i=k+1,...,m}désigne I’ensemble
des solutions réalisables. On suppose que les fonctions f et g; (i = 1,...,m) sont de classe C',

1.e, continiiment différentiables sur R”.
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Définition 1.36.
1. Un vecteur x € R" est appelé solution réalisable du probleme (1.20) s’il vérifie toutes
les contraintes du probléme, c’est-a-dire, que x € S;

2. Une solution réalisable x* est appelée solution optimale du probléeme (1.20) si
S < f(0), Yxe§,

et on note f(x*) = migl f(x);
XE,
3. Unvecteur x° € S est appelé minimum local du probléeme (1.20) s’il existe un réel r > 0,

tel que :
fG) < f(x), VYxeSnBG, ),

oit B(xX°,r) = {x e R": ||x — x°|| < r} est la boule de centre x° et de rayon r.

Définition 1.37. Un vecteur d € R", d # 0, est appelé direction admissible en un point x € S
s’il existe un réel a > 0 tel que x + 0d € S, Y0 € [0, ). Si x est un point intérieur, alors toutes

les directions sont admissibles.

Théoréme 1.17. [7] Soit la fonction f : R* — R de classe C'. Si x° est un point de minimum

0

local (ou global) du probleme (1.20), alors pour toute direction admissible d € R" en x°, on a

d"V () > 0. (1.21)

1.7.2.1 Conditions d’optimalité pour le cas des contraintes linéaires de type égalités

Le probleme se formule sous la forme suivante :

{ min f(x), (1.22)

s.c Ax=b,

ouxeS={xeR": gi(x) :Al.Tx—b,- =0,iel={1,2,...,m}}, f : R" = R est une fonction
continiment différentiable, A = A(I,J) = (a;;, i € I, j € J) est une matrice d’ordre m X n,

formée des vecteurs-colonnes et vecteurs-lignes suivants :

T
Al
T
A,
A:(al’az,'-"ajv'-',an)a A= AT s
i
T
Am
oua; = (ayj, . Aij, - . ., amy)" estla ™ colonnede A, j € J ={1,2,...,n}; Al = (@i, ..., Gij» . . ., Ain)

est la i ligne de la matrice A. Le vecteur b = (by, ..., b;, ..., b,,)T estun vecteur-colonne de R™.
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Proposition 1.6. Un vecteur d € R" est une direction admissible au point x € S si et seulement
Si
Ad = 0. (1.23)

De plus, on a
x0)=x+0deS, YOeR.

Remarque 1.7. Pour que I’ensemble des solutions réalisables S ne soit pas vide ou ne soit pas

réduit a un point isolé, on considere que rangA = m < n.

Définition 1.38. La fonction L(x, 1) = f(x)+ A" (Ax=b) = f (x)+z A:gi(x) est appelée fonction
i=1
de Lagrange associée au probléme (1.22), ou A = (A4, ..., A, ..., A,)T € R™ est le vecteur des

multiplicateurs de Lagrange.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.18. Soit x° un minimum local (ou global) du probleme (1.22). Alors il existe

nécessairement un vecteur 1 € R™ vérifiant
Vi) +ATa=0. (1.24)
La condition (1.24) peut étre donnée autrement, en utilisant la fonction de Lagrange :
V.L(x,A) = Vf(x)+ATA=0. (1.25)
De plus, un minimum local est tout d’abord un point réalisable, qui vérifie
Ax=b= V,L(x,1)) =Ax—-b=0. (1.26)

En combinant les relations (1.25) et (1.26), on obtient alors la condition nécessaire d’optimalité

de premier ordre pour le probleme (1.22). On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 1.19. (Théoréme de Lagrange)

Soit f une fonction continfiment différentiable sur R". Si x° est un minimum local (ou global)

du probleme (1.22), alors il existe un vecteur multiplicateur de Lagrange 1° € R™, tel que :
V.L(x°, 2% =0,

VL, A =0 o 1.27
( ) { V,L(x°, A% = 0. (1.27)

Le couple (x°, A°) est appelé point stationnaire de la fonction de Lagrange.

Remarque 1.8. Le vecteur ° = (19, ..., /l?, e /ISL)T € R™, constitué des multiplicateurs de

0 . A N
Lagrange X}, est unique grice a la remarque 1.7.
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Cette derniere garantit en outre que la condition de qualification des contraintes est satis-
faite, a savoir que les vecteurs gradients Vg,(x) = A;, pour i = 1,...,m, sont linéairement

indépendants.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

La condition nécessaire de second ordre est donnée dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.20. Soit x° est un minimum local (ou global) du probléme (1.22), ot f est de classe
C? et A° un vecteur multiplicateur de Lagrange, tel que le couple (x°, 1°) vérifie la condition

(1.27). On a alors

0°L
d' =3, )d 20, Vd € Vo, d %0, (1.28)
X

oit Vo = {d € R" : Ad = 0} et ZE(x0, 1) = ZL(x%) = V2f(x0).

o0x?

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

La condition suffisante de second ordre est donnée dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.21. Soit f une fonction deux fois continiiment différentiable sur R" et soit (x°, 1°)
un couple de vecteurs vérifiant la condition nécessaire d’optimalité de premier ordre du pro-
bleme (1.22), c-a-d :

VL, 2% = 0.

Pour que x° soit un minimum local du probléeme (1.22), il est suffisant que la matrice V* f(x°)

soit définie positive sur le sous-espace vectoriel Vo = {d € R" : Ad = 0}.

Cas d’une fonction convexe

Considérons maintenant le probleme de minimisation (1.22) donné ci-dessus avec contraintes

linéaires de type égalités, ol f est supposée convexe de classe C'.

Théoreme 1.22. Considérons (x*, A*) un couple de vecteurs vérifiant les conditions d’optima-

lité de KKT du premier ordre :
VL. (x*,2*) = V) +ATA2* =0, VL,(x*,2*) = Ax* —b = 0.

Alors le vecteur x* est un minimum global du probléme (1.22).

Preuve. Soit (x*,4*) un couple de vecteurs vérifiant les conditions d’optimalité de KKT du
premier ordre et soit x une solution réalisable quelconque du probleme (1.22). Comme f est
convexe, alors on a

f) = f(x*) = V) (x—x*), ¥x e S,
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1.e.,
) = fO*) 2 [FAT2 ] (x - x¥), Vx € S,
d’ou i
FO) = fa*) 2 = Y AFAT(x - x*), Vx € S,
i=1
et donc .
FO) = f*) 2 = Y AF(bi=b) =0, Vx € S.
i=1
Par conséquent, x* est un minimum global du probleme (1.22). [

Les conditions d’optimalité de KKT sont donc a la fois nécessaires et suffisantes dans le cas

ou f est convexe.

1.7.2.2 Conditions d’optimalité pour le cas des contraintes linéaires de type inégalités

Considérons maintenant un probléme de minimisation non linéaire avec contraintes li-

néaires de type inégalités :

1.29
s.c Ax<b, ( )

{ min f(x),

ouxeS={xeR": gi(x) :Al.Tx—bi <0,iel={1,2,...,m}}, f: R" = R est une fonction
continiiment différentiable, A est une matrice d’ordre m X n, formée des vecteurs colonnes et

lignes définis précédemment et b est un vecteur colonne de R™.

Définition 1.39. Soit x une solution réalisable du probleme (1.29). L’ensemble des contraintes

actives (saturées) au point x est [’ensemble d’indices suivants :
L=1,(x)={iel: g(x)= A,-TX— b; = 0}.

Lemme 1.5. Pour les contraintes d’inégalités du probleme (1.29), un vecteur d € R" est une

direction admissible au point x si et seulement si
Ald <0, Viel,(x). (1.30)

Lemme 1.6. (Lemme de Farkas [7])
Soit (m + 1) vecteurs de R" : ¢, A;, i=1,2,...,m, avec m < n.

Si ’on a 'implication suivante
Alx<0,i=1,....m, = 'x<0, (1.31)

alors il existe des multiplicateurs A; > 0, i = 1,...,m, tels que ¢ = ;" | L;A;.
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Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Le lemme de Farkas est souvent utilisé¢ pour démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 1.23. (Théoréeme de Karush-Kuhn-Tucker [1])
Soit x° un minimum local (ou global) du probléme (1.29). Alors il existe un vecteur
0=, ., )" > 0tel que :

(i) Pour la fonction de Lagrange L(x°, 2°) = f(x°) + py /l?(Al.TxO — b)), la condition de

stationnarité suivante est vérifiée :

VL, %) = V() + > A0A; = 0; (1.32)

i=1

(i) La condition de complémentarité (écarts complémentaires) suivante est satisfaite :

DA —b)=0, Viel. (1.33)

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.24. [7] Soit f une fonction continiiment différentiable sur R" et soit x° un mini-
mum local (ou global) du probleme (1.29). Alors il existe un vecteur multiplicateur de Lagrange
A° > 0 tel que le couple de vecteurs (x°, A°) vérifie les conditions (1.32) et (1.33) et de plus on
a:

A"V f(x")d >0, Yd € Hy, d #0, (1.34)

o Hy={d e R": Ald = 0, Vi € I,(x°)}, c’est a dire que la matrice V* f(x°) est semi-définie

positive sur le sous-espace vectoriel Hy,.

Cas d’une fonction convexe

Considérons maintenant le probleme de minimisation (1.29) donné précédemment avec des

contraintes linéaires de type inégalités, ol f est supposée convexe de classe C'.

Théoreme 1.25. [7] Soient x* une solution réalisable du probleme (1.29) et (x*, A*) un couple
de vecteurs vérifiant les conditions d’optimalité de KKT du premier ordre :

(i) VL(x*,2*) = Vf(x*)+ATa* =0,

(i) A7 >0, Viel;

(iii) Argi(x*) =0, Viel

Alors le vecteur x* est un minimum global du probléme (1.29).
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les concepts mathématiques essentiels a cette these,
en commencant par les notions de convexité et d’analyse convexe, notamment les ensembles
convexes et les fonctions convexes et non convexes. Nous avons également approfondi les no-
tions de formes quadratiques définies ou semi-définies positives, en mettant 1’accent sur leurs
propriét€s fondamentales pour 1’optimisation non linéaire. En outre, nous avons présenté les
M-matrices, en soulignant leurs caractéristiques structurelles telles que la dominance diago-
nale et la positivité de I'inverse, qui jouent un rdle clé dans la modélisation mathématique et
la résolution de systémes linéaires. Enfin, nous avons abordé les résultats principaux en opti-
misation non linéaire, en discutant des conditions d’optimalité pour les problemes sans et avec
contraintes, fournissant ainsi un cadre solide pour traiter les problemes de programmation non

linéaire.



Chapitre 2

Etude des M-matrices et leurs applications

en optimisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous explorons deux exemples de problemes pratiques pouvant étre mo-
délisés sous la forme de Probleme de Programmation Quadratique (PPQ), en mettant particu-
lierement 1’accent sur ceux impliquant des M-matrices. Ces dernieres jouent un rdle essentiel
dans la résolution de problemes complexes grace a leurs propriétés structurelles uniques, qui en
facilitent la manipulation et la résolution. En particulier, leur inverse non négative les rend par-
ticulicrement adaptées pour modéliser des systemes d’équations linéaires, justifiant ainsi leur
utilisation fréquente dans des domaines tels que I’optimisation, I’ingénierie et la finance.

Nous commencons par le probléme bien connu de 1’optimisation de la toile d’une tente de
cirque, également appelé en anglais Circus Tent Problem, qui appartient a la catégorie des
problemes d’obstacle. Ensuite, nous examinons comment des problemes financiers complexes,
tels que la valorisation des options américaines, peuvent étre modélisés sous la forme de pro-

bleme de complémentarité linéaire (PCL) ou de probleme de PPQ intégrant des M-matrices.

2.2 Circus Tent Problem

La forme naturelle de la toile d’une tente de cirque, constituée d’un matériau lourd et élas-
tique, peut étre déterminée en modélisant le probleme comme une minimisation de 1I’énergie de
déformation, formulée sous forme de probleme de programmation quadratique PPQ. L’ énergie
potentielle totale a minimiser se compose de deux termes principaux : I’énergie élastique, qui
représente la déformation du matériau, et I’énergie gravitationnelle, liée au poids de la toile.
La solution finale doit respecter des contraintes physiques imposées par les points d’ancrage,
tels que les poteaux de soutien et les limites du domaine. En tenant compte de ces interactions

physiques et géométriques, des outils d’optimisation quadratique permettent de calculer une

39



2.2 Circus Tent Problem 40

solution réaliste et physiquement cohérente.

FiGure 2.1 — Optimisation de la Toile d’une Tente de Cirque.

2.2.1 Formulation du probleme

— Définition des variables et des parametres : Soit /(p) la hauteur de la toile au point
p = (i, j) de la grille, ou i, j sont les indices de la position dans la grille discrétisée. La
grille discrétisée a N X N points, et chaque point de la grille est connecté a ses voisins
immédiats dans les directions x et y.

* h(i, j) : hauteur de la toile en chaque point p = (i, j) de la grille.
* N X N : dimensions de la grille discrétisée représentant la toile.

* ¢ = ﬁ : facteur constant représentant 1’effet du poids du matériau de la toile.

Starting Surface Solution Surface

FIGURE 2.2 — Schéma des poles et de la région a couvrir pour I’optimisation de la forme de la
toile
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— Expression de I’énergie totale : L’énergie totale a minimiser est la somme de deux
énergies principales :
« L’énergie gravitationnelle : donnée par ﬁ 2. h(p).
« L’énergie élastique (énergie de Dirichlet) :1iée a la déformation de la toile sous 1’ef-

fet de la tension et qui dépend des dérivées secondes de la hauteur h(p) approximées

a I’aide de I’opérateur de Laplace discrétisé.

2.2.1.1 Formulation de I’Energie de Dirichlet

L’énergie de Dirichlet est une mesure mathématique qui quantifie la régularité d’une fonc-
tion. Elle est liée a la variation de la fonction de hauteur 4(p), ou p représente un point dans le

domaine. Cette énergie est définie par :

E(h) = fIIWl(p)II2 dp

Elle est également modélisée par 1’application de I’opérateur de Laplace a la fonction A(p),
ce qui permet de mesurer la diffusion des valeurs autour de chaque point. Intuitivement, 1’éner-
gie de Dirichlet peut étre interprétée comme I’énergie élastique d’une toile tendue : elle cherche
a minimiser les variations de hauteur entre les points voisins, conduisant ainsi a une surface

aussi lisse et équilibrée que possible.

Opérateur de Laplace

L’opérateur de Laplace en 2D appliqué a la fonction A(p) (représentant la hauteur de la

toile) est donné par la somme des dérivées secondes de h(p) dans les directions x et y :

0*h 0*h
Ah(p) = @(P) + (9_)72(p)’

(G i
=1

FiGure 2.3 — Schéma illustrant I’opérateur de Laplace discrétisé appliqué a un point p = (i, j)
de la grille.

Les dérivées secondes de A(p) dans les directions x et y sont approximées a 1’aide de difté-

rences finies centrée sur une grille discrete avec un pas uniforme Ax = Ay :
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— Dérivées secondes par rapport a x
Lapproximation de la dérivée seconde de h(p) par rapport a x au point p = (i, j) sur
une grille discrétisée est donnée par :

(92_h( )~ h(i+ 1, ) —2h@, j)+ h(i—1,))
o2 P~ (Ax)? '

— Dérivées secondes par rapport a y
De méme, la dérivée seconde de h(p) par rapport a y au point p = (i, j) est donnée
par :
82h( )~ h(i, j+1)—=2h(, j) + h(i, j— 1)
" (By) |

En combinant ces deux expressions et en utilisant Ax = Ay, on peut écrire 1’opéra-

teur de Laplace discret A appliqué a h(p) en 2D comme suit :

Ph  0*h
Ah(p) = ﬁ(ld) + a_y2(”1)’

i+ 1, ) +hG =1, ) +hG j+1)+hGj-1) - 4hG, j)

Ah(p) ~ N

— Discrétisation de I’espace
La grille de la toile est discrétisée en une matrice N X N, ou chaque élément de la
matrice correspond a un point p = (i, j) de la toile. La hauteur de la toile a chaque point
est représentée par un vecteur i de taille N2, et les dérivées secondes sont calculées 2
I’aide de la matrice de Laplace discrétisée.

Energie de Dirichlet

L’énergie de Dirichlet, qui mesure la variation de la hauteur de la toile entre les points

voisins, peut étre formulée discrétement comme :

0’h 0*h
Epirichier(h) = Z (@(P) + a—yz(P)) h(p).
)

En écrivant I’énergie de Dirichlet en fonction des indices i et j, nous notons que h(p) repré-
sente la hauteur de la toile en un point p = (i, j). En appliquant 1’approximation par différences

finies pour 1’opérateur de Laplace sur une grille réguliere de pas Ax = Ay = 1, on obtient :
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Episenieh) = ) (= 1+ (i + 1, )+ hi = 1, j) + h(i, j+ 1)+ h(i, j = 1)) +4hGi, /)) - hGi, ).
LJ
Pour mieux comprendre les termes de 1’énergie de Dirichlet dans le modele de la toile de

tente, décomposons la somme des forces élastiques entre un point p et ses voisins immédiats.

Soit p = (i, j) un point de la grille discrétisée, et soit Ax et Ay les espacements dans les
directions x et y, respectivement. Les termes de la somme représentant les forces élastiques

entre le point p et ses voisins sont :

h(i+ 1, j) : La hauteur de la toile au voisin immédiat de p dans la direction x, c’est-a-dire

le point situé a droite de p.

h(i—1, j) : La hauteur de la toile au voisin immédiat de p dans la direction x, c’est-a-dire
le point situé a gauche de p.

— h(i, j+ 1) : La hauteur de la toile au voisin immédiat de p dans la direction y, ¢’est-a-dire

le point situé au-dessus de p.

h(i, j— 1) : La hauteur de la toile au voisin immédiat de p dans la direction y, c’est-a-dire

le point situé en dessous de p.
Ces termes sont utilisés pour représenter les forces élastiques exercées sur le point p par ses
voisins immédiats. Ils sont associés a 1’opérateur de Laplace qui, en calcul différentiel, mesure
la variation de la hauteur entre les points voisins dans les directions x et y.

2.2.1.2 Formulation de l’Energie Totale

L’énergie totale E\, (x) prend en compte 1’énergie de Dirichlet, représentant 1’énergie élas-
tique de la toile, et I’énergie gravitationnelle, qui est proportionnelle a la hauteur A(p) de la

toile. L’énergie gravitationnelle est modélisée comme suit :

1 .
Egray(x) = 3000 Z h(i, j),
ij

NI | . <z
Ol 3555 €st un facteur de proportionnalité.

Ainsi, I’énergie totale E\ (k) devient :

1
Ewa(h) = ) [( = Lo B+ 1, )+ G = 1)+ b o+ 1)+ G, j = D)+ 4hG. ) - b, ) + 555hG |-
L]

Cette expression combine I’énergie de Dirichlet et 1’énergie gravitationnelle pour donner la

fonction a minimiser.
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2.2.2 Matrice de Discrétisation

L’énergie €lastique s’écrit en termes matriciels grace a la matrice Q qui est une matrice

creuse de taille N?> x N2, définie par :

4, sii=j,
0@, j) =4 —1, siietjsontvoisins immédiats,
0, sinon.

Dans cet exemple, la matrice de discrétisation de Laplace est confondue avec une M-matrice

symétrique.

2.2.3 Formulation de la fonction objectif

La fonction objectif E, a minimiser est de la forme quadratique suivante :
1 .
Ewa(h) = 5h" Oh + ¢ Zj hi, j),

sous la contrainte :
h>z

Dans ce probleme, nous utilisons les notations suivantes :

— hest un vecteur de taille N? représentant les hauteurs des points de la grille ;

— Q est une matrice carrée de taille N> X N2, o N est le nombre de points dans une
direction de la grille;

— Le terme %hT Qh représente 1’énergie €lastique, tandis que le terme ¢ Y, ; h(i, j) repré-
sente 1’énergie gravitationnelle, qui est proportionnelle a la somme des hauteurs des
points de la grille;

— h > z représente la contrainte sur la hauteur minimale ou maximale du sol ou des
poteaux. Par exemple, la hauteur au point p ne peut pas étre inférieure a la hauteur du
sol, ou les mats doivent avoir une hauteur positive ;

— Les contraintes de bord imposent que la hauteur de la toile soit nulle aux bords de la
grille. Cela signifie que les points situés sur les limites de la grille ne contribuent pas a

la déformation de la toile. Cela peut étre formulé comme :
Mvoras = 0.

Les éléments de & correspondant aux points de la grille situés aux bords sont fixés a

z€ro pour assurer une structure stable.
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FIGURE 2.4 — Optimisation de 1’énergie totale pour déterminer la forme de la toile.

Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté un modele mathématique permettant de déterminer
la forme naturelle de la toile d’une tente de cirque sous I’effet des forces physiques qui lui sont
appliquées. Ce modele repose sur I’optimisation quadratique et s’appuie sur la discrétisation de
I’opérateur de Laplace pour modéliser la répartition des forces élastiques dans la toile.

L’énergie de Dirichlet, qui mesure la variation de la hauteur entre les points voisins, a
été discrétisée sur une grille réguliere. Cette formulation nous a permis d’exprimer 1’énergie
élastique sous forme matricielle a I’aide d’une M-matrice creuse Q, représentant le laplacien
discret. L’ajout de I’énergie gravitationnelle, qui dépend directement des hauteurs des points de
la grille, compleéte 1I’expression de 1’énergie totale de la structure.

L’ objectif est alors de minimiser cette énergie totale sous des contraintes physiques impo-
sées par la structure de la tente. En particulier, nous avons introduit des conditions aux limites
garantissant que la toile reste attachée aux bords et que certaines hauteurs minimales sont res-
pectées pour assurer la stabilité de ’ensemble.

Cette modélisation permet ainsi d’obtenir numériquement une configuration optimale de
la toile, en trouvant 1’équilibre entre la tension élastique et la gravité. Dans la suite de cette
étude, nous pourrons explorer différentes méthodes numériques pour résoudre efficacement
ce probleme d’optimisation et analyser I’impact de divers parametres, tels que la densité du

maillage, la rigidité du matériau ou encore les forces extérieures appliquées a la toile.

2.3 Valorisation des options américaines

Cette section illustre comment des problemes financiers complexes, tels que la valorisation
des options américaines, peuvent étre modélisés sous forme de Problemes de Complémen-
tarité Linéaire (PCL) ou de Problemes de Programmation Quadratique (PPQs) avec des

M-matrices [25, 88, 108]. Nous présentons les formulations mathématiques, les approches nu-
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mériques et les propriétés des M-matrices qui garantissent la stabilité et la convergence des

solutions.

Les options américaines permettent un exercice a tout moment avant leur échéance, ce qui
ajoute une contrainte supplémentaire par rapport aux options européennes. La valorisation de
ces options peut étre modélisée par 1’équation de Black-Scholes, complétée par une inégalité

liée a la contrainte d’exercice anticipé.

2.3.1 Formulation du probléme

L’équation de Black-Scholes pour la valeur de I’option V(S,¢) est une équation aux déri-
vées partielles utilisée pour modéliser la dynamique des prix d’instruments financiers. Elle est
donnée par :

ov 1 o*v ov

202
O 2522 s =0, §>0,0<1<T, 2.1
ar T27° 52 Py 7T > 21

— § : prix de Iactif sous-jacent,
— ¢t : temps restant avant 1’échéance,
— o : volatilité du prix de I’actif,

— r: taux d’intérét sans risque.

Pour une option américaine, la contrainte d’exercice anticipé impose :

V(S,1 > max(S - K, 0),

ov
(E + L[V]) -(V(S,r) —max(S — K,0)) =0,
avec :
— K : le prix d’exercice de I’option
— max($S — K, 0) : la valeur intrinseque de 1’option;;
— L[V] : I’opérateur différentiel de Black-Scholes, défini comme suit :
1 % oV

V]==0?S*’— +rS— —rV.
LVi=30 8 g +rS g5 =7

L’équation de Black-Scholes peut alors étre réécrite sous la forme :

ov

o + L[V] =0.

Dans le cadre de la résolution numérique, on peut reformuler I’équation de Black-Scholes
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comme Ssuit :
ov

-

Ce terme L[V] capture les effets dynamiques de 1’évolution de 1’option en tenant compte

L[V] =

de la volatilité o, du taux d’intérét r, et du prix S de I’actif.

2.3.1.1 Approximations Numériques

Pour résoudre 1’équation de Black-Scholes numériquement, nous utilisons souvent les mé-
thodes des différences finies. L’idée principale est de discrétiser le domaine en temps et en
espace, puis d’approximer les dérivées partielles par des expressions en différences finies.

— Discrétisation temporelle :
Le domaine temporel [0, 7] est divisé en N, intervalles de longueur At = T/N,. Les

instants discrétisés sont notés :
t,=nAt, n=0,1,...,N,.

— Discrétisation spatiale :
Le domaine des prix de I’actif sous-jacent [0, S ,.<] est divisé en Ny intervalles de lon-

gueur AS = S nax/Ns. Les points discrétisés sont notés :

Si:iAS, iZO,l,...,Ns.

Schémas Numériques

La valeur V(S,r) est discrétisée en V!, représentant V(S;,1,). Les dérivées partielles de

I’équation de Black-Scholes sont approximées comme suit :

— Dérivée temporelle :
(9V Vin+l _ Vln .
o~ At

— Dérivée spatiale premiere :
ov - Virirl - Vin—l_
s~ 2AS

— Dérivée spatiale seconde :

PV Vi, =2Vt VL
FOER AS2
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2.3.1.2 Assemblage de la Discrétisation

Ces approximations transforment 1’équation continue en un systeme d’équations linéaires
discret. Les valeurs des Vl.”+1 sont calculées directement a partir des valeurs de V' obtenues a
I’instant précédent :

Vi, =2Vi+ Ve, vr =

vy Ve v Vil
i i - 2 _ i 1 = n _ . 22
— + ol S; e + 7S, TAS rVi=0 (2.2)

En substituant ces approximations dans I’équation de Black-Scholes, on obtient un systéme
linéaire permettant de calculer les valeurs V"' a partir de V. Dans le cas d’un schéma impli-

cite, ce systeme peut étre écrit sous forme matricielle :

AV = p, (2.3)

N

ou :
— A est une matrice tridiagonale dérivée de la discrétisation implicite de 1’opérateur difté-
rentiel L;
— V! est le vecteur des valeurs de 1’option a I’instant ¢, ;
— b est un vecteur dépendant de V", auquel s’ajoutent les éventuelles contributions des

conditions aux limites, ¢’est-a-dire :
b=V"+At- f,

avec f représentant les termes correctifs aux bords.

2.3.2 Matrice de Discrétisation

La matrice A dans un schéma implicite est construite pour représenter I’opérateur différen-
tiel de I’équation de Black-Scholes. Elle est tridiagonale, et généralement c’est une M-matrice
en raison des dépendances spatiales aux points voisins i — 1, i, et i + 1. Voici la structure de la

matrice A pour N points de discrétisation spatiale :

[a, B 0 -+ 0 ]
Y2 ay Bo - 0
A=10 vy;3 a3 --- 0 1,
Do Bn-1
70 0 0 YN an ]

ou les coefficients a;, §;, et y; sont définis comme suit :

At
a=—,
AS?
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a; = 1+ rAt + 0%S?

i @

1 S At
ﬁi:—E(O'ZSiZCU'i'—rAS ),

_ 1 a2 I’S,'At
Vi = 2(O'Siaf AS )

Ainsi, A est une M-matrice a diagonale dominante stricte, utilisée pour résoudre le systeme

discret dans le cadre du schéma implicite de 1’équation de Black-Scholes.

Remarques :

— a= AASZ est un parameétre qui regroupe les dépendances en At et AS?;

— Les termes diagonaux a; combinent les contributions de la dérivée temporelle et des
termes quadratiques 0>S 2, ainsi que des termes constants ;

— Les termes hors diagonaux (interactions avec les points voisins) : §8; et y; représentent
les interactions avec les points voisins (i + 1) et (i — 1);

— Les conditions aux limites affectent les premicres et dernieres lignes de la matrice A
pour imposer des comportements spécifiques (par exemple, conditions de Dirichlet ou
Neumann);

— Condition en S = 0 (frontiere inférieure) : on impose que V(0,7) = 0, ce qui
reflete I'idée que la valeur de 1’option devient nulle si le prix de I’actif est nul;

— Condition en S — oo (frontiere supérieure) : on impose que V(S,1) — S —
Ke™™T=D 3 mesure que S devient trés grand, ce qui correspond 2 la valeur d’une
option européenne.

Le vecteur b contient les termes issus des conditions aux limites et initiales. Il est constitué des
valeurs associées a chaque point S; et a chaque instant de temps ¢,,. Par exemple, a 1’échéance

(au temps final T'), b prend les valeurs suivantes :

max(S; — K,0)
max(S, — K,0)
max(Sy — K,0)

En outre, les conditions aux limites doivent €tre appliquées a b, ce qui peut étre formulé comme
suit :
— A 'S = 0 on impose que V(0,7) = 0, ce qui implique que la premiere ligne de A et le
premier élément de b sont ajustés en conséquence ;
— AS — oo, on impose que V(S,f) — S — Ke”""™", ce qui permet d’ajuster la derniére

ligne de A et le dernier élément de b.
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2.3.3 Formulation en Probleme de Complémentarité Linéaire (PCL)

Pour une option américaine, la contrainte V(S, #) > max(S — K, 0) impose un comportement
non linéaire. Cela conduit a un probleme de complémentarité linéaire PCL, exprimé comme

suit :

Détail de la Transition vers le Probleme de Complémentarité Linéaire (PCL)

— Ajout de la contrainte intrinseque : Les options américaines doivent toujours respec-

ter la contrainte suivante a tout instant 7 :
V(S, 1) > max(§S — K, 0),

ce qui implique que les valeurs calculées pour V"*! (a chaque pas de temps) doivent étre

ajustées pour respecter cette borne inférieure.

— Couplage entre la contrainte et I’équation de Black-Scholes : Lorsque V(S,7) >
max(S — K, 0), I’option suit I’évolution dictée par I’équation de Black-Scholes discréti-
sée. En revanche, si V(S, ) = max(S — K, 0), cela signifie que 1’option est exercée a ce

moment précis.

— Formulation en complémentarité : Ces deux comportements (continuité de I’évolu-
tion et respect de la contrainte) sont exprimés ensemble a travers le probleme de com-

plémentarité linéaire :

AV > b,
V™ > max(S - K, 0),
n+1 T n+1
(V! — max(S - K,0)) - (AV™" = b) = 0.
Cette équation indique que :

- Si V™! > max(S - K, 0), alors AV"*! = b (évolution classique de Black-Scholes),

- Si V" = max(S - K, 0), alors I’option est exercée et la contrainte est activée.

Une fois la matrice A et le vecteur b construits, le systtme AV™*! = b (pour les options euro-
péennes) ou le systeme d’inéquations AV"*! > b (pour les options américaines) peut étre résolu

numériquement a chaque pas de temps 7,.

2.3.4 Formulation en Probleme de Programmation Quadratique (PPQ)

La valorisation des options américaines peut également étre vue comme un probleme de

minimisation sous contraintes. Cela donne lieu a une formulation en probleme de programma-
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tion quadratique PPQ, définie comme suit :

1
Minimiser EVTQV A 2.4)

sous les contraintes V; > max(§S; — K,0), Vi. (2.5)

avec :
— V : le vecteur des valeurs discretes de 1’option ;
— @ : une matrice symétrique semi-définie positive, souvent dérivée de la matrice A du
PCL;

— ¢ : un vecteur correspondant aux termes constants du probleéme.

La matrice Q est généralement obtenue 2 partir de la discrétisation des Equations aux Dé-
rivées Partielles (EDP) qui régissent le prix des options. Par exemple, en utilisant des schémas

de différences finies implicites, Q est construite comme une matrice de discrétisation, ou :
O=A+A1l,

avec :
— A représentant la matrice tridiagonale associée a 1’opérateur différentiel discret;
— A un terme de régularisation, souvent lié au taux d’actualisation ;

— [ la matrice identité.

La structure tridiagonale de A et les propriétés de Al garantissent que Q satisfait les propriétés
de la M-matrice.

Dans le cadre financier, I’utilisation d’une M-matrice dans la formulation QP permet de
garantir que :

— Les prix calculés de 1’option sont économiquement cohérents (non négatifs) ;

— Les schémas de résolution numérique sont stables et robustes face aux perturbations ;

— Les solutions discretes convergent correctement vers la solution continue.

La M-matrice constitue donc une base mathématique essentielle pour assurer la fiabilité des

calculs dans la valorisation numérique des options américaines.

Ainsi, la transition de la discrétisation de I’équation de Black-Scholes vers un probleme
de complémentarité linéaire (PCL) ou de programmation quadratique (PPQ) est motivée par
la nécessité de modéliser avec précision les contraintes spécifiques aux options américaines.
Contrairement aux options européennes, qui ne peuvent étre exercées qu’a 1’échéance, les op-
tions américaines peuvent étre exercées a tout moment avant la maturité. Cette flexibilité intro-

duit une contrainte supplémentaire sur la valeur de I’option : elle ne doit jamais &étre inférieure
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a sa valeur intrinseque.

L’approche basée sur un PCL consiste a formuler le probleme sous la forme d’un systeme
d’inégalités et de complémentarité, garantissant ainsi, dans les régions ou I’exercice anticipé
est optimal, 1’égalité entre la valeur de I’option et sa valeur intrinseque. En revanche, lorsque
I’option n’est pas exercée immédiatement, sa dynamique est régie par 1’équation de Black-
Scholes.

La formulation en PPQ repose sur la minimisation d’une fonction quadratique sous contraintes,
permettant d’incorporer efficacement les conditions de non-négativité et d’exercice anticipé.
Ces méthodes, associées a des algorithmes numériques avancés comme les méthodes actives
ou les solveurs spécialisés en optimisation convexe, assurent une résolution robuste et efficace

du probleme.

2.4 Conclusion

En conclusion, ce chapitre a montré comment des problemes pratiques complexes, tels
que I’optimisation de la toile d’une tente de cirque et la valorisation des options américaines,
peuvent étre modélisés et résolus a 1’aide des M-matrices dans le cadre des Problemes de Pro-
grammation Quadratique (PPQs) ou des Problemes de Complémentarité Linéaire (PCLs). Ces
exemples illustrent la puissance et la polyvalence des M-matrices pour traiter efficacement des

problémes en optimisation, en ingénierie et en finance.



Chapitre 3

Probleme de Programmation Quadratique

(PPQ) avec une M-matrice

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une méthode permettant de résoudre un probléme de
programmation quadratique avec une M-matrice sous des contraintes simples. Cette méthode
exploite le fait qu'une M-matrice possede une inverse non négative (tous les éléments de la
matrice inverse D~! sont non négatifs), ce qui permet de générer une suite monotone de solu-
tions réalisables [95, 96, 98]. En intégrant le concept de support, formulé par Gabasov et all.
[36, 37], afin de considérer la non-linéarité de la fonction objectif, notre méthode [47] differe de
la méthode présentée par Luk et Pagano [69] par une condition plus générale qui nous permet
d’avoir une solution réalisable initiale, plus proche de la solution optimale. Cette caractéris-
tique facilite une convergence plus rapide vers la solution optimale, réduisant ainsi le nombre

d’itérations nécessaires par rapport aux approches de Chandrasekaran et de Luk et Pagano.

Pour approfondir notre approche, ce chapitre est organisé comme suit. Dans la prochaine
section, nous présenterons le probleme quadratique traité et fournirons quelques définitions
relatives a 1I’approche proposée. La section 3 aborde le critere d’optimalité qui nous permet
d’évaluer I’optimalité d’une solution réalisable dans le cadre du probleme formulé. Dans la
section 4, nous discuterons du probleme dual ainsi que de ses propriétés. La section 5 rappelle
les théoreémes sur lesquels notre approche est fondée. La section 6 décrit le schéma de 1’algo-
rithme de la méthode proposée. La section 7 traite des expérimentations numériques concernant
la résolution des problemes de programmation quadratique avec une M-matrice générée aléa-
toirement, ou nous comparons notre approche a celles de Chandrasekaran et de Luk et Pagano,
implémentées sous Matlab. Ce chapitre se termine par une conclusion, qui constitue la derniere

section.

53
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3.2 Formulation du probleme et définitions

La formulation du probleme de programmation quadratique PPQ avec des contraintes simples

s’écrit comme suit :
min F(x) = 3x"Dx + cx,
3.1
x>0, x € R",

onc =c(J) = (5 jeJ)etx =x(J) = (x5, j € J) sont des n-vecteurs réels, avec
J =1{1,2,---,n}. La matrice D = D(J,J) est une M-matrice carrée d’ordre n, symétrique et
définie positive (x” Dx >0, Vx #0).

Rappelons qu’une matrice D = (d;j, 1 < i,j < n) est dite M-matrice si elle satisfait les

propriétés suivantes :
di>0 et di;<0 pour i#j avec D!'>0,
ol I’expression D~!' > 0 signifie que tous les coefficients de la matrice D~! sont non négatifs.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions de base afin de faciliter la compré-
hension des éléments qui suivront.
— Un vecteur x > 0 est appelé solution réalisable ou plan du probleme (3.1). Une solution

réalisable x° est dite optimale si
0 1 om0 T.0 :
F(x) = Ex Dx” + ¢” x’ = min F(x),

ou x est pris parmi toutes les solutions réalisables du probleme.

— Le vecteur

gx)=¢g(J)=1(g;, j€J)=Dx+c,

désigne le gradient de la fonction objectif F' du probleme (3.1) au point x.

3.3 Critere d’optimalité

Définissons maintenant le support de la fonction objectif :

— Le sous-ensemble Jg C J tel que det Ds = det D (Js, Jg) # O est appelé support de la
fonction objectif F.

— Tout sous-ensemble Jg C J est un support de la fonction objectif du probleme (3.1), car

il vérifie toujours la condition :

detDS = detD(Js,Js) # 0.
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La paire J, = {Jg, Jn}, avec Jy = J \ Js, est alors dite support du probleme (3.1).

— Le couple {x, J,,} est appelé solution réalisable de support.

— Si la solution réalisable x et le support Jg sont tels que
gi(x =0, jelJs,

alors la solution réalisable de support {x, Jp} est dite accordée.

Pour évaluer I’optimalité d’une solution réalisable dans le cadre du probleme formulé, il est
indispensable d’examiner les conditions nécessaires et suffisantes avec le critere d’optimalité

suivant :

Théoréme 3.1. [37] Pour qu’une solution réalisable x° du probléme (3.1) soit optimale, il faut

et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites pour tout j € J :

x? =0 = g&h=>0,
(3.2)
0

= g(x")=0, jel
ou g(x) = g(J) = Dx + c est le gradient de la fonction objectif F au point x.

Soit Jg et Jy une partitionde J : Jg U Jy = J, Js N Jy = 0. Alors le gradient de la fonction

objectif F au point x peut s’écrire sous la forme suivante :

8s
8= {], gs = 8(Js) = Dsxg + Dsyxy +cs, gn = g(n) = Dnsxs + Dyxy + cy,
8N

X C
x:( S ), c:( S ), Ds = D(Js,Js), Dy = D(Jy,JN), Dsy = D(Js,Jn), Dns = D(Jy, Js).
CN

3.4 Formulation du probleme dual et définitions
Pour écrire le dual du probleme (3.1), on utilise la fonction de Lagrange définie par :
L) = F(k) — V',

oud=(k,v)eR"XR" v=>0.

Notons que pour « vérifiant la contrainte x > 0 du probléme primal (3.1), on a

L(A) < F(x).
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En utilisant le théoréme de Karush-Kuhn-Tucker [58, 62], le vecteur « doit vérifier la condi-
tion de stationnarité suivante : oL
—() =0,
£p (@)

c’est-a-dire :

Dk+c—-—v=0.

En tenant compte de cette derniere relation, la fonction de Lagrange devient :

1
EKTDK +clk— VTK,

1
= EKTDK + (- D)k — vk,
1 T
= ——=k Dk.
2K K

L) = L(k,v)

Puisque L(1) ne dépend pas de v, et v > 0, alors la condition de stationnarité peut s’écrire
Dk +c > 0.

Par conséquent, le dual du probleme primal (3.1) se formule de la maniére suivante :

L(x) = —3k" Dk —> max,
Dk +c¢ >0, (3.3)
k € R,

Notons que le probleme dual (3.3) est un programme quadratique concave. La différence
par rapport a son probleme primal (3.1) réside dans le fait que la variable « est sans restriction
de signe.

Définition 3.1.

— Pseudo-solution. Un vecteur k = k(J) = (« (Js) , k (Jy)) vérifiant

KN = 07
— -1
Ks = _DS Cs,

est appelée pseudo-solution du probleme (3.1).

Toute pseudo-solution k satisfait toujours gs (k) = 0.

— Support coordinateur. On appelle support coordinateur un support J, = {Js, Jy} tel

qu’il existe une pseudo-solution k vérifiant :

gj(K) >0, VJ € Jy. (34)
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Dans ce cas, on dit que la pseudo-solution k est associée au support coordinateur
Jp.
— Vecteur coplan. Le n-vecteur 6(k) = Dk + c est appelé vecteur coplan, associé a la

pseudo-solution «.

Théoreme 3.2. Une pseudo-solution « liée a un support coordinateur J, est optimale si et

seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
KjZO, je Js. (35)

Remarque 3.1. Toute pseudo-solution k, liée a un support coordinateur J,, constitue une so-

lution réalisable du probleme dual associé au probleme primal (3.1) :

(3.6)

F(k) = —3k" Dk —> max,
Dk +c>0.

3.5 Méthode de résolution

3.5.1 Construction d’une solution réalisable initiale

Considérons le probleme de programmation quadratique sans contraintes suivant :

{ min F(x) = 32" Dx + ¢’ x, 3.7

x € R",

ouc =clJ)=( je J)yetx = x(J) = (xj, j € J) sont des n-vecteurs réels, avec
J =1{1,2,---,n}. La matrice D = D(J,J) est une M-matrice carrée d’ordre n, symétrique

et définie positive.

Une solution optimale X du probleme (3.7) satisfait I’équation suivante :
gX)=Dx+c=0.

Ainsi, en résolvant pour X, on obtient :

Remarque 3.2. Etant donné que g(%) = 0, la solution optimale % du probléme sans contraintes
(3.7) constitue une pseudo-solution du probléme (3.1), associée au support coordinateur J, =
{Js,In}, ou:

Js=J et Jy=0.
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0 = % est une solution optimale du probléme (3.1).

D’apres le théoreme 3.2, si X > 0, alors x
On formule le lemme suivant :

Lemme 3.1. [69]

(a) Silevecteur ¢ > 0, alors x° = 0 résout le probléme (3.1),

(b) Si le vecteur ¢ <0, alors x° = —D~'c résout le probléme (3.1).

Preuve.

(a) Ona
=0, g(xo):Dx0+c:CZO,

et d’apres le critere d’optimalité (3.2), x° est solution optimale du probleme (3.1).
(b) Puisque D! > O et ¢ <0, on aura
P=-Dle>0 et gx®=Dx’+c=0.
Par conséquent, x” résout le probleme (3.1). m
Afin d’exclure les deux cas triviaux précédemment évoqués, considérons maintenant le cas

général ou le vecteur ¢ possede a la fois des composantes positives et négatives. Dans ce cas,

introduisons deux ensembles distincts définis comme suit :
JS:{jGJZ)?jZO}, JN:{‘]‘EJZ)%.,'<O}, JsUJy=J

— SiJg = J, alors x° = £ = =D~ !¢ est une solution optimale du probleme (3.1).
— Sinon, considérons y comme la projection de X sur le domaine admissible du probleme(3.1)

y=(j;, j€J), avec y;=max(0,X%)).

s :5‘\:59
yN:0>-£N-

Lemme 3.2. L’inégalité suivante est vérifiée

D’ou

gs(y) < gs(%).
Preuve.
8s(X) = DsXs + D(Js, Jn) Xy + cs
= Dgys + ¢cs + D(Js, Jn) Xy
= 8s(y) + D(Js, In) iy
> gs(),
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car D(Js,Jy) <0 et iy<0. m

Etant donné que gg (%) = 0, le lemme 3.2 implique que gs(y) < 0. Nous construisons alors

un vecteur x tel que :

xy=yy=0,

(3.8)
Xs = —DEICS.

On a donc
g <0 et gs(x)=0.

Lemme 3.3. Les deux vecteurs x et y satisfont I’inégalité suivante :

xs >ys > 0.

Preuve.

Dg(xs —ys) = Dsxs + ¢s —[Dsys +cs],

comme xy =yy =0, gs(y) <0 et gg(x)=0,alorson déduit

Dg(xs —ys) = gs(x) — gs(y) = 0.

La sous-matrice Dy étant une M-matrice [69], il s’ensuit que Dgl > 0. Ainsi, en multipliant
I'inégalité précédente a gauche par D', on obtient :
xs >ys > 0. [ |

D’apres le lemme 3.3, le vecteur x construit selon (3.8) constitue une solution réalisable
du probleme (3.1), satisfaisant xg > 0. Par ailleurs, selon [98], il vérifie également I’'inégalité

x < x°, ot x° désigne la solution optimale du probleme (3.1).

3.5.2 Accroissement de la fonctionnelle
Calculons alors I’accroissement de la fonctionnelle
l r T l T
F(x)-F(@) = Ex Dx+c x—iy Dy —c'y,

ol xs>ys >0, xy=yy=0, xs=-D;'cs.

Lemme 3.4. On a
F(x) < F(y).
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Preuve. Soit

2F(x) = xi Dsxs+2cs Xxs.
Puisque x5 = —Dglcs, nous avons alors
2F(x) = ck Dg'cs —2ck Dg'cs = —ck Dy'cs.

Etant donné que la sous-matrice Dy est définie positive, on peut alors écrire :

2F(x) < (ys —x5)" Ds(ys — x5) — c¢ Dy'cs
< ygDs Vs +x§D5 x5—2ySTDS xs—chgl Cs
<yl Dgys +ck D§' Ds D' ¢s + 2yt Dg D§' cs — ¢t D5' cs
< ys Dsys+2c5ys
< 2F(y).

FX)<F@y). =

Remarque 3.3. Le vecteur x construit selon (3.8) satisfait ainsi l’inégalité suivante :
F(X) < F(xp) < F(x) < F(y), (3.9
ou y représente la projection de X sur le domaine admissible du probleme (3.1).

Nous rappelons ainsi le théoréme suivant

Théoréme 3.3. [69] Supposons que I'inégalité Dg'cs < 0 soit satisfaite pour un sous-ensemble

non vide Jg C J. Définissons alors un vecteur x avec
Xg = —D§1c5 et xy =0.
Soient Jy et J};, deux ensembles formant une partition de Jy, définis par :
Jy={jen: g(x)<0}, Jy={jety: gix) =0}

Dans le cas ou I’ensemble J, est vide, il en résulte que :
1. Le vecteur x résout le probleme (3.1), sinon
2. SoitJg := Js U Jy- Construire x avec X(Js) = =D ' (Js, Js) c(Js) et x(Jy) = 0.
On obtient :
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(@) Levecteur x(Js) > x(Js) 20, X(Jy) >0, x(J3) =0,
(b) g;(x) < gi(x), jeJy,
(¢) F(x) < F(x).

3.6 Schéma de I’algorithme

En nous appuyant sur les résultats du théoreme précédent, nous proposons I’ algorithme sui-
vant. Cet algorithme exploite les propriétés établies par le théoreme précédent afin de garantir

une solution a la fois efficace et précise au probleme considéré.
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Algorithm 1 Algorithme de résolution du PPQ

1:

10:

11:

12:
13:
14:
15:
16:

17:

18

19:

R A

Entrée : Matrice D, vecteur ¢

2: Sortie : Solution optimale x°
3:
4

Début

. Etape 1 : Calculer la solution optimale X du probleme (3.7) :

g®)=Di+c=0 = x=-Dc.

Etape 2 : Vérifiersi £ > 0
if X > 0 then

Arréter. Le vecteur x°

= X est la solution optimale du probleme (3.1).
else

Définissons les deux sous-ensembles Js et Jy de sorte que :
Js={jeJ:%20}, Jy={jeJ: %<0}
Etape 3 : Construire x comme suit :
xv =0, x5= —DglcS.
Etape 4 : Partitionner Jy en deux sous-ensembles :
Jy={jen:gix)<0}, Jy={jeJy:gix) =0}

Etape 5 : Répéter jusqu’a ce que Jy=0

1. Calculer gy(x) = D(Jy, Js)xs + cy

2. Mettre a jour 'ensemble Jy, : J, ={j € Jy : gj(x) <0.}
if J; est non vide then

a. Mettre a jour les ensembles :
Js i=Js UJy, JIy:i=Jy\Jy
b. Reconstruire x comme suit :

xv =0, x3=-Djcs.

Fin de la répétition
Fin.
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3.7 Résultats numériques et comparaisons

Dans cette section, nous avons sélectionné deux problemes représentatifs. L’ objectif est de
démontrer I’efficacité de I’algorithme proposé en effectuant une comparaison numérique avec
I’algorithme de Luk et Pagano [69]. Toutes les expérimentations ont été réalisées sur un ordi-
nateur équipé d’un processeur Intel(R) Core(TM) 13-2350 @ 2,30 GHz, disposant de 4,00 Go
de RAM, et fonctionnant sous le systeme d’exploitation Windows 7, avec le langage de pro-
grammation MATLAB R2015a.

Le critere de comparaison entre les deux méthodes est le temps moyen (Avr-CPU) en se-
condes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter) nécessaires pour obtenir la solution optimale
du probleme. Tous ces tests ont été réalisés sur le méme ordinateur. Les valeurs présentées dans
les tableaux représentent la moyenne de 5 problemes tests pour chaque dimension n de la ma-

trice . Nous définissons par
— Algorithm1 : méthode de Luk and Pagano [69],
— Algorithm?2 : I’algorithme proposé,

— NJs : le nombre d’éléments dans le support Jg de la fonction objectif, juste apres avoir

calculé £ = -D7'c,
— NJs : le nombre d’éléments dans le support Jg de la fonction objectif a 1I’optimum,

— NP : le nombre d’éléments dans I’ensemble P, lors de I’initialisation de x, avec P =
{jeJ:cj<0letP=J\P,

— NP : le nombre d’éléments de 1’ensemble P a 1’optimum,
— Auvr-Iter : le nombre moyen d’itérations effectuées par chaque algorithme,

— Avr-CPU : le temps machine (CPU time) moyen en secondes nécessaire pour obtenir

la solution optimale du probleme.

3.7.1 Exemple 1.

Considérons le probleme de programmation quadratique PPQ (3.1) :

min F(x) = 1x"Dx + ¢ x,

x>0, x eR”,

Dans cet exemple, nous considérons le PPQ avec des contraintes simples. La matrice D

est la matrice correspondant a la discrétisation par différences finies du probleme de Dirichlet
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unidimensionnel [109] :

2 -1 0 0
-1 2 -1
D=0 . . . 0 (3.10)
-1 2 -1
0O -~ 0 -1 2

nxn
Nous choisissons de générer le vecteur ¢ de maniere a obtenir trois cas possibles pour le
sous ensemble Jg. Soit ; un nombre réel aléatoire issu d’une distribution uniforme »; € U[0, 1].
L’évaluation de la performance des deux méthodes repose sur deux criteres : le temps moyen
d’exécution (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter) nécessaires
pour atteindre la solution optimale du probleme. Les résultats obtenus sont synthétisés dans les

tableaux suivants :

Casl1:NJg=n

Le vecteur ¢ est généré de telle sorte que NJs = n = £ > 0. Cela se traduit par la relation

suivante pour chaque composante i € J du vecteur c :

c;=11-20r, pour i=1,2,...,n. 3.11)
Les résultats correspondants sont présentés dans la TaBLE 3.1 ci-dessous.
Dimension Algorithm1 Algorithm?2
n Avr-lter | NP | NP | Avr-CPU | Avr-lter | NJs | NJs | Avr-CPU
500 07 280 | 500 | 0.0798 0 500 | 500 | 0.0048
1000 06 559 | 1000 | 0.1172 0 1000 | 1000 | 0.0067
1500 07 846 | 1500 | 0.1642 0 1500 | 1500 | 0.0091
2000 08 1077 | 2000 | 0.1867 0 2000 | 2000 | 0.0098
2500 08 1356 | 2500 | 0.1910 0 2500 | 2500 | 0.0111
3000 08 1625 | 3000 | 0.1999 0 3000 | 3000 | 0.0130
4000 09 2187 | 4000 | 0.2022 0 4000 | 4000 | 0.0193
5000 11 2742 | 5000 | 0.2153 0 5000 | 5000 | 0.0269

TaBLE 3.1 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de I’exemple 1, avec NJg = n.

Les temps moyens de calcul (Avr-CPU) pour I’ Algorithm1 augmentent progressivement
avec la dimension n de la matrice, passant de 0.0798 secondes a 0.2153 secondes, tandis que
I’ Algorithm?2 est beaucoup plus rapide, avec des temps variant de 0.0048 a 0.0269 secondes.

Dans I’ensemble, I’ Algorithm?2 est beaucoup plus efficace en termes de temps et d’itérations.
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Cas2:NJs <n

Pour ce cas, le vecteur ¢ est généré selon la relation suivante :

¢c;=11-22r, pour i=1,2,...,n. (3.12)
Dimension Algorithm1 Algorithm?2
n Avr-Iter | NP | NP | Avr-CPU || Avr-Iter | NJg | NJg | Avr-CPU
500 14 249 | 498 0.1099 06 420 | 498 0.0146
1000 21 499 | 999 0.1182 07 982 | 999 0.0165
1500 23 727 | 1487 | 0.1226 21 142 | 1487 | 0.0378
2000 26 1010 | 1960 | 0.1396 30 851 | 1960 | 0.0569
2500 22 1242 | 2454 | 0.1406 32 330 | 2454 | 0.0598
3000 26 1482 | 2923 | 0.1473 35 1074 | 2923 | 0.0621
4000 26 2001 | 3958 | 0.1914 40 1172 | 3958 | 0.1101
5000 26 2500 | 4969 | 0.1974 40 2237 1 4969 | 0.1230

TaBLE 3.2 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de I’exemple 1, avec NJg < n.

Méme si les temps de calcul augmentent pour I’ Algorithm?2, ils restent généralement plus
bas que ceux de I’ Algorithm1 pour des dimensions n équivalentes. Ainsi, 1’ Algorithm?2 se ré-

vele plus efficace dans les applications, ou la rapidité d’exécution est essentielle.

Cas3:NJsg =0

Dans ce cas, le vecteur ¢ est généré de la manicre suivante :

c;=11-25r, pour i=1,2,...,n. (3.13)
Dimension Algorithm1 Algorithm?2
n Avr-lter | NP | NP | Avr-CPU | Avr-lter | NJs | NJg | Avr-CPU
500 07 199 | 335 | 0.1053 11 0 | 335 | 0.0167
1000 09 444 | 752 | 0.1099 12 0 | 752 | 0.0232
1500 09 648 | 1051 | 0.1106 13 0 | 1051 | 0.0287
2000 10 853 | 1444 | 0.1218 16 0 | 1444 | 0.0431
2500 11 1149 | 1894 | 0.1240 16 0 | 1894 | 0.0487
3000 08 1360 | 2272 | 0.1249 11 0 |2272| 0.0529
4000 09 1758 | 2862 | 0.1341 14 0 |2862 | 0.0681
5000 08 2206 | 3660 | 0.1456 17 0 | 3660 | 0.0936

TaBLE 3.3 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de I’exemple 1, avec NJg = 0.
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Une comparaison du temps moyen entre I’algorithme proposé et 1’algorithme de Luk et Pa-
gano [69] est présentée dans la FIGURE 3.1 ci-dessous . Cette figure illustre les performances des
deux algorithmes sur un ensemble de tests, montrant une amélioration significative du temps

de traitement avec 1’algorithme proposé.

Casel. The average CPU time in seconds Casel. The average CPU time in seconds Case3. The average CPU time in seconds
with NJS=n with NJS<n with NJ, S=0
0.25 " 0.2 " 0.15 -

——— Avr-CPU Algorithm 1 —+— Avr-CPU Algorithm 1 —*— Avr-CPU Algorithm 1

—+— Avr-CPU Algorithm 2 —+— Avr-CPU Algorithm 2 —+— Avr-CPU Algorithm 2
3 3 g
£ 02 £ g
3 S 015 3
2 2 -
= = g 01
‘5 0.15 5 [ 2
£ E £
= = 01 =
= £ 5
O 0.1 o %
& % £005
g 5 0.05 5
= 0.05 > >
< < <

0 W/ 0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Dimension n=mxm Dimension n=mxm Dimension n=mxm

Ficure 3.1 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes, effectué par chaque algorithme pour
I’exemple 1.

La FiGure 3.1 ci-dessus présente une comparaison des temps moyens de traitement (Avr-
CPU) entre I’algorithme proposé et 1’algorithme de Luk et Pagano [69]. L’ algorithme proposé
démontre des temps de traitement nettement inférieurs par rapport a celui de Luk et Pagano, et
ce, quel que soit le nombre d’éléments dans I’ensemble de support Jg de la fonction objectif a
I’étape initiale de 1’algorithme. Cette amélioration suggere une efficacité accrue dans le traite-

ment des données et 1’optimisation des calculs.

3.7.2 Exemple 2.

Dans ce deuxieme exemple, la matrice D est choisie comme une matrice issue de I’approxi-

mation du Laplacien par la méthode des différences finies en 5-points [109] :

B -1 0 --- 0 4 -1 0 - 0
-1 B -1 . -1 4 -1
D=0 . . . 0 ., B =0 . . .0 , (3.14)
-1 B -1 R S |
0 - 0 - B), , 0 - 0 -1 4)

avec n = m? et I désigne la matrice identité de dimension m.

Nous générons le vecteur ¢ de maniere a constituer trois cas distincts de 1’ensemble Jg,
comme dans 1’exemple précédent. Le critere de comparaison entre les deux méthodes repose

toujours sur le temps moyen de traitement (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’ité-
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rations (Avr-Iter) nécessaires pour atteindre la solution optimale du probleme. Les tableaux

ci-dessus résument les résultats obtenus.

Cas1:NJg =n.

Le vecteur c est généré de telle sorte que NJg = m X m = n. Cela se traduit par la relation

suivante pour chaque composante i € J de vecteur c :

c;=8-10r, pour i=1,2,...,n. (3.15)

Dimension Algorithm1 Algorithm?2
n=mxm || Avr-Iter | NP | NP | Avr-CPU | Avr-lter | NJs | NJs | Avr-CPU

20 x 20 01 393 | 400 | 0.0768 0 400 | 400 | 0.0053

30 x 30 01 813 | 900 | 0.0791 0 900 | 900 | 0.0070

40 x 40 01 1222 | 1600 | 0.0801 0 1600 | 1600 | 0.0081

50 x 50 01 1603 | 2500 | 0.0891 0 2500 | 2500 | 0.0100

60 x 60 01 2387 | 3600 | 0.0960 0 3600 | 3600 | 0.0146

70 x 70 01 3207 | 4900 | 0.1320 0 4900 | 4900 | 0.0225

TaBLE 3.4 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de I’exemple 2, avec NJg = n.

Pour toutes les dimensions n, Algorithm?2 surpasse largement Algorithml en termes de
temps moyen (Avr-CPU). Par exemple, pour une dimension de 20 X 20, Algorithm?2 prend
seulement 0.0053 secondes, contre 0.0768 secondes pour Algorithm1. Cette différence s’accroit
avec la taille du probleme. En termes de nombre d’itérations, Algorithm2 ne nécessite aucune
itération (Avr-Iter = 0), car il commence avec une solution réalisable optimale dans ce cas,

alors que 1’ Algorithm1 nécessite au moins une itération.

Cas2:NJs <n

Pour ce cas, le vecteur ¢ est généré selon la relation suivante :

ci=8-16r, pour i=1,2,...,n. (3.16)
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Dimension Algorithm1 Algorithm?2
nxn | Avrlter | NP | NP | Avr-CPU | Avr-lter | NJs | NJs | Avr-CPU
20 x 20 12 198 | 380 | 0.1093 15 46 | 380 | 0.0179
30 x 30 12 441 | 882 | 0.1143 15 453 | 882 | 0.0233
40 x 40 15 849 | 1590 | 0.1199 17 895 | 1590 | 0.0283
50 x 50 16 1253 | 2498 | 0.1323 18 2464 | 2498 | 0.0353
60 x 60 19 1792 | 3522 | 0.1492 24 590 | 3522 | 0.0653
70 x 70 24 2360 | 4860 | 0.1734 25 2948 | 4890 | 0.0679

TaBLE 3.5 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de 1I’exemple 2, avec NJg < n.

Ici aussi, 1’ Algorithm?2 est plus rapide, méme si 1’écart avec 1’Algorithm1 est réduit par
rapport au cas 1. Pour une dimension de 20 x 20, I’ Algorithm2 prend 0.0179 secondes, contre
0.1093 secondes pour Algorithm].

Algorithm1 reste plus efficace en termes d’itérations, bien que I’avantage soit cette fois-ci mo-

deste, nécessitant 1égérement moins d’itérations que Algorithm?2.

Cas3:NJg =0

Dans ce cas, le vecteur ¢ est généré de la maniere suivante :

c;=8-20r;, pour i=1,2,...,n. (3.17)
Dimension Algorithm1 Algorithm?2
nxn || Avr-lter | NP | NP | Avr-CPU | Avr-lter | NJs | NJg | Avr-CPU
20 x 20 04 154 | 219 | 0.1037 06 0 219 | 0.0141
30 x 30 05 339 | 506 | 0.1079 07 0 506 | 0.0204
40 x 40 05 647 | 937 | 0.1108 07 0 937 | 0.0259
50 x 50 04 899 | 1221 | 0.1139 05 0 | 1221 | 0.0306
60 x 60 04 1277 | 1740 | 0.1199 05 0 | 1740 | 0.0458
70 x 70 06 1891 | 2592 | 0.1401 07 0 2592 | 0.0628

TaBLE 3.6 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes et le nombre moyen d’itérations (Avr-Iter)
obtenus pour la résolution de 1I’exemple 2, avec NJg = 0.

Dans ce cas, Algorithm2 conserve un avantage, méme s’il devient plus modeste. Pour
20 x 20, Algorithm2 prend 0.0141 secondes, contre 0.1037secondes pour Algorithml.
En ce qui concerne les itérations, Algorithm1 nécessite moins d’itérations (Avr-Iter), mais cela

n’a pas de répercussion significative sur le temps moyen (Avr-CPU).

La figure ci-dessous illustre les performances des deux algorithmes sur un ensemble de

tests, montrant une amélioration significative du temps de traitement avec 1’ algorithme proposé.
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Casel. The average CPU time in seconds Case2. The average CPU time in seconds Case3. The average CPU time in seconds
with NJ, &n with NJs<n with NJ§=0
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Ficure 3.2 — Le temps moyen (Avr-CPU) en secondes, effectué par chaque algorithme dans
I’exemple 2.

Globalement, I’ Algorithm2 est clairement plus performant que 1’ Algorithm1 dans tous les
cas testés, et cela est principalement di a la stratégie d’initialisation plus efficace de I’ Algo-
rithm?2. Cette initialisation permet de commencer avec une solution réalisable qui est souvent
déja optimale ou proche de I’optimum, ce qui réduit considérablement le nombre d’itérations
et le temps moyen (Avr-CPU). L'efficacité de 1’ Algorithm?2 est particulierement remarquable
dans les cas ou NJg = n, ou il ne nécessite aucune itération supplémentaire et converge di-
rectement vers une solution optimale. Il est également a noter que I’efficacité de 1’ Algorithm?2
diminue légerement dans les cas ou NJy est strictement inférieur a n, mais il reste néanmoins

plus performant que I’ Algorithm1.

3.8 Conclusion

Les lemmes 3.2, 3.3 et 3.4, ainsi que 1’inégalité (3.9), ont rendu possible le démarrage de
1’algorithme avec une solution réalisable x satisfaisant les conditions du théoreme 3.3, ainsi que
I’inégalité (3.9). Lorsque la matrice associée a la fonction objectif est D = I, ou I, désigne la
matrice identité, on obtient une partition de I’ensemble des indices J en fonction du support de

la fonction objectif :
JS :{jeJICjSO}, JN:{jEJZCj>0}.

Ainsi, on retrouve les conditions d’initialisation de 1’algorithme de Luk and Pagano [17, 69],
avec le vecteur nul x = 0. Notons également que ces algorithmes se terminent avec Jy ou Jj,
vide, tandis que le ndtre aboutit systématiquement a J, = 0 et Jy # 0, en raison de notre choix

d’initialisation. En effet, le cas Jy = 0 correspond 2 la solution optimale x° = %.

Par ailleurs, les deux exemples numériques illustrent que notre approche est plus perfor-
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mante en termes de temps de calcul que celle de Luk et Pagano. Ce constat demeure valable
pour les deux cas étudiés, indépendamment du cardinal du support Jg de la fonction objectif a

I’étape initiale de 1’algorithme.



Chapitre 4

Probleme de Programmation Quadratique
avec une M-matrice a diagonale

dominante et des contraintes de Bornes
(Box-QP)

4.1 Introduction

Les Problemes de Programmation Quadratique (PPQs) avec contraintes de bornes appa-
raissent trés souvent dans la résolution des Equations aux Dérivées Partielles (EDP), en controle
optimal, en recherche opérationnelle, et surtout comme sous-probleémes lors de la résolution de
problemes généraux d’optimisation non linéaire par des méthodes de programmation quadra-
tique séquentielle [5, 72, 78]. Ces modeles sont également une partie importante des problemes
de gestion de portefeuille en finance [61, 88], ainsi qu’en statistiques avec la méthode des

moindres carrés linéaires [70].

Notre principal objectif dans ce chapitre est de proposer une nouvelle méthode efficace pour
résoudre les problemes de programmation quadratique avec une M-matrice a diagonale domi-
nante et des contraintes de bornes. Cette derniere est basée sur la technique de prétraitement,
ainsi que sur un algorithme inspiré d’une méthode de Voglis et Lagaris [106]. Les techniques de
prétraitement (ou de presolving) ont une longue histoire dans le domaine de la programmation
linéaire et quadratique [2, 79, 91], ou elles sont considérées comme faisant partie intégrante
des logiciels de haute qualité pour ce type de problemes. L’idée du presolving est d’utiliser
des relations logiques simples entre les contraintes et de fixer certaines variables a I’optimum
pour simplifier le probleme autant que possible a faible colt, avant de transmettre le probleme
transformé résultant a un solveur efficace. Une fois que le probleme transformé a été résolu,

I’opération inverse est effectuée pour restaurer sa solution en termes de la formulation origi-

71
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nale, une opération souvent appelée postsolving (ou post-traitement).

Le principe de notre approche est d’appliquer une technique de prétraitement, et ce, en
utilisant les propriétés de la M-matrice diagonalement dominante afin de réduire la taille du
probleme original. Il s’agit d’identifier des indices actifs a 1I’optimum, afin de fixer a I’avance
les valeurs correspondantes de certaines variables, et de placer certaines autres dans I’ensemble
du support Jg. Ensuite, le probleme réduit résultant sera résolu avec une méthode inspirée de
Voglis et Lagaris [106]. En s’appuyant sur le concept de support pour une fonction objectif,
tel que développé dans [14, 24, 36], notre approche differe par une condition plus générale qui
permet de déterminer une pseudo-solution initiale, associée au support coordinateur de la fonc-

tion objectif et proche de la solution optimale.

Ce chapitre est structuré comme suit : la deuxieéme section est consacrée a la position du
probleme et a la présentation de certaines notions clés relatives a notre approche. Dans la sec-
tion 3, nous abordons les techniques de prétraitement que nous avons appliquées aux problemes
quadratiques comportant une M-matrice a diagonale dominante. La méthode de résolution avec
support est détaillée dans la section 4. Quant a la section 5, elle propose un algorithme pour ré-
soudre le Probleme de Programmation Quadratique avec une M-matrice a diagonale dominante
et des contraintes de Bornes (Box-QP). Enfin, nous concluons ce chapitre par une synthese des

résultats obtenus.

4.2 Position du probleme et préliminaires

Considérons le probleme de programmation quadratique avec une M-matrice a diagonale

dominante et des contraintes de Borne (Box-QP) :

1
min F(x) = ExTDx —c'x, 4.1)
0 < x < ue, “4.2)
ovu€eR, u>0;c=clJ)=1(j, jeH,e=(1,1,..., 1) € R" sont des n-vecteurs réels, avec

jeJ=1{1,2,--- ,n}. Lamatrice D = D(J,J) = (d;;, 1 < i, j < n)estune M-matrice d’ordre

n symétrique et diagonalement dominante [109], ¢’est-a-dire

di>0, dyj<0, i#j, D20, et dy= ) |dyl, i=1n,

J#i

ol le signe D~' > 0 signifie que tous les coefficients de la matrice inverse D~ sont non

négatifs.
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On note qu’une M-matrice symétrique est toujours définie positive (x’ Dx > 0, V x # 0). De

plus, toute sous-matrice principale d’une M-matrice est elle-méme une M-matrice.

Avant d’aller plus loin, on va d’abord rappeler quelques définitions de base pour mieux

comprendre ce qui va suivre.

4.3 Définitions et propriétés

Définition 4.1.
— Tout vecteur x satisfaisant la contrainte O < x < ue est appelé solution réalisable ou

plan du probleme Box-QP. Une solution réalisable x° est dite optimale si
0 1 om0 T.0 .
F(x") = Ex Dx’ —c¢" x’ = min F(x),

ou x est pris parmi toutes les solutions réalisables du probleme.
— Pour un nombre € > 0 donné, une solution réalisable x¢ est dite e—optimale ou subop-

timale si
F(x) - F(x") <e,

ou x° est une solution optimale du probléme Box-QP.

— Si x est une solution réalisable du probleme Box-QP, alors le vecteur
E=E(Xx) =Dx-c,
est le gradient de F au point x, également appelé vecteur des estimations.
Théoreme 4.1. [37] Critere d’optimalité.

Pour qu’une solution réalisable x° du probléme Box-QP soit optimale, il faut et il suffit que les

conditions suivantes soient satisfaites pour tout j € J :

Ej(xo) >0, pour 0,

0
X
Ej(xo) <0, pour x? =u, (4.3)

E(x)=0, pour 0< x(} <u, jeJ

Notre nouvelle approche initialement introduite en [46], développée et prouvée rigoureuse-
ment dans [48], pour résoudre un probleme de programmation quadratique avec une M-matrice
diagonalement dominante Box-QP, s’articule en deux étapes. La premicre consiste a appliquer
une technique de prétraitement (presolving) afin de réduire la taille du probleme initial. Ensuite,

le probleme réduit ainsi obtenu est résolu a I’aide d’'une méthode inspirée du travail de Voglis
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et Lagaris [106]. En introduisant le concept de support d’une fonction objectif développé par
Gabasov et al. [36, 37], notre approche se distingue par une condition plus générale qui permet
de générer une pseudo-solution initiale, liée au support coordinateur, et proche de la solution
optimale finale, ce qui améliore la convergence de 1’algorithme et réduit le nombre d’itérations

nécessaires pour atteindre une solution optimale.

4.4 Technique de prétraitement

Avant de présenter un algorithme de résolution du probleme de programmation quadratique
Box-QP, nous utiliserons une technique de prétraitement permettant d’identifier certains in-
dices actifs a I’optimum, afin de fixer a I’avance les variables correspondantes, réduisant ainsi
la taille du probleme. Nous recherchons également d’autres indices de variables pour lesquels
les composantes correspondantes du gradient seront nulles a I’optimum. Ce processus est connu
sous le nom de procédure de prétraitement ou de presolving. Dans cette optique, nous allons

définir les matrices et vecteurs nécessaires pour mettre en ceuvre cette procédure.

En effet, a partir de 1a matrice D, définissons les deux matrices suivantes :

_ 0 Sii=}],
D+ = diag(di,-, I = l,l’l), D =D- D+ =
dii  Sii#],
et calculons également les vecteurs :
yo = (Ofie)=uDe & y  =ud; >0, i=1,n; (4.4)
Y = Oniely=uDe o y =-uy |djl i=Tn 4.5)

J#i

Pour toute solution réalisable x du probleme Box-QP, nous avons la double inégalité :

y —c<E<y -c (4.6)
En particulier, nous déduisons pour la solution optimale x* :

y —c<E <y —gc, 4.7)
oh E"=g"=Dx"—c.

Le prétraitement vise a réduire la taille du probleéme de programmation quadratique convexe

Box-QP en suivant les étapes suivantes :
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e La premiére étape : Le lemme suivant nous permet de fixer certaines composantes de la
solution optimale x* a leurs bornes.
Lemme 4.1. Soitie J ={1,2,--- ,n}. On a alors :
(1) Sici<y; = xi=0;
(2) Sici>yl = xI=u.

Preuve. Ceci découle des relations (4.7) et des conditions d’optimalité (4.3). m

e La deuxieme étape : Ce second lemme nous permet d’exclure la possibilité qu’une com-

posante x; puisse étre a une certaine borne.

Lemme 4.2. Soitie J=1{1,2,--- ,n}. On aalors :

(1) Sic;>0 = x;>0;

(2) Sici<y/+y; =uldi — Xipj 1 dij ) = x <u

Preuve.

(1) Supposons que pour un certain indice i € J nous avons x; = 0. D’apres les condi-

tions d’optimalité (4.3), nous en déduisons que E; > 0. Cependant, d’un autre cOté,

nous avons :

E;k = d,-ix:f + Zdijxj. —Ci = Zd,jx’; —¢; < —¢; < O,

J#i J#i
ce qui contredit les conditions d’optimalité (4.3). Par conséquent, nous en déduisons

k
que x7 > 0.

(2) Supposons que pour un certain indice i € J, nous avons x; = u. Alors, nous avons

E? < 0. Cependant, d’un autre cOt€, nous avons :

E;k = di,'X; + Z dij-xj' —Ci,
J#EI
E;k > diilxt - MZ | dij | —Ci,
J#EL
s + —
E: > yi+y; —c¢:>0.

La derniere inégalité stricte contredit les conditions d’optimalité (4.3). Par consé-

quent, nous en concluons que x; <u. ®

¢ La troisieme étape : ce troisiéme lemme nous permet de prédire que pour un certain

indice i € J, 'estimation E? du vecteur optimal x* doit €tre €gal a zéro.

Lemme 4.3. Soitie J=1{1,2,--- ,n}. Si

0<ci<uldi— ) ldyl) =y +y,

J#I
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il en résulte alors que
E; =0.

Preuve. L’application du lemme 4.2 implique que 0 < x! < u, et les conditions d’opti-
malité (4.3) donnent Ef =0. =

4.4.1 Procédure de prétraitement (presolving)

Dans cette section, nous présentons 1’algorithme de prétraitement (presolving). En se ba-
sant sur les lemmes précédents 4.1-4.3, qui fournissent des résultats importants, cet algorithme
décrit la procédure de prétraitement a appliquer au Box-QP. Son objectif est de réduire la taille
du probleme initial et de commencer par un bon support , et ce, afin de simplifier sa résolution.

La procédure de prétraitement est présentée par I’algorithme suivant :
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Algorithm 2 Procédure de prétraitement

1: Entrée : Matrice D, vecteur c et le scalaire u.
2: Sortie : Le probleme réduit.
3: Début

(1) Calculons les vecteurs y* et y~ comme suit :

Y = Oniel=uDe & yi=-u) Iy, i=Tn

J#i

<
Il

(2) Définissons les sous-ensembles suivants Jy et J, de J :

J() = {ieJ:ciSy,-_};

=~
I

{iedJ:c >y}

J\ (Jo U Jy).

~l
Il

(3) Selon cette partition, fixons

. Xo = x(Jo) =0,
x, = x(Jy) = ue(J,),

et le vecteur ¢ sera égal au vecteur
e(J) = c(J) + D, (Jo U J)x"(Jo U J,).
(4) Définissons les données du probleme réduit en posant les relations suivantes :
J:=J, n:=l, cJ):=c{), DUJ):=DUJ), x =x(J):=x().

4: Fin.

Cette procédure de presolving sera intégrée dans notre algorithme proposé ci-dessous afin
d’obtenir une bonne initialisation de la solution réalisable initiale. Par conséquent, cela réduira
la taille du probleéme, tout en fournissant un bon support initial Jg, ce qui contribuera a diminuer

sa complexité, a accélérer sa convergence et a améliorer ses performances.

4.5 Méthode de support

Afin de développer un algorithme de résolution pour le probleme Box-QP, nous introdui-
sons la notion de support de Gabasov et al. [36, 37], liée a la non-linéarité de la fonction ob-

jectif F' du probleme Box-QP. Notre algorithme se distingue par une condition plus générale,
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permettant d’avoir une pseudo-solution initiale associée a un support coordinateur et proche de

la solution optimale.

Définition 4.2.

— Un sous-ensemble Jg C J est dit support de la fonction objectif F, puisque la condition
suivante est toujours vérifie : det Dg = det D(Jg, Js) # O.

— La paire {x, Js}, constituée d’une solution réalisable x et d’un support Js est dite Solu-
tion Réalisable de Support (SRS).

— La SRS {x, Js} est dite accordée si E(Jg) = 0.

A partir d’une solution réalisable accordée {x, Js}, une itération de 1’algorithme consiste a
construire une nouvelle solution réalisable de support accordée {Xx, Js) telle que F(x) < F(x).
Cette construction se fait en modifiant la solution x ainsi que le support Jg de maniere a amé-
liorer la valeur de la fonction objectif F. Le but est de garantir que chaque itération produit
une nouvelle solution qui est réalisable, et aussi bonne, sinon meilleure, que la précédente en
termes de la valeur de la fonction objectif F. Ce processus itératif se poursuit jusqu’a ce que

I’algorithme converge vers une solution optimale.

Selon la partition de J = Jg U Jy, avec Jy = J \ Jg, nous pouvons diviser la matrice et les

vecteurs en blocs comme suit :

Ds D
D:[ s SN

], avec Dg = D(Js,Js), Dsy = D(Js,Jy), Dy = D(Jy,Jy);
Dys Dy

¢ =c(J) :( zs ] cs =c(Js) = (cjy j€Js), ex=c(y) = (c;, j€Jy)
N

x=x(J) = [f), xs = x(Jg) = (xj, jJ€J5), xy =x(Jy) = (xj, j€Jy);
N

Eg

g(J) = E() = ( 5

), Es = E(Js) =(E;, je€Jg), Exy=E(y) = (E}, j€ Jy).
N

Définition 4.3.
— Soit Jy = Jy+ U Jy-, avec Jy+ N Iy- = 0 et k = k(J) = (k(In+), k(Iy-), k(Js)) un vecteur
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satisfaisant
ky+ = k(Jy+) = 0,

ky- = k(Jy-) = ue(Jy-), 4.8)
ks = k(Js) = —=Dg'[Dgnky — cs].

Un vecteur « satisfaisant (4.8) est appelé pseudo-solution du probleme Box-QP.

— D’apres (4.8) une pseudo-solution k vérifie Es(k) = 0. Si en plus, k vérifie I’inégalité
0 < k(Jg) < ue(Jy), alors k est une solution réalisable.
— Le triplet J, = {Js, Jy+, Jy-} est alors appelé support du probleme Box-QP.

— Le triplet J, = {Jg, Jn+, Jy-} est appelé support coordinateur du probléme Box-QP s’il

existe une pseudo-solution k telle que

v

EJ(K) 0, ] € Jy+, (49)
Eik) < 0, jeJn-. (4.10)

On dit dans ce cas, que la pseudo-solution k est associée au support coordinateur Jp.

Théoreme 4.2. Une pseudo-solution « liée a un support coordinateur J, est optimale si et

seulement si
0<«;<u, Y jelJs. (4.11)
Preuve. Le vecteur k est une solution réalisable et vérifie le critere d’optimalité (4.3). =

4.5.1 Le probléeme dual et ses propriétés

Le dual du probleme primaire Box-QP est formulé comme un probleme quadratique concave

de la facon suivante :

max ¢(1) = —3k" Dk —uw’e,

Dk+c—-v+w=0, 4.12)
A= v,w), keR", v>0, w>0.
Pour le probleme dual, introduisons les définitions suivantes.
Définition 4.4.
— Le triplet A = (k, v, w) vérifiant toutes les contraintes du probleme (4.12) est appelé une

solution réalisable duale.

— Soit Jp = {Js,Iy+, In-} un support coordinateur du probleme (4.12), associé a une
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pseudo-solution k. Alors le vecteur A = (k,v,w) défini par

Vj:Ej(K), Wj:() jEJN+,
V= 0, w; = —EJ'(K) je In_,
Vj:Wj:O, jEJs,

est appelée solution réalisable accordée du probleme dual (4.12).

Une solution réalisable duale accordée possede des propriétés tres intéressantes, qui sont

présentées dans le lemme suivant.

Lemme 4.4. [14] Pour toute solution duale réalisable A = («,v,w), il existe une solution duale

réalisable accordée A = (k,v,w), vérifiant :

@) < @(A). (4.13)

D’apres ce lemme et le principe de la dualité en optimisation quadratique convexe, la double

inégalité est satisfaite :

@) < F(x7) < F(x),

ou A est n’importe quelle solution réalisable duale accordée dans le probleme (4.12) et x est
une solution réalisable pour le probléme primal Box-QP. Par conséquent, nous nous intéressons

dorénavant qu’aux solutions réalisables duales accordées.

Lemme 4.5. [36] Si une solution duale réalisable accordée A = (k,v,w) est associée a un

support coordinateur Jp, alors la relation suivante est vérifiée :
¢(A) = F(k). (4.14)

Dans ce cas, le nombre B(x, Jp) = F(x) — F(k) est appelé estimation de suboptimalité, puisque
nous avons toujours F(x) — F(x*) < B(x,Jp), ou x* est une solution optimale du probleme
Box-QP. Par conséquent, si B(x, Jp) < €, alors x est une solution e—optimale, € > 0 étant une

précision donnée.

En exploitant les propriétés précédemment établies, nous élaborons une méthode numé-
rique efficace permettant de résoudre le probléme d’optimisation quadratique avec contraintes
de bornes (désigné par Box-QP). Cette approche repose essentiellement sur la structure parti-

culiere du probleme.
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4.5.2 Construction d’une Solution Réalisable de Support (SRS) initiale

Considérons le probléeme réduit obtenu par I’application de la procédure de presolving.

Construisons la partition suivante J = {Jg, Jy+, Jy-}, avec

JN+
Js

{ied:¢<0) Iv-=Hlied =y +yi},

{ieJ:0<c <y +y}, Iy =J\ Js = Iy U Jy-.

En utilisant les lemmes 4.2 et 4.3, la solution réalisable de support initiale {x, Jg} a prendre est
le vecteur x = x(J) = (x(Jy+), x(Jy-), x(Js)), tel que

xy+ = x(Iy+) =0,
xn- = x(In-) = ue(Jy-) = uen-, (4.15)

Xg = X(Js) = —Dgl[DSNXN - Cs], tels que Es(X) =0,

ol xg est déduit de 1’équation :
Es(x) = D(Js, J)x — cs = D(Js, Js)xs + D(Js, In)xy — cs =0,

c’est a dire

DSXS = _DSNxN +Cy =— Xg = DEI(—DSNXN + Cs). (416)

Puisque —Dsyxy > 0, ¢s > 0, Dg' > 0 et aucune ligne de D' n’est nulle, on en déduit que
x; >0, Vi€ Jg,etdonc xg > 0.

Nous montrons également que xs < ueg. En effet, d’apres (4.16) on peut écrire
a = DS(XS — Mes) = DSXS - uDSeS = _DSNxN + Ccg — MDseg,

ou la i-ieme composante de « est égale a

o = —Zdinj+Ci—uZdij, i € Js,
JjeIN JEJs

o = _Zdijxj+ci_udii_u § dij, 1€ Js.
jedy J#i,jeJs

Puisque 0 < ¢; < u(d;; — X j | d;j), cela implique que pour tout i € Jg,ona:

<=y gy tudi—u Y |dyl~udi—u Y dy<u Y ldyl-u Y dyl=0.

jely j#i j#ijels i jedyUTs j#ijel

Dot a; <0, Vi € Js et x5 —ues = Dy'a. Puisque Dy' > 0 et qu’aucune ligne de D' n’est
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nulle, il s’ensuit que

xg —ues <0 = x5 < uey.

Par conséquent, le vecteur x = (xg, xy+, Xy-) construit selon (4.15) est une solution réali-

sable et Jg est un support de la fonction objectif F du probleme Box-QP.

Lalgorithme suivant nous permet alors de construire une solution réalisable de support ac-
cordée initiale, qui sert de point de départ pour les itérations ultérieures, et qui garantit que les
contraintes du probleme sont préalablement respectées. En établissant un point de départ fiable,
nous facilitons la convergence vers la solution optimale, rendant ainsi le processus d’optimisa-

tion plus efficace.

Algorithm 3 Construction d’'une SRS accordée {x,, Js}

1: Entrées : Le probleme réduit D, c, u.
2: Sorties : Une SRS accordée {x,, Jg}.
3: Début

4: Etape 1 : Définir les ensembles Jy+, Jy- et Jg¢ comme suit

I+
Jg = {iEJ:0<Ci<y;—+yl-—}, JN:J\JS:JN+UJN—.

ied:c <0}, Iv-={ieJ a2y +y},

5: Etape 2 : Construire une solution réalisable de support {x,, Js} comme suit :

xr(-’N*) = O,
X (Jy-) = ue(Jy-) = uey-,
x,(JS) = —DEI[DSNXN - CS], tel que ES(x,) =0.

6: Fin.

4.6 Méthode de résolution d’un probleme Box-QP

Le principe de 1’algorithme est d’appliquer la procédure de prétraitement pour réduire le
probleme original. Ensuite, le probleme réduit résultant sera résolu par la méthode Box-QP.
Cette derniere s’inspire d’une approche basée sur la méthode de Voglis et Lagaris [106], qui
entre dans la catégorie des méthodes de points extérieurs; de plus, elle utilise la notion de
support pour la fonction objectif [36]. Apres la résolution du probleme réduit, une étape de
post-traitement sera nécessaire pour restituer la solution du probleme original. Cette étape est
cruciale, car elle consiste a analyser et interpréter les résultats obtenus et de les adapter au

contexte du probleme de départ.
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4.6.1 Schéma de I’algorithme

Algorithm 4 Algorithme du Box-QP

1:

*®

10:

11:
12:
13:
14:
15:

16:

Entrée : Le probleme réduit D, ¢, u et une SRS accordée initiale {x,, Js}.

2: Sortie : La solution optimale du probleme réduit {x}, J5}.
3: Début

4:
5
6

Etape 0 : Initialiser k := 0 et poser {x,, Js} = {©, J©}.

. if le critere d’optimalité (4.3) est vérifié then

Arréter. La solution x,(Js) = «9(J©) = x;(J;), obtenue par Ialgorithme 3, est la
solution optimale du probleme réduit.

else

J®

poies J](\/,? et Jék) de la maniére suivante :

Etape 1: A litération k, redéfinir les ensembles

T =1jeJ®: kP <0our =0 et EY > 0},

k) _ g * . K) k) _ (k)
Jy-=1jeJV k" >ujouk;” =u; et E.7 <0},
Jgk) ={jeJ?:0< K;k) < ujou K;k) = OetE;k) <0,

ou k% = ujet E® > 0},
j j

(k) _ k) (k) (S ((9) (k)
IS CRVE (CR CIS GV )
Etape 2 : Construire la nouvelle pseudo-solution <**" comme suit

(k+1)  _ . (k)
K; =0, je€Jy

(k+1)
Kj

kY = DI, IO [ - DUP, TP ROUP)] .

=u;, jelJy,

Etape 3 : Calculer le gradient ou le vecteur des estimations

EY™Y = DU, IO + DU, IO = c(Iy).

Etape 4 : Vérifier si la nouvelle pseudo-solution est optimale.

if 0 <KV <uy, VjeJP, SV 20, Vje syl et BNV <0, Vje Jy) then
Arréter. La solution optimale est x; := kD et J; := J®.

else

Poser k := k + 1 et aller 2 I'Etape 1.

Fin.

Enfin, une étape de post-traitement est nécessaire pour interpréter correctement la solution

du probleme réduit et en déduire la solution du probleme originel. Cette étape consiste a ré-

introduire les variables ou contraintes qui ont été éliminées lors du prétraitement, permettant
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ainsi de reconstruire la solution complete du probleme initial.

Algorithm 5 Procédure de post-traitement

1: Entrées : Le probléme initial D, ¢, u.
2: Sorties : La solution optimale x* du probleme Box-QP et F(x™).
3: Début

4: Etape 1 : Utiliser la procédure de prétraitement pour déduire le probleme réduit.

5: Etape 2 : Apres avoir déterminé les ensembles Jy+, Jy-, Js, construire une SRS initiale
accordée {x,, Js} par I’algorithme (3).

6: Etape 3 : Résoudre le probleme réduit par 1’algorithme Box-QP, avec x; comme solution
optimale obtenue.

7: Etape 4 : Déduction de la solution optimale du probleme originel (post-traitement) :

8 x"=x"(J)= (xj.,j e J)=x*(JyUJ,Ul),avec:

xo = x(Jo) = 0,
xX; =9 x, = x(J,) = ue(J,),
x*(J) = X

9: Fin.

4.6.2 Exemple illustratif

Pour illustrer la méthode développée précédemment, nous considérons le probleme de pro-

grammation quadratique (4.1) avec :

4 -1 0 0 O O -5 0 3
-1 4 -1 0 0 O 4 0 3
0O -1 4 -1 0 O -11 0 3
D = , C= , 1= , ue =
0O 0 -1 4 -1 O 10 0 3
0O 0 0 -1 4 -1 0 3
0O 0o 0 o0 -1 4 2 0 3
Les itérations de 1’algorithme sont les suivantes :
1. Prétraitement : on a y~ = -3(1,2,2,2,2, DT, y* = 12(1,1,1,1,1, )7, alors Jy =

(L3}, J,=0, J=J\JyUJ, =1{2,4,56}. Donc x; = (0,0)”. Le vecteur ¢(J)
(4,10,1,2)T. Le probleme réduit est le suivant J := J= {2,4,5,6}, n:=| J |= 4, avec
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4 0 0 O 4 0 3 X2

0 4 -1 0 10 0 3 X4
D= ,c= N , Ue = s X(J) = ;

0 -1 4 -1 0 3 Xs

0O 0 -1 4 2 0 3 X6

2. Construire une SRS initiale accordée {x, Jg} par I’ Algorithme 3.
JNJr = 0’ JN’ = {4}’ JS = {2’ 596}9 JN = {4}’ donc XN- = X4 = 3> Xs = (x25-x59-x6)T
(1,1.2,0.8)7.

3. Algorithme Box-QP : Résoudre le probleme réduit.
Etape 0. Poser k = 0 et {x,Js} = k@, JO), JO = {2,5,6), J) = {4} avec «)”
(1,1.2,0.8)7,
Kf\(,)f = Kflo) = 3. Ego) = (0,0,0)7 et EI(& = 0.8. Le critere d’optimalité n’est pas

satisfait pour j € JI(\(,),).

Etape 1. Poser k = 1. Redéfinir les ensembles JI(\;E
J =0, J) =0 J"=1{24,5,6).

Etape 2. La nouvelle pseudo-solution est donc la suivante :

@1 _ — 3909 3807 3923
K = (1,2.7857,1.1429,0.7857)" = (1,190 3807 3923y

(1) (1)
Jy-,etJg'

Etape 3. L’ensemble J](\(,)) = (). Donc on ne peut pas calculer Eg,)).
Etape 4. La nouvelle pseudo-solution K(Sl) satisfait le critere d’optimalité, elle est donc
optimale pour le probleéme réduit k) = x* = x*(J).
4. Post-traitement : Déduction de la solution optimale du probléme originel. Poser J :=
JoUJ, U J = {1,3} U {2,4,5, 6} et la solution optimale vaut :
xt = (g, xi,x0) = (0,1,0,2.7857,1.1429,0.7857)" = (0,1,0, 222 380 BT avec

> 4993 * 3331’ 4993
F(x*) = -17.2857 = =21,

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode pour résoudre un probleme PQ avec
une M-matrice a diagonale dominante et des contraintes de bornes. Cette méthode inclut une
procédure de prétraitement qui exploite de maniere spécifique la structure de la matrice D.
Grace a cette propriété, la procédure de prétraitement simplifie le probléme initial en réduisant
la taille de la matrice a traiter, ce qui améliore I’efficacité computationnelle. Cette étape pré-
liminaire permet également de diminuer la complexité globale du probleme, rendant ainsi la

résolution plus rapide et plus pratique.

L’algorithme d’optimisation pour le probleme réduit qui en résulte est congu en s’inspirant
d’une méthode des points extérieurs [106] et en intégrant le concept de support pour la fonc-

tion objectif [14, 33, 36, 37]. Cette approche permet d’optimiser efficacement le probleme en
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exploitant la structure de la solution, ce qui peut améliorer la convergence et réduire le temps

de calcul.

Dans le cadre de nos travaux futurs, nous mettrons en ceuvre 1’algorithme proposé afin d’en
évaluer les performances de calcul et aussi en le comparant a d’autres méthodes existantes.
Cette comparaison se concentrera sur des criteres tels que le temps d’exécution, I’utilisation de
la mémoire et la robustesse. Nous évaluerons également la capacité de 1’algorithme a résoudre
des problemes de plus grande taille. L’ objectif est d’identifier les forces et les limites de notre
approche par rapport aux méthodes existantes, dans le but d’améliorer ses performances pour

des applications pratiques.



Conclusion et perspectives

Les travaux réalisés dans cette these se sont concentrés sur 1’élaboration d’une méthode de
résolution efficace pour un Probleme de Programmation Quadratique (PPQ) avec des contraintes
simples ou de bornes, en mettant en avant les cas impliquant une M-matrice. Ces matrices, grace
a leurs propriétés spécifiques, jouent un role clé dans des domaines tels que 1’optimisation et

I’analyse numérique.

Dans le premier chapitre, nous avons posé les bases théoriques nécessaires en abordant les
notions de convexité et d’analyse convexe, les propriétés des ensembles et fonctions convexes,
ainsi que les caractéristiques des formes quadratiques, notamment leur gradient et leur Hessien.
Nous avons également étudié les M-matrices, en détaillant leur structure et leur importance dans
la résolution des systemes linéaires et des problemes d’optimisation. Enfin, nous avons exploré
les principes de 1’optimisation convexe et de la programmation non linéaire, en analysant les
conditions d’optimalité pour des problemes avec ou sans contraintes. Ces rappels théoriques
forment une base solide pour développer notre méthode de résolution dans les chapitres sui-

vants.

Concernant le deuxieme chapitre, nous avons présenté deux exemples concrets ou la for-
mulation conduit a des Problémes de programmation quadratique (PPQs) impliquant des M-
matrices. Le premier est le "Circus Tent Problem", un probléme bien connu lié a I’optimisation
de la toile d’une tente de cirque, et le second concerne la valorisation des options américaines,
un probléme financier complexe. Ces exemples illustrent comment les M-matrices émergent
dans des situations réelles et montrent leur importance pour modéliser et résoudre des pro-

bleémes pratiques.

L’une des contributions majeures de ce travail, présentée dans le chapitre 3, réside dans
la proposition d’une nouvelle méthode de résolution d’un PPQ, avec une M-matrice et des
contraintes simples. En tirant profit de la propriété des M-matrices, dont I’inverse est non né-
gative, notre approche génere une suite monotone de solutions réalisables [95, 98, 96]. En
intégrant le concept de support, développé par Gabasov et al. [36, 37], notre méthode [47] se

distingue par une condition plus générale qui fournit une solution initiale réalisable plus proche
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de 'optimum. Cette caractéristique améliore la vitesse de convergence et réduit le nombre
d’itérations par rapport aux méthodes de Chandrasekaran et de Luk et Pagano [17, 69]. Pour
valider ces approches, une implémentation des deux méthodes a été réalisée en langage MAT-
LAB. Les résultats numériques obtenus ont permis d’effectuer une analyse comparative des
performances, mettant en évidence les avantages et inconvénients de chaque méthode. Ces ex-
périmentations ont confirmé I’efficacité de notre méthode proposée, notamment en termes de
rapidité et de proximité de la solution optimale, tout en soulignant certains aspects spécifiques

a améliorer en fonction des configurations des problemes étudiés.

Dans une perspective d’approfondissement, une autre méthode de résolution, appelée Box-
QP, a été proposée dans le chapitre 4, oi nous avons étendu notre étude a des cas plus spéci-
fiques. Cette méthode vise a résoudre un PPQ avec une M-matrice a diagonale dominante et
des contraintes de bornes. L’approche inclut une procédure de prétraitement (Algorithm 2) qui
exploite la structure particuliere de la matrice D, permettant de simplifier le probleme initial
en réduisant la taille de la matrice a traiter, ce qui améliore significativement 1’efficacité com-
putationnelle. Cette étape préliminaire diminue la complexité globale du probléme, rendant la
résolution plus rapide et plus pratique. L’algorithme d’optimisation (Algorithm 4) pour le pro-
bleme réduit s’inspire de la méthode des points extérieurs et integre le concept de support pour
la fonction objectif. Cette intégration permet d’optimiser efficacement le probleme en exploi-

tant la structure de la solution, ce qui améliore la convergence et réduit le temps de calcul.

Perspectives

Les travaux que nous avons élaborés au cours de cette these nous ont permis de mettre en
évidence plusieurs perspectives intéressantes pour approfondir et élargir 1I’étude des problemes
de programmation quadratique (PPQs), en particulier ceux impliquant des M-matrices. Plu-

sieurs pistes peuvent €tre envisagées :

— Valider expérimentalement la méthode développée dans le chapitre 4 a 1’aide d’une
implémentation MATLAB. Les résultats numériques permettront de comparer les per-
formances de cette méthode avec d’autres approches, en évaluant sa rapidité de conver-
gence et sa proximité a la solution optimale, tout en identifiant les aspects a améliorer
selon les configurations des problemes étudiés ;

— Extension de ces méthodes pour la résolution de problemes de programmation quadra-
tique avec des M-matrices et des contraintes généralisées, tout en conservant les pro-
priétés avantageuses des M-matrices ;

— Appliquer les techniques développées a des problemes quadratiques multicriteres, en

tenant compte des spécificités des M-matrices pour équilibrer plusieurs objectifs.
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Ces perspectives offrent des axes prometteurs, tant sur le plan théorique qu’appliqué, ren-
forcant ainsi I'intérét des M-matrices, indispensables a la formulation et a la résolution de

problemes complexes en optimisation et en analyse numérique.
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RESUME

Dans cette thése, nous proposons une nouvelle approche pour résoudre un probléme de programmation quadratique
avec une M-matrice et des contraintes simples. Cette approche est basée sur les algorithmes de Luk et Pagano. Ces
méthodes utilisent le fait qu’une M-matrice posséde une inverse non négative qui permet d’obtenir une suite de points
réalisables croissante et monotone. En introduisant le concept de support d’une fonction objective, notre approche conduit
a une condition plus générale permettant d’obtenir une solution initiale réalisable, proche de la solution optimale. L’im-
plémentation de notre méthode et de celle de Luk et Pagano a permis une analyse numérique, révélant que notre approche
est plus efficace que celle de Luk et Pagano. En outre, une autre méthode de résolution (Box-QP), a été proposée, ou
nous nous sommes intéressés a résoudre un probléme de programmation quadratique avec une M-matrice a diagonale
dominante et des contraintes de bornes. Cette nouvelle approche inclut une procédure de prétraitement qui exploite la
structure particuliére de la M-matrice, permettant de simplifier le probléme initial en réduisant la taille de la M-matrice.
L’algorithme d’optimisation pour le probléme réduit s’inspire de la méthode des points extérieurs et intégre le concept de
support pour la fonction objectif. Cette intégration permet d’optimiser efficacement le probleme.

Mots Clés : Programmation quadratique convexe, M-Matrices, M-Matrice diagonalement dominante, procédure de pré-
traitement, Méthode de Support, Solution Réalisable du Support (SRS).

ABSTRACT

In this thesis, we propose a new approach for solving a quadratic programming problem with an M-matrix and simple
constraints. This approach is based on the algorithms of Luk, and Pagano. These methods use the fact that an M-matrix
possesses a nonnegative inverse, which allows a sequence of feasible points to increase monotonically. By introducing
the concept of support for an objective function, our approach leads to a more general condition allowing an initial
feasible solution, close to the optimal solution. The implementation of our method and that of Luk and Pagano allowed
a numerical analysis, revealing that our approach is more efficient than that of Luk and Pagano. Furthermore, another
solution method (Box-QP), has been proposed, where we have been interested to solve a quadratic programming problem
with a dominant-diagonal M-matrix and bound constraints. This new approach includes a pre-processing procedure that
exploits the particular structure of the M-matrix, allowing simplifying thus the initial problem by reducing the size of
the M-matrix. The optimization algorithm for the reduced problem is inspired by the method of exterior points and
incorporates the concept of support for the objective function. This integration enables the problem to be optimized
efficiently.

Keywords: Convex Quadratic Programming, M-Matrices, Diagonally dominant M-matrix, Preprocessing procedure,
Support Method, Support Feasible Solution (SFES).
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AGZUL

Deg ugmmir ayi, nsumer-ed yiwen uxwarzim amaynut i wakken ad' nefru yiwen wegnu n usmihel asnuzmir
es yiwen M-isirew aked tmariwin tushilin. Tayazt ayi tres vef ixwarzimen n Luk aked Pagano. Tarrayin agi
semrasent tamsalt d-iqqaren belli M-isirew yesea imitti awer uzdir, i yay yeggan ad' nesk asartu yetnernin
n tneqqidin yetwagbalen. Mi'ara d-nessidef am+al n usalel i tesyent tamesvyarut, tayazt nney tettawi ~er
tewtilt d-tamatut ugar, i-yzemren ad' d-thelli yiwet n tifrat tamezwart yettwaqgbalen, yuzan ~er tifrat takkayt.
I wakken ad' nessemyif ger tarrayt nney aked tin n Luk ed Pagano, muggent termiyin tumdinin i d-isseknen
tamellilt n tayazt nney ~vef tin n Luk aked Pagano. Diven, yiwet n tarrayt-nniden n tifrat (Box-QP) tettwasumer-
ed, anda i nefra yiwen wegnu n usmihel asnuzmir es yiwen M-isirew bu tubdist tamagart aked tmariwin n
yegmiren. Tayazt ayi tamaynutt tewwi yiwet n tifrat n tezwart yettamden tamsukt tamazlayt n M-isirew, i ya~-
yeggan ad'nessifses agnu amenzu es usemzi n tiddi n M-isirew. Axwarzim n takkayit i wegnu yettwasemzin
yewwi-d syur tarrayt n tneqqidin yeffyen u yeyred am~al n usalel i tesyent tamesvyarut. Aseyred ayi yetreg i
wegnu akken ad itwasekkey es tmellilt.

Awalen n tsura : Asmihel asnuzmir afensu; M-isirwen; M-isirew bu tubdist tamagart; Tifrat n tezwart; Tarrayt
n usalel; Tifrat yettwagbalen n usalel (SRS).



