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Introduction Générale

La programmation mathématique est une branche des mathématiques appliquées ayant pour objet I’étude
théorique des probléemes d’optimisation, ainsi que la conception et la mise en ceuvre des algorithmes de résolution.

La présence du terme ”programmation” dans le nom donné a cette discipline peut s’expliquer historiquement
par le fait que les premieres recherches et les premieres applications se sont développées dans le contexte de
I’économie et de la recherche opérationnelle.

Dans de nombreuses applications pratiques, les variables d’une fonction donnée sont soumises a certaines

conditions ou contraintes. Ces contraintes peuvent étre formulées sous forme d’égalités ou d’inégalités.
Par exemple, si un producteur fabrique deux biens, il peut vouloir minimiser le colt total tout en étant obligé de
fabriquer une quantité totale spécifiée. De méme, une compagnie peut désirer maximiser ses ventes résultant de
deux publicités alors qu’elle doit observer la contrainte du budget de publicité. Enfin, le consommateur désirant
maximiser la fonction d’utilité provenant de la consommation de certains biens est restreint par son budget.

La résolution numérique d’un probléeme quadratique nécessite 'utilisation de méthodes spécifiques. La plupart
de ces méthodes sont itératives et générent une suite de vecteurs z(*). Les itérés successifs sont construits de facon
a faire converger cette suite vers la solution du probleme x*. On peut alors utiliser plusieurs méthodes pour la
résolution de ces problemes quadratiques. Dans ce travail, nous nous intéressons a trois méthodes de résolution

d’un probleme quadratique sous contrainte quadratique de type inégalité (PQQ) :

ming(z) = 22! Dz + c'z,
g(x) = llzl* = 3a' Iz < b,

r € R".

Apres un bref rappel de quelques notions sur I’algebre linéaire et sur les formes quadratiques dans le premier
chapitre, nous avons présenté dans le second les méthodes de résolution des (PQQ) convexes, basées sur les condi-
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour ce type de probléemes, ensuite, nous avons rappelé quelques notions
de V'optimisation non convexe, puis nous avons utilisé I’algorithme de la programmation (DC) pour résoudre les
problémes (PQQ) non convexes.

Dans le dernier chapitre, nous avons fait une étude numérique selon le temps d’exécution et le nombre
d’itérations des méthodes, et ce, apres avoir implémenté ces derniéres sous le langage MATLAB, exécutées sur
des exemples d’application.

En fin, ce travail s’achéve par une conclusion générale.



CHAPITRE 1

RAPPELS MATHEMATIQUES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés des fonctions quadratiques et des matrices
semi-définies positives.
Les propriétés non démontrées dans ce chapitre sont pour la plupart classiques et relevant d’un cours d’algebre

linéaire ou bilinéaire de base .

1.2 Algebre matricielle

1.2.1 Espace vectoriel :

Un vecteur (point) z de R" est une collection ordonnée x = (1, 2,...,7,)T des n réels z;,j €
{1,2,...,n}, appelés composantes de x. Le nombre n est appelé dimension du vecteur.
L’espace R" est I’ensemble de toutes les collections de ce type. L’espace R" est muni des deux

opérations linéaires de base :
— Addition : La somme de deux vecteurs x,y € R" est un vecteur de R", défini par :

$+y:(.’171 +yla$2+y277$n+yn)T7 (11)
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— Multiplication par des réels : Soit v = (z1,72,...,7,)7 un vecteur de R". La multiplication du

vecteur = par le réel a est aussi un vecteur de R", défini comme suit :

ar = (axy, axg, ..., ax,) T . (1.2)

La structure que nous obtenons — ’ensemble de tous les vecteurs n-dimensionnels avec les deux

opérations qu’on vient de définir— s’appelle ’espace vectoriel réel R" n-dimensionnel.
Sous-espace linéaire [1] :

Un sous-ensemble L non vide de R" est appelé sous-espace linéaire de R" si les deux opérations

(1.1) et (1.2) sont stables dans L, autrement dit :
Ve,y € L,Va,B € R= ax + By € L.
Combinaison linéaire [1] :

Etant donnés k vecteurs aj,as,...,a; et un ensemble de k scalaires {aj,as,...,ar}, le vecteur b

est appelé combinaison linéaire des vecteurs a;,1 <1 < k, s’il s’écrit sous la forme :

b=aja; + asas + ... + apa. (1.3)

L’expression (1.3) peut étre écrite sous forme de produit d’une matrice et d’un vecteur comme suit :

(€3]
Qs
b= (a1,a9,...,ax) = Aa,

Ak

SETE

ou a; est la 7 jeme

colonne de la matrice A, et «; est le ¢ élément du vecteur colonne a.

Une combinaison linéaire ou tous les coefficients sont nuls est appelée combinaison linéaire triviale,

dans le cas contraire elle est appelée combinaison linéaire non triviale.

1.2.2 Indépendance et dépendance linéaire :

Les vecteurs (aj,as, - ,a;) sont dits linéairement indépendants si

aia] +asas + - tagar =0=>a; =ay =---=ai =0.

Les vecteurs a;, i = i, k, sont dits linéairement dépendants s’il existe une combinaison linéaire nulle

de ces vecteurs, ou au moins un des scalaires «;, i = i, k, est non nul.
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1.2.3 Matrice :

Une matrice & m lignes et n colonnes et & coefficients dans R est un tableau rectangulaire de

nombres réels pouvant se présenter de la maniére suivante :

air a2 A1n

) . a21 Q22 -+ Q2p
A=(aieljel)=| . . |

Am1 Am2 - Qmn

ou I={1,2,--m} et J={1,2, --n} représentent respectivement ’ensemble des indices de lignes et
de colonnes de A.

Les termes (coefficients) représentés dans le tableau constituent les éléments de la matrice A et
ils sont caractérisés par leurs valeurs et leurs positions. Par exemple, les indices de ligne i et de
colonne j indiquent la position de I’élément a;; dans A. Une matrice composée de m lignes et de n
colonnes est dite d’ordre (m x n). Une matrice d’ordre (m x 1), est appelée vecteur-colonne, tandis
qu’une matrice d’ordre (1 x n), est appelée vecteur-ligne. Pour des calculs pratiques, la matrice A

se note aussi :

A7
A7

ou le vecteur colonne a; est représenté comme suit :

agj

a; = A(L,j) =
Qmj

1.2.4 Transposée d’une matrice :

Soit A une matrice d’ordre m x n. La transposée de A est définie comme une nouvelle matrice,
notée AT d’ordre (n x m) et qui a pour colonnes les lignes de A et pour lignes les colonnes de A,

telle que :

AT = (aij, t=1,n, j =1,m).

Remarque 1.1

Une matrice carrée A est dite symétrique si on a A = A7.
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1.2.5 L’inverse d’une matrice :

Définition.1.1 [2] :
Une matrice carrée A est inversible ou réguliére si son déterminant est non nul , sinon elle est

dite singuliére ou non inversible.

1.2.6 Noyau et image d’une matrice :

Définitionl.2 [1] :

Soit A une matrice d’ordre m x n. Le noyau de A est ’ensemble
N(A)={zx e R": Az =0}.
L’image ou l’espace image de A est ’ensemble
R(A)={ye€e R™:3xz € R", Ax = y}.

Proposition 1 :

e N(A) est un sous-espace vectoriel de R".
e R(A) est le sous-espace vectoriel de R™, engendré par les colonnes de A.
En effet, soient {a,as, ...,a,} I’ensemble des colonnes de A, o1 a; € R™. Soit y € R(A). Par définition,

il existe z € R" tel que Ax = y. Alors

n
y=Ax = Z:(:jaj.
j=1

Donc, tout élément y de R(A) est une combinaison linéaire des colonnes de A. Réciproquement,

toute combinaison linéaire de {a1,as,...,a,} est un élément de R(A).

1.2.7 Rang d’une matrice :

Définition 1.3 :

On appelle rang d’une matrice, la dimension de I’image de la matrice A :
rang(A) = dimR(A) (1.4)

Théoréme 1 : (théoréme du noyau-image)

Soit A une matrice d’ordre m x n, alors

dimR(A) + dimN(A) = n.

1.2.8 Décomposition des matrices en blocs :

Il est souvent utile de décomposer une matrice en blocs. Par exemple, la matrice A d’ordre 3
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a été décomposée en 4 blocs :

a1 a a
A= ( e ) yA = ( b ) ,Ag1 = (az1 as2), Az = (ass).

a1 a2 a23

On peut maintenant écrire la matrice A sous la forme :

. ( A A )
A2 Az
ou les éléments de la matrice A sont eux-mémes des matrices.
Pour multiplier des matrices décomposées en blocs, il faut s’assurer d’abord que les blocs sont d’un
ordre convenable.
Si le produit de deux matrices AR est défini, c’est a dire, si A a autant de colonnes que R a de
lignes, les colonnes de A et les lignes de R doivent étre décomposées de la méme fagon si ’on

veut multiplier A et R aprés les avoir décomposées en blocs, si c’est bien le cas, on applique a ces

nouveaux éléments les régles habituelles de la multiplication matricielle avec des éléments scalaires ;
R AR+ AR

ainsi si R = ( H >, alors AR = ( H 2 > Cette opération est appelée multiplication

Roy A1 Ry + Ago Ry
des matrices par blocs.

1.2.9 Discussion générale sur ’existence et le nombre de solutions d’un systéme
linéaire

Soient m et n deux nombres entiers. Un systéme de m équations linéaires & n inconnues

r1,Ta, ..., T, s’écrit comme suit :
a1171 + a12T2 + - + 1Ty = by,
a2171 + agaTa + -+ + Aop®n = bo, (1.5)

Am1T1 + Gm2T2 + - - + G @y = by,

ou les coefficients a;; sont des réels. Les nombres by, by, ..., b,, sont appelés les membres libres du
systéme (1.5) ou les seconds membres.

Alors le systéme (1.5) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Az =b. (1.6)

Tout vecteur z vérifiant les équations (1.5) s’appelle solution du systéme. Le systéme (1.5) est dit
compatible s’il posséde une ou plusieurs solutions. Dans le cas contraire, il est dit incompatible ou
impossible. D’une maniére générale, le systéme (1.6) posséde une solution si le vecteur b € R(A),
i.e, au sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de la matrice A. Lorsque le vecteur b est nul,

le systéme (1.6) est dit homogeéne. Tout systéme homogéne posséde la solution triviale z = 0.
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Définition 1.4 :
Le systéme linéaire (1.6) est dit de rang complet en lignes si rang(4) = m, m < n, et de rang

complet en colonnes si rang(A4) = n,m > n.

Lemme 1 :

Soit m < n et rang(A) = m. Alors le systéme Az = b admet toujours des solutions, quel que soit
le second membre b :
a) une solution et une seule si m =n,

b) une infinité de solutions si m < n.

1.2.10 Espace complémentaire orthogonal :

Le produit scalaire (produit euclidien) de deux n-vecteurs x et y est le scalaire défini par :

n
aly = Z LilYi-
i=1

Le produit scalaire posséde les propriétés suivantes :

e Commutativité : 27y =y"x .

e Distributivité par rapport 4 1’addition des vecteurs : 27 (y + z) = 27y + 27 2.

e Positivité : 27z >0 et 272 =0< 2 = 0.

e La norme euclidienne d’un vecteur z est notée : ||z|2 = Valz = /> 7 .

Si 27y = 0, les vecteurs z et y sont dits orthogonaux et on note z L y.

Deux parties A et B de R" sont dites orthogonales si: Vac A, Vbe B, a’b=0.

Soit A une partie de R". On appelle orthogonal de A, le sous-ensemble de R" défini par :

At ={zr € R"/Vac A,2Ta =0}.

Proposition 1 :
At est un sous-espace vectoriel de R" :
e ACB= B+ cCAt.
o AC (AH)L.
e Si A est un sous-espace vectoriel de R", alors (A1)t = A.

Pour chaque sous-espace L de R", il existe un ensemble complémentaire L dont les éléments
sont définis comme suit : y € L si, pour chaque = € L,z”y = 0, i.e, y est orthogonal & chaque vecteur
dans L.

Le sous-ensemble L est un sous-espace, puisque chaque combinaison de vecteurs de L est ortho-
gonale a chaque vecteur de L.

Le sous-espace L est appelé complément orthogonal de L, et les deux sous-espaces n’ont que le

vecteur nul en intersection. Si la dimension de L est p, alors la dimension de L est n — p.
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Proposition 2 :
Soit A une matrice d’ordre m x n, alors on a :
o N(A)t = R(AT),
o R(A)L = N(AT).
En effet, pour tout  du noyau N(A) de A, on a : Az = 0. Donc pour tout i = 1,2,...,m, (Az);, = 0, (Az);

est obtenu en multipliant le vecteur ligne A par le vecteur colonne z :

Z1

T2

(Az); = (ai1, @i, . . ., Qi) =0, d’ou AiT 1z

Tn

On déduit que N(A) L R(AT). De plus dimR(AT) = dimR(A) = n — dimN(A), d’ou le résultat. Par

passage a la transposée, on déduit aussi que : R(A)t = N(AT).

1.2.11 Forme bilinéaire :
Définition.1.5 [6] :
On appelle forme bilinéaire sur £ C R™ une application b: E x E — R, telle que :
1. Pour tout z € E,l’application partielle
by E
y— b(z,y)
est une forme linéaire sur FE.

2. Pour tout y € E,l’application partielle

z— b(z,y)

est une forme linéaire sur E.

— On dit que b est symétrique si b(z,y) = b(y,x) pour tout x et tout y dans FE.

— A toute forme bilinéaire sur E est associée une forme quadratique.

B
q z— gq(x)=b(z,z)

— Une forme quadratique est associée a une forme unique bilinéaire symétrique que ’on appelle

sa forme polaire qui s’écrit comme suit :

bary) = 5 (ale+ ) — a@) — a(v)).
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1.2.12 Forme quadratique :

Définition : 1.3 [2]
Une forme quadratique dans R" est une fonction réelle de n variables zi,zo,.....,z,, ayant la

forme suivante :

o(z) = ZZaija?ixj. (1.7)

i=1 j=1

Représentation matricielle d’'une forme quadratique :

Soient =7 = (z1,22,...,2,),A = (a;5,1 <i<n,1 <j<n).

Par exemple, dans le cas de trois variables, on aura :

3 3
p(z) = Z Zaijfixj, (1.8)
i=1 j=1

_ 2 2 2
o(x) = a11xy + a122122 + 132103 + A21 7221 + A22%5 + A23T2X3 + A31T3T1 + A32T3T2 + A337T3

= z1(a1121 + a1222 + a1323) + T2(a2121 + a20%2 + assxs) + x3(az121 + azars + assxs)

1121 + a12%2 + A13%3
= (1,72, 73) 2121 + Q22%2 + A23T3

3171 + a32T2 + a33r3

ail a2 a3 T
= (5517 Z2, $3) a1 A2z (23 Z2
azir a3z as3 T3
= 2T Ax. (1.9)

La forme (1,8) peut encore s’écrire comme suit :
_ 2 2 2 p -
@(x) = a1177 + agaxy + azzw3 + (@12 + az1)r172 + (@13 + az1)r123 + (a23 + azz)rax3

aijtaji
2

En posant d;; = d;; = ,1 <1i,7 <n, on remarque que pour i # j,le coefficient devant le produit
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x;x;, est égal & (a;; + aj;). On aura alors :
o(z) = 2T Az = 27 Dx. (1.10)
olt D = (d;j,1 <4,j <n) est une matrice symétrique.

1.2.13 Le gradient d’une forme quadratique :

Soit ¢(z) = 27 Dz une forme quadratique, ot # € R", DT = D = (dy,ds, ..,d,,) et d; est un vecteur-

colonne :

dli
da;
d; =
dni
On a alors :
dllxl + dlgl’g + ...+ dlnxn lem
dgll'l + szZL’Q + ...+ dznl'n dg%
D:r = . . . . =
dp1t1 +dpaxo + ...+ dpnxs de
D’ou

Par dérivation de la fonction ¢ par rapport & chaque composante z; et cela pour j = 1,2,...,n,

on obtient les expressions suivantes :

Op(z) _ d{l‘ + x1d11 + 2odoy + ... + Tpdy = Qd{.’L‘,

8$1

plz) dng‘ + 21d21 + Tados + ... + Tpday, = ng%

8.’1}2

350;:) = dgz + x1dp1 + xodpo + ... + Tpdp, = ZdZ;x.

Finalement, on obtient :

dfz

d¥x
V(z) =2 = 2Dz.
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1.2.14 Le hessien d’une forme quadratique :

Soit une fonction réelle de classe C? , ¢ : R* — R .Le hessien de la fonction ¢(z) est donné par :

%0 9% 9%y
8223?1 8%123$2 tee 8112317,,
o%p 0%p 9%p
Op Op Op Op 9220 R Ctt Dagd
2 T20T1 T2 x0T,
ch(x):(V—axl, 78x2”"’V78x4"”’V76x )= A . ) .
j n : :
% % 0%
Oz, 0x Ox, 0T e O2xy

Donc le hessien de la forme quadratique (1.10) est :VZp(x) = 2D .

1.2.15 La dérivée directionnelle :

Soit ¢ : R* = R, une fonction de classe C'. La dérivée directionnelle de ¢ dans la direction d au

point = est :

Dy(z,d) = Vo(z)d.
Exemple :

Par exemple, la matrice associée a la forme quadratique ¢(z) = 927 + 723 — 8z129 + 61273 est

telle que :
9 -4 0
D=1 -4 7 3
0 3 0
18561 — 81‘2
Vo(z) = | 14x9 — 8z + 623 | = 2Dz, est le gradient de ¢ au point z .
6(E2
18 -8 0
et Ve?(z)=| —8 14 6 | =2D, est le hessien de ¢ au point z.

0 6 0
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1.2.16 La convexité :

1.2.16.1 Les ensembles convexes [2] :
Un ensemble K C R" est dit convexe si pour tout couple (z,y) € K et A€ [0,1], on a:

A+ (1—- Ny e K.

Ensemble convexe Ensemble non convexe

Figure 1.1 — Ensemble convexe et non convexe

Géométriquement, cette notion s’interpréte comme suit :

” Pour tout segment reliant deux points quelconques x et y de K, le segment [x,y] doit étre aussi

inclus dans K .”

1.2.16.2 Les fonctions convexes [2] :

Définition.1.6 :
On dit qu’une fonction ¢ : K — R, définie sur un ensemble convexe K, est convexe si elle vérifie

P’inégalité suivante :

V(z,y) € K*,VA€[0,1], oAz+ (1 —Ny) < Ap(z) + (1= Ne(y).

La fonction ¢ est dite strictement convexe si I’inégalité ci-dessus est stricte pour z £y et A €]0,1].
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fonction convexe fonction non-convexe

Figure 1.2 — Exemple de fonction convexe et non convexe

1.2.16.3 Enveloppe convexe [7] :

Etant donné un sous-ensemble A de R™, ’espace R"™ est un convexe contenant A. De plus,
P’intersection de convexes contenant A étant convexe, on peut poser la définition suivante.
Définition.1.7 :

L’enveloppe convexe de A C R" est le plus petit convexe (au sens de ’inclusion) qui contient A.

Elle est notée Conv(A).

Figure 1.3 — Enveloppe convexe (en clair et en sombre) d’un sous-ensemble (en clair)

Propriétés :
— Soit ¢ une fonction réelle de classe C!, définie sur un ensemble convexe K C R". Alors ¢ est

convexe, si et seulement si :

o(y) — o(x) > V() (y — z),Vz,y € K.
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— Soit ¢ une fonction réelle de classe C2, définie sur un ensemble convexe K C R". Alors ¢ est

convexe, si et seulement si :
(y—=2) H(x)(y — ) 2 0,Vz,y €K,

ou H(z) = V?%p(z).
Définition.1.7 :

Soit une forme quadratique ¢(z) = 27 Dx. Alors

¢ est dite définie positive si p(z) >0, Vr #0;

¢ est dite définie négative si p(z) <0, Vz #0;

¢ est dite semi-définie positive ou non négative si p(z) >0, Vr € R";

¢ est dite semi-définie négative si p(r) <0, Vre R";
— La forme quadratique ¢(z) est dite non définie si ¢(z) est positive pour certaines valeurs de x

et négative pour d’autres.

1.2.17 Critere de Sylvester :

Pour caractériser une forme quadratique définie positive ou semi-définie positive, on se sert du

critere de Sylvester. Pour 1’établir considérons une matrice symétrique.

dyy diz ... din

d21 d22 . dgn
D =

dnl dn? v dnn

Définition.1.8 [2] :
Le mineur de la matrice D formé des lignes (i1,%2,...,i,) et des colonnes (ji, jo, ..., j,) sera noté

comme suit :

dijy  diygy - diyg,
i1,09s -y ip diyjy  digjs - digj,
D = . . .
J15J25 -5 Jp . . . .
dipji  diygo - diyg,
Ce mineur est dit principal si i; = ji,i2 = j2,...,%p = jp, c’est a dire s’il est formé des lignes et des

colonnes portant les méme numéros. Les mineurs suivants :

din diz ... din
d d dyy doa ... don
D1=d11, Dy = " 12,“-; D, = . . . ’
d21 d22
dnl dn2 dnn

sont appelés mineurs principaux successifs.
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Nous avons alors le critéere de Sylvester qui se formule comme suit :

Théoreme 2 [2] : (Critére de Sylvester)

1. Pour que la matrice D soit définie positive, il est nécessaire et suffisant que tous ses mineurs

principaux successifs soient strictement positifs :
Dl > 07D2 >0a"'7D’7l > Oa

2. Pour que la matrice D soit semi-définie positive, il est nécessaire et suffisant que tous ses

mineurs principaux soient non négatifs :

11,42, ...,0p ) . .
D o , >0,1<i1 <ig<...<ip<n,p=12...n.
J15J25 -5 Jp

3. Une matrice D est définie négative < (—1)’D, >0,p=1,2,...,n.
4. Une matrice D est semi-définie négative (i.e, définie non positive) est équivalent a dire que :
11582, ..y ) . .
(—1)pD< _1 .2 .p ) >0,1<ip<ig<...<ip<mp=12...n.
J15J25---50p

Remarque : La condition

D, >0,Dy>0,...,D, >0,

n’est pas suffisante pour que la matrice D soit définie non négative.

Contre-exemple :

- (0°)

i 2
On a Dy > 0,D5 > 0 mais la matrice D est semi définie négative car D ( ! > =D < ) =—4<0.
Ji 2

o Le critére de Sylvester n’est valable que pour les matrices symétriques.
Propriétés :

Soit une forme quadratique p(x) = 27’ Dz, ot D est une matrice symétrique.

e © est convexe si et seulement si la matrice D est définie non négative (D > 0).

e Un élément diagonal d’une matrice symétrique D semi-définie positive ne peut s’annuler que
si les autres éléments de la méme ligne et colonne s’annulent aussi.

e Soit D définie non négative. Si x est un point quelconque mais fixé de R” tel que 7 Dz = 0,

on a alors Dz = 0.



CHAPITRE 2

LA PROGRAMMATION QUADRATIQUE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les concepts mathématiques que nous jugeons nécessaires pour la présentation
de ce projet. Par la suite, nous présentons les conditions nécessaires et suffisantes pour 'optimalité des problemes

quadratiques convexes et non convexes, avec certaines méthodes de résolution.

2.2 Minimisation non linéaire sans contraintes

Dans cette section, nous décrivons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour la minimisation
d’une fonction non linéaire différentiable sans contraintes, ensuite les appliquer pour le cas ou la fonction est
convexe.

Compacité du domaine [3] :

Théoréme 1 : (Existence d’extremum sur un domaine compact.)
Si K est un compact (i.e, est fermé et borné) de R™, et ¢ : K — R est continue, alors ¢ admet un minimum ainsi

qu'un maximum global sur K.

19
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2.2.1 Conditions nécessaires de minimalité locale

Définition [2] 2.1 : Soit ¢ une fonction réelle, définie sur un ensemble ouvert K de R™ . La fonction ¢ admet

un minimum local en x* € K si :

AB(z",e) = {z/||lx — z*|| < e} C K|p(x) > p(z*),Vz € B(z",¢).

Définition [2]2.2 : Soit ¢ une fonction réelle, définie sur un ensemble ouvert K de R™ . La fonction ¢ admet

un minimum local en x* € K au sens strict si :

AB(z*,e) C K | ¢(x) > p(z"),Vo € B(z",e),x # x*.

Définition 2.3 : Soit une fonction réelle ¢ , définie sur un ensemble ouvert K de R" . La fonction ¢ admet un
minimum global en z* € K si:

o(z) > o(z*),Vr € K.

Définition 2.4 : Soit ¢ une fonction définie et différentiable sur R™. Un point x* est appelé point stationnaire
de ¢ si Vo(z*) = 0.

Théoreme 2 [2] : Si z* est un minimum local (ou global) de ¢ sur R" et si ¢ est différentiable en z*, alors :

V(z*) = 0.

@(x)

maximea locaux

meaximum local

MIRIMUN
local :
minimum local
(strict) minimum global
(strict)

[

— i X

Figure 2.1 — Représentation de la différence entre un point minimum local et un point minimum

global
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Théoréme 3 [5] : Siz* est un minimum local (global) de ¢ sur R™ et si ¢ est deux fois différentiable en x*,
alors on a
(1) Vp(z*) = 0 (stationnarité),
(ii) H(x*) est semi défini positif, ot H(z*) = VZp(x*) est le hessien de ¢ au point x*.

Preuve : Soit £* un minimum local de ¢. Soit le développement de Taylor de ¢ au voisinage de z* :
(@) = p(a*) = VTp(a*) (@ —2*) + §(z — o) TH(z") (@ — 2*) + [|(z — 2")|*e(e — 2¥),

avec e(x — z*) — 0 quand = — z*.

Si Vp(z*) # 0 alors en choisissant @ = z* — 0V(x*) on aurait ¢(z) < ¢(z*) pour 6 > 0 suffisamment petit, ce
qui contredit le fait que 2* soit un minimum local de ¢. Donc la condition () est bien nécessaire.

Si la matrice H(x*) n’est pas semi-définie positive,i.e, il existe un vecteur d € R",d # 0,tel que d* H(z*)d < 0.
En choisissant = z* + 6d pour 6 > 0 suffisamment petit on aura p(z) < @(z*), vu que Vo(z*) = 0, ce qui

contredit le fait que x* soit un minimum. Donc la condition (i7) est aussi nécessaire.

2.2.2 Conditions suffisantes de minimalité locale

Théoréme 4 [2] : Si z* est un point ot ¢ est deux fois différentiable, et si :
(i) V(z*) = 0 (stationnarité),
(i) H(x*) est définie positive,

alors z* est un minimum local strict de ¢ sur R™.

Preuve : Considérons le point z* vérifiant les conditions (7) et (i7) du théoreme .Soit le développement de
Taylor de ¢ en z* :
1

p(z) = p(*) + 5 (@ —2) T H@")(z - 2") + (= - )|*e(z — a7),

avec £(z —z*) — 0 quand x — z*. Au voisinage de z*, tout vecteur  peut s’écrire sous cette forme : x = z* + 0d,

ol d est une direction telle que ||d|| = 1. On a alors :

o) = p(z* 4+ 0d) = p(z*) + %dTH(x*)d + 62%¢(d), (2.1)

avec (d) — 0 quand 6 — 0 .En vertu de (ii) on a d H(x*)d > 0, alors pour un 6 > 0 suffisamment petit, on aura
p(@* + 0d) > p(a*).

Ce qui prouve que z* est bien un minimum local strict de .
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2.2.3 Minimisation convexe sans contraintes

Théoréme 5 [3] :
Si ¢ est une fonction convexe continiment différentiable, une condition nécessaire et suffisante pour que z*
soit un minimum global de ¢ sur R™ et que Vp(z*) = 0. Autrement dit, dans le cas des fonctions convexes, la

stationnarité a elle seule constitue une condition nécessaire et suffisante de minimalité globale.

Définition 2.5 [3] : L’épigraphe d’une fonction @, noté épi(p) est 'ensemble suivant des vecteurs & (n + 1)
composantes (z, i) :

épi(p) = {(z,n)/p(x) < p,x € R*,p € R} C ™.

Définition 2.6 : Soit ¢ : K C R™ — R, une fonction convexe définie sur un ensemble K convexe. Alors
Va € R ’ensemble de niveau :

N,={z € K : p(z) <a}

est convexe.
Applications coercives [3] :
Définition 2.7 : Soit une application ¢ : D C R™ — R, continue et convexe. Elle est dite coercive si D est

fermé, non borné et si :

o()

llzll—+o0

+00

(souvent D = R™).
Théoréme 5 [3] : (Une application coercive.)
Une application coercive ¢ admet un minimum global(et aucun maximum global). Si — est coercive, ¢ admet

un maximum global (et aucun minimum global).

2.3 Minimisation non linéaire avec contraintes

Dans cette section, nous citons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour la minimisation
d’une fonction non linéaire différentiable sous contraintes, nous présentons certaines propriétés a propos du cas
convexe, puis nous traitons le probleme de minimisation d’une fonction quadratique convexe avec une contrainte

quadratique convexe.

2.3.1 Position du probleme :

On considere un probleme d’optimisation non linéaire avec contraintes non linéaires, qui se formule de la

maniere suivante :
min (),

g9(z) <0, (2.1)
r € R".

notons par K I'ensemble K = {x € R™ : g(x) < 0}, et supposons que les fonctions ¢ et g sont de classe C?

(deux fois contintiment différentiables sur R™).
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Définition 2.8

1. Un vecteur € R™ est appelé solution réalisable ou plan du probléme (2.1) sl vérifie la contrainte du

probleme, c’est-a-dire, que = € K.

2. Une solution réalisable z* est appelée solution optimale du probléme (2.1) si
p(x¥) < p(x), Vo € K,

t t ; = *).
et on note min o(xz) = p(z*)

2.3.2 Condition nécessaires et suffisantes de minimalité de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)

Définition 2.9 [4] : La fonction L(z,\) = ¢(x) + Ag(z) est appelée fonction de Lagrange associée au

probleme de minimisation de ¢ sur K, ou le scalaire A > 0, est appelé multiplicateur de Lagrange.

Le théoreme suivant est fondamental et donne une condition nécessaire d’optimalité locale pour un probleme
d’optimisation avec contraintes du type (2.1) :
Théoréme 6 [4] . (condition nécessaire, ordre 1) : On suppose que ¢ et g sont continiiment différentiables
sur K. Si ¢ restreinte & K présente un extremum en x* € K alors le lagrangien admet un point critique (z*; \*) .
Le théoréeme suivant donne La version < faible > pour les conditions suffisantes d’optimalité locale pour un
probléme d’optimisation avec contraintes du type (2.1) :
Théoréeme 7 [4] (Condition suffisante d’ordre 2) : On suppose que ¢ et g sont deux fois contintiment
différentiables (non nécessairement convexes) sur R™.

Une condition suffisante pour que z* soit un point minimum local de (2.1) est que :

(a) il existe un voisinage V' (z*) de * dans lequel les fonctions ¢(z) et g(x) soient convexes.

(b) il existe A* > 0 tel que (z*, \*) soit un point-col restreint au voisinage V(z*), c’est & dire vérifiant :
L(z*,\) < L(z*,\*) < L(z,\*) Yz e KNV (z")VA > 0.

2.3.3 Programmation convexe

Un probléme de programmation mathématique convexe(resp.strictement convexe), consiste & minimiser une

fonction convexe(resp.strictement convexe) sur un domaine convexe.

Propriétés des problémes convexes [2,8] :

Propriété. 2.1 : L’ensemble M des points ol ¢ atteint son minimum est convexe.
Propriété. 2.2 : Tout probleme strictement convexe admet au plus une solution.

Propriété. 2.3 : Tout minimum local est un minimum global.
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Propriété. 2.4 : Si p est strictement convexe, alors son minimum global est atteint en un seul point x*.

Supposons que les fonctions ¢ et g sont convexes, le théoreme suivant décrit une condition nécessaire et

suffisante pour que z* € K soit un point de minimum pour le probléme (2.1).

Théoréme 8 [4] : Théoreme de Karush-Kuhn-Tuker (1951) :

Le point z* est un minimum de ¢ sur K si et seulement si IA* > 0 tel que :

(i) Ve(z*) +\"Vg(z*) =0,
(i) A*g(a®) =0,
(iii) g(z*) <0.

2.4 Minimisation d’une fonction quadratique convexe sous une contrainte

quadratique convexe

2.4.1 Position du probleme
Nous nous intéressons au cas ou le probléme (2.1) prend cette forme :
L T
min z)=—-x"Dx+c z, 2.2
min p(z) = 3 + (2.2)
ou K = {z € R"\ g(z) = %||z||*> < b} désigne I'ensemble des solutions réalisables. On remarque bien que les
fonctions ¢ et g(z) = 3||z||> — b = {2, — b sont de classe C* (deux fois continiment différentiables sur R"),
ou I,, est la matrice identité d’ordre n.
Pour que la fonction objectif ¢ soit convexe, la matrice D est supposée semi-définie positive.
La matrice I,, est définie positive, ceci nous assure la convexité du domaine des solutions réalisables. On est

ainsi en présence d’un probléme d’optimisation différentiable convexe.

2.4.2 Condition d’optimalité globale
La fonction de Lagrange associée au probleme (2.2) est :
1
L(z,\) = ixt(D + AL,z + ctz — b

Le point * est une solution du probleme (2.2) si et seulement s’il existe un nombre réel unique A* > 0 tel
que :

(i) (D + X I)z* = —c.

(i) [lz*]|* < b.

(iii) A\* = 0 si 2* € int(K) (2* est & 'intérieur de 'ensemble K) ott A\* > 0 si ||z*||> = b (2* est un point a la

frontiere de I'ensemble K ).
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2.4.3 Méthodes de résolution

Cette section porte sur une classe particuliere de techniques d’optimisation qui servent a résoudre les (PQQC).
Les méthodes envisagées sont itératives : elles construisent, au fur et & mesure des itérations, une suite {z*} qui

convergera vers un minimum global z*.

Méthode du gradient projeté (Rosen 1960)

Une idée assez naturelle, pour adapter les méthodes d’optimisation sans contraintes aux problemes avec
contraintes, est de projeter a chaque étape le déplacement sur la frontiere du domaine, afin de s’assurer que
le nouveau point obtenu appartient & I’ensemble des solutions réalisables.

En modifiant ainsi le moins possible la méthode d’origine, on peut espérer conserver son efficacité. De nombreux
algorithmes basés sur ce schéma général ont été proposés.

Pour la méthode du gradient, par exemple, on est conduit & projeter le gradient sur la frontiere du domaine. Ceci
donne un cheminement le long de la frontiere dans la direction de la plus forte pente < relative >, c’est-a-dire
autorisée par les contraintes ; un des premiers algorithmes construits suivant ce principe est le gradient projeté de
Rosen (1960).

La méthode du gradient projeté est essentiellement intéressante dans le cas des contraintes linéaires. Elle peut
étre généralisée dans le cas ou les contraintes sont non linéaires mais, comme nous allons le voir, des difficultés

apparaissent qui rendent son emploi beaucoup plus délicat.[4]

Principe de la méthode :

une itération consiste a chercher depuis un point initial xy une direction de descente dans 'hyperplan tangent
et a trouver dans cette direction la meilleure solution, cette direction est celle qui maximise la dérivée direction-
nelle de ¢.

Théoréme 9 [4]

La solution optimale du probléme :

min d'V(zo) = d'(Dxg + ¢),

deRn
zhd =0,
ldll =1,

est d = %, olt § est la projection de —V(z0) sur S = {y|r{y = 0} donnée par :

7= —-P'Vo(zo) = —(I, — z")(Dzg + ¢).

=
[[o[?

La matrice PY est la matrice de projection sur S°.
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Algorithme de la méthode [4] :

(a) Initialisation : xj = xo.
(b) Tant que zj n’est pas acceptable :
Déterminer si ||zx||?> = b ou non.
Si||zxl]? =b:
Calculer P° = I, — kaxz
Sinon :
PO—T1,.
(c) Calculer la direction de descente y;, = —P%(Dxy, — c).
(d) Siyx # 0 alors :
Calculer le pas 0,4, = max{0 | |zr + Oyx||*> < b}.

Calculer x1 tel que p(zg41) = 0<gz@'67}n“<p(atk + Oyy).
T & Thy1-

Sinon :

Poser u = —mx};(D:ﬁk +c).

(e) Si u > 0 alors xy, vérifie les conditions de KKT, x) est acceptable.

Sinon :

La contrainte n’est plus considérée comme saturée. Aller a (b).

Méthodes de pénalité [4,10]

Les méthodes de pénalité sont des méthodes duales, i.e, le concept de base de ces méthodes est de transformer
la résolution du probleme sous contraintes en une suite de résolutions de problemes sans contraintes en associant

a l'objectif une pénalité dés qu’une contrainte est violée.
Principe des méthodes de pénalité [10] :

La fonction objectif ¢(z) du probleme (2.2) est alors remplacée par la fonction suivante & minimiser :
P(x,0) = ¢(x) + Oh(z),

ol h(x) est la fonction pénalité, continue, dépendant des contraintes g(z), 8 est un coefficient de pénalité, toujours
positif. La fonction de pénalité est choisie de telle fagon que la possibilité de réalisation soit garantie dans tous les
processus de recherche de 'optimum. Cette caractéristique est tres importante pour éviter un arrét prématuré de
I’algorithme d’optimisation.

Suivant les types de contraintes et le type de fonction h(x), on distingue les méthodes de pénalités intérieures
et les méthodes de pénalités extérieures.

Méthodes de pénalités extérieures :

La fonction h(z) est utilisée afin de défavoriser les positions non admissibles. La fonction de pénalité doit étre

continue et a dérivées continues :

h(z) = [max(0,g(x))] 2,
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Les méthodes de pénalités sont en général utilisées de maniere itérative : une suite de valeurs croissantes 8% de

0 est générée et a chaque itération k& du processus, le probleme d’optimisation sans contraintes suivant est résolu :
2
P(z,0,k) = ¢(z) + 0" [maz (0, g(2))]". (2.3)

Lorsque k tend vers l'infini le probleme (2.3) devient équivalent & notre probléme contraint .

Gk‘hf'r) t k=3 k

Il
b3

Figure 2.2 — Fonctions de pénalité extérieure pour 6 = 10.

L’avantage de cette méthode est que le point de départ n’est pas nécessairement admissible tout en garantis-
sant que le point final sera dans le domaine admissible ou presque. La fonction de pénalité extérieure est continue
dans tout le domaine d’étude, admissible comme non admissible, mais elle présente 'inconvénient de conduire a
un optimum réalisable seulement quand & tend vers I'infini et d’approcher ce point par une série de solutions non

admissibles.

Algorithme de la méthode[10] :

1. Initialisation : choix de 2° € K, ' > 0;
2. Pour k=1,2,...
2.1. Trouver un point stationnaire approché z* de P(z*,0*) (en partant

k—l)

par exemple de = vérifiant :

IVP(*,6%) <]

2.2 Si 2% est satisfaisant(vérifie approximativement les conditions de
KKT), on arréte;
Sinon

2.3 Choisir #5*! > 6% et aller en 2.
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Théoréme 10 : (Convergence de la pénalisation extérieure)[10]
Soit h(R™ — R) une fonction de pénalisation extérieure vérifiant :
e h(zx) >0 (Vx).
e h(z)=0 < z€ K={z/g(z) <0}.
e h continue.
On suppose d’autre part, que ¢ est une fonction continue, et que K est fermé, et que I'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :
i) La fonction ¢(z) — 400 quand ||z| — +o0.
ii) L’ensemble K est borné et h(x) — 400 quand ||z| — +oc.
Alors, lorsque le coefficient de pénalité 6 tend vert +oo :
- La suite Z(0), (z(#) un minimum de P(z,0)), admet au moins un point d’accumulation, et tout point d’accu-
mulation de cette suite est une solution optimale globale du probleme (2.2) :

- h(z(6)) =0

Méthodes de pénalités intérieures

Dauns le cas de la pénalité intérieure, on cherche & définir la fonction h(x) de telle sorte que, plus la contrainte de-
vient active, c¢’est-a-dire plus z se rapproche de la frontiere du domaine admissible, plus la fonction de pénalisation
h(z) croit et tend vers linfini et par conséquent, moins on a de chance de trouver le minimum proche de la
frontiere du domaine admissible. Cette caractéristique montre que cette technique ne convient pas pour résoudre

les probléemes possédant des contraintes d’égalités.

A
k=0
k=1
' Il 0 %nx)
/ |
|
/ ‘
f/ | =
/ . k=2
/
J/ /
//
-
o~ /
— /
_ =3
— — — -~
E(X)

Figure 2.3 — Fonction de pénalité intérieure pour 6 = 10.

La fonction de pénalisation intérieure présente 'avantage de conduire toujours & une séquence de solutions
réalisables. Néanmoins, elle a l'inconvénient d’étre discontinue sur l'interface entre les domaines admissible et

interdit. En plus, le point de départ doit obligatoirement étre dans la région admissible, ce qui conduit a la
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nécessité d’un algorithme supplémentaire pour le trouver.

La fonction de pénalisation intérieure P est définie par
P(x,t) = ¢(x) + 6h(x),

ol h: R™ — R est définie comme suit :

1 1
h(z) = e ou h(z) = fm ou h(z) = —log (- g(x)).

Cette fonction vérifie :

e h(z) <0 Vz €int(K).

e h(z) = +oo lorsque x tend vers la fontiere de K.

e Et comme la fonction g est continue, h(z) est continue sur l'intérieur de K.

Une telle fonction est appelée une fonction de pénalisation intérieure (on dit encore, fonction ”barriére”).

Le parametre réel 6 positif, est appelé le coefficient de pénalité.

Algorithme de la méthode :

1. Initialisation : choix de 2° € K, 6 > 0;

2. Pour k=1,2,...

2.1.Trouver un point stationnaire approché z* de P(x*, 6%)( en partant
par exemple de zF71 ) ;

2.2. Si o est satisfaisant(vérifie approximativement les conditions de
KKT), on arréte;

Sinon

2.3. Choisir #¥+1 €]0, %[ (par exemple), et aller en 2.

Théoréme 11 : (Convergence de la pénalisation intérieure)
Supposons que tout x € K est limite d'une suite de points appartenant & Uintérieur vérifiant :
e h(z) > 0 Vz € int(K).
e h(z) = 400 quand z tend vers la frontiere de K.
e i continue sur int(K).
On suppose, d’autre part, que ¢ est une fonction continue, et que I'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :
i) p(z) = 400 quand ||z| — +oc.
ii) K est borné .
Alors, lorsque le coefficient de pénalité 6 tend vers O :
e la suite Z(#), (Z(#) un minimum de P(z,0)), admet au moins un point d’accumulation et tout point d’accumu-
lation de la suite Z(6) est un optimum global du probleme (2.2).

e La quantité Oh(z(0)) tend vers 0.
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2.5 Minimisation d’une fonction quadratique non convexe sous une

contrainte quadratique convexe

Position du probléme :
On considére un probléeme de minimisation quadratique avec contrainte quadratique d’inégalité (PQQ), se

formulant de la maniére suivante :

: L 7 T
=—z D 2.4
min o(x) 5% x+c o, (2.4)
ou K ={z € R" : g(x)=||z||* < b} désigne 'ensemble des solutions réalisables, et D est une matrice symétrique
qui n’est pas semi-définie positive (D # 0).Notons que la fonction g(x) = ||z||? — b = z*I,,z — b est convexe, ol I,

est la matrice-identité d’ordre n.

Détecter le minimum global du probleme (2.4) est, en général, une tache difficile,mais la structure spéciale de
o(z) et K rend la tache relativement simple.
2.5.1 La programmation DC

Soit X = R™, Y est le dual de X qui peut étre défini par X lui méme. On note par I'o(X) I'ensemble des
fonctions continues convexes sur X.

la fonction conjuguée g* de g € T'o(X) est définie par([9]) :
9" (y) = sup{zy — g(z) : z € X}.

2.5.2 Fonctions DC

Une fonction ¢ : K — [—00, +00] définie sur un ensemble convexe K de R™, est dite DC sur K si elle peut

s’écrire comme la différence de deux fonctions convexes sur K, i.e,
p(x) = g(x) = h(x)  g,h € To(K).
Le programme DC est donné comme suit ([11]) :
(P) a=infiex{e(x)=g(x)—h(x)} g,heTo(K).

Avec la convention 400 — (+00) = 400, il est clair que la finitude de « implique que Dg C Dh et Dh* C Dg*

le probleme dual est donné par :
(D) a=infyey{h"(y) —g"(v)}.

Proposition [11] : toute fonction deux fois contintiiment différentiable est DC sur un ensemble convexe com-

pact.

Pour le probleme (2.4), nous proposons la composition DC suivante [9] :

o(x) = %xth + x4+ Vg (z) = g1(z) — hi (),
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avec g1(z) = 20|z||*> + 'z + U (x) et hy(x) = 32 (0] — D)z, on 6 est un réel positif tel que la matrice (61 — D)

soit semi-définie positive, K = {z € R" : ||z||> < b} et Uk est une fonction indicatrice, i.e,

WK($ =
) +00 Sinon.

{0 SizeK,

Il est aussi clair que g1, hy € To(K) et le probleme (2.4) prend la forme ([9]) :

(Pge) min{g1(z) —h1(z):z € R"}.

2.5.3 Algorithme de DC (DCA)

Il s’agit d’une nouvelle méthode du gradient, basée sur 'optimalité et la dualité en optimisation DC. Cette
approche est completement différente des méthodes classiques d’optimisation convexe.

Dans les DCA, la construction algorithmique cherche & exploiter la structure DC du probleme. La suite des
directions de descente est obtenue en calculant une suite de gradients non directement a partir de la fonction ¢,

mais des composantes convexes des problémes primal et dual ([11]).

Algorithme général DCA [11]

Etape 0. z° donnée.

Etape 1. Pour chaque k, 2* étant connu, déterminer y* € Oh(z*).

Etape 2. Trouver z**! € dg(y*).

Etape 3. Si le test d’arrét est vérifié STOP ; Sinon k < k + 1 et aller en Etape 1.

Le DCA simplifié appliqué sur le probleme (2.4) peut étre formulé de cette maniere :
Soit z° € K donné et k > 1.
Faire :

y* = (0T — D)z*

et
1
zFtl = argmin{§9||x|\2 + 2t (c—y*) + Uk (z) : z € R"}.

Il est bien clair que z**! est la projection de %(yk —c¢) sur K, i.e,
1
2F T = P (2 — g(Dajk +¢)). (1)

Algorithme DCA [9]

Soit € > 0 et x € K donnés. Initialiser £ = 0.

(a) Si [|(0 — D)a* — c|| < Vb prendre z**1 = 1 ((01 — D)a* —¢).

—D)zF—c
(b) Sinon, prendre z¥*! = %jﬁc_c”]-

Si ||#F*t — 2F|| < ¢, arréter. Sinon k < 1 et aller en (a).

Remarques
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(i) Si ¢ = 0, nous choisissons z° tel que y° = (I — D)x° # 0, puisque 3° = 0 implique 2% =0, Vk > 1.

(ii) En pratique, la convergence de DCA dépend de la valeur de 6. Le meilleur * est défini par :
0" =inf{0 >0:(0I — D) = 0}.
(iii) Le multiplicateur de Lagrange A* peut étre calculé par la formule suivante :
N = —(1/b)(z" Dz + c'z).

Théoreme 12 [9] :
(i) p(z" 1) < o) — %(9 + A)||z*+t — 2|2, ot A est la plus petite valeur propre de (01 — D).
(i) p(z") \yo1 > aet lim [a* T — 2F| = 0.

k—+o0

(iii) Chaque point * = lim 2* est un point de KKT, i.e, il existe A* > 0 tel que (D — \*I)z* = —c,

k——+oo

A ([la*]]* = b) = 0 et f|2*[|* < b.
Preuve [9] :

Pour tout z € K on a :

Donc

o(z" 1) = () + (@5 — 2FV(D2 + ¢) + %(xkﬂ — MDY — k. 2)
En utilisant la définition (1) de z**! on aura :
(% — 2F Yk — %(ka +o) -y <o,
ie,
(@ =) (Da + ¢) < —0]]a" ! — 2|2, (3)

En combinant (2) et (3) on aura :

1 1 .
P TY) < plak) = SO — 2H|[P 4 S(2FH = 2R Dk - o¥),

Finalement, on obtient :

1
s0(l,lc+1) < ga(xk) o 0||:L'k+1 _ .Z’k||2 + §(Ik+1 _ l‘k)t(of o D)(zk+1 _ .Z’k).

Soit A la plus petite valeur propre de la matrice semi-définie positive (1 — D). Alors on aura :

. 04+ A
P TY) < plak) = T2l — P,

La suite {¢(2¥)} est décroissante et bornée inférieurement d’ou elle converge vers a; > a. De la, la suite

{||x*+1 — 2¥||} converge vers 0 puisque 6 > 0 et A > 0. Ceci, nous conduit & prouver (iii).



CHAPITRE 3

IMPLEMENTATION DES METHODES
SOUS MATLAB

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous avons implémenté les algorithmes de pénalité extérieure, DCA sous le langage de
programmation MATLAB. Cette programmation nous a permis de faire une étude numérique pour prouver leur
efficacité.

Les résultats obtenus par les méthodes (temps d’exécution, nombre d’itérations) sont illustrés dans les tableaux

ci-apres.

3.2 Choix du langage

Le choix s’est porté sur ’emploi du langage du logiciel MATLAB 7.9.0 (R2009b), car il répond aux criteéres
suivants :
— La maniabilité du langage : constitué d’un ensemble de possibilités faisant en sorte que le programmeur travaille
avec aisance, assuré d’une part par la syntaxe du langage et d’autre part par un aspect visuel clair représentatif
a la fois du détail et du global.
— Le bagage du langage : il contient une interface graphique puissante ainsi qu'une grande variété de méthodes

scientifiques implémentées (prédéfinies).[8,14]

33
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3.2.1 Généralités sur le langage .

Le MATLAB est un logiciel parfaitement dédié a la résolution de problemes d’analyse numérique ou de traite-
ment du signal. Il permet d’effectuer des calculs matriciels ou de visualiser les résultats sous forme graphique. La
formulation des problemes s’apparente a la formulation mathématique des problemes a résoudre. L’utilisation de
ce logiciel consiste a lancer des lignes de commandes, qui peuvent le plus souvent ressembler a la programmation
en C.[8,14]

Le nom MATLAB vient de MATrix LABoratory, les éléments de données de base manipulés par MATLAB
étant des matrices (mais pouvant évidemment se réduire & des vecteurs et des scalaires) qui ne nécessitent ni
dimensionnement ni déclaration de type. Contrairement aux langages de programmation classiques, les fonctions
du MATLAB permettent de manipuler directement et interactivement ces données matricielles, le rendant ainsi
particulierement efficace en calcul numérique, analyse et visualisation de données en particulier. Il existe deux
modes de fonctionnement sur MATLAB :

Le mode interactif : Les instructions sont exécutées au fur et a mesure qu’elles sont données par l'usager.
Le mode exécutif : Dans ce cas, 'utilisateur utilise un fichier "M — file” contenant toutes les instructions a

exécuter.

3.2.2 Programmation avec MATLAB .

Il y a deux fagons d’écrire des fonctions MATLAB :
(i) Soit directement dans la fenétre de commandes,
(ii) Soit en utilisant 1’éditeur de développement de MATLAB, en sauvegardant les programmes
dans des fichiers texte avec ’extension ”.m”. Fichiers *.m
Les programmes sauvegardés dans les fichiers MATLAB(*.m) sont alors directement utilisables comme des fonc-
tions MATLAB & partir de la fenétre de commande. Pour cela, le fichier doit se trouver dans le répertoire

MATLAB, qui est en pratique le dossier Work.
Création d’une fonction

La création d’une fonction dans MATLAB se fait par la syntaxe suivante : function[sl,s2,...] = nom —
fonction(el, e2,...). Les variables s1, s2, ..., sont les arguments de sortie (S) de la fonction et les variables el, €2, ...,
sont les arguments d’entrée (E).

Attention : le fichier M (M — file) doit avoir le méme nom que la fonction qu'’il contient.
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Quelques définitions des commandes élémentaires en MATLAB [8,14]

commandes définitions
function définition de fonction
while instruction de répétition avec test
if test conditionnel
else complete if
norm(H) norme 2 de H (peut s’appliquer & un vecteur V')
inv(H) inverse de H comme (H 1)
! transposition de matrice
tic toc temps d’exécution
D = rand(n) générer un matrice aléatoire D d’ordre (n x n)
eval(g) La valeur de g

fminsearch(P,x)

min P(xz), = € R"
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3.3 Implémentation des méthodes

3.3.1 Code de I’'algorithme de pénalité extérieure sous Matlab

function [x,iter,phival=pen_ext(phi,g,x,theta,a,b)
tic
s = 0;c=[1;h=[];
if (eval(g)>0)
c=[c;’C,g,7)"°2°]1;
else
c=[1;
end
h=c(1,:);
iter = 0;
s = (max(s,eval(g)))~2;
while (s > 0)
P=[phi,’+’ ,num2str(theta),’*(’,h,’)’];
P=inline(P);
[x,phival=fminsearch(P,x);
s=0;
iter = iter + 1;
s = (max(s,eval(g)))"2;
theta=thetax*a;
end
[y,1]=fminsearch(phi,x);
if (norm(y)~2<=b)&&(1<phiva)
X=y;
phiva=1;
iter = iter + 1;
end
toc

end

3.3.2 Application numérique
Considérons le probleme (PQQ) suivant :
min p(z) = 23 + 323 — 125 + 321 — 225 — 4,

g(z) = ||z|]* = 27 + 23 <1,
x € R?
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les fonctions ¢ et g sont strictement convexes, d’ott le probléme (3.1) est bien un probléme de programmation
quadratique convexe.
Nous avons résolu le probleme (3.1) par la méthode de pénalité extérieure en initialisant :

e Le point initial 20 = (2, -2)* .

e Le coefficient de pénalité §° = 1.

e Le coefficient d’augmentation a = 2 (fixer au cours des itérations, il doit étre différent de 1).

La solution du probleme est illustré dans la figure suivante :

introduire la fonction objectif phi
H(1)™~2+(3/2)y*x(2)"2-x (1) *x(2)+3*x({1)-2*=x(2)-4

phi =
H(1)™~2+(3/2)y*x(2)"2-x (1) *x(2)+3*x({1)-2*=x(2)-4

introduire la contrainte g
®(1)y"24=(2)"~2-1

g:
x{1)"~2+x(2)~2-1

introduire la wvaleur de ®x point de départ

[2:-2]

introduire le coefficient de pénalité > 0

1

introduire le coefficient d'augmentaion de la coef pen >1
2

b=1

Elap=zed time i= 1.825097 =seconds.

la solution obtenue par la methode de pénalité:

-0.89827
0.2705

1le nombre d'iterations est: 26&

la valeur minimale de la foction objectif est: -&.1322
ey

Figure 3.1 — Résultat de ’exécution
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3.3.3 Etude de la méthode

Nous avons résolu le probleme (3.1) par la méthode de pénalité extérieure en fixant le point initial 20 = (2, —2)¢,
le coefficient de pénalité #° = 1 et en variant le coefficient d’augmentation a > 1; les résultats obtenus sont illustrés

dans le tableau suivant :

a | Nombre d’itérations | Temps d’exécution en (s)
26 1,953236

10 10 1,175033

20 8 1,102616

10? 6 0,978910

103 4 0,881514

109 3 0,835820

Commentaire :
La convergence de cet algorithme dépend fortement au choix du coefficient d’augmentation a, i.e, ’augmenta-
tion du parametre a implique la rapidité de la résolution, et ce, en moins d’itérations.

Le méme raisonnement est fait si nous fixons a et nous varions 6°, car 9511 = 6% x q.

Le méme probléme (3.1) est résolu avec la méme méthode, mais en fixant a = 10, §° = 1 et en varient

le point de départ 2° (il doit étre un point extérieur), les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau suivant :

[|z* — 2°|| | Nombre d’itérations | Temps d’exécution en (s)
3,7326 10 1,264124
29,1604 11 1,286863
283,7151 12 1,349517

2,82 x 103 14 1,439444

Commentaire :
La convergence de cet algorithme dépend aussi du choix du point initial z°, i.e, pour z° proche de la solution

approchée, I’algorithme est rapide et il fait moins d’itérations.
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3.3.4 Code de I’'algorithme de la composition DC sous Matlab

function [y,iter,phiva,lambdal=DCA(D,c,b,x,eps)
tic
n=length(D); iter=1;
theta= max(abs(eig(D)));
K=theta*eye(n)-D;
if norm(K*x-c)<=thetax*sqrt(b)
y=(1/theta) * (K*xx-c) ;
else
y=(sqrt (b) * (1/theta) * (K¥x-c) )/ (norm(K*x-c)) ;
end
if norm(x)>eps
er=(norm(y-x)~2)/(norm(x) "2) ;
else
er=norm(y-x) "2;
end
while (er>eps)
X=y;
if norm(K*x-c)<=theta*sqrt(b)
y=(1/theta) * (Kxx-c);
else
y=(sqrt (b) * ((1/theta) * (Kxx-c)))/(norm(K*x-c));
end
iter=iter+1;
if norm(x)>eps
er=(norm(y-x) ~2)/(norm(x)"2);
else
er=norm(y-x) ~2;
end
end
phiva=(1/2) *y’ *#D*xy+c’*y;
lambda=-(1/b)* (y’*Dxy+c’*y) ;
toc

end
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3.3.5 Application numérique

Considérons le probleme (PQQ) suivant :

min p(z) = —23 — 323 + dz129 — 321 — 222,
g(x) = llzl|* = 21 + 23 < 4, (3.2)
r € R2.

la fonction ¢ n’est pas convexe, d’olt le probléme (3.2) est bien un probléme de programmation quadratique
non convexe.

Nous avons résolu le probleme (3.2) par la méthode de décomposition DC en initialisant le point initial
20 = (v/2,V2) .

La solution du probleme est illustré dans la figure suivante :

D=[-2 4:4 -5]

b=4

c=[-3:-4]

epas=0.5

Les waleurs propres de D sont

eig Db =

-T7.7720
0.7720

La matrice D est définie non positive

Elapsed time i= 0.004253 seconds.

la =olution approchée est

0.4585
0.7898

multiplicateur de lagrange est : 1.25942
nombre d'iterations est: 2
valeur minimale de la foction objectif est: -4.8558

Figure 3.2 — Résultat de ’exécution

Remarques :
e Pour 6 = maz|\;|, la matrice (61 — D) est toujours semi-définie positive, ol les \; sont les valeurs propres
associées a la matrice D.

e Le point z° tel que 20 = \/g, i =1,...n, est toujours réalisable Vb € R, b > 0.



Conclusion Générale

D ans ce travail, nous avons d’abord rappelé dans le premier et deuxieme chapitre les notions fondamen-

tales d’algebre linéaire et d’optimisation quadratique convexe et non convexe avec contraintes.
Nous avons aussi proposé quelques méthodes pour la résolution des (PQQ), & savoir :

e La méthode de gradient projeté et les méthodes de pénalité pour résoudre les (PQQ) convexes.

e La décomposition DC pour résoudre les (PQQ) non convexes.

Dans le troisieme chapitre, nous avons implémenté les méthodes sous le langage MATLAB. Cette implémentation

nous a permis de faire des applications numériques des méthodes avec le temps d’exécution et le nombre d’itérations.

Perspectives

Résoudre un (PQQ) par la méthode de support.

Etudier un (PQQ) général non convexe.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons d’abord donné quelques rappels sur les concepts
fondamentaux d’algebre linéaire et de programmation mathématique. Ensuite,
nous avons présenté les algorithmes des trois méthodes ( gradient projeté,
pénalité, DC) pour la résolution des problemes de programmation quadratique
avec des contraintes quadratiques convexes de type inégalité. La programmation
des deux algorithmes (Pénalité extérieure et DCA) sous MATLAB nous a
permis de faire des expérimentations numériques que nous avons illustrées par

des exemples d’applications .

Mots Clés : Programmation mathématique, Méthode du Gradient Pro-
jeté, Programmation quadratique convexe et mon convexe, Optimisation globale,

Optimisation DC.

Abstract

In this work, we have recalled some fundamental concepts of linear algebra
and mathematical programming, after that we have presented three methods
for solving minimization quadratic problems with convex quadratic constraints.
The programming of the two methods (penalty, DCA) under MATLAB has
allowed us to make numerical experimentations which we have illustrated by

examples of application.

Keywords : Mathematical programming, Projected gradient method, Convex

and non convex quadratic programming, Global optimization, DC optimization.
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