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Introduction générale

L�objectif de ce travail est de présenter quelques théorèmes du point �xe sur les

cônes en introduisant la théorie de l�indice du point �xe et de donner ensuite quelques

applications à des problèmes aux limites associés à certains types d�équations di¤érentielles

ordinaires. Beaucoup de problèmes en analyse et dans les applications peuvent être réduits

à l�étude de l�ensemble de solutions d�une équation de la forme f(x) = y0 dans un espace

approprié. La théorie du degré topologique est un moyen d�examiner cet ensemble de

solutions et obtenir des informations sur l�existence des solutions, leurs nombre et leurs

nature. Cette théorie est utilisée aussi dans l�étude des équations di¤érentielles ordinaires

et des équations aux dérivées partielles. Plusieurs de ces applications impliquent l�usage

des théorèmes du point �xe convenables; le degré topologique fournit une technique

naturelle pour présenter de tels théorèmes.

Dans ce mémoire, on commence par dé�nir le degré topologique deg(f;
; y0) dans le

cas le plus simple où 
 � Rn et f est continue di¤érentiable. Comme les espaces seront

généralisés, des restrictions seront mises sur les fonctions. Cependant, en relation avec les

fonctions non linéaires dans les espaces de Banach ordonnés, il est naturel de considérer

des fonctions dé�nies sur des sous-ensembles ouverts d�un cône. Si le cône n�a pas de

points intérieurs, la plupart des cônes positifs en dimension in�nie ont ce défaut; le degré

de Leray-Schauder n�est pas immédiatement applicable. Mais à cause du fait que le cône

est un rétracté de l�espace de Banach qui le contient, il est possible, d�après le théorème

d�extension de Dugundji, de dé�nir un nombre entier i(f;
; X) appelé indice du point

�xe de f sur 
 par rapport à X tel que X soit un rétracté de l�espace de Banach qui le

contient, 
 un ouvert borné dans X et f : 
 ! X une fonction compacte sans points
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Introduction générale

�xes sur @
: Notons que cet indice du point �xe est une extension du degré topologique

de Leray-Schauder.

Dans ce mémoire, on s�intérèsse notamment à l�étude d�existence de points �xes positifs

par l�utilisation de la théorie de l�indice du point �xe sur les cônes. On commencera par

présenter une généralisation du théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de

Banach ordonné; c�est un résultat dû à Krasnosel�skii [11] en 1960: Pour P un cône dans

un espace de Banach X, soit PR un ensemble dans P dé�ni par Pr = fx 2 P : kxk < rg

et F : P ! P un opérateur compact; les conditions importantes de cette généralisation

sont: Fx 6� x ; x 2 @Pr et Fx 6� x; x 2 @PR: Quand r < R, nous parlerons de la

compression d�un cône; par contre le cas R < r; représente l�expansion d�un cône. On

appelle cette généralisation, le théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un

cône; il assure l�existence d�un point �xe dans la coquille conique fx 2 P : minfr; Rg �

kxk � maxfr; Rgg. On rappelle que Fx 6� x , x � Fx 62 P par contre Fx > x ,

Fx � x 2 P � f0g. Ces dernières années, ce théorème a connu un grand développement

par Guo [9] , Avery et Anderson [2], Avery, Anderson et Krueger [3] et d�autres. Parmi

ces développements, le plus utilisé dans les applications, est le théorème d�expansion et

de compression d�un cône de type norme dû à Guo; ce théorème a été ensuite amélioré,

en 2002; par Avery et Anderson à un théorème d�expansion et de compression d�un cône

de type fonctionnel. Cette amélioration permet de choisir deux fonctionnelles � et �

satisfaisant certaines conditions qui seront utilisées au lieu de la norme; dans ce cas,

on cherche l�existence d�un point �xe dans la coquille conique fx 2 P : �(x) � r et

�(x) � Rg avec r; R deux nombres réels véri�ant R > r > 0. Signalons en�n que

Avery, Anderson et Krueger, en 2006; ont pu amélioré ce dernier théorème en utilisant

la convergence des itérations de Picard pour estimer la solution obtenue. Notons que

la �exibilité d�utiliser des fonctionnelles au lieu d�une norme permet au théorème d�être

utilisé dans beaucoup de situations. En particulier dans les problèmes aux limites, ces

fonctionnelles permettent d�améliorer des conditions su¢ santes pour assurer l�existence

des solutions positives multiples. Pour traiter la question de multiplicité de solutions,

nous nous basons essentiellement sur l�article de Leggett et Williams [14] (1979); où ils
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Introduction générale

présentent de nouveaux théorèmes des points �xes multiples qui améliorent les résultats

de H. Amman [1]. Les résultats présentés dans ce mémoire sont dûs essentiellement à

Guo [9] en 1988: Ce mémoire se compose de trois chapitres:

Nous présentons, dans le premier chapitre, quelques résultats préliminaires indispens-

ables à la compréhension de la suite du travail. Ces résultats concernent essentiellement

les notions suivantes: les cônes, le degré topologique et l�indice du point �xe. Nous avons

rassemblé à la �n de ce chapitre quelques lemmes fondamentaux auquels nous aurons à

se réfèrer tout au long de ce travail.

Dans la première partie du deuxième chapitre, nous présentons quelques théorèmes du

point �xe sur les cônes pour les opérateurs compacts qui entraînent l�existence d�un point

�xe positif.

Dans la deuxième partie, nous nous intéréssons à l�existence des points �xes multiples

d�un opérateur non linéaire complètement continu dé�ni sur un cône dans un espace

de Banach ordonné. Nous présentons dans cette partie des théorèmes qui donnent des

conditions su¢ santes pour qu�un opérateur puisse avoir deux ou trois points �xes positifs.

Dans le dernier chapitre, on étudiera quelques problèmes aux limites du type Dirichlet,

associés aux équations di¤érentielles ordinaires du second ordre.

3



CHAPITRE

1 Indice du point �xe

1.1 Les cônes

Soit E un espace de Banach.

Dé�nition 1.1.1 Un sous-ensemble non vide P de E est dit cône ordonné sur E s�il est

convexe, fermé et véri�e les deux conditions suivantes:

1. (x 2 P et � � 0)) �x 2 P ;

2. P \ (�P ) = f0Eg. i.e. (x 2 P et �x 2 P )) x = 0E:

La première condition entraîne que 0E 2 P:

Dé�nition 1.1.2 Un sous-ensemble non vide C � E est appelé cône si:

x 2 C et a > 0 implique ax 2 C:

Chaque cône ordonné est un cône, mais la réciproque est fausse.

Dans ce qui suit, pour simpli�er, l�appelation cône sera réservée pour cône ordonné.

Dé�nition 1.1.3 Soit P un cône sur E: Alors on dé�nit sur E une relation d�ordre

partiel donnée par

8x; y 2 E : x � y , y � x 2 P:
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1.1. Les cônes

Nous pouvons aussi introduire les relations suivantes:

� x < y , x � y et x 6= y:

� x� y , y � x 2
�
P où

�
P 6= ?:

De plus, on dé�nit le segment d�un cône P par [x; y] = fz 2 P : x � z � yg:

Proposition 1.1.1 Pout tout u; x; y et z 2 P et a; b 2 R; on a

1. x � x:

2. (x � y et y � z)) x � z:

3. (x � y et y � x)) x = y:

4. (x � y et 0 � a � b)) ax � by:

5. (x � y et u � z)) x+ u � y + z:

6. (x� y et y � z)) x� z:

7. (x� y et y � z)) x� z:

8. (x � y et y � z)) x� z:

9. (x� y et a > 0)) ax� ay:

10. Soient (xn)n et (yn)n deux suites de E telles que: 8n 2 N; xn � yn: Alors

lim
n!1

xn � lim
n!1

yn:

Démonstration. Elles se démontrent en utilisant les dé�nitions précédentes.

Dé�nition 1.1.4 Un espace de Banach est dit ordonné s�il contient un cône P:

Dé�nition 1.1.5 Soit P un cône sur E: Alors, on dit que

� P est solide si
�
P 6= ? où

�
P = int(P ):

� P est générateur si E = P � P: i.e. 8x 2 E; 9 u; v 2 P tels que: x = u� v:

5



1.1. Les cônes

Exemples des cônes solides et générateurs

1) E = R; P = R+:

On a: R+ est convexe, fermé de R et il véri�e les deux conditions

� (x 2 R+ et � � 0)) �x � 0) �x 2 R+:

� (x 2 R+ et �x 2 R+)) (x � 0 et �x � 0)) x = 0:

Donc R+ est bien un cône sur R:

Il est solide, car: int(R+) = ]0;+1[ 6= ?: Il est générateur, car : 8x 2 R; 9u; v 2 R+
tels que: x = u� v:

Remarque 1.1.1 Sur R; on dé�nit deux cônes solides et générateurs : R� et R+:

2) E = R2; P = R+ � R+:

On a: P est convexe et fermé de R2: De plus, on véri�e que

� X = (x; y) 2 P et � � 0) �x; �y 2 R+ ) �X 2 P:

� X 2 P et �X 2 P ) x;�x 2 R+ et y;�y 2 R+ ) x = y = 0) X = 0R2 .

Ainsi, on a montré que P est un cône sur R2: Il est solide, car: int(P ) = ]0;+1[ �

]0;+1[ 6= ? et il est générateur, car le fait que R+ est un cône générateur sur R; nous

donne: 8<: 8x 2 R; 9u1; v1 2 R+ : x = u1 � v1:

8y 2 R; 9u2; v2 2 R+ : y = u2 � v2:

Donc, 8X = (x; y) 2 R2;9U = (u1; u2) et 9V = (v1; v2) 2 R+�R+ tels queX = U�V:

Remarque 1.1.2 Sur R2; on dé�nit quatres cônes solides et générateurs: R+ � R+;

R+ � R�; R� � R+ et R� � R�:

Cône normal

Dé�nition 1.1.6 Un cône P sur E est dit normal (ou naturel) si

9� > 0 : 8x; y 2 P; (kxk = kyk = 1)) kx+ yk � �:

Géométriquement, la normalité de P signi�e que l�angle entre chaque deux vecteurs uni-

taires positifs ne peut pas dépasser �: Autrement dit, un cône normal ne peut pas être trop

large.

6



1.1. Les cônes

Le théorème suivant nous donne d�autres dé�nitions d�un cône normal à savoir;

Théorème 1.1.1 Soit P un cône sur E: Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) P est normal;

(2) 9 > 0 : 8x; y 2 P; kx+ yk � maxfkxk ; kykg;

(3)

9N > 0 : 8x; y 2 P; 0E � x � y ) kxk � N kyk ;

(i.e. la norme k:k est semi-monotone.)

(4) Il existe une norme équivalente k:k1 sur E telle que

8x; y 2 P; 0E � x � y ) kxk1 � kyk1 ;

(i.e. la norme k:k1 est monotone.)

(5) 8(xn)n ; (yn)n et (zn)n � P; on a :

xn � zn � yn; kxn � xk ! 0 et kyn � xk ! 0) kzn � xk ! 0;

(6) L�ensemble (B + P ) \ (B � P ) est borné, où B est la boule unité fermée sur E;

(7) Tout intervalle ordonné [x; y] = fz 2 E : x � z � yg est borné.

Démonstration. [9]

Remarque 1.1.3 l�assertion (3) peut être considérée comme dé�nition d�un cône normal

P sur E, et dans ce cas, la plus petite constante N > 0 telle que (3) soit véri�ée est appelée

"constante de normalité de P":

Exemples de cônes normaux

1) E = Rn; P1 = fx = (x1; :::; xn) 2 Rn : xi � 0;8i = 1; ng = (R+)n:

� P1 est un cône solide et générateur sur E1; car
�
P1 = (R�+)n et 8i = 1; n : 8xi 2 R;

(R+ étant un cône générateur sur R);9ui; vi 2 R+ : xi = ui � vi:

� P1 est normal, avec la constante de normalité N = 1; car toutes les normes sur Rn

sont monotones.

8x; y 2 Rn; 0Rn � x � y ) kxk � kyk :
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1.1. Les cônes

2) E2 = C(G) : l�espace des fonctions continues sur un ensemble fermé borné de Rn:

P2 = fx 2 C(G) : x(t) � 0;8t 2 Gg:

� P2 est un cône solide et générateur sur C(G):

� Il est normal car k:kC(G) dé�née par

kxkC(G) = sup
t2G

jx(t)j

est monotone sur P2:

� On dé�nit d�autres cônes sur C(G) tels que:

P3 = fx 2 C(G) : x(t) � 0 et
Z
G0

x(t)dt � "0 kx(t)kC(G)g;

P4 = fx 2 C(G) : x(t) � 0 et min
t2G0

x(t) � "0 kx(t)kC(G)g;

où G0 est un sous ensemble fermé de G et "0 2 ]0; 1[ : P3 et P4 sont des cônes solides et

normaux sur C(G):

3) E3 = L
p(
) : l�espace des fonctions Lebesgue-mesurables, p�sommables sur 
 � Rn

avec p � 1 et 0 < mes(
) <1:

P5 = L
+
p (
) = fx 2 Lp(
) : x(t) � 0 p.p dans 
g:

� Il est clair que P5 est un cône générateur, et puisque la norme de Lp(
) est croissante,

alors il est normal, mais il n�est pas solide, car int(P5) = ? sauf pour le cône L+1(
) qui

est d�intérieur non vide.

4) E4 = C1([0; 2�]) : l�espace des fonctions continûement di¤érentiables sur [0; 2�]

muni de la norme

kxkE4 = max
0�t�2�

jx(t)j+ max
0�t�2�

jx0(t)j:

Soit

P6 = fx 2 E4 : x(t) � 0;8t 2 [0; 2�]g:

� Il est clair que P6 est un cône solide sur E4: Ainsi, P6 est générateur car, 8x 2 E4;

x peut s�écrire: x = y� z où y =M > 0 et z =M � x; M > max
0�t�2�

x(t) et y; z 2 P6: Mais

il n�est pas normal car sinon, la troisième propriété du théorème précédent donne:

9N > 0 : 8x; y 2 P6; 0 � x � y ) kxkE4 � N kykE4 :
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1.1. Les cônes

Soit donc xn(t) = 1�cosnt; yn(t) = 2. On a: 8n 2 N; xn; yn 2 P6 et 0 � xn(t) � yn(t)

car 8t 2 [0; 2�] ; 1� cosnt � 2: Mais,

kxnkE4 = max
0�t�2�

j1� cosntj+ n max
0�t�2�

j sinntj

= 2 + n;8n 2 N:

Alors, 2 + n � 2N; 8n 2 N; ce qui est impossible par passage à la limite quand n! +1:

Opérateurs monotones

Dé�nition 1.1.7 Soit X et Y deux espaces de Banach ordonnés .

1. L�opérateur T : D(T ) � X ! Y est dit croissant si pour tout x; y 2 D(T );

x < y ) Tx � Ty:

2. L�opérateur T est dit strictement ou fortement croissant si le symbôle " � " est

remplacé par " < " ou "� " respectivement.

3. L�opérateur T : D(T ) � X ! Y est dit décroissant si pour tout x; y 2 D(T );

x < y ) Tx � Ty:

4. L�opérateur T est dit strictement ou fortement décroissant si le symbôle " � " est

remplacé par " > " ou "� " respectivement.

5. L�opérateur T est dit positif si, T (0) > 0 et pour tout x 2 D(T ); x > 0) Tx � 0.

9



1.2. Le degré topologique

1.2 Le degré topologique

1.2.1 Degré topologique de Brouwer

Introduction et motivation

Soit 
 un ouvert borné de Rn, f : 
! Rn une application de C1(
)\C(
) et y0 2 Rn:

On considère le problème suivant:

(P) Trouver x 2 
 tel que f(x) = y0:

Si f est linéaire et detMf 6= 0; oùMf est la matrice associée à f; alors (P) admet une

solution unique dans 
 pour tout y0 2 Rn: Mais ceci n�est pas une condition nécessaire

et su¢ sante, car il peut exister des solutions pour certains y lorsque detMf = 0, donc

les solutions ne sont pas stables : si l�on perturbe un peu y0; il peut ne plus exister de

solutions du tout. Par contre, si detMf 6= 0; la solution de (P) est particulièrement

stable; si l�on perturbe y0 ou f (par une application linéaire), on sait qu�il continue à

exister une solution de (P), qui est de plus proche de la solution originellement cherchée.

Notre but, est de développer un outil jouant, pour les applications non linéaires, ce rôle

de déterminant pour les applications linéaires. C�est ce qu�on appellera " le degré de f en

y0 par rapport à 
 " et qu�on notera d = deg(f;
; y0) dont la non nullité de ce dernier,

entraîne que le problème considéré possède au moins une solution dans 
: Evidemment,

ce degré dépendra de f et y0; ainsi que de l�ensemble sur lequel on veut résoudre (P):

Une première idée de dé�nir le degré, pourra être la suivante

"C�est le nombre de solutions de (P):"

Et comme l�on a déja indiqué ci-avant, il est plus facile de prouver que d 6= 0 que

de prouver l�existence des solutions de (P); et pour cela, cette dé�nition est inutile. De

manière un peu pratique, pour rendre cette dé�nition puissante, on ne compte que les

solutions stables avec une "orientation". En d�autres termes, on s�intéresse au comporte-

ment des solutions au fur et à mesure que l�on modi�e f: On commence donc par partir

d�une fonction f0 assez simple pour laquelle l�équation f0(x) = y0 admet au moins une

solution, et on cherche à modi�er continûement f0 pour arriver à f (plus précisemment,

10



1.2. Le degré topologique

on utilise une homotopie entre f0 et f ). En général, ceci n�est pas faisable, car les so-

lutions à "suivre" peuvent sortir du domaine, ou bien disparaître tout simplement. (par

exemple, une parabole de R2 orientée vers le haut et ayant deux zéros; si on la monte

progressivement; à un moment donné, ces deux zéros se rejoignent, puis disparaîssent). Il

faudra donc éliminer ces deux situations :

� La première: " fuite d�une solution par le bord du domaine concerné "

Elle sera éviter en ne regardant que des fonctions pour lesquelles les solutions eventuelles

de f(x) = y0 restent éloignées de @
 ( la frontière de 
 ).

� La deuxième: " disparition des solutions "

Elle sera reglée en associant à chaque solution de f(x) = y0 "un signe" indiquant si

elle est susceptible ou non de disparaître après s�être rassemblée avec l�une des autres

solutions.

Exemples en dimension 1

Exemple 1.2.1 Soit f : [0; 1]! R une fonction continue telle que f(0) 6= 0 et f(1) 6= 0

et notons

d = d(f; ]0; 1[ ; 0) =
1

2
[sgn(f(1))� sgn(f(0))] :

Considérons le problème

(P1) Trouver x 2]0; 1[ : f(x) = 0:

Si d 6= 0; alors f(0) et f(1) ont des signes di¤érents. i.e. f(0)f(1) < 0:

Le théorème des valeurs intermédiaires nous donne

9 x 2]0; 1[ : f(x) = 0

L�entier d ( qui vaut �1; 0 ou 1 ), permet donc (d�après ce qui précède) de s�assurer

que (P1) admet au moins une solution dans ]0; 1[; il su¢ t qu�il soit non nul, et il est très

facile à calculer dont il ne demande qu�à estimer le signe de f au bord du domaine de

dé�nition. Si l�on perturbe f légèrement, alors comme fjf0;1g(x) 6= 0; son signe en ces deux

points reste inchangé, donc d est constant; s�il était non nul avant perturbation, il le reste

aussi après perturbation, et une solution de (P1) continue donc à exister.
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1.2. Le degré topologique

Rappelons que la non nullité de d est une condition su¢ sante seulement. Il peut exister

des fonctions de degré nul, pour lesquelles (P) admet au moins une solution, comme le

montre l�exemple suivant: (pour (P1))

Soit f(x) = 1� �x(1� x); où � > 0: On véri�e bien que f(0) = f(1) = 1 6= 0:

Donc, f(x) = 0) 1� �x(1� x) = 0) �x2 � �x+ 1 = 0; � = �(�� 4):

Si � > 4; alors � > 0 et (P1) admet deux solutions distinctes sur ]0; 1[; mais d = 0:

Si l�on souhaite un degré adapté à (P1) où le second membre n�est pas forcément nul,

en tenant compte de l�ouvert 
 sur lequel on cherche les solutions, alors en le décomposant

en ses composantes connexes


 = [
i2I
]ai; bi[ ;

on peut dé�nir

d(f;
; y0) =
1

2

X
i2I
[sgn(f(bi)� y0)� sgn(f(ai)� y0)];

lorsque f : 
 ! R est continue telle que fj@
(x) 6= 0 (comme 
 est borné, cette

non annulation implique que f � y0 ne peut changer de signe que sur un nombre �ni de

composantes connexes de 
; et que la somme sur I est en fait �nie.)

Exemple 1.2.2 
 =]0; 1[ et f : 
! R une application de classe C1 véri�ant l�hypothèse

(H) Pour toute solution x de (P); f 0(x) 6= 0;

On dé�nit alors le degré topologique (qui est un entier relatif) de f en y0 relativement

à 
 par

d(f;
; y0) =

8>>>><>>>>:
P
i2I
sgn(f 0(xi)); si fxi; i 2 Ig est l�ensemble des solutions de (P);

0 ; si le problème (P) n�a pas de solution.

où y0 =2 f(@
) et I � N:
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1.2. Le degré topologique

Illustrations graphiques :

Dé�nition du degré topologique de Brouwer en utilisant le signe du détermi-

nant Jacobien

Soit 
 un ouvert borné de Rn; f : 
 ! Rn une application dans C1(
) \ C(
) et y0 2

Rnnf(@
): On considère le problème suivant

(P) Trouver x 2 
 tel que f(x) = y0:

Le cas régulier: Pour x0 2 
; on notera Df(x0) = ( @fi@xj
)1�i;j�n(x0); la matrice Jacobi-

enne de f en x0 et Jf (x0) = det[Df(x0)] le déterminant Jacobien de f en x0:

Dé�nition 1.2.1 1. Un point x0 2 
 est dit "régulier" si Jf (x0) 6= 0:

2. Un point x0 2 
 est dit "singulier" ou bien "critique" s�il n�est pas régulier.

Dans ce cas, l�ensemble des points singuliers de f sur 
 est donné par

Sf (
) = fx0 2 
 : Jf (x0) = 0g:

3. Une valeur y0 2 f(
) est dite "régulière" si

f�1(fy0g) \ Sf (
) = ?:

Autrement dit, y0 est régulière si: 8x 2 f�1(fy0g); Jf (x) 6= 0: Sinon, elle est dite

"singulière".
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1.2. Le degré topologique

Proposition 1.2.1 Si y0 =2 f(@
) est une valeur régulière, alors l�ensemble f�1(fy0g)

est �ni.

Démonstration.

y0 régulière ) 8x 2 f�1(fy0g); Jf (x) 6= 0

) 8x 2 f�1(fy0g); 9U 2 V(x) tel que fjU est un homéomorphisme

(théorème de l�inversion locale.)

) tous les points de f�1(fy0g) sont isolés.

( f�1(fy0g) est un ensemble discret)

Or, f étant continue, f�1(fy0g) est fermé donc compact car il est inclus dans le borné


: En�n,

f�1(fy0g) est compact et discret, f�1(fy0g) est �ni.

Dé�nition du degré topologique de Brouwer:

Si y0 =2 [f(@
) [ f(Sf (
))]; alors on dé�nit le degré topologique de Brouwer de f en

y0 relativement à 
 par

deg(f;
; y0) =

8><>:
P

x2
\f�1(fy0g)
sgnJf (x);

0; si 
 \ f�1(fy0g) = ?:

Le cas singulier: Si y0 =2 f(@
) est une valeur singulière, on pose

deg(f;
; y0) = deg(f;
; y1);

où y1 est une valeur régulière proche de y0 et dont l�existence est assurée par le lemme

suivant:

Lemme 1.2.1 (Lemme de Sard) Soit 
 � Rn un ouvert et f une application con-

tinûement dérivable sur 
: Alors, l�ensemble f(Sf (
)) est de mesure de Lebesgue-nulle.

Démonstration. [12]
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1.2. Le degré topologique

Exemple de calcul du degré topologique en dimension 2

Soit 
 = (]�1; 1[)2 et f : R2 ! R2 la fonction dé�nie par

f(x; y) = (y � x3; y):

Montrons que deg(f;
; 0R2) = �1: On a: Sf (
) = fX = (x; y) 2 R2 : Jf (X) = 0g;

Df(x; y) =
��3x2 1
0 1

�
) Jf (x; y) = �3x2: Donc, Jf (x; y) = 0 ) x = 0 et y 2 R:

D�où:

Sf (
) = f(0; y) : y 2 Rg = (Oy):

i.e. les valeurs singulières sont alors représentées par l�axe des ordonnées.

f(x; y) = Y0 = (0; 0)) (x; y) = (0; 0)) f�1(fY0g) = f(0; 0)g: Alors

f�1(fY0g) \ Sf (
) = f(0; 0)g 6= ?;

ceci montre que Y0 est une valeur singulière. Calculons maîntenant f(@
):

On a @
 = (D1) [ (D2) [ (D3) [ (D4) avec

(D1) = f(�1; y)=� 1 � y � 1g; (D3) = f(x;+1)=� 1 � x � 1g;

(D2) = f(+1; y)=� 1 � y � 1g; (D4) = f(x;�1)=� 1 � x � 1g:

Donc, f(@
) = (�1)[ (�2)[ (�3)[ (�4) où (�i) = f(Di); 8i = 1; 4: On trouve (�1) :8<: y = x� 1

0 � x � 1
; (�2) :

8<: y = x+ 1

�1 � x � 0
; (�3) :

8<: y = 1

�1 � x � 1
et (�4) :

8<: y = �1

�1 � x � 1
:

Il est clair que Y0 =2 f(@
): Posons donc

deg(f;
; Y0) = deg(f;
; Y1);

avec Y1 = (�1
2
; 0) 2 B(0; 1) pour la norme

k(x; y)k1 = max(jxj ; jyj):

Véri�ons que Y1 est une valeur régulière. On a:

f(x; y) = (�1
2
; 0)) (x; y) = (

3

r
1

2
; 0);
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1.2. Le degré topologique

alors f�1(fY1g) \ Sf (
) = ?: De plus, f�1(fY1g) � 
; Y1 =2 f(@
) et Y1 =2 f(Sf (
)); car

f(Sf (
)) = f((Oy)) = ff(x; y) : (x; y) 2 (Oy)g = ff(0; y) : y 2 Rg = f(y; y) : y 2 Rg;

donc f(Sf (
)) est exactement la première bissectrice. Finalement, on trouve :

deg(f;
; 0R2) = sgnJf ( 3

r
1

2
; 0) = �1; (car: 8x 2 R�; Jf (x) < 0):

Propriétés du degré topologique de Brouwer

Dans tout ce qui suit, on désignera par Id l�application identité sur Rn: Alors on a les

propriétés suivantes :

1) Degré de l�identité

(a) deg(Id;
; y0) =

8<: 1; si y0 2 


0; si y0 =2 


(b) deg(�Id;
; y0) =

8<: (�1)n; si y0 2 


0; si y0 =2 

2) Additivité

Soit y0 2 Rn et (
i)i2I � 
 une famille d�ouverts deux à deux disjoints véri�ant l�une

des conditions suivantes:

(a) 
 = [
i2I

i et y0 =2 f(@
):

(b) [
i2I

i � 
 et y0 =2 f(
n [

i2I

i):

Alors,

deg(f;
; y0) =
X
i2I
deg(f;
i; y0);
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1.2. Le degré topologique

où seul un nombre �ni de termes dans la somme est non nul.

3) Invariance par homotopie

Soit fftg0�t�1 une famille d�applications de C(
;Rn); dépendant continûment de t et

fy0(t)g0�t�1 une famille de points continus en t et tels que y0(t) =2 ft(@
); 8t 2 [0; 1]: Alors

le degré deg(ft;
; y0(t)) ne dépend pas de t:

deg(f0;
; y0(0)) = deg(f1;
; y0(1)):

Les fonctions ft sont dites reliées homotopiquement. Plus généralement, on dit que

deux fonctions f et g sont homotopes s�il existe une fonction continue H : [0; 1]�
! Rn

telle que:

H(0; x) = f(x); H(1; x) = g(x);8x 2 
:

4) Résolution des équations algébriques

deg(f;
; y0) 6= 0) 9x 2 
 : f(x) = y0:

5) Continuité par rapport à y0

Si y1 est voisin de y0 =2 f(@
) (dans un sens à préciser), alors

deg(f;
; y0) = deg(f;
; y1):

6) Invariance sur le bord

Si y0 =2 f(@
) et fj@
(x) = gj@
(x); alors

deg(f;
; y0) = deg(g;
; y0):

Cette propriété montre que, pour le degré, tout se passe sur le bord.

7) Continuité par rapport à la fonction

Soit r = dist(y0; f(@
)) > 0 et soit g 2 C1(
) telle que

sup
x2@


kg(x)� f(x)k < r;

alors,

deg(f;
; y0) = deg(g;
; y0):
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1.2. Le degré topologique

Autrement dit, deux fonctions voisines ont le même degré.

8) Constance sur les composantes connexes de Rnnf(@
)

deg(f;
; :) est constant sur les composantes connexes de Rnnf(@
):

Corollaire 1.2.1 (Propriété d�excision)

Soit K � 
 un un fermé et y0 =2 [f(K) [ f(@
)]: Alors,

deg(f;
; y0) = deg(f;
nK; y0):

Corollaire 1.2.2 (Propriété d�invariance par rapport à l�ouvert)

Si x0 2 
 est une solution isolée de f(x) = y0; alors 9r0 > 0 tel que pour tout r � r0;

le degré deg(f;Br(x0); y0) est constant. i.e.

deg(f;Br(x0); y0) = deg(f;Br0(x0); y0);8r � r0:

Démonstration. [4]

Théorème du point �xe de Brouwer, 1912

Théorème 1.2.1 Soit C un compact, convexe non vide de Rn et f : C ! C une appli-

cation continue. Alors f admet au moins un point �xe dans C:

En particulier, pour C = B; la boule unité fermée de Rn:

Démonstration. Démontrons ce théorème dans le cas où C = B(0; R); R > 0:

� Si f(x0) = x0 pour x0 2 @C; alors le théorème est démontré.

� Sinon, f(x) 6= x; 8x 2 @C: Dans ce cas, on considère la déformation continue

ft(x) = x� tf(x)

Pour t 2 [0; 1[ et x 2 @C; on a:

kft(x)k = kx� tf(x)k

� jkxk � t kf(x)kj

� jR� t kf(x)k j

� (1� t)R

> 0;
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1.2. Le degré topologique

car: 8x 2 B(0; R); f(x) 2 B(0; R) ) kf(x)k � R: Donc, ft(x) 6= 0;8x 2 @C; d�où

y0 = 0 =2 ft(@C): Le degré deg(Id � tf;
�
C; 0) est donc bien dé�ni et vaut, par homotopie,

deg(f1;
�
C; 0) = deg(Id � f;

�
C; 0) = deg(f0;

�
C; 0) = deg(Id;

�
C; 0) = 1:

Alors f admet au moins un point �xe sur C:

Remarque 1.2.1 Ce théorème a une extension en dimension in�nie, le théorème du

point �xe de Schauder.

1.2.2 Degré topologique de Leray-Schauder, 1934 [13]

Dans cette partie, on veut construire un degré de façon qu�il ait la même conclusion

que celui de Brouwer, mais en dimension in�nie. C�est l�outil permettant de s�assurer

l�existence d�au moins une solution pour l�équation f(x) = y0; où f est une application

continue d�un espace de Banach E dans lui-même. Contrairement au cas de dimension

�nie, ce degré; dit de Leray-Schauder, ne pourra pas être dé�ni pour toutes les applications

continues de E dans E: Il faudra donc restreindre les fonctions que l�on considère et pour

cela, on construit le degré topologique de Leray-Schauder sur les applications qui di¤èrent

de l�identité par une application compacte.

A présent, énonçons la proposition suivante qui donne la di¤érence essentielle entre

les espaces de dimensions �nie et in�nie à savoir;

Proposition 1.2.2 Soit B la boule unité ouverte d�un espace vectoriel normé X: Alors

on a les équivalences suivantes :

dimX < +1, toute application continue f : B ! B admet au moins un point �xe.

, la boule unité fermée B est compacte.

, la frontière @B est compacte.

, de toute suite de B, on peut extraire une sous-suite convergente.
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1.2. Le degré topologique

Application compacte [4]

Dé�nition 1.2.2 Soit X et Y deux espaces de Banach, 
 un ouvert de X et f : 
! Y

une fonction continue.

1. f est dite compacte si f(
) est compacte.

2. f est dite complètement continue si l�image de tout borné est relativement compacte.

Remarques 1.2.2 (a) Il est clair que toute application continue, compacte est coplète-

ment continue. La réciproque est vraie si on a la bornitude de 
:

(b) En général, la compacité n�implique pas la continuité comme le montre l�exemple

illustré ci-dessus, où 
 =]0; 1[� R: f est compacte, car f(
) est un fermé borné dans R;

donc compact. Mais f n�est pas continue.

(c) Toute application linéaire compacte est continue; la réciproque est vraie si f est de

rang �ni. (le rang est la dimension de l�espace image.)

Caractérisation des applications compactes

Soient X et Y deux espaces de Banach.

Proposition 1.2.3 Une application continue f : X ! Y est dite compacte si et seule-

ment si de toute suite (xn)n2N de X; on peut extraire une sous-suite (xnk)k2N telle que la

suite (f(xnk))k2N converge dans Y:
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1.2. Le degré topologique

Approximation des applications compactes

Proposition 1.2.4 Soit K un fermé borné d�un espace de Banach X et f : K ! X une

application. Alors, f est compacte si et seulement si f est limite uniforme d�une suite

(fn)n2N d�applications compactes de rangs �nis.

Perturbation compacte de l�identité

Dé�nition 1.2.3 Une application de la forme f = Id �K où Id est l�application iden-

tité et K une application compacte (caractérisée par la proposition 1:2:4 comme limite

uniforme d�une suite d�applications compactes de rangs �nis (K")") est dite perturbation

compacte de l�identité (ou application de Leray-Schauder).

Dé�nition du degré topologique de Leray-Schauder

La raison pour laquelle on est capable de construire un degré pour les perturbations

compactes de l�identité est que les applications compactes s�approchent bien par des ap-

plications continues en dimension �nie (pour lesquelles on a déja le degré de Brouwer).

Dé�nition 1.2.4 Soit X un espace de Banach, 
 � X un ouvert borné et

f = Id �K : 
! X une perturbation compacte de l�identité.

Pour y0 2 X n f(@
); on pose � = dist(y0; f(@
)) = inf
x2@


ky0 � f(x)kX > 0: Soit

K" : 
 ! X une application compacte à valeur dans un espace N" � X de dimension

�nie contenant y0 et telle que

sup
x2


kK"(x)�K(x)kX �
�

2
:

Alors on dé�nit le degré de Leray-Schauder par

deg(Id �K;
; y0) = deg(Id �K";
; y0) = deg(Id �K"j
\N" ;
 \N"; y0):

Ce dernier est un degré de Brouwer, car 
\N" est de dimension �nie du fait que N"
l�est aussi.
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1.2. Le degré topologique

Proposition 1.2.5 Le degré de Brouwer deg(Id �K"j
\N" ;
 \N"; y0) est bien dé�ni.

Démonstration. [4]

Remarques 1.2.3 (1) La dé�nition du degré de Leray-Schauder est indépendante du

choix de K" et N": [4]

(2) Si dimX <1; les degrés de Brouwer et Leray-Schauder coïnsident.

Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

On cite les propriétés les plus importantes du degré de Leray-Schauder. Soit donc 
 un

ouvert borné d�un espace de Banach X:

1) Normalisation

deg(Id;
; y0) =
�
1; si y0 2 
;
0; si y0 =2 
:

2) Additivité

Si 
1; 
2 sont deux ouverts disjoints inclus dans 
 tels que y0 =2 (Id�K)(
n (
1[
2));

alors,

deg(Id �K;
; y0) = deg(Id �K;
1; y0) + deg(Id �K;
2; y0):

3) Invariance par homotopie

si H : [0; 1]�
! X est compacte, y0 : [0; 1]! X est continue et pour tout t 2 [0; 1];

y0(t) =2 (Id �H(t; :))(@
); alors

deg(Id �H(0; :);
; y0(0)) = deg(Id �H(1; :);
; y0(1)):

4) Résolution des équations algébriques

deg(Id �K;
; y0) 6= 0) 9x 2 
 : x�K(x) = y0:

Théorème du point �xe de Schauder, 1930

Théorème 1.2.2 Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d�un espace

de Banach X et K : C ! C une application compacte. Alors K admet au moins un point

�xe dans C.
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1.2. Le degré topologique

Démonstration. La preuve classique du théorème du point �xe de Schauder est

probablement celle qui consiste à se ramener au théorème du point �xe de Brouwer en

utilisant le fait qu�une application compacte en dimension in�nie est approchable par des

applications continues de rangs �nis. Elle se fait en deux étapes;

1�ere �etape : C = B(0; R); R > 0 (une boule fermée centrée en 0 de rayon R).

� S�il existe x0 2 @C : K(x0) = x0; alors il n�y a rien à démontrer.

� Sinon, 8x 2 @C; K(x) 6= x: Dans ce cas, on considère la déformation compacte

Kt = Id � tK;

où t 2 [0; 1]: S�il existe x 2 @C : tK(x) = x; alors R = kxk = ktK(x)k = t kK(x)k � Rt;

car K(x) 2 B(0; R);8x 2 B(0; R): Donc : t � 1; et comme t 2 [0; 1]; alors t = 1 et

K(x) = x ce qui contredit le fait que K(x) 6= x sur @C: Par conséquent, 8t 2 [0; 1];

8x 2 @C; on a :

tK(x) 6= x) x� tK(x) 6= 0

) y0 = 0 =2 Kt(@C):

D�où le degré deg(Kt;
�
C; 0) est bien dé�ni et vaut, par homotopie,

deg(K1;
�
C; 0) = deg(Id �K;

�
C; 0) = deg(K0;

�
C; 0) = deg(Id;

�
C; 0) = 1:

Alors, 9x 2
�
C tel que (Id�K)(x) = 0) K(x) = x: D�où l�existence d�au moins un point

�xe de K dans C:

2�eme �etape : C est un convexe, fermé, borné, non vide. On considère l�application

continue r : B ! C telle que C soit contenu dans B: Soit le diagramme B r! C
K! B et

r(x) = x; 8x 2 C: L�application K � r est compacte car K est compacte et r est continue.

D�après la première étape, K � r admet un point �xe x0 2 B; i.e: x0 = (K � r)(x0): Or,

r(x0) 2 C et par hypothèse, K(C) � C; alors K(r(x0)) 2 C et donc x0 2 C:

Remarque 1.2.4 Les deux théorèmes du point �xe en question sont cependant similaires.

En fait, le théorème du point �xe de Brouwer est un cas particulier du théorème du point

�xe de Schauder, puisque toute application continue est compacte en dimension �nie.
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1.3 Indice du point �xe

Commençons d�abord par donner la dé�nition suivante:

Dé�nition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. Un sous-ensemble Y � X est dit un

rétracté de X s�il existe une application continue r : X ! Y telle que

r(x) = x; 8x 2 Y:

Ou encore si IdjY admet une extension à X. L�application r est alors appelée rétrac-

tion.

Remarque 1.3.1 Toute partie convexe fermée d�un espace de Banach X est une rétractée

de X; en particulier, tout cône P � X est un rétracté de X:

Exemple 1.3.1 La boule Bn = B(x0; R) est une rétractée de Rn: Il su¢ t pour cela de

considérer l�application dé�nie par

r(x) =

�
x; si kx� x0k � R:
x0 +R

x�x0
kx�x0k ; si kx� x0k � R:

Un des outils les plus importants de l�analyse fonctionnelle non linéaire, est le degré

topologique de Leray-Schauder pour les applications compactes, dé�nies sur la fermeture

des sous-ensembles ouverts bornés dans les espaces de Banach. Cependant, en relation

avec les applications non linéaires dé�nies dans les espaces ordonnés, il est naturel de con-

sidérer aussi les applications dé�nies sur les sous-ensembles ouverts d�un cône positif. Si ce

dernier n�a pas de points intérieurs (la plupart des cônes de dimension in�nie intéressants

-du point de vue des applications- ne sont pas solides), alors le degré de Leray-Schauder

n�est pas immédiatement applicable. Mais à cause du fait qu�un cône est un rétracté de

l�espace de Banach qui le contient, il est possible de dé�nir dans un cône positif, "l�indice

du point �xe" pour les applications compactes. Cet indice du point �xe est une extension

de la notion du degré de Leray-Schauder.

Dans ce qui suit, on donnera les propriétés les plus importantes de cet indice; on

indiquera en particulier que l�indice du point �xe peut être dérivé du degré bien connu de

Leray-Schauder.
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1.3.1 Axiomes de l�indice du point �xe

Théorème 1.3.1 (dé�nitions axiomatiques)

Soit E un espace de Banach, X un rétracté de E: Pour tout ouvert borné 
 de X

et toute application compacte f : 
 ! X sans points �xes sur @
; il existe un unique

nombre entier noté i(f;
; X) ayant les propriétés suivantes:

1. Normalisation

i(f;
; X) = 1 si f est constante sur 
: (i.e. f(x) = y0;8x 2 
; où y0 est une

constante de 
:)

2. Additivité

Pour tous sous-ensembles ouverts et disjoints 
1; 
2 de 
 tels que f n�admet pas

de point �xe sur 
n(
1 [ 
2); on a:

i(f;
; X) = i(f;
1; X) + i(f;
2; X);

où i(f;
k; X) = i(fj
k ;
k; X); k 2 f1; 2g:

3. Invariance homotopique

L�entier i(ht;
; X) est indépendant du choix du paramètre t 2 [0; 1]; où

ht : [0; 1]� 
! X

(t; x) 7! ht(x) = h(t; x)

est un opérateur compact tel que 8x 2 @
; 8t 2 [0; 1] : ht(x) 6= x:

i.e. ht n�admet pas de points �xes sur @
; et on a:

i(h0;
; X) = i(h1;
; X):

4. Permanence

Si Y est un rétracté de X telle que f(
) � Y; alors

i(f;
; X) = i(f;
 \ Y; Y ) = i(fj
\Y ;
; Y ):
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Plus généralement, l�intervalle [0; 1] peut être remplacé par un intervalle fermé de

R:

La famille fi(f;
; X) tel que X est un rétracté de E; 
 est un ouvert borné de X

et f : 
 ! X est une application compacte sans points �xes sur @
g est uniquement

déterminée par les propriétés (1)� (4); avec l�entier i(f;
; X) est appelé l�indice du point

�xe de f sur 
 par rapport à X.

Démonstration. Soit fi(f;
; X)g une famille satisfaisant les propriétés (1)� (4): Si

on choisit X = E; alors (1)� (4) représentent les propriétés du degré de Leray-Schauder,

d�où la dé�nition

i(f;
; X) = deg(Id � f;
; 0); (1)

où (Id� f)(x) 6= 0;8x 2 @
; i.e: le degré de Leray-Schauder deg(Id� f;
; 0) est bien

dé�ni.

Supposons maîntenant que X soit un rétracté de E; donc il existe une rétraction

r : E ! X telle que 8x 2 X; r(x) = x: Pour tout sous-ensemble ouvert 
 de X; on choisit

une boule BR = fx 2 E : kxk < Rg: D�après la propriété (4); on a

i(f;
; X) = i(f � r;BR \ r�1(
); E) = deg(Id � f � r;BR \ r�1(
); 0):

En e¤et, d�une part, r : E ! X est une rétraction donc continue, par conséquent, 


est un ouvert de X ) r�1(
) est un ouvert de E: Evidemment, BR\r�1(
) est un ouvert

borné de E et on a

BR \ r�1(
) � r�1(
) � r�1(
) = r�1(
):

Il s�en suit que

(f � r)(BR \ r�1(
)) � (f � r)(r�1(
)) = f(
) � X:

La propriété de permanence est donc applicable et on a:

i(f � r;BR \ r�1(
); E) = i(f � r; [BR \ r�1(
)] \X;X)

= i(f � rj[BR\r�1(
)]\X ;
; X)

= i(f � rjBR\r�1(
);
; X)

= i(f;
; X):
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En�n, le résultat demandé est obtenu en utilisant l�égalité (1):

Remarque 1.3.2 D�après ce qui précède, on dé�nit l�indice du point �xe d�un opérateur

compact f sur 
 relativement à X par

i(f;
; X) = deg(Id � f � r;BR \ r�1(
); 0): (2)

où r : E ! X est une rétraction et BR est une boule de X:

Notons que cette dé�nition est indépendante du choix de la rétraction r et de la boule

BR: En e¤et, soit r1 : E ! X une autre rétraction. On pose V = r�11 (
) \ r�1(
) et

r0 = r: D�après la propriété d�excision du degré de Leray-Schauder, on obtient:

deg(Id � f � rj;BR \ r�1j (
); 0) = deg(Id � f � rj;BR \ V; 0); j 2 f0; 1g:

Introduisons l�opérateur compact h : [0; 1]� V ! X par:

h(�; x) = h�(x) = r0[(1� �)f(r0(x)) + �f(r1(x))]:

On remarque que h(�; x) 6= x; 8(�; x) 2 [0; 1] � @V: i.e. le degré de Leray-Schauder

deg(Id�h(�; :);BR\V; 0) est bien dé�ni 8� 2 [0; 1]: La propriété d�invariance homotopique

du degré de Leray-Schauder entraîne que:

deg(Id � f � r0;BR \ V; 0) = deg(Id � f � r1;BR \ V; 0):

Par conséquent, la dé�nition de i(f;
; X) est indépendante du choix de la rétraction

r et de la boule BR:

Rappelons que le degré de leray-Schauder admet une extension aux ouverts non bornés

de X: (Voir Annexes.)

Finalement, par la dé�nition (2) et les propriétés de degré de Leray-Schauder, on peut

véri�er les propriétés (1)� (4): Voici quelques conséquences simples:

Corollaire 1.3.1 L�indice du point �xe véri�e les propriétés suivantes:

(i) Propriété d�excision

Soit V � 
 un sous-ensemble ouvert tel que f soit sans points �xes sur 
nV; alors

i(f;
; X) = i(f; V;X):
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(ii) Propriété de l�existence

i(f;
; X) 6= 0) f admet au moins un point �xe sur 
:

Démonstration. (i) Soit 
1 = 
 et 
2 = ?: Alors on a : 
n(
1 [
2) = 
n
 = @
;

f est donc, par hypothèse, sans points �xes sur @
; la propriété d�additivité de l�indice a

lieu et on a:

i(f;
; X) = i(f;
; X) + i(f;?; X)) i(f;?; X) = 0:

Si on prend maîntenant 
1 = V; la même propriété nous donne

i(f;
; X) = i(f; V;X) + i(f;?; X) = i(f; V;X):

D�où le résultat demandé.

(ii) On raisonne par l�absurde. On suppose que i(f;
; X) 6= 0 et que f n�admet pas

de point �xe sur 
: Soit V = ?; i.e : 
nV = 
; f étant sans points �xes sur 
 et @
;

donc elle l�est aussi sur 
[ @
 = 
: Ceci nous permet d�appliquer la propriété d�excision

pour V = ?; et on a:

i(f;
; X) = i(f; V;X) = i(f;?; X) = 0:

Ce qui contredit le fait que i(f;
; X) 6= 0: D�où le résultat demandé.

Autre démonstration du théorème du point �xe de Schauder en utilisant

l�indice du point �xe

Le théorème du point �xe de Schauder qui dit: toute application compacte K : C ! C

d�un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d�un espace de Banach dans lui même,

admet au moins un point �xe dans C, peut se démontrer en utilisant l�indice du point

�xe. En e¤et, supposons que K est sans point �xe sur @C car sinon, il n�y aura rien à

démontrer. Par la remarque 1:3:1; C est un rétracté de X; donc l�indice i(K;C;C) est

bien dé�ni. On se �xe x0 2
�
C et on dé�nit l�application compacte ht : [0; 1]�C ! C par

ht(x) = h(t; x) = (1� t)Kx+ tx0; où t 2 [0; 1]:
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Alors, ht n�admet pas de point �xe sur @C car sinon, il existerait x 2 @C tel que

(1� t)Kx+ tx0 = x; 8t 2 [0; 1]) Kx� x = t(Kx� x0);8t 2 [0; 1]:

Donc en particulier, pour t = 0; on obtient: Kx � x = 0; ceci implique que K admet

un point �xe sur @C; mais par hypothèse, il ne l�est pas. D�où la contradiction. Par

conséquent, la prorpriété de l�invariance homotopique de l�indice du point �xe et la nor-

malisation nous donnent

i(K;C;C) = i(x0; C; C) = 1:

Finalement, la propriété de l�existence entraîne que K admet au moins un point �xe

dans C:

Remarque 1.3.3 On peut démontrer le même résultat si C est seulement un rétracté de

X; en considérant une boule contenant f(C) et en appliquant la propriété de l�invariance

homotopique du degré de Leray-Schauder pour la déformation homotopique

h�(x) = x� �(K � r)(x); 0 � � � 1;

avec r est une rétraction quelconque.

1.3.2 Lemmes fondamentaux

Dans tout ce qui suit, on considère X un espace de Banach, P � X un cône et 
 un

ouvert borné de X:

Dé�nition 1.3.2 Soit P � X un cône. Pour r > 0; on introduit les ensembles:

Pr = P \ B(0; r) = fx 2 P : kxk < rg;

@Pr = fx 2 P : kxk = rg:

Lemme 1.3.1 Soit 0 2 
 et F : P \
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H1) Fx 6= �x; 8x 2 P \ @
 et 8� � 1:

Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 1:
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Démonstration. Soit la déformation homotopique

H : [0; 1]� P \ 
! P

(t; x) 7�! H(t; x) = Ht(x) = tFx:

Alors, H est un opérateur compact sans points �xes sur P \ @
: i.e. 8t 2 [0; 1];

8x 2 P \ @
; Ht(x) 6= x: En e¤et, s�il existe t 2 [0; 1]; pour lequel 9x0 2 P \ @
;

Ht(x0) = x0; alors deux cas se présentent;

� Pour t = 0, on obtient l�existence d�un point x0 2 P \ @
 tel que x0 = 0; d�où la

contradiction.

� Pour t 2]0; 1]; on obtient l�existence d�un point �xe x0 2 P \ @
 tel que tFx0 = x0;

donc Fx0 = 1
t
x0; où 1

t
� 1; d�où la contradiction avec l�hypothèse (H1): Alors, d�après les

propriétés de l�invariance homotopique et de la normalisation de l�indice du point �xe, on

en déduit que

i(H1; P \ 
; P ) = i(F; P \ 
; P ) = i(H0; P \ 
; P ) = i(0; P \ 
; P ) = 1:

D�où le résultat demandé.

Lemme 1.3.2 Soit 0 2 
 et F : P \
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H2) kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 P \ @
:

Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 1:

Démonstration. Il su¢ t de montrer que (H2) ) (H1): En e¤et; raisonnons par

l�absurde et supposons que (H2) est véri�ée sans que (H1) le soit. Donc, 9x0 2 P \ @
;

9�0 � 1 tels que Fx0 = �0x0:

� Si �0 > 1 : kFx0k = k�0x0k = �0 kx0k > kx0k ; ce qui contredit le fait que kFxk �

kxk ;8x 2 P \ @
:

� Si �0 = 1 : Fx0 = x0: ce qui contredit le fait que Fx 6= x; 8x 2 P \ @
:

Ainsi, on a démontré que (H2)) (H1); par suite, le premier lemme nous donne

i(F; P \ 
; P ) = 1:
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Lemme 1.3.3 Soit 0 2 
 et F : P \
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H3) Fx � x; 8x 2 P \ @
:

Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 1:

Démonstration. En procédant de la même manière que la démonstration du lemme

précédent, on montre que (H3) ) (H1): En e¤et, s�il existe x0 2 P \ @
 et �0 � 1 :

Fx0 = �0x0; alors, Fx0 � x0; ce qui contredit (H3):

Lemme 1.3.4 Soit 0 2 
 et F : P \
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H4) 9u0 > 0; u0 2 Pnf0g tel que: x� Fx 6= �u0; 8x 2 P \ @
; 8� � 0:

Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 0:

Démonstration. Dans le cas où 
 est une boule ouverte de centre 0 et de rayon r;

on aura P \ 
 = Pr = P \ B(0; r): Soit � = sup
x2Pr

kFxk et soit � > r+�
ku0k :

On dé�nit l�application compacte H : [0; 1]� Pr ! P par

H(t; x) = Ht(x) = tFx+ (1� t)(Fx+ �u0):

Alors, H n�admet pas de points �xes sur @Pr; car sinon, il existerait t0 2 [0; 1] et

x0 2 @Pr tels que

t0Fx0 + (1� t0)(Fx0 + �u0) = x0 ) x0 � Fx0 = �(1� t0)u0:

Et comme t0 � 1; alors �(1 � t0) � 0; ce qui contredit l�hypothèse (H4): D�après la

propriété de l�invariance homotopique du point �xe de Ht; on obtient

i(H1; Pr; P ) = i(F; Pr; P ) = i(H0; Pr; P ) = i(F + �u0; Pr; P ):
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Si on suppose que i(F + �u0; Pr; P ) 6= 0; alors 9x0 2 Pr tel que x0 = Fx0 + �u0: Par

conséquent,

kx0k = kFx0 + �u0k

� � ku0k � kFx0k

>
r + �

ku0k
ku0k � kFx0k

> r + �� kFx0k

> r + kFx0k � kFx0k = r:

Mais x0 2 Pr ) kx0k < r; d�où la contradiction. Ainsi, on a démontré que i(F +

�u0; Pr; P ) = 0 et donc le résultat demandé en découle.

Lemme 1.3.5 Soit 0 2 
 et F : P \
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H5) :

�
(a) inf

x2P\@

kFxk > 0 ;

(b) Fx 6= �x;8x 2 P \ @
 et 8� 2]0; 1]:
Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 0:

Démonstration. Posons 
 = B(0; r): Grâce aux théorèmes d�extension de Dugundji

(voir Annexes), on peut toujours considérer l�application compacte F1 : X! Conv(F (@Pr));

où Conv(F (@Pr)) est le plus petit convexe contenant F (@Pr); et telle que

F1x = Fx; 8x 2 @Pr:

D�autre part, le fait que [0 =2 C � P et C est compact] ) [0 =2 Conv(C)]; permet de

dire que

inf
x2X

kF1xk = � > 0:

En e¤et, d�une part, on a:

(a) ) kFxk > 0;8x 2 P \ @
 = @Pr

) dist(Fx; 0) > 0;8x 2 @Pr

) 0 =2 F (@Pr):
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D�autre part, l�opérateur F : Pr ! P est compact ) F (Pr) l�est aussi, donc F (@Pr) est

un compact inclus dans P: On obtient donc 0 =2 Conv(F (@Pr)):

Maîntenant, on considère la déformation homotopique

H�(x) = H(�; x) = (1� �)Fx+ �kF1x ; � 2 [0; 1] et k > 1:

� L�indice du point �xe i(H�; Pr; P ) est bien dé�ni, 8� 2 [0; 1] ; du fait que H� est sans

points �xes sur @Pr: En e¤et, supposons par l�absurde qu�il existe x0 2 @Pr et �0 2 [0; 1]

tels que H�0(x0) = x0: Donc,

(1� �0)Fx0 + �0kF1x0 = x0 ) (1 + (k � 1)�0)Fx0 = x0;

car F1x = Fx; 8x 2 @Pr: D�où

Fx0 =
1

1 + (k � 1)�0
x0:

Mais, 1
1+(k�1)�0

2]0; 1]; ceci contredit (b): Alors, la propriété de l�invariance homo-

topique de l�indice du point �xe a lieu, et on a

i(F; Pr; P ) = i(kF1; Pr; P ):

Si i(kF1; Pr; P ) 6= 0; alors 9x1 2 Pr tel que x1 = kF1x1: Or, kF1xk > �;8x 2 Pr; donc

kF1x1k > �) k kF1x1k > k�) kx1k > k�) k� < r ) k <
r

�
:

On trouve �nalement, i(kF1; Pr; P ) = 0; pour k > maxf1; r�g:

Donc, le résultat demandé en découle.

Lemme 1.3.6 Soit F : P \ 
! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H6) kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 P \ @
:

Alors,

i(F; P \ 
; P ) = 0:
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Démonstration. Montrons par l�absurde que (H6)) (H4): Supposons donc que :

8u0 > 0; 9x0 2 P \ @
; 9�0 � 0 : x0 � Fx0 = �0u0:

� �0 = 0 : Fx0 = x0; contradiction avec Fx 6= x; 8x 2 P \ @
:

� �0 > 0 : x0 � Fx0 = �0u0 > 0 ) Fx0 < x0 ) kFx0k < kx0k ; contradiction

avec kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
: D�où (H6) ) (H4); et par le lemme 1:3:4, on trouve

i(F; P \ 
; P ) = 0:

Lemme 1.3.7 Soit F : Pr ! P un opérateur compact satisfaisant l�hypothèse

(H7) Fx � x; 8x 2 @Pr:

Alors,

i(F; Pr; P ) = 0:

Démonstration. Raisonnons par l�absurde. Supposons que i(F; Pr; P ) 6= 0: Comme

F est compact, alors il est borné sur Pr; ceci est équivalent à dire que

9a > 0 : 8x 2 Pr; kFxk � a:

Soit x0 2 P tel que kx0k > r + a et considérons l�homotopie compacte

H(t; x) = Ht(x) = Fx+ tx0; t 2 [0; 1]:

Alors Ht est sans point �xe sur @PR; car sinon, il existerait x 2 @Pr tel que H(t; x) =

Fx+ tx0 = x: Donc,

x = Fx+ tx0 , x� Fx = tx0 2 P; (car t � 0 et x0 2 P )

, Fx � x; (relation d�ordre sur P );

ceci contredit (H7): Par l�invariance homotopique de l�indice du point �xe, on obtient

i(F + x0; Pr; P ) = i(F; Pr; P ):

Si i(F + x0; Pr; P ) 6= 0; alors 9x1 2 Pr : Fx1 + x0 = x1:
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Donc, x0 = x1 � Fx1 ) kx0k = kx1 � Fx1k � kx1k + kFx1k < r + a; d�après la

bornitude de F sur Pr: Ainsi, on a trouvé que kx0k < r + a; mais x0 est supposé tel que

kx0k > r + a; d�où la contradiction. Finalement, on déduit que

i(F + x0; Pr; P ) = i(F; Pr; P ) = 0:

Ceci termine la démonstration du lemme 1:3:7.
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CHAPITRE

2 Quelques théorèmes du

point �xe sur les cônes

Maîntenant, on est en mesure d�énoncer quelques théorèmes du point �xe sur les cônes.

2.1 Théorèmes du point �xe d�expansion et de com-

pression d�un cône

2.1.1 Théorème du point �xe de Krasnosel�skii

Commençons d�abord par le théorème principal suivant, appelé théorème du point �xe

d�expansion et de compression d�un cône (dû à Krasnosel�skii [11] en 1960) qui généralise

le théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné a¢ rmant que

si F : [a; b]! R où [a; b] � R est un intervalle non vide tel que

(F (a)� a)(b� F (b)) > 0:

Alors F admet au moins un point �xe dans ]a; b[:

Théorème 2.1.1 Soient P un cône dans un espace de Banach X et F : P ! P un

opérateur compact véri�ant l�une des conditions suivantes :

1. Fx � x; 8x 2 @Pr et Fx � x; 8x 2 @PR:

36



2.1. Théorèmes du point �xe d�expansion et de compression d�un cône

2. Fx � x; 8x 2 @Pr et Fx � x; 8x 2 @PR:

Alors, si 0 < r < R; F admet au moins un point �xe x 2 P tel que r � kxk � R:

Illustration graphique dans R où P = R+; @Pr = frg et @PR = fRg:

r R r R

Démonstration. 1er cas : F véri�e 1:

� S�il existe x 2 @Pr [ @PR tel que Fx = x; alors la preuve est terminée.

� Sinon, posons 
 = PR; 
1 = PRnPr � PR et 
2 = Pr � PR: On véri�e alors que


1\ 
2 = ?; 
n(
1 [ 
2) = @Pr [ @PR; et comme Fx 6= x; 8x 2 @Pr [ @PR; l�indice du

point �xe étant additif, donc

i(F; PR; P ) = i(F; PRnPr; P ) + i(F; Pr; P )) i(F; PRnPr; P ) = �1:

En e¤et, d�après les lemmes 1:3:3 et 1:3:7; la première inégalité de 1 donne

i(F; Pr; P ) = 1;

et la deuxième donne

i(F; PR; P ) = 0:

� 2�eme cas : F véri�e 2:

Si on procède de la même manière que dans le premier cas, on trouve

i(F; Pr; P ) = 0;
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i(F; PR; P ) = 1:

Par suite, on obtient

i(F; PRnPr; P ) = 1:

Finalement, on a démontré que i(F; PRnPr; P ) 6= 0; et en utilisant la propriété de

l�existence de l�indice du point �xe, on conclut que F admet au moins un point �xe

x 2 PRnPr: D�où le résultat.

Remarque 2.1.1 Dans le théorème précédent,

� Si F véri�e 1; alors on dit que F est l�expanseur du cône P:

� Si F véri�e 2; alors on dit que F est le compresseur du cône P:

Théorèmes d�expansion d�un cône

Les théorèmes suivants assurent l�existence du point �xe de l�opérateur F dans la

coquille cônique dé�nie par (en posant 0 < r < R)

Pr;R = fx 2 P : r � kxk � Rg;

dont les frontières inférieure et supérieure sont de type

fx 2 P : kxk = �g où � 2 fr; Rg:

Théorème 2.1.2 Soit F : PR ! P un opérateur compact tel que les conditions suivantes

soient satisfaites:

1. 9u0 > 0 : x� Fx 6= �u0; 8x 2 @Pr et 8� � 0:

2. Fx 6= �x; 8x 2 @PR et 8� � 1:

Alors, F admet au moins un point �xe x 2 Pr;R:

Démonstration. Notons d�abord que les conditions 1 et 2 de ce théorème, sont

respectivement les conditions (H4) et (H1) des lemmes 1:3:4 et 1:3:1; donc

i(F; Pr; P ) = 0 et i(F; PR; P ) = 1:
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Comme l�on a déja vu dans la démonstration du théorème de Krasnosel�skii, et par

l�additivité de l�indice du point �xe, on obtient

i(F; PRnPr; P ) = 1:

Par suite, l�opérateur F admet au moins un point �xe dans PRnPr = Pr;R � Pr;R:

Théorème 2.1.3 Soit F : PR ! P un opérateur compact véri�ant les conditions suiv-

antes :

1. Fx 6= �x pour kxk = r et � � 1;

2. Fx 6= �x pour kxk = R et 0 < � � 1;

3. inf
x2@PR

kFxk > 0:

Alors, F admet au moins un point �xe x 2 Pr;R:

Démonstration. Le résultat est donné par les lemmes 1:3:1; 1:3:5 et le théorème

2:1:1:

Théorème 2.1.4 Soit F : PR ! P un opérateur compact tel que :

1. Fx 6= �x; 8x 2 @Pr et 8� � 1;

2. kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 @PR:

Alors, F admet au moins un point �xe x 2 Pr;R:

Démonstration. Il se montre de la même manière que dans la démonstration du

théorème 2:1:1 en utilisant les lemmes 1:3:1 et 1:3:6:

Théorème 2.1.5 Soit F : PR ! P un opérateur compact satisfaisant les conditions :

1. kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 @Pr;

2. 9u0 > 0= x� Fx 6= �u0; 8x 2 @PR et 8� � 0:
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Alors, F admet au moins un point �xe x 2 Pr;R:

Démonstration. Elle est basée sur les lemmes 1:3:2 et 1:3:4:

Remarque 2.1.2 Les théorèmes du point �xe de compression d�un cône s�obtiennent si

la première condition est véri�ée sur @PR et la deuxième sur @Pr:

2.1.2 Théorème du point �xe d�expansion et de compression

d�un cône de type norme

La version de type norme du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un

cône de Krasnosel�skii, est obtenue par Guo [9].

Théorème 2.1.6 Soit X un espace de Banach, 
1 et 
2 deux ouverts bornés de X tels

que 0 2 
1; 
1 � 
2 et P � X un cône. On considère l�opérateur compact F : P \

(
2n
1)! X véri�ant l�une des conditions suivantes:

1. kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
1 et kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
2:

2. kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
1 et kFxk � kxk ; 8x 2 P \ @
2:

Alors, F admet au moins un point �xe dans P \ (
2n
1):

Démonstration. Démontrons ce théorème sous la condition 1: (la preuve est analogue

si F véri�e 2).

Commençons d�abord par étendre F à P \ 
2; grâce au théorème d�extension de

Dugundji 3:3:3 (voir Annexes), On peut donc supposer, sans perte de généralité, que F

n�admet pas un point �xe sur P \ @
1 et sur P \ @
2; sinon le théorème est démontré.

Dans ce cas, 1 devient

kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 P \ @
1:

kFxk � kxk et Fx 6= x; 8x 2 P \ @
2:
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Par conséquent, les lemmes 1:3:2 et 1:3:6 entraînent que

i(F; P \ 
1; P ) = 1 et i(F; P \ 
2; P ) = 0:

On a: P \ (
2n
1) � P \ 
2; P \ 
1 � P \ 
2; [P \ (
2n
1)] \ [P \ 
1] = ? et F

n�admet pas de points �xes sur P \ 
2n
�
(P \ (
2n
1)) [ (P \ 
1)

�
= P \ @
2; donc par

la propriété d�additivité de l�indice du point �xe, on aura:

i(F; P \ 
2; P ) = i(F; P \ (
2n
1); P ) + i(F; P \ 
1; P ):

De cette égalité, on déduit que i(F; P \ (
2n
1); P ) = �1; et par conséquent, 9x 2

P \ (
2n
1) tel que Fx = x: Or, 
2n
1 � 
2n
1; ceci implique l�existence d�au moins

un point �xe dans P \ (
2n
1): D�où le résultat.

2.1.3 Théorème du point �xe d�expansion et de compression

d�un cône de type fonctionnel

Dans cette partie, on va voir une autre version du théorème de Krasnosel�skii; généralisant

la version de type norme; dite de type fonctionnel (dûe à Avery-Anderson [2] en 2002).

Cette généralisation permet de choisir deux fonctionnelles satisfaisant certaines conditions

qui seront utilisées à la place de la norme et permettant d�utiliser ce théorème dans

un cadre plus grand de situations. En particulier, pour les problèmes aux limites, ces

fonctionnelles permettent d�améliorer des conditions su¢ santes assurant l�existence de

solutions positives multiples.

A présent, donnons la dé�nition suivante qui sera utile pour la suite :

Dé�nition 2.1.1 Une fonction � est dite fonctionnelle continue positive sur un cône P;

si � : P ! [0;1) est continue.

Soient �; � deux fonctionnelles continues positives sur P: Pour 0 < r < R; on dé�nit

les ensembles suivants:

P (�;R) = fx 2 P : �(x) < Rg;

P (�; �; r; R) = fx 2 P : r < �(x) et �(x) < Rg:
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Résultat principal

Le théorème suivant (étant une généralisation du théorème 2:1:6), donne au moins un

point �xe dans la coquille cônique P (�; �; r; R) = fx 2 P : r � �(x) et �(x) � Rg dont

les frontières inférieure et supérieure sont respectivement

@P (�; r) = fx 2 P : �(x) = rg et @P (�;R) = fx 2 P : �(x) = Rg;

(au lieu de @Pr et @PR dans le théorème 2:1:6:)

Théorème 2.1.7 Soit P un cône dans un espace de Banach réel X et soit �; � deux

fonctionnelles continues positives sur P: Supposons que l�ensemble P (�; �; r; R) est non

vide, borné et F : P (�; �; r; R)! P un opérateur complètement continu véri�ant:

inf
x2@P (�;�;r;R)

kFxk > 0 et P (�; r) � P (�;R):

Supposons de plus que l�une des conditions suivantes soit satisfaite:

(C1) : �(Fx) � r; 8x 2 @P (�; r); �(Fx) � R; 8x 2 @P (�;R); et pour y 2 @P (�; r);

z 2 @P (�;R); � � 1 et � 2 (0; 1]; on a : �(�y) � ��(y); �(�z) � ��(z) avec �(0X) = 0:

(C2) : �(Fx) � r; 8x 2 @P (�; r); �(Fx) � R; 8x 2 @P (�;R) et pour y 2 @P (�; r);

z 2 @P (�;R); � 2 (0; 1] et � � 1; on a : �(�y) � ��(y); �(�z) � ��(z) avec �(0X) = 0:

Alors, F admet au moins un point �xe x� 2 P (�; �; r; R):

Démonstration. � S�il existe x 2 @P (�; �; r; R) tel que Fx = x; alors le théorème

est démontré.

� Sinon, Fx 6= x; 8x 2 @P (�; �; r; R): Grâce au théorème d�extension de Dugundji

3:3:3 (voir Annexes), F admet une extension complètement continue notée encore F :

P (�;R) ! P: On suppose que la condition (C1) est véri�ée. (la preuve étant analogue

pour la condition (C2) ). Alors, on a les deux résultats suivants:

1) Fy 6= �y; 8y 2 @P (�; r) et 8� � 1:

En e¤et, raisonnons par l�absurde et supposons qu�il existe y0 2 @P (�; r); �0 > 1 tel

que Fy0 = �0y0; et comme F est sans points �xes sur les bords, alors

�(Fy0) = �(�0y0) � �0�(y0) > �(y0) = r;
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ce qui contredit le fait que �(Fx) � r;8x 2 @P (�; r): Notons que 0X 2 P (�; r); car

0X 2 P et �(0X) = 0 < r par hypothèse. Le lemme 1:3:1 nous donne

i(F; P (�; r); P ) = 1:

2) Fz 6= �z; 8z 2 @P (�;R) et 8� 2 (0; 1]:

En e¤et, s�il existe z0 2 @P (�;R) et �0 2 (0; 1[ tels que Fz0 = �0z0; alors

�(Fz0) = �(�0z0) � �0�(z0) < �(z0) = R ;

mais, �(Fx) � R;8x 2 @P (�;R); d�où la contradiction. De plus, 0X 2 P (�;R) et

inf
x2@P (�;�;r;R)

kFxk > 0; par hypothèse, et donc le lemme 1:3:5 donne

i(F; P (�;R); P ) = 0:

D�autre part, on a : P (�; r) � P (�; r) � P (�;R); P (�; �; r; R) � P (�;R);

P (�; r) \ P (�; �; r; R) = ? et F n�admet pas de points �xes sur

P (�;R)n[P (�; �; r; R) [ P (�; r)] = @P (�; r) [ @P (�;R) = @P (�; �; r; R):

Donc la propriété d�additivité de l�indice du point �xe a lieu et on a:

i(F; P (�;R); P ) = i(F; P (�; �; r; R); P ) + i(F; P (�; r); P ):

De cette dernière, on déduit que i(F; P (�; �; r; R); P ) = �1 6= 0; et par conséquent, F

admet au moins un point �xe positif x� 2 P (�; �; r; R): D�où le résultat.

Extension du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un cône

de type fonctionnel

Théorème 2.1.8 (Avery-Anderson-Krueger [3] en 2006)

Sous les hypothèses du théorème précédent, on suppose qu�il existe xl; xu 2 P où P

est un cône normal, telles que P (�; �; r; R) � [xl; xu]: Alors, les assertions suivantes sont

vraies:
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(E1) S�il existe un opérateur croissant, complètement continu U : [xl; xu]! P tel que

Fx � Ux; pour tout x 2 [xl; xu] et U2xu � Uxu; alors

x� � x�u � Unxu; 8n 2 N

avec x�u = lim
n!+1

Unxu:

(E2) S�il existe un opérateur croissant, complètement continu L : [xl; xu]! P tel que

Lx � Fx; pour tout x 2 [xl; xu] et Lxl � L2xl; alors

Lnxl � x�l � x�; 8n 2 N

avec x�l = lim
n!+1

Unxl:

Démonstration. � Le théorème 2:1:7 du point �xe d�expansion et de compression

d�un cône de type fonctionnel, assure l�existence d�un point �xe x� 2 P (�; �; r; R) pour

l�opérateur F:

� Nous allons démontrer l�assertion (E1); (la preuve de (E2) est analogue). On suppose

donc qu�il existe xl; xu 2 P tels que P (�; �; r; R) � [xl; xu] et un opérateur croissant,

complètement continu

U : [xl; xu]! P

satisfaisant

Fx � Ux; U2xu � Uxu; 8x 2 [xl; xu] :

Alors,

x� = Fx� � Ux� � Uxu:

U étant croissant, donc

8n 2 N; x� � Unxu � Un�1xu � ::: � Uxu:

D�où la série fUnxug1n=1 est décroissante et minorée par x�: D�après le théorème 3

(voir Annexes), il existe x�u tel que x
�
u = lim

n!1
Unxu avec

x� � x�u � Unxu:
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Commentaires

Les théorèmes du point �xe d�expansion et de compression d�un cône sont en fait des

généralisations du théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach ordonné

qui assure l�existence d�un point �xe dans une coquille cônique. Comme simple général-

isation de ce théorème, il semble naturel de remplacer l�intervalle [a; b] par un intervalle

ordonné de la forme fx 2 P : a � x � bg au lieu de la coquille cônique. En e¤et, si on

suppose que f : [a; b]! P est compacte et croissante, alors f([a; b]) = [f(a); f(b)] � [a; b]

à condition que a < f(a) et f(b) < b: Ceci permet d�appliquer le théorème du point �xe

de Schauder pour avoir l�existence d�un point �xe sur ]a; b[: L�avantage de ce théorème et

qu�on doit véri�er seulement deux conditions, permettant à f de transformer les points

a; b dans l�intervalle ordonné [a; b] : C�est un problème beaucoup plus facile que de véri�er

les hypothèses du théorème de la compression d�un cône.

2.2 Théorèmes d�existence des points �xes multiples

2.2.1 Théorème des points �xes multiples dû à H.Amann

Dans cette partie, on montre que sous certaines propriétés supplémentaires, il est possible

de généraliser le théorème des valeurs intermédiaires dans un espace de Banach quelconque

en utilisant les intervalles ordonnés. Un résultat de multiplicité est basé sur le théorème

principal suivant; dû à H. Amann [1] en 1976:

Théorème 2.2.1 Soit X un espace de Banach, D � X un rétracté, F : D ! D un

opérateur compact sans point �xe sur @D: Supposons que D1; D2 sont deux rétractés dis-

joints de D; 
i � Di un ouvert de D pour i 2 f1; 2g: Supposons de plus que F (Di) � Di

et Fix(F ) \ (Din
i) = ?; où Fix(F ) désigne l�ensemble des points �xes de F: Alors, F

admet au moins trois points �xes distincts x; x1; x2 tels que

xi 2 
i; i 2 f1; 2g et x 2 Dn(D1 [D2):

Démonstration. � On a : F (Di) � Di; pour i 2 f1; 2g; Di étant un rétracté de

D; donc de X: Ceci permet d�appliquer le théorème du point �xe de Schauder (voir la
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remarque 1:3:3), et on a

9xi 2 Di : Fxi = xi; i 2 f1; 2g:

Or, F est sans point �xe dans Din
i; donc forcément xi 2 
i: Ainsi, on a démontré

l�existence de deux points �xes de F ; x1 2 
1 et x2 2 
2: Evidemment, x1 6= x2: Il reste

donc à montrer l�existence d�un autre point �xe x 2 Dn(D1 [D2):

D�une part, (
1 [ 
2) � D; [Dn(
1 [ 
2)] � D; (
1 [ 
2) \ [Dn(
1 [ 
2)] = ? et F

n�admet pas de point �xe sur Dn[Dn(
1 [ 
2) [ (
1 [ 
2)] = @D [ @
1 [ @
2; donc la

propriété d�additivité de l�indice du point �xe a lieu, et on a

i(F;D;D) = i(F;
1 [ 
2; D) + i(F;Dn(
1 [ 
2); D):

De même,

i(F;
1 [ 
2; D) = i(F;
1; D) + i(F;
2; D):

De plus, F (
i) � Di; la propriété de permanence implique que

i(F;
i; D) = i(F;
i \Di; Di) = i(F;
i; Di):

D�autre part, on a 
i � Di; et comme F est sans point �xe sur Din
i alors la propriété

d�excision entraîne que

i(F;
i; Di) = i(F;Di; Di):

Par conséquent, on déduit des égalités précédentes que

i(F;Dn(
1 [ 
2); D) = i(F;D;D)�
2X
j=1

i(F;
j; Dj) = i(F;D;D)�
2X
j=1

i(F;Dj; Dj):

En utilisant la remarque 1:3:2; avec C = D; puis C = Di on trouve

i(F;D;D) = i(F;D1; D1) = i(F;D2; D2) = 1:

Donc, i(F;Dn(
1 [ 
2); D) = �1 6= 0; et par la propriété de l�existence, on conclut

�nalement que F admet au moins un point �xe x 2 Dn(
1 [ 
2) � Dn(
1 [ 
2): (On

véri�e bien que x =2 fx1; x2g; car (
1 [ 
2) \ [Dn(
1 [ 
2)] = ?:)
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Corollaire 2.2.1 Soit X un espace de Banach, P � X un cône solide. Considérons

l�existence de quatre points �xés yi; ŷi 2 X; i = 1; 2 avec

y1 < ŷ1 < y2 < ŷ2:

Et supposons que F : [y1; ŷ2]! X est un opérateur compact et fortement croissant tel

que

y1 � Fy1; F ŷ1 < ŷ1; y2 < Fy2; F ŷ2 < ŷ2:

Alors, f admet au moins trois points �xes distincts x; x1; x2 tels que

y1 � x1 � ŷ1; y2 � x2 � ŷ2 et y2 
 x 
 ŷ1:

Démonstration. [15]

Puisque l�usage d�intervalle ordonné ne peut pas être toujours approprié (les conditions

imposées sur F dans le corollaire précédent, sont très fortes), on peut prouver aussi

un résultat de multiplicité semblable, pour un opérateur complètement continu, sur une

coquille conique dont la frontière supérieure est encore donnée par

fx 2 P : kxk = rg;

mais, la frontière supérieure est de type

fx 2 P : '(x) = %g;

avec ' : P ! R+ est une fonctionnelle continue et concave.

2.2.2 Théorèmes des points �xes multiples de Leggett-Williams

Dans cette partie, on s�intéresse à l�existence de points �xes positifs multiples d�un opéra-

teur non linéaire complètement continu dé�ni sur un cône P d�un espace de BanachX: Les

résultats principaux donnent des conditions su¢ santes pour qu�un tel opérateur puisse
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admettre deux ou trois points �xes positifs sans être fortement croissant. Nous allons

considérer tout d�abord des ensembles (remplaçant les intervalles ordonnés) de la forme

S(�; a; b) = fx 2 P : �(x) � a et kxk � bg; a; b 2]0;+1[:

où � est une fonctionnelle positive, continue et concave sur P et on dé�nit pour

0 < c � 1; l�ensemble Pc comme suit:

Pc = fx 2 P : kxk < cg; si 0 < c <1;

P1 = P:

Résultats principaux

Le premier résultat donne des conditions su¢ santes pour que l�opérateur F : Pc ! P

ait au moins un point �xe non trivial dans S(�; a; c):

Théorème 2.2.2 Soit F : Pc ! P un opérateur complètement continu. Supposons qu�il

existe une fonctionnelle concave � véri�ant �(x) � kxk ; pour tout x 2 P ainsi que des

réels c � b > a > 0 satisfaisant les conditions suivantes:

1. Si x 2 S(�; a; b); alors fx 2 S(�; a; b) : �(x) > a g 6= ? et �(Fx) > a ;

2. Si x 2 S(�; a; c); alors Fx 2 Pc ;

3. 8x 2 S(�; a; c) avec kFxk > b; on a : �(Fx) > a:

Alors F admet au moins un point �xe dans S(�; a; c):

Démonstration. Notons d�abord que l�ensemble U = fx 2 S(�; a; c) : �(x) > a g est

l�intérieur de S(�; a; c): Supposons que x 2 @U soit un point �xe de F; alors �(x) = a; et

comme S(�; a; b) � S(�; a; c) (du fait que b � c), ceci montre que x 2 S(�; a; b) ou bien

kxk > b:

� Si x 2 S(�; a; b); alors x = Fx ) �(x) = �(Fx) > a d�après 1; ce qui contredit le

fait que �(x) = a:
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� Si kxk > b; alors kFxk > b et par la condition 3; on obtient �(x) = �(Fx) > a;

d�où la contradiction. Donc F n�admet pas de points �xes sur @U et i(F;U; Pc) est bien

dé�ni. Choisissons maîntenant x0 2
�
U et dé�nissons l�opérateur complètement continu

Ht : [0; 1]� U ! Pc par

Ht(x) = (1� t)Fx+ tx0; t 2 [0; 1]:

Alors Ht est sans point �xe sur @U: En e¤et, s�il existe x 2 @U ; �(x) = a; tel que

Ht(x) = x alors deux cas se présentent :

� kFxk > b : par la condition 3; on obtient �(Fx) > a; donc,

�(x) = �((1� t)Fx+ tx0)

� (1� t)�(Fx) + t�(x0)

> a:

D�où la contradiction.

� kFxk � b : dans ce cas, on a : kxk = k(1� t)Fx+ tx0k � (1� t) kFxk+ t kx0k � b:

Alors x 2 S(�; a; b): D�après 1; �(x) > a; ce qui contredit le fait que �(x) = a: Ainsi,

on a démontré que l�indice i(Ht; U; Pc) est bien dé�ni, et par la normalisation l�invariance

homotopique de l�indice du point �xe, on trouve :

i(F;U; Pc) = i(x0; U; Pc) = 1:

Par conséquent, F admet au moins un point �xe x� dans U: De plus, on véri�e que ce

point �xe est non nul, car : x� 2 U ) x� 2 S(�; a; c) ) x� 2 P; �(x�) � a et kx�k � c;

mais �(x) � kxk ; 8x 2 P; donc 0 < a � �(x�) � kx�k � c) kx�k > 0) x� > 0X :

Remarque 2.2.1 La condition 3 du théorème précédent sera satisfaite si l�une des con-

ditions suivantes est véri�ée

1. �(Fx) > a
b
kFxk ;8x 2 S(�; a; c):

2. kFxk � �(Fx) < b� a;8x 2 S(�; a; c):

(Il su¢ t de poser kFxk > b dans l�une de ces deux conditions, pour que 3 soit véri�ée.)
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Dans les applications de ce théorème et des résultats qui le suivent, il est souvent plus

facile d�établir la validité de 1 ou 2 que d�établir directement la condition plus générale 3:

Le résultat suivant donne l�existence d�au moins trois points �xes positifs pour l�opérateur

F; mais avec une restriction supplémentaire sur ce dernier.

Théorème 2.2.3 Soit F : Pc ! Pc un opérateur complètement continu. On suppose qu�il

existe une fonctionnelle concave � véri�ant �(x) � kxk ; 8x 2 P; et des constantes réelles

a; b; � avec 0 < � < a < b � c satisfaisant les conditions suivantes :

1. Si x 2 S(�; a; b); alors fx 2 S(�; a; b) : �(x) > a g 6= ? et �(Fx) > a ;

2. Si x 2 P�; alors kFxk < � ;

3. 8x 2 S(�; a; c) avec kFxk > b; on a : �(Fx) > a:

Alors F admet au moins trois points �xes x1; x2; x3 dans Pc tels que

kx1k � �; �(x2) > a et kx3k � � avec �(x3) � a:

Démonstration. Soit U1 = fx 2 Pc : kxk < �g et U2 = fx 2 S(�; a; c) : �(x) > a g:

Alors U1 et U2 sont deux ensembles ouverts disjoints, convexes dans Pc et F n�admet pas

de point �xe sur @U1 [ @U2 = @(U1 [ U2): En e¤et,

� S�il existe x 2 @U1= Fx = x; on obtient kFxk = kxk = �: Contradiction avec la

condition 2:

� S�il existe x 2 @U2= Fx = x; on obtient une contradiction (voir la preuve du théorème

précédent, où U2 = U). D�après 2; on aura F (U1) � U1; car si y = Fx 2 F (U1); alors

Fx 2 Pc et x 2 U1 � P�: De plus, kyk = kFxk < �:

� Par le théorème du point �xe de Schauder, F admet au moins un point �xe x1 2 U1:

� Par le théorème précédent, F admet au moins un point �xe x2 2 U2: Il reste donc à

montrer l�existence d�au moins d�un autre point �xe. On a: Pcn(U1 [ U2) � Pc; U1[U2 �

Pc; [Pcn(U1 [ U2)] \ (U1 [ U2) = ? et Pcn([Pcn(U1 [ U2)] [ (U1 [ U2)) = @(U1 [ U2); et

comme F est sans point �xe sur @(U1 [ U2); alors la propriété d�additivité de l�indice du

point �xe nous donne

i(F; Pcn(U1 [ U2); Pc) = i(F; Pc; Pc)� i(F;U1 [ U2; Pc):
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De même,

i(F;U1 [ U2; Pc) =
2X
j=1

i(F;Uj; Pc):

Donc,

i(F; Pcn(U1 [ U2); Pc) = i(F; Pc; Pc)�
2X
j=1

i(F;Uj; Pc):

Soit V un sous-ensemble ouvert, convexe de Pc tel que F : V ! V n�admet pas de

point �xe sur @V: Puisque V est un rétracté de Pc; comme fermé convexe du rétracté P;

par la propriété de permanence de l�indice du point �xe, on aura :

i(F; V; Pc) = i(F; V \ V ; V ) = i(F; V; V ):

D�autre part, on peut montrer que i(F; V; V ) = 1: En e¤et, par la preuve du théorème

du point �xe de Schauder utilisant l�indice du point �xe, on obtient

i(F; Pc; Pc) = 1:

Par la remarque 1:3:3; nous obtenons :

i(F; V ; V ) = 1;

V étant un ouvert de V et F est sans point �xe sur V nV = @V; alors la propriété

d�excision donne

i(F; V ; V ) = i(F; V; V ) = 1:

D�après ce qui précède, si on pose V = U1; ce dernier véri�e bien toutes les conditions

imposées sur V; alors

i(F;U1; U1) = 1 = i(F;U1; Pc):

D�où:

i(F;U1; Pc) = 1 = i(F; Pc; Pc):

Comme dans la démonstration du théorème 2:2:2; on aura:

i(F;U2; Pc) = 1:
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Par conséquent,

i(F; Pcn(U1 [ U2); Pc) = 1� 2 = �1:

La propriété de l�existence assure donc l�existence d�au moins un point �xe x3 2

Pcn(U1 [ U2):
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CHAPITRE

3 Applications à des

problèmes aux limites de

type Dirichlet

Introduction

Le théorème principal du point �xe de Krasnosel�skii sur les cônes a été souvent utilisé

pour discuter l�existence des solutions positives à des problèmes aux limites de type

(P)

�
�u00(t) = f(u(t)); 0 < t < 1;

u(0) = u(1) = 0:

où f 2 C(R+;R+). Sous certaines hypothèses sur f; Avery [2] a montré l�existence

d�au moins trois solutions positives au problème (P) en appliquant le théorème des points

�xes multiples de Leggett-Williams [14]. Henderson et Thompson [10] ont amélioré ce

résultat en utilisant la symétrie de la fonction de Green associée au problème (P).
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3.1. Application du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un cône de
type norme

3.1 Application du théorème du point �xe d�expansion

et de compression d�un cône de type norme

Considérons le problème aux limites du second ordre (P) avec f(0) = 0; donc u = 0 est

une solution triviale de ce problème. Nous allons démontrer l�existence de solutions non

triviales en exigeant à f de satisfaire les deux conditions suivantes:

1. 0 � lim
u!0+

f(u)
u
< 8;

2. 128
3
< lim

u!1

f(u)
u
� +1:

Notons que 1 et 2 sont véri�ées pour f(u) = u;  > 1: Alors (P) admet au moins une

solution u 2 C2([0; 1]) telle que u(t) > 0; 8t 2 (0; 1):

� (P) est équivalent à l�équation intégrale

u(t) =

Z 1

0

G(t; s)f(u(s))ds

où la fonction de Green G : [0; 1]� [0; 1]! R est donnée par:

G(t; s) =

�
t(1� s); 0 � t � s � 1
s(1� t); 0 � s � t � 1;

en utilisant la méthode de la variation des constantes.

Propriétés de la fonction de Green

1. G(t; s) � 0; 8t; s 2 [0; 1]

2. G(t; s) � s(1� s); 8t; s 2 [0; 1]

3. G(t; s) � 1
4
s(1� s); 8t 2 [1

4
; 3
4
] et 8s 2 [0; 1]

4.
R 1
0
G(t; s)ds = t(1�t)

2
� 1

8
; 8t 2 [0; 1]

5.
R 1
0
@
@t
G(t; s)ds � 1

2
; 8t 2 [0; 1]:

On dé�nit maîntenant l�opérateur A par

(Au)(t) =
Z 1

0

G(t; s)f(u(s))ds:
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� L�opérateur A : C([0; 1]) ! C([0; 1]) est complètement continu d�après le lemme

d�Ascoli-Arzéla (voir Annexes). En e¤et,

1. A est continu sur C([0; 1]) : soit (un)n2N une suite de C([0; 1]); convergente vers un

certain élément u:

(Aun)(t) =
Z 1

0

G(t; s)f(un(s))ds; 8t 2 [0; 1] :

D�une part, la continuité de f entraîne que

f(un(s))! f(u(s)); 8s 2 [0; 1] quand n! +1:

D�autre part, on a pour tout t 2 [0; 1] :

j(Aun)(t)j �
Z 1

0

G(t; s)f(un(s))ds

� sup
s2[0;1]

f(un(s))

Z 1

0

G(t; s)ds

� M

8
2 L1([0; 1]):

Ainsi, on a véri�é les deux conditions du théorème de la convergence dominée de

Lebesgue (voir Annexes), donc Au 2 L1([0; 1]) et kAun �AukL1([0;1]) ! 0 quand

n! +1; ceci montre la continuité de A sur C([0; 1]):

2. A est borné sur C([0; 1]) : soit u 2 C([0; 1]); alors

j(Au)(t)j � M

8
<1; 8t 2 [0; 1] :

3. A est compact : Soit (un)n2N une suite bornée dans C([0; 1]): A étant borné, donc

(Aun)n2N l�est aussi dans C([0; 1]): De plus, par la propriété 5 de G (ci-dessus), on

aura :

j(Aun)0(t)j = j
Z 1

0

@

@t
G(t; s)f(un(s))dsj

� ( sup
s2[0;1]

f(un(s))

Z 1

0

@

@t
G(t; s)ds

� M

2
<1:

55



3.1. Application du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un cône de
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Donc (Aun)n2N est bornée dans C1([0; 1]); et d�après le corollaire 3:3:1 (voir Annexes),

(Aun)n2N admet une sous-suite convergente, ce qui montre la compacité de A:

Considérons maîntenant les ensembles:

P = fu 2 C([0; 1]) : u(t) � 0; 8t 2 [0; 1]g

P1 = fu 2 P : min
[ 1
4
; 3
4
]
u(t) � 1

4
kukg;

qui sont des cônes sur C([0; 1]):

� A : P ! P1 :

En e¤et, en utilisant les propriétés de la fonction de Green, alors pour toute u 2 P;

on aura les estimations suivantes:

kAuk = max
0�t�1

j(Au)(t)j = max
0�t�1

Z 1

0

G(t; s)f(u(s))ds �
Z 1

0

s(1� s)f(u(s))ds;

min
t2[ 1

4
; 3
4
]
(Au)(t) = min

t2[ 1
4
; 3
4
]

Z 1

0

G(t; s)f(u(s))ds � 1

4

Z 1

0

s(1� s)f(u(s))ds � 1

4
kAuk ;

et comme (Au)(t) � 0; 8t 2 [0; 1]; alors Au 2 P1:

� La condition 0 � lim
u!0+

f(u)
u
< 8; nous permet de choisir r > 0 tel que 0 � f(u) � 8u;

0 � u � r:

� Montrons que kAuk � kuk ; 8u 2 @Pr: Soit u 2 P1 avec kuk = r; alors

j(Au)(t)j =
Z 1

0

G(t; s)f(u(s)ds

� 8

Z 1

0

G(t; s)u(s)ds

� 8 kuk
Z 1

0

G(t; s)ds

� 8 kuk 1
8

� kuk :

Donc, max
t2[0;1]

j(Au)(t)j = kAuk � kuk :

� La condition 128
3
< lim

u!1

f(u)
u
� +1 entraîne qu�il existe � > 0 tel que f(u) � 128

3
u;

si u � �: Soit R = maxf2r; 4�g: Si u 2 P1 et kuk = R; on a alors,

min
[ 1
4
; 3
4
]
u(t) � 1

4
kuk = R

4
� � ) f(u(t)) � 128

3
u(t); 8t 2 [1

4
;
3

4
]:
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� Montrons que kAuk � kuk ; 8u 2 @PR: Soit u 2 P1 avec kuk = R; alors

j(Au)(1
2
)j =

Z 1

0

G(
1

2
; s)f(u(s))ds

�
Z 3

4

1
4

G(
1

2
; s)f(u(s))ds

� 128

3

Z 3
4

1
4

G(
1

2
; s)u(s)ds

� 128

3
[ min
s2[ 1

4
; 3
4
]
u(s)]

Z 3
4

1
4

G(
1

2
; s)ds

� 128

3
(
1

4
kuk)

Z 3
4

1
4

G(
1

2
; s)ds

� 32

3
kuk J

= kuk ;

où J =
R 3

4
1
4

G(1
2
; s)ds = 3

32
. Donc kAuk = max

0�t�1
j(Au)(t)j � j(Au)(t)j � j(Au)(1

2
)j �

kuk : D�où kAuk � kuk ; 8u 2 @PR: Par conséquent, le théorème 2:2:1 entraîne que

i(A; P1 \ (URnUr); P1) 6= 0; où UR = fu 2 P : kuk < Rg: i.e. l�opérateur A admet au

moins un point �xe u 2 P1 \ (URnPr) = P1 \ fu 2 P : r < u < Rg: Ceci est équivalent

à dire que le problème (P) admet au moins une solution u 2 C2([0; 1]) avec u(t) > 0 sur

(0; 1):

Remarque 3.1.1 Le dernier exemple était au cas d�expansion d�un cône de type norme.

On peut considérer aussi un exemple au cas de compression d�un cône donnant le même

résultat. Supposons qu�une fonction f 2 C(R+;R+) satisfait

1. lim
u!0+

f(u)
u
> 128

3
;

2. 0 � lim
u!1

f(u)
u
< 4:

Alors, le problème (P) admet au moins une solution u 2 C2([0; 1]) avec u(t) > 0 sur

(0; 1):

Démonstration. Analogue à la précédente.
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3.2 Application du théorème des points �xes multi-

ples de Leggett-Williams

Considérons le problème aux limites de type Dirichlet suivant:

(P)

�
�y00(t) = f(y(t)); 0 < t < 1;

y(0) = 0 = y(1):

On applique le théorème de Leggett-Williams pour obtenir trois solutions positives (au

moins deux sont non triviales), concaves et symétriques au problème (P): Ce dernier peut

s�écrire, en utilisant la variation des constantes, sous la forme intégrale:

y(t) =

Z 1

0

G(t; s)f(y(s))ds;

où G est la fonction de Green associée.

� On va utiliser les propriétés de G suivantes:

1. 0 < G(t; s) � G(s; s) = s(1� s); t > 0; s < 1;

2. G(t; s) � 1
4
s(1� s); t 2 [1

4
; 3
4
]; s 2 [0; 1];

3. max
0�t�1

R 1
0
G(t; s)ds = 1

8
;

4. min
1
4
�t� 3

4

R 3
4
1
4

G(t; s)ds =
R 3

4
1
4

G(1
4
; s)ds = 1

16
;

5. min
0�r�1

G( 1
4
;r)

G( 1
2
;r)
= 1

2
:

Soit X = C([0; 1]); l�espace de Banach muni de la norme sup et P2 � X le cône dé�ni

par

P2 = fy 2 P : y est positive, concave et symétrique sur [0; 1]g;

où P = fy 2 C([0; 1]) : y(t) � 0; 8t 2 [0; 1]g:

� Finalement, on dé�nit la fonctionnelle continue et concave � : P2 ! [0;+1) par

�(y) = min
1
4
�t� 3

4

y(t); y 2 P2:
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Notons que

�(y) = y(
1

4
) � max

1
4
�t� 3

4

y(t) � max
0�t�1

y(t) = y(
1

2
) = kyk : (*)

De même, y est une solution du problème (P) si et seulement

y(t) =

Z 1

0

G(t; s)f(y(s))ds; 0 � t � 1:

� Comme outil de la démonstration, le théorème suivant donne des hypothèses de

croissance que doit véri�er la non-linéairité f:

Théorème 3.2.1 Soit 0 < a < b < c
2
et supposons que f véri�e :

1. f(w) < 8a, pour 0 � w � a;

2. f(w) � 16b, pour b � w � 2b;

3. f(w) < 8c; pour 0 � w � c:

Alors (P) admet trois solutions positives symétriques y1; y2 et y3 (au moins deux sont

strictement positives) telles que

ky1k < a; �(y2) > b et ky3k > a avec �(y3) < b:

Démonstration. Commençons par dé�nir l�opérateur complètement continu

A : X ! X

y 7! (Ay)(t);

où

(Ay)(t) =
Z 1

0

G(t; s)f(y(s))ds; 0 � t � 1:

Remarquons que y est une solution de (P) si et seulement si y est un point �xe de A:

(i.e. Ay = y). Notons d�abord que si y 2 P2; alors

(Ay)(t) � 0; 8t 2 [0; 1]) Ay est positive sur [0; 1];
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(Ay)00(t) = �f(y(t)) � 0; 8t 2 [0; 1]) Ay concave sur [0; 1];

(Ay)(t) = (Ay)(1� t); 8t 2 [0; 1
2
]) Ay est symétrique sur [0; 1]:

Par conséquent, Ay 2 P2 et A : P2 ! P2:

� Montrons maîntenant que les conditions du théorème 2:2:3; notées 1; 2 et 3 sont

satisfaites.

1) D�après (�); nous avons �(y) � kyk ; 8y 2 P2:

2) Soit y 2 Pc; alors kyk � c ) 0 � max
0�t�1

y(t) � c ) y(t) 2 [0; c]; et d�après 3;

f(y(s)) < 8c; 0 � s � 1: En utilisant la propriété 3 de la fonction de Green, on trouve

kAyk = max
0�t�1

Z 1

0

G(t; s)f(y(s))ds

< 8cmax
0�t�1

Z 1

0

G(t; s)ds

< 8c
1

8
= c:

Donc A(Pc) � Pc:

3) Soit y 2 Pa: Alors par 1; on obtient f(y(s)) < 8a; 0 � s � 1: Nous déduisons

comme ci-dessus, que kAyk < a; ce qui montre que A(Pa) � Pa: La condition 2: est donc

satisfaite.

4) On a : y(t) = 2b est un élément de S(�; b; 2b); car kyk = max
0�t�1

(2b) = 2b et

�(y(t)) = min
1
4
�t� 3

4

(2b) = 2b > b; donc fy 2 S(�; b; 2b) : �(y) > bg 6= ?: De plus, si

y 2 S(�; b; 2b); alors �(y) = y(1
4
) = min

1
4
�t� 3

4

(y) � b; ceci entraîne que

b � min
1
4
�t� 3

4

y(t) � y(s) � max
0�t�1

y(t) = kyk � 2b:

i.e : b � y(s) � 2b; 8s 2 [1
4
; 3
4
]: Or, la condition 2 nous donne

f(y(s)) � 16b; 8y 2 S(�; b; 2b) et 1
4
� s � 3

4
:
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Par conséquent,

�(Ay) = min
1
4
�t� 3

4

Z 1

0

G(t; s)f(y(s))ds

=

Z 1

0

G(
1

4
; s)f(y(s))ds

>

Z 3
4

1
4

G(
1

4
; s)f(y(s))ds

> 16b

Z 3
4

1
4

G(
1

4
; s)ds

> b; car
Z 3

4

1
4

G(
1

4
; s)ds =

1

16
:

Alors, la condition 1 est satisfaite.

5) Finalement, montrons que la condition 3 est satisfaite, i.e. si y 2 S(�; b; c) telle

que kAyk > 2b; on a : �(Ay) > b: Soit y 2 S(�; b; c) telle que kAyk > 2b: Alors

�(Ay) = (Ay)(1
4
)

=

Z 1

0

G(
1

4
; s)f(y(s))ds

=

Z 1

0

G(1
4
; s)

G(1
2
; s)
G(
1

2
; s)f(y(s))ds

� ( min
0�r�1

G(1
4
; r)

G(1
2
; r)
)

Z 1

0

G(
1

2
; s)f(y(s))ds

� 1

2
(Ay)(1

2
)

� 1

2
kAyk

> b:

D�où le résultat.

Ainsi, on a véri�é toutes les hypothèses du théorème de Leggett-Williams. Ce dit

théorème, assure l�existence de trois points �xes positifs y1; y2 et y3 qui sont des solutions

du problème (P) considéré.
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3.3 Application du théorème du point �xe d�expansion

et de compression d�un cône de type fonctionnel

� Introduction

Dans cette partie, on va étudier l�existence de solutions positives pour le problème aux

limites du second ordre, posé sur la demi-droite réelle positive, suivant:�
�y00(t) + cy0(t) + �y(t) = f(t; y(t)); t 2 I;

y(0) = lim
t!+1

y(t) = 0:
(P1)

où I =]0;+1[; les paramètres c; � sont des constantes réelles strictement positives et

f : I � R+ ! R+ est une fonction continue véri�ant

lim
t!+1

f(t; 0) = 0:

Résultat principal

En posant k =
q
�+ c2

4
et z(t) = y(t)e�

c
2
t dans le problème (P1); on peut reformuler ce

problème pour la fonction z comme suit :�
�z00(t) + k2z(t) = e� c

2
tf(t; e

c
2
tz(t)); t 2 I;

z(0) = lim
t!+1

z(t) = 0:
(P2)

� Le problème (P2) est équivalent à l�équation intégrale

z(t) =

Z +1

0

G(t; s)e�
c
2
sf(s; e

c
2
sz(s))ds; (1)

où la fonction de Green positive G dé�nie sur I � I par

G(t; s) =
1

2k

�
e�ks(ekt � e�kt); t � s;
e�kt(eks � e�ks); s � t: (2)

est déterminée en utilisant la méthode de la variation des constantes.

Ainsi, on a réécrit le problème (P2) sous forme d�une équation intégrale, ce qui nous

permet de conclure que l�équation

y(t) =

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds; (3)
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est solution du problème (P1):

� Notons que les conditions aux bords y(0) = lim
t!+1

y(t) = 0 entraînent que G(0; s) = 0;

8s � 0 et lim
t!+1

(e
c
2
tG(t; s)) = lim

t!+1
[(eks� e�ks)e( c2�k)t] = 0; 8s � 0) c

2
� k < 0) k > c

2
:

� Le lemme suivant nous prouvera une estimation du noyau G; et sera util pour la

suite;

Lemme 3.3.1 La fonction de Green G satisfait les propriétés suivantes :

1. G(t; s) � 1
2k
; G(t; s)e��t � G(s; s)e�ks; 8t; s 2 I et 8� � k:

2. 8 2]0; �[; 8t 2 [; �]; 8s 2 I; G(t; s) � �G(s; s)e�ks:

Où

� = minfe�k�; ek � e�kg (4)

Finalement, pour tous nombres réels positifs 0 <  < �; on va utiliser les notations

G(t) =
Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)ds; m = min

t2[;�]
G(t) et M = max

t2[;�]
G(t): (5)

Théorème 3.3.1 (a) La fonction non linéaire f : I �R+ ! R+ est continue et satisfait

la condition de croissance polynômiale suivante :

9p > 0 : p 6= 1; 0 � f(t; y) � a(t) + b(t)yp; 8(t; y) 2 I � R+; (6)

où les fonctions a; b 2 C(I;R+) véri�ent

9� > k + c
2
telle que M2 =

Z +1

0

e(p��k�
c
2
)sb(s)ds <1: (7)

(b) En notant M1 =
R +1
0

e�(k+
c
2
)sa(s)ds; alors

9R > 0; 1
2k
(M1 +M2R

p) � R: (8)

(c) On suppose qu�il existe  2]0; �[ tel que

H = H(; �; �;R; f) = min
t2[;�]; y2[0;Re��]

f(t; y) > 0: (9)

Alors,
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1. Le problème (P1) admet une solution positive y� avec les propriétés :

ky�k� = sup
t2I
(e��ty�(t)) � R ; � ky�k� � min

t2[;�]
y�(t): (10)

2. Pour tout

0 < r < min(�R;H(m+M)); (11)

y� satisfait

r � min
t2[;�]

y�(t) + max
t2[;�]

y�(t): (12)

3. Par ailleurs, pour tout t 2 I; les comparaisons suivantes sont vraies :

yl(t) � y�(t) � y�u(t) � Unyu(t);8n 2 N;

où l�application U dé�nie sur X est telle que

8t 2 I; (Uy)(t) =
Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)[a(s) + b(s)jy(s)jp]ds; (13)

y�u = lim
n!+1

Unyu et les fonctions yl; yu sont dé�nies sur I par

yl(t) = HG(t) et yu(t) = Re
�t: (14)

Présentation du problème

Soient �;  et � 2 R tels qu�ils sont dans (7) et (9). Considérons l�espace de Banach

X = fy 2 C(I;R) : sup
t2I
(e��tjy(t)j) <1g;

muni de la norme:

kyk� = sup
t2I
(e��tjy(t)j):

Soit P le cône positif dé�ni sur X par

P = fy 2 X : y � 0 sur I et min
t2[;�]

y(t) � � kyk�g:

Sur le cône P; on introduit les fonctionnelles �; � : P ! R+ telles que

�(y) = min
t2[;�]

y(t) + max
t2[;�]

y(t); �(y) = kyk� : (15)
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Remarque 3.3.1 Si on considère la fonctionnelle � telle que �(y) = min
t2[;�]

y(t); alors la

partie (b) du théorème précédent, aura pour résultat:

8r : 0 < r < min(�R;Hm); y� véri�e: r � min
t2[;�]

y�(t):

Maîntenant, on considère sur X; l�opérateur F dé�ni par

8t 2 I; (Fy)(t) =
Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds: (16)

D�après (3); y est une solution du problème (P1) si et seulement si y est un point �xe

de l�opérateur F sur X; et inversement.

Par l�utilisation des théorèmes 2:1:7 et 2:1:8 ; on va démontrer le théorème 3:3:1 en

deux parties. Mais avant de commencer cette démonstration, nous étudions d�abord, dans

les lemmes suivants, les propriétés principales de l�opérateur non linéaire F:

Lemme 3.3.2 F (X) � X et F (P ) � P:

Démonstration. � Montrons d�abord que

8y 2 X; F (y) 2 X: i.e. 8y 2 X; sup
t2I
(e��tj(Fy)(t)j) <1:

Soit y 2 X; donc sup
t2I
(e��tjy(t)j) < 1: Si on choisit � = � � c

2
dans la partie 1 du

lemme 3:3:1; alors par (7); � > k; et en utilisant (6); on aura les estimations suivantes :

0 � e��t(Fy)(t)

� e��t
Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds

� e�(��
c
2
)t

Z +1

0

e�
c
2
sG(t; s)f(s; y(s))ds

� e�(��
c
2
)t

Z +1

0

e�
c
2
sG(t; s) [a(s) + b(s)jy(s)jp] ds

�
Z +1

0

e�(k+
c
2
)sG(s; s) [a(s) + b(s)jy(s)jp] ds

� 1

2k
(

Z +1

0

e�(k+
c
2
)sa(s)ds+

Z +1

0

e�(k+
c
2
)sb(s)jy(s)jpds)

� 1

2k
(M1 + [sup

s2I
(e��sjy(s)j)p]

Z +1

0

e(p��k�
c
2
)sb(s)ds)

� 1

2k
(M1 +M2 kykp�)

� kyk� <1; d�après (8) en prenant R = kyk� :
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� Maîntenant, on montre que F (P ) � P:

En e¤et, soit y 2 P; alors y � 0 sur I et min
t2[;�]

y(t) � � kyk� : Il est clair que (Fy)(t) �

0; 8t 2 I; de plus, en utilisant successivement la partie 2 et la partie 1 du lemme 3:3:1

avec � = � � c
2
; on obtient pour tout t 2 [; �] :

(Fy)(t) � �

Z +1

0

e
c
2
(�s)G(s; s)f(s; y(s))ds

� �e���e
c
2


Z +1

0

e
c
2
(��s)G(� ; s)f(s; y(s))ds:

Donc,

min
t2[;�]

(Fy)(t) � �e
c
2
e���

Z +1

0

e
c
2
(��s)G(� ; s)f(s; y(s))ds

� �e
c
2
(sup
�2I
e��� j(Fy)(�)j)

� �e
c
2
 kFyk�

� � kFyk� :

Ceci montre que Fy 2 P; d�où F (P ) � P:

Lemme 3.3.3 F est complètement continu.

Démonstration. La démonstration est basée sur le critère de compacité de Zima

(voir Annexes).

i) Soit 
1 = fy 2 X : kyk� < Rg et 
2 = fy 2 X : kyk� < Rg avec 0 < � < �: La

famille fFy : y 2 P \ 
g est donc uniformément bornée au sens de la norme k:k� : En

e¤et,

kFyk� �
1

2k
(M1 +M2R

p) � R <1;8y 2 P \ 
:

ii) La famille fFy : y 2 P \ 
g est presque équicontinue sur I: [6].

iii) En prenant q(t) = e��t; on véri�e que:

lim
t!+1

p(t)

q(t)
= lim

t!+1

e��t

e��t

= lim
t!+1

e(���)t

= 0; car � � � < 0:

66



3.3. Application du théorème du point �xe d�expansion et de compression d�un cône de
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Donc F (P \ 
) = fFy : y 2 P \ 
g est relativement compact. De plus, F est

continu P \ 
 d�après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, alors F est

complètement continu.

Démonstration. (du théorème 3:3:1 )

1�ere partie : (1 et 2)

1) Montrons que la condition (C1) du théorème 2:1:7 est satisfaite. En e¤et,

� D�après la propriété (3) du théorème 1:1:1; P est normal (avec la constante de

normalité N = 1).

� Montrons que P (�; r) � P (�;R):

Si y 2 P (�; r); alors

r � �(y) = min
t2[;�]

y(t) + max
t2[;�]

y(t)

� min
t2[;�]

y(t)

� � kyk� :

Par (11); on obtient:

kyk� �
r

�
< R) �(y) < R) y 2 P (�;R):

� Par ailleurs, pour tout y 2 @P (�; r); z 2 @P (�;R); � 2 (0; 1] et � � 1; les fonction-

nelles � et � satisfont les propriétés

�(�y) = ��(y); �(�z) = ��(z) et �(0X) = 0:

2) Montrons que �(Fy) � r; 8y 2 @P (�; r):

En e¤et, soit y 2 @P (�; r); donc �(y) = min
t2[;�]

y(t) + max
t2[;�]

y(t) = r: Comme ci-dessus,

on trouve kyk� < R; alors pour tout t 2 [; �]; 0 < y(t) � Re�� et par (5) et (11); on
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obtient respectivement les estimations suivantes :

�(Fy) = min
t2[;�]

(Fy)(t) + max
t2[;�]

(Fy)(t)

= min
t2[;�]

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds+ max

t2[;�]

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds

� min
t2[;�]

Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds+ max

t2[;�]

Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds

� min
t2[;�]; y2[0;Re��]

f(t; y)[ min
t2[;�]

Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)ds+ max

t2[;�]

Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)ds]

� min
t2[;�]; y2[0;Re��]

f(t; y)(m+M)

� r

m+M
(m+M) = r:

Donc, �(Fy) � r; 8y 2 @P (�; r):

3) Montrons que �(Fy) � R; 8y 2 @P (�;R):

Soit y 2 @P (�;R); donc kyk� = R: Par les démonstrations des lemmes 3:3:2; 3:3:3 et

(8);on déduit que pour tout t 2 I;

e��t(Fy)(t) � 1

2k
(M1 +M2R

p)

� R:

Donc,

sup
t2I
(e��t(Fy)(t)) = kFyk� � R:

D�où �(Fy) � R; 8y 2 @P (�;R):

4) Montrons que inf
y2@P (�;�;r;R)

kFyk� > 0: En e¤et, pour un certain t0 2 I; on a :

e��t0(Fy)(t0) = e��t0
Z +1

0

e
c
2
(t0�s)G(t0; s)f(s; y(s))ds

� e��t0 min
t2[;�]; y2[0;Re��]

f(t; y)

Z �



e
c
2
(t0�s)G(t0; s)ds

� r

m+M
( min
t2[;�]

Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)ds)e��t0

� r

m+M
me��t0 =M0:

Par passage au sup sur t 2 I; on trouve alors

sup
t2I
(e��t(Fy)(t)) = kFyk� �M0 > 0:
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Donc,

inf
y2@P (�;�;r;R)

kFyk� > 0:

Ainsi, on a véri�é l�hypothèse (C1) du théorème 2:1:7; et par les lemmes 3:3:2 et 3:3:3;

on déduit que le problème (P1) admet une solution positive y� 2 P (�; �; r; R): Cette

solution est de classe C2(I;R+):

2�eme partie : (3)

En dé�nissant l�opérateur croissant U : P ! P par (13) et en tenant compte des

assertions (E1) et (E2) dans le théorème 2:1:8; on aura donc,

1) y� 2 [yl; yu] :

En e¤et, comme �(y�) � R; alors y�(t) � Re�t = yu(t); 8t 2 I: D�autre part, pour

tout t 2 I; on a :

y�(t) =

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y�(s))ds

�
Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y�(s))ds

� min
t2[;�]; y�2[0;Re��]

f(t; y�)G(t; s)

� HG(t; s) = yl(t):

Donc, 8t 2 I; yl(t) � y�(t) � yu(t):

2) Fy 2 [yl; Uy] :

En e¤et, 8y 2 P; par (6) on aura :

(Fy)(t) =

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds

�
Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s) [a(s) + b(s)jy(s)jp] ds

� (Uy)(t); 8t 2 I:

Par ailleurs, si y 2 [yl; yu] ; alors pour tout t 2 [; �] ; on a :y(t) 2
�
0; Re��

�
; donc les

estimations suivantes ont lieu :

(Fy)(t) �
Z �



e
c
2
(t�s)G(t; s)f(s; y(s))ds

� HG(t; s) = yl(t):
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Maîntenant, on dé�nit sur P; la fonction exponentielle yu par (14) comme suit :

yu(t) = Re
�t; 8t 2 I:

3) Uyu � yu:

En e¤et, comme � > k + c
2
; on obtient donc par le lemme 3:3:1; ainsi que (6) et (8)

respectivement, les estimations :

(Uyu)(t) =

Z +1

0

e
c
2
(t�s)G(t; s)[a(s) + b(s)jyu(s)jp]ds

=

Z +1

0

e�te�(��
c
2
)t� c

2
sG(t; s)[a(s) + b(s)jyu(s)jp]ds

�
Z +1

0

e�te�(�+
c
2
)sG(s; s)[a(s) + b(s)Rpep�s]ds; (en posant � = � � c

2
)

� 1

2k
e�t[

Z +1

0

e�(k+
c
2
)sa(s)ds+Rp

Z +1

0

e(p��k�
c
2
)sb(s)ds]

� 1

2k
(M1 +M2R

p)e�t

� Re�t = yu(t); 8t 2 I:

Finalement, la croissance de U nous donne U2yu � Uyu; et par le lemme 3:3:4 (voir

Annexes), on peut conclure que U est complètement continu.
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Conclusion

On dé�nit sur X; l�opérateur constant L par :

Ly = yl:

Alors, pour tout n 2 N; Lny = yl et Ly � Fy: De plus, par l�extension du théorème du

point �xe d�expansion et de compression d�un cône de type fonctionnel, la solution y� du

problème (P1) satisfait pour tout n 2 N; les inégalités suivantes:

yl(t) = Lyl(t) = L
nyl(t) � y�(t) � y�u(t) � Unyu(t);

où y�u = lim
n!+1

Unyu:
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Annexes

Théorèmes d�extension de Dugundji

Théorème 1 : Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, A � X une partie fermée

de X et f : A ! Y une application continue. Alors f admet une extension continue ~f

: X ! Y telle que ~f(X) � Conv(f(A)):

Théorème 2 : Soient X et Y deux espaces de Banach, A � X une partie fermée

bornée de X et f : A ! Y une application compacte. Alors f admet une extension

compacte ~f : X ! Y telle que ~f(X) � Conv(f(A)):

Le théorème suivant est utilisé comme outil pour la démonstration du théorème 2:1:8:

Théorème 3 : Soient P un cône normal dans un espace de Banach réel X et A :

P ! X un opérateur croissant, complètement continu. Si u 2 P avec Au � u et s�il

existe v 2 P tel que v � Anu; 8n 2 N; alors fAnug1n=1 est une série décroissante minorée

par v: De plus, il existe u� 2 P tel que

u� = lim
n!1

Anu;

avec

v � u� � Anu � An�1u � ::: � Au:
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Critère de compacité d�Ascoli-Arzéla

Théorème 4 : Soit X un espace métrique compact, Y un espace de Banach et H �

C(X; Y ) un sous-espace muni de la norme sup. Alors H est relativement compact si et

seulement si :

1. H est uniformément borné, i.e.

8x 2 X; l�ensemble ff(x) : f 2 Hg est borné dans Y:

2. H est équicontinu, i.e.

8" > 0;9V � V(x);8y 2 X; y 2 V ) kf(y)� f(x)kY � "; 8f 2 H:

� Cas où X = [a; b] � R et Y = R:

Théorème 5 : Soit (fn)n2N � C ([a; b] ;R) une suite véri�ant:

1. (fn)n2N est uniformément bornée, i.e.

9c > 0;8n 2 N : kfnk � c kgk :

2. (fn)n2N est équicontinue, i.e.

8" > 0;9� = �(");8x; y 2 [a; b] : jx� yj � � ) jfn(x)� fn(y)j � "; 8n 2 N:

Alors, (fn)n2N admet une sous-suite convergente. (i.e. (fn)n2N est relativement

compacte.)

Corollaire : Si (fn)n2N est bornée dans C1 ([a; b] ;R) ; i.e. (fn)n2N et (f 0n)n2N sont

bornées dans C ([a; b] ;R) ; indépendamment de n; alors elle admet une sous-suite conver-

gente dans C ([a; b] ;R) :

Démonstration. � (fn)n2N est bornée dans C ([a; b] ;R)) 1: (Evident)

� (f 0n)n2N est bornée dans C ([a; b] ;R) ) 2: En e¤et, pour tout x; y 2 [a; b] ; on a :

jfn(x)� fn(y)j � jf 0n(�)jjx� yj; � 2]x; y[ et n 2 N

� cjx� yj;

il su¢ t donc de prendre � = "
c
; (indépendant de n).
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Critère de compacité de Zima

Soit p : I ! I une fonction continue sur I =]0;+1[: On désigne parX l�espace de Banach

dé�ni par

X = fy 2 C(I) : sup
t2I
jy(t)jp(t) <1g

muni de la norme de type Bieleck�s suivante:

kykp = sup
t2I
jy(t)jp(t) <1:

Finalement, donnons la dé�nition suivante:

Dé�nition : Un ensemble de fonctions u 2 
 � X est dit presque-équicontinu, s�il

l�est aussi sur tout intervalle [0; T ]; 0 < T < +1:

Lemme : Si la fonction u 2 
 est complètement équicontinue sur I =]0;+1[ et

bornée uniformément au sens de la norme k:kq telle que q 2 C(I; I) véri�ant

lim
t!+1

p(t)

q(t)
= 0:

Alors, 
 est relativement compact dans X:

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 6 : Soit (fn)n2N une suite de fonctions appartenant à L
1(
) avec 
 � Rn:

On suppose que :

1. fn(x)! f(x) p.p sur 
;

2. Il existe une fonction g 2 L1(
) telle que

8n 2 N; jfn(x)j � g(x) p.p sur 
:

Alors,

f 2 L1(
) et kfn � fkL1(
) ! 0:
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