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Introduction

L’objectif de ce mémoire est I’étude de quelques théoréemes du point fixe dans des
espaces métriques. En analyse, un théoréme du point fixe est un résultat qui permet
d’affirmer que I'équation f(x) = = admet des solutions sous certaines conditions sur
lapplication f. Il est & noter que la théorie du point fixe est fondamentale en mathéma-
tiques. En effet, la résolution de plusieurs problémes mathématiques se raméne souvent
a la recherche de point fixe pour certaines applications non linéaires. De plus, plusieurs
problémes intervenant en physique, chimie et en biologie sont modélisés par des systémes
d’équations différentielles ou d’équations intégrales. Ces systémes peuvent s’écrire sous
forme d’équations abstraites f(z) = = ou 'application f est définie d’un ensemble E dans
lui méme; d’ou I'importance de ’étude et du développement de la théorie du point fixe.
Le célebre théoreme du point fixe de Banach (principe de contraction de Banach) dit
qu'une contraction d’un espace métrique complet a un point fixe unique. Ce théoréme
fournit aussi un algorithme d’approximation de ce point fixe comme limite d’une suite
itérée, contrairement a d’autres théorémes du point fixe ( Brouwer, Schauder,...), qui
nous assurent seulement ’existence de points fixes sans indiquer comment les déterminer.
Mais d’une part, montrer que ’application est contractante peut entrainer de laborieux
calculs. D’autre part, les conditions sur I’application et ’espace étudiés restreignent le
nombre de cas auxquels on peut appliquer ce théoréme. D’otu la nécessité d’étendre et de
généraliser le principe de contraction de Banach afin d’élargir son domaine d’applications,
d’une part, et de récupérer ses avantages, d’autre part.

Ce mémoire comprend trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base néces-
saires pour la suite de cette étude. Dans le deuxiéme chapitre, on présente quelques
théorémes du point fixe. Comme le théoréme du point fixe le plus simple et le plus utilisé

dans la littérature concerne les applications contractantes, on commence par discuter le



Table des matiéres

principe de contraction de Banach. Une version locale ainsi que plusieurs généralisations
de ce théoréme sont présentées dans ce chapitre. Il est inévitable que toute discussion
sur les applications contractantes (k-Lipschitzienne, k& € [0, 1[) conduise naturellement
aux applications non-expansives (1-Lipschitzienne), ce qui explique pourquoi nous avons
choisi de parler de cette classe d’applications. Le théoréme de Schauder pour les appli-
cations non-expansives ainsi que le théoréeme de Browder et Gohde sont présentés. Le
chapitre se termine par présenter l'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour les
applications contractantes, aprés avoir montré que la propriété d’existence du point fixe
est invariante par homotopie pour cette classe d’applications. Dans le troisiéme chapitre,
plusieurs résultats connus, en analyse, ont été démontrés en faisant appel aux théorémes
du point fixe étudiés dans le chapitre précédent. Ces résultats concernent principalement,
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le théoréme de Stampacchia, ainsi que quelques types

d’équations intégrales.



CHAPITRE

1 Généralités sur les

espaces métriques

1.1 Distances

Définition 1.1.1 (Espace métrique) Un espace métrique (X,d) est un ensemble X
muni d’une application d : X X X — R appelée distance ou métrique, possédant les
trois propriétés qui suivent :

Vao,ye X:dzy > 0etdzy =0 =1y

Vo ye X:dxy) = dyzx) (la symétrie).

Vo yze X:dzz) < dy) + dyz) (l'inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 .
1. Sur R™ on peut considérer les distances suivantes :

deo (7,y) = max {|z; — y,[}

1<i<n

n

i (z,y) = . |z =y

1=1

b (z) = \[2 (@ - w)"

2. SurC([0,1], R) ={f : [0,1] = R | f continue}. On peut definir la distance :

dos (f,9) = sup {[f () =g @)}

te[0,1]

3. On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, posant pour x, y € X

0six=1y , ,
d(z,y) = on 'appelle métrique discrete.

lsiz#y



1.1. Distances

4. Métrique induite. Si (X,d) est un espace métrique et A un sous-ensemble de X
la restriction : dlaxa : A x A — R définit une distance sur A. Par conséquent, tout

sous-ensemble d’un espace métrique constitue un espace métrique.

5. Métrique produit. Soient (X,dx) et (Y,dy) deur espaces métriques, on peut
définir une métrique sur XX Y par : ¥ (x1,11), (22,y2) € XX Y

d((z1,91), (¥2,92)) = max {dx (z1,22) , dy (y1,92)} -

Distances équivalentes

Pour comparer les structures topologiques définies par deux métriques différentes, on

introduit la notion d’équivalence entre deux distances.

Définition 1.1.2 (Métriques équivalentes) Soientd; et dy deuxr métriques sur ’ensemble
X. On dira qu’elles sont équivalentes s’il existe deux constantes ki, ko > 0 telles que pour

tout (z,y) € X x X ona ki di(z,y) <ds(z,y) < ks di (z,y).
Exemple 1.1.2 .

1. Sur R™, les distances di, do et do, sont deux a deux équivalentes.

2. Sur C([0,1],R), les distances dy, ds et d, ne sont pas équivalentes.

Espaces vectoriels normés

C’est une classe importante d’espaces métriques, dont les espaces euclidiens sont le modéle
de base. En générale, un espace vectoriel normé est un espace vectoriel sur lequel il existe

une métrique compatible avec la structure d’espace vectoriel.

Définition 1.1.3 (Espace vectoriel normé) Un espace (E, ||.||) est dit espace vectoriel

normé sur le corps k = R ou C s’il est muni d’une application ||.|| : B — R qui vérifie
1.V e E, ||lz|| >0 et|z|| =0« x=0.

2.VX €k, x € E, ||\x|| = |\ ||x|| ou |\ désigne respectivement la valeur absolue si

k =R ou le module si k = C.

3. Ve,y e E, ||z +yl <||z|| + |lyl| (I'inégalité triangulaire).
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Exemple 1.1.3 Si(E, || . ||) est un espace vectoriel normé, on définit la distance associée

a une norme par : d| . (%y) = |z —y|.

1. Sur R™, on peut définir plusieurs normes

n
lzll, = /> @7 la norme euclidienne,
i=1

[ 2]l = max {|zil},

1<i<n
lzlly = 2. [l
2. L’espace vectoriel C ([0,1] ,R) peut étre muni des normes :
= t
151 = max | )

11, =bf‘|f<t>|dt

1l = ,/gl" (F (1)) dt

3. Sur Uespace des suites numériques bornées (a valeur dans R ou C), on peut définir

la norme ||u|| = sup |u,| .
n>0

4. Norme produit. Si (E,| . ||5) et (F,|| . ||z)sont deux espaces normés, on peut

définir une norme sur l’espace vectoriel E X F par :
V(z,y) € EXF, |[(z,y)] = max{||lz]l,[lyl}

Définition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel normé. Deux normes || . ||, et || . ||, de E

sont dites équivalentes sl existe ¢y, co > 0 tels que, pour tout v € F :
crllally < flafly < e f|af]; -
Remarque 1.1.1 .

a. Sur R™, les normes || . ||;, || - ||, et || . ||, sont équivalentes.

e}

b. Sur C([0,1],R), les normes || . ||;, || - |l et || . ||, ne sont pas équivalentes.

o0

c. Deux normes équivalentes induisent deux distances équivalentes.
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1.2 Ouverts, fermés, adhérence, voisinages

Définition 1.2.1 (Boule) Soit (X,d) un espace métrique, a un point de X et r >0, on

définit la boule (ouverte) de centre a et rayon r par :
B(a,r)={z € X | d(a,z) <r}.

Définition 1.2.2 (Sous-ensemble ouvert) Le sous ensemble U de l’espace métrique

(X,d) est dit ouvert si

Ve € U, Ir > 0 tel que B(x,r) C U.

Définition 1.2.3 (Sous-ensemble fermé) Le sous ensemble F' de l’espace métrique (X, d)

est dit fermé si son complémentaire C'x F est ouvert.

Définition 1.2.4 (Adhérence d’un sous ensemble ) Soit A C X, un sous-ensemble

de Uespace métrique X. On définit Uadhérence A de A par :
A={r e X |Vr>0,Blxz,r)NA#2}.
Proposition 1.2.1 .

1. A est fermé <= A= A.

2. A= {x eX )EI une suite (x,), C A telle que lim x, = x}

n—oo

Exemple 1.2.1 .

1. L’adhérence du sous-ensemble Q de R est R lui-méme puisque tout nombre réel est

limite de rationnels .
2. Soit A={L | neN} CR, alors A= AU{0} .

3. L’adhérence de l'intervalle 0,1] dans Uespace RY. = {x € R |x > 0} est l'intervalle
10, 1] lui méme (le point 0 est bien limite d’une suite dans |0, 1], mais il n’appartient
pas a RY ). Cela montre qu’il est important de savoir dans quel espace on travaille

lorsqu’on considére les notions d’ouvert, fermé,etc...

4. Si A CR est borné, alors inf A, sup A € A.
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Définition 1.2.5 (Voisinages) Soit (X, d) un espace métrique et a € X. On dit que

V C X est un voisinage de a dans X s’il existe un ouvert U C X tel quea € U C V.

La proposition suivante montre qu’on peut exprimer la continuité sans faire appel a

la notion de distance, mais seulement aux ouverts, fermés ou voisinages.

Proposition 1.2.2 Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, f : X — Y une

application et a € X. Alors

1. f est continue au point a <= Y V woisinage de f(a) dans Y, f~1 (V) est un

voisinage de a dans X.

2. f: X =Y est continue <= YV CY ouwvert, {1 (V) est ouvert dans X.

< VE CY fermé, f~'(F) est fermé dans X.

Définition 1.2.6 (Limite d’une suite) Soit (X,d) un espace métrique.

Soit (‘T")nZO C X une suite de X. On dit que cette suite converge vers a € X si
Ve >0, 3 N, tel que n > N, = d(x,,a) < ¢,

et on écrit alors : lim x, = a, ou encore x,, — a quand n — +oQ.

n—oo

Remarquons que si cette limite existe, alors elle est unique. En effet, si on al et l

dans X tels que : Ve > 0, 3 N, tel que n > N. = d(x,,l) < e et
Ve >0, 3 N! tel que n > N;:>d<xn,l/> <e
alors, pour n > sup {NE, N;} on a
d (z,z’) <d(l,z,)+d <xn,z’> < 2,
et donc d (l,l') <2e,Ve>0. Doud (l,ll) =0, et il en suit que l =1,

Définition 1.2.7 (Limite d’une application) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces
métriques f : X — Y wune application a € X et b € Y. On dit que f(z) tend vers b

lorsque x tend vers a st
Ve >0, 3 4. tel que dx (z,a) < 6. = dy (f(x),b) < ¢,

et on écrit alors : lim f(z) = b, ou encore f(x) — b si x — a.

r—a
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Définition 1.2.8 (Application continue) Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques

f: X =Y une application et a € X, on dit que f est continue au point a si

lim f () = / (a).
c’est ¢ dire :

Ve>0,30>0, Ve e X, dy (z,a) <d=dy (f(x),f(a) <e.

Définition 1.2.9 (Application Lipschitzienne) Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces
métriques et f : X — Y une application. On dit que f est Lipschitzienne s’il existe k > 0

telle que :
Va,y € X, dy (f (), f (y)) < kdx (z,y) - (1.2.1)

o Le plus petit réel k qui vérifie (1.2.1)est appelé constante de Lipschitz.
e Sik€l0,1], Uapplication f est dite contractante.
e Si k=1, Uapplication f est dite non-expansive.

Définition 1.2.10 (Application contractive) Soit (X, d) un espace métrique, l’application

f: X — X est dite contractive si

d(f (@), f () <d(z,y), Yo,y € X avec x #y

Définition 1.2.11 (Application contractante non linéaire.) Soit (X,d) un espace
métrique. L’application [ : X — X est dite contraction non linéaire s’il existe une

fonction continue (croissante) ¢ : Rt — RY tel que ¢ (1) <r Vr € R et

d(f(z),f(y) <@(d(zy), Yo,y e X (1.2.2)

o Sip(r)==Fkr,0<k<1, festune contraction.
e Sip(r)=r, [ est non-expansive.
o Sip(r)=r et linégalité dans (1.2.2) est stricte, f est contractive.

Exemple 1.2.2 .

1. L’homothétie dans un espace vectoriel normé x — kx avec k > 0 est Lipschitzienne.

2. Plus généralement, le théoréme des accroissements finis permet de montrer qu’une
fonction dérivable de dérivée bornée en morme par k > 0 est Lipschitzienne, c’est

par exemple le cas sur R de Uapplication x +— % (x + sinz) avec k = %
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1.3 Espaces complets

Définition 1.3.1 (Suite de Cauchy) On dit que la suite (x,), dans espace métrique
(X, d) est de Cauchy si

Ve >0, 3 N. >0 tel que n,m > N, = d(x,,x,) < €.

On écrit alors

d(xy, Tm) — 0, quand n, m — +oo.

Remarque 1.3.1 Toute suite qui converge est de Cauchy. En effet, si lim x, = a, cela

n—o0

veut dire que

Ve > 0,3 N. >0 tel quen > N, = d(x,,a) <

)

DN ™

et donc

n,m >N, = d(xp,zn) < d(z,,a)+d(a,z,) <

Do ™
+
Do ™

Par contre, il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas.

Définition 1.3.2 (Espace métrique complet) L’espace métrique (X, d) est dit com-

plet si toute suite de Cauchy dans X converge dans X.

Remarque 1.3.2 ["intérét des espaces complet est de pouvoir y représenter ses éléments
comme limites de suite de Cauchy. Par exemple, dansR : e = lim (1 + %)n ce qui définit

parfaitement le nombre e.
Exemple 1.3.1 .

1. R™ muni d’une norme quelconque ( elles sont toutes équivalentes ) est un espace

complet.
2. (C([0,1],R),] . ||,) est un espace complet.

3. L’espace (C ([0,1],R),|| . [|;) n'est pas complet. En effet, la suite de fonctions con-

tinues
2t)" site [0,
lsite [%,1]

est de Cauchy pour la norme || . ||,. Puisque :

; 1l 1 1
Of|fn(t)—fm<t)|dt:§ 1) et 1) — 0 quand n, m — oo,
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mais st f, convergeait, sa limite [ devrait étre nulle dans [0,%[, égale a 1 dans

[3.1], c-a-d f ¢ C([0,1] ,R).

4. L’espace (]—1,1[,| . |) n’est pas complet. En effet, la suite de Cauchy (1 — %)neN

converge dans R vers 1 mais 1 ¢ |—1,1].

Théoréme 1.3.1 Soit X un ensemble. Alors l'espace B(X,RP) des fonctions bornées de
X dans R? muni de la norme || f|| . = sup || f (x)||gs, est complet, o || . ||z, est une des
reX

normes équivalentes sur RP.

Preuve. Soit (f,), une suite de Cauchy de B(X,RP). Pour tout z € X fixé, la suite
des valeurs correspondantes : {f,(z)} est de Cauchy dans R?, et comme R? est complet,

elle admet une limite. On définit 'application f : X — R? en posant :

f(z) = lim f,(x).

n—o0

f est un bon candidat pour la limite de la suite (f,),. Le reste de la preuve consiste &

montrer que :
1. f € B(X,RP) (c’est-a-dire f est bornée).

. . s e
2. La suite (f,),cy tend vers f au sens de la norme uniforme |.|| (c’est-a-dire la
convergence de f, vers f a lieu non seulement point par point, mais uniformément

sur X).

Montrons la proposition 1. Utilisons I'hypothése que la suite (f,,), oy est de Cauchy
dans B(X,RP) avec ¢ =1 :

3 Ny >0 tel que n,m > Ny = || fn (2) — fin (@) || < 1, V2 € X.
Puisque fy, : X — R? est bornée, 3 M > 0 tel que || fn, (2)||g, < M, Vo € X, et donc

[ fm (@)llge < 1 (2) = S (@) llge + [y (@)llge <1+ M, Vo€ X, m >N

puis par passage & la limite, on aura ||f (z)|z, <1+ M, Vo € X. D’ou f € B(X,RP).
Montrons maintenant la proposition 2. Soit ¢ > 0 et © € X. Puisque fi. () — f ()

quand k — oo, 3 N}, tel que

k2N = @) = £ @) < 5.

10
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Pour cet €, 3 N2 tel que
5

kol >NZ2=|fx — fill ., < 3

donc

9
ko l> N2 = |Ifi (2) = fi(@)]lgs < 5,V € X,

puisque la suite d’applications (f;),, est de Cauchy. Donc, sil > N2 et k > sup { N}, N2}

on a :

1o (@) = (@)l < 1o (@) = fi (@)l + [1fs () = f (2)][po <&, V2 € X,

et donc ! > N? = ||fi — fll., <c. =
Théoréme 1.3.2 Soit X un espace complet et A C X. On a
A est complet <= A est fermé.

Preuve. Si A C X est complet et (a,), C A est une suite qui converge vers x € X,
alors (ay,,),, est une suite de Cauchy (puisque dans X elle converge), alors elle doit converger
dans A, comme celui-ci est complet, donc x € A. C’est a dire que A est fermé dans X.
Notez que jusqu’ici on n’a pas utilisé le fait que X est complet.

Si A C X est fermé, toute suite de Cauchy (a,,), C A doit converger dans X, puisque
celui-ci est complet et A est fermé, cette limite doit appartenir & A, ce qui prouve que A

est complet. m

Proposition 1.3.1 Soit K C R" un compact. Alors le sous-espace C(K,RP) de B(K,RP)

est fermé pour la norme || . || .

Preuve. Il s’agit de voir qu'une suite d’applications continues qui converge unifor-
mément dans B(K,RP) a pour limite une fonction continue. Soit donc (f,,), une suite de

C(K,RP) qui converge uniformément vers f € B(K,RP) et soient x, g € K. On a :

1 (@) = f @o)llge < If () = fo (@)|lgo + [1fn (2) = f (20) lgw + [ fn (20) = F (w0) g -

Comme la suite (f,), converge au sens de ||.||_, on a pour £ > 0 donné, il existe NN, tel
que :

TLZN€:> ||f_fn||oo<5>

11
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donc

n2 Ne= (I (@)~ fo @l < 5 et 1 (@) = F (@)l < 3)

D’autre part, on a chaque application f,, est continue alors, il existe un 9,,. tel que

& = Tollen < Gne = llfo (2) = fu (20) o < -
Donc
o = 2ollgs < O = 8 = 1 (@) = f (@0l < e
|

Corollaire 1.3.1 Soit K C R™ un compact. Alors C(K,RP) muni de la métrique induite

par || . ||, sur B(K,RP) est complet.

Corollaire 1.3.2 Soit K C R™ un compact et F C RP fermé. Alors le sous-espace de
C(K,RP) :
CK, F)={feC(KR") | f(z) €F, Vo € K}

muni de la norme || . ||, est complet.

Preuve. Il suffit de montrer que ce sous-espace est fermé. Or si (f,) C C(K, F') est

une suite d’applications ayant pour limite f € C'(K,RP), et comme F' est fermé on a
Ve e K, lim f,(x) = f(x) € F,
donc f € C(K,F). m

Théoréme 1.3.3 Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques avec Y complet. Alors

lensemble Cy, (X,Y") est complet pour la distance uniforme

doo (f,9) = sup {dy (f (x), g (x))}.

rzeX

Cy (X,Y) est l’ensemble des fonctions continues et bornées de X dansY .

Théoréme 1.3.4 (Intersection de Cantor) Soit (X,d) un espace métrique, soit {A,}, oy

une suite de sous ensembles non-vides fermés de X tels que A1 D Ay D As... et tels que

lim diam (A,) = 0. Alors, l’ensemble NyenA, est constitué d’un unique point.
Théoréme 1.3.5 ([2], page 32) Soit (X,d) un espace métrique. Alors

X est compact <= X est complet et totalement borné.
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CHAPITRE

2 Théorémes du point fixe
pour des applications

contractantes

2.1 Principe de contraction de Banach

Introduction

Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contrac-
tion de Banach ou encore théoréme du point fixe de Picard, est apparu pour la premiére
fois en 1922, dans larticle [3], dans le cadre de la résolution d’une équation intégrale.
Notons que ce théoréme est une abstraction de la méthode classique des approximations
successives introduites par Liouville en 1837 et développée par la suite, par Picard en
1890. A cause de sa simplicité et de son utilité, ce théoréme est largement utilisé dans
plusieurs branches de I’analyse mathématique, en particulier dans la branche des équations
différentielles. Le théoréme du point fixe de Banach a connu différentes généralisations

dans les espaces métriques et les espaces topologiques localement convexe.

Définition 2.1.1 (Application contractante) Soit (X, d) un espace métrique. L’application

F: X — X est dite contractante s’il existe une constante k € [0, 1] telle que :
Ve,ye X - d(F(z),F(y) <kd(zy).

k est appelée constante de contraction.

13



2.1. Principe de contraction de Banach

Théoréme 2.1.1 (Principe de contraction de Banach, 1922) Soit (X, d) un espace
métrique complet, soit F': X — X wune application contractante de constante de contrac-

tion k. Alors :

a. I admet un unique point fire o € X.

b. Pour tout z € X, a = lim F"(z) ot F°(z) =z et F" (x) = F (F"! (z)).

n—-+o00
c. La vitesse de convergence peut étre estimée par :

kn
1—k

d(F"(x),a) < d(z,F (z)).

Remarque 2.1.1 Dans le théoréme 2.1.1, on peut considérer une application F' : A — A,

ou A est un fermé de X.

On va présenter deux démonstrations du théoréme 2.1.1. La premiére est constructive,
c’est la démonstration originale de Banach qui donne I'approximation du point fixe, la
deuxiéme est non-constructive, et démontre seulement l'existence et 1'unicité du point
fixe. Elle repose sur le principe des ensembles emboités de Cantor.

Preuve. Méthode 1 :
1. L’unicité du point fixe : Soient o, o deux points fixes de F, alors
d (oz,oz/) =d (F (), F (o/)) <kd (oz,o/)
ce qui n’est possible que si d (a, o/) =0, c’est-a-dire o = .

2. L’existence du point fixe : Montrons que si € X, la suite (F™ (z)), C X est de

Cauchy. Pour tout n € N, on a
d(F" (), F" () < kd (F" (z), F" " (2)) < ... <K"d(F (2),2).

Donc, pour tout n,p € N on a :

d(F"7 (z), F*(2)) < d(F"P(z), """ (2)) + ..+ d (F" (z), F™ (2))
< (KR B L BN A (F (), 1)
< K'(I+k+E+. ) d(F (), )
< Wﬁ:fd@%ﬂﬂm (2.1.1)
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2.1. Principe de contraction de Banach

ou la derniére inégalité s’obtient en calculant la somme d’une suite géométrique
de raison k. On voit que si n — +oo, d (F"*? (z),F" (z)) — 0 et donc la suite
(F™(z)),, est de Cauchy dans X. Par conséquent, comme X est complet, cette suite
converge vers une limite que nous appellerons «, que nous allons montrer que c’est

un point fixe de F. D’abord, remarquons que

lim (F"*'(z)) = lim (F"(2)).

n—oo n—oo

Ensuite, le fait que F est contractante entraine qu’elle est continue, et donc

a= lim (F"" (z)) = lim (F(F"(2))) = F(lim (F" (m))) =F(a).

n—oo n—oo n—oo

Enfin, dans I'inégalité (2.1.1), si on fixe n et en fait tendre p vers I'infini on aura

n

1—-k

d(a, F" (z)) < d(z, F (z)).
Meéthode 2 :
Soit a = inf{d(z, F (z)) : x € X} > 0, supposons que a > 0. Alors pour ¢ > 0, il
existe x € X tel que d(z, F(x)) < a + €, on aura donc
a < d(F(z), F*(z)) < kd(z, F(z)) < k(a +¢),

ce qui nous ramene a une contradiction lorsque £ tend vers 0, d’ott @ = 0.

Pour n € N*, considérons les ensembles

D, ={x € X :d(z, F(x)) < —}.

S|

e D, est non vide, car a = 0.
e D, est fermé, car toute suite de D,, convergente dans X a une limite dans D,,.

e De plus, les ensembles D,, forment une suite décroissante quand n — oo avec

lim diam(D,) = 0. En effet, Vz,y € D,

d(z,y) < d(z, F(z)+d(F (@), Fy) +d(Fy),y)

2
< —+kd(x,y).
n
Ce qui donne

d(z,y) < — 0 quand n — +o00.

2
n(l—k)
Ensuite, le théoréme des ensembles emboités de Cantor assure que 'intersection

des D,,, n € N* est réduite & un point qui est 'unique point fixe de F.

15



2.1. Principe de contraction de Banach

Exemple 2.1.1 .

1. Soient X = [a,b] et lapplication F : X — X telle que F est dérivable en chaque
x € la,b] et |F'(x)] <k < 1. Alors, on déduit du théoréme des accroissements finis

que : Vz,y € X, il existe un point £ entre x et y tel que,

F(z) = F(y) = F'(§)(z —y).

Donc
|F(z) = F(y)| = [F'(§|lz — y| < klz —yl.

Par conséquent, F est contractante et donc elle admet un unique point fixe.

2. Soient X =R et l'application F': R — R définie par :

1

Alors F est contractante et elle admet un unique point fize v = 2.

Remarque 2.1.2 Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du théoréme

précédent est réellement utile.

1. Si X n’est pas stable par F : F (z) = Va2 + 1 sur X = [0,1]. On a X est fermé
dans R donc il est complet (car R est complet). De plus F' (r) = == < 1, ce qui

Vz2+1
implique que sup |F'(z)| < 1, donc F est contractante sur [0,1]. Mais F' n’admet
z€[0,1]

pas de point fize car F (]0,1]) = [1, \/ﬂ Z [0,1], i.e X n’est pas stable par F.

2. Si F nlest pas contractante : F (x) = vax?+ 1 sur X = [0, +o0[.

On a F ([0,+00]) C [0,+00] et X est un fermé dans R. Alors X est complet. Mais

F n’a pas de point fixe car sup |F' (x)| =1, i.e F' n'est pas contractante.
zeX

3. Si X nlest pas complet : F (z) =322 sur X =]0,%].

On a F(]O, %]) = }0, %} C }0,%] et sup | F' (z) |= % < 1, alors F est contrac-
zeX
tante. Mais F n’admet pas de point fixe car X n’est pas fermé dans R donc X n’est

pas complet.
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2.2. La version locale du théoréme de Banach

Corollaire 2.1.1 Soit (X,|.||) un espace de Banach et F' : X — X wune application k-
lipschitizienne ( c¢’est a dire 3 k > 0 tel que Vr,y € X, ||[F (x) — F (y)|| < kllz —y]|) et
A € R tel que |\ > k. Alors pour tout a € X, il existe une unique solution o = «(a)

dans X de ’équation abstraite F (x) + Az = a.

Preuve. Soient g l'application définie par g (x) = %@) et z,y € X, alors
lo@) -9 = =R D)
= LIF@-F)
Al
< Syl
A

Or |\| > k, alors g est contractante, il existe donc une unique solution « de I’équation

g () = x en vertu du théoréme 2.1.1. Autrement dit I’équation F' (o) + A a=a. =
Remarque 2.1.3 Si dans le théoréme 2.1.1, k =1, alors :

1. L’application F' n’admet pas nécessairement de point fixe. Par exemple la translation

dans un espace de Banach : x —— x4+ v (v #0).

2. Si F' admet un point fixe, ce point fize n’est pas nécessairement unique. Par exemple

lapplication identité.
3. L’application F' peut admettre un unique point fize. Par exemple 'application

F:0,1] — [0,1]

T — 1—=x.

Dans la littérature, il existe diverses versions modifiées du théoréme de contraction
de Banach. Généralement, si I'une des hypotheses est affaiblie les autres doivent étre
renforcées. La complétude de I'espace est généralement indispensable. Dans ce qui suit,

on présente quelques variantes du principe de contraction de Banach.

2.2 La version locale du théoréme de Banach

Dans ce qui suit, on présente la version locale du théoréme de contraction de Banach.
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2.2. La version locale du théoréme de Banach

Théoréme 2.2.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et soit
B(zg,7) ={z € X :d(z,z9) <71} otzg € X etr >0.
Supposons que F : B (xq,7) — X est une contraction, de constante k, avec
d(F (zg),x0) < (1—k)r.
Alors F admet un unique point fize dans B(xq,r).

Preuve. 1l existe 1o avec 0 < 1y < 7, tel que d (F (x¢),x9) < (1 — k) ro. On montre

que F : B(xg,r9) — B (0,70). Soit € B (9, 7¢) alors

d(F (x), o)

IN

d(F (x),F(x)) +d(F (z9),x0)

IA

kd(x,x0) + (1 — k)ro

IN

kT’O + (1 — k’)’f’o

IN

To.

Donc application F': B (zg,79) — B (z0,70) est contractante et B (zq, 1) est un espace
complet. Par suite, 'application du théoréeme 2.1.1 & F' assure qu’elle admet un unique
point fixe dans B(zg, rp). Comme B(xg,79) C B(xo,7) et F est contractante sur B(zo, r)

ce point fixe reste unique dans B(zg, 7). ®

Théoréme 2.2.2 Soient B, la boule fermé de rayon r > 0, centrée en zéro, d’un espace
de Banach X et F : B, — X une application contractante, de constante L, vérifiant

F((?BT) C B,. Alors F' a un unique point five dans B,.
Preuve. On considére G(z) = %(w) On montre d’abord que G : B, — B,. Posons
T —
x*zrﬂ oux € B, et x#0.
x
Notons que z* € dB,(car, ||z*|| =r). Siz € B, et x # 0 alors
[1F(z) = F(z*)| < Lz = 2% = L(r = ||=]]),

* €T

car r — x* = —=
[l |l

(lz]] = r). Ce qui entraine que

[E@) < [FE@)+ [1F@) - F@)|

< r+Lir— |z|) <2r—|z| .
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2.3. Théoréme du point fixe pour une application dont une itérée est contractante

Alors pour v € B, et x # 0 on a

x+ F(x)
2

sl +IF@I

|Gz = < L <

Par continuité, on aura ||G(0)|] < r. Par conséquent, G : B, — B,, de plus elle est

contractante. En effet,

Iz —gll+ Ll —yll _ 141 141

5 5 |z —yl| et < 1.

1G(2) = G(y)|| <

Le théoréme 2.1.1 implique que G a un seul point fixe u € B,. Finalement, si u = G (u)

alors u = F(u). m

2.3 Théoréme du point fixe pour une application dont
une itérée est contractante

Le théoréme suivant étend un peu les possibilités d’applications du théoréme de contrac-

tion de Banach.

Exemple 2.3.1 (Exemple de motivation) .
Soit X = C ([0,b] ,R). L’application

F: X — X
v — (Fz)(t) = [y z(s)ds

n’est pas contractante si b > 1, mais l'application

1

x— (F"z)(t) = =1

t

/ (t —s)" ta(s)ds
0

est contractante pour n assez grand.

Théoréme 2.3.1 Soient X un espace métrique complet et F' : X — X une application
dont une itérée FN est contractante. Alors F' admet un unique point fixze o dans X. De

plus Vo € X, a = lim F™ (x).

n—o0

Preuve. En appliquant le théoréme 2.1.1 & F'V, on obtient que FV posséde un unique

point fixe o et lim (F™ )" (2) = o, V2 € X. Mais on a :

FY(F(a) = F" (o) = F(F"(a)) = F(a),
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2.4. Théoréme du point fixe de Edelstein

ce qui entraine que F'() est aussi point fixe de FV, donc F(a) = a. Ce point fixe de
F est unique, car tout point fixe de F' est aussi un point fixe de F'V. Il reste a voir que

a = lim F"(z), Vz € X. Soit donc z € X ; on sait que

n—o0

lim F*Y(FY(2)) =a,1=0,..,N -1

k=00
et donc Ve > 0, 3 K., 1 = 0..., N — 1 tels que k > K! = d(F*N(F!(x)),a) < e. Posons
K. = sup{K?, ..., KN~'}. Alors, si n > NK_. par division euclidienne n peut s’écrire de
facon unique sous la forme : n = kN +r, avec0 < r < N—1let n > N K, =
EN +7r > NK. = k > K. — v = k > K, car k est un entier et + < 1. Donc
d(F™(z),a) = d(F*N (F"(z)),a) <e. =

Exemple 2.3.2 Soit f : R — R, avec f(z) = e™*. f n’est pas contractante, car pour

r=—2ety=0,o0na:
f(=2) = f(0) =€ —1>|-2-0].
Or f*(x) =e ¢ " est contractante dans R, car

‘(fQ)' (w)‘ =) <ol <1, Vo e R

1

On a alors f? est contractante, de constante de contraction e~t. On peut donc appliquer

le théoréme 2.3.1 pour trouver le point fixe de f dans R, c’est a dire pour trouver a € R

qui vérifie e=* = a. En commencant litération par o = 0 on arrive & observer que

a ~ 0.567.

Remarque 2.3.1 Dans le théoréeme 2.3.1, Uapplication F' n’est pas nécessairement con-
tinue. En effet, Uapplication
F: [07 1} - [07 1}
0 pour 0 <z < %
T F(z)=

%pour%<x§1,

vérifie F (F (x)) =0, Vz € [0,1]. Dot F? est contractante mais F est discontinue.

2.4 Théoréme du point fixe de Edelstein

Une autre tentative naturelle d’étendre le théoreme 2.1.1 serait de supposer que F' est

contractive, c’est a dire d(F'(z), F(y)) < d(z,y), Vx,y € X avec z # y. Dans ce cas F
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2.4. Théoréme du point fixe de Edelstein

n’admet pas nécessairement un point fixe. Par exemple, considérons F' (z) = In (1 + e*)

définie sur X = R. D’une part, Vx,y € R avec  # y on a

[F(z) = F(y)] = [In(l+e") —In(1l+e")|
3
e
= - R
< |z —yl.
D’autre part, on a
F(z) = zeh(l+e)=2
& 1+e"=e"
< 1 =0 (impossible).

Cependant, avec une hypothése plus forte sur ’espace nous obtenons le théoréme suivant

Théoréme 2.4.1 (Théoréme d’Edelstein ([1], page 180)) Soit (X, d) un espace métrique

compact, soit F': X — X une application contractive. Alors

a. F' admet un unique point fire a € X.

b. Pour tout v € X, a = lim F"(z) ot F°(x) =z et F" (z) = F (F" ! (x)).

n—-4o0o

Preuve.
1. L’unicité du point fixe : Soient o, o’ deux points fixes de F tels que a # o, alors
d <a,0/> =d <F (), F <o/>> <d <a,0/>
ce qui est impossible. Alors o = o'

2. L’existence du point fixe : Soit 'application = +— d (z, F'(z)). = point fixe de F' est
équivalent a dire que d (z, F' (z)) = 0. Comme X est un compact alors I’application

d(z, F (x)) atteint son minimum. Alors il existe a € X tels que

Ve e X, d(a, F (o)) <d(x, F(x)). (2.4.1)

On va montrer par ’absurde que « est un point fixe de F. Si a # F () d’apres la
définition d’une application contractive, on a d (F' («), F (F («))) < d(a, F' («)) ce
qui contredit (2.4.1). D’ou oo = F'(a) .
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2.4. Théoréme du point fixe de Edelstein

3. Pour tout x € X, a = lim F"(x). Posons z,, = F" (z) et montrons que pour un
n——+00

certain k > 0 on a x; = « et plus généralement z,, = « pour n > k autrement dit

r, — « pour n assez grand. On procéde par I'absurde : supposons que Vn € N,

x, # a. Comme Vn € N on a
0<d(z,.,,a)=d(F(z,),F(a) <d(z,a),

alors la suite réelle {d (7, @)}, oy est décroissante et minorée par zéro. Donc il existe
une limite, noté [, telle que

[ = lim d(z,,q).

n—oo
De plus, gréce a la compacité de X, la suite (z,), admet une sous-suite convergente
dans X, noté (xy,),, telle que z,, — y € X, quand n; — oo. Comme ’application

F' est continue, alors
F(z,,) — F(y) = F(xp,+1) — F(y) quand n; — oo,
et on a nh_)rgod (2n, @) =1 quand n — oo, entraine que
d(zp,a) — et d(x,1,a) = [ quand n; — oo.
Par la continuité de la distance

d(zp,a) — d(y,a), quand n — o0

alors
d(y,0) =l=d(f(y),a)=d(F(y).F(a)),
et siy # a, alors d (F (y), F (o)) < d(y,«) . Ce qui est impossible alors y = « c’est

a dire que : d(y,a) =1=0. Alors d (z,,a) — 0 quand n — 0.

Remarque 2.4.1 La preuve du théoréme d’Edelstein ne donne pas une estimation de

Uerreur d’approximation.

Exemple 2.4.1 Soit f :[0,1] — [0,1] avec f () = 5. Vz,y € [0,1], on a

F@-f0l = |-
z—y

'ﬂ+xﬂl+w

)
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2.4. Théoréme du point fixe de Edelstein

donc
1

(1+2)(1+y)
C’est a dire f est contractive sur [0, 1].

Remarquons que le rapport )%ﬁ(y)

‘f@ﬁ—f@w_
T =y

‘ <1,Vz,y €[0,1] avecz #y.

est proche de 1 lorsque x et y sont suffisamment

proches de 0. Par conséquent, f n'est pas contractante sur tout l'intervalle [0,1] par
rapport & la métrique usuelle. Le théoréeme d’Edelstein assure que f admet un point fize
unique dans [0,1] et f™ (x) tend vers ce point, pour tout choix de x. Bien sar, il est facile

de trouver le point fixe x

1 (1+5)

s :—% .1 10
x 1+x:>a: 5 0.61803 € V' (1)

Cet exemple ne nécessite pas réellement l’application du théoréme d’Edelstein. Une fagon
de contourner cela est de vérifier que f : [%, 1} — [%, 1} et on déduit du théoréme des

accroissements finis que, si x,y € [%, 1], il existe un point & entre x et y tels que

[f(@) = F)l = [F©llz -y

< max [f(€)]l o,
celb]

(3,

et on sait que : m[ax] |/ (z)| =5 <1, alors
e %,1

vmyegﬂyrﬂm—f@nsMx—mMmk—g.

On applique le théoréeme 2.1.1 et on déduit qu’il existe un unique point fize de f dans
1
[5:1].

_ 14z

= 55 est contractante dans [0, 1],

Une deuxiéme méthode consiste a vérifier que f2 ()
en effet, max [(f2) (z)| = L < 1), alors on peut appliquer le théoréeme 2.3.1 & f2 pour
( ) max i : p ppliq p

déduire I'existence et I'unicité du point fixe de f.

Exemple 2.4.2 Soit g : [0,1] — [0,1] avec g (z) = 7. Vo,y € [0,1], on a

xr Y
1+x_m
_|lr—rytryty
N <1+:v)(1+y)‘
_ r—Yy
B (1+:c)(1+y)"

l9(x) —g(y)| =
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2.5. Théorémes du point fixe pour des contractions non linéaires

Donc
9(=) —g9)| _ 1
T —y 1+2)(1+y)|
Remarquons que le point fixe de f est 0, (en effet, ©z = T = T = 0). Le rapport %Z(y)

pour x # y peut étre proche de 1 en prenant x et y suffisamment proches de 0. Ce qui
rend cet exemple différent du précédent est que g n’admet pas une restriction contractante
sur un voisinage de son point fize. D’autre part, étant donné que g™ () = (lf—m) Vn € N.

Alors
9" () —g" (y) 1
T —y (1+nz)(1+ny)’

est arbitrairement proche de 1 lorsque x et y sont suffisamment proches de 0 donc toutes

les itérées g™ de g me sont pas contractantes au voisinage 0.

2.5 Théorémes du point fixe pour des contractions
non linéaires

Maintenant, on va présenter sans démonstration quelques généralisations du théoréme de
contraction de Banach, dans lesquelles la constante de contraction k£ est remplacée par

une fonction réelle.

Théoréme 2.5.1 (Théoréme du point fixe de Boyd et Wong [[1], pages 182-183])

Soit (X, d) un espace métrique complet, soit F': X — X wune application vérifiant
d(F(z),F(y) <v(d(z,y), Yo,y € X

avec b : RT — RT une fonction semi-continue supérieure a droite (i.e : \; — X\ =

lim sup ) (A\;) < (X)) et o (t) <t, V> 0. Alors F' admet un point fire o € X. De plus

Vee X, a= lim F"(x).

n—oo

Corollaire 2.5.1 (([1], page 184)) Soient (X,d) un espace métrique complet et F :
X — X une contraction non linéaire (c’est a dire il existe une fonction continue ¢ :
R* — R* tel que p(t) <t Vt e R: etd(f(z),f(y) <¢(d(z,y)), Yo,y € X). Alors

F' admet un unique point fixe o € X. De plus,

Ve e X,a= lim F" (z).

n—oo
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2.6. Théorémes du point fixe pour des applications non-expansives

Théoréme 2.5.2 (Théoréme de point fixe de Matkowski ([1], pages 185-186)) Soient

(X,d) un espace métrique complet et F' : X — X wune application vérifiant

d(F(v),F(y) <¢(d(z,y), Yz, y € X,

ot 1) : 10,400 — 10,400 est croissante et vérifie que lim " (t) = 0, Vt > 0. Alors F

admet un unique point fire « € X et Vo € X, a = lim F" (x).

n—oo

2.6 Théorémes du point fixe pour des applications
non-expansives
Dans cette section, nous présentons I’extension la plus naturelle d’une contraction.

Définition 2.6.1 (Application non-expansive) Soit (X, d) un espace métrique. L’application

F: X — X est dite non-expansive si :
d(F(z),F(y) <d(z,y), Yo,y € X.

Observons que les contractions, les isométries et les applications contractives sont des
applications non-expansives. Nous commengons cette section en présentant un résultat

connu sous le nom du théoréme de Shauder pour les applications non-expansives.

Théoréme 2.6.1 Soient C' un ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace de Ba-
nach E et F' : C — C une application non-expansive avec F (C) est compact dans C.

Alors F admet un point fize.

Preuve. Soit z¢ € C, pour tout n € N* — {1}, on définit la suite d’applications

1 1
n n

comme C' est convexe et g € C. Alors F,, : C' — C, de plus F,, est contractante. En effet,

Ve,y e C

IFo@) = Fu ol = (1= 3 ) IF (@) = F )l

(1=2) b=l

25
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2.6. Théorémes du point fixe pour des applications non-expansives

On applique le théoréme 2.1.1 pour chaque F, (n fixé) et on en déduit qu’il existe un

unique point fixe z, € C' de F,,, Vn € N* — {1} . Donc

1

r, = F,(z,) = <1 — E) F(x,)+ %xg.

De plus, comme F'(C) est un sous ensemble compact de C, alors il existe une partie

d’entiers d’entiers S et u € C tels que F (z,,) — u quand n — 400 dans S.

1 1
T, = (1 - E) F(z,) + —&o = U quand n — +oo dans S.

Par continuité, F'(z,) — F (u) quand n — +o0o dans S, d’'ot u = F (u). =

Théoréme 2.6.2 Soit C' un sous ensemble non vide, fermé, borné et convere dans un
espace de Hilbert réel H. Soit F': C — C' une application non-expansive. Alors F' admet

au moins un point fixe.
Pour démontrer le théoréme 2.6.2 on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.6.1 Soit H un espace de Hilbert avec u,v € H, et soit v, R deux constantes
réelles telles que 0 < r < R. S’il existe un x € H avec |[u —z|| < R et |[v—z| < R et

H“TJ”’ — xH > r, alors

lu —o| <2VR? —1r2.

Preuve. La loi du parallélogramme nous donne :

2 2 2 2
Ju =" = 2|lu—=z|"+2[v -2 - |(u—-2)+ (v - 1)
< R 4o 4|%tY_,
< 4(R*—r?).

Lemme 2.6.2 Soit H un espace de Hilbert, Soit C' C H un ensemble borné et F' : C — C'
une application non-expansive. Supposons que x, y € C et a = w—;“y € C. Soit § (C) le

diameétre de C, soit € < § (C) avec ||x — F (z)|| < e et ||y — F (y)|| < e. Alors

la = F (a)]| <2vey/26(C).
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2.6. Théorémes du point fixe pour des applications non-expansives

Preuve. Comme ||z — y| < H37 — —GH;(G)

perte de généralité que Hx _ wtf)

a+F(a)

+ Hy — =5 ||, nous pouvons supposer sans

5 > % |x — y|| . Cependant, puisque

la—all = 5 llz ~ 3,
IF (@)=l < |IF (@)~ F@)] +|F () - 2

< Jla—z||+¢

De — il +
— ||\ — E.
5 Yy

On applique le lemme 2.6.1 avec r = 1 |lz —y|, R=1|lzr —y|| + &, u=a, v = F(a) et

o Fa)] < 2\/(5 S (=)

= 2|z —ylle +&
= 2Vellz —yl +¢
2\/21/26 (C).

Preuve du théoréme 2.6.2. Supposons que 0 € C' et définissons pour n € N* — {1} les

on obtient que

IN

applications
E,.C — C

= F(z)=(1-21)F(2).
Supposons également que F'(0) # 0, sinon la preuve est terminé (0 est point fixe). Ensuite,

le théoréme 2.1.1 nous garantit 'existence et 'unicité de z,, € C' qui vérifie

T = Fo(zn) = (1 _ 1) F(a,), ¥n € N* — {1}.

n
Alors
1 1
|2 — F(z,)]| = - [ ()] < 55(0)- (2.6.1)

Pour n € N* — {1}, soit @, = {z € C: |z — F(z)|| < 16 (C)}. On a
Q22032042 ...20,2..,Vne N — {1}

les ensembles sont fermés & ordre décroissant d,, = ian |z|| et comme (Q,), est décrois-
zEWn

sante, on a dy < ds < dy < ..<d, < ..avecd; <0(C),Vie N*—{1}. Par conséquent,

3d € R tel que lim d, = d avec d < § (C).

n—~oo
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2.6. Théorémes du point fixe pour des applications non-expansives

Maintenant, soit

1

Pour tout n € N*—{1}, I’ensemble A,, est non vide, fermé, A,,,1 C A, et lim ¢ (A,) =0.

n—-+o0o

Pour montrer cette derniére, soit u,v € A,, alors
1 1
lu—0[ <d+—cet |lv=0|| <d+ —. (2.6.2)
n n
Comme u,v € Qg,2, on a

o= F @)l < £ 50(C) et o~ F @)l < 550 (C).

1
—0
n? 8n?

Ainsi le lemme 2.6.2 implique que

or (o) v e -

u+v
2

donc

€Q, et HuQﬂ - OH > d,. (2.6.3)

Maintenant (2.6.2) et (2.6.3) et le lemme 2.6.1 impliquent que

1\ 2
|lu—wv| <2 <d+—> —d2.
n

De plus, § (A,) < 2\/2# + 5 4 (d? — d2). D’ou

lim §(A4,)=0.

n—-4oo

Ensuite, le théoreme de Cantor nous garantit I'existence de zy € Npen+—{13A4,. Alors

7o € Mpen+—{1}Qsn2, on aura donc

o~ P ao)ll < NG wm e w1y,

— n2 )
D’ou

[0 = £ (o) | = 0.

Le théoréme suivant de Browder et Gohde affirme que le résultat du théoréme reste

valable, si H est un espace de Banach uniformément convexe.
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2.6. Théorémes du point fixe pour des applications non-expansives

Théoréme 2.6.3 (théoréme de Browder et Gohde, voir ([1], page 229)) Soient X
un espace de Banach uniformément convexe, et C' un sous ensemble non vide fermé, con-
vexe, borné de X. Alors toute application non-expansive T : C' — C admet au moins un

point fixe dans C.

Le lemme suivant nous assure qu’on peut toujours approximer une application non-
expansive définie sur un ensmble convexe borné d’un espace de Banach par une application

contractante.

Lemme 2.6.3 ([9], page 19) Soient C' un ensemble convexe, bornée d’un espace de Ba-
nach X et F : C — C une application non-expansive. Alors pour tout € > 0 il existe une

application contractante, F. : C'— Ctelle que pour tout x € C, ||F (z) — F. (z)]| < e.
Preuve. Pour tout point z € C' et pour tout ¢ € ]0, 1], on définit
F.(z)=cz4+(1—¢)F (z).
Pour tout z,y € C, On a :
[F-(z) —F- ()l = (1—e)|[F(z) = F(y)ll

< (1=e)flz—wyll,

qui prouve que F. est contractante et on a aussi
[Fz (z) = F ()| = ellz=F(z)]
< ediam (C).

La conclusion se fait en prenant ¢ assez proche de 0. m

Théoréme 2.6.4 Soient C' un sous ensemble fermé, bornée et convexe d’un espace de

Banach X et F': C — C une application non-expansive. Alors
inf {||z — F (x)||, x € C} =0.
Preuve. Soit F. définie comme dans le lemme précédent, 'application F. est contrac-
tante et admet un unique point fixe noté z. = F. (z.)
e = F (z)| = [[F:(xc) = F (z)]]
= ellz—F ()|
< ediam (C).

La conclusion se fait & partir de la propriété caractéristique de la borne inférieure. m
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2.7. Alternative non linéaire de Leray—Schauder pour des applications contractantes

Théoréme 2.6.5 Soit C' un sous ensemble compact, convere d’un espace de Banach X

et F': C — C une application non expansive. Alors F admet un point fize dans C'.

Preuve. Evidement la borne inférieure discutée dans le théoréme précédent est at-

teinte.
inf{||z — F (2)||,z € C} =0= F x5 € C tel que ||zg— F (x0)] =0,

C’est a dire, il existe zg € C tel que g = F (z¢). m

2.7 Alternative non linéaire de Leray—Schauder pour
des applications contractantes

Dans cette section on va voir que la propriété d’existence du point fixe pour les applications
contractantes est invariante par homotopie. Soit (X, d) un espace métrique complet et U

un sous-ensemble ouvert de X.

Définition 2.7.1 Soit F : U — X et G : U — X deux applications contractantes,
o U est la fermeture de Uouvert U dans X. On dit que F et G sont homotopes s’il existe

une application H : U x [0,1] — X qui vérifié les propriétés suivantes :
1. H(.,00=G et H(,1)=F.
2. x# H (z,t) pour z € OU et t € [0,1].
3. il existe une constante o € [0,1] telle que :

d(H (z,t),H (y,t)) < ad(z,y), Yo,y € U et t €[0,1].

4. 1l existe une constante M > 0 telle que :

d(H (x,t),H (2,8)) < M|t —s|, Ve €U ett,s€[0,1].

Théoréme 2.7.1 Soit (X, d) un espace métrique complet et U un ouvert de X, supposons
que F: U — X et G :U — X soient deux applications contractantes homotopes et

que G admet un point fize dans U. Alors F admet un point fize dans U.
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2.7. Alternative non linéaire de Leray—Schauder pour des applications contractantes

Preuve. Considérons ’ensemble A = {\ € [0,1] : © = H(x, \) pour un certain z € U}
ol H est une homotopie entre F' et G décrit dans la définition précédente.

Notons que A est non vide, puisque G admet un point fixe, 0 € A. Nous allons montrer
que A est a la fois ouvert et fermé dans le connexe [0, 1], ce qui entraine que A = [0, 1].
Par conséquent, F' admet un point fixe. Nous montrons d’abord que A est fermé dans

[0, 1]. Pour avoir ce résultat, soit
(An)oe, C Aavec A, — A € [0, 1] quand n — +o0.

Montrons que A € A. Comme A, € A pour n € N*, alors il existe x,, € U tel que

x, = H(x,, \), alors pour n,m € N* on a :

d (C(]n, l’m) = d (H(xm /\n)7 H(xﬂﬂ /\m))

IA

d(H(zp, An)y H(xp, Ap)) + d (H (20, A)y H(Zmy Am))

< MMy — M| + ad (T, T1) -

Ce qui donne que

M
d(zp, Tm) < —— | Ao — A -
1l -«

Comme (\,),, est une suite de Cauchy, alors (z,,),, est une suite de Cauchy, et puisque X

est complet alors il existe z € U avec lim z,, = z. De plus # = H(x, \), car

d(zn, Hx,\) = d(H(xn, ), H(z, \))

< M\, = A+ ad(zy, ).

Donc A € A, d’ou A est fermé dans [0, 1].
Maintenant, nous montrons que A est ouvert dans [0,1]. Soit Ay € A, alors il existe

xo € U tel que xg = H(xg, \g). Fixons € > 0 qui vérifie

1—a)r
5<<T>01‘1r<d(:1:0,8U),

ou d(zg,0U) = inf{d(zg,x),x € OU}. Fixons A € |\g—e, o+ ¢[. Alors pour = €
B (zo,7)

d(xg, H(z, \))

IN

d(H (zo, M), H(z, X)) + d(H(x, No), H(x,\))

IN

ad(zg, ) + M|X — Ao|

IN

ar+ (1 —a)r=r.
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2.7. Alternative non linéaire de Leray—Schauder pour des applications contractantes

Alors pour chaque A € [\g — €, \g + €[, on obtient

H(-,\) : B(zo,7) — B(xg,7).

En appliquant le théoréme 2.1.1, on déduit que H(., \) admet un point fixe dans B(xg, 7).
Donc A € A pour tout A € [N\g—e, Ao+ €[ c’est a dire A est un voisinage de A\g. On

conclut que A est un ouvert dans [0,1]. m

Théoréme 2.7.2 Soient U un sous-ensemble ouvert d’un espace de Banach X. 0 € U et
F:U — X une contraction avec F(U) borné. Alors l'une des deux propriétés suivantes
est vérifiée :

(A1) F admet un point five dans U,

(A2) il existe A € ]0,1] et u € OU tels que u = AF(u).

Preuve. Supposons que (A2) n’est pas vérifiée et F' n’a aucun point fixe sur oU,

sinon la preuve est terminée. Alors on a
u # AF(u) pour tout u € OU et A € [0,1].
Soit H : U x [0,1] — X une application définie par :
H(z,t) =tF(z).

Soit G la fonction nulle. L’application G admet un point fixe dans U (0 = G(0)). F
et GG sont deux applications contractantes homotopes. Par conséquent, le théoréeme 2.7.1

assure 'existence de = € U tel que = F(x), d’ou le résultat cherché. m
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CHAPITRE

3 Applications

3.1 Application sur le principe de contraction de Ba-

nach

3.1.1 Equation intégrale de Fredholm

Soit K : [0,1] x [0,1] — R une application continue pour laquelle il existe ¢ € R vérifiant
0 < q < 1, tel que |K (z,t)] < ¢, ¥V z,t € [0,1], et soit & : [0,1] — R continue.
On aimerait trouver une fonction f :[0,1] — R continue sataisfisant I’équation intégrale

de Fredholm suivante :
1

f (@)= (@) + [K (a,0) f (1) dt.

0

Cela se rameéne facilement & la recherche d’un point fixe en définissant ’application F' par

F: C(0,1,R) — C([0,1],R)

g —  (Fg)(z) = <I>(:z:)+0fK(x,t)g(t)dt.

On vérifie facilement que :

1. F'est bien définie. En effet, ® est continue et I'intégrale du produit de deux fonctions

continues est continue.
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

2. F est contractante, de constante de contraction ¢, si on munit C ([0,1],R) de la

norme de la convergence uniforme || . || . En effet ; soit f, g € C'([0,1],R) :

1

(FN @) - ED@] = | [k 70 -gl)
< [E@l 170 -gla

0
1
< q [ |f(t)—g(t)|dt
/
< qIf -9l

donc

sup |(F[)(z) = (Fg) (2)] < qllf — 9l

z€[0,1]

c’est a dire
1Ff=Fylo <allf — 9l
D’ou F' est contractante.

Puisque C'([0,1],R) muni de la norme || . || est complet, on peut appliquer le
théoréme 2.1.1, ce qui implique que ’équation intégrale ci-dessus posséde une unique
solution et nous fournit une méthode pour approcher cette solution : on peut par
exemple itérer F' sur la fonction nulle. En particulier, dans le cas ot ® = 0 'unique

solution est f = 0.

3.1.2 Théoréme de Stampacchia

Soit H un espace de Hilbert réel dont le produit scalaire est noté (.,.)y et la norme

associée |||, et H son dual topologique.

Définition 3.1.1 Soit H un espace de Hilbert réel. On dit qu’une forme bilinéaire af.,.) :

H x H — R est continue st
Sea > 0,9(u,v) € H x H : [a(v,0)] < cq Jull [l

Définition 3.1.2 Soit H un espace de Hilbert réel. On dit qu’une forme bilinéaire af.,.) :

H x H — R est coercive (ou bien H-elliptique) si

Ja > 0,Yv € H : a(v,v) > a |||, -
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de projection sur un convexe fermé) Soit K C H
un convexe fermé non wvide. Alors pour tout f € H, il existe un unique u € K tel

que
1f =l = min{|f — vl

De plus u est caractérisé par

ue K
(f —u,v—u) <0, Yo € K,

on note u = Pk f (projection de f sur K ).

Théoréme 3.1.2 (Théoréme de Riesz-Frechet, [4] page 81) Pour tout ¢ € H', il

existe un unique f € H tel que
Yoe H, <p,v>=(fv)g,

de plus

el = 11 -

Théoréme 3.1.3 (Théoréme de Stampacchia, [4] pages 82-83) Soita(.,.) une forme
bilineaire continue et coercive sur H x H. Soit K un convexe fermé non vide de H. Pour

tout | € H' il existe un unique u € K vérifiant :
alu,v—u) > <lv—u>WYveK.

De plus, si af.,.) est symétrique alors u est caractérisé par
ue kK

sa(u,u)— < lu>= {)réilr(l(%a(v,v)— <lv>).

Preuve. Soit | € H' alors d’aprés le théoréme de Riesz-Frechet 3! f € H tel que

Yoe H: <l,v>=(fv)pn.

Pour u fixé dans H 1'application v — a(u, v) est linéaire et continue sur H. Alors d’aprés

le théoréme de Riesz-Frechet :

3l Au € H tel que Vv € H a(u,v) = (Au,v)y.

35



3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

On a définit ainsi 'opérateur

A: H — H
v — Au

vérifiant que

i) dc > 0,Yv e H :|Aully <clv|y.

ii)3a > 0,Yve€ H: (Av,v)g > alv? .

le probléme

u € K tel que
alu,v—u) > <lLv—u>YveK.

devient :
u € K tel que

(Au,v —u)g > (f,v —u)g Vv € K.

Soit p > 0, une constante qui sera fixée ultérieurement. On cherche u € K tel que :
(pf — pAu+u—u,v—u)y <0VveK.
D’aprés le théoréme de la projection sur un convexe fermé
u= Pg(pf — pAu + u).

On définit alors, 'application

S: K — K
v +— Sv = Pg(pf — pAv +v).

Montrons que S est contractante, d’abord on montre que

Vi, fo€ H: |lur —wl <|lfi — fal,
ou u; = Pk f1 et us = Pk fo. En effet d’apres le théoréme de projection on a

(fi—u,v—w)g <0Vv e K,
(fo —ug,v—ug)y <0VveK.

En particulier :
(fi —ur,ug —ur)y <0,

(f2 — U2, U1 —U2)H <0 >
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

en sommant on trouve
(f1,U2 - U1)H - (U17U2 - U1)H + (f27U1 - U2)H - (U2,U1 - Uz)H <0

= —(fr,ug —ur)g + (fo, ur — u2) g + (ur, ur — uz)g — (U, ur — ug)g <0
= (fi — fosur —u)pr + lus —up||* <0
= |luy — Usz < (fi = fayur —ug)y
< |l = foll g llua — w2l

donc
lur = wally < lfv = fall-
C’est a dire
1Pi f1 = P fall g < |11 = fall -

Ainsi pour vy,v, € K, on a :

HSUI — SUQ“ S ||p(AU2 + AU1> + v — Ug” s

d’ou :
| Sv1 — Sv2||2 < p*||(Avy + AU1>||2 + ||l — U2||2 + 2p(Avy — Avy, v — v9)
< PP lor — vo|* + [l — val” — 2p(Avy — Avy, vy — vs)
< (pPc —2pa+1) |lvi —va %

On pose k? = p?c® — 2pa + 1
2cv 9
pour 0 <p<—/,onal<k” <1
c

ainsi S est contractante. D’aprées le théoréme 2.1.1 S admet un unique point fixe u € K.

Ce qui signifie que
Nue K tel que Vo € K :a(u,v—u) > <lv—u>.

On suppose que af.,.) est symétrique, donc elle définit un nouveau produit scalaire sur

H x H. Etant donné [ € H', d’aprés le théoréme de représentation de Riesz-Frechet :
Al g € H tel que Yv € H :< l,v >=a(g,v).
Par suite :

a(u,v —u) ><l,v —u > équivalent a: a(u,v —u) <0 Vo € K.
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

ce qui signifie que d’apres le théoréme de projection u = P g (en terme de produit scalaire

a(.,.) ). En plus d’aprés le théoréme de projection, u est défini par :

N|=
D=

(alg —u,g —u))? = min(a(g —v,9 —v))2,

K

ou encore u réalise le minimum de a(g — u, g — u) ce qui revient a minimiser sur K

1 1
§a(v,v) —a(g,v) = 5@(?},1})— <lv>.

3.1.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz global
Soit le probléeme de Cauchy suivant :

y(t) = flty), tel

(3.1.1)
y(0) = yo

ou f: I xR"™ — R" est une fonction continue, et / = [0,b]. On définit I'opérateur

intégral suivant :

F: C(I,R") — C(I,R")
y = Fyt) =yt fy fs,y(s))ds
y solution de (3.1.1) si et seulement si y = Fy, i.e la solution de (3.1.1) est un point fixe

de l'opérateur intégral F'.

Théoréme 3.1.4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) Soit f : I xR" — R" continue

et lipschitzienne par rapport a y. i.e il existe une constante o > 0 telle que pour toutt € 1
Vy,z € R, [[f(t,y) = [t 2)llpn < afly — 2llgn -
Alors, il existe une unique solution y € C'(I,R") du probléeme (3.1.1).
Preuve. On applique le théoréme 2.1.1, pour X = C(I,R") muni de la norme & poids
ol = sup [l 5 ()] = e w )],

et I'opérateur intégral défini par

F: C(LLRY) — C(I,R")
y o Fylt) =yt [, f(s,y(s))ds
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

Notons que tout point fixe de l'opérateur F' est une solution du probléme (3.1.1) et
inversement. Observons que C'(/,R") muni de la norme ||.||, est un espace de Banach qui

est équivalent & la norme ||y||, = sup ||y (t)||g. - En effet, Vy € C(I,R"), on a
tel

e llyllo < llylla < llylls -

F' est une application contractante. En effet, Vy, z € C'(I,R™), on a

Fy(®) = F() = [ [ (s:9(9) = f (s:2(s))lds pourt €.

Alors, pour tout t €

t
Ty - T2)(O)lge < e / e ly(s) — 2(5) g ds
0

IN

t
et ( / ac™ds)|ly — 2|\,
0

e (e = 1) ly — zll,

(L—e) lly =l -

IN

IA

Dou ; [Ty —Tz||, < (1 —e )|y —z|,, sachant que (1 — e ") < 1. Par suite le
théoreme 2.1.1 implique qu’il existe un unique point fixe y € C(I,R") de F. Par

conséquent, le probléme de Cauchy (3.1.1) admet une unique solution y € C' (I, R")
(cary € C(I,R™), y = f (t,y) € C(I,R")). m

Remarque 3.1.1 On peut munir C(I,R™) de la norme ||y||, = sup ||y (¢)|
tel

jn s MaiS ce
choix nous donne l’existence et ['unicité d’une solution locale définie sur un sous-intervalle

de I.

3.1.4 Méthode de Newton-Raphson

Un autre exemple d’application du théoréme 2.1.1 nous est fourni par la méthode de
Newton-Raphson pour la recherche de racine de polynémes (ou plus généralement de

fonctions d’une variable réelle), dont nous présentons maintenant deux variantes.

Proposition 3.1.1 Soit f : [xg — 1,20 + 7] — R une fonction dérivable. Supposons que

f(xo) #0 et qu’il existe ¢ € R tel que 0 < q < 1 et que :

1. ‘1— T @O < gV xezg—rzo+7].

(
f(zo

)
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

f (o)

2. £ (x0)

<r(l-q).

Alors f posséde une unique racine o dans [xg — r,xg + r|. De plus, pour tout x1 €

[xg — 1,20 + 1], la suite(x,), définie récursivement par

Tpi1 = Ty — 77—, 1> 1.

f/ (l'o) ) -
a pour limite . Enfin, la vitesse de convergence de (x,,), est estimée par

qnfl
1—gq

[z, —al < ’M
f' (o)

et si on prend x1 = xq ; alors
|z, — af <rg" .

Notons que si f est de classe C' les hypothéses de cette proposition seront satisfaites
st xg est suffisamment proche d’une racine o de f en laquelle la dérivée de f est

non nulle et si r est assez petit.

Preuve. Posons : F(x) = z— % et vérifions que F’ est une application contractante

de [xg — 1,20+ r] de constante de contraction ¢ ; le résultat suivra alors du théoréme

/(x

2.1.1, puisque f (z) = 0 équivaut a dire F(z) = 2. Ona: F'(z) =1 — f,(—xo)) et donc si

F (az)‘ < q. On déduit alors du théoreme des accroissement finis que

x € |xg—r,T0+ 7],

Va,y € [xg —r,xo + 7], x <y, I € [x,y] tel que :

et donc
[F(z) = Fy)l < qle =yl
a cause de ’hypothese 1. Si z € [z — r, 29 + 7]

|F(z) — zo| < |F(x) — F(xo)| + |F(x0) — 20| < gr+r.(1—q)=r

a cause de la premiére partie de la preuve et de I’hypothése 2. Cela prouve bien que F' est

une application contractante de [zq — 7,9 + 7] dans lui méme, et en fait z,, = F"*(z;)

et v — F(x1) = ;Ezég Les affirmations suivent alors le théoréme 2.1.1. m

Proposition 3.1.2 (Variante de la proposition précédente) .
Soit f : [xo—r, 0+ 7] — R une application deuz fois dérivable. Supposons que

fi(x)#0, 2 €[xg—rz0+7] et quiil existe ¢ € R tel que 0 < ¢ < 1 et que :
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3.1. Application sur le principe de contraction de Banach

‘f(“*’f Wl <q Vaelw—rz+r].

f(zo)

2. | )

<r(l-gq).

Alors f posséde une unique racine o dans [xvo — r,z0 + 1]. De plus pour tout x, €

[zg — 1,20 + 1], la suite (z,,), définie récursivement par :

Tt = Ty — f(xn)
n - n / ?
a pour limite a. On a |z, — a| < ‘% % et si on prend 1 = g alors

|xn - Oé| S rqnil

Preuve. On reprend le schéma de la preuve précédente avec F(z) = z — % Ici
ona: F'(x) = Ha)f @) o I’hypothése (1) nous assure alors que F' est contractante. Le

fl(x)?
fait que F' est une application de [xg — r, 2o + r| se montre comme dans la proposition

précédente. m

Exemple 3.1.1 Calculons a l’aide des propositions qui précédent les racines de f. On
pose f(z) = x? — 2 et le probléeme est de calculer la racine positive de f. On commence

par faire un bon choix pour xy et r :

3
To=—=, ==
07 o 9

= L - on peut donc prendre q = %

Alors‘l——‘—F’ 25""<—etdautrepowt‘M TR

f(zo

On doit itérer la fonction :

fl®)  3z—a?42
f(zo) 3

On commence litération avec r1 = xo = % et on obtient

17 611
=1.41 =1,414351 te...
To = 12( 6...), r3 = 432( 3518...), etc
L’estimation de la convergence donne ‘xn V2| < | % % —1. Appliquons maintenant la

3

proposition 3.1.2, en prenant toujours xo = 5, r = % On doit itérer la fonction

flx) 22+2
1 (zo) 2z
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3.2. Application sur le théoréme pour une application dont une iterée est contractante

- f@)f " () 1 flxo) | _ L _ 1
On vérifie que ‘ Tz | S 2 et que Tay| = 12 On peut donc prendre q = 5.
L’estimation de la convergence donne

T — \/§] <(1/2)".
En partant de x1 = % on obtient :
17 577
= —(=1.416... = —— (= 1.41421568...), etc...
) 12( 6 ),[Eg 408( 568 ),8 C

3.2 Application sur le théoréme pour une application

dont une iterée est contractante

3.2.1 Equation intégrale de Voltera

On se donne les fonctions K : [0,1] x [0,1] — R et ¢ : [0,1] — R continues. On cherche
une fonction f : [0,1] — R qui vérifie :

T

fx)=p()+ /K (x,t) f(t)dt. (3.2.1)

0

C’est dire qu’on cherche un point fixe de I'opérateur intégral définie par :

F: C(0,1,R) — C([0,1],R)

g — F(g)(x) =)+ [K(t)g(t)d.
Nous allons montrer par récurrence sur n que, vz € [0, 1] :

F (1) () = F" (92) (1)) < 2" gy~ o]l

ou M = sup{|K(z,t)| ; x,t € [0,1]}. Pourn =1, on a
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3.2. Application sur le théoréme pour une application dont une iterée est contractante

[F(91) () = F(g2) (2)] = /K(i&t) (91 (t) — g2 () dt

- w>m@ﬁ|/mmwwNMﬁ

z,t€[0,1] 4

sA4/mw—m@w

< Mn@—mmm/ﬁ

0
< M g1 = g2ll -

Supposons-la vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour n + 1 :
[F" (1) () = F™ (g2) ()] = |F(E™ (1)) (2) = F (F" (g2)) ()]

— [ K@t PO [ Kt P o

< /\K(m,t)] (F™ (1) (1) — F™ (g2) (£)] dt

< / sup [K (z,2)] [(F" (91)) (t) — F" (g2) ()| dt

x,t€(0,1]
0

tn
< /M EMH||91—92||oodt
0

l,nJrl

n-+1

- ] ||gl _g2HOO
.

l’n+1

— —MnJrl - )

On en déduit que
n n xn n
1P (90) = F" (92) oo < M 3 = ]

Et comme lim % =0c’est adireVe > 0,d N € NtellequeVn > N, % < g, si on choisit
n—oo : :

e =q avec 0 < g < 1 donc il existe N tel que si MTJ,V < q alors F'V sera contractante, de

constante de contraction g. On peut donc affirmer que 1’équation intégrale (3.2.1) admet

une unique solution, que I'on peut obtenir par itération de F'.
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3.2. Application sur le théoréme pour une application dont une iterée est contractante

3.2.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz local

Soient U un ouvert de R x R™ et f: U — R™ une application continue. Soit le probléme
de Cauchy :
y(t) = ftyt), tel
y(to) = vo,

(3.2.2)

ou (to,y0) € U et I C R. On cherche une solution y : I € R — R™ de I’équation
différentielle y = f(t,), (t,y) € U, telle que t, € I et y(to) = yo.

Définition 3.2.1 Soient T > 0 et ro > 0. On dit que C = [ty — T, to + T x B¢(yo,70)
est un cylindre de sécurité pour (3.2.2), si toute solution y : I — R™ de ce probléme avec

IC [to —T,ty+ T] reste contenue dans Bf(y07 7’0)~

Définition 3.2.2 (Application localement Lipschitzienne ) f est dite localement lip-
schitzienne par rapport a la variable y sur U, siV(ro,yo) € U, il existe un voisinage V de

(1o, yo) dans U et une constante k = k(V') telle que ¥(t,y1), (t,y2) € V, on ait

1t y0) = F(ty2)ll < Fllyr = w2l -

Le théoréme suivant de Cauchy-Lipschitz donne un résultat d’existence et d’unicité de
solution d’un probleme de Cauchy. Ce résultat permet d’élargir le domaine d’application

du théoréme 3.1.4.

Théoréme 3.2.1 (Cauchy-Lipschitz) Si f : U — R™ est continue et localement Lip-
schitzienne par rapport y sur U, alors pour tout cylindre de sécurité C = [to — T, to + T X
B¢ (yo,70), le probléme de Cauchy (3.2.2) admet une unique solutiony : [to — T, to + 1] —
By (yo,m0). De plus, si on pose ®(y)(t) = yo + ftf(u,y(u))du, il existe p € N tel que la
suite itérée ®F(z) converge uniformément vers ZZLO solution exacte.

Preuve. On commence par construire un cylindre de sécurité pour le probléme (3.2.2).
Soit V' un voisinage de (g, yo) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport a y, et soient
To > 0 et Cy = [to — To,to + To] x Bf(yo,m0) C V un cylindre. Cj est un fermé borné de

R™*! donc compact, et on en déduit que f est bornée sur Cy. Soit M = sup || f(¢,y)||
(tvy)eoo

et on pose T' = min [TO, ﬁ] , On aura que C = [ty — T, to + T X Bf(yo,70) est un cylindre

de sécurité pour (3.2.2). Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. Par
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3.2. Application sur le théoréme pour une application dont une iterée est contractante

construction, on a sup || f(t,y)|| < M et f est k-Lipschitzienne par rapport a y sur C.
teC

Soit F' = C ([to — T, to + T, Bf(yo,70)) muni de la distance d = || ||,. Yy € F. On

définit sur F' I'application :

t

y— B(y)(t) = yo + / (u, () s

to

On montre d’abord 1’équivalence suivante :
y est solution du probléme (3.2.2) < y est un point fixe de ®.

(<) Supposons que y est un point fixe de ®. Alors Vy € F on a & (y) = y d’ou
y(t) =yo+ ftto f(u,y(u))du. Or f est continue sur U donc y est continue sur U. De plus,
y est dérivable sur [Ty —t, Ty + t] et sa dérivée y'(t) = f(¢t,y(t)). On a aussi y (ty) =
Yo + tfof(u, y(u))du = yo. Donc f est solution du probléme (3.2.2).

(i;) Supposons maintenant que y est solution de (3.2.2). On a alors ¥/ (t) = f (t,y (¢))
et y(to) = yo. On peut intégrer y' par rapport & u car y' (u) = f(u,y(u)) et u —
f(u,y (u)) est continue sur un segment et donc intégrable sur ce segment. Alors on

obtient :

t

/ Y () du = / £ (g () du = [y ()]'=t =y (£) =y (t0) =5 () — o

to
Donc, on a bien

y () =0+ / F(u,y(u))du = B () (1),

et donc y est un point fixe de ®. On veut appliquer le théoréme du point fixe a &7 (pour

p bien choisi).

1. On montre d’abord que ® est une application de F' dans F'. Pour cela on montre que

@(y)(t) S Bf(yo,T'o) vVt € [to —T,t0+T] . Soit Y € F. Alors Vt € [to —T,t0+T],
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3.2. Application sur le théoréme pour une application dont une iterée est contractante

on a

1)) — ol = / £ (s y(w)) du

< / 1 (s ()

t
M/du
to

M |t —t|

IA

< MTST().

Donc Vt € [to — T, to + T, ®(y)(t) € Bf(yo,70), d’out ®(y) € F et on a évidemment
la stabilité de F' par &P.

2. On montre maintenant que ®” est contractante. Soient y,z € F. On pose y, =
P (y), 2z, = ®? (2) Vp € N*. Par récurrence sur p on montre que :

[t —to|”
|

llyp (1) — 2, (B)] < kP d(y,z),Vtelto—T,to+T]. (3.2.3)

C’est évident dans le cas p = 0. Supposons que pour un certain entier p, on ait
(323) AIOI'S, vVt € [tg — T, to + T]

t

lper (1) — 2ps (O] < / By () — 2 ()| du

to

t
P
/k kp% d(y, 2) du

IN

to

L+l t )
= T dwe) [l nld
to
u=t
p! ’ p+1) | _ (p+Dt

ce qui acheve la récurrence. Comme [t —ty| < T, on a

TP
d (ypa zp) S kad (y> Z)

donc ® est lipschitzienne de rapport k‘p%, et il existe un p € N* tel que kP % <1

(car ligrn kp% = 0). Donc, pour ¢ > p, ¢ est contractante.
p—too P
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3.3. Application sur le théoréme du point fixe pour les applications non-expansives

3. Le théoréme 1.3.3 nous assure la complétude de F'. On déduit du théoréme 2.1.1
que ®7 admet un unique point fixe y. De plus &7 (P (y)) = ¢ (97 (y)) = ® (y) donc
® (y) est un point fixe de ®7, et par unicité du point fixe de ¢ on a ¢ (y) = y.
Comme les points fixes de ® sont des points fixes de 7 , on en déduit que y est

I'unique point fixe de ®. Finalement, y est I'unique solution de (3.2.2).

3.3 Application sur le théoréme du point fixe pour
les applications non-expansives

Théoréme 3.3.1 Soient X un espace de Banach uniformément convexe, f un élément

de X, et T : X — X une application non-expansive. Alors ’équation abstraite:
r—Tz=f, (3.3.1)

admet une solution x si et seulement si pour tout xo € X, la suite itérative de Picard
(Tn)n définie par:
Tpy1=Tw, + f, n €N,

est bornée.
Preuve. Soit 'application T : X — X définie par
Tr(u) =Tu+ f.

L’élément u € X est solution de 3.3.1 si et seulement si u est un point fixe de T%. Il est

clair que T est non-expansive. Supposons que 7y admet un point fixe u € X.

[y —ull = (| Twn + f = Ty(u)]

= N T¢(zn) = Ty (u)]

< len =l

D’ou (z,), est bornée.

Inversement supposons que (), est bornée. Soit

d = diam ({x,,n € N}) et Bylz]={y e X : ||z —y|| < d},
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3.4. Application sur I’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour les applications

contractantes
avec © € X. By [z] est convexe. En effet: soient xq, yo € By [z] et A € [0, 1]
|z — (Azo + (1= Nyo)l| = [[Az+ (1= Az — Azg + (1 = Nyl
< Az =zl + (1= A) [z — yol|
< d,

donc Azg + (1 — AN)yo € By z]. On pose
Cn — miand [ZEJ ’

pour tout entier n € N l'ensemble C), est non vide (car z,, € C,,) et il est convexe. De
plus,
T (Cy) C Cpia. (3.3.2)

En effet, soient u € C), et i >n+1
|z; = Ty(w)|| = [[Tzia + f = Ty(u)

= | Ty(zia) = Ty ()]

|zi1 — ull

IA

< d.

Donc Ty(u) € Cpiq. Soit C' = U,enCy, puisque la suite d’ensemble (C),),en est décrois-
sante et C,, est convexe pour tout entier n € N, alors C' est convexe, borné. Puisque T
est stable sur C' (d’apres 3.3.2), on peut appliquer le théoréme de Browder et Gohde pour

déduire que Ty admet un point fixe. =

3.4 Application sur ’alternative non linéaire de Leray-

Schauder pour les applications contractantes

3.4.1 Probléme de Dirichlet homogéne d’ordre deux

Soit le probléme de Dirichlet :
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3.4. Application sur I’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour les applications

contractantes

ou f : [a,b] x R? — R est continue. Nous considérons, pour A € 0,1[, la famille des

problémes:
y' =M (tyy), t€lab]
y(a) =y (b) =0.

(P)y

On définit 'opérateur
F: ([(1,, b} 7R> — (! ([a7b] 7R>

v By = 69 () () ds

ou la fonction de Green est donnée par :

—%,aﬁtﬁsgb
G(t,s) = o

D) g < s <t < b

Constatons que les points fixes de F' sont les solutions du probléme (P).

Théoréme 3.4.1 Soit f : [a,b] x R? — R une application continue, vérifiant

il existe un sous-ensemble D C R? et deux constantes K, et K,

tels que |f(t,y,y) — f(t,2,2)] < Koly — 2| + Kuly' — /|, V¢ € [a,8] x D

tel que
b—a)? b—
O Al o U Y (3.4.1)
8 2
Supposons qu’il existe un ensemble ouvert borné de fonction, U C C*[a,b] avec 0 € U
tel que
u € U implique que tout (u(t),v'(t)) € D pour tout t € [a, b (3.4.2)
et
y est solution de (P)y pour certain A € 10, 1] implique que y ¢ OU. (3.4.3)

Alors le probléeme (P) admet une unique solution dans U.
Preuve. Soit X = C!([a,b],R) muni de la norme :

Iyl = Kolylo + Kily'lo ou ylo = sup |y ()| et |y'[o = sup [y (t)|
te(a,b] t€la,b]
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3.4. Application sur I’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour les applications
contractantes

L’application F' : U — C'[a,b] est cotractante. En effet, d’aprés les propriétés de la

fonction f et la condition (3.4.2), pour tout y et z dans U nous avons

(Fy— F2)(#)| = / G () [f (5,9 (5) . (5)) — f (5.2 (s), 2 (5))] ds

2
< Loy,
puisque
b
B (b—t)(t—a) (b—a)?
tem[aaﬁ/]G(t,sﬂds—tem[aa’)é 5 =5
Alors
b—a)?
1y Fely < Oy g

Ainsi que, pour tout y et z dans U, nous avons | (Fy — Fz) |y < @ lly — =]l

puisque

b
b=+ (t—a)® (b—a)
e L e

Par conséquent,

b=a? , (b=

8 2 Hy - ZH avya zeU. (344)

|Fy — F2 < [Ko

Ensuite, la condition (3.4.1) entraine la contraction de F'. Finalement, la condition (3.4.3)
entraine que la proposition (A2) dans le théoréme 2.7.2 n’est pas vérifiee. D’ou I'existance

et 'unicité d’une solution du probléme (P). m
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Conclusion

Ce mémoire, concu en vue de l'obtention du dipléme de Master en Mathématiques,
présente quelques théorémes du point fixe qui sont parmi les outils les plus puissants
de l'analyse et dont la littérature regorge d’applications dans divers domaines; notam-
ment lorsqu’il s’agit d’établir 'existence de solutions pour des équations intégrales ou
différentielles. Par ailleurs, ils servent aussi de pont entre ’analyse et la topologie, ce qui

leur permet d’interagir et de donner de bons et d’intéressants résultats.
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