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          Introduction générale : 

         Dans le domaine scientifique et celui de l’enseignement, l’automatique a souvent 

recours à des cas d’études particuliers, qui sont représentatifs de grandes classes 

d’applications. De plus, avec l’expérience, la connaissance de ces cas s’est affinée et 

ils fournissent aujourd’hui une base idéale pour comparer de façon valable les avantages 

et les inconvénients d’approches différentes. 

 

      Le pendule inversé est l’un de ces cas typique qui occupe une place importante 

dans l’industrie comme un outil de transport, qui à fait l’objet d’une grande discussion 

tout au long de ces dernières années. Cet intérêt est du au fait que le problème de la 

commande du pendule inversé est fondamentalement le même que ceux impliqués dans 

plusieurs autres systèmes tels que le lancement des fusées, la propulsion des missiles et la 

stabilisation des satellites [1]. Le pendule inversé a toujours été utilisé pour tester les 

nouvelles méthodes de commande, car il possède plusieurs caractéristiques attrayantes : 

c’est un système non linéaire, couplé, intrinsèquement instable et il possède plusieurs 

implications pratiques [2]. 

 

                L’objet de ce travail est l’étude et l’application d’une commande linéaire 

quadratique pour la stabilisation d’un pendule inversé,  

             Pour ce la, Le présent mémoire est organisé en  trois chapitres qui sont résumés 

comme suit : 

            Le premier chapitre est consacré à la modélisation du pendule inversé, et les 

modèles obtenus sont utilisés pour  la simulation du système. 

 
            Dans le deuxième chapitre, on a fait un rappel sur la stabilité des systèmes ainsi 

que le principe de la commande LQ.  

Dans le troisième chapitre, nous présentons une méthode de synthèse de loi de 

commande par retour d’état d’ordre entier: LQR (commande linéaire quadratique) [3]. 

Un problème majeur pour la synthèse de la commande LQR réside dans le choix des 

matrices de pondération permettant  d’atteindre  les spécifications désirées. 

Enfin une conclusion générale clôture le mémoire. 
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I.1  Introduction 

     On s’intéresse dans ce premier chapitre à la modélisation du pendule inversé que nous 

utiliserons pour illustrer la commande que nous développerons dans ce mémoire. Il est 

constitué d’un chariot mobile sur des rails et d’un pendule suspendu sur le chariot [7]. Son 

principe de fonctionnement est très simple en théorie : Après avoir ramené le pendule de sa 

position d’équilibre basse à la position verticale haute, il faut le maintenir dans cette position. 

 

     Dans ce chapitre, a partir du formalisme d’Euler-Lagrange nous développons le modèle 

dynamique non linéaire du pendule. Nous développons également le modèle du moteur à 

courant continu. Enfin des courbes de simulation seront présentées afin de valider tous les 

modèles obtenus.  

 

I.2  Le pendule inversé 

 

    Un pendule inversé est un système dynamique multi variable non linéaire instable, il est 

con- sidéré comme un très bon exemple pour les systèmes instables et non linéaires. Il est utilisé 

pour tester les performances des techniques de commande pour des constantes de temps très 

rapides. 

 

I.2.1 Objectif de l'étude d'un pendule inversé 

   

    L'étude du pendule inversé a assez bien d'importance. Il y a plusieurs raisons à cela : 

-La marche humaine peut être modélisée par un pendule double inversé dont les deux axes 

de rotation principaux sont les chevilles et les hanches. Quand nous sommes en position 

debout, nos articulations travaillent sans arrêt pour nous y maintenir. Les spécialistes qui 

travaillent à la réalisation de prothèses pour les hanches sont amenés à utiliser le modèle du 

pendule double inversé pour calculer l'ensemble des contraintes qui sont soumises à la 

prothèse. 

- Dans le même ordre d'idée, la robotique humanoïde utilise ce genre de 

concept dans le cadre de la dynamique ZMP (zero mement point).[19] 
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- On voit apparaître des moyens de locomotion dotés de deux roues montées sur un même axe 

sur lequel on est en position debout. On accélère en se penchant en avant et on ralenti en se 

penchant en arrière. Le système est le même que le pendule inversé. La stabilité est aussi 

assurée par des gyroscopes mais nous n'entrerons pas dans ce genre de détails. 

 

Les figures I.1 et I.2 donnent quelques exemples de robots qui sont déjà étudies a 

base du pendule inversé.   

 

 

                                   

 
 

                                   

 

                                  Fig I.1  Robots Segway i180 séries (gauche) et iBot 4000 (droite) 
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                                             Fig I.2  Robots EMIEW (gauche) and EMIEW2 (droite) 

 

I.3      Modélisation du pendule inversé 

    Il existe deux méthodes de détermination des équations du mouvement d’un pendule inversé : 

celle  de  la loi fondamentale de la dynamique (L.F.D) de  Newton qui est base sur le concept de 

force et celle de formalisme d’Euler- Lagrange [5] [6] qui est basée sur le principe de la 

conservation de l’énergie mécanique. Dans ce travail on s’intéresse au formalisme de Lagrange- 

Euler qui est défini comme une différence entre l’énergie cinétique (Ec) et l’énergie potentielle 

(Ep) du système :                               

                                                   

                                                          L = Ec - Ep                                                                             (I.1) 

 

 I.3.1  Coordonnée de l’ensemble chariot-pendule 
 

    L’ensemble du chariot-pendule possède deux degrés de liberté qui sont représenté, comme 

le montre la figure I.3, par deux coordonnées généralisées : x  pour le déplacement horizontal 

du chariot et  θ pour la rotation du pendule.  

  La direction positive de x est le sens à droite en mètre et celui de l’angle est le sens des 

aiguilles d’une montre en radian 
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                                 Fig 1.3 : Schémas de l’ensemble chariot et pendule inversé 

 

Les paramètres de l’ensemble pendule-chariot sont : 

 

paramètres Valeurs description 

𝑚 0.2𝐾𝑔   Masse du pendule 

𝑏 0.00005𝑁𝑠.𝑚  Coefficient de frottement des roues du chariot 

𝑀 2.3𝐾𝑔  Masse du chariot 

𝑋(𝑡)                    / Position du chariot (m). 

𝑙 0.3𝑚  Demi-longueur du pendule 

𝜃(𝑡)                  / Angle de rotation du pendule (rad) 

𝐹(𝑡)                  / Force exercée sur le chariot (N) 

𝑔 9.81𝑚 𝑠2  Intensité de la pesanteur 

         𝑑 
0.005(

𝑁𝑚𝑠

𝑟𝑎𝑑
) 

Coefficient de frottement de rotation du pendule 

 

                       Tableau I.1 : Paramètre de l’ensemble chariot et pendule 
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I.3.2  Energie cinétique du système en mouvement 

   Le système en mouvement comporte le chariot qui se déplace linéairement sur les rails et 

le pendule qui se balance sur son axe de rotation.   

 

 L’énergie cinétique du chariot en mouvement est donnée par l’équation : 

 

                                         𝐸𝑐𝑀=
1

2
𝑀�̇�2                                                                              (I.2) 

 

L’énergie cinétique du pendule est exprimée par l’équation : 

 

                                       𝐸𝑐𝑚 =
1

2
 𝑚 𝑣𝑐

2 +
1

2
 𝐽 �̇�2                                                          (I.3) 

 

𝑣𝑐: La vitesse de centre de gravité du pendule 

�̇�: La vitesse angulaire du pendule 

𝐽 : Le moment d’inertie du pendule 

 

La position du centre de gravité du pendule, notée 𝑟𝐶⃗⃗  ⃗ a partir de ces coordonnée, est donnée 

par : 

 

                        𝑟𝑐⃗⃗ = (𝑥 + 𝑙 sin 𝜃)   𝑖 + 𝑙 cos 𝜃 𝑗                                                                  (I.4) 

 

 𝑖 , 𝑗 : é𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑢𝑛𝑖𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑢 𝑟𝑒𝑝é𝑟𝑒 𝑥, 𝑦 

 

La vitesse du centre de gravité du pendule est donc : 

 

                          𝑣𝑐⃗⃗  ⃗ =
𝑑𝑟 𝑐

𝑑𝑡
 = (�̇� + 𝑙 cos 𝜃 �̇�)𝑖 − 𝑙 θ̇sin 𝜃 𝑗                                                     (I.5) 

 

En substituant l’ équation (1.5) dans l’équation (1.3), l’expression de l’énergie cinétique du  

pendule devient : 

 

                    𝐸𝑐𝑚 =
1

2
𝑚(�̇�2 +2𝑥 ̇ 𝑙 �̇� cos 𝜃+𝑙2�̇�2𝑐𝑜𝑠2 +𝑙2�̇�2𝑠𝑖𝑛2)+

1

2
  𝐽 �̇�2                   (I.6) 
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Qui s’écrit après simplification du terme 𝑙2 �̇�2(𝑐𝑜𝑠2+𝑠𝑖𝑛2𝜃)= 𝑙2�̇�2 :   

                                                             

 

                                  𝐸𝑐𝑚=
1

2
 m(�̇�2+2�̇� 𝑙 �̇�cos 𝜃 +𝑙2�̇�2)+

1

2
 𝐽                                                   (I.7)

Finalement, l’énergie cinétique totale de l’ensemble chariot et pendule est exprimée par :

 

 

                            𝐸𝑐=𝐸𝑐𝑀 + 𝐸𝑐𝑚 =
1

2
𝑀 �̇�2 +

1

2
𝑚 (�̇�2+2�̇�𝑙 �̇�cos 𝜃+𝑙2�̇�2)+

1

2
 𝐽  �̇�2              (I.8) 

 

I.3.3   Energie potentielle du système 

 

   Le chariot étant en mouvement sur un rail horizontal, seul le pendule en mouvement 

possède une énergie potentielle. L’énergie potentielle du centre de gravité du pendule est 

donnée par : 

 

                          𝐸𝑝 = 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃                                                                                          (I.9) 

 

    Une fois que les expressions de l’énergie cinétique 𝐸𝑐 de l’ensemble chariot- pendule 

(Equation I .8) et l’énergie potentiel du système 𝐸𝑝 (Equation I.9) sont établies, on utilise 

l’équation générale d’Euler-Lagrange pour déterminer les équations du mouvement de 

l’ensemble chariot-pendule. 

 

En substituant les équations (I.8) et (I.9) dans l’équation (I.1) on trouve : 

 

𝐿 =
1

2
𝑀 �̇�2 +

1

2
𝑚(�̇�2+2�̇� 𝑙 cos 𝜃 �̇� +𝑙2�̇�2)+

1

2
  𝐽�̇�2 −𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃                                           (I.10) 
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L’équation générale d’Euler-Lagrange est donnée par 

           

                        
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑗
)-  

𝜕𝐿

𝜕𝜀𝑗
+  

𝜕𝐷𝑓

𝜕�̇�𝑗
 =𝐹𝑗                                                               (I.11) 

 

         où : 

 (t): désigne les degrés de liberté. Dans le cas du pendule, ces deux degrés de liberté sont la 

position du chariot  𝑥(𝑡) et l’angle de rotation du pendule 𝜃(𝑡), 𝐷𝑓 : désigne l’énergie dissipée 

par frottement, F : la force généralisée, L: représente le Lagrangien, il est donné par 

l’équation(I.1)                                             

 

On définit donc l’équation de Lagrange pour le pendule inversé comme suit : 

 

                             
𝑑

𝑑𝑡
 (
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑗
) -  

𝜕𝐿

𝜕𝜀𝑗
 =𝐹𝑗                                                                    (I.12) 

 

-Pour le dégrée  de liberté  (𝒕)= x(t ) on à : 

 

 

                          
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) - 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= F − bẋ                                                                         (I.13) 

 

Où : F  représente la force exercée sur le chariot 

La dérivée partielle de lagrangien suivant �̇�  s’écrit : 

  

                               
𝑑

𝑑𝑡
(𝑀�̇� + 𝑚�̇� + 𝑚𝑙 cos 𝜃 𝜃)̇ − 0 = 𝐹 − 𝑏�̇�                                            (I.14) 

 

 La première équation de Lagrange s’écrit alors :      

     

                                (𝑀 +𝑚)�̈� + 𝑚𝑙�̈� cos 𝜃 − 𝑚𝑙�̇�2 sin 𝜃 = 𝐹 − 𝑏�̇�                                  (I.15) 
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-Pour le dégrée de liberté  (t)=(t) on à  

               

                                     
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
)- 

𝜕𝐿

𝜕
 = −𝑑�̇�                                                                   (I.16) 

 

La dérivée de Lagrangien suivant ̇ et t s’écrit 

 

 

       
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑙�̇� cos 𝜃 + 𝑚𝑙2�̇� + 𝐽�̇�) − (−𝑚𝑙�̇� sin 𝜃 �̇� + 𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃) = −𝑑�̇�                            (I.17) 

 

 La deuxième équation de Lagrange est : 

        (m𝑙2 + 𝐽) �̈�+m 𝑙�̈� cos 𝜃-m 𝑙�̇� sin 𝜃 �̇�+m 𝑙�̇� sin 𝜃 �̇�-mg 𝑙 sin 𝜃=-d�̇�                               (I.18) 

 

Le modèle de connaissance de l’ensemble chariot-pendule (Equation 1.18et 1.19) est donné par 

le système d’équations : 

 

                    {
ℎ�̈� + 𝑏�̇� + 𝑚𝑙 cos 𝜃 �̈� − 𝑚𝑙 sin 𝜃 �̇�2 = 𝐹 

𝑚𝑙𝑥 cos 𝜃 + 𝑁�̈�̈ + 𝑑�̇� − 𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 = 0
                                                        (I.19) 

 où :  

ℎ = 𝑀 +𝑚,     𝑁 = 𝑚𝑙2 + 𝐽 

 

Le système d’équations (I.19) montre la dépendance qui existe entre l’accélération du chariot 

�̈� et l’accélération angulaire du pendule �̈�. Ainsi, lorsque F=0 (pas de force extérieur), si on 

déplace le pendule de sa position d’équilibre, il ne sera soumis qu’à sa propre inertie, il se 

mettrait alors à osciller et, puisque le pendule est fixé sur le chariot, ce dernier commencerai 

également à se mouvoir. 

 
I.4  Modélisation du moteur électrique à courant continu à aimant permanent 

commandé par l’induit 

   Comme le moteur utilisé pour entrainer le chariot est un moteur à courant continu à aimant 

permanent, le flux inducteur est constant.  Le schéma électrique et mécanique équivalent de 

l’induit est donné par la figure 1.6. 
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Fig 1.4 : Schéma électrique et mécanique de l’induit 

                           

 

   Les  paramètres du moteur sont listés dans le tableau ci-dessous: [7] 

 

Paramètre valeurs description 

𝑹𝒂 2.5Ω  Résistance de l’induit 

𝑳𝒂 0.0025𝐻 Inductance de l’induit 

−2.5 ≤ 𝑽 ≤ 2.5 / La tension d’alimentation de l’induit du moteur 

𝑰𝒂(𝒕) / Intensité du courant (A)  

𝑲𝒃 0.05𝑁/𝐴 Constante électrique du moteur 

𝑲𝒎 0.05𝑁𝑚  Constante mécanique 

𝒍(𝒕)  / Fcem 

𝑱𝒎 1.4 × 10−5𝐾𝑔.𝑚2 Moment d’inertie 

𝑪𝒓 / couple résistant 

𝑪𝒎  / couple moteur 

𝒇𝒎  10−6𝐾𝑔.𝑚2/𝑠 Coefficient de frottement visqueux 

𝛀𝒎 / vitesse angulaire de moteur 

 

                                  Tableau I.2 : paramètres du moteur à courant continue    

     

Les équations régissant le fonctionnement du moteur à courant continu à aimant permanent  

sont : 
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    Les équations électriques : 

 

   Equation de l’induit : 

 

               𝑣𝑐(𝑡) = 𝑅𝑎𝑖𝑎(t)+𝐿𝑎 
𝑑𝑖𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
 +ℓ(𝑡)                                                                                (I.20) 

 
Equation de la fcem 

 

                      ℓ(𝑡)=𝐾𝑏 Ω𝑚(t)                                                                                                   (I.21) 

 

    Equation mécanique 

 

          𝐶𝑚(t)=𝐽𝑚
𝑑Ω𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
 +𝐶𝑟(t) +𝑓𝑚Ω𝑚(t)                                                                                 (I.22) 

 

   Equation de couple 

 

            
𝑑Ω𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
 = 

−𝑓𝑚

𝐽𝑚
 Ω𝑚(𝑡)+

𝐾𝑚

𝐽𝑚
 𝑖𝑎(t)                                                                                      (I.23) 

 

I.4.1  Modèle d’état du  moteur [8] 

 

   En absence du couple résistant (C r (t) = 0) , et en considérant la vitesse angulaire de l’arbre 

du  moteur  comme  sortie,  puis  en  remplaçant  l’équation  (1.23), dans  l’équation  (1.22)  et 

l’équation (1.21) dans l’équation (1.20) on obtient : 

                                        

                                
𝑑𝑖𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
 = 

 −𝐾𝑏

𝐿𝑎
Ω𝑚(𝑡) −

𝑅𝑎

𝐿𝑎
 𝑖𝑎(t) +

1

𝐿𝑎
 𝑣𝑐(t)                              (I.24)

                                                           

                                                                𝑦𝑚=Ω𝑚 

    

  Ces équations, écrites sous la forme matricielle, permettent d’obtenir le modèle d’état de la 

machine, il est donné par : 
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                          {
�̇� = 𝐴 𝑧 + 𝐵𝑣𝑐

𝑦 = 𝐶 𝑧
                                                                                            (I.25) 

 

    Avec :            Ζ=[Ω𝑚, 𝑖𝑎]
𝑇 

 

           𝐴 = [

−𝑓𝑚

𝐽𝑚

𝐾𝑚

𝐽𝑚
−𝐾𝑏

𝐿𝑎

−𝑅𝑎

𝐿𝑎

]  , 𝐵 = [
0
1

𝐿𝑎

]   , 𝐶 = [1 0]                                                                 (I.26) 

 

Si on considère le courant de l’induit   comme   étant la sortie,   l’équation dynamique du 

modèle  reste la même, par contre la matrice de sortie devient : 

 

                               𝐶 = [0   1]                                                                                               (I.27) 

 

I.5  Modélisation du système global : moteur-chariot-pendule 

  

  Le modèle (1.19) décrit le régime transitoire de l’ensemble pendule-chariot lorsque l’entrée 

est une force extérieure F. Dans not re  é tude , la force F  est développée  par un moteur à 

courant continu. Le schéma de la figure 1.5 illustre la relation existante entre le moteur 

commandé par la tension 𝑉𝑐(𝑡) et la force 𝐹 permettant l’entraînement du chariot donc le 

balancement du pendule : 

                                                                 

                                       

                         Fig 1.5 : Relation entre la force mécanique F  et la tension Vc 
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I.5.1  Expression de la force 𝑭  en fonction de la tension d’alimentation du moteur 𝑽𝒄 

 

   Pour déterminer cette expression et afin de ne pas rendre plus complexe le modèle 

global de l’ensemble pendule-chariot-moteur, on néglige la dynamique du moteur, par 

conséquent, l’équation électrique (1.20) devient  en tenant compte de l’équation (1.21) [6] : 

 

 

                 𝑣𝑐 = 𝑅𝑎𝑖𝑎 + 𝐾𝑏Ω𝑚                                                                                                 (I.28) 

 

Et comme 𝑥 = 𝑟Φ. Φ : étant la position angulaire d’un point quelconque située sur le  périmètre 

de la poulie, et 𝑟 = 0.0027𝑚 : le rayon de la poulie, on obtient : 

           
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝑟

𝑑

𝑑𝑡
 Φ(𝑡) = 𝑟Ω𝑚(𝑡)                                                                                    (I.29) 

 

La vitesse du moteur Ω𝑚 s’exprime donc par rapport à la vitesse du chariot �̇� par la relation : 

 

                         Ω𝑚 = 
�̇�

𝑟
                                                                                                         (I.30) 

  

En substituant l’équation  (1.30) dans l’équation (1. 28),  l’expression du  courant de l’induit 

𝐼𝑎 s’écrit : 

                               Ia = 
𝐕𝐜

𝐑𝐚
 - 
𝐊𝐛

𝐫𝐑𝐚
 ẋ                                                                                          (I.31) 

 

Le couple produit à l'arbre du moteur (équation (1.23)) crée une force qui est donnée par 

 

                               F =
𝐂𝐦

𝐫
 = 

𝐊𝐦𝐚

𝐫
                                                                                        (I. 32) 

 

En remplaçant  l’équation (1.31) dans l’équation (1.32), on  obtient finalement: 

 

                         F =  
𝐾𝑚

𝑟𝑅𝑎
𝑉𝑐 − 

𝐾𝑏𝐾𝑚

𝑟2𝑅𝑎
 �̇�                                                                                   (I.33) 
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 I.5.2  Modèle d’état de l’ensemble moteur-chariot –pendule 

 

     Afin d’obtenir le modèle d’état de l’ensemble moteur-chariot-pendule, on utilise une 

nouvelle fois le modèle (I.19). Le vecteur d’état est:

 

                  z  = [𝑧1  𝑧2  𝑧3  𝑧4]
𝑇=[𝑥   𝑥   ̇    �̇�]                                                                       (I.34) 

 

 

Après  quelques manipulations mathématiques, on obtient le modèle non linéaire (1.35) où 

la grandeur de commande est la force F :: 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝑧1̇ = 𝑧2                                                                                                                                                                         

�̇�2 =
−𝑏𝑁

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
𝑧2 −

𝑚2𝑙2𝑔

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
cos 𝑧3 sin 𝑧3                                                                      

+
𝑚𝑙𝑑 cos 𝑧3

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
𝑧4 +

𝑚𝑙𝑁 sin 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝑧24 +
𝐹𝑁

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
                              

𝑧3̇ = 𝑧4                                                                                                                                              (𝐈. 𝟑𝟓)                

𝑧4̇ =
𝑚𝑙𝑔

𝑁
sin 𝑧3 −

𝑑

𝑁
𝑧4 +

𝑚𝑙𝑏 cos 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝑧2 +
𝑚3𝑙3𝑔 cos2 𝑧3 sin 𝑧3
𝑁(ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3)

                                                

−
𝑚2𝑙2𝑑 cos2 𝑧3

𝑁(ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3)
𝑧4 −

𝑚2𝑙2 cos 𝑧3 sin 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝑧4
2 −

𝑚𝑙𝐹

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
cos 𝑧3                      

𝑦1 = 𝑧1                                                                                                                                                                         
 𝑦2 = 𝑧3                                                                                                                                                                           

 

 

 

 

 

   Lorsque la grandeur de commande du modèle est la tension de commande Vc    du moteur, 

il suffit de substituer dans le modèle (1.35) la force F  par son expression (Equation (1.33)) on 

obtient le nouveau modèle. 
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{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑧1̇ = 𝑧2                                                                                                                                                            

�̇�2 =
−𝑏𝑁

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
𝑧2 −

𝑚2𝑙2𝑔

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
cos 𝑧3 sin 𝑧3                                                        

+
𝑚𝑙𝑑 cos 𝑧3

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3
𝑧4 +

𝑚𝑙𝑁 sin 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos−1 𝑧3

𝑧24 +
𝑁

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝐾𝑚
𝑅𝑎𝑟

𝑉𝑐

−
𝑁

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝐾𝑚𝐾𝑏
𝑅𝑎𝑟2

𝑧2

 �̇�3 = 𝑧4                                                                                                                             (𝐈. 𝟑𝟔)                          

𝑧4̇ =
𝑚𝑙𝑔

𝑁
sin 𝑧3 −

𝑑

𝑁
𝑧4 +

𝑚𝑙𝑏 cos 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝑧2 +
𝑚3𝑙3𝑔 cos2 𝑧3 sin 𝑧3
𝑁(ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3)

                                   

−
𝑚2𝑙2𝑑 cos2 𝑧3

𝑁(ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3)
𝑧4 −

𝑚2𝑙2 cos 𝑧3 sin 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝑧4
2 −

𝑚𝑙 cos 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝐾𝑚
𝑅𝑎𝑟

𝑉𝑐

𝑚𝑙 cos 𝑧3
ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 cos2 𝑧3

𝐾𝑚𝐾𝑏
𝑅𝑎𝑟2

𝑧2

𝑦1 = 𝑧1                                                                                                                                                              
𝑦2 = 𝑧3                                                                                                                                                             

 

 

1.5.3   Résultat de simulation : 

 

Les figures ci-dessous  représentent des simulations du modèle pour la position du chariot et 

du pendule : 

 

-Première cas pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]=[0 ,0 ,0 ,0]et impulsion de durée 0.1 sec et d’amplitude 0.04N   

             
               

                 Fig. 1.6 : Position du chariot pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]=[0 ,0 ,0 ,0] 
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              Fig. 1.7 : Position du pendule pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]=[0 ,0 ,0 ,0] 

 

-deuxième cas pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]= [0,0,𝜋,0] et une impulsion de durée 0.1 sec et d’amplitude 

0.04N   

             
       

 

                              Fig : 1.8 : Position du chariot pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]= [0,0,𝜋,0] 
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            Fig. 1.9 : Position du pendule pour [𝑥 , �̇� ,  , �̇�]= [0,0,𝜋,0] 

 

 

    Ces résultats illustrent la complexité du modèle. Les figures (1.6 et 1.7) montre, que 

lorsque le pendule est initialement en position instable haute (𝛉 = 𝟎), il se stabilise après un 

régime transitoire dans sa position d’équilibre stable (𝛉 = 𝛑).    La figure (I.8 et 1.9) montre 

que, lorsque le pendule est initialement dans sa position d’équilibre stable (𝛉 = 𝛑), lorsqu’il  

est écarté grâce à  la tension 𝑉𝑐, il y revient après le régime transitoire. Il faut noter également 

qu’une  fois la barre en position 𝜃 = 𝜋, le chariot continue à évoluer dans les deux sens, 

quelque soit la position initiale du pendule, à cause de l’effet de balancement du pendule. 
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Conclusion 

   

    Ce chapitre a été consacré à la modélisation du pendule inversé puis au développement du 

modèle pendule-chariot-moteur sur Simulink, qui nous a permis de mettre en évidence les 

fortes non linéarités existantes dans le système. Le système qu’on a obtenu est un système non 

linéaire de rang 4 (quatre états). Le prochaine chapitre sera consacré à présenter le principe  

de la commande optimale.  
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II.1 introduction 

    Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques rappels théoriques sur la notion de 

stabilité, ainsi que sur le principe de la commande linéaire quadratique (LQ), qui est applicable 

au pendule inversé.       

II.2  Définition de la fonction quadratique définie positive :  

   La fonction quadratique 𝑈(𝑥) = 𝑥𝑇𝑄𝑥, 𝑜ù 𝑄𝑛×𝑛 est une matrice réelle symétrique, est 

dite définie positive si toute les valeurs propres de la matrice 𝑄𝑛×𝑛 sont strictement positives. 

    Les fonctions quadratiques sont souvent utilisées dans l’analyse des systèmes 

dynamiques (fonction de Lyapunov). Notamment : l’énergie cinétique, l’énergie potentielle 

élastique ou de gravité et l’énergie totale sont des fonctions quadratiques de l’état pour les 

systèmes mécaniques. 

II.3  Rappels sur la stabilité et la détectabilité : 

a) Définition 1 : 

  La paire (A, B) et stabilisable par retour d’état s’il existe une commande par retour 

d’état de la forme 𝑢 = 𝐹𝑥(𝑡) telle que la matrice (𝐴 + 𝐵𝐹) est stable. 

   Le théorème ci-dessous permet de vérifier cette propriété 
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b) Théorème 1: 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

 (A, B) est stabilisable. 

 Il existe une matrice 𝐿 telle que (𝐴 + 𝐵𝐹) est stable. 

 La matrice [𝐴 − 𝜆𝐼  𝐵] est à colonnes de rang plein pour 𝑅𝑒𝜆 < 0  

 Pour tout 𝜆  et x tel que 𝑥𝑇   𝐴 = 𝜆𝑥𝜆, 𝑥𝑇 𝐵 ≠ 0  

Définition 2: 

Une paire (C, A) est détectable si les modes non observables sont stables. 

Le théorème ci- dessous permet de vérifier cette propriété pour un système : 

c) Théorème 2 : 

(C, A) est détectable, alors : 

 Il existe une matrice 𝐿 telle que (𝐴 + 𝐿𝐶) est stable. 

 La matrice[𝐴 − 𝜆I   C]𝑇 est à colonne rang plein pour 𝑅𝑒(𝜆) < 0  

 Pour tout 𝜆 et x telle que : 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥   𝐶𝑥 ≠ 0    

 

II.4  Stabilité des systèmes linéaires     

Si un système est linéaire : 

                                �̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)              𝑥 ∈  𝑅𝑛                                                   (II.1)   

alors le système est globalement asymptotiquement stable (le point d’équilibre é́tant à 

l’origine) si toutes  les valeurs propres de A sont strictement négative, soit : 

Re (λi (A))  < 0   i = 1, · · · ,n
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a) Théorème 3 : (stabilité de Lyapunov des systèmes linéaires) 

Le système linéaire (II.1) est asymptotiquement stable (ou les valeurs propres 

de A  sont  à partie réelles négatives) si et seulement si, pour toute matrice symétrique 

définie positive Q, il existe une matrice P définie positive (symétrique) satisfaisant 

l’équation de Lyapunov :                                        

               𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 = 0                                                                      (II.2)  

II .5  Commande linéaire quadratique (LQ) :  

    En Automatique la commande linéaire quadratique (LQ), est une méthode qui 

permet de calculer la matrice de gains d’une commande par retour d’état. L’initiateur 

de cette approche est Kalman, auteur des trois articles fondamentaux    

II.5.1 Principe : [10] 

Considérons un système linéaire : 

                       { 
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)        𝑥 ∈ 𝑅𝑛; 𝑢 ∈ 𝑅𝑚                                 
𝑧(𝑡) = 𝑁𝑥(𝑡)                                  𝑧 ∈ 𝑅𝑞                                        

 

 

II.5.2  Résultats :  

La commande par retour d’état qui stabilise le système et minimise le critère 

LQ :                                    

                                             𝐽 = ∫ (𝑧𝑇(𝑡)𝑄𝑧(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝑅𝑢(𝑡))𝑑𝑡
∞

0
 

                                             = ∫ (𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑥𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝑅𝑢(𝑡))𝑑𝑡
∞

0
                   (II.3) 

 Avec 𝑅 > 0, 𝑄 ≥ 0 𝑒𝑡 𝑄𝑥 = 𝑁𝑇𝑄𝑁, s’écrit : 

                                              𝑢(𝑡) = 𝐾𝑐𝑥(𝑡)  

𝑎𝑣𝑒𝑐 ∶  

                                               𝐾𝑐 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐  

 



Chapitre II                                                                         principe de la commande 

22 
 
 

Et  𝑃𝑐 solution positive (symétrique) de l’équation de Riccati :   

                                       𝑃𝑐𝐴 + 𝐴𝑇𝑃𝑐 − 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 + 𝑄𝑐 = 0                          (II.4) 

 

On a alors :  

                                    𝐽𝑚𝑖𝑛 = 𝑥0
𝑇𝑃𝑐𝑥0                                                                  (II.5) 

où :  

                               𝑥0: é𝑡𝑎𝑡 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 à 𝑡 = 0  

 

a) Démonstration : [11] 

La dynamique du système en boucle fermée sur la loi de commande 𝑢(𝑡) = −𝐾 𝑥(𝑡) 

obéit à l’équation : 

                                           �̇�(𝑡) = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝑥(𝑡)                                                   (II.6) 

La réponse autonome de 𝑥(𝑡) s’écrit alors : 𝑥(𝑡) = 𝑥𝐴𝑓𝑡𝑥0   

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐴𝑓 = 𝐴 − 𝐵𝐾 𝑒𝑡 𝑥0 = 𝑥(𝑡 = 0). 

Le critère 𝐽 devient : 

                           𝐽 = ∫ (𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑥𝑥(𝑡) + 𝑢𝑇(𝑡)𝑅𝑢(𝑡))𝑑𝑡
∞

0
                                       (II.7) 

                              =∫ 𝑥𝑇∞

0
(𝑡)(𝑄𝑥 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝑥(𝑡)𝑑𝑡                                                (II.8) 

                              =𝑥0
𝑇(∫ 𝑒𝐴𝑓

𝑇𝑡∞

0
(𝑄𝑥 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝑒𝐴𝑓𝑡𝑑𝑡)𝑥0                                    (II.9) 

                            = 𝑥0
𝑇𝑃𝑥0                                                                                      (II.10) 

avec :                

                         𝑃 = ∫ 𝑒𝐴𝑓
𝑇𝑡(𝑄𝑥 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝑒𝐴𝑓𝑡𝑑𝑡

∞

0
. 
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La contrainte 𝐴𝑓 stable entraine que P vérifie l’équation de Lypunov  (voir 

théorème 3) : 

                               𝐴𝑓
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑓 + 𝑄𝑥 + 𝐾𝑇𝑅𝐾 = 0                                              (II.11) 

Par ailleurs 𝑃 ≥ 0 𝑐𝑎𝑟 𝐽 = 𝑥0
𝑇𝑃𝑥0 𝑒𝑡 𝐽 ≥ 0 ∀ 𝑥0 (critère quadratique). 

  Soit 𝐾𝑐 la valeur optimale de 𝐾 qui minimise 𝐽 𝑒𝑡 𝑃, la solution correspondante 

de l’équation de Lyapunov II.11, soit : 

           

                (𝐴 − 𝐵𝐾𝑐)𝑇𝑃𝑐 + 𝑃𝑐(𝐴 − 𝐵𝐾𝑐) + 𝑄𝑥 + 𝐾𝑐
𝑇𝑅𝐾𝑐 = 0                             (II.12)                                

  Considérons une variation ∆𝐾 autour de 𝐾𝑐 ; soit 𝐾 = 𝐾𝑐 + ∆𝐾  alors il en résulte une 

variation ∆𝑃 autour de 𝑃𝑐  ; soit 𝑃 = 𝑃𝑐 +  ∆𝑃 qui vérifie : 

(𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘))
𝑇

(𝑃𝑐 + ∆𝑃) + (𝑃𝑐 + ∆𝑃)(𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘)) + ⋯ 𝑄𝑥 +  

(𝐾𝑐 +  ∆𝑘)𝑇𝑅(𝐾𝑐 + ∆𝑘) = 0                                                                                      (II.13)  

                                                                                                                                                                                                  

𝐾𝑐 est la valeur optimale au sens du critère J, Ssi le critère augmente pour toute 

variation ∆𝑐 autour de  𝐾𝑐. 

Soit : 

                             ∆𝑝> 0 ∀ ∆𝑘  /𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘)  Stable. 

 

(si ∆𝑘 est telle que 𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘) est instable, alors le critère devient infinie). si on 

retranche l’équation II.12 de l’équation II.13, nous obtenons : 

(𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘))𝑇∆𝑝 − ∆𝑘
𝑇𝐵𝑇𝑃𝑐 + ∆𝑝(𝐴 − 𝐵(𝐾𝑐 + ∆𝑘)) − 𝑃𝑐𝐵∆𝑘 + ⋯ ∆𝑘

𝑇𝑅∆𝑘

+ ∆𝑘
𝑇𝑅𝐾𝑐 + 𝐾𝑐

𝑇𝑅∆𝑘= 0 
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(𝐴 − 𝐵𝐾)𝑇∆𝑝 + ∆𝑝(𝐴 − 𝐵𝐾) + ⋯ ∆𝑘
𝑇(𝑅𝐾𝑐 − 𝐵𝑇𝑃𝑐) + (𝑅𝐾𝑐 − 𝐵𝑇𝑃𝑐)𝑇∆𝑘 + ∆𝑘

𝑇𝑅∆𝑘= 0 

          C‘est une équation de LYAPUNOV. 𝐴 − 𝐵𝐾 étant stable, ∆𝑝 est positif Ssi 

(théorème de Lyapunov) : 

∆𝐾
𝑇 (𝑅𝐾𝑐 − 𝐵𝑇𝑃𝑐) + (𝑅𝐾𝑐 − 𝐵𝑇𝑃𝑐)𝑇∆𝐾 + ∆𝐾

𝑇 𝑅∆𝐾> 0    ∀ ∆𝐾 

Or                 ∆𝐾
𝑇 𝑅∆𝐾> 0 ∀ ∆𝐾 𝑐𝑎𝑟 𝑅 > 0, 

il faut donc que : 

                                 𝑅𝐾𝑐 − 𝐵𝑇𝑃𝑐 = 0,  

soit : 

                                           𝐾𝑐 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐                                                              (II.14)   

                                                         

         Si on remplace cette équation dans l’équation II.12, nous obtenons l’équation de 

Riccati de commande : 

                   𝑃𝑐𝐴 + 𝐴𝑇𝑃𝑐 − 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 + 𝑄𝑐 = 0                                                 (II.15) 

 

a) Remarque : 

             On peut retrouver directement l’équation de Lyapunov en boucle fermée II.12 

à partir de l’équation de Riccati en boucle ouverte II.15 et de II.14,  il suffit de rajouter 

et de retrancher 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 dans II.15 

               

             Cette démonstration s’appuie sur le théorème de LYAPUNOV, une 

démonstration plus générale utilise le principe du maximum [4]. 
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La figure 2.1 illustre le principe de la commande linéaire quadratique 

 

              Fig.II.1 Principe de la commande linéaire quadratique  

 

Le transfert du système est : 

                                  𝐺𝑧𝑢(𝑠) =
𝑧

𝑢
(𝑠) = 𝑁(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵                                         (II.16) 

 

Le transfert du boucle ouverte corrigée est donné par : 

                                     𝐿𝑐(𝑠) = 𝐾𝑐(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵                                                    (II.17)   

 

II.5.4  Robustesse de la commande LQ [10] 

   Le transfert de la boucle ouverte corrigée Lc (s) vérifie la propr i é t é  :  

          (𝐼 + 𝐿𝑐
𝑇(−𝑠))𝑅(𝐼 + 𝐿𝑐(𝑠)) = 𝑅 + 𝐺𝑧𝑢

𝑇 (−𝑠)𝑄𝐺𝑧𝑢(𝑠)                                  (II.18)   

a) Démonstration : 

  En ajoutant et retranchant  𝑠𝑃𝑐 à l’équation de Riccati (II.4) nous obtenons : 

            𝑁𝑇𝑄𝑁 − 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 − (−𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)𝑃𝑐 − 𝑃𝑐(𝑠𝐼 − 𝐴) = 0                                   (II.19)  

e(t)=0 

B 

Kc 

(1/s)*I 

N A 

X(t) �̇� 

Z(t) 
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   En multipliant chaque terme de cette dernière expression, à gauche par 

𝐵𝑇(−𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)−1 et à droite par  (𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)−1𝐵, on obtient :  

 𝐵𝑇(−𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)−1𝑁𝑇𝑄𝑁(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 − 𝐵𝑇(−𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)−1𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 −

                       𝐵𝑇𝑃𝑐(−𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝐵 − 𝐵𝑇(−𝑠𝐼 − 𝐴𝑇)−1𝑃𝑐𝐵 = 0  

 En tenant compte  de la définition de 𝐺𝑧𝑢 en (II.16) et du fait que Kc = R−1BT Pc 

Nous obtenons : 

       𝐺𝑧𝑢
𝑇 (−𝑠)𝑄𝐺𝑧𝑢(𝑠) − 𝐿𝑐

𝑇(−𝑠)𝑅𝐿𝑐(𝑠) − 𝑅𝐿𝑐(𝑠) − 𝐿𝑐
𝑇(−𝑠)𝑅 = 0                     (II.20)  

 Que l’on peut réécrire sous la forme : 

                         (𝐼 + 𝐿𝑐
𝑇(−𝑠))𝑅(𝐼 + 𝐿𝑐(𝑠)) = 𝑅 + 𝐺𝑧𝑢

𝑇 (−𝑠)𝑄𝐺𝑧𝑢(𝑠)                   (II.21) 

 Dans le cas mono-variable (dim u=1), on obtient : 

                                    |1+𝐿𝑐(𝑗𝑤| ≥ 1 𝑜𝑢 |𝑆𝑢(𝑗𝑤) ≤ 1| , ∀ 𝑤                               (II.22) 

 

II.6 Résolution de l’équation de Riccati : 

  L’équation II.4, s’écrit aussi : 

                                  [𝑃𝑐 − 𝐼𝑛] [
𝐴 −𝐵𝑅−1𝐵𝑇

−𝑄𝑐 −𝐴𝑇 ] [
𝐼𝑁

𝑃𝑐
] = 0                  (II.23) 

Avec : 𝐼𝑛 désigne la matrice identité de dimension n 

𝐻 = [
𝐴 −𝐵𝑅−1𝐵𝑇

−𝑄𝑐 −𝐴𝑇 ]  est appelée la matrice Hamiltonienne associée à 

l’équation de Riccati II.15. 

II.6.1  Propriété de la matrice Hamiltonienne H : 

    Les 2n valeurs propres de H sont : 

- Les n valeurs propres stables de la boucle fermée spec 𝐴 − 𝐵𝐾𝑐  

- Les n valeurs propres opposées par rapport à l’axe imaginaire (donc instables) 
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       a)   Démonstration    

Effectuons une transformation régulière sur H  

                            �̃� = 𝐻−1𝐻𝑀    

Avec : 

                                𝑀 = [
𝐼𝑛 0
𝑃𝐶 𝐼𝑛

]  𝑒𝑡  𝑀−1 = [
𝐼𝑛 0

−𝑃𝐶 𝐼𝑛
]    

Alors : 

�̃� = [
𝐼𝑛 0

−𝑃𝐶 𝐼𝑛
] [

𝐴 − 𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 −𝐵𝑅−1𝐵𝑇

−𝑄𝑥 − 𝐴𝑇𝑃𝑐 −𝐴𝑇 ]  

    = [
𝐴 − 𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 −𝐵𝑅−1𝐵𝑇

−𝑃𝑐𝐴 − 𝐴𝑇𝑃𝑐 − 𝑄𝑥 − 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑐 −𝐴𝑇 + 𝑃𝑐𝐵𝑅−1𝐵𝑇]   

    = [
𝐴 − 𝐵𝐾𝑐 −𝐵𝑅−1𝐵𝑇

0 −(𝐴 − 𝐵𝐾𝑐)𝑇]  

Donc : 

det(𝑠𝐼2𝑁 − �̃�) = det(𝑠𝐼2𝑁 − 𝐻) = det (𝑠𝐼𝑛 − (𝐴 − 𝐵𝐾𝑐))det (𝑠𝐼𝑛 + (𝐴 − 𝐵𝐾𝑐))  

 

II.7  Propriétés asymptotiques : 

   Le critère LQ peut être qualitativement perçu comme un compromis entre 

performance (décrit par la pondération sur z) et la consommation (décrit par la 

pondération sur u). 

a) Théorème :(comportement asymptotique) [6] 

Considérons un système linéaire : 

                  {
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)     𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑚

𝑧(𝑡) = 𝑁𝑥(𝑡)                              𝑧 ∈ 𝑅𝑞        
                                          (II.24) 

La commande par retour d’état qui minimise le critère LQ :      
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                   𝐽 = ∫ (𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝜌𝑢𝑇(𝑡)𝑢(𝑡))𝑑𝑡
∞

0
                                                  (II.25) 

                      = ∫ (𝑥𝑇𝑁𝑇𝑁(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝜌𝑢𝑇(𝑡)𝑢(𝑡))𝑑𝑡
∞

0
                                         (II.26) 

Avec 𝜌 scalaire positif, s’écrit : 

                                    𝑢(𝑡) = −𝐾𝑐𝑥(𝑡) 𝑎𝑣𝑒𝑐  𝐾𝑐 =
1

𝜌
𝐵𝑇𝑃𝑐  𝑒𝑡  

                                 𝑃𝑐 =  [
𝐴 −

1

𝜌
𝐵𝐵𝑇

−𝑁𝑇𝑁 −𝐴𝑇
]                                                     (II.27)                                     

Nous avons alors:  

- lim
𝜌→0

(𝑃𝑐) = 𝑃0   𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑒𝑡 lim
𝜌→0

(𝐽) = 𝑥𝑇(0)𝑃0𝑥(0)     

- Enfin, si les hypothèses suivantes sont vérifiées : 

 

 dim(𝑧) ≤ dim(𝑢) (𝑞 ≤ 𝑚)   

 Le transfert  
𝑍

𝑈(𝑠)
= 𝑁(𝑠𝐼𝑛 − 𝐴)−1𝐵 n’a pas de zéro dans le 

demi-plan droit. 

Alors :   

                      𝑃0  = 0  

 

La dernière hypothèse illustre le fait que, dans le cas de système à déphasage non 

minimal (c.-à-d. avec des zéros instables), on ne peut pas pousser indéfiniment les 

performances (c.-a.-d. avoir une valeur Pc très faible) même si l’on s’autorise des 

commandes sans aucune limitation ; ceci est tout à fait logique puisque les zéros (du 

système comme du correcteur) attirent les pôles en boucle fermée quand le gain de 

boucle augmente (ou lorsque la pondération sur u diminue dans le critère LQ)  
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II.7  Exemple de simulation : 

Soit le système linéaire suivant : 

{
�̇�1 = −2.15𝑥1 − 0.305𝑥2 − 0.01𝑥3

�̇�2 = 𝑥1

�̇�3 = 𝑥2

 

𝑦 = 𝑥1 

Les matrices de pondérations  de système :                       R=1,𝑄 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

],  

𝐴 = [
−2.15 −0.305 −0.01

1 0 0
0 1 0

] . 𝐵 = [1  0  0]𝑇 , 𝐶 = [1  0   0] 

 

Le vecteur commande K= [1.0906    2.4394    0.9900] 

 

                                         Fig II.2 : Evolution de la sortie de système 
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II.8  Quelques propriétés d’énergie   

  La fonction d’énergie possède deux propriétés essentielles. La première est la 

qualité d’extremum au point d’équilibre, à savoir s’il s’agit d’un maximum ou d’un 

minimum. Le point d’équilibre est stable lorsque cette extremum est un minimum.   

Si l’énergie totale d’un système est dissipée de manière continue, alors le 

système (qu’il soit linéaire  ou non linéaire), devra rejoindre finalement un point 

d’équilibre.  

      On pourra donc conclure sur la stabilité d’un système par l’examen d’une seule 

fonction scalaire qui est l’énergie totale  

 Le point d’énergie mécanique nulle est le point d’équilibre. 

 La stabilité asymptotique implique la convergence de l’énergie vers 0. 

 L’instabilité et liée à la croissance de l’énergie mécanique. 

 

Conclusion : 

Ce chapitre a été consacré à la présentation du principe  de la commande  

linéaire  quadratique LQ, et de quelques définitions et théorèmes sur la stabilité. 

L’application de la commande linéaire quadratique LQ fera l’objet d’une application 

sur le pendule inversé dans le prochain chapitre. 

 

         

 

 

 

 

 



Chapitre III                                                                           Stabilisation de Pendule Inversé 

31 

 

 

III.1 Introduction  

    

    La stabilité est une exigence critique dans la conception d’un asservissement. Une perte 

de stabilité entraine au mieux un comportement oscillatoire et donc une incapacité à régler ou 

poursuivre, au pire la génération de signaux de grande énergie qui vont endommager le 

système [12]. On présente dans ce chapitre les résultats de simulation obtenus par application 

de commande LQ pour la stabilisation d’un pendule inversé dans sa position verticale instable. 

  

 

III.2     Stabilisation  du pendule par retour d’état 

 
       Le problème de stabilisation est un problème qu’il faut résoudre lorsqu’on commande  le 

pendule inversé. Dans ce travail on utilise les techniques de commande par retour d’état. 

      De nombreuses méthodes de commande des processus utilisent le principe du retour 

d’état (commande optimale, placement de pôles,...). Le principe de cette commande est de 

déterminer une commande telle que les pôles du système bouclé soient convenablement placés 

dans le plan complexe pour obtenir de bonne performance en termes précision, de rapidité et de 

stabilité. Les pôles du système étant les valeurs propres de la matrice d’état, le but est donc de 

réaliser un asservissement modifiant convenablement la matrice d’état du système. 

 
III.3   Commande linéaire quadratique (LQR) 

 
   On considère le système linéaire continu, invariant dans le temps, régi par les équations 

suivantes 

 

                                  {
�̇�(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑧(𝑡)
;     𝑧(𝑡) = 𝑧0                              (III.1) 

où : 

   

 z(t)є𝑅𝑛 désigne le vecteur d’état, u(t) є𝑅𝑚 le vecteur de commande, y(t) є𝑅𝑞 le vecteur de 

sortie, et  𝑧0 désigne l’état initial à l’ instant initial t=0, A est la matrice d’évolution ou d’état, B 

la matrice de commande ou d’entrée, C la matrice de sortie ou de mesure. 

  La synthèse linéaire quadratique dénommée LQ  ou LQR (Linéaire Quadratique 

Régulateur)[13, 14, 15] Consiste en la recherche d’une matrice de gain K, telle que la 

commande par retour  d’état  u(t)=-K z (t) stabilise le système et minimise le critère quadratique 
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                                  𝔍 =  ∫ (�̇�𝑄𝑧 + 𝑢𝑇𝑅𝑢)𝑑𝑡
∞

0
                                                                     (III .2) 

 

 avec les matrice de pondération Q et R satisfont 

 

                                                       𝑄 = 𝑄𝑡 ≥ 0, 𝑅 = 𝑅𝑇 > 0                                                 (III.3) 

 

La matrice de gain K optimale est donnée par 

 

                                                       𝑘 = −𝑅−1𝐵𝑇𝜌0                                                                (III .4)           

  

où  𝜌0  est la solution de l’équation algébrique de Riccati 

 

                            𝜌0𝐴 + 𝐴
𝑇𝜌0 − 𝜌0𝐵𝑅

−1𝐵𝑇𝜌0 + 𝑄 = 0                                                           (III.5) 

 

   L’obtention du gain K passe donc par la recherche de la solution  𝜌0 symétrique définie 

positive de l’équation de Riccati qui est reportée dans l’équation(III.4), fournit la matrice gain K. 

 
III.3.1  Choix des matrices de pondération 

 

   La synthèse des matrices de gain du contrôleur optimal, repose directement sur les 

matrices de pondération Q et R. On peut trouver dans la littérature deux méthodes pour les 

choisir. La première méthode est la règle de Bryson [16] qui suggère de choisir des matrices 

de pondération diagonales, dont les coefficients diagonaux sont égaux au carré de l’inverse de 

l’écart maximum souhaité sur la variable correspondante. Bryson [16] indique également que 

cette règle ne fournit que des valeurs initiales, que l’on peut ensuite améliorer par simulations 

successives. 

    

La règle de Bryson  donne: 

 

                              

                     Q= diag (q1,q2,...,qn) et  R= diag (r1,r2,...,rm)                                                 (III.6) 
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 avec : 

 

                          𝑟𝑖 = [
1

sup (𝑢𝑖)
]
2

, 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 𝑒𝑡 𝑞𝑖 = [
1

sup (𝑦𝑖)
]
2

, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛                        (III.7) 

 

   

 Dans la deuxième méthode [17] les matrices de pondération Q et R  peuvent être 

choisies symétriques, diagonales : 

 

1) Au départ, on choisit  généralement des pondérations égales  aux matrices d’identité. 

2) Dans une seconde étape, on accéléré  ou on décélère  globalement  le système en 

multipliant  la matrice Q par un scalaire (accélération avec >1 et décélération  avec 

<1), jusqu’à obtenir  une dynamique  moyenne  adaptée. 

3) Dans le  cas où certaine états  auraient  des dynamiques  trop lentes  par rapport à d’autres , 

on peut  choisir  d’augmenter  la pondération  de Q correspondant  aux  premiers. 

4) Dans le cas où certains  actionneurs seraient  trop sollicités  par à d’autres, on peut  choisir  

d’augmenter la pondération  de R. 

 

III.3.2  Application pour la stabilisation du pendule inversé 

 

III.3.2.1 Linéarisation du modèle autour du point d’équilibre instable (𝛉 = 𝟎) 

 

    Le modèle du pendule inversé est trop complexe et non linéaire, et comme l’objectif de la 

commande du pendule inversé est d’asservir la position du chariot 𝓍 et l’angle  à zéro (position 

d’équilibre instable), alors une linéarisation autour de cette dernière s’impose [18].   

      Pour des petites variations de  autour du point d’équilibre 𝜃0 on a : 

 

                         {
𝜃 = 𝜃0 + 𝜀

�̇� = 𝜀̇
                                                                                       (III.8) 

 

On considère que tous les termes d’ordre supérieur sont nuls 

 

𝜀̇2 ≈ 0 

 Le développement en série de Taylor du premier ordre d’une fonction de  est donné par : 
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                           𝑓(𝜃) ≈ 𝑓(𝜃0) + 𝜀
𝑑𝑓

𝑑𝜃
(𝜃0)                                                                         (III.9) 

 

Si on se limite aux petites variations de  autour du point de fonctionnement 𝜃0 = 0 

correspondant à la position haute du pendule et en utilisant le développement limité du première 

ordre (équation (III.8) et (III.9)), on obtient les approximations suivantes [7] 

 

                         {

cos 𝜃 ≈ cos(0) + 𝜃[− sin ( 0)] = 1

sin 𝜃 ≈ sin(0) + 𝜃[cos(0)] = 𝜃

�̇�2 = 0

                                                           (III.10) 

 

 

En substituant les linéarisations (III.10) dans le système d’équations (I.36), on trouve le système 

d’équations linéarisé de l’ensemble pendule –chariot –moteur suivant : 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑧1̇ = 𝑧2

�̇�2 = (
−𝑏𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
−

𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑘𝑚𝑘𝑏

𝑟2
1

𝑅𝑎
) 𝑧2 −

𝑚2𝑙2𝑔

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑧3 +

𝑚𝑙𝑑

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑧4 +

𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑘𝑚

𝑅𝑎𝑟
𝑉𝑐

�̇�3 = 𝑧4

�̇�4 = (
𝑚𝑙𝑏

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
+

𝑚𝑙

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑘𝑚𝑘𝑏

𝑟2
1

𝑅𝑎
) 𝑧2 + (

𝑚𝑔𝑙

𝑁
+

𝑚3𝑙3𝑔

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)
) 𝑧3 −

𝑑

𝑁
𝑧4 −

𝑚2𝑙2𝑑

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)
𝑧4

−
𝑚𝑙

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑘𝑚

𝑅𝑎𝑟
𝑉𝑐

𝑦1 = 𝑧1
𝑦2 = 𝑥3

   (III.11)

Le modèle d’état (III.11) peut être mis sous la forme 

 

{
�̇� = 𝐴𝑧 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑧

 

avec : 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
0 1 0 0

0
−𝑏𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
−

𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑘𝑏𝑘𝑚

𝑅𝑎𝑟2
−𝑔𝑙2𝑚2

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑚𝑙𝑑

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2

0 0 0 1

0
𝑚𝑙𝑏

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
+

𝑚𝑙

ℎ𝑁−𝑙2𝑚2

𝑘𝑚𝑘𝑏

𝑅𝑎𝑟2
𝑚𝑔𝑙

𝑁
+

𝑚3𝑙3𝑔

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)

−𝑑

𝑁
+

−𝑚2𝑙2𝑑

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)]
 
 
 
 

                      (III.12) 
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𝐵 = [0
𝑘𝑚𝑁

(ℎ𝑁 − 𝑙2𝑚2)𝑟𝑅𝑎
0

−𝑚𝑙

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2
𝑘𝑚
𝑅𝑎𝑟

]
𝑇

, 𝐶 = [
1 0 0 0
0 0 1 0

] 

 

 

III.3.2.2 Application numérique 1 : 

   

  En remplaçant les paramètres du modèle linéaire (III.12) par leurs valeurs numériques 

données dans le chapitre 1, on obtient les valeurs numériques des matrices A,B,C de l’ensemble 

 pendule–chariot–moteur : 

 

𝐴 = [

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 199 43778 −372

],                                                                                                (III.13)  

 

𝐵 = [0 3.2204 0 −10,7263]𝑇 , 

 

 

 𝐶 = [
1 0 0 0
0 0 1 0

] 

 

Les valeurs propres de la matrice A de l’équation (III.13) sont données par : 

 

             𝜆1 = 635.6152 , 𝜆2 = −220.2848  , 𝜆3 = −2.0461  , 𝜆4 = −31.121  

 

    

      Celles-ci montrent que le modèle linéaire autour du point d’équilibre 𝜃 = 0 est instable, 

Ce la justifie l’utilisation d’une commande permettant la stabilisation du pendule, c’est le 

problème que nous traitons dans ce mémoire. 

 

En substituant les linéarisations (III.10) dans le système d’équations (I.35), on trouve le 

système d’équations linéairisé de l’ensemble pendule-chariot : 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑧1̇ = 𝑧2

�̇�2 =
−𝑏𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑧2 −

𝑚2𝑙2𝑔

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑧3 +

𝑚𝑙𝑑

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑧4 +

𝐹𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2

�̇�3 = 𝑧4

�̇�4 = (
𝑚𝑔𝑙

𝑁
+

𝑚3𝑙3𝑔

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)
) 𝑧3 − (

𝑑

𝑁
𝑧4 −

𝑚2𝑙2𝑑

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)
) 𝑧4 +

𝑚𝑙𝑏

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2

−
𝑚𝑙𝐹

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2

𝑦1 = 𝑧1
𝑦2 = 𝑧3

𝑧2                      (III.14) 

 

Le modèle d’état correspondant est donné par : 

 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
0 1 0 0

0
−𝑏𝑁

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
−𝑔𝑙2𝑚2

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑚𝑙𝑑

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2

0 0 0 1

0
𝑚𝑙𝑏

ℎ𝑁−𝑚2𝑙2
𝑚𝑔𝑙

𝑁
+

𝑚3𝑙3𝑔

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)

−𝑑

𝑁
+

−𝑚2𝑙2𝑑

𝑁(ℎ𝑁−𝑚2𝑙2)]
 
 
 
 

                          (III.15) 

 
 

𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
𝑁

(ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2)
0

−𝑚𝑙

ℎ𝑁 −𝑚2𝑙2 ]
 
 
 
 
 

         , 𝐶 = [
1 0 0 0
0 0 1 0

] 

 

 

III.3.2.3 Application numérique 2  

    En remplaçant les paramètres du modèle linéaire (III.15) par leurs valeurs numériques 

données dans le p premier chapitre, on obtient les valeurs numériques des matrices A, B et C du 

système pendule –chariot : 

 

 

                   𝐴 =   [

0 1 0 0
0 0 −0.8523 0.0072
0 0 0 1
0 0 35.5135 −0.3017

], B=[0  0.4348  0 − 1.4481]𝑇, 

 (III.16) 

 

                                                          C  =[
1 0 0 0
0 0 1 0

] 
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Le nombre d’état du modèle étant égale à n=4 et le nombre d’entrées de commande étant 

m=1, on choisit les matrices de pondérations suivantes : 

 

                       Q=[

2 0 0 0
0 0.5 0 0
0 0 12 0
0 0 0 2.5

] ,                          R=0.0005                                   (III.17) 

 

    Puisque les valeurs maximales de la commande 𝑉𝑐,  la position 𝑥 et l’angle 𝜃 sont connues 

alors pour le choix des matrices de pondération de ces variables la règle de Bryson est utilisée 

(Equation(III.16), (III.17)) et l’absence  des valeurs maximales de la vitesse du chariot et la 

position du pendule nous a obligé d’utiliser la deuxième méthode. qu’est une  méthode simple de 

choix  et de modification des pondérations en vue  d’aboutir à un correcteur  satisfaisant. 

   Une fois les coefficients de pondération Q et R sont obtenus, la matrice de gain K qui 

minimise la fonction quadratique ℑ est calculée en utilisant la fonction 'lqr' de Matlab, on 

trouve: 

 

                      𝐾 = [−63.246   − 78.3871   − 400.1978    − 95.0500]                          (III.18) 

Les pôles de la boucle fermée, sont dans ce cas : 

 𝑝1 = −98.179, 𝑝2 = −1.6869 + 1.6449𝑖 , 𝑝3 = −1.6869 − 1.6449𝑖, 𝑝4 = −1.6310   (III.19) 

III.4 Résultats de simulation avec le modèle linéare. 

 

               Fig 3.1: Résultats de simulation du modèle linéaire avec le régulateur d’état LQR   

                                                       𝐶𝐼 = [𝑥 �̇� 𝜃 �̇�] = [0  0 0.02 0]  
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La figure 3.1  montre que le système pendule inversé  linéaire se stabilise au bout de 

3.5 s tout en respectant les contraintes imposées. En effet le déplacement du chariot ne 

dépasse pas les limites physiques du rail [-0.4 , 0.4]. 

 

III.5 Résultats de simulation avec modèle non linéaire 

 

  Les résultats de simulations obtenues, en utilisent  le modèle non linéaire, sont donnés 

par la figure 3.2. 
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  Figure 3 .2  Résultat de simulation  de stabilisation du pendule inversé par le         
régulateur LQR dans sa position  instable   𝐶𝐼 = [𝑥 𝑥 ̇ 𝜃 �̇�]=[0 0 0.02 0]. 
 
 
 
 

0 5 10 15 20 25 30
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

temps (s)

p
o

s
it

io
n

 d
u

 p
e
n

d
u

le

0 5 10 15 20 25 30
-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

temps (s)

v
it

é
s
s
e
 d

u
 p

e
n

d
u

le

0 5 10 15 20 25 30
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

tepms (sec)

te
n

s
io

n
 d

u
 m

o
te

u
r



Chapitre III                                                                           Stabilisation de Pendule Inversé 

40 

 

 

III.5.1 Interprétation des résultats de simulation 

A partir des graphes de la figure (3.2) on constate que la commande linéaire quadratique 

LQR permet de stabiliser le pendule inversé,  et  el le montre l’efficacité du contrôleur 

LQR en termes de précision et  de stabilité. On constate aussi  que : 

1) Le système se stabilise au bout de 10 à15 sec. 

2) La dynamique des sous-systèmes pendule et chariot sont tolérables. 

3) Le signal  de commande vc et admissible  et réalisable. 

 

 
Conclusion 
 
 

Dans ce chapitre, nous avons pu appliquer la commande linéaire quadratique pour 

la stabilisation du pendule inversé. Pour ce faire, une linéarisation du modèle du pendule a 

été réalisée avant d’effectuer un choix des matrices de pondération et le calcule de la 

matrice de gain. 

Les résultats obtenus montre que la commande LQR donne de bonnes 

performances en termes de stabilité et de précision. 

 



Conclusions générale et perspectives 
 

41 
 

 

Conclusions générale 

Ce mémoire à été consacré à l’étude et à la commande d’un pendule inversé. Dans un premier 

temps,  nous sommes amenés  d’abord  à comprendre les équations du système  et à comprendre sa 

dynamique. La modélisation du système pendule inversé a été largement détaillée dans le chapitre 1. 

Le modèle obtenu mis en évidence les fortes non linéarités intrinsèques au système.   

Comme le modèle que nous avons obtenu, après linéarisation,  possède des pôles instables, et 

vu les contraintes en positon qui nous limite la distance maximale que le chariot peut atteindre, une 

commande  avancée  est alors nécessaire  pour  pouvoir satisfaire les objectifs de la commande en 

terme de stabilité et de performance. Pour cela, on a choisi la commande optimale.  

Dans un deuxième temps, le développement du formalisme mathématique illustrant la 

commande optimale quadratique a été présenté dans le chapitre 2. Ceci nous a permis de nous 

familiariser un peu plus  avec cet outil de commande. La simplicité de cette loi de commande et les 

performances qu’elle donne nous incite  à utiliser  un régulateur de type LQR pour notre système en 

question. 

Finalement, le chapitre 3 est complètement consacré à synthèse du régulateur LQR pour la 

commande du  pendule inversé. Pour ce faire, on a commencé par la commande du système  linéarisé 

autour de son point d’équilibre  instable  en position verticale. Pour stabiliser le système, le choit des 

matrices de pondération est crucial. Une simple modification dans les matrices Q et R entraine une 

large variation dans les performances du système. Il est aussi à noter que certaines configurations de 

ces matrices rendent le système instable. Une fois les performances exigées sont satisfaites, on a 

implémenté le correcteur LQR sur le système non linéaire.  

Finalement, nous souhaitons  que ce travail soit repris par d’autres étudiants en vue 

d’améliorer encore plus le travail et de confirmer les résultats aussi bien sur le plan théorique que 

pratique.  
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ANNEXES : 

Annexes I : Modèle sous Matlab Simulink 

 

I.1 Représentation de chaque block de shema Simulink : 

I.1.1 Le block z1c’est la position de chariot : 

 

 

I .1.2 Le block z2 c’est la vitesse du chariot : 



 

 

I.1.3 Le block z3 c’est la position du pendule 

 

 

 

I.1.4 Le block z5 c’est la vitesse du pendule : 

 

 

 

 

 

 



Annexe II :fichier script de calcul de  la commande : 

clearall 
clc 
Ts=0.1; 

 
M=2.3;         
l=0.3;     
g=9.81;     
b=0.00005; 
d=0.005; 
m=0.2; 

g=9.81; 
km=0.05; 
kb=0.05; 
Ra=2.5; 
R=0.0027; 
J=0.000014; 
N=(m*l^2)+J 
h=M+m; 
f=20; 
A=[0 1 0 0;0 -(b*N)/(h*N-(m^2*l^2)) -(g*m^2*l^2)/(h*N-(m^2*l^2)) 

(m*l*d)/(h*N-(m^2*l^2)); 0 0 0 1; 0 (m*l*b)/(h*N-(m^2*l^2)) 

((m*g*l)/N)+((m^3*l^3)*g)/(N*(h*N-(m^2*l^2))) (-d/N)-((m^2*l^2*d))/(N*(h*N-

(m^2*l^2)))]  
B=[0;(N)/((h*N-(m^2*l^2)));0;(-m*l)/(h*N-(m^2*l^2))] 
C=[1 0 0 0;0 0 1 0]; 
D=0; 
sys1=ss(A, B, C, D); 

 
 C0=CTRB(A,B); 

 
det(C0); 

 
 R=RANK(C0) 
Q=[2 0 0 0; 
    0 0.5 0 0; 
    0 0 12 0; 
    0 0 0 2.5]; 

 
r=0.0005;  
out=lqr(A,B*f,Q,r) 
p=eig(A-B*out) 
%impulse (ss(A-B*f*out,B*f,C,D)) 

 

 

holdon 

figure(2) 

initial(ss(A-B*f*out,B*f,C,D),[0 0 0.2 0]') 

 

 

 



Annexe III:le modèle sous MATLAB Simulink avec la 

commande  
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                                              Résumé  

 

 Ce mémoire est un projet de fin d’étude de master 2 consacré à l’étude et à la 

commande d’un pendule inversé. Ce travail se constitue de  trois chapitres. Le premier 

chapitre est consacré à la modélisation du système moteur-chariot-pendule. Dans le second 

chapitre on a présenté le principe de la commande optimal LQR. Dans le chapitre 3, après 

plusieurs testes et choix des pondérations Q et R, on a implémenté un correcteur LQR pour 

stabiliser le système tout en assurant les performances exigées. Les résultats sont obtenus via 

Simulink/Matlab. 

 

 

                                                               Abstract  

This memory is a final project master study 2 dedicated to the study and control of an 

inverted pendulum. This work consists of three chapters. The first chapter is devoted to 

modeling of the engine carriage-clock system. In the second chapter we introduced the 

principle of optimal control LQR. In chapter 3, after several tested and choice of weights Q 

and R, we implemented a LQR correction to stabilize the system while ensuring the required 

performance. The results are obtained via Simulink /Matlab. 
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