Table des matiéres

Liste des figures 5

Introduction Générale 6

1 Notions de base 8

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . e 8

1.2 Définitions mathématiques . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 8

1.3 Modéle polyédrique . . . . . . . . .. 11

1.4 Polyndébme d’Ehrhart . . . . .. ... ... o 18

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . e e 20

2 Nid de boucles, modéle polyédrique et parallélisation automatique 21

2.1 Introduction . . . . . . . . . ... 21

2.2 Définitions . . . . . ... 21

2.3 Parallélisation Automatique en utilisant le modeéle polyédrique . . . . . . . 23

2.3.1 Principe . . . . . ..o 23

2.3.2 Démarche . . . .. .. . ... 25

2.3.3 Dépendances . . . . . . . .. ... e 26

2.3.4 Transformation de programme . . . . . . . . ... ... ... .. .. 27

2.4 Optimisation de la mémoire et le calcul parallele . . . . . . .. ... .. .. 32
2.5 Utilisation de nombre de points entiers dans un polytope dans la paralléli-

2.6

sation automatique . . . . . . .. ... 33

Conclusion . . . . . . . . s 34

3 Meéthodes de dénombrement de points entiers dans un polytope et exemples

de I’utilité de ce nombre (Etat de ’art) 35
3.1 Introduction . . . . . . . . . . ... 35
3.2 Meéthodes de dénombrement des points dans un réseau polytope . . . . . . 35
3.2.1 Méthode des sommes . . . . . . .. ... oo 35
3.2.2  Méthode d’interpolation de Clauss et Loechner . . . . . . . . .. .. 38

1



3.2.3 Méthode des fractions partielles . . . . ... ... ... .. 47
3.2.4 Méthode de comptage par automates a états finis déterministes . . 50
3.2.5 Méthode de Barvinok pour les polytopes non paramétriques . . . . 53
3.2.6  Généralisation de Méthode de Barvinok pour les polytopes paramétrés 57
3.2.7 Meéthodes approximatives de dénombrement des points entiers dans
un polytope . . . ... 59
3.3 Comparaison entre les méthodes . . . . . . . .. .. ... ... ....... 61
3.4 Exemples d’utilisation de dénombrement des points entiers dans un poly-
tope dans le parallélisation automatique . . . . . . . ... ... ... ... 62
3.4.1 Optimisation de la localité spatiale par réorganisation des données . 62
3.4.2 Reéutilisation des distances . . . . . . ... .. ... ... ... .. 66
3.4.3 Optimisation de copier des données de mémoire globale en mémoire
partagée et estimation de trafic mémoire dans GPU . . . . . . . .. 67
3.5 Conclusion . . . . . . . . . e 70

Développement des algorithmes de dénombrement des points entiers

dans un polytope 71
4.1 Introduction . . . . . . . . . . .. e 71
4.2 Proposition . . . . ... 72
4.3 Domaine de travail . . . . .. ... Lo 72
4.3.1 Intérét du polytope . . . . . . . . .o 72
4.4 Démarche a suivre . . . . . . . ... e 73
4.5 Différentes étapes de notre travail . . . . . . ... ... Lo 74
4.5.1 Etapel . . . . . . e 75
4.5.2 Etape2 . ... 78
453 Etape3 . . ... 80
4.6 Complexité . . . . . . . e 82
4.7 Expérimentation . . . . . . ..o 83

4.7.1 Comparaison entre la présentation de données en input de notre
algorithme donnant le polynome d’Ehrhart et la présentation des
données de Polylib et Barvinok . . . ... ... ... ........ 83

4.7.2 Comparaison de notre algorithme donnant le quasi-polynéme d’Eh-
rhart avec 'implémentation de la méthode d’interpolation dans la
bibliotheque de Polylib en terme de temps d’excution . . . . . . .. 87

4.7.3 Comparaison de la version simplifiée de I'algorithme de calcul de
polynéme d’Ehrhart et 1’algorithme utilisant I'interpolation de La-

BTANEZE . . o o e e e e e e e e e e e e e e e 88



4.7.4 Casincalculables avec la méthode d’interpolation de Clauss et Loech-

4.8 Exemple d’utilisation de notre algorithme dans un calcul parallele . . . . .

4.9 Conclusion . . . . . . . .. e
Conclusion Generale et Perspectives
Bibliographie

Annexe

92

93

97



E@eSyD

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I"Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Abderrahmane Mira de Bejaia

Faculté des Sciences Exactes
Département d’Informaticue

Ecole Doctorale Réseaux et Systémes Distribués (ReSyD)

Mémoire de Magister

En Informatique

Option : Réseaux et Systemes Distribués

Théme

Le dénombrement des points d'un réseau contenus dans

un polytope dans les calculs paralleles

Présenté par

Meriama MAHAMDIOUA

Devant le jury composé de :

Président Abdelnasser DAHMANI Professewr  Université de Bejaia, Algérie
Rapporteur  Ali MELIT Université de Jijel, Algérie
Examinateur Mohamed BENMCHAMED Université de Constantine, Algérie
Examinateur Abdallah BOUKERRAM Université de Sétif, Algérie

Invité Alex ESBELIN Université de Cletmont-Ferrand, France

Promotion 2007-2008

FiGc. 0-1 -



Liste des figures

Fig 1.1 : Hyperplan affine ........oocouviiiiiiiiiiiiiii e 9

Fig 1.2 : Enveloppe convexe, enveloppe convexe supérieure et enveloppe convexe in-
BT UL ... e

10

Fig 1.3 : Exemples des POLYtOPES .....ueuiiiiiiiiiiii e 11

Fig 1.4 : Exemples de Mm-SIMPIEXES ....uuuneeiiiiiiiiiiiiieeeeeeeiiiiieee e 12

Fig 1.5 : Exemple de 2-POLytope «..coovueiiiiiiiiiiiiiie e 13

Fig 1.6 : Polytope paramétré P(D) ....c..eeeiiiiiiiiiiiiiiiiceice e 15

Fig 1.7 : Un cone rationnel simple et son Parallélépipede fondamentale ............ 16

Fig 1.8 : Polytope et ses cOnes supportants .............eeevereeeieiiiiiiinneeeeiiiiiiiineeeeeeens 16

Fig 2.1 : Exemple de nid de boucles, systeme des inéquations et polytope présentent
ce Nid des DOUCIES . .. ceveeeeeeiee e e

22

Fig 2.2 : Exemple d’un nid de boucle et son graphe de dépendance .................. 26

Fig 2.3 : Exemple d’un nid de boucle et son graphe de dépendance ...............
26

Fig 2.4 : 1LeS dePendances ..........coeueeiieieieeieeeeeiie e 28

Fig 2.5 : Nouveau polytope en appliquant la fonction d’allocation .......................
29

Fig 2.6 : Programme parallele en utilisant le tilling .........cccccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnnn,
31

Fig 3.1 : Résumé de la méthode d’interpolation de Clauss et Loechner .............
38

Fig.3.2 : Polytope paramétré P (D) «..cooeoveeiiiiiiiiiiiiiiieee e 42

Fig 3.3 : Polytope dans I’espace combiné data-parameter .............cccccvvviiiinnnnnn. 43

Fig 3.4 : Automate pour P ... 51

Fig 3.5 : Exemple de E(V,KI) c.oooiiiiiiiiii e e
53

Fig 3.6 : Exemple de POLYtOPE .oeevieiiiiiiiieiiiiee e e e
55

Fig 4.1 : Exemple de polytope pour d=2 et d=3 ....cccccovmmmiiiiiimiiiiiiiiiieeee,
74



Introduction Générale

Les unités fonctionnelles indépendantes qui constituent les machines modernes per-
mettent ’exécution de plusieurs instructions simultanément si les dépendances de données
le permettent et si les ressources nécessaires sont disponibles.

Cependant, et malgré la capacité du matériel, et avant ’exigence en performance ainsi
que la puissance de calcul demandée par les applications modérnes, certains programmes
ont un comportement qui ne leur permet pas de bénéficier pleinement des performances
matérielles qui leurs sont offertes, ce qui exige de se diriger vers les applications paralléles.
Le programmeur est devant deux situations :

- Développement des programmes paralléles en utilisant des langages a parallé-
lisme explicite. Dans ce cas, c’est au programmeur de paralliliser les données, faire la
communicatiion entre les processeurs, la synchronisation,...etc. Ces opérations nécessitent
des connaissances approfondies de I’architecture et réduisent notablement la portabilité.

- Parallélisation automatique d’un langage séquentiel de haut niveau. Dans cette
approche, le programmeur se débarrasse de la programmation paralléle, tout est réalisé
par le compilateur, qui doit alors générer un code paralléle, en prenant en compte les
caractéristiques de ’architecture.

Or, les caractéristiques des architectures du matériel paralléle deviennent plus compli-
qués, il est plus difficile pour que le programmeur puisse donner les solutions optimales. Ce
que augmente le besoin d’outils de parallélisation automatique, qui ont la grande promesse
en améliorant I'exécution des programmes paralléles .

Le plus souvent, ces outils automatiques sont centrées sur I’analyse et la transforma-
tion des structures de controle itératives -nids de boucles - qui présentent généralement
les parties de programme qui portent plus de parallélisme, qui utilisent la plus grande
partie de la mémoire, et qui consomment le plus de temps de calcul.

Par nature, la plupart des nids de boucles qui apparaissent dans des programmes sont
affines, c’est-a-dire qu’ils s’expriment par des indices bornés par des expressions affines, et
des acceés a des tableaux par des fonctions affines des indices. Le domaine d’itération d’un
nid de boucles affines peut étre décrit par les points entiers appartenant a un polytope
(polyedre borné).

De nombreuses méthodes d’optimisation de programmes formalisent les problémes
d’analyse et de transformation de nids de boucles par le calcul du nombre de points
entiers dans des polytopes. Lorsque les nids de boucles sont paramétrés, i.e., dépendent
d’un ensemble de constantes symboliques non connues au moment de la compilation, les
problémes d’analyse et d’optimisation de nids de boucles se réduisent souvent au comptage

de points entiers dans des polytopes paramétrés. Dans ce cas, le résultat du comptage est



donné par un ou plusieurs polyndémes ayant des coefficients périodiques. Ces polyndémes
sont connus sous le nom de quasi-polynémes d’Ehrhart.

Dans ce travail, on s’intéresse aux dénombrement de points entiers dans un polytope,
en expliquant son intérét dans la parallélisation automatique.

Ce mémoire est organisé comme suit :

- Chapitre 1 : Contient des notions mathématiques qui sont nécessaires pour le reste
du mémoire.

- Chapitre 2 : Expose des notions de parallélisation et localise le modéle polyédrique
dans le domaine de parallélisation. Ainsi que 'utilisation de nombre de points entiers dans
un polytope pour des intéréts de parallélisation.

- Chapitre 3 : Dans la premieére section de ce chapitre, nous parlons des différentes
méthodes de dénombrement de points entiers dans un polytope, et dans la deuxieme sec-
tion, nous donnons des exemples d’utilisation de ce nombre dans des recherches actuelles
dans le contexte de parallélisation.

- Chapitre 4 : Ce chapitre contient le travail réalisé. Nous proposons des algorithmes
de dénombrement de points entiers dans un contexte bien précis, en terminant par un

exemple d’utilisation de notre résultat.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Introduction

Le modéle polyédrique est un formalisme qui permet une représentation des calculs
paralléles. Ce modeéle est basé sur les systémes d’équations et d’inéquations affines.

Ce chapitre contient des définitions mathématiques nécessaires a la compréhension
des méthodes de dénombrement de points entiers dans un polytope traitées aprés. Il est
organisé comme suit : La section 1.2 donne des définitions des notions mathématiques
tels que affine, convexe, linéaire...etc. La section 1.3 introduit le modéle polyédrique avec
ses différentes présentations tels que présentation implicite, paramétrique...etc. En fin,
on termine par la définition du polyndéme d’Ehrhart qui représente le nombre de points

entiers dans un polytope.

1.2 Définitions mathématiques

Notation 1.2.1 Soit M,,,(K) l’ensemble des matrices ayant m lignes et n colonnes &
coefficients dans K. On note cet ensemble par K™*".
Définition 1.2.2 Fonction linéaire et fonction affine

- Une fonction k-dimension est linéaire ssi elle peut étre écrite sous la forme

f(V) =My v



0
ol vV = : et M; € R¥*? est une matrice avec k lignes et d colonnes [13].

V4
- Une fonction k-dimension est affine ssi elle peut étre écrite sous la forme

—

f(V) =My 0+ fo

U1
ﬁ
on v = ) et My € R est une matrice avec k lines et d colonnes, fo € R* est

Vd
un k—dimension vecteur [13].

Définition 1.2.3 Combinaisons

Soit le vecteur x = (1,9, ...,xq) , et le vecteur de coefficients X = (A, ..., A\q). La combi-

natson :

d
- Y \ix; est une combinaison linéaire.
i=1

d
- Y \ix; est une combinaison positive si A; > 0.
i=1

d d

- Y N est une combinaison affine si Y N = 1.
i=1 i=1
d d

- > Ny est une combinaison convexe si A; >0 et Y\ = 1.
i=1 i=1

Définition 1.2.4 Systéme linéaire diophantien
Un systéme linéaire diophantien est un ensemble d’inéquations linéaires a coefficients
entiers Axr < 0 dont on cherche les solutions entiéres, ou A est une matrice d’entiers a

m lignes et n colonnes, b un vecteur de Z™et x est un vecteur de n indéterminées.

Définition 1.2.5 Espace affine
Un ensemble de vecteurs est un espace affine ssi il est fermé sous combinaisons affines,

c-a-d, si ©,y sont dans lespace, tous les points trouvés sur la ligne liée T et y sont
dans l'espace [13].

Définition 1.2.6 Hyperplan affine

Un hyperplan affine [13 ] est un sous espace affine de dimension (n — 1) d’un espace de



dimension n. Dans notre contexte, 'ensemble de tous les vecteurs v € Z" tel que h. v =k
pour k € 7, forme un hyperplan affine. Un hyperplan h.0 = k divise Uespace en deux
demi-espace, comme illustré dans la figure.

Fig.1.1 : Hyperplan affine

Définition 1.2.7 Enveloppe linéaire

L’enveloppe linéaire d’un ensemble de vecteurs X C Q%est I’ensemble donné par la com-

LinX = {Zm |zie X, )\ € R}

=1

binaison linéaire

Définition 1.2.8 Enwveloppe positive
L’enveloppe positive d’un ensemble de vecteurs X C Q? est l’ensemble donné par la com-

binaison positive

pos X = {Z)\@xl | zie X, N > O}

i=1
Définition 1.2.9 FEnveloppe affine

L’enveloppe affine d’un ensemble de vecteurs X C Q% est I’ensemble donné par la combi-
naison affine [35] [33]

aff X = {Zmi |ze XY N = 1}
=1 7

Définition 1.2.10 Enveloppe convexe
L’enveloppe conveze d’un ensemble de vecteurs X C Q¢ est l’ensemble donné par la com-
binaison convexe[33]

convX = {Z)‘Z x| xpe X, )\ >0, Z)‘i =1}

- Dans le plan, ’enveloppe conveze est le plus petit polygone contenant un ensemble de
points.
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Définition 1.2.11 FEnveloppe convexe inférieur et enveloppe convexre supérieure
L’enveloppe conveze (noté EC(S) dans l'image suivante) peut étre considérée comme l'in-
tersection de deux ensembles convexes non bornés qu’on appelle enveloppe convere su-
périeure (noté ECS(S) dans l'image suivante), et enveloppe convexe inférieure (noté
ECI(S) dans l'image suivante)

LLS) LCS(S) LCI(S)

Fig.1.2 : Enveloppe conveze,

enveloppe convexe supérieure et

enveloppe convexe inférieur

Définition 1.2.12 Polynéme d’interpolation de Lagrange
Soient n points distincts xg, x1,. ..., o, d’un intervalle fermé borné [a,b] , et une fonction
[ définie sur [a,b] a valeurs dans R, il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou

égal n, tel que P(x;) = f(x;) pouri=0,1,....,n. Ce polynéme est donné par :

ron =3 (s T 5=%)
i=0 j=0, "
. o - X —u , )
Les polynémes L; définies par L; = H sont appelés les polyndémes de Lagrange.
j=0, j#i~ "

Définition 1.2.13 Formule de Presburger
Une formule de Presburger se compose d’égalité affine et/ou des contraintes d’inégalité

connectés via les opérateurs logiques : — (non), A (et), V (ou) et des quantificateurs
Y (quelque soit), 3 (1l existe) [28].

1.3 Modéle polyédrique

Définition 1.3.1 Polyédre rationnel

Un polyédre rationnel P est l'intersection d’un nombre fini de demi espaces fermés [18].

11



Un polyédre est défini par un systéme d’éqalités et d’inégalités :
P = {:U c QY Az > c/\A’:U:c'}

avec A€ Zm4 A e ZW X4 ce T d € Z™ | oum est le nombre des inégalités et m' est

le nombre des égalités [33].

Définition 1.3.2 Polytope
Un polytope est un polyédre borné ou fini.

L’image suivante présente des exemples des polytopes :

Fig 1.3 : Ezxemples des polytopes

Définition 1.3.3 Dimension (géométrique) d’un polyédre rationnel

La dimension (géométrique) d’un polyédre rationnel P C Q¢ est de la dimension de son
enveloppe affine, ou d’autre maniére, la dimension d de son espace ambiant Q% moins le
nombre d’équations (implicites), linéairement indépendantes. Un polyédre de dimension d

est appelé un d-polyédre [33].

Définition 1.3.4 Sommet
Un sommet de polytope est un point extréme de polytope, c-a-d, il ne peut pas étre exprimé

par une combinaison convexe de ses autres points [32].

Définition 1.3.5 Rayon
Un rayon d’un polyédre rationnel P est un vecteur non nul r, tel que (x + ur) € P quels
que soient x € P et yu € Q avec pn > 0. Un rayon représente une direction vers laquelle le

polyédre va a linfini [33].

Définition 1.3.6 Ligne
Une ligne d’un polyédre rationnel P est un vecteur non nul I, tel que (x + A\l) € P quels

que soient x € P et A\ € Q. Une ligne est aussi appelée rayon bidirectionnel [33].

Définition 1.3.7 Fuace, facette
Une face F d’un polyédre rationnel P est l'intersection de P avec {x € Q¢ |A'z = '}, o

Az > ¢ est un sous systéme de Ax > c.

12



Les facettes d’un polyédre rationnel sont ses (n — 1)—faces (faces de dimensionn —1), ou
n est la dimension (géométrique) du polyédre. Les faces de dimension 0 sont les sommets
du polyédre [33].

Définition 1.3.8 m- simplexe
Sixq, Xa, .., Tmy1 SOnt des points affinement indépendant (c-a-d, xo—x1 T3—X1 .. . Typp1—T1
sont linéairement indépendants), alors l'enveloppe convexe de xi, o, .., Tpmi1 est nommé

m- simplexe (ou simplexe de dimension m) avec les sommets x1,xa, .., Tmi1. [18]

- Y -

O-simplexe 1-simplexe 2-simplexe 3-simplexe

Fig 1.4 : Exemples de m-simplexes

Définition 1.3.9 Un polytope paramétré borné
Un polytope paramétré est borné dans Q™ s’il est défini par un ensemble de contraintes
linéaires a coefficients entiers et si chaque coordonnée de ses sommets s’exprime comme

une fonction affine de ses paramétres [A3].

Définition 1.3.10 Polytope entier, polytope rationnel
Un Polytope est dit entier si tous ses sommets sont entiers, et dit rationnel si au moins

un sommet posséde des coordonnées rationnelles [18].
Théoréme 1.3.11 Un polytope est l’enveloppe convexe de ses sommets.

Définition 1.3.12 Réseau-polytope

On appelle réseau-polytope 'intersection d’un réseau régulier de points avec un polytope

[43].

Définition 1.3.13 Z-polytope
Un Z-polytope de dimension n est ['intersection du réseau standard 7" avec un polytope.

C’est donc un réseau-polytope particulier [A3].

Exemple 1.3.14 Le polytope P de la figure suivante est un polygone. L’intersection de

ce polytope avec le réseau Z* donne les résultats suivants :

13



Fig 1.5 :Fxemple de z-polytope

Le nombre de points entiers dans l'intérieur de P égale a 20.
Le nombre de points entiers sur le bord de P égale a 10.

Le nombre de points entiers de réseau polytope : card(P N Z?*) = 30.

Définition 1.3.15 Dénominateur d’un polytope
On appelle dénominateur d’un polytope le plus petit commun multiple des dénominateurs

des coordonnées rationnelles des sommets du polytope.

Définition 1.3.16 Forme implicite, forme non paramétrique
Un polyédre paramétré P(p) est un polyédre dépend de vecteur des paramétres p € Q™, sa

représentation implicite donnée en terme des équations et des inéquations :
P(p)={r€Q"|Az=Bp+b N Cx > Dp+d}

Un tel polyédre peut étre associé a un polyédre non paramétré P’ :

o~ {[erfi]n o]
p p p

A=[A-DB] C =[C-D]

d’ot

Définition 1.3.17 Proj, , Proj,
Deuz projections pewvent étre définies : Projq , Proj,.
La foncrtion Projg projéte espace combiné Q"™ dans ’espace de données Q", et la

fonction Proj, projéte 'espace combiné Q"™ dans l'espace de paramétres Q™.

Propriété : Cette propriété relie un polyédre P' dans l’espace combiné data/parameter
a son polyédre paramétrique équivalent P(p). Soit S(q) U'espace affine de Q"™ qui vérifie

([}

14



Alors, on a

T

P(p) = Projs(P' N S(q)) = {af | [ )

eP’}

Théoréme 1.3.18 Soit v;(p) un sommet paramétré défini sur m paramétres linéairement

Ou p est le vecteur de paramétres.

indépendant € Q™. Le polyédre P' peut étre construit facilement de P(p). Pour chaque
sommet de P(p), il existe m — face F"(P') tel que v;(p) = Projq(F"(P") N S(q)).

Définition 1.3.19 Représentation homogéne d’un systéme

La définition homogéne [42] d’un systéme peut étre extraite de la représentation inhomo-
x
géne en faisant la transformation suivante r — i , ce qui change le systéme inhomo-

géne P de dimension n en un systéme homogéne P’ de dimension n + 1, de la maniére
suivante :

P={ze|Az=b AN Coe>d}={xc|Az—-b=0 AN Cz—d>0}

c = {(gg)\fo—fb:O, £Cx —€d >0, gzo}
~(r-n(l) o ) (7)o}
€

Définition 1.3.20 Représentation de Mikowsksi

Un polyédre défini sous forme implicite peut étre défini sous une forme appellée la forme
de Minkowski, en terme des combinaisons linéaires des lignes (colonnes de la matrice L),
combinaison conveze des sommets (les colonnes de la matrice V') et combinaison positive

de rayons extrémes (colonnes des matrice R)
P:{x |z =LA+Ru+Vv puv>0, Zuzl}

Définition 1.3.21 Contexte de sommet

Les sommets d’un polyédre paramétré sont paramétrés. Ils sont définis par des fonctions
affines des paramétres. Un sommet paramétré est noté v;(p). Les sommets v;(p) d’un
polyédre paramétré ne sont pas définis pour toutes les valeurs possibles des parameétres,
mats pour un sous ensemble des valeurs de parameétres. L’ensemble des paramétres ot un

sommet est défini nommé le contexte de sommet (domaine).
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Exemple 1.3.22 Soit le polytope paramétrisé suivant :

P(p):{(xl,x2)€Q2|0§x2§4 ANro<x1 <294+9 A1y §p/\p§40}

4 Us

3
JJQT f vq

O T

(1 123 (25 vg 13 .1,_1-—
Fig 1.6 : Polytope paramétré P(p)

On définit les sommets et leurs contexte selon la valeur de paramétre p :

(p) (0,0) si 0<p<40
(p) (p,0) si 0<p<9
(p) (9,0) si 9<p<40
(p) (p,p—9) si 9<p<13
vs(p) = (13,4) si 13 <p <40
(p) (p,p) si 0<p<4
(p) (4,4) si 4<p<40
(p) (p,4) si 4<p<13

Définition 1.3.23 Céne simple rationnel (ou cone polyédrique rationnel)
Soient uy,...,uqg € 7% des vecteurs entiers linéairement indépendants. Un cone simple
rationnel [5](ou un cone polyédrique rationnel [33]) généré par les vecteurs uy, ..., uq est

l’ensemble :

d
K = K(uy,...,uq) = {Zaiui ca; >0 pour i =1, ...,d}

1=1

Un cone polyédrique peut aussi étre donné par un systéme d’inégalités homogeénes
{z | Az > 0}

Définition 1.3.24 Parallélépipéde fondamentale

Soient uy,...,uq € Z% des vecteurs entiers linéairement indépendants. Le Parallélépipéde
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fondamental de uy,...,uq [5] est l’ensemble défini par :

=1

d
I = (uy, ..., uq) = {Zaiui ,avee 0 < a; <1 pouri=1, ...,d}

Exemple 1.3.25 On donne ici un cone et son Parallélépipede

u |

0 Ity 0 [

4

Cone rationnel simple | Parallélépipéde fondamentale

Fig 1.7 : Un cone rationnel simple et son

Parallélépipéde fondamentale

Définition 1.3.26 Cone supportant d’un d—polyédre

Un céne supportant d’un d—polyédre P en un sommet v est la région de Q¢ bornée par
les contraintes de P qui sont saturées par v. Autrement dit, c’est la Tégion bornée par les
contraintes (a,x) > b, avec (a,v) =b, ot (.,.) est le produit scalaire des vecteurs [33].

Le cone supportant K(P,v) du polyédre P au sommet v est la translation au sommet v
d’un cone polyédrique K, (d’origine O comme sommet) K(P,v) = K, + v.

Exemple 1.3.27 Ezemple de polytope et ses cones supportants

\

Fig 1.8 : Polytope et ses cones supportants

Définition 1.3.28 Cone polyédrique simplicial
Un cone polyédrique simplicial de dimension d est un cone polyédrique qui peut étre en-

gendré par d demi-droites, ou autrement dit, c’est un cone polyédrique ayant un nombre
d’arétes (générateurs) égal & sa dimension d.

Définition 1.3.29 Cone simplicial unimodulaire
Un cone simplicial unimodulaire de dimension d est un cone polyédrique dont les vecteurs

générateurs U, Uy, ...,uq € Z%, tels que la matrice formée par ses vecteurs générateurs
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est unimodulaire (son déterminant est égal a +1), ou d’une maniére équivalente, son

parallélépipéde fondamental comporte un point entier unique (l’origine O ).

Définition 1.3.30 Fonction génératrice
La fonction génératrice d’un ensemble A C Q% est sous la forme d’une série des exposants

avec un terme pour chaque point entier dans A et peut étre écrite comme suit :

f(A x) = Z x?

acANZ4

1.4 Polynéme d’Ehrhart

Les équations qui composent les systémes linéaires paramétriques considérés par Eh-
rhart sont de la forme générale suivante :

Zaixi<bp+c , Zaixi:bp%—c , Zaixigbpjtc

ou les a;, b et ¢ sont des constantes entieres, les x; sont les variables du systéme, et p
est un parameétre entier positif.
Le résultat majeur d’Ehrhart est d’avoir démontré que les nombres de points entiers de
tels polytopes, sont des polynémes en p, de degré égal a la dimension du plus petit espace
contenant le polytope, si le polytope est entier (c-a-d, les coordonnés de leurs sommets sont
tous entiers), et sont des pseudo-polyndomes (quasi-polynomes) de méme caractéristiques
si le polytope est rationnel (au moins un sommet posséde des coordonnées rationnelles)
[18].

Ce résultat est ensuite généralisé pour des systémes linéaires paramétrés avec plusieurs

parameétres, comme on va voir avec le théoréme fondamental d’Ehrhart ci aprées.

Définition 1.4.1 Pseudo-polynome
Pseudo-polynome (quasi-polynéme) est un polynome dont les coefficients sont des nombres
périodiques [43].

Définition 1.4.2 Nombre périodique

Soit le vecteur des paramétres P = (p;)j=1..m o0 m est un entier naturel. Un nombre
périodique Up est défini par un tableau U de dimension m et de taille s;1 X sg X ... X S,
de la maniére suivante :

Up = Ulix,ig, ..., 1) si pour tout j de 1 a m, i; = p; mod s;. Le vecteur s = (s;) est
appelé la période de Up.

Dans le cas d’un seul paramétre p, un nombre périodique u, = [ug, U1, ..., Um—1] €gal &

[’élément dont le rang est égal a p modulo m, m étant appelé la période de w,.
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1 0 1

Exemple 1.4.3 Soit U(p1,p2) = [ L0 X

0 L N
0 un nombre périodique ou la
P1,p2

période s = (2,4).

Ce nombre est interprété comme suit :

(

1, 0, 1,0}, s Pp=0mod2
1 st p1r=0 mod 2 et py=0 mod 4
0 si pr=0 mod 2 et py=1 mod 4
1 st p1r=0 mod 2 et py;=2 mod 4
0 st pr=0 mod 2 et p;=3 mod 4
1
1
0

Ulprpa) = .0, =1, 0], si P,=1mod2
sipr=1 mod 2 et py=0 mod 4
sipr =1 mod 2 et py,=1 mod 4
—1 sip;r=1 mod 2 et py=2 mod 4
\ 0 sipr=1 mod 2 et ps=3 mod 4

Remarque 1.4.4 Un nombre périodique multidimensionnel peut étre représenté par un
ensemble

1 0 1 0
U(plap2): ] :[[1707170]132’[1;07_1;0]
P1,p2

1 0 —1 0 pQ]pl'

Définition 1.4.5 Période maximale

La période mazimale d’un coefficient périodique en P du polynéme d’Ehrhart associé a un
polytope borné est égale au plus petit commun multiple des dénominateurs des coefficients
en P des coordonnées des sommets du polytope. De maniére plus générale, la période des

coefficients d’un polynéme d’Ehrhart est bornée par le dénominateur du polytope

Définition 1.4.6 Degré du polynome d’Ehrhart

Le degré du polynome d’Ehrhart est borné par la dimension du polytope.

Théoréme 1.4.7 Théoréme fondamental d’Ehrhart

Soit Pp, P = (p1,p2,..-,Dm), un polytope dans un espace de dimension n, et tel que
les coordonnées de ses sommets sont des expressions affines en P. Le nombre de point
entiers de Pp est un polynome a plusieurs variables py,pa,....pm de degré n , si Pp est
entier, et est un pseudo-polynéme a plusieurs variables pi,ps,....pm de degré n dans la

pseudo période est le dénominateur de Pp, si Pp est rationnel. Ce pseudo-polynéme(quasi-
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polynome ou simplement polynome d’Ehrhart) est de la forme

PE(p1,pa,--..p

n—i; N— 11 —12—...—lp—1

SIS

Zl =0 22 =0 Zp—O

Exemple 1.4.8 Soit le pseudo-polynome en p :

f(p) = [0,1,2]p* + {1,}] - {0’ ;}

2

TR
Ciy ig,...ipP1 P2 Dy

4

Selon les valeurs de p modulo 3 et p modulo 2, f(p) prendra les valeurs suivantes :

Si
Si
Si
Si
Si
Si

pmod 3
pmod 3
pmod 3
pmod 3
pmod 3
pmod 3

1.5 Conclusion

0 et pmod2 =0, alors f(p) =p

0 et pmod2 =1, f(p) =

1l etpmod2 =0, f(p

(p) =
letpmod2 =1, f(p) =
2 et pmod2 =0, f(p) =

(p) =

2 etpmod2 =1, f(p

11
L
P>+ p
Pt apt s
2" " 4
2p” +p
2p2—|—lp+l
2" "4

Dans ce chapitre nous avons donné des notions mathématiques, afin de simplifier la

compréhension de différentes méthodes expliquées dans ce mémoire.

Avant d’entrer dans les détails de ces méthodes, le prochain chapitre localise le modéle

polyédrique dans le domaine de parallélisme. Il contient des définitions concernant : nid

de boucles, parallélisation automatique basée sur modéle polyédrique...etc.

20



Chapitre 2

Nid de boucles, modéle polyédrique

et parallélisation automatique

2.1 Introduction

Dans la parallélisation automatique, les espaces des itérations des nids de boucles
peuvent étre représentés par des polyeédres, ce qui permet de trouver un grand nombre
d’informations concernant ces programmes comme ’expression des dépendances de don-
nées, des calculs d’ordonnancement et de placement de taches paralléles, des optimisations
de génération de code...etc.

Dans ce chapitre, nous commencons par des définitions, puis nous traitons la parallé-
lisation automatique en utilisant le modéle polyedrique. Ensuite nous expliquons 1’optimi-
sation de mémoire dans le calcul paralléle, et nous terminons par 1'utilisation de nombre

de points entiers dans le calcul paralléle.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 Nid de boucles
Un nid de boucles est un ensemble fini de structures itératives imbriquées [10].
En d’autres termes, un nid de boucles est un ensemble de boucles emboitées contenant des

instructions exécutables [21].

Définition 2.2.2 Instruction
Une instruction est une structure de programme qui ordonne a l’ordinateur d’exécuter une

action spécifique (expression arithmétique, instance de variable. .. etc) [10].

Définition 2.2.3 Opération

Chaque instance d’une instruction est appelée une opération [10].
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Chaque instruction engendre autant d’opérations que d’itérations.
Une opération est caractérisée par le nom de l’instruction exécutée et par la valeur courante

du vecteur d’itération [21].

Définition 2.2.4 Vecteur d’itération
Un nid de boucles peut étre représenté par un vecteur colonne de taille n appelé le vecteur

d’itération

ol iy est le k*me gtérateur (Iindexe de la k™™ boucle), n est appelé le profondeur de la

boucle, qui présente le nombre de boucles qui l'entourent [21].

Définition 2.2.5 Nid de boucle parfait
Le nid de boucles est parfait si toutes les instructions sont & la profondeur maximale [21].

Définition 2.2.6 Espace d’itération

Uespace d’itération est N, ou d est le nombre de boucles englobantes.

Définition 2.2.7 Domaine d’itération

L’ensemble des valeurs possibles du vecteur d’itération pour une instruction donnée est
appelé le domaine d’itération D de linstruction [10].

En d’autres termes, le domaine d’itération est l’ensemble des valeurs légales du vecteur

d’itération. Le domaine d’itération est délimité par les bornes des boucles.

Exemple 2.2.8 Dans cet exemple, on donne un nid de boucle parfait et le domaine d’ité-

ration de l'instruction S :
for (=0 ; i<N; i++)

for =0 ;<N ; j++)
S Al g = Al ] + wlli] xvl[j] + u2[i] * v2[j]

1 0 0 0 i

ps.| Y 1L 00 T 1>0
10 1 -1 N |~
0 -1 1 -1 1

Domaine d’itération de l’instruction S
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Définition 2.2.9 Ordre lexicographique

Chaque instance d’instruction est caractérisée par ses coordonnées dans le domaine d’itéra-
tion correspondant. Quand chaque pas de boucle d’un programme est une variable positive,
on appelle cet ordre l’ordre lexicographique [10].

De manieére formelle : soient x et y deux vecteurs de dimension d, on dit que x est lexico-
graphiquement plus petit que y, noté x<< vy, ssi il existe k, 1 < k < d tel que x; = y; pour
i<k etsy <y [35].

2.3 Parallélisation Automatique en utilisant le mo-

déle polyédrique

2.3.1 Principe

La parallélisation automatique est le processus de conversion automatique de pro-
gramme séquentiel & une version qui peut étre directement exécutée en paralléle sans
toucher la sémantique du programme.[13].

La plupart des nids de boucles qui apparaissent dans des programmes sont affines,
c’est-a-dire qu’ils s’expriment par des indices bornées par des expressions affines, et des
accés a des tableaux par des fonctions affines des indices. On basant sur le modeéle po-
lyédrique, chaque instruction entourée par n boucles est présentée par un polytope de
dimension n. Les coordonnées d’un point dans le polytope (vecteur d’itération) corres-
pondent aux valeurs des indices des boucles commencant par la boucle extérieure. Chaque

point dans le polytope correspond & une instance de ’exécution d’instruction S .

Exemple 2.3.1 L’%image suivante présente un nid de boucles, le systéme des inéquations

et le polytope présente ce nid de boucles :

oo /':_Z,n o 10 1 : Pl <=
paur =1/-1 [ ] _ ( \ . rer
)‘&X-é(/}/ x4 -1 0 (a) 2 -n
f/ﬁml' 1 -1 1 11+ =l
12 1» owm mi
Nid de boucle Systeme des inéquations | Polytope présente la boucle
Fig 2.1 : Exemple de nid de boucles, systéme des inéquations et polytope

présentent ce nid de boucles
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Le passage de systéme d’inéquations au nid de boucles peut étre fait par 1’élémination
de Fourier-Motzkin

Définition 2.3.2 FElimination de Fourier-Motzkin

Elimination de Fourier-Motzkin est un algorithme mathématique pour éliminer les va-
riables a partir d’un systéeme d’inégalités linéaires. Si on élimine toutes les variables d’un
systéme d’inégalités linéaires, on obtient un systéme d’inégalités constant . Ce systéme
a des solutions si et seulement si le systéme d’origine a des solutions. En conséquence,
I’élimination de toutes les variables peuvent étre utilisées pour détecter si un systéme d’in-
égalités a des solutions ou non.

Cette méthode est utilisée aussi pour trouver "les boucles de parcours " du polytope, comme
wllustré dans ’exemple suivant :

Exemple 2.3.3 soit le polytope défini par : D ={(y,2)|[0<z<n—-1,0<y<z—1}
On sélectionne les bornes pour x.

0<z<n-1,

y+1<uz
D’ot les bornes
maz(0,y+1) <z <n-1
On élimine x
0<n—-1
0<y<n-2
D’ot les bornes :
0<y<n-2

Ce qui permet de simplifier la borne inférieure de x. D’ou le programme :

for(y=0y<n—1;y++)
for(x=y+ 1z <n;x++)
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2.3.2 Démarche

La démarche de parallélisation automatique en utilisant le modele polyédrique [23]
[13] basée sur trois étapes principales :
- Modélisation et analyse de dépendances
- Parallélisation

- Génération de code

- Modélisation et analyse de dépendances

Regroupe la représentation de nid de boucle par un systéme d’inéquations (qui défine
un polytope) et ’analyse de dépendances entre les itérations de boucle. Les bornes du
systéme sont définies a partir de bornes de boucles.

Il y a des méthodes pour la génération de ces dépendances automatiquement a partir

de programme source[23].

- Parallélisation

Apreés la détection de dépendances, les algorithmes de parallélisation utilisent des
techniques de transformations afin de transformer le programme séquentiel en un pro-
gramme paralléle.

Les transformations de boucles sont utilisées afin d’optimiser le temps d’exécution et
I'utilisation de mémoires par les programmes. En général, une transformation de boucles
modifie I'ordre dont lequel les instructions dans les boucles sont exécutés.

L’utilisation combinée des techniques d’ordonnancement et d’allocation donne une
description spatio-temporelle de la répartition des calculs des données qui se traduit par
une réécriture du nid de boucles initial lors de la phase de génération de code.

- Ordonnancement

L’ordonnancement est une étape de parallélisation. Une fonction d’ordonnancement
d’un ensemble d’opérations qui associe a chaque opérations une valeur prise dans un
ensemble totalement ordonné. De plus, elle doit satisfaire les contraintes de précédence
définies par les dépendances : si 'opération T dépend de I'opération S, alors S doit étre
exécuté avant T' [17].

Les fonctions d’ordonnancement sont généralement des transformations affines.

- Allocation( Placement).

Une fonction d’allocation d’un ensemble d’opérations associe a chaque opération les
coordonnées spatiales du processeur sur lequel elle est exécutée. Afin de ne pas réduire le
parallélisme potentiel induit par I’ordonnancement, cette fonction ne doit pas allouer au
méme processeur deux instructions possédent la méme date[17].

Cette location peut étre ensuite optimisée par le met des calculs qui accédent au
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méme cellule mémoire, dans le méme processeur logique[23].

- Génération de code

Les solutions trouvées dans le modéle doivent étre convertir en code efficace. Le ré-
sultat de la génération de code est un programme parallele.

Dans la section suivante, nous expliquons : la détection de dépendances et leurs présen-
tations, la transformation de programme et nous terminons par un exemple en expliquant

le processus de parallélisation basé sur le modéle polyédrique.

2.3.3 Dépendances

Une dépendance de données existe entre deux instructions Sy et Sy, ot Sy est exécutée

avant Ss, si elles accédent a la méme zone mémoire.

Types de dépendances

Il existe quatre types de dépendances [41] :

- Dépendance de flot : On dit qu’il y a une dépendance de flot entre S; et Ss,
si Sp écrit dans la cellule mémoire qui est plus tard lue par S, et il n’y a pas une autre
instruction S3 qui accéde a cette cellule mémoire apres S; et avant S;. Cette dépendance
est dénotée par S; Y

- Anti-dépendance : On dit qu’il y a une Anti-dépendance entre S et Ss, si Sp
lit la cellule mémoire qui est plus tard écrite par Sy et il n’y a pas une autre instruction
S3 qui accéde a cette cellule mémoire apres S; et avant S,. Cette dépendance est dénotée
par S7 6% Ss.

- Dépendance de sortie : On dit qu’il y a une dépendance de sortie entre Sy
et Ss, si Sy écrit dans la cellule mémoire qui est plus tard écrite par S et il n’y a pas
une autre instruction S3 qui accéde a cette cellule mémoire aprés S; et avant S;. Cette
dépendance est dénotée par S; §° Ss.

- Dépendance d’entrée : On dit qu’il y a une dépendance d’entrée entre Sy et Ss,si
S1 lit la cellule mémoire qui est plus tard lue par S et il n’y a pas une autre instruction
Ss qui accéde a cette cellule mémoire apres S et avant S,. Cette dépendance est dénotée
par S; 51S,.
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L L] oo L et

Dépendance de flot | Anti-dépendance | Dépendance de sortie | Dépendance d'entrée

Fig 2.2 : Types de dépendances

Graphe de dépendance

Les dépendances sont présentés par plusieurs types de graphes. Parmi ces graphes,
on trouve le graphe de dépendance (DDG).

- Graphe de dépendance (DDG)
Le graphe de dépendance (DDG) est un graphe orienté G = (V, E), ou chaque sommet
représente un vecteur d’itération. Un arrét e € £ du nceud S; au noeud S; représente une
dépendance [13].

Le graphe de dépendance a pour sommets les opérations et pour arcs les dépendances

entre opérations.

Exemple 2.3.4 On donne dans cet exemple un nid de boucle et son graphe de dépen-

dance :

fori=1to N :

forj=1to N

a(i,j)=1+a(i,j—1)+a(i—1,N)

end for

end for
i
Fig 2.3 : Exemple d’un nid de boucle et son graphe de dépendance

2.3.4 Transformation de programme

Les transformations appliquées sur les nids de boucles modifient les polyédres sources
en des polyedres cibles contenant les mémes points mais dans un nouveau systéme de

coordonnées, donc avec un nouvel ordre lexicographique.

Exemples de techniques de transformations

- Eclatement de la boucle
Une boucle avec plus d’une instruction peut étre éclatée s’il n y a pas de dépendances

entre ses instructions.
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Exemple 2.3.5 Il n’y a pas de dépendances entre S; et Sy, on peut éclater la boucle

comme suit :
for (1=0,i<n,i++)
for (i=0,i <n,i++) S1:L1=a(i)+ L1;
S1:L1=a(i)+ L1; | devient //
S2 : L2 =b(i) 4+ d(7) for (i=0,i<n,i++)
S2 : L2 =b(i) + d(7)
- Fusion

C’est la transformation inverse de 1’éclatement de boucle.

Deux nids de boucle adjacents [y, ls dont les boucles sont identiques peuvent étre
fusionnés en un seul nid de boucle, s’il n’existe pas de relations de dépendance des ins-
tructions des deux boucles.

- Permutation (L’échange) de boucles

La permutation de boucles modifie 'ordre de parcours de ’espace des itérations en

échangeant 'ordre d’exécution de deux boucles.

Exemple 2.3.6 Cet exemple illustre la permutation de boucle

fori= forj=
forj= fori=
S = S
end for end for
end for end for

- Tilling

Tilling est une technique de transformation. Elle divise ’espace définie par structures
de boucle en tiles (des petits blocs) réguliers en créant des blocs de données de tableau.
Tiling a été étudiée a partir de deux perspectives [13] : optimisation de la localité de
données et parallélisation

- Tilling pour la localité : exige le regroupement des points dans un espace d’itération
en blocs plus petits (tiles), permettant la réutilisation dans de multiples directions lorsque
le bloc s’adapte dans une mémoire plus rapide pourrait étre registres, caches ... Lors
de I'exécution produit par tile, la réutilisation des distances ne sont plus en fonction de
la taille du probléme, mais en fonction de la taille de tile. On peut répéter I'opération de
tilling plusieurs fois, une par niveau de la hiérarchie mémoire.

- Tilling de gros grains de parallélisme : implique le partitionnement de domaine
d’itération en tiles qui seront exécutés simultanément sur plusieurs processeurs avec une

diminution de la fréquence et le volume de communication inter-processeur : un tile ato-
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miquement exécuté sur un processeur, et la communication nécessaire seulement avant et
aprées 'exécution.

- Transformation affine

Le but d’une transformation est de modifier 'ordre d’exécution originale des opé-
rations. Une fagon convenable pour exprimer le nouveau ordre est de donner a chaque
opération une date d’exécution. Donner toutes les date d’exécution séparément résulte un
ordonnancement trés large. Alors les compilateurs utilisent des ordonnancements fondés
sur des fonctions spécifiant un temps d’exécution pour chaque instance des instructions
correspondantes. Ces fonctions sont généralement choisies affines, et elles ont la forme
suivante 05(?5) =TsT s+ 75 oll Tg est le vecteur d’itération, T est une matrice
constante dite de transformation, ¢, est un vecteur constant. Il est prouvé que avec ces
transformations affines, il est possible d’exprimer la majorité des transformations usuelles.

Pour mieux comprendre 1'utilité de modele polyédrique dans la parallélisation auto-

matique, on donne I’exemple suivant :

Exemple 2.3.7 Ezemple tiré de [23]

Soit le systeme suivant :

for (i=10,n)
for (j =0,n)
C(i+j)=C(i+j) +A(i)*B(j)

Dépendances

Les dépendances viennent de l'accés au tableau C. Les itérations de la boucle qui accédent
les mémes locations mémoires sont les itérations ayant la méme valeur de i+ 7 pour les dif-
férentes instances dei et j. Les itérations (ig, jo) qui vérifient l’équation i1+j; = ig+jo sont
en dépendance. Commengant par litération (i, jo), on calcule les itérations (iy,j1) qui
précédent (ig, jo), et qui satisfait iy + j1 = ig + jo. On prend ces contraintes en considéra-
tion on obtient (i1, 1) = (io — 1, jo + 1).

La figure suivante illustre ces dépendances :

& & & ]
L *] & & L°]
& & & L]

"T_:ooo

i

Fig 2.4 : Les dépendances
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Parallélisation

On voit que les itérations pour j = n peuvent étre exécutées premierement et simultané-
ment. Une fois sont calculées, les itérations de la ligne suivante peuvent étre calculées, et
ainsi de suite. Alors, une fonction d’ordonnancement possible est t(i,j) =n — j.

Une fonction d’allocation essai de mettre les calculs dépendants dans le méme processeur,
alors une fonction d’allocation possible est : p(i,j) =i+ j. La figure suivante présente le
nouveau polytope :

G 3 3 3
3 ¢ . [
9 ¢ ¢ &
it
] © ¢ © ©
Fig 2.5 : Nouveau polytope en appliquant
la fonction d’allocation

Génération de code
Pour générer le code a partir du résultat précédent, ot p est la variable de la boucle exté-

rieure et t est la variable de la boucle intérieure, on a :

0<1<n

0<j<n

t=n—j

p=i+j
cela donne :

0<1<n
-0 0<)i<n =087+ 1<2n=0<p<2n

p=i+]

0<j<n
- = 0<t<n

t=n—7

0<1<n 0<1<n , ,

) , —n<<n+i<2n=n—-p<n+i—p<2n—7p
{t=n—j = 4§ t=n+1—p
o . : —|n—-p<t<2n-—p
p=1+) J=p—1

Alors, Le code généré est :
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PAR forp=10;2x%n
fort = max(0,n — p);min(n,2xn — p)
Clp)=C(p)+A(t+p—n)*B(n—1)

Les indices des tableaux sont calculés comme suit :
-p=i+j= C(i+j)=C(p)
-t=n—j=j=n—t= B(j)=B(n—1t)
p=i+j,j=n—-t—=i=t+p—n=— A(l)=Alt+p—n)
Extension : tilling
Le code résulte implique ['utilisation de 2n + 1 processus. Le tilling permet de regrouper
le travail sur un nombre plus petit de processeurs, en basculant le travail d’un nombre de
processeurs virtuels parmi les 2n+1 processeurs virtuels vers un seul processeurs physique
On présente un processeur virtuel par le triple (r,b,0) , tel que :
- 1 est le numéro de processeur réel (physique)
- b est le numéro de bloc

- 0 l'offset dans le bloc, ot

-0<r< NP -1 NP estlenombre de processeurs réels
-0<o0o<B-1 B la taille de bloc

-p=bB+o

-b=s.NP+r cette fonction spécifie la distribution cyclique de blocs

vers les processeurs

Pour la génération de mid de boucles, on utilise une version d’élimination de Fourier
Motzkin.

On met NP = 2, le résultat est dans la figure suivante, sachant que :
floor(z) = |x| = maz{n € Z|n < z}, ceiling(z) = [z] = min{n € Zn > z}.
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©
-0

©
-0

Do PAR r=0, NP-1

Do t=0,n °o 9

Do s=ceiling(-t/NP*B)-r/NP+(n-B+1)/(NB*B),
floor(-t/NP*B)-r/NP+(2*n)/(NP*B)

-0
-Q

=
l—>

©
© -0
© -0
© -0
©

Do o=max(0,-t-r*B-s*NP*B+n), 4
min(B-1,-t-r*B-s*NP*B+2%*n) pp 0 1 2 3 4 5 6
Do p=mazx(n-t,r*B+s*NP*B+o), r 0 0 I 1 0 0
min(2*n-t,r*B+s*NP*B+o) (I) (; i) 01 I/ (i l) Og
. 4 V4 o
— _ >k _
C(p)_ C(p) +4 (t+p n) B(n t) s: 0o 0 0 0 11 /

Fig 2.6 : Programme paralléle en utilisant le tilling

2.4 Optimisation de la mémoire et le calcul paralléle

Les techniques de parallélisation permettent ’exploitation des capacités des machines
puissantes afin d’améliorer 1’exécution des programmes. La distribution de la mémoire sur
les processeurs et le cotit élevé des communications entre ces processeurs posent un pro-
bléme de placement des données et de minimisation des communications. La performance
d’un programme est trés dépendante de ses acces en mémoire. Les mémoires caches, d’ac-
cés beaucoup plus rapide que la mémoire principale est la solution matérielle apportée a ce
probléme. Or sa taille est limitée, les données sont chargées par bloc. L’absence de donnée
dans la cache cause un chargement d’un bloc mémoire dans la cache. Un ordinateur verra
ses performances pleinement exploitées s’il n’accéde qu’a sa mémoire cache, car un défaut
de cache est cotiteux en termes de cycles processeur.

La minimisation des défauts de cache permet d’avoir des programmes performants.
Pour cette minimisation, en essayant de regrouper les réutilisations d’'une méme donnée
dans le temps. Il existe deux types de réutilisation de données : [17]

- la réutilisation temporelle : il s’agit de la réutilisation d’une seule et méme
donnée durant ’exécution.
- la réutilisation spatiale : elle concerne la réutilisation de méme bloc de données
chargé dans la mémoire cache .
De ces deux types de réutilisations, on déduit deux objectifs d’optimisation des per-

formances : I’optimisation de la localité temporelle et 1’optimisation de la localité spatiale.
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2.5 Utilisation de nombre de points entiers dans un

polytope dans la parallélisation automatique

Les techniques de parallélisation, essaient d’exploiter les capacités des machines puis-
santes afin de donner un bon résultat d’exécution des programmes. Afin de développer
des programmes paralléles qui répondent aux besoins des utilisateteurs, les développeurs
recourent aux techniques d’analyse des nids de boucles affines qui peuvent répondre & un
ensemble de questions tels que :

— Quel est le nombre de localisations mémoire touchées par une boucle ?

— Quel est le nombre d’éléments d’un tableau accédés entre deux instants ?

— Quel est le nombre d’éléments d’un tableau qui sont en vie (qui ont déja été utilisées
et qui seront encore utilisés) & une itération donnée ?

— Quel est le nombre de défauts de cache générés par une boucle ?

La réponse a ces différentes questions et autres, est formalisée par le nombre de
solutions entiéres de systémes d’inégalités linéaires et de leurs transformations par des
fonctions affines entiéres. Le nombre de ces solutions est dual au nombre de points entiers
de polytopes, éventuellement paramétrés, ou de leurs transformations.[33]

L’exemple suivant explique une des utilisations de nombre de points entiers dans un

polytope :
Exemple 2.5.1 Soit le nid de boucle suivant

pouri del a N faire
pour j de 1l a N faire
pour k del a N faire
cli, j| == cli, j] + ali, k] = b[k, j]
fin pour
fin pour
fin pour

Les itérations de ce nid de boucle sont présenté par le systéme dinéquations suivant :

1<i<N
1<j<N
1<E<N

Le nombre des opérations exécutées par le programme est donné par le nombre de points
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entiers contenu dans le polytope présenté par le systéeme d’inéquations précédent. Il est
égale dans ce cas o N3.

Cette information est utilisée dans plusieurs cas, par exemple pour évaluer le temps d’exé-
cution du programme, ou pour réaliser l’équilibrage entre les processeurs (en les allouant

de nombres égales des instructions)

2.6 Conclusion

Le modele polyédrique est un outil mathématique fort dans la parallélisation.
Dans ce chapitre, nous avons présenté une simple introduction aux notions de pa-
rallélisme en utilisant le modeéle polyédrique, afin de pouvoir localiser ce modéle dans le

contexte de parallélisation automatique.

34



Chapitre 3

Méthodes de dénombrement de
points entiers dans un polytope et

exemples de 'utilité de ce nombre
(Etat de ’art)

3.1 Introduction

Le dénombrement des solutions entiéres n’a pas de sens que si ce nombre est fini c-a-d
dans le cas des polytopes.

Dans ce chapitre, on va utiliser les notions de base données dans le premier chapitre,
pour décrire des méthodes de dénombrement des points entiers en mettant I’accent sur la
méthode d’interpolation car notre travail est basé sur cette méthode. Puis on donne des

exemples d’utilisations de nombre de points entiers dans la parallélisation automatique.

3.2 Meéthodes de dénombrement des points dans un
réseau polytope

Dans cette section, nous expliquons des méthodes de dénombrement de points entiers

dans un polytope.

3.2.1 Meéthode des sommes

La méthode des sommes [33] basée sur les formules standards de sommes de puissances

de nombres entiers, peut étre utilisée pour calculer le nombre de points entiers dans des
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polytopes issus de ’analyse de nids de boucles.

La formule générale utilisée est donnée par :

(Zila "'aid : ll(p) S Z.l S ul(p)a "'7ld(i1> "'aid—lap) S Z.d S ud(ila "'aid—lap) : f(z.b "'aidap))

Cela signifie la somme (sur les i;) de f(i1,...,7q4,p) avec les contraintes [;(p) < i; <

u;(p), ot l;, u; sont des fonctions affines et f(iy, ..., %4, p) est une fonction polynomiale des

variables et des parametres p. Par exemple :
1 1 1
- : AN cLoa g 1o
(Zz.lﬁzﬁn.z)-(lgn.4n +2n +4n)
Ou ( Y_i:1<i<n:i) signifie la somme (sur 7) de ®, avec 1 <7 < n;

Exemple 3.2.1 Nous donnons ici deux exemples des sommes standards :
ii _n(n+1)
a2
=1

n

o nn+1)2n+1
) RLURR IR

i=1

Les étapes principales de la méthode des sommes sont :

- On procéde a un ensemble de simplifications et de régles de réécriture pour se
ramener aux fonctions de sommes de base.

- A chaque étape, la somme est calculée par rapport & une variable en considérant le
reste des variables comme des constantes.

- En remplagant le terme f (i1, - - , 44, p) par 1 dans la formule ci-dessus, nous obtenons
la formule de sommes correspondant au nombre de points entiers dans le polytope défini
par les bornes inférieures et supérieures sur les variables 71, - -, ig4.

Des expressions polynomiales apparaissent dans le terme f(i1,- - - ,i4,p) au fur et a
mesure que les variables sont éliminées.

L’exemple suivant permet de comprendre mieux cette méthode.
Exemple 3.2.2 On considére le nid de boucle suivant
for i=1; i<=n; i++)
for (=1 j<=1i; j++)

for(k=17; k<=m; k++)
S
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Le nombre de fois que l'instruction S est exécutée est donné par le nombre de points

entiers dans un polytope

P={(Gjk)eQ@|1<j<i<n A j<k<m}

La formule de sommes correspondante o ce polytope est

(Zz’,j,k:lgjgign Ajgk;gm:1)

- On faisant la somme sur k, nous obtenons

(Dijii<j<i<n Aj<mim—j+1)
- Puis sur i, on trouve
(Zj:1§j§n,m:(n—j+1>(m—1+1))

- A ce niveau, il faut séparer les deux bornes supérieures de j, ce qui donne

(Z]’:1§j§n§m:(n—j+1)(m—j+1))+

(Zj:1§j§m<n:(n—j+1)(m—j+1))

- Puis on fait la somme sur j, on obtient le résultat suivant

1<n<m'm—n2—n—3+m+ﬁ + 1<m<n-m—2n—ﬂg+mjL
-T2 6 2 6 - S22 6 2

>3

Implémentation

Dans les cas simples, la méthode des sommes donne des résultats exacts et intéres-

sants. Cependant elle reste difficile & automatiser dans le cas général.
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3.2.2 Meéthode d’interpolation de Clauss et Loechner

Dans cette méthode, le nombre de points entiers dans un polytope issu d’analyses
de boucle est calculé par le polynéme d’Ehrhart. La méthode est basée sur le calcul des
sommets de polytope paramétré, car le nombre maximum de valeurs prises par les coef-
ficients périodiques de polyndéme d’Ehrhart est donné par le dénominateur du polytope,
qui est le plus petit commun multiple des dénominateurs des coordonnées de sommets du
polytope.

Or, les sommets ne sont pas tous valides pour chaque valeur de parameétres, on doit
calculer leurs domaine de validité.

Alors, on doit calculer les sommets et leurs domaines de validité, et pour chaque
domaine (qui est un polytope aussi) on calcule un polynéme d’Ehrhart.

Les différentes étapes de la méthode d’interpolation sont :

- Lecture de systéme d’inégalités paramétriques (correspond au polytope P(p) ou p
est le vecteur des parameétres, p = p1, pa, ..., Pm)-

- Calcul des coordonnées paramétriques des sommets (Algorithme Wilde et Loechner) :

¢ convertir la présentation homogéne de domaine paramétré écrit sous la forme
implicite & la forme de Minkowiski (on la note P’).

¢ calculer les m — faces , o m est le nombre des paramétres, en utilisant
’algorithme de calcul de k — face ( de Wilde et Loechner).

¢ pour chaque sommet paramétrique v;(p) dans P(p) il y a une m — face
correspondante dans P’. Ses coordonnées correspondent & une projection de cette m —
face.

- Partitionner le domaine du polytope en trouvant la liste des sommets qui sont valides
sur chaque domaine de polytope. (Algorithme Clauss et Loechner). Les coordonnées des
sommets sur un domaine donné sont des combinaisons affines des parameétres.

- Pour chaque domaine de validité, calculer du polynéme d’Ehrhart correspondant :

¢ Le degré de polynome d’Ehrhart est la dimension de polytope;

¢ Le calcul de ces polynomes sur chaque domaine de validité se fait en fonction
des dénominateurs des sommets du polytope sur le domaine considéré et d’un certain
nombre d’énumérations initiales de polytopes non paramétrés, obtenus par substitution
de parameétres en utilisant la méthode de Fourier-Motzkin pour obtenir les boucles de
parcours. Si P(p) est entier alors, le polynéme d’Ehrhart est un polynoéme a plusieurs
variables (les m parameétres) pi,pa,...,pm de degré n (n est la dimension de ’espace
contenant le polytope). Et si P(p) est rationnel alors, le polynéme d’Ehrhart est un

pseudo polynome & plusieurs variables py, ps, ..., pin de degré n . Ce pseudo polynoéme est
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de la forme :

n—ip MN—i1—i2—...—lp_1

PE(pl,p% --'>pm) = Z Z Z Ci17i27...imp§1p?"'pimm

i1=0 ip=0 ip=0

La figure suivante résume les étapes principales de la méthode d’interpolation de
Clauss et Loechner :

Lecture de systeme paramétrique

L

Calcul des coordonnées paramétriques
des sommets et leurs domaines de validité

L

Calcul de polynéme d'Ehrahrt
pour chaque domaine de validité

Fig.3.1 : Résumé de la méthode d’interpolation
de Claus

Dans ce qui suit, nous représentons les différents algorithmes utilisés dans cette mé-
thode.

Algorithmes utilisés dans la méthode d’interpolation de Clauss et Loechner

a) Algorithme de calcul des coordonnées paramétriques des sommets

Le détail de cet algorithme est dans [24]. L’idée est d’augmenter I’espace de données en
espace données-parameétres (on peut toujours trouver le polyeédre initial par une projection
dan 'espace de données). Les sommets de polyédres initiaux (domaine de données) sont
des m — faces dans le nouveau polyédre (domaine données-parameétres). Si la projection
d’une m — face dans 'espace de parameétres n’est pas de dimension m, c’est que cette
m — face ne correspond pas & un sommet paramétré de P(p).

On résume les étapes dans le tableau suivant. Noter que les différentes présentations

illustrées ici sont pour des polyedres, et sont applicables pour les polytopes (car un poly-
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tope est un polyédre borné)

Présentation tmplicite

On démarre par une présentation

r € Q"Axr=Bp+bA

o[

— o Cz > Dp+d
implicite paramétrique
Présentation non paramétrique : T - A
. P q. . P’ = e QU™ | Ax =b,Cz > d
La présentation sous forme implicite D
paramétrique est écrite sous forme A=[A | —B]
non paramétrique C=[C | -D]
4 é_m )
gp c Qn+m+1
§
. : . Ex
Présentation homogene pr_ i o | =0
(non paramétrique) : ¢
La présentation non paramétrée est fo
ensuite t.ransformée sous la %, & >0
présentation homogene ¢
\ /
A=]A | =B | -1
~ | C | =D | —d
0.0] 0.0 1
( fSL’ )
gp c Qn+m+1 |
P’ = ¢
x
&p | =LAX+Rp, n>0
\ 5 J
A L
. . . L=
Présentation de Minkowski : 0..0
La présentation de Minkowski sous P R |V
la forme homogene est ensuite calculée. 100 | 1.1
Ou

L : la matrice des vecteurs qui générent
I’espace linéaire

R : les rayons extrémes

V @ les sommets

dans la représentation de Minkowski

de la présentation implicite.
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Trouver les m-faces
- Appliquer 'algorithme m — faces.
- Chaque m — faces F" de P’ est
présentée par un ensemble de lignes,
rayons et sommets, ou dans
I’espace homogene par un ensemble

de lignes et rayons

Chaque m — face est présentée

comme suit :
¢ 3

Ex
&p | e Q|
§
x
&p | = LA+ f%z 1,
3
\ pz0 J

O chaque colonne de L est un rayon
bidirectionnel et chaque

Colonne de R; est un rayon
unidirectionnel.

Les colonnes de ]%Z sont

un sous ensemble de R

Trouver les sommets

Soit la matrice M; = [L | R;).

Pour chaque m — face F/" on

applique ces deux derniers

étapes :

a) - Sila matrice Proj,(M;) n’a
pas d’inverse droite, alors cette
m — face ne correspond pas a
un sommet de P(p).

Passer a la m — face suivante
et refaire a)
- Calculer
T; = Projeq(M;)Proj,(M;)~"

b) - Calculer le domaine de
validité Projp(F™).

- Passer a la m — face suivante

et revenir a a)

La projection de m — face définie par
L et R; dans I’espace de parameétre
Q™ : (T; , Proj,(F™)) est un

sommet de P(p).

b) Algorithme de calcul de k-face

Remarque 3.2.3 Le passage entre la présentation implicite et la représentation de Mi-

kowiski fait en utilisant un algorithme décrit dans [42].

Selon [24], cet algorithme basé sur les propriétés suivantes :
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- Chaque k — face contient au moins k£ + 1 sommets, rayons et lignes qui doivent
inclure tous les lignes et au moins un sommet,

- Chaque sommet, rayon, et ligne dans un k£ — face sature au moins d — k équations
et inéquations, qui doivent inclure tous les équations.

Dans ce qui suit, on donne le principe de I'algorithme. Son détail est dans [24]

Algorithme

Soit P un polytope de dimension d.

1. Pour chaque combinaison de (d — k) contraintes, on compte le nombre de sommets,
rayons et lignes saturés par tous ces contraintes sélectionnés. Si ce nombre est égale ou
grand que k+ 1 et ’ensemble contient au moins un sommet, alors ’ensemble de sommets,
rayons et lignes saturés constitue un k£ — face de polyedre.

2. Elimination de k — faces redandants :

Si un autre contrainte qui est déja considérée sature le méme ensemble de sommets,
rayons et lignes, alors cette face est déja signalée. Si non cette face est nouveau et doit
étre signalée.

3. Continuer la combinaison suivante des contraintes.

Le détail de cet algorithme est dans [24].

c) Algorithme de partitionnement de domaine des paramétres ( Clauss /
Loechner )

Le détail de I’algorithme est dans [18]

L’algorithme décrit ci aprés calcule un ensemble D = {d; | 1 < j < v} v est le nombre
de domaines de validité.

Cet ensemble de domaines de validités est obtenu par partitionnement de ’espace de

parameétres & partir de la projection de m — faces de P'.
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L’algorithme est :
Input : Ensemble des faces de dimension m : F™
Output : Ensemble des domaines de validité D
Begin
D={}
for all F™ € F?
f=T1I(F"™) /] projection de F™ dans l’espace de paramétres
NewD = {}
for j=1 to Card(D) do
if Dimension (d; N f) =p then
NewD = NewD U{djn f}U{dj — f}

f=1—4d
else
NewD = NewD U {dj}
endif
endfor
if f#¢ then
D = NewD U{f}
endif
D = NewD
endfor
end

Nous donnons ici un exemple de calcul de polynéme d’Ehrhart par la méthode d’in-
terpolation.

Exemple 3.2.4 Soit le polytope paramétré suivant

P(p):{(xl,x2)€Q2|0§x2§4 ANro<x1 <294+9 A1y §p/\p§40}

.

O = bD Lo e O

nl23 s

Fig.3.2 :Polytope paramétré P(p)
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- On cherche les m — faces (ici 1 — faces car on a un seul paramétre p) (appliquant

Ualgorithme pour la recherche de m — faces) :

La figure suivante donne le polytope dans [’espace combiné data-parameter

P I5

15
14
13
12
11
10 fr

1

h f2
fe”,

HINWER OO~ 0O

0 1
xro

Fig 3.3 : Polytope dans l’espace combiné data-parameter

Tant que la dimension de l’espace de parameétre est 1, les 1 — faces
(qui sont les arréts) de P' sont projetés dans Q.

Tant que la projection de quatre 1 — faces en haut de la figure
dans Q' sont des points, alors de dimension 0,

ne correspondent pas aur sommets paramétriques de P(p).

Les huits 1 — faces considérées sont étiquettes fi, fo, ..., fs.

- Par projection des 1 — faces, on trouve les sommets et leurs contexte selon la valeur de

parameétre p sont :

vi(p) = (0,0) si 0<p<400
va(p) = (»,0) si 0<p<9
v3(p) = (9,0) si 9<p<40
va(p) = (p,p—9) st 9<p<13
vs(p) = (13,4) si 13<p <40
vs(p) = (p,p) st 0<p<d4
vr(p) = (4,4) si 4<p<40
vs(p) = (p,4) si 4<p<13
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- Appliquant ’algorithme de calcul de domaines de validité, on trouve les domaines de

validités des sommets paramétriques suivants :

0 < p<4:Vi(p) = {v1, 02,06} = {(0,0), (p,0), (p.p)}

4 < p<9:Velp) = {v1,02,v7, 08} = {(0,0), (p,0), (4, 4), (p,4)}

9 < p<10:V3(p) = {v1,v3,v4,v7,v8} = {(0,0),(9,0), (p,p — 9), (4,4), (p,4)}
13 < p<40:Vi(p) = {v1,v3,v5,v7} = {(0,0),(9,0),(13,4), (4,4)}

- Maintenant, on calcule les polynémes d’Ehrhart pour chaque domaine de wvalidité, on
trouve :
e 0<p< 4
Les sommets sont
Vi(p) = {(0,0), (p,0). (p. p)}

(Toutes les valeurs v € Vi(p) sont des entiers) => (toutes les pseudo périodes du polynome
d’Ehrhart sont 1).
La dimension de [’espace affine contenant le polytope est 2, alors la forme générale de
polynome d’Ehrhart est

PE\(p) = cap® + c1p + ¢o

On cherche les ¢; en construisant un systéme d’équations. On donne des valeurs initiales
pour p, puis on calcule le nombre de points dans le polytope pour cette valeur de p.
(11, 72) € QY0 < 29 <4 A
— pour p = 0. Le systéme est P(0) = To <11 <29+9A
1 <0
Le seul point entier dans le polytope est (0,0). Alors le nombre de points entiers

— De la méme maniére : pour p =1 on trouve Ey(1) = 3.
— Et pour p =2 on trouve F;(2)=6.

Alors, nous construisons le systéeme suivant :

C2+C1—|—00:3 = 111 C1 = 3
4C2+261+C0:6 1214 Co 6

11
On résoudre ce systéme, on trouve (co,c1,c2) = (1, 3 5) =| PE/(p) = 1p2 + lp +1

e 4<p<9
Les sommets sont Vo(p) = {(0,0), (p,0), (4,4), (p,4)}.
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Nous suivons la méme démarche que celle utilisée pour 0 < p < /, nous trouvons (cg, ¢y, ca) =
(—5,5,0) =| PEy(p) =5p*> — 5
e 9<p< 13

Les sommets sont Vs3(p) = {(0,0),(9,0), (p,p —9), (4,4), (p,4)}.

1 13
> —5) = | PE3(p) = —§p2 +5p—4l

On trouve (co, c1,c2) = (—41,
e 13 <p <40

Les sommets sont V,(p) = {(0,0),(9,0), (13,4), (4,4)}.
On trouve (co, c1,c2) = (50,0,0) = | PE,(p) =50 |

Remarque 3.2.5 Tous les sommets sont des entiers, c’est pour ¢a tous les coefficients
de polynome d’Ehrhart EP;(p) sont des scalaires. L’exemple suivant donne un polyndéme

d’Ehrhart ou les coefficients sont des nombres périodiques.

Exemple 3.2.6 Soit S, le systéme linéaire suivant :

¢

x>0
1

IN

X

&
Y

5"
0
1
-n
2

IN

Y

n

v

0

\

Ce systéme définit un polytope rationnel paramétrique P, et plus précisément, un carré

) 1 1 11
dont les sommet ont pour coordonnées (0,0), §n,0 , O,En et 3™ 35" )

Le dénominateur de P, est 2, la dimension de [’espace le contenant est 2, et on est sir que
S, posséde au moins une solution entiére. Par conséquent, le pseudo-polynéme d’Ehrhart

de P, a donc la forme générale suivante :
PE(n) = ein® + [ca, c3]n + [, c5]

Afin de déterminer les coefficients c¢;, 5 valeurs numériques de pe(n), n € [0,4], per-

mettent de poser un systéme d’égalités linéaires dont les solutions sont leurs valeurs nu-

PE(0) =¢; =1 )
PEQl)=c+c+cag=1

mériques : PE(2) =4c; 4+ 2c3 + ¢c5 = 4 — PE(n) = in2 + [%, 1] n -+ [i, 1].

PE3)=9c1 +3co+ ¢4 =4

PE(4) =16¢; +4c3+¢5=9 )
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Implémentation

La méthode d’interpolation est implémentée dans une bibliotheque en C, c’est la
bibliotheque Polylib. La bibliotheque polyédrique Polylib, est une bibliotheque de calcul
sur les polyedres convexes. Elle a été développée initialement par Hervé Le Verge et Doran

Wilde & I'Inria Rennes.

3.2.3 Meéthode des fractions partielles

Dans cette méthode[11], on s’intéresse a calculer le nombre de points entiers ¢ 4(b) de

systéme suivant :

zeRe,
Ar=1b

ou A est une (m x d)—matrice d’entiers non négatifs et b € 2.

On suppose que A est constante et on étudie ¢ 4(b) en fonction de b, ou :

- ¢ 4,(b) nommeée “fonction de partition vectorielle (vector partition function)”

- pu(b) = #{x: Az =b,x > 0, x est entier}(# : est le nombre des éléments d'un
ensemble).

- Les colonne de A nommés q;.

Lemme 3.2.7 Lemme d’Euler

La fonction de partition vectorielle ¢ 4(b) est égale au coefficient de 2° = zlfl...zfnm de la
onction f(z) = développée en séries entiéres centrées a z = 0, o
J 1@ = A= PP

aj,-,aq sont les vecteurs colonnes de la matrice A [11].

f(2)

- Le coefficient de 2* dans f(z) égale au terme constant de “—= (coefficient de

£(2) ’

2%) noté par const=—>.
2

z
- On exprime L{)) en fonctions partielles pour compter son terme constant et donc
z
¢ 4(b)

- Alors, d’apres ce lemme d’Euler, on a ¢ 4(b) = const

(1 —2z9)..(1 — z0)zb
- Pour calculer cette constante, on procéde au développement de la fonction

ci-dessus en fractions partielles. Ce qui permet d’éliminer, a chaque étape, une variable
z;. Le terme constant est calculé une fois que la fonction n’est définie qu’en fonction
d’une seule variable z,.

Prenant ’exemple suivant pour mieux comprendre :
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Exemple 3.2.8 On cherche le nombre de solutions entiéres du systéme

T1+ 22+ 13 =10
y L1,T2,T3,T4 ZO
$1+l‘2+$4:b

Pour trouver ce nombre, on cherche la fonction de partition vectorielle ¢ ,(b), avec
1 210
A—
1101

= (a,0)

et

1
(1 — 2129)...(1 — 2229) (1 — 29)(1 — 22)2825

¢ 4(a,b) = const

- On développe premiérement en fonctions partielles en zy

¢ 4(a,b) = const (

Zconst,,

ﬁ ((1 — 2122) (1 —12322) (1- 22)Z3>>

On a
P L2 1
1 B _(1—21)2+(1—21)(1—zf)+(1—21)(1—z
(1—212)(1 — 2220)(1 — 29)28 11—z 1— 232 1— 2
b
Bt
k=12

St on prend le terme constant donne
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¢ 4(a,b) = const < ! (— i 2 Gl T : )
(T—z)2¢\ (1—21)* (I—z)1—27) (1—2)(1—2)
ZinH z%bfa+3
= const | — +
< (I=21)  (I=2)2(1—2])  (1—20)*(1 —27)zf

On calcule chaque terme séparément :
-Sib—a+1>0 (équivalent 4 b > a), on a :

const (

Zi)_a—H

(1—2)°

)-o

-Sib<a, ona

2
const( 1 ) _ ) )
(1— 2132077 R R
1
on g -———ms = CZ, ., 2F
< (1_21)3 ; k+2 1)
Alors pour le premier terme, on a
const — | = —b)? —b
<(1—21)321b1) (a2> a2 Sib<a+1
Pour le deuxiéme terme, on a
22b7a+3

1
(1 —21)2(1 — 22

Sz’2b—a+220:const(

;)=

))

Z%b—a—&-S
] > 2 :
Sia > 2b+3 ConSt((l—zl)Z(l—z%))
a=2%-3 (a —2b — 3)? a=2%-3 B
1/2 1 8 —-1)*" /8
= const / + 2 4+ 4 2 s (=) /
(1—2’1)3 (1—2’1)2 1—21 1+Zl
_ (a—20)% 26—a 1+ (-1)""
B 4 2 8
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Alors pour le deuziéme terme on a

Z%b—a—&-fﬂ 0 Si a<2b+2
const = —20)* 2b—a 14 (=1)*"
((1—21)2(1—2%)> (a=2b)"  2—a 1+(-1) Si a>2b
4 2 8
pour le troisieme terme on trouve :
a+1 a2+a+1
1/2 9 a1 < —-1)*/8
const = — const / L2 4 .4 2 8 (=1"/
(1 — 21)2(1 — ZI)Z% (]_ — 21)3 (1 — 21)2 1-— 21 1+ 21
B el GO
4 8
On sommant les termes, on trouve :
( 2 7 _1(1
%+a+% Sia<b
—b0? a—b a® 1)
_laZb _a +a—+a+w Sig—1§b§a+1
dala,b) = 2 ) 2 4 ) 8 2
(a —b) a—b+(a—2b) +2b—a+
2 i o, 4 2 Sip<Z
14+ (-1) +a_+a+7+(—1) 2
0 8 4 8
( 2 7+ (-1)"
¢ +a+ +(8 ) Sia<b
a® b a+b T+ (-1) a
= b—— — — i ——1<b< 1
a 1 2b2 3§ Si 5 <b<Za+
a
— 4+ —=+1 1 b< =
\ SR LD

3.2.4 Meéthode de comptage par automates a états finis déter-

ministes

L’ensemble des entiers satisfait une formule de Presburger peut étre reconnait par un

automate a états finis (en représentations binaires).
Il existe plusieurs algorithmes pour la construction d’'un automate a
contraintes arithmétique linéaire [27], [12], [3].

partir d’une

Dans ce qui suit, nous donnons un algorithme proposé dans [3] pour le calcul de

dax;=c:
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Algorithme pour construire ’automate pour ) a;x; = ¢
- Créer un état étiqueté (—c), on le considére I’état initial et on le marque extensible ;
- Créer un nouvel état étiqueté puit, les transitions commencent de cet état retournent
a lui méme;
- Marquer ce nouveau état non extensible ;
Tant que il existe un état extensible nommé s
Pour chaque transition b,b,..b, de cet état faire

Si s/ = (D _a;.b; + s)/2 est un entier alors
=1

S’il n’existe pas un état étiqueté s/
Créer un nouveau état étiqueté s’ et marque le extensible ;
Considérer cet état destination de la transition
Sinon
Considérer 'état étiqueté puit la destination de transition;
Marquer I’état étiqueté s non-extensible ;
- Marquer I’ état 0 comme état accepté.

- Marquer les autres états refusés.

La méthode de comptage de nombre de points par automates a états finis détermi-
nistes consiste a :

- Présenter les entiers vérifiant chaque contrainte linéaire

> awit+b =
> aiwi+b
> ami+b
> aiwi+b
> aiwi+b

d’une formule de Presburger par automate a état finis déterministe.

o o o o o

AVARRRY,

- Combiner les différents automates en utilisant les opérations sur les automate tel
que : intersection, union, complément...etc.

- Le résultat est un automate ot le langage reconnu est les solutions de la formule de
Presbuger codé en binaire.

- Chaque chemin accepté dans ’automate est une solution.

- Alors, le comptage de solution de la méthode du formule de Presburger est le méme

que le comptage de chemins (de méme langueur) accepté par 'automate.
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Exemple 3.2.9 Soit le polytope suivant

P={(z,y) €eQ* |20 +3y—6>0 A —x+y+3>0, —z—4y+8>0}

Fig 3.4 : Automate pour P

- Le caractére X indique un bit quelconque (0 ou 1).

- et les lignes en continu représentent les chemins qui donnent les mots (vecteurs entiers)
acceptés par 'automate.

- Ces mots sont codés sur 3 bits (pour chaque variable) puisque la longueur du plus long
chemin de [’état initial (0) jusqu’a U'état final (5) est 3. Le nombre de solutions est donné
par le nombre de chemins de longueur 3 reliant [’état initial a [’état final.

- Dans notre exemple, ce nombre est égal a 5.

- Les mots acceptés par l’automate peuvent étre explicitement obtenus, en concaténant, de

droite a gauche, les bits reconnus

000\ [0 o1t \ (3 ot (3
oo /] \2)’Vooo/) \Vo/) \oor) \1)°
010 \ [ 2 100\ (4
oot /] \ 1) \oort ) \1

Implémentation

- Cette méthode ne peut étre généralisée au cas paramétré.
- La méthode de comptage par automates est de complexité proportionnelle au nombre
de solutions de la formule de Presburger.

- La méthode de comptage par automates reste tout de méme assez efficace lorsque
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le nombre de solutions est relativement petit.

3.2.5 Meéthode de Barvinok pour les polytopes non paramé-

triques

Barvinok a développé une méthode de calcul de points entiers pour les polytopes non
paramétriques en utilisant la fonction génératrice de polytope. Dans cette méthode, on
commence par le calcul de la fonction génératrice du polytope, puis on fait une évaluation

de cette fonction génératrice pour obtenir le nombre de points du polytope.

La fonction génératrice est donnée par

f(Pix)= Y o
mePNZ4
En évaluant cette fonction & x = 1, on obtient le nombre de termes de la série qui
correspond au nombre de points entiers de P. Avec cette formule, on doit énumérer
toutes les points, ce qui inefficace. Barvinok a utilisé une autre formule, qui est donnée
par la somme sur l'ensemble des sommets V' (P) des fonctions génératrices de ses cones

supportants, en utilisant la théoréme et la définition suivantes :

Théoréme 3.2.10 Théoréme de Brion
La fonction génératrice f(P;x) d'un polyédre P est égale a la somme des fonctions géné-

ratrices de ses cones supportants
f(Pix) = > f(K(Pv);z)
veV(P)

tel que V(P) est l’'ensemble des sommets de P [31].

Définition 3.2.11 La fonction génératrice [5] d’un cone unimodulaire est donnée par

d

fE2) =]

i=1

1
1—qw

ot les uy ..., uq € 74 sont les générateurs de K.

Alors, algorithme consiste en les transformations et les calculs suivants :
- Les cones supportants : le polytope est décomposé en ses cones supportants.
La fonction génératrice d’un polytope est égale a la somme des fonctions génératrices

de ses cones supportants (théoréme précédente).
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- La triangulation des cones supportants en coénes simpliciaux. La triangula-
tion se fait par plusieurs méthodes, parmi ces méthodes on a la triangulation de Delaunay.
Son principe est donnée aprés.

- La décomposition des cones simpliciaux en un ensemble signé de cones
unimodulaires en utilisant 'algorithme de Barvinok pour la décomposition en codnes

unimodulaires.
{(ei, ki) } = B(K)

avec ¢; € {—1,1} signifie que la fonction génératrice de K est la somme signée des
fonctions génératrices des cones unimodulaires

- La fonction génératrice : pour chaque cone unimodulaire, on détermine la fonc-
tion génératrice.

Pour obtenir la formule générale de la fonction génératrice finale, on doit faire trans-
lation de fonctions génératrices de cones unimodulaires k;. Cela signifie que, pour chaque
sommet v :

- Si v est entier, on fait une multiplication par z".

- Siv n’est pas entier, on a besoin de trouver un point entier v = E(v, K;) =
S [Ailul , ou X est la solution rationnelle de v = Y7 \; u} et tel que (K; 4+ v') NZ% =
(K; +v)NZ2.

Fig 3.5 : Exemple de FE(v, K;)

Alors, la forme de la fonction génératrice

T
- f(Psx)= > €¢;—————, dont tous les sommets sont entiers et dont tous les
VI (1 — aw)
j=1
cones sont unimodulaires.
BEN sy
- f(P;z)= >, >, €-——= pour un polyeédre quelconque.
veVv(P) i=1 I (1-2"7)

=1
ou K, est la translation du cone supportant K(P,v) a l'origine O, B(K,) est len-

semble des cones unimodulaires résultant de la décomposition de Barvinok, et u; est le

-eme

Jme vecteur générateur du i cone unimodulaire dans 'ensemble B(K,).
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- Le nombre de points entiers est calculé en évaluant la fonction génératrice

trouvée.

Algorithme de Triangulation

L’idée de cette triangulation est la suivante :
- On définie un nouveau cone K’ de dimension d +1 a partir du cone polyédrique

K de dimension d ayant les vecteurs générateurs uq, us, .., ug, en ajoutant une nouvelle

J
nouveau cone K’ sont donc : (uy,wy), (ug, ws), -+, (g, wq).

d
coordonnée w; = u?j a chaque vecteur générateur u; de K. Les vecteurs générateurs du
=1

- Ensuite, on calcule I’enveloppe convexe inférieure de K’ et on la projette sur I'espace
original (de dimension d) pour obtenir la triangulation de K.

L’enveloppe convexe inférieure (par rapport a w) de K’ est donnée par ses faces
inférieures, ol par face inférieure on désigne un systéme {:c € QM Az = 0} tel que :

i){z € Q¥ Az > 0} est un sous-ensemble des inégalités définissant le cone K’

ii) tous les éléments de la (d + 1)éme colonne de A sont positifs.

Algorithme de décomposition de cone simplicial en un ensemble signé de cones

unimodulaires (Barvinok)

Aprés la triangulation, on a des cones simpliciaux qui peuvent étre non unimodu-
laires. (Rappelons que C' = {93 € QY Azr > 0} est un cone unimodulaire si A est une
matrice unimodulaire i.e son déterminant soit +1), alors on doit les décomposés en cones
unimodulaires, L’idée principale est de décomposer le cone C' ou le déterminant de sa
matrice K des générateurs est det(K), en des cones K; avec det(K;) < det(K).

On décompose le cone C' en cherchant un vecteur w, qui peut étre écrit comme une

combinaison linéaire de générateurs de C' avec des petites coefficients

d

i=1
avec ce vecteur w, on décompose C' en d cones C; avec des déterminants plus petits.
Cette procédure est répétée récursivement sur chaque cone résultant jusqu’a ce que tous

les cones deviennent unimodulaires. On peut trouver plus de détails dans [33] [4][31]

Evaluation des fonctions génératrices

A ce niveau, la fonction génératrice est trouvée, on doit I’évaluer afin de pouvoir

trouver sa valeur au point 1.
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Dans cette partie, on va expliquer la méthode d’évaluation de la fonction génératrice

a travers un exemple.

Exemple 3.2.12 Considérons le polytope montré par la figure suivante :

Fig 3.6 : Exemple de polytope

Les points entiers de P sont(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(1,1), et (0,2). La fonction généra-

trice de P correspondant a ces points est :
f(Pz) =1+ + 27 + 22+ 2129 + 25
Cette fonction est donnée par lalgorithme de Barvinok sous forme d’une somme de fonc-
tions rationnelles qui ne nécessitent pas de parcourir tous les points entiers du polytope
2 2 1

Q-0 -5'm) (-5 -z | O - — )

f(Px) =

C’est la fonction génératrice a évaluer :

- On cherche un vecteur u qui n’est pas orthogonal & tous les vecteurs générateurs, par
Uapplication de 1’ algorithme de Barvinok ou de préférence, on le prendre aléatoire [33].
Ici, uw = (ug,uz) = (1,-1)

- On substitue x1 = (s + 1)"* et 13 = (s + 1)** dans f(P;x), on obtient :

| B (s+1)2 (s+1)72
PP = DD A Gr ) 1)
1

(I—(s+1)1—(s+1)71)

Afin d’obtenir des puissances positives seulement, dans le dénominateur, on multiple le
numérateur et le dénominateur pour chaque terme par (s + 1)~¢ avec ¢ est la somme de

puissances négatives dans le dénominateur. Alors, on obtient
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o = (s+1)° (s+1)7 _
R T N I CE )2 IR CE ) (R Py
(s+1)

(I—=(s+1)(1—(s+1))

1 N(s
- Réécrire chaque terme sous la forme —2% (a travers Taylor Expansion et division
s s

polynomial) on trouve

. 1 /1 9 31, 1 /1 5 17, 1 )
f(T’S):?<§+ZS+§S +...)+§(§—15+§5 +...)—?(1+08 +)

Finalement, le nombre des points entiers dans le polytope est donné par la somme des
N(s) . 31+17 06

e —+——0=6.
D(s) 8 8

coefficients de s*> dans

Les détails de la méthode et les bases mathématique utilisés sont décrit dans [33] [4]
138].

Implémentation

L’algorithme proposé par Barvinok a été récemment implémenté dans la bibliotheque
Barvinok et LattE. [33].

3.2.6 Généralisation de Méthode de Barvinok pour les poly-

topes paramétrés

Cette méthode est proposée par Rachid SEGHIR [33]. C’est une généralisation de
I’algorithme de Barvinok.

La fonction génératrice (paramétrée) du polytope est donnée par la somme des fonc-
tions génératrices des cones supportants en ses différents sommets. Pour cela, on doit
calculer :

- Les sommets paramétrés du polytope
- Les vecteurs générateurs de ses cones supportants en ces sommets.

Les sommets d’un polytope paramétré sont des expressions affines de paramétres, qui
peuvent n’étre valides que sur des sous-ensembles de valeurs des parameétres (domaines
de validité).

Clauss et Loechner [18] ont montré (comme nous avons vu dans la méthode d’interpo-

lation) que tout polytope paramétré peut étre décomposé en un ensemble de polytopes,
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chacun d’entre eux étant défini sur un domaine de validité, ou tous ses sommets sont
valides. Par conséquent, la fonction génératrice d’un polytope paramétré quelconque est
donnée par un ensemble de fonctions génératrices, chacune d’entre elles correspond a un
polytope valide sur un sous-ensemble de valeurs des paramétres (domaine de validité) .

L’algorithme est complétement décrite dans [33]. Avant tous, on utilise la méthode
de Clauss et Loechner pour calculer les sommets paramétriques et leurs domaines de
validités, ensuite, on calcule une fonction génératrice pour chaque domaine de validité.

Seghir [33] a prouvé que le dénominateur de la fonction génératrice d’un polytope
paramétré est calculé de la méme facon que pour un polytope non paramétré. Il ne reste
donc qu’a définir son numérateur. Deux cas sont possibles : - Sommets entiers

- Sommets rationnels
Sommets entiers
Un sommet paramétré v(p) est dit entier si toutes ses coordonnées sont des fonctions

affines & coefficients entiers, i.e., v(p) = (91(p), g2(p), - - , 94(p)), o g:(p) = ag +
> ajp;, avec a; € Z,Vj € {0,1,...,n} [33].
j=1

Dans ce cas, la fonction génératrice sur un domaine de validité D est donc donnée

par :

(»)

g1(p) .92(p)

fD(P7.’,U) _ Z Z € Ty Ty ..,a’;gd

d )
v(p)EVD(P) =1 [1(1—a"%)
J=

tel que X0 = 20420y

Sommets rationnels
Un sommet paramétré est dit rationnel si au moins une de ses coordonnées n’est pas

entier. Dans ce cas,

BK, ()l p |
X B(0(p),Ks)
fo(Pir)= > Y &0
v(p)EVD(P)  i=1 IT(1 — 2%)

J=1

ou E(v(p), K;) est donné en fonction du sommet paramétré v(p) = (g1(p),"+, ga(p))

et des vecteurs générateurs u; du cone Kj;, comme suit :

E(v(p), K;) = Z [ (p)]

Jj=1

oti les \;(p) sont des fonctions affines rationnelles des parametres. Ce sont les solutions
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d
du systeme v(p) = > \;(p)u;
j=1

La fonction génératrice dans ce cas est donnée par :

d d d
IB(K, (») )] 12:31 RY (Pﬂujl j; [Ai(P)] %2 El [2;(p)] uzd
T T T
foPio)= >, ), & R
o(p)EVD(P) =1 (1 —2%)
J=1

On résume 'algorithme dans les points suivants :
1. Pour chaque sommet vi(p) € V(P) :

a) Calculer le cone supportant cone(P,v;(p))

(
(b) Soit K = cone(P,v;(p)) — vi(p) la translation a l'origine de cone(P, v;(p))
(c) Soit {(¢;, K;)} = B(K) la décomposition unimodulaire de K

(d) Pour chaque cone unimodulaire K

i. Calculer la fonction génératrice f(K;;x)
(c) f(cone(P,vi(p);z) = 3 €; &P f(Kj )
J

2. Pour chaque domaine de validité C}, de P :
(a) fo,(Piz)= > f(cone(P,vi(p);x)

vieVe, (P)

(b) Evaluer fe, (P;1)

Implémentation

Cet algorithme de comptage de points entiers dans des polytopes paramétrés a été

implémenté, essentiellement dans la librairie Barvinok, en utilisant la procédure de calcul

de la décomposition unimodulaire de Barvinok implémentée dans LattE, et la librairie

Polylib pour réaliser les opérations polyédriques.

3.2.7 Meéthodes approximatives de dénombrement des points

entiers dans un polytope

Certaines applications ont besoins d’un calcul approximatif de nombre de points en-

tiers dans un polytope. Il existe des applications qui ne sont besoin qu’a une limite (max

ou min) de nombre de points entiers dans un polytope.

Les méthodes approximatives permettent de calculer le nombre de points entiers d’une

fagcon approximative en évitant la complexité des méthodes de calcul exacte.

Le principe est de trouver pour chaque polynéome d’Ehrhart périodique un polyndéme

d’Ehrhart non périodique approximatif en utilisant différentes techniques, par exemple :

- Remplacer chaque coefficient périodique de polyndéme d’Ehrhart par sa valeur moyenne.
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- Une autre méthode est d’utiliser une transformation linéaire entiére L afin de trouver
un autre polytope tel que P/ = LP et le nombre de point entier donné par
#(P, N Z7)
PrN7Z%) ~ 212 P 7
#(PpNZ°) det (L)
On donne pas ici des détails sur les méthodes approximatives, puisqu’on s’intéresse

dans ce mémoire par les méthodes exactes. Pour d’autres détailles sur les méthodes ap-

proximatives, le lecteur est invité & consulter [26].

Exemple 3.2.13
1> 0
J=0
21 <n
27+1<n

P1

Le polynome d’Ehrhart est

1, 1 1
epl(n):zn tont 0 I

Le polytope précédent P1 peut étre développé par :

()-(22)0)

en un polytope P :

<

e SN
—I'-\\\
= AV IV
IN 3 o o
3

Le polynéme d’Ehrhart de P est

ep(n) =n.(n—1)=n>—2n+1

Le taux approrimatif entre P et P’ est 4 (d’aprés la matrice de développement), donc

n®—2n+1
e (n)/4 =

est un approximatif pour €p, .

60



3.3 Comparaison entre les méthodes

Dans cette section, nous comparons entre les différentes méthodes de dénombrement
des points entiers dans un polytope discutées précédemment :
e Méthodes des sommes :
- Méthode de sommes semble pratique dans des cas simples, mais elle reste
treés difficile & automatiser dans le cas général.
- Dans le pire des cas, elle est exponentielle.
e Méthode d’interpolation de Clauss et Loechner

- Le temps de calcul par interpolation d’un quasi-polynéme peut étre exponentiel
dans le pire des cas, et ce méme pour une dimension fixée.

- Puisque la méthode d’interpolation représente les nombres périodiques par des
tableaux multidimensionnels dont la taille dépend des périodes, la taille du résultat (quasi-
polynémes) peut aussi étre exponentielle dans le pire des cas.

- Dans certains cas, la méthode échoue.

e Méthode des fractions partielles :

- Baldoni et al. [33] ont proposé une implémentation des fractions partielles.
Ils ont mentionné que leurs programmes ont été congus spécialement pour ce type de
polytopes

- La méthode est théoriquement générale, et pourrait étre appliquée & tout po-
lytope paramétré. Mais aucune analyse de complexité ni expériences n’ont été fournies.
A noter que les techniques standard de calcul des fractions partielles sont exponentielles
[33].

e Méthode de comptage par automates

- C’est une méthode assez efficace lorsque le nombre de solutions de la formule
de Presburger est relativement petit.

- Cette méthode est de complexité proportionnelle au nombre de solutions de la
formule de Presburger. Plus ce nombre est grand, plus les automates sont volumineux, ce

qui influe considérablement sur le temps de calcul.

e Méthode de Barvinok
Cette algorithme de calcule de nombre de points entiers dans un polytope est en un
temps polynomial (pour une dimension fixée) [4].
e Méthode de Barvinok paramétré :
Lorsque la dimension est fixée [33] :
- La taille de la décomposition en domaines de validité est polynomiale en la taille
du systéme de contraintes définissant le polytope paramétré, et elle peut étre calculée en

un temps polynomial.
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- La taille des quasi-polyndémes représentant le nombre de points entiers d’un
polytope paramétré (output) est polynomiale en la taille des contraintes linéaires le défi-

nissant, et ils sont calculés en un temps polynomial.

3.4 Exemples d’utilisation de dénombrement des points
entiers dans un polytope dans le parallélisation

automatique

Le nombre de points entiers est utilisé dans plusieurs cas pour répondre aux besoins
de parallélisation. Il est utilisé par exemple :

- Evaluation du temps d’exécution du programme.

- Reéalisation d’équilibrage entre les processeurs.

- Utilisation des techniques d’optimisation de mémoire afin d’améliorer la parallélisa-
tion.

-...etc.

Dans ce qui suit, nous donnons des exemples d’utilisation de dénombrement de point

entiers dans un polytope dans le domaine de parallélisation automatique.

3.4.1 Optimisation de la localité spatiale par réorganisation des

données

Clauss a proposé dans [17] des optimisations de la localité spatiale par réorganisation
des données, afin qu’un bloc de données chargé dans la mémoire cache sera complétement
utilisé par le nid de boucles pour une itération et des itérations successives (avant qu’il soit
retiré de la mémoire cache). Alors, on doit déterminer une réorganisation des éléments
de tableau afin de pouvoir une utilisation compléte de bloc de données chargé dans la
mémoire cache. Cette méthode d’optimisation se fait en calculant I’ensemble d’itérations
référencent un élément de tableau, puis fait des décisions selon cet ensemble.

Pour illustrer ses résultats, on prend I’exemple suivant :
Exemple 3.4.1 Soit le nid de boucles suivant

forip=1top
forio =1y to2x1; — 1
foris =iy — iy to iy + i
X (i1,42,13) =Y (i1 + i — 1,4y + i3+ 2,03 +i3) + 10
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ou p est un paramétre entier positif.
_
Les accés au tableau Y sont définis par une fonction affine du vecteur d’itération I =
— —
(1,42, 13), f(I)=RI +7

110 11 —1
f(i17i277;3) = 101 * 7:2 + 2
011 i3

R est appelée matrice d’acces et @ est appelé vecteur de déplacement.

Prenant Y(Tg)) =Y (i 01,7 0g,...,7 0,,), un élément de tableau Y, (regarder I'exemple
), référencé par un nid de boucles. L’ensemble des itérations référencant cet élément
Y(TJ) est P(TJ) = {7 €eP|R % T+7 = TJ}, ot P est 'espace d’itération. Si P(TJ)
est vide, alors Y(?o) est jamais référencé par le nid de boucle, alors ne doit jamais étre
chargé dans la mémoire cache. Cette information est donnée en calculant le polynéme
d’Ehrhart EP(T(;) de P(T(;) . Si P(I_o)) est réduit & une seule itération, alors le tableau
n’est pas réutilisable temporellement, et Y (I) sera placé en mémoire principale a I’adresse
physique b + ¢ x w (ou b est 'adresse de base du tableau Y, et w est la taille en octets
d’un élément physique) pour la ¢ — ieme itération de Y(I) . Si P(TO) défini plusieurs
itérations, que signifie une réutilisation temporelle, la premiére itération selon 'ordre
lexicographique de cet ensemble est choisie. Cette valeur minimale peut étre calculée en
utilisant la bibliotheque PolyLib.

Selon la fonction affine qui définit 'acces au tableau, il y a des élément qui ne seront
jamais accédés, alors il faut pas les chargés en mémoire cache. L’ensemble des données

effectivement utilisé est un sous ensemble des données de tableau. On le définit par :
— — - ., =
lb:{h|h:A*I+a,IeP}

Clauss trouve que le calcul de I’enveloppe convexe conv(DY") est suffisant, en utilisant

son programme pour le calcul des sommets et domaine de validation [18].

Placement des données en mémoire

Apres cette présentation des notions utilisés dans les travaux de Clauss, on expose ici
sa méthode de la réorganisation des données pour I'optimisation de la localité spatiale.

La premiére itération qui est défini par le minimum lexicographique de P(TJ) fait
référencer a un élément Y(?O). Soit ?mm ce point, dont les coordonnées sont des fonctions

N
affines de 1.

é
La nouvelle position de la donnée Y (Iy) en mémoire principale est donnée par la
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position de cette itération, selon 'ordre d’exécution, relativement a I’adresse de base b du
tableau Y.

L’optimalité spatiale est garantie, car la donnée référencée juste avant ou juste apres
Y(T(;), sera contigué a Y(?o) en mémoire.

La_) position de ?mm est déterminée en calculant le nombre d’itérations exécutées

avant 1 ., :

P(Toi) ={T € PIT << Ton

<= est l'ordre lexicographique.

avec
— —
P (1 i) = { I € Plip< Zlmm}
— —
Py( I pin) = { I € P iy =11min,l2 < szm}
— —
Pi( I pin) = { I € P i1 = t1min, %2 = t2,min, I3 < Zsmm}
PS( I mzn) - { I e P | il = il,mina 7:2 - 7:2,mina -'-ain—l - 7:n—l,minain < Zn,mzn}

Puisque ?mm est défini comme une fonction affine de T(;, P(?mm) est une union de
polyédre paramétrés par T(;.

Le nombre d’itérations définies par P(?mm) et paramétré par 70 est donné par
le polynéme somme de polynémes d’Ehrhart EPq(TO) de chacun de ces polyedres. Ce
polynéme définit une fonction de placement des éléments Y(?o) en mémoire principale,
en donnant leur position relative a 1’adresse de base du tableau Y.

Alors pour une localité spatiale optimale, au lieu d’évaluer classiquement les réfé-
rences d'un tableau pour un compilateur, on évalue le polynéme d’Ehrhart déterminé
préalablement. Cette opération de compilateur peut étre vue comme la production de
code exécutable suivant :

for i1 =11 to hy

for is = l5(11) to ha(iq)

for Zn: ln(’il,ig, . ,’in_l) to hn(il,ig, .y ,’in_l)
Y(EP(A(’Ll, 7:2, ...,’in)T + (0'1,0'2, ceny O'n)T))
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ou Y est vue maintenant comme un tableau unidimensionnel.

Exemple 3.4.2 suite de l’exemple précédent
Prenons un élément Y (i 01,1 09,4 03), l'ensemble des itérations qui le référence défini par :
P(i 01,7 0g,4 03) = {(1,42,93) € P | iy +ia — 1 =14 01,11 + 15 + 2 =i 09,4 + i3 = i 03}

0 0, — 203 — 1 07 — 20 0 3
(il,ig,i3)6P|z’1:Z1+Z 22 103 ,iQ:Zl Zz2+z 3+ 7
- . —i0; +1i09 + 305 — 3
13 = 9

- Cette ensemble est vide si au moins une des fraction n’est pas entiére ou est une valeur
qui n’appartienne pas a l’espace d’itération P.
- De plus P(i 01,7 09,7 03) définit au plus une seule itération.

- L’ensemble de données effectivement référencées est défini par :

Dy — (Z 01,i02,i03) |iolzil—l—ig—l,i02=i1+i2—|—2,ingiz—l-ig,
v 1< <p,ig <19 <200 — 1,0 —ipg <ig < iy + g

CO?’L’U(Dy) = {(’L 01,’i02,’i03) ‘201+202§103+2p—|—1,
31 03+ 7 i0714+3i 09, 100<i034+2,00;+70s<3i03 +1,702+¢03<3i0;,+5}

IN

- Le polytope P(i 01,1 09,4 03) définit au plus un point entier associé & une itération
référencant un élément Y (i 01,1 0g,7 03).
Cette itération est défini par :

I—>_(i01+i02—i03—1 Z01—102+ZO3—|—3 —i01+i02+i03—3)
min — 2 ) 9 ) 2

—
Le nombre d’itération exécutées avant I, est déterminé par le polynome d’Ehrhart de

l'union des polyédres suivants :
107 + 103 — 103 — 1 207 — 109 + 405 + 3 —i0;1 + 202 + 103 — 3)
2 ’ 2 ’ 2

01 + 05 — 03 — 1
_ {(il,ig,ig)GP iy < 2L = i By 01,i02,i03)€conv(Dy)}

U (i1,19,43) € P | iy = Dati0a=ilal 1, o 101=i0p-4i0245
(4 01,7 02,1 03) € conv(Dy)

R - i034100—i03—1 . __ 10;—302+4i03+3
U{ (117Z2>Z3)€P‘Zl_ P} y 12 3

P

- 2
iy < =il (G (), 0,7 03) € conv(Dy)

Alors, les polynomes d’Ehrhart sur chaque polytope sont :
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EPy(i 01,1 0g,7 03) = —5i03 + 310i05 + 3i04405 — 3i03 — 2i03i03 — 200102705
+2i02i05 — 2i0%i03 + 2i0,i03 — £i03 + 103 + 240,03 — 3403 + 2i03i0,

3 . 11 1:n3 3.:n2 11 - 3
—§Z01Z02 + §7102 -+ §Z01 — Zlol + §Z01 -3

EPy(i 01,1 09,4 03) = 901903 — 101905 + 903 — 03 + 2i0; + 2

EPs(i 01,7 05,1 03) = 3105 — 210, — £i0; + 3

Done, ladresse mémoire de tout élément Y (i 01,4 Oq,i 03), résultant en une localité spa-

tiale optimale est

EP(Z Ol,i Og,i 03) xw—+b= ((EPl(Z Ol,i Og,i 03) + EPQ(Z Ol,i Og,i 03)+
EP3(Z Ol,i Og,i 03)) xw+b

ot b est l'adresse de base du tableau Y .

Soient les itérations successives (3,5,8),(4,4,0),(4,4,1). Les élément référencés par ces

itérations sont Y (7,13,13),Y(7,6,4),Y(7,7,5).

En utilisant le résultat précédemment, on trouve des adresses mémoires contiqués pour ces
éléments :

EP(7,13,13) =15+ 16+ 11 =42

EP(7,6,4) =42+0+1=43

EP(7,7,5)=4240+2=44

Par conséquent, ces éléments seront mémorisés auz adresses 42xw+b,43xb+w, 44*xw+b.

3.4.2 Reéutilisation des distances

Dans [38], le travail réalisé présente une technique d’analyse basée sur la réutilisation
des distances ( reuse distances), pour communiquer I'accés & une location mémoire au
processeur.

La réutilisation des distances (Reuse distance) d'un certain accés dans une boucle & un
élément mémoire A est le nombre de différents éléments mémoires accédés entre cet acces
et 'acces suivant & A, et il est dépend de 'itération de boucle. Ce nombre est calculé par

le calcul de nombre de points entiers dans un union fini des ensembles.

66



3.4.3 Optimisation de copier des données de mémoire globale

en mémoire partagée et estimation de trafic mémoire dans
GPU

Dans [8][13], le travail réalisé est concernant le développement d'un framework de
compilation automatique pour la génération des programmes paralléles en basant sur
le modéle polyédrique. Et comme architecture réelle, ils ont utilisé ’architecture GPU
(Graphical Processing Unit) qui présente une classe d’architecture paralléle spécialisée
dans les taches graphique et 3D, avec une puissance de calcul énorme.

Avant d’exposer le travail réalisé dans [8][13], on commence par une description des
notions et techniques utilisés dans ce framewarke tels que : I’architecture considérée, la

technique de tilling utilisée et ’espace de données accédé.

Architecture

L’architecture considérée est composée d'un ensemble de multiprocesseurs (MIMD
units), dont chaque multiprocesseurs composé d’un ensemble de coeurs processeurs (pro-
cessors cores) exécutent en SIMD.

- L’ensemble de multiprocesseurs constituent le niveau externe. Ils communiquent a
travers une mémoire globale lente.

- L’ensemble des coeurs processeurs dans chaque multiprocesseurs constitue le niveau
interne. Ils communiquent & travers une mémoire locale partagée.

Il arrive que plus qu’un processus est lancé au niveau externe, alors la mémoire locale
doit étre partagée de telle facon que les processus de niveau interne appartenant au méme

processus de niveau externe utilisent (partagent) la méme partie de mémoire locale.

Approche de tilling utilisée
- Pour un nombre total spécifie de processus lancés dans le méme processeur de niveau

externe, il y a un plafond supérieur pour la partie de la mémoire locale valable pour chaque
processus. Cette limite est donnée par la division de la taille totale de mémoire locale dans
le processeur par le nombre de processus attribués a ce processeur.

- On fixe le nombre de processus paralléles dans le niveau externe et interne pour
étre une multiple de nombre de processeurs paralléles physiques dans chaque niveau.

- Premiérement on effectue le tiling de domaine de boucles au niveau externe afin
de distribuer les tiles a travers les processus paralléles de niveau externe.

- Si le tile dans un niveau externe est plus large que la mémoire locale qu’elle est
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permise, il devient nécessaire d’introduire un niveau de plus de tilling, dans le but de
limiter la quantité de mémoire local nécessaire.

Dans ce cas, on divise le tile dans le processus de niveau externe en sous-tile, tel
que chaque sous-tile consomme une mémoire locale ne dépasse pas la taille permise. On
trouve un ensemble optimal de tailles de tile qui définit une unité atomique de calcul dans
un tile de niveau externe sous les contraintes de mémoire locale limitée. Une fois le tiling
de niveau extérieur est fait, on effectue un tiling de niveau interne de I’espace de boucles
qui distribue également les itérations d’une unité atomique de calcul exécutée dans un

processus paralléle de niveau externe entre les processus paralléles de niveau interne.

Espace de données accédées

Le framework prend comme input ’espace d’itérations de tous les instructions et les
fonctions d’acces pour toutes les références.

pour chaque tableau A, soient Sy, Sy, .S, les instructions dans un bloc de programme
donné contient les références au A, et [, représente le domaine d’itération de I'instruction
Sk (1 <k <gq). Ft,F?, ..., F} les matrices représentent les fonctions de lecture des réfé-
rences (the afine read reference functions) de A dans une instruction Sy, et Gy la matrice
représente les fonctions d’écriture des références (the afine write reference functions) de
A.

L’espace de données accédées par une référence (présenté par une fonction matrice
d’acces F') dans une instruction représenté par un espace d’itération I est donné par F'I.
L’ensemble de tous les espaces de données accédés par toutes les lectures de références de

A dans toutes les instructions dans le bloc de programme est

DS} ={F Iy |1<l<p A 1<k<gq}

De fagon similaire, I’ensemble de tous les éspaces de données accédés par toutes les écri-
tures de références de A

DSA={GL I, | 1<k<q}

L’ensemble de tous les espaces accédés par toutes les références de A dans un bloc est

DS# = Ds2u DS

Apres la présentation de ces notions, on passe au travaux, qu’utilisent le nombre
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de points entiers dans un polytope ou les outils développés pour ce calcul, réalisés dans
8][13].

Optimisation de copier des données de mémoire globale en mémoire partagée
(shared)

Les tableaux et les données réutilisables doivent efficacement copier de/vers mémoire
partagée.
Soit I un polytope présente le domaine d’itérations et f 1, F o, ..., F x un ensemble des

fonctions d’acceés au tableau . Les éléments accédés dans le domaine d’itération (nommé
k
ci-apres, l'espace de données accessibles) est données par : DS = 'U1 Fjl.
J:
- Pour trouver ’espace de données pour chaque tile, les auteurs de [8] utilisent Polylib

(la bibliothéque utilisée dans la méthode d’interpolation de Claus).

Modéle d’estimation du trafic de mémoire (Memory Traffic)

Dans ce paragraphe, on parle d’'un modéle d’estimation du trafic de mémoire pendant
Iexécution d’un tile. Cela est ensuite utilisé pour orienter la recherche sur la taille des
tiles .

Dans le modeéle de ’estimation de trafic mémoire, les auteurs utilisent une fonction
f qui compte le nombre de points entiers dans un polytope, et cela peut étre calculé en
utilisant le polynoéme d’Ehrhart.

Considérons un tile qui va étre exécuté par un bloc de processus ou un processus.

Considérons un tile de n boucles avec les tailles de tile soient ¢, t5..t,,. Considérons k
tableaux (aj, as, ..., ay) soient accédés dans le tile.

Soit 7; le nombre des références lues, wi le nombre de références écrites de tableau a;.
Soient Fji, Fio, ..., F}, les acces pour la lecture d’un tableau a; dans le tile et G, Gio, Giw
les accés pour ’écriture dans tableau a; dans le tile.

I est le domaine d’itération du tile paramétré par les tailles de tile.

Soit f la fonction pour compter le nombre de points entiers dans un polytope en
donnant les parametres.

DS); décrit 'espace de références de a; accédés pour lecture. Le nombre de points
entiers dans D.S); donne le nombre de chargements dues de tableau a;

DS,; décrit I'espace de références de a; accédés pour écriture. Le nombre de points
entiers dans DS, donne le nombre de sauvegardes dues de tableau a;. Le modéle pour

I’estimation de chargement et sauvegarde dans un tile peut caractérisé comme suit :
75 T4
DS“ = ’Ulﬂj 1 et DSSZ = ‘U1Gz‘j 1
J= J=
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Le nombre de chargement (load) et sauvegarde (stores) dans un tile =

k

> F(DSy trita, costy) + [(DSe tr o, o ty)

i=1

Le trafic total de mémoire est estimé en basant sur le nombre des itérations dans

I’espace d’itération dans le tile, c-a-d le nombre de tiles.

3.5 Conclusion

Le calcul de nombre de points entiers dans un polytope est trés commandé dans le
domaine de parallélisation afin de pouvoir répondre aux questions critiques du contexte
de parallélisme. Les algorithmes de calcul des points entiers dans un polytope sont nom-
breuses. Dans ce chapitre, on a présenté les plus connus et répondus. On a distingué entre
les algorithmes paramétrés, et ceux non paramétrés, ainsi ceux généraux et ceux dévelop-
pés pour des cas particuliers. Des exemples d’utilisation de ce nombre sont expliqués a la
fin du chapitre.

Dans le chapitre suivant nous présentons notre proposition pour le calcul de nombre

de points entiers dans un sous ensemble des polytopes.
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Chapitre 4

Développement des algorithmes de
dénombrement des points entiers

dans un polytope

4.1 Introduction

Les travaux réalisés dans le contexte de développement des méthodes et des algo-
rithmes de dénombrement des points entiers contenus dans un polytope ont pris différentes
orientations. Il existe des algorithmes efficaces pour des dimensions fixes, des algorithmes
sont appliqués dans des domaines bien spécifiés, et d’autres sont applicables dans des cas
généraux. Cependant, le choix de telle ou telle technique dépend du but attendu de 1'uti-
lisation. Les calculs en utilisant les bibliothéques existant (Polylib, Barvinok...) donnent
leurs résultats dans des temps d’exécution différents.

Concernant ceux applicables dans le cas général, Dans certains cas, il donnent un
temps d’exécution important quand on les applique dans certains cas particuliers.

Dans ce chapitre, nous présentons I'importance de notre travail. Nous montrons ici
que le développement des algorithmes pour un domaine restreint, améliore le temps de
calcul de dénombrement de points, en utilisant les aspects mathématiques particuliers a
ce domaine.

Notre travail est basé sur la méthode d’interpolation de Clauss et Loechner, tout en
choisissant un ensemble de polytopes particulier.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section domaine de travail, nous spé-
cifions la famille de polytopes concernée par notre étude. Dans la section suivante, nous
expliquons la démarche a suivre en commencant par une comparaison entre notre mé-

thode et la méthode de Clauss et Loechner. Dans la partie expérimentale, nous exposons
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I'intérét de notre travail par des comparaisons, en terme de temps de calcul et les input,
entre notre méthode et la méthode de Clauss et Loechner (appliquée sur le domaine de
travail considéré). On termine ce chapitre par un exemple d’utilisation de notre résultat

dans un calcul paralléle.

4.2 Proposition

Si on choisit un sous ensemble de polytope, on peut extraire des contraintes spéci-
fiques de ce sous ensemble, et utiliser ces particularités pour développer des algorithmes
permettant ’amélioration de temps de calcul, la taille des données en entrée (input) et/ou
la taille de données en sortie (output).

Nous proposons de choisir un sous ensemble des polytopes et tirer ses propriétés
mathématiques. Nous les utilisons pour développer des algorithmes de calcul de points
entiers dans ce sous ensemble des polytopes.

Nos algorithmes proposés ici, sont basés sur la méthode d’interpolation de Clauss et

Loechner avec des modifications expliqués apres.

4.3 Domaine de travail

Déterminer le nombre de points entiers dans un polytope a une importance majeure
dans plusieurs domaines. Ce nombre peut étre calculé par le polynéme d’Ehrhart. Cepen-
dant ce calcul dans le cas général prends beaucoup de temps.

On s’intéresse dans ce mémoire & un sous ensemble des polytopes paramétrés avec un

seul parametre, de la forme suivante :

d
P, = {:c € R /Y amwi=n, a; €Ly, dne N}
=1

Le nombre de points entiers dans ce polytope est un quasi-polynéme (donné par un

polynoéme d’Ehrhart).

4.3.1 Intérét du polytope

Les points entiers de ce polytope correspondent aux itérations de programme (nid de

boucles) suivant :
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n
for (x1 =021 < — ;11 + +)
a1
n—ax
for (12 =0 ;125 < all;:cg—i-—l—)
2

n—ayry — ... — aq—1Tg4—1
for (xg =0 ;24 <

y Xg + "—)
%)

Instructions....

4.4 Démarche a suivre

Notre proposition se base sur la méthode d’interpolation de Clauss et Loechner. Ce-
pendant, la démarche utilisée simplifie ce calcul et améliore son temps d’exécution. Pour
cela on divise le probléme en plusieurs parties, puis on les rassemble.

Nous proposons ici des algorithmes pour le dénombrement des points de polytope
décrit dans la section précédente. Pour cela, nous utilisons le principe de la méthode
d’interpolation de Clauss et Loechner pour le calcul des polynéomes d’Ehrhart, avec les
modifications citées dans le tableau suivant :

73



Méthode d’interpolation de Clauss et Loechner | Notre méthode

e - Les sommets sont donnés par
- Calcul des sommets paramétrés en ) )
] , ) ) une formule mathématique
appliquant ’algorithme de Wilde . .
sans appliquer ’algorithme

de Wilde et Lochner.

- Le domaine de validité est connu,

et Lochner.

- Calcul de domaines de validité du , )
. . et on n’a pas besoin de le calculer.
polytope et la liste des sommets qui

sont valides sur chaque domaine.
. o - Calcul de quasi-polynome
- Pour chaque domaine de validité , , L )
d’Ehrhart pour 'unique domaine

calcul de quasi-polynéme d’Ehrhart .
de validité.

correspondant, d’ou :

* Le calcul se fait en résolvant des
systémes d’équations linéaires
symboliques.

Y d o . * Calcul initial sur des polytopes
* Les valeurs initiales numériques o .
. . . . i non paramétrés en utilisant un
nécessaires a la résolution de ces leorith hal
algorithme par balayage.
systémes s’obtiennent par la & P veg
détermination préalable de boucles
de parcours du polytope, en utilisant

la méthode de Fourier-Motzkin

4.5 Différentes étapes de notre travail

Pour simplifier la démarche proposée, nous subdivisons note travail en trois étapes :
1- Calcul sur le polytope défini par :

Pp:{$€(R+)d /Zﬂfz‘:p}

2 - Calcul sur le polytope défini par :

i=1

d
P, = {93 € (Ry)" /Zaiﬂfz‘ =p X ppem(a;) , a; € Zy, d € N}
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3 - Calcul sur le polytope défini par :

d
P, = {x c (Ry)? Za xi=p X ppem(a;))+ R, a; €Zy, deEN, 0<R< ppcm(ai)}

=1

Pour chaque calcul, nous proposons un ou plusieurs algorithmes. Le réassemblage des
résultats des trois parties permet de donner un résultat général concernant le calcul de

nombre de points entiers sur le polytope initial.

4.5.1 Etape 1

Cette étape consiste a développer un algorithme pour le polytope le plus simple définie

par
Pp:{xe (Ry)* /sz— }
Le nombre de points entiers de ce polytope est calculé par la théoréeme suivante :

Théoréme 4.5.1 Le nombre des points entiers contenu dans ce polytope est donné par

Card (Pp N Zd) Cd- +d 1

p

Preuve. Soient les polytopes pour d =2 et d =3 :

P, = {:ce (R,)? /931+:c2:p}
P, = {z€Ry)® Jar+a+a3=p}

Polytope pour d = 2 Polytope pour d = 3

Fig 4.1 : Exemple de polytope pour d =2 et d =3
Calculons le nombre de points par la méthode de Clauss et Loechner, on trouve :
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» Pourd=2:
Le nombre de points entiers est un polynéme d’Eharhart de degré 1

P(p)=cp+co

On trouve que

{0021 pour p =0
ci1+cp=2 pourp=1
Alors

P(p)=p+1=Cpy
» Pour d=3:

Le nombre de points entiers est un polynéme d’Ehrhart de degré 2
P(p) = cop® + c1p + ¢o
Le systéme a résoudre :

co=1 pour p =0
co+c1+cp=3 pour p =1
4co +2¢1 +cog =6 pour p=2

On trouve

1
co=1, ¢c1 = €2 =3

5 ’

et le polyndéme est

1 3
P(p) = =p*+=p+1
() LRI

p?+3p+2
9
(p+2)(p+1)
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Généralisation :

On suppose que la propriété est juste pour d, et on la démontre pour d + 1, c-a-d

d+1
?
Vp, ij =D, #Pp = Cg+d
j=1

Pour z € P, , z; peut prendre une valeur (0,...,p — j,...,p). Posons z441 = p — j donc

d
Z:Cﬁ—p—jzp
i=1

d’ou
d
D wi=J
i=1
et
d—1
#P; = Cj+d—1
alors

p P
d—1 j
#b, = ZCj—f—d—l = ZCJJ‘er—l
j=0 j=0
D’autre part on a

o wtdt (p+d-1!(p+d)
prd " plgl p! d!
(p+d—1Dlp (p+d—1)d

d g
(p+d—1)! (p+d—1)
(p—1!d pl(d—1)!
(p+d—2) (p+d—1) (p+d—1)

(p—1)d! p!(d—1)!
 (pHd=-2)'(p—-1) (p+d—-2)!d (p+d—1)
B (p—1!d (p—1!a pl(d —1)!

(p+d—2)!  (p+d—2)1  (p+d—1)
p—2)d (- (d—1) " pl{d—1)

0l (p+d—2)1  (p+d—1)

p .
_ 7
= E :Ojer—l
j=0
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donc
P

#Pp = ZC§+d—1

Jj=0

alors
d+1

Vp, ij =D, #Pp = Cg+d
j=1

Nous nottons 'algorithme qui calcule ce nombre de points entiers par "Algorithme

Calcul N pl".
Algorithme Calcul N _pl

- Lire : Lecture des a;

- Polynoéme : Donner le polynéme C’g '

4.5.2 Etape 2

Dans cette étape, nous calculons le nombre de points entiers pour le polytope défini

par

d
P, = {93 € (Ry)" /Zaiﬂfz‘ =p x ppem(a;) , a; € Zy, d € N}

=1

Les sommets de ce polytope est donné par :

Dans ce qui suit, nous prouvons que ce polytope est ’enveloppe convexe de ses som-

mets.

Preuve. En effet, il faut démontrer I’équivalence

2

(x € Pyraimmi+asxas+ ...+ aqrqg=p X ppem(a;)) <=

d
(El)\z Z 0, Z)\Z - 1, Tr = )\151 + )\252 + ...+ )\de)

i=1
*)Commengons par I'implication :

2

(r € By:awwy+asto+ ... +agwg=p x ppem(a;)) =

d
(El)\z Z O, Z)\Z - 1, T = )\151 + )\252 + ...+ )\de)
i=1
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Il suffit de prendre
ZT; X

A=
p x ppem(ai)

d’oll

d d y 1 d y (ai)
DN =D pen(a) Sy x g = PXPPIA

X ppem(ai)  p X ppem(ai) — p X ppem(ai)

*)Pour la deuxiéme implication :

B > 0,3 Ni=1, 2= XS+ XS+ ..+ ASd =
=1

[z € P,:a1xy + asta+ ... + agrqg =p X ppem(a;))

on a
( g = AXP thpcm(ai)
r = )\151 + )\252 + ...+ )\de —
| 4= Ad X p depcm(ai)
( Ty X a; =M X p x ppem(a;)
—
[ Ta X ag=Aqg X p X ppem(a;)
alors
d d
Zaz’ X xz’:z}\i X p X ppem(a;)) =p X ppem(a;)
i=1 i=1
(]

Alors, ce polytope est ’enveloppe convexe de ses sommets

Les sommets sont tous entiers (coefficients de p sont des entiers), alors le nombre de
points entiers dans ce polytope est un polynéome de degré d — 1.

Les coefficients de ce polynéme sont donnés par 'algorithme suivant :
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Algorithme Calcul N _p2
- Lire : Lecture des a;;
- Ppcm_ p : Calcul du plus petit commun multiple des a;;
- N _point : calcul initial de nombre de points;
- System__equ : construction de systéme d’équations des coefficients de polyndéme
d’Ehrhart ;
- Gauss : résolution de systéme d’équations des coefficients. Le résultat est le
polynoéme cherché.
La procédure N _point permet de calculer les nombres de points entiers initiaux né-
cessaires au calcul des coefficients de polyndéme est un algorithme de balayage, le principe

est le suivant :

- Procédure N point
ppem(a;) p

a1
pour xy =0 jusqu’a max

ppem(a;) p — ayry
max &y =
as

pour xo =0 jusqu’a maxxs

max T =

ppcm(ai) p—a1®y — ... — Ag—1Td-1
ad
pour xq=0 jJusqu’a maxxy

maxrg =

Instruction...

Lors de I'implmentation, nous avons utilisé une version récursive de cette procédure.

4.5.3 Etape 3

Dans cette étape, nous calculons le nombre de points entiers pour le polytope défini

par :

d
P, = {x c (R4 / Zaixi =p X ppem(a;))+ R, a; €Z,, deN, 0<R< ppcm(ai)}

i=1

Les sommets de ce polytope sont donnés par :
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Les sommets ne sont pas entiers, alors le nombre de points entiers de ce polytope est
un quasi-polynéme d’Ehrhart avec les parameétres p et R.

Pour trouver le nombre de points entiers de ce polytope, nous avons procédé selon
deux aspects :

- Dévelopement un algorithme qui trouve le quasi-polynéome d’Ehrhart en fonction de
pet R,

- Dévelopement des algorithmes qui donnent le nombre de points entiers en donant
des valeurs a p et R. L’intérét de ces algorithmes dans ce cas, est de ne pas perdre le temps
a calculer le quasi-polynéme d’Ehrhart (paramété) si nous voulons trouver le nombre de

points entiers pour des valeurs données de p et R.

Algorithme calculant le quasi-polynéme d’Ehrhart

Dans cette section, nous développons un algorithme permet de donner le polynéme
d’Ehrhart en p et R (les parameétres p et R sont les inconnus).

Le nombre de points entiers dans ce polytope est un quasi-polynéme d’Ehrhart de
degré d — 1 et de période de ppem(a;). Les grandes lignes de cet algorithme sont données
par :

Algorithme Calcul N _p3

- Lire : Lecture des a;;

- Ppcm_p : Calcul le plus petit commun multiple des a;;

- N_point : calcul initial de nombre de points;

- System__equ : construction de systéeme d’équations des coefficients de polyndéme
d’Ehrhart, pour 0 < R < ppem(a;);

- Gauss : résolution du systéme d’équations en donnant le polynéme d’Ehrhart ;

La procédure N point permet de calculer les nombres de points entiers initiaux
nécessaires au calcul des coefficients de polynéme d’Ehrhart. Cette procédure est un al-
gorithme de balayage, le principe est le suivant :

- Procédure N point

ppem(a;) p+ R
maxax; =

ai
pour x1 =0 jJusqu’d max

ppem(a;) p+ R — a1xy

Qs
pour xo =0 jusqu’a maxxs

max o =
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ppem(a;) p+ R — ayzq — ... — ag_1741

maxrg =

aq

pour g =0 jJusqu’d maxxy
Instruction...

Lors I'implémentation, nous avons utilisé une version récursive de cette procédure.

Algorithmes en fonction des valeurs des p et R

Dans cette section, nous développons des algorithmes pour le calcul de nombre de
points entiers de polytope définie précédemment, en donnant des valeurs pour p et R (ou
de n = ppcm (a;).p + R). Le résultat n’est pas un polyndéme d’Ehrhart, mais un chiffre
qui exprime le nombre de points entiers dans ce polytope pour telles valeurs de p et R.
Les deux algorithmes développés sont :

- Version simplifiée de 1’algorithme précédent

C’est une version simplifiée du programme précédent en fonction de p et R, c’est &
dire le résultat du programme n’est pas un quasi-polynéme d’Ehrhart, mais la valeur de
ce polynéme pour des valeurs de p et R données.

- Algorithme en utilisant I’interpolation de Lagrange
Ce ci est un algorithme qui donne la valeur de polynéme pour p et R donnés en

utilisant I'interpolation de Lagrange donné par :

P(:v>=i<f(fvi) I (jﬁ))

i=0 =0, j#i

Ou zg, z1,....,24 € [a,b] , et f est une fonction définie sur [a, b] & valeurs dans R,
tel que P(x;) = f(x;) pour i =0,1,....,d.
Dans notre algorithme, nous travaillons sur des entiers ¢. Alors, nous utilisons une

formule simplifiée, donnée par :

d .
< d+1—1
_ d+1,vi
P(Q) - ZBZ CnJr Cd+1 (-1)d—i (q o Z)
=0

Ou B; sont les valeurs des calculs initiaux du polytope (trouvé par la procédure N _points).

4.6 Complexité

Apreés I’étude de notre algorithme pour le calcul de polynéme d’Ehrhart basé sur la
méthode d’interpolation de Clauss et Loechner, nous trouvons que la complexité de notre
algorithme est :
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- En temps d’exécution : 0(d? x %™ x (d — 1) x log(n) x log(Maz {a;}))

- En espace : 0(Mazx{d* x log(Maz{a;} ,(d+ 1)log(n)+ log(Max {a;})})
Notre étude montre que 'algorithme est LINSPACE (en espace linéaire), mais la
complexité théorique en temps est exponentielle. On voit que la plus grande partie (de loin)
du temps est consommé dans le calcul initial du nombre de points N point. Cependant,
la taille de I'espace étant faible. Cet algorithme est fiable pour des grands nombres sans
adaptation.
On peut trouver des explication sur la complexité de notre algorithme ajoutées en

annexe.

4.7 Expérimentation

Dans cette partie, nous évaluons nos algorithmes expérimentalement en faisant les
comparaisons suivantes :

- Comparaison de notre algorithme donnant le quasi-polyndéme d’Ehrhart avec I'im-
plémentation de la méthode d’interpolation dans la bibliothéque de Polylib et 1'implé-
mentation de la méthode de Barvinok paramétré dans la bibliothéeque de Barvinok, en
terme de la taille des données en entré.

- Comparaison de notre algorithme donnant le quasi-polyndéme d’Ehrhart avec I'im-
plémentation de la méthode d’interpolation dans la bibliothéque de Polylib, en terme de
temps d’exécution.

Nous donnons aussi des exemples des cas incalculables ou prennent un temps insup-
portable en utilisant la méthode d’interpolation.

- Comparaison des deux algorithmes qui donnent directement le nombre de points en-
tiers : la version simplifiée de ’algorithme de calcul de polynéme d’Ehrhart et 1’algorithme

utilisant I'interpolation de Lagrange.

4.7.1 Comparaison entre la présentation de données en input
de notre algorithme donnant le polynéme d’Ehrhart et la
présentation des données de Polylib et Barvinok

La fagon de la représentation des données influe sur la taille de mémoire nécessaire
pour le stockage de données. Nous comparons ici entre la présentation de données en entré

de notre algorithme avec la présentation de données utilisée dans les bibliothéques Polylib
et Barvinok.
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Les deux bibliotheques Polylib et Barvinok utilisent la méme présentation de données
en entré :
- Chaque contrainte (équation ou inéquation) est présentée par "nombre de variables
+2" éléments et qui a la forme suivante (S, X;, X, ..,C), ou :
- C' est la constante d’équation ou d’inéquation ;
- S égale a zéro, s’il s’agit d'une équation et égale & un s’il s’agit d’une inéquation
comme c’est indiqué :
*siS=0: X1+ Xoj+..+ Xl +C =0
*siS=1:X1i+Xoj+...+ Xl +C>0
Nous prenons ’exemple suivant pour illustrer comment utiliser ces algorithmes ainsi

que leurs présentations des données :

Exemple 4.7.1 Prenons le polytope suivant :
P(p,r) ={221 + 322 =6p+ 71,0 <r <6}

En utilisant Uimplémentation de la méthode de linterpolation de Clauss et Loechner dans
la bibliothéque de polylib, ce polytope est présenté par une matrice de données et une ma-

trice des parameétres, d’otu

P(p,r) ={201+ 322 =6p+7r,0<r <6} =
P(p,r) ={
201 + 329 — 6p —1r +0.c =0,
33120

201 + 319 —6p—7 4+ 0.c =0,
r1 >0
T9 > 0
P >0
r>0
—r+5>0

}

La matrice des données est :
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Equation/ coeff coeff coeff coeff coeff o _
_ , signification
méquation de x de 1 de P de R de C
0 2 3 -6 -1 0 201+ 32 —6p—r+0.c=0
1 1 0 0 0 0 x>0
1 0 1 0 0 0 X9 >0
La matrice des parameétres est :
équation/inéquation | coeff de P | coeff de R | coeff de C'| signification
1 1 0 0 P>0
1 0 1 0 r >0
1 0 -1 5] —r+5>0}

Le tableau suivant présente [’exécution de deux algorithmes pour calculer le polynéme

d’Ehrhart pour ce polytope. Il illustre la différence entre les présentations des algorithmes :
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Méthode de Clauss et Loechner

(Claus et Barvinok paramétré utilisent

Notre méthode de

calcul de polynéme

la méme présentation des entrés) d’Ehrhart
Entrées : Entrées :
Le nombre

La matrice des données

de coefficients :

// nombre de

// lignes et 2
36 // colonnes Les ai
// de la matrice 2 3
// des données
023-6-10 //2x14+ 33 —6p—r+0.c=0
1100 0 0 J/x1>0
101000 /) 22> 0
La matrice des paramétres
// nombre de
// lignes et
3 4 // colonnes
// de la matrice
// des paramétres
1100 //P>0
1010 //r>0
10-15 // —r+5>0}
Sorties : Sorties :

Le polynome
d’Ehrhart

Le polynome
d’Ehrhart

P+ (3R+1

P+[1,0,1,1,1,1] &

Nous voyons bien que dans le cas des bibliothéques de Polylib et Barvinok, nous avons

besoin d’espace mémoire plus important.
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4.7.2 Comparaison de notre algorithme donnant le quasi-polynéme
d’Ehrhart avec I’implémentation de la méthode d’interpo-
lation dans la bibliothéque de Polylib en terme de temps
d’excution

Le tableau suivant présente les résultats d’exécution de notre algorithme (qui donne

le quasi-polynome d’Ehrhart) et I’algorithme de I'interpolation de Clauss et Loechner. Les

expériences ont été faites pour une dimension d = 2 et d = 3. Ces expériences ont été

réalisées sur une machine Dell Latitude E6500, Intel (R) Core (TM) 2 Duo CPU, 2.39
GHz, 3.48 Go de RAM

Dimension | NB Polytope Temps notre méthode Temps méthode Clauss
Chiffres (secondes) (secondes)
de ai al a2 PPCM

2 1 2 3 6 0.000 0.0000
4 5 20 0.0000 0.0000
6 4 12 0.0000 0.0000
9 8 72 0.0000 0.03100
3 6 6 0.0000 0.01600
2 11 12 132 0.0000 0.01500
13 16 208 0.01600 0.06300
11 33 33 0.0000 0.0000
45 30 90 0.0000 0.1600
80 70 560 0.03100 0.11000
3 11 333 333 0.01500 0.04700
112 400 2800 0.03100 0.42200
520 600 7800 0.28100 0.79700
700 820 28700 0.98500 4.73500
900 225 900 0.03100 0.12500
- 1111 5555 5555 0.18800 0.42200
3100 6200 6200 0.2030 0.45300
4000 8000 8000 1.42200 6.40600
6000 3000 3000 0.18800 4.07800
9000 8200 369000 37.2200 1578.48

Tab 4.1 : Comparaison entre notre méthode

et méthode d’interpolation de Clauss et Loechner
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Dimension NB Polytope Temps notre méthode | Temps méthode Clauss
Chiffres de (secondes) (secondes)
a al a2 a3 PPCM
3 1 1 3 4 12 0.000 0.45300
2 3 5 30 0.01000 2.50100
6 5 4 60 0.01600 3.92200
6 8 5 120 0.04700 18.6500
9 6 7 126 0.04700 18:98500
2 11 10 12 660 0.62500 1258.70300
20 30 40 600 0.01600 1239100
60 50 30 300 0.01600 5.48400
80 60 90 720 0.10900 41.37500
9% 90 80 1440 0.21900 17531200
3 11 222 44 44 0.11000 3.17200
222 333 666 666 0.47000 3.87500
500 300 600 3000 0.21900 99.87500
800 600 900 7200 0.53100 411.40600
800 840 640 67200 91.42200 Plusde2h
4 2000 3000 6000 6000 0.31200 Plus de 2h
Suite de Tab 4.1 : Comparaison entre notre méthode
et méthode d’interpolation de Clauss et Loechner

Les résultats montrent qu’il y a une différence importante entre les temps d’exécution

de deux méthodes.

4.7.3 Comparaison de la version simplifiée de I’algorithme de
calcul de polynéme d’Ehrhart et ’algorithme utilisant 1’in-
terpolation de Lagrange

Ici, nous faisons une comparaison entre ces deux algorithmes : la version simplifiée de

I’algorithme de calcul de polynéme d’Ehrhart et ’algorithme utilisant I'interpolation de

Lagrange en donnant des valeurs pour P et R. Les tests ont été faits en prenant quelques

valeurs des a; en variant d de 2 & b.
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Temps d'exécution | Temps d'exécution
de la version de I'algorithme
Nbr simplifide de utilise
Dimension chiffre | al a2 a3 ad a5 | R I'algorithme d’interpolation de
des al calculant le Lagrange
polynéme
d'Ehrhart
2 5 90000 [ 80000 3 b 0.09000 0.13000
3 3 800 840 640 3 4 0.01000 0.01000
3 5 80000 | 60000 | 90000 3 4 0.05000 0.09000
4 5 99999 (B8BB88 | 77777 | 66666 3 4 0.58000 0.58000
5 5 99999 (88888 | 77777 | 66666 | 11111 3 -4 17.79000 17.76000
5 5 99999 (88888 | 77777 | 66666 4444 3 4 17.76000 17.74000
2 5 90000 | 80000 20 30 0.54000 0.13000
3 3 800 840 640 30 10 0.01000 0.01000
3 5 80000 (60000 | 90000 15 45 0.12000 0.09000
4 5 99999 (88888 | 77777 | 66666 25 10 0.44000 0.57000
5 5 99999 (88888 | 77777 | 66666 | 33333 17 20 17.69000 17.77000
Tab.4.2 : Comparaison des deux algorithmes en donnant des valeurs a p et R

Les résultats obtenus montrent qu’il n’y a pas une grande différence entre les deux

méthodes. Le temps de calcul est présque le méme pour les deux algorithmes.

4.7.4 Cas incalculables avec la méthode d’interpolation de Clauss

et Loechner

Nous trouvons que la méthode d’interpolation ne donne pas des résultats dans certains

cas, comme les exemples montrés dans le tableau suivant :.

méthode .
Polytope . . notre algorithme
d’interpolation
P(p,r) = {8x1 + Txy + 923 = 504p + R} pas de réponse aprés 1.31 secondes
P(p,r) = {1221 + 1325 + 11z3 = 1092P + R} | pas de réponse apres 16.15 secondes
P(p,r) = {18z + 18z + 1923 = 342p + R} | pas de réponse apres 0.203 secondes

Tab.4.3 : Cas incalculables avec laméthode d’interpolation de Clauss et Loechner
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4.8 Exemple d’utilisation de notre algorithme dans

un calcul paralléle

Soit le nid de boucle suivant :

pour x1 de 0 ap
pour xo de 0 a p — xq
pour xz3= de 0 a p—x1 — X
S =S+ Alxy, xg, x3]
fin pour
fin pour
fin pour

Pour paralléliser ce nid de boucle, on le modéliser par un polytope ou chaque pas de

calcul est représenté par un point de coordonnées entieres.

OSZIZ'l
0<x <p
0 < 9
O0<z<p—-m =
0§.’L‘3

O0<z3<p—a1—2
T+ T2 +2x3=0Dp

Le nombre de points entiers dans ce polytope est donné par le plynéme d’Ehrhart en

appliquant notre algorithme :
d—1 3—1 +2)(p+1

P(p) = Cp+d71 = Cp+3—1 = C§+2 =L )2(p ),

Ce nombre présente le nombre total des instructions éxecutées, et on peut 'utiliser
pour trouver d’autres informations.

Par exemple :

- Si on propose une fonction d’allocation alloc(xy,zo,x3) = x1, alors le nombre de
processeurs est p + 1 (0 < 27 < p). Pour faire I’équilibrage de la charge, le nombre

d’instructions par processeur est donné par :

Nombre total des instructions

Nombre d’instructions par processeur =
nombre de processeurs

(p+2)(p+1)
. . + 2
Nombre d’instructions par processeur = 2 = (p+2)
p +1 2

- Nous pouvons calculer aussi le temps d’exécution du programme en connaissant le

temps d’éxécution d’une instruction.
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Remarque

Si on prend par exemple d’autres nids de boucles telque

pour x1 de 0 @ 76002005“3
pour x5 de 0 ¢ 0 pgé%ogmoom
pour z3= de 0 ¢ 8920 p+R+62é)(;)é)z173000z2
S = S + A[l’l,l'g, $3]
fin pour
fin pour
fin pour

En appliquant la méme démarche que celle de 'exemple précédent, et d’aprés le ta-
bleau de comparaison entre le temps d’exécution de notre algorithme et I'implémentation
de Polylib, nous trouvons le nombre d’instructions exécutées apres 0.312 secoondes en

utilisant notre algorithme et apres plus de 2 heures en utilisant Polylib.

4.9 Conclusion

Le travail réalisé ici, méme s’il est pour un ensemble de polytope restreint, il donne
des résultats intéressants en terme de temps de calcul et la taille des données en entrée.
L’idée était de partitionner le probléme général de calcul du nombre de points dans un
polytope en sous problémes afin de trouver des résultats améliorés que de calculer ce
nombre de points dans le cas général.
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Conclusion Générale et Perspactives

Dans ce mémoire, et dans le contexte de dénombrement de points entiers dans un
polytope qui est utilisé dans plusieurs stades, surtout dans la parallélisation automatique,
on a choisi a travailler sur un sous ensemble de polytope. La partie la plus importante
de notre travail, consiste en le développement d’un algorithme qui permet - expérimen-
talement - d’améliorer le temps d’exécution par rapport a la méthode d’interpolation de
Clauss et Loechner implémentée dans la bibliothéque Polylib, et améliorer les input par
rapport a la méthode d’interpolation de Clauss et Loechner et de Barvinok paramétré. On
a trouvé aussi, que dans ce sous-ensemble de polytope, I'implémentation de la méthode
d’interpolation de Clauss et Loechner ne donne pas des résultats pour des cas comme
illustré dans le 4™ chapitre.

Malgré la restriction de contexte choisi, le résultat trouvé nous encouragent a déve-
lopper des algorithmes pour des sous-ensembles de polytopes afin d’améliorer un coté de
calcul (temps d’exécution, input...) par rapport a une méthode existe en bénéficiant des
contraintes mathématiques particuliers de ces ensembles des polytopes.

Comme perspectifs, nous proposons d’utiliser des algorithmes adaptatifs (un algo-
rithme adaptatif est un algorithme qui s’adapte aux ressources disponibles pendant ’exé-
cution du programme paralléle, par exemple, partage la charge de calcul entre les pro-
cesseurs libres ou moins chargés pendant I’exécution du programme paralléle) de fagon a
améliorer le temps de calcul, pour :

- Développer des versions paralléles de notre algorithme.

- Ainsi, développer des versions paralléles des bibliothéques de dénombrement des
points entiers tel que Polylib et Barvinok en utilisant des algorithmes adaptatifs.

Noter que le développement des algorithmes adaptatifs est une approche intéressante

de parallélisation qui est utilisée surtout a I'arrivée des processeurs multicores.
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Annexe

Complexité de I’Algorithme Calcul N p3

Résumé de l’algorithme Calcul N p3

- Lire : Lecture des a;.

- Etapel : Ppcm_ p (calcul du plus petit commun multiple des a;).

- Etape 2: N _point (calcul initial du nombre de points).

- Etapes 3 et 4 : System__equ (construction de systémes d’équations des coeffcients

de polynéme d’Ehrhart, pour 0 < R < ppem(a;)).

Complexité

Etape 1 : Ppcm_ p (calcul du plus petit commun multiple des a;) :
- Temps : 0(d x log*(Maz {a;}).
- Espace : 0(d x log(Maz {a,d’})).

¢ Calcul du pged de deux entiers positifs a et a’ par I'algorithme d’Euclide : temps
0(log®>(Maz {a,a'})),espace 0(log(Max {a,a'})).
preuve : Palgorithme d’Euclide utilise 0(log(Maz {a;a’})) étapes comportant chacune

une division euclidienne. Le calcul par récurrence ne nécessite pas de stockage d’une file.

¢ Calcul du ppem de deux entiers positifs a et a’ : temps 0(log®(Max {a,d’}), espace
0(log(Maz {a;a’}).

preuve : on utilise ppem(a,a’) = axa’ K I'opération utilise une multiplication et

pged(a,a’
une division supplémentaire ; les variables utilisées sont majorées par a X a'.

4 Calcul du ppem de d entiers positifs ay, ..., ag : temps 0(d x log®(Max {a;}), espace

0(d x log(Max {a,a'})).

preuve : on utilise récursivement le calcul du ppem de deux entiers positifs ; le résultat
est ppem(a;) < Max?®{a;} .

Etape 2 : N_point (calcul initial du nombre de points)

¢ Instruction tester si ayx1 + ...aqxq = p X ppem(ai) + R = n : on prend comme
entrées n et les a; :

- Temps 0((d — 1) x log(n) x log(Maz {a;})),
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- Espace 0(log(n) + log(Maz {a;})
preuve : on utilise x; < p X ppem(ai) + R = n, le calcul de la somme est fait par
récurrence : son temps est donc 0((d—1) x log(n) x log(Maz {a;})) et comme on ne stocke

pas de le, son espace est 0(log(n) + log(Maz {a;}).

4 Boucles : temps 0(n?(d — 1) x log(n) x log(Maz {a;}) , espace 0((d + 1)log(n) +
log(Maz {a;})

preuve : on utilise d boucles de longueurs 1+ mazxi < n chacune; le temps de calcul
est donc 0(n? x (d — 1) x log(n) x log(Maz {a;}); le calcul par récurrence ne stocke pas

d

de le, et le contenu du compteur est inférieur & n%, son espace est celui utilisée par chaque

instruction augmenté de I’espace consacré au compteur.

Etapes 3 et 4 : System_ equ (construction de systémes d’équations des coefficients
de polynome d’Ehrhart, pour 0 < R < ppem(a;)) @ temps 0(d? x n? x (d — 1) x log(n) x
log(Maz{a;})) , espace 0(d* x log(Maz{a;}).

¢ Chaque systéme d’équations a d inconnues et d équations : le temps de constitution
du tableau des coefficients est d? calculs précédents; le temps total pour obtenir un sys-
téme s’obtient donc en multipliant le temps de I’étape Nbr point par d*; 1'espace utilisé
est 0(d* x log(Max {a;}).

¢ La résolution de chaque systéme par la méthode de Gauss est en temps cubique par
rapport a la taille des entrées, ce qui conserve la complexité issue des étapes précédentes ;

en revanche, elle n’utilise pas d’espace supplémentaire.

4 Le nombre de systémes a résoudre est ppem(a;) < n; les résolutions se faisant

successivement, on n’utilise pas d’espace supplémentaire en résolvant plusieurs systémes.

Conclusion :

La complexité en temps de I’algorithme est 0(d?xn®*!x (d—1)xlog(n)xlog(Max {a;})).

La complexité en espace de 'algorithme est 0(Maz{d*xlog(Max {a;} ,(d+1)log(n)+
log(Maz {a;})}).

Cette étude montre que l'algorithme est LINSPACE (en espace linéaire), mais la
complexité théorique en temps est exponentielle. On voit que la plus grande partie (de
loin) du temps est consommé dans le calcul exhaustif de nombres de solutions dans I’étape
2. Cependant, la taille de 'espace étant faible, cet algorithme est fiable pour des grands

nombres sans adaptation.
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Résumé

La parallélisation automatique permet de convertir automatiquement un programme
séquentiel a une version qui peut étre directement exécutée en paralléle sans toucher la
sémantique du programme séquentiel. Les parties de ce dernier qui portent généralement
plus de parallélisme sont les nids de boucles. Par nature, la plupart des nids de boucles
qui apparaissent dans des programmes sont affines. Le domaine d’itération d’un nid de
boucles affines peut étre décrit par les points entiers appartenant a un polytope. Les pro-
blémes d’analyse et d’optimisation de nids de boucles - nécessaires dans la parallélisation
automatique - se réduisent souvent au comptage de points entiers dans des polytopes. Le
résultat du comptage peut étre donné par un ou plusieurs polynémes ayant des coefficients
périodiques. Ces polyndmes sont connus sous le nom de quasi-polynémes d’Ehrhart.

Le travail réalisé dans ce mémoire consiste en I’élaboration d’un algorithme de dénom-
brement de points entiers pour une famille de polyedres (enveloppes convexes de n points
a coordonnées entiéres affinement indépendants dans un espace affine de dimension n)
basée sur la méthode d’interpolation pour le calcul de quasi-polynémes d’Ehrhart. L’éva-
luation de son temps de calcul et la présentation des données en entrée sont comparés a
ceux d’algorithme d’interpolation de Clauss qui est implémenté dans la librairie Polylib.
Notre algorithme est plus rapide pour la résolution du probléme restreint a la classe de
polyédres considérés.

Mots clés : Dénombrement, Points entiers, Polytope, Quasi-polynémes d’Ehrhart,
Parallélisation automatique.

Abstract

Automatic parallelization can automatically convert a sequential program to a ver-
sion that can be executed directly in parallel without changing the semantics of sequential
program. Parts of this latter which are usually more parallelism are loop nests. By nature,
most loop nests that appear in programs are affine. The iteration domain of loop nests
can be described by integer points in a polytope. The problems of analysis and optimi-
zation of nested loops, - necessary in the automatic parallelization - are often reduced to
counting integer points in polytopes. The result of counting can be given by one or seve-
ral polynomials with periodic coefficients. These polynomials are known as the Ehrhart
quasi-polynomials.

The work in this memory is the development of an algorithm for counting integer
points for a family of polyhedra (convex hulls of n points with integer coordinates Inde-
pendent refinement in an affine space of dimension n) based on the method of interpolation
for the calculation of quasi-Ehrhart polynomial. The evaluation of the computing time
and the presentation of input data are compared with those of Clauss interpolation algo-
rithm that is implemented in the library Polylib. Our algorithm is faster in solving the
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problem restricted to the class of polyhedra considered.
Keywords : Enumeration, Integer points, Polytope, Ehrhart quasi-polynomials, Au-

tomatic parallelization.
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