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Introduction a la théorie des points
critiques. Application a I’étude de quelques
équations aux dérivées partielles non
linéaires

Résumé

Dans ce travail, nous introduisons la théorie des points critiques. Celle-ci constitue une
méthode variationnelle permettant 1’étude des équations aux dérivées partielles notam-
ment non linéaires. Nous rappelons des théorémes dus a Rabinowitz, généralisant ceux du
min-max. Ensuite, nous les appliquons & la résolution de quelques problémes non linéaires

ayant des structures variationnelles avec ou sans contraintes.

Mots-clés : Points critiques, fonctionnelles d’énergie, équations d’Euler-Lagrange,

minimisation, contraintes, théorémes du col et du point selle, problémes non linéaires.
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Introduction

Des théories mathématiques générales orientées vers les applications sont les fondements
de I'analyse des équations différentielles et aux dérivées partielles qui gouvernent tellement
de situations en physique, en mécanique, en chimie et jusqu’en économétrie. De nombreux
problémes d’équations aux dérivées partielles sont non linéaires & 'instar des systémes
Hamiltoniens et des problémes elliptiques faisant intervenir des non linéarités. Immense
champ de recherches, motivé par d’innombrables questions dans divers domaines , il a
connu des développements spectaculaires depuis les travaux pionniers de Leray et de
Schauder au début des années trente. Distinguons quelques catégories :

a) Les problémes semi-linéaires : Il s’agit par exemple de problémes de la forme

—Au(z)=f(r,u(x)) dans Q
u(x) =0 sur 02

(1)

ol f (x,u) est une fonction donnée et ) est un ouvert de R¥.
Cette catégorie inclut entre autres les problémes de bifurcation ot 'on étudie la structure

de I’ensemble des solutions (A, u) du probléme
—Au(z)=fr(z,u(z)) dansQ
u(r)=0 sur 0N2

avec A un parametre variable.

b) Les problémes quasi-linéaires : Il s’agit de résoudre des problémes de la forme

0 ou
_;a—% (alj (-1'7 u7 Vu) 81’1) - f (3:, 'U,, VU) dans Q

u(x)=0 sur OS2

(3)
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ou les fonctions a;; (z, u, p) sont elliptiques. On a par exemple

Za"j (z,u,p) &8 > a(u,p) ]5\2, VreQ, VéEeRY

ij
avec a (u,p) > 0, Vu € R, ¥p € RY mais a (u,p) n’est pas uniformément minorée par
une constante o > 0. Ainsi, I’équation des surfaces minima s’écrit sous la forme (3) avec
aijzdij(1+|vu|2)‘%,5ij=1 sii=jetd; =0 sii#j.

Plus généralement encore, on envisage des problémes elliptiques de la forme

ou  O*u

F (m,u, P m) =0 (4)
ou la matrice g— (x,u,p,q) est elliptique. L’équation de Monge-Ampére rentre dans
cette catégorie. o
c) Les problémes de frontiére libre : Il s’agit de résoudre une équation elliptique
linéaire sur un ouvert €2 qui n’est pas donné a priori. Le fait que (2 soit inconnu est
souvent compensé par la donnée de deux conditions aux limites sur 0f) : par exemple
celles de Dirichlet et de Neumann.
Pour étudier les problémes (1) et (2), on dispose de nombreuses techniques :
1) Des méthodes de monotonie (Browder [8] et Lions [18]).
2) Des méthodes topologiques telles que le théoréme du point fixe de Schauder, théorie
du degré de Leray-Schauder (J. T. Schawrtz [24], M. Krasnoselskii [16], L. Nirenberg [20],
21)).
3) Des méthodes variationnelles (théorie des points critiques, théorie de Morse, voir P. H.
Rabinowitz [22], Melvyn Berger [4], M. Krasnoselskii [16], L. Nirenberg [21]).
La résolution des problémes du type (3) exige parfois une technique élaborée d’estimations,
ceci est le cas par exemple pour 1’équation des surfaces minima (Ladyzhenskaya-Uraltseva
[17], Serrin [25], Bombieri [6] et Gilbarg-Trudinger [11]). Des progrés importants concer-

nant 1’équation de Monge-Ampére ont été obtenus (Yau [28]).
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Pour ce qui est des probléemes de frontiére libre, beaucoup de résultats sont apparus
en liaison principalement avec la théorie des inéquations variationnelles (Kinderlehrer-
Stampacchia [14], Baiocchi-Capelo [3]).

Dans ce travail, nous nous intéressons aux méthodes variationnelles, plus précisément
a la théorie des points critiques. Celle-ci occupe une place considérable dans ’analyse non
linéaire. Elle est utilisée dans plusieurs disciplines des mathématiques pures et appliquées
ainsi qu’en physique mathématique et en géométrie analytique. Développée pour résoudre
des problémes notamment non linéaires, elle consiste & trouver les points critiques d’une
fonctionnelle d’énergie associée.
Prenons par exemple le probléme semi-linéaire : soit © un ouvert borné de RY et f une

fonction de C° (Q) N L>® () tels que

— Au(z)=f(u) dansQ
u(x)=0 sur 0f)

(5)

Nous cherchons une fonction v € Hj (Q) telle que — A u(x) = f(u) au sens des
distributions.

Soit F' la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Associons & ce probléme la fonctionnelle

J(u):%/ﬂ|Vu |2dx—/QF(u)dx.

La fonctionnelle J est bien définie et de classe C! sur Hy (), de plus tout point critique
u de J c-a-d pour lequel J' (u) = 0 est solution du probléme modéle et réciproquement.
En effet, soit u un point critique de J. Si on prend v € © (Q2) dans I'égalité J' (u) = 0
alors u est solution du probléme modeéle au sens des distributions. Réciproquement, si u
est une telle solution, c’est-a-dire (— A u,p) = (f (u), ) pour tout p € ® (), alors on
obtient

/Qw.v@ dr = /Qf(u)go dx (6)

et I'on conclut grace a la densité de D () dans H} (Q2).
Le point critique satisfaisant (6) est une solution faible du probléme modele (5).

La valeur de J au point critique u s’appelle valeur critique de J.
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Dans la pratique pour montrer I’existence d’un point critique, il suffit d’exhiber une valeur
critique.

La majorité des contributions de cette théorie est 'oeuvre de Lagrange, Legendre, Jacobi,
Hamilton, Poincaré. Au début, les mathématiciens étudiaient seulement le minimum
absolu pour les fonctionnelles bornées inférieurement. En 1905, Poincaré a développé
dans sa thése quelques idées de Hilbert sur le principe de Dirichlet qui est en fait a
I'origine de la théorie des points critiques.

Pour en donner les grandes lignes, considérons €2 un ouvert borné de RY de frontiére 05.

Si o est une fonction continue sur 052, il s’agit de résoudre

—Au(r)=0 dans Q
u(r)=¢  sur 0N

Comme on I’a remarqué depuis Gauss, Lord Kelvin et Dirichlet, en posant
J()= [, | Vv Pde, Ko={veC?(Q) : v=y¢psur i},

si on parvient a trouver une fonction u € Kj telle que J (u) < J (v) lorsque v parcourt K
alors u est solution de (7). Le fait que I’on puisse trouver une solution par ce procédé a été
utilisé par Riemann dans sa thése en 1851 qui I’a appelé principe de Dirichlet alors que la
fonction J porte le nom de l'intégrale de Dirichlet. Cependant, Weierstrass a objecté en
1869 qu’il y avait une faille dans ce principe. En effet, s’il est vrai que la borne inférieure

a = inf J (v)

veKp

est un réel positif ou nul, il n’est pas du tout clair pourquoi elle serait atteinte. Autrement
dit, il n’est pas évident qu'une suite minimisante (u,), de Ky i.e. telle que u, € K
et J(u,) — « converge dans l’ensemble K, ni méme qu’elle soit bornée dans l’espace
C? (ﬁ) En fait, dans certains cas, on sait montrer que (7) admet une solution qui
n’appartient pas a Ky ce qui, compte tenu de 'unicité de la solution, montre que la
borne inférieure o n’est pas atteinte.

Poincaré a apporté de son coté une contribution de valeur en traitant les problemes

variationels dont la solution correspondante n’est ni un minimum ni un maximum. Cette
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approche est révisée par Birkhoff en 1917 en réussissant a obtenir le principe du min-max
qui caractérise une valeur critique d’une fonctionnelle en tant que min-max sur une classe
convenable d’ensembles.

Elle fut dévelopée par la suite vers la fin des années vingt et au début des années trente
indépendamment par Morse et par Ljusternik et Schnirelmann. La théorie des points
critiques a connu un essor vertigineux avec I’apparition de la condition de Palais-Smale
pendant les années soixante est qui un ingrédient essentiel pour montrer 1’existence d’une
valeur critique. Le théoréme du col di & Ambrosetti-Rabinowitz en 1970 est un outil
puissant permettant de montrer qu’une fonctionnelle qui a un minimum local admet un
autre point critique. Un deuxiéme exemple géométrique du principe du min-max est
le théoréme du point selle trés utile pour montrer ’existence d’un point critique qui
n’est ni un maximum local, ni un minimum local. Une autre situation ot les méthodes
variationnelles constituent un bon cadre, c’est lorsque 1’on souhaite montrer la multiplicité
des solutions, par exemple I'existence d’une infinité de solutions comme dans le probléme

suivant. Soient  un ouvert de RY et p > 1 tel que (N — 2)p < N + 2 le probléme

—Au = |[ufP""u dans Q

u=0 sur 02

(8)

admet une infinité de solutions. En particulier, il existe une solution positive de cette
équation obtenue en minimisant la fonctionnelle v — J (v) = [, | Vv |* dz sur 'ensemble
S ={veHQ): HUH];L(Q) = 1}. On peut montrer aussi que (8) admet une infinité
de solutions en montrant, comme nous le ferons plus loin, que la fonction J admet une
infinité de valeurs critiques sur S. De ce point de vue, il s’agit de I'application d’une
généralisation d’un théoréme da a L. Ljusternik et L. Schnirelmann stipulant qu’une
fonction paire de classe O définie sur SV !, la sphére unité de RY, posséde au moins N
valeurs critiques (dans notre cas, nous avons une fonctionnelle paire de classe C! sur une
sphére de dimension infinie).

Parfois, il est intéressant d’étudier les solutions de certains problémes en considérant une
fonctionnelle adéquate sur une contrainte bien choisie. Pour de multiples raisons, on peut

placer le probléme en question dans le cadre d’'une famille de problémes dépendant d’un
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ou de plusieurs parameétres et comprendre ainsi certains phénomeénes qui ne paraissent
pas clairs a priori ; on peut obtenir des conditions nécessaires pour l'existence de solu-
tions ou bien éliminer des inconnues du probléme en les obtenant a posteriori comme des
multiplicateurs de Lagrange. C’est le cas lorsque 1'on cherche des valeurs propres d’un
opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert en tant que multiplicateurs de Lagrange
sur la spheére unité de 'espace.

Notre travail est divisé en trois parties. La premiére est consacrée a des outils de
base, on introduit des définitions et des notations qui seront utilisées constamment dans
la suite (extremums, points critiques, valeurs critiques, fonctionnelles de classe C! au sens
de Fréchet, fonctionnelles d’énergie d’Euler, d’Euler-Lagrange ). Ensuite, on introduit des
résultats et des théorémes utiles pour étudier les problémes non linéaires (les théorémes
d’injection de Sobolev et aussi quelques résultats de la théorie des opérateurs continus
tels que les opérateurs de Nemitskii).

La deuxiéme partie est dédiée & la théorie en question. Nous énongons des théoréemes dus
entre autres & Rabinowitz (théorémes du col et du point selle) qui sont une généralisation
du principe du min-max. Ce dernier caractérise une valeur critique d’une fonctionnelle

comme min-max sur une classe convenable d’ensembles S c.a.d

¢ =inf sup J(v)

AeS yea

Ces énoncés exigent une supposition technique indispensable en I'occurrence la condition
de Palais-Smale. Nous considérons ainsi les points critiques avec ou sans contraintes.

La troisiéme partie traite quelques problémes non linéaires en utilisant les techniques
précédentes, plus précisément, des problémes semi-linéaires du type —Au () = f (z,u (x))
sur un ouvert borné © de RY (et le plus souvent avec la condition de Dirichlet) et

f: QxR — R une fonction vérifiant
(H1) f(z,§) € C(QxR,R)
(Hs) 1l existe des constantes aj,ay > 0 telles que
|f (2,9)] < a1 +az [§°

oﬁ0§s<%sil\7>2.
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La fonctionnelle d’énergie est

](u):/ﬂ(%WuF—F(m,u(:p))) dx ouF(x,g):/jf(x,t)dt,

qui est bien définie sur H} (). De plus I € C' (H} (), R).

Si I satisfait la condition de Palais-Smale et vérifie les conditions géométriques du théoréme
du col ou du point selle alors il existe une valeur critique c’est a dire un point critique qui
est une solution faible du probléme.

Nous traitons aussi des problémes avec contraintes du type

—Au(x)=Af (z,u(z)) dans Q
u=>0 sur 0f2

ou f est une fonction vérifiant les hypotheses (H;), (Hz) et A\ un parameétre réel.
En utilisant la généralisation du théoréme de Ljusternik-Schnirelmann, on montre que ce

probléme admet une infinité de solutions de la forme (ug, A) pen avee uy € S,

S={veH(Q): [,|Vv|*de=1}et A\, €R.



CHAPITRE

1 Quelques outils de base

1.1 Dérivées et points critiques

Dans le calcul différentiel, il existe plusieurs notions de dérivées pour des fonctions définies

sur des espaces de Banach. Nous introduisons celle de la dérivée directionnelle.

Définition 1.1.1

Soient w une partie d’un espace de Banach X et F': w — R une fonction a valeurs réelles.
Siu € w et z € X sont tels que pour t > 0 assez petit : uw+ tz € w, on dit que F admet
au point u une dérivée dans la direction z si la limite

lim F(u+tz)— F(u)
t—0+ t

existe. On notera cette limite F! (u).

Une fonction F' peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction z € X, sans étre
pour autant continue. Lorsque la dérivée directionnelle de F' existe pour certains z € X,

on introduit la notion de dérivée au sens de Gateaux.

Définition 1.1.2
Soient w une partie d'un espace de Banach X et F : w — R. Siu € w, on dit que F est
dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en u s’il existe

[ € X' tel que dans chaque direction z € X ou F (u + tz) existe pourt > 0 assez petit, la
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dérivée directionnelle F! (u) existe et on a

lim F(u+tz)— F(u)

t—0+ t

=(l,z).

On pose F' (u) = 1.

Remarque 1.1.1

Une fonction G-dérivable n’est pas nécessairement continue.

Maintenant, on introduit la dérivée classique ou la dérivée au sens de Fréchet.
On utilise la notation de Landau o (x) pour désigner une fonction de x telle que

o(x)
Jel—o [l
Définition 1.1.3
Sotent X un espace de Banach, w un ouvert de X et F': w — R une fonction. St u € w,
on dit que F' est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet) s’il existe | € X'
tel que

YVoew: F(v)—F(u)=({,v—u)+o(v—u)

L’ensemble des fonctions différentiables de w dans R sera noté C* (w, R) .

Remarque 1.1.2
Si F' est différentiable (au sens de Fréchet) alors | est unique et on note F' (u) = .

Si F' est différentiable (au sens de Fréchet) alors F' est continue.

La différentiabilité aux sens de Gateaux et celle au sens de Fréchet sont des notions

différentes méme dans le cas des espaces de dimension finie RV.(N > 1).

Exemple 1.1.1
Soit f une fonction définie de R* dans R par

I’?l’g

fanmy = e e £ 00
0 si (z1,22) = (0,0)
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Au point (0,0), la G-différentielle existe et est égale a 0 car

. f(O+tz)—f(0) y 1232

t—0 t =052t 4 1322 =0

Cependant, cette différentielle n’est pas 'accroissement de la fonction f au point (0,0) .
En effet, si on pose zy = 2%, on obtient

f (217 ZQ) B f (an) : Z? 1

lim =lim —————= - #0.

llz—0 |2l 2=0224. /22 + 24 2

Remarque 1.1.3

Si F' est différentiable au sens de Fréchet alors elle est différentiable au sens de Gdteauz,

de plus les dérivées coincident.

En effet, pour une application différentiable (au sens de Fréchet) on a
Fu+tz)—F(u)=(F (u),tz) +o(tz) =t (F' (u),2) + o(tz)

et
Fu+tz)—F(u)
t

Mais la réciproque est fausse.

— (F'(u),z) lorsque t — 0.

Moyenant une hypothése supplementaire le résultat suivant établit la réciproque.

Proposition 1.1.1
Soit F une fonction continue de w dans R et G-dérivable dans un voisinage de u € w. On
désigne par F' (v) la G-dérivée de F' en v et on suppose que l’application v — F' (v) est

continue au voisinage de u. Alors
Fw)=F(u)+(F'(u),v—u)+o(v—u).

C’est a dire que F' est différentiable au sens de Fréchet et sa dérivée (classique) coincide

avec F' (u).

Démonstration.
En considérant, pour u € w fixé et v assez voisin de u, 'application ¢ — F (u +t (v — u))

définie sur lintervalle [0, 1], on peut écrire

F(v)—F(u)=(F(u),v—u)+h(u,v—u).

10
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Ou, par commodité, on a posé
1
h (u,v —u) :/ (F'(u+t(v—u))—F (u),v—u)dt.
0

Il s’agit donc de voir que h (u,v —u) est un o (v — u). Or w — F’' (w) étant continue au

voisinage de u, pour tout € > 0 donné, il existe d > 0 tel que
lw = ull <6 = [[F"(w) = F' (u)|| <&

Par conséquent si ||[v — u|| < d, on a pour tout ¢t € [0, 1]

[(F" (u+ 1 (v —w) = F'(u),o —w)| <[[F' (utt(v—u)=F(u)|o—ul

<ellv—ul.

Ce qui, en intégrant sur [0, 1], donne

|h(u,v —u)| <ellv—u|| pourvu que ||lv—wul <45 =

Remarque 1.1.4

En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gateauxr puisque
il suffit de considérer Uapplication t — F (u+ tv) (pour v fixé dans X) définie dans un
intervalle [0,&[. Pour montrer que F est de classe C', il suffit de prouver qu’elle est

G-différentiable puis de vérifier que la différentielle est continue.

n imension fini = n défini Arivé rti remieres.
Dans le cas de dimension finie X = R, on définit les dérivées partielles premiéres

1.2 Dérivées partielles premiéres

Définition 1.2.1
Soit f :RY — R etac RV,

On appelle j application partielle associée & f en a = (ay,...,an) et on note

L s B s
©jar J = 1,..., N, Uapplication p;, = f(a1,...,a;-1,.,aj41,...,an), c’est a dire

PjaTj — flar,...,aj_1,25,a;41,...,aN)

11
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Définition 1.2.2
FEtant donnée f : Q C RY — R et a € Q. On dit que f admet en a une j°™¢ dérivée
partielle premicére si et seulement si la j°°™ application partielle ©iq €n a admet en a;

une dérivée, c’est a dire
lim (pj,a (aj + t) - goj,a (aj)
t—0 t

existe.

On note cette limite of (a).

al‘j
Définition 1.2.3
On dit que f : Q@ C RY — R admet en a € Q une dérivée swivant le vecteur v (Ev> st

tv) —
et seulement si tlimof (a Ut) /(@) existe ; on note alors PR (a).
— U

Remarque 1.2.1

L o= — — .
Soit (€1, €3, ...,en) la base canonique de RY.

On a
of . flatte)—=fla) o $iala;+t)—@ala)  Of
ge; (@) = [l ; = Jim, : = o, @
PR of of . L : .
AinsiVj € {1,..,N} : = (a) = B (a), c.a.d la j*°™m¢ dérivée partielle premiére
€, X

n’est autre que la dérivée suivant le 7' vecteur de la base canonique.

Voici enfin les notions de points critiques et de valeurs critiques.

Commencons d’abord par quelques préliminaires sur les extremums d’une fonction.

Définition 1.2.4

Soit X un espace de Banach et f : X — R une application, on dit que a € X est un
maximum relatif (respectivement un minimum relatif) s’il existe un voisinage U de a tel
que pour tout x € UN X, on a f(x) < f(a) (respectivement f (a) < f(x)).

St X =UNX alors le point est dit mazimum ou minimum absolu.

Un point qui est un maximum ou un minimum est un extremum.

Remarque 1.2.2
Une condition nécessaire pour que f admette en a un extremum est f' (a) = 0.

Cette condition n’est pas suffisante.
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1.2. Dérivées partielles premiéres

En effet, soit la fonction

f:R? —R
(z,y) —ay
of of : :
Ona £ (0,0) =0et 90 (0,0) = 0 mais f n’admet pas d’extremum local en (0, 0) puisque
€ Y

tout voisinage V' de (0, 0) contient des points pour lesquels on a f (x,y) > 0et f (x,y) <0,
par exemple f (—e, —¢) = &2 > f(0,0) et f (g, —¢) = —e? < £(0,0).

Définition 1.2.5
Soit X un espace de Banach, w C X un ouvert et J € C* (w,R). On dit que u € w est un
point critique de J si J' (u) = 0. Si u n'est pas un point critique de J alors on dit que u

est un point réqulier de J.

Exemple 1.2.1
L’exemple le plus simple de point critique dune fonction J € C'(w,R) est un point

extrémal.

Définition 1.2.6
On dit que ¢ € R est une valeur critique de J € C (w,R) s’il existe u € w tel que J (u) = ¢

et J' (u) = 0. Si ¢ n'est pas une valeur critique alors on dit que ¢ est une valeur réguliére

de J.

Définition 1.2.7

Soient X un espace de Banach, F € C* (X,R) et un ensemble de contraintes
S={ve X :F(v)=0}

On suppose que pour tout u € S, F' (u) # 0. Soit J € C* (X,R) (ou bien de classe C*
sur un voisinage de S ou encore C* sur S ). On dit que ¢ € R est une valeur critique de

J sur S s’il existeuw € S et A € R tels que
J(u)=cet J (u) =\F' (u)

Le point u est un point critique de J sur S et le réel A est appelé multiplicateur de Lagrange

pour la valeur critique ¢ (ou le point critique u).

13



1.2. Dérivées partielles premiéres

Lorsque X est un espace fonctionnel et '’équation J' (u) = AF’ (u) correspond a une équa-
tion aux dérivées partielles, on dit que J' (u) = AF’ (u) est 'équation d’Euler-Lagrange
(ou I’équation d’Euler) satisfaite par le point critique u sur la contrainte S.

Le résultat suivant établit I’existence des multiplicateurs de Lagrange.

Proposition 1.2.1 (Voir [13], p 55)
Sous les hypothéses et notations de la définition 1.2.7, on suppose que uy € S est tel que

J (up) = ingJ (v). Alors il existe X € R tel que
ve
Jl (UQ> = )\F/ (Uo)

Voici maintenant quelques résultats fondamentaux concernant les espaces de Sobolev, il

s’agit des théorémes d’injection de Sobolev qui sont trés utiles dans les applications.

Définition 1.2.8

Soient X et Y deux espaces de Banach. X s’injecte continiment dans Y et on écrit
X =Y siles deux conditions suivantes sont vérifiées:

(1) X est un sous-espace de Y.

(11) Toute suite convergente dans X est encore convergente dans 'Y .

Autrement dit l'injection I : X — Y est continue ou encore il existe une constante C > 0
telle que

lully < Clully  pour tout u € X.

Définition 1.2.9

L’injection de plongement ou naturelle de X dans 'Y est compacte s’écrit X ——'Y si
(1) X s’injecte contindment dans Y.

(13) L’application I : X — Y est compacte.

Autrement dit, toute suite bornée dans X est relativement compacte dans Y.

Théoréme 1.2.1 (Voir [7])
Soit Q un ouvert borné de RV .

N
Si 1< p < N alors Wy (Q) < LI (Q), Yq € [1,p*] ot p* = 7 P

est l’exposant critique

14



1.2. Dérivées partielles premiéres

de Sobolev.
Sip=N alors Wy (Q) — L?(Q), Vg € [p , ool.
Sip> N alors Wy (Q) — L>(Q).

Théoréme 1.2.2 (Rellich -Kondrachov, voir [7])
Soit Q un ouvert borné de RY.

Sil<p< N alors Wy (Q) —— L(Q), Yq € [1,p*].
Sip= N alors Wy (Q) < LI (), Vg € [1, oo.
Sip > N alors Wy™” (Q) —— C (Q).

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Hélder, voir [13])
Soient f € LP (Q) et g € LP (Q) avec 1 < p < oo et p lexposant conjugué de p c.d.d
1 1

—+ —=1. Alors f.g € L' (Q) et
p D

/ 0 < 1 ooy 9l

Proposition 1.2.3 (Inégalité de Poincaré, voir [15])
On suppose que §) est un ouvert borné. Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout u. € Wy* (Q), on ait

HUHLP(Q) <C HVUHLP(Q)

Cette inégalité reste vraie si on suppose que ) est un ouvert borné dans une direction.

Proposition 1.2.4 (Voir [19])
Soient Q un ouvert de RN, 1 <p < N et 1 <r < oo . Il existe une constante C (p,0, N)

telle que pour tout u € Wy (Q) N L" (Q), on ait

1-0

0
HUHLq(Q) < CVu L7 () ||VU||LP(Q)

o 0< 0 <1 avecld >0sip=N >2 et
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1.3. Quelques opérateurs continus

Corollaire 1.2.1 (Voir [23])
Soit 0 un ouvert borné de RN. Siu € Hi (Q) alorsu € L~ (Q) quand N > 3 et il existe

une constante C' > 0 tel que
[l ooy < Cllull gaa)

pour tout t € [1,255] et pour tout u € H} (). De plus Uinjection H} () — L' () est

T

compacte pour tout t € [1, 3

1.3 Quelques opérateurs continus

Dans I’étude de nombreuses équations aux dérivées partielles, il est question de considérer
des opérateurs locaux définis par des fonctions de R dans R, appelés parfois opérateurs

de Nemitskii ou encore opérateurs de superposition.

Définition 1.3.1

Soit Q un ouvert de RN et
fOxR —R

(z,t) — f(z,1t)
une fonction. On appelle opérateur de Nemitskii associé o f Uapplication B qui & une

fonction mesurable u définie sur 2 associe la fonction Bu définie sur Q2 par

Définition 1.3.2
Une fonction f : Q x R — R est dite de Carathéodory ou bien une C-fonction si elle
vérifie

p.p. enx € Q) la fonction t — f (x,t) est continue sur R.

(1.3.1)
Vt € R, la fonction x — f(x,t) est mesurable sur Q.

Théoréme 1.3.1
Soient Q un ouvert de RN, 1 < p,q < oo des réels et f une C-fonction de Q x R dans R.

On suppose qu’il existe b > 0 et a € L7(2) tels que la condition de croissance

pour tout s € R et p.p. dans Q : |f(,8)| <a(.)+0b |s|§ (1.3.2)
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1.4. Quelques fonctionnelles différentiables

soit satisfaite.

Alors B est continu de LP (Q2) dans L1 ().

Démonstration.
Soit (up), ey une suite de LP (©2) convergeant vers u. D’aprés la réciproque partielle du
théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il existe g € LP (£2) et une sous-suite
(U, ),, telles que
— u, |uy,| <g p.p. dans )

Un,

On en déduit que p.p. dans Q on a f (z,u,, (z)) — f(z,u(x)) et
2
| (@, un,, (1)) < a(z) +blg (x)]7.
En utilisant le théoréme de la convergence dominée, on conclut que Bu,, — Bu dans
L7 (). Ainsi la suite (Bu,), est relativement compacte dans L? () et admet comme
unique point limite Bu. Par conséquent toute suite (Bu,,), converge vers Bu dans L? (),

ce qui prouve que B est continu de L? () dans L7 (). m

Remarque 1.3.1

L’opérateur B défini ci -dessus est un opérateur local en ce sens que la valeur de Bu (x)
dépend uniquement de celle de u au point x. Dans la littérature, des opérateurs locaux
comme 'opérateur B défini au théoréme 1.3.1 sont parfois appelés opérateurs de Nemit-
skii ou encore opérateurs de superposition. Pour des références concernant les diverses

propriétés de ce type d’opérateurs suivant celles de la fonction f, on pourra consulter [2].

1.4 Quelques fonctionnelles différentiables

Dans ce paragraphe, nous considérons certaines fonctionnelles définies sur des espaces de
Sobolev.

Soit f : Q x R — R une fonction de Carathéodory, on pose
F(x,s) —/ f(x,0)do. (1.4.1)
0
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1.4. Quelques fonctionnelles différentiables

De méme, lorsque cela a un sens, on définit une fonctionnelle V' par
V(u) = / F(z,u(x))dz (1.4.2)
Q
Nous allons préciser dans quelles conditions u +— V (u) est continue ou de classe C*.

Proposition 1.4.1
On suppose qu’il existe a € L* (Q), b >0 et 1 < p < oo et F une fonction de Q x R dans
R vérifiant

pour tout s € R et p.p. dans Q : |F(.,s) <a(.)+0b|s]”. (1.4.3)

Si de plus F est une C-fonction alors V' définie par (1.4.2) est continue sur LP (£2) .
En particulier si f : Q x R — R vérifie (1.3.1) et s’il existe ag € LP' () avec

l<p<oo,p= pl et bg > 0 tels que

pour tout s € R et p.p. dans Q : |f (., s)] < ao(.)+ by |s]" (1.4.4)
alors V est de classe C' sur LP (Q) et on a V' (u) = f (., u(.)).

Démonstration.
Si F vérifie la condition (1.4.3) alors d’apres le théoréeme 1.3.1, D'application
u— F (., u(.) est continue de L? () dans L' (Q) et par conséquent V est continue sur
LP(Q).
Lorsque I’hypothése porte sur f, la condition (1.4.4) implique

1 1 A |
F (o) < a0 ()l o [of” < o (O + > (14 bo) 5P

ou on a utilisé I'inégalité de Young : af < iai” + ]%ﬁp,. On en déduit, en utilisant la
premiére partie de la proposition 1.4.1 que V' est continue de L (§2) dans R.

Pour montrer que V est de classe C!, on va montrer que V est G-dérivable et que la
G-dérivée est continue de L? () dans L (Q). En posant

F(x,u(z)+tv(z)) — F (z,u(zx))
t

O (t,x) = — f(z,u(@))v(z),

18



1.4. Quelques fonctionnelles différentiables

V(u—i—t?Jt)—V(u)_/Q f(l»,u(gj))v<x)dﬂf:/S;(I)(t’x)daj'

Or, il existe 6 (t,z) €]0,1] tel que

@ (&, 2)| = |f (2,u (@) + 0 2)tv(x) = f (2, u@)]|v(@)].

Ainsi, d’une part on a ® (¢,2) — 0 lorsque ¢t — 0, p. p. en = € € et d’autre part, on a la

majoration
(@ (t,2)] < 2 (ag (@) + bo (Ju ()] + v (@)]) ™ +bo |u (2)[") [0 ()]

Comme le second membre de l'inégalité ci-dessus est dans L' (Q), le théoreme de la

convergence dominée de Lebesgue permet de dire que

lim Vi(u+tv) =V (u) B

t—0+ t t—0+

/Qf(:v,u(x))v(x)dx] :/Q lim @ (t,z) dx = 0.

Ainsi la G-dérivée V' (u) existe et on a pour tout v € LP (Q)

V' () 0) = / f (0 (@) v (z) da,

ie. V'(u) = f(.,,u). De plus la condition de croissance (1.4.4) et le théoréme 1.3.1
impliquent que I'opérateur u — f (., u) (c’est a dire V') est continu de L? (Q) dans L¥ ().
Finalement la proposition 1.1.1 implique que V est de classe C! sur L? (2). m

Rappelons que pour N > 3, on a posé 2* = ]\2;—2 et que les inégalités de Sobolev expriment

le fait que Hi () — L?" ().

Corollaire 1.4.1 (Voir [1])
Soient Q un ouvert de RN avec N >3 et F:  x R — R une fonction vérifiant (1.3.1),
V étant définie par (1.4.2). On suppose qu’il existe a € L* (Q) et b > 0 tels que p.p. dans

Q et pour tout s € R on ait
|F (2,5)] < a(x)+Dbls|""

o 0 + 1 < 2%,
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1.5. Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

Alors V est continue sur Hg (Q). En particulier si f : Q X R +— R vérifie (1.3.1) , F étant
définie par (1.4.1), s’il existe ag € L~te (Q) et by > 0 tels que

pour tout s € R et p.p. dans Q : |f(.,s)] <ao () +bo|s|°

\ * 7N+2
0U6§2 —1—m7

alors V' est de classe C' sur H} () et on a V' (u) = f (z,u(x)).

1.5 Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour

le Laplacien

1.5.1 Theéorie spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts

Dans ce paragraphe, H est un espace de Hilbert sur C dont on notera (.,.) le produit
scalaire et 7" un opérateur linéaire continu de H dans H, on écrira T € L (H).

On commence par quelques définitions et propriétés.

Définition 1.5.1

Le spectre de T, noté o (T), est le sous ensemble de C défini par
o(T)={peC : T — pld est non inversible }

ou Id est l'opérateur identité x — = de H dans lui méme. En particulier, p € C est
appelée une valeur propre de T si T — uld n’est pas injectif i.e. s’il existe x € H, x # 0

tel que T'x = px.

Lemme 1.5.1 (Voir [27])

L’ensemble o (T) est fermé dans C.

Proposition 1.5.1

Il existe un unique opérateur T* € L (H) tel que
(Tz,y) = (z,T"y), Ve,y € H. (1.5.1)

T est appelé l'opérateur adjoint de T.
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1.5. Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

Démonstration.

a) Unicité : si il existe T, Ty vérifiant (1.5.1) alors on a
(z, (T7 =T3)y) =0

pour tous x, y € H.
Donc

(I7 = T5)y =0,Yy € H i.e. Ty =T5.

b) Existence : fixons y € H. L’application x — (T'z,y) est une forme linéaire continue
sur H car

(T, )| < Tl lyll < 1Tyl ]l -

Il existe donc un unique z, € H tel que
(Tx,y) = (z,z,) pour tout x € H.
L’application y — z, est linéaire. Notons z, = T*y. Alors T™ est continu car

. x, T*y (Tzx,y
1779l = sup & T T2 .

w20zl a0 ||l
Si T* =T alors on dit que T est un opérateur auto-adjoint.

Proposition 1.5.2

SiT € L(H) est auto-adjoint alors ses valeurs propres sont réelles.

Démonstration.

Soit x un vecteur propre relatif a une valeur propre u € C. On a
2 a2
(Tz,z) = pllzf|” = (z,Tz) = pt||z|
doup=/p m

Définition 1.5.2
T € L(H) est dit positif si (Tx,x) >0 pour tout x dans H. On écrit T' > 0.

Si T' > 0 alors ses valeurs propres sont positives ou nulles.
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1.5. Théorie spectrale du probléme de Dirichlet pour le Laplacien

Définition 1.5.3
T € L(H) est dit compact si limage par T de la boule unité de H est relativement

compacte dans H.

Proposition 1.5.3 (Voir [27], p 160 )

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) T' est compact.

(12) L’image par T de toute suite bornée contient une sous-suite convergente .

(1ii) T transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement convergente

(i.e. pour la norme).
Maintenant, nous allons énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 1.5.1 (Voir [27], p 161)

Soit T € L (H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors

(1) Les wvaleurs propres non nulles de T forment un ensemble fini ou une suite {u,} de
réels qui tend vers zéro .

(2) Si p, est une valeur propre non nulle alors l'espace E, = Ker (T — p,Id) est de
dimension finie.

+o00
3) H= & E, @Ey ou Ey=KerT.
j=1 7

(4) Si dim H = +o00 alors o (T') = {0} U (;Lg; {,uj}> ot les i; sont les valeurs propres
non nulles.

Si dim H < +oc alors o (T) = {y;, j}.

1.5.2 Application a la théorie spectrale du Laplacien

Soit © un ouvert borné de RY. Posons £ = {u € H} () : Au € L?(Q)} que on munit

de la norme
ullp = [l 3 ) + [ AUl 20 -

Alors —A envoie contintiment E dans L? ().
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Lemme 1.5.2 -A : E — L*(Q) est un isomorphisme.

Démonstration.
Si f appartient a L? () € H' (Q) alors il existe v € Hj () unique tel que — Au = f
(car H} () et H~' () sont isomorphes). D’ou Au € L? () et par suite u € E. De
plus —A est continu d’apreés la norme de E et méme bicontinu en vertu du théoréme de
Banach. m
Considérons Popérateur T = (—A)~': L?(Q) — E linéaire et continu. D’une part,
'application u — u de E dans H} (2) est continue (vu la norme de E ) et d’autre part

I’application

H} () — L?(2)
U
est compacte puisque H} () << L? (©). Comme la composée d’une application linéaire

continue et d’une autre compacte est compacte, on déduit que
T:0*(Q) — E — Hj (Q) — L*(Q)

est compacte.

Montrons que T est auto-adjoint i.e, en notant (.,.) le produit scalaire de L? (Q), que

(Tf,9)=(f, Tg) ; Vf, g€ L*(). (1.5.2)

L’égalité uw = T f € E est équivalente & — A u = f, de méme v = Tg est équivalente a

— Awv=g. Donc (1.5.2) s’écrit
(u,— Av)=(—Awu,v) ;u, veE. (1.5.3)

Nous allons montrer que

— (u, Av) = Z (g—g, g—;) ;u,v € F. (1.5.4)

Sive Eetue®(Q) alors I'égalité (1.5.4) est évidente car
P _(F3 N (m [, (o0 00
“ ox?) 8x%’u N ox; 0x; | ox; Ox; e ox;  0x; )~
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Siu € Hy (Q) alors il existe (u;) € D (2) telle que u; — u dans H} ().

Par suite (uj, Av) — (u, Av) puisque
[(uj —u, Av)| < luy — UHL2(Q) HAUHLQ(Q) —0
ot Ou; Ov ou Ov .
— [ =—,— r
aZL‘i7 (%, 8@’ 8!&

Ou; Ou Ov < 0
oz, 0w 0w )| = [Juj — u”H&(Q) HUHH&(Q) -

Donc (1.5.4) est prouvée et (1.5.3) en résulte par permutation de u et v.
Ensuite T est positif car d’apres (1.5.2), (1.5.3) et (1.5.4), on a

n

(Tf, f) = (u,— Au)=>_

i=1

2

ou
8Ii

@)

Enfin T étant injectif, on a KerT = {0}. On peut donc appliquer & H = L?(Q) et & T
le théoreme 1.5.1. Le spectre de T est formé de zéro et d’une suite de valeurs propres
t, > 0 qui tend vers zéro i.e. le probleme T'f = pf, f € L?(2) a une solution si et
seulement si p = p,,. Or
1

Tf=uf, fEL*() — —Au=Xu, uc H)(Q), h=

Par conséquent le probléme
—ANu=MAu
u e H} (Q)

est résoluble si et seulement si A appartient a une suite (\,) de nombres strictement

positifs qui tend vers +o0
0<)\1§)\2§ < — 40

en répétant les valeurs propres multiples. De plus, il existe une base orthonormale (e,,) de

L*(Q) telle que Te,, = p,, e, ou de maniere équivalente

— Ne, = \e,
e, € HE ()
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Nous allons montrer que (e,,) est une base orthogonale de Hy (©2) et que || e, || 3 @)= v/ An-

En effet, (Te,, em)Lz(Q) = (Up, — D vy) 00 — A vy, = ey, 16 vy = Tep,. Alors

n ou,, Ov,, - oTe, JTe,,
fin (€ns em) 2y = D (%’%) B Z( Ow; | Ox; ) = Hntton (€nr ) ()

i=1 =1

Donc
Fn, (€n, em)Hg(Q) = Onm.

En résumé
.

9 _+oo +o00 9
ueL?(Q) <= u= > che, et Y el < oo,

n=1 n=1
2 ™™o
HU”L2(Q) =2 lenl
n=1
“+o00 +o0 9
w€ HY(Q) < u= > cpe, et > A, |eal” < oo,
n=1 n=1

2 oo 2
ey = S lenl
n=
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CHAPITRE

Points critiques et

contraintes

2.1 Points critiques sans contrainte

Dans cette section, nous énoncons deux théorémes importants dus notamment a Ra-
binowitz : le théoréme du col et le théoréme du point selle. Ceux-ci constituent une
généralisation du principe du min-max dont les énoncés exigent une supposition tech-

nique indispensable en I'occurrence la condition de Palais-Smale.

2.1.1 Condition de Palais-Smale

Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de facon générale des suites qui
convergent vers un point dont on espere montrer que c’est un point critique, on a souvent

recours a la condition de Palais-Smale.

Définition 2.1.1
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C*. On dit que la

suite (uy,), C X est une suite de Palais-Smale de J si elle vérifie
(J (un)),en est bornée et J' (u,) — 0 dans X'.

On dit que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale (en abrégé (PS) ) si

toute suite (uy), de Palais-Smale de J contient une sous-suite (u,, ), convergente.
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Définition 2.1.2

Soient X un espace de Banach, J : X — R une fonction de classe C* et ¢ € R. On dit
que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c ) si toute suite (uy,), de X telle
que

J (u,) — ¢ dans R et J' (u,) — 0 dans X'

contient une sous-suite (uy, ), convergente .

Remarque 2.1.1
St J vérifie la condition de Palais-Smale en ¢ € R alors une conséquence importante est
que [’ensemble
K)={ueX :J(u)=cetJ (u)=0}
est compact.

Si J vérifie la condition de Palais-Smale (PS) alors J vérifie (PS), pour tout ¢ € R.

Exemple 2.1.1
Soit l'opérateur auto-adjoint défini sur L? (), o ) est un ouvert borné, par Au = — A
pour u € D (A) avec

D(A)={uec Hy(Q) : Auc L*(Q)}.
On désigne par Sp(A) = (M)>, la suite des valeurs propres de A. On rappelle qu’en
identifiant L* (Q) a son dual, on a H} () C L*(Q) € H () avec injections continues
et denses. Pour A € R et f € H ' (Q) fizés, soit la fonctionnelle J définie sur Hy (Q)

par ({,) désignant le crochet de dualité entre H=' (Q) et H} (Q2))

J(v) = %/Q V0 ()2 = A? (2)] d — (f,v).

Si A ¢ Sp(A) alors J satisfait la condition de Palais-Smale sur H) (). En effet, en
notant A Uextension de A o HL (Q) (en fait Av = — A v au sens des distributions et
souvent on utilisera cet abus de notation) alors on a J' (v) = Av — v — f et A — A est
un homéomorphisme de Hy () sur H™1 ().
Si (uy),, est une suite de Hy () telle que
J (u,) — ¢ dans R
J' () = Aup — Mup — f — 0 dans H(Q)
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2.1. Points critiques sans contrainte

_ 1 _ —1
alors u, = (A - )J) f +J (up)] = u= (A — )\I) f dans Hj (Q) (cela montre aussi

que la seule valeur critique de J est c = J ((fl — )J) - f) ).

D’autre part, il est intéressant de noter que si A = X\, pour un k > 1 et si par exemple
f =0 alors J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale.

En effet, o), # 0 étant une fonction propre associée a A, la suite (un), = (n@g),s, ne

contient aucune sous-suite convergente bien que J (ng;) =0 et J' (ny,) = 0.

Exemple 2.1.2

La fonction J (x) = e* définie sur R ne vérifie pas la condition de Palais-Smale en 0.

Trés souvent dans la pratique, on montre qu’une suite de Palais-Smale est bornée. Ceci
nous permet dans un espace réflexif d’en extraire une suite faiblement convergente que

I’on espére converger fortement grace a une certaine injection compacte.

Proposition 2.1.1 (Voir [12])

Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C'. Supposons que J
vérifie les propriétés suivantes :

- Toute suite de Palais -Smale de J est bornée.

- Pour tout u € X, on peut écrire
J (u) = Lu+ K (u),

. ’ L, . . o, / L,
ou L : X — X est un opérateur inversible linéaire et K : X — X est un opérateur

compact. Alors J vérifie la condition de Palais -Smale.

Démonstration.

Considérons une suite de Palais-Smale (u,), de J i.e.

(J (un)),en est bornée

J' (un) = Lu, + K (u,) — 0 dans X’

Par conséquent u,, + L™K (u,) — 0. Comme (u,), est bornée et K est compact alors
la suite (L™K (uy)), est relativement compacte, c’est -a-dire, elle admet une sous-suite

convergente et par suite (u,), aussi. ®
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2.1. Points critiques sans contrainte

2.1.2 Principe du min-max

Le lemme de déformation est a la base de beaucoup de méthodes variationnelles.

Lemme 2.1.1 (de déformation, voir [13])

Soient X un espace de Banach, I € C'(X,R) une fonction non constante satisfaisant
la condition de Palais-Smale et ¢ € R une valeur réguliére de I. Alors on peut trouver
g0 > 0 tel que pour 0 < e < &, il existe une application n € C (R x X, X), appelée le flot
associé a I, satisfaisant les conditions suivantes :

1) Pour tout u € X, on an(0,u) = u.

2) Pour toust € R et u ¢ [c —eg < I < c+egl, on an(t,u) =u.

3) Pour tout t € R, 1 (t,.) est un homéomorphisme de X dans X.

4) Pour tout w € X, la fonction t — I (n(t,u)) est décroissante sur R.

5)Siuel[l <c+elalorsn(lu) €[l <c—e¢l.

6) Si de plus I est paire, pour tout t € R alors n(t,.) est un homéomorphisme impair.

Théoréme 2.1.1 (Voir [13])
Soient X un espace de Banach, I : X — R une fonction de classe C* vérifiant la condition
de Palais-Smale et B une famille non vide de parties non vides de X . On suppose que pour

chaque ¢ € R et € > 0 assez petit, le flot n(1,.) construit dans le lemme de déformation

2.1.1 respecte B (i.e. si A€ B, on an(l,A) € B). On pose

it e T
= e T

Si ¢ € R, alors ¢ est une valeur critique de I.
Voici maintenant un premier résultat du principe du min-max, il s’agit du théoréme du

col de la montagne di a P. H. Rabinowitz et A. Ambrosetti.

Théoréme 2.1.2 (Théoréme du col ou Mountain Pass Theorem, voir [13])

Soient X un espace de Banach, I € C' (X, R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On
suppose que I (0) =0 et que

(i) il existe R >0 et a > 0 tels que si ||u|| = R alors I (u) > a

(i7) il existe ug € X tel que ||ug|| > R et I (up) < a.

29



2.1. Points critiques sans contrainte

Alors I posséde une valeur critique c telle que ¢ > a. De fagcon plus précise, si on pose

B = {(10([071]) "@DGC([Ovl]vX)? 90(0):()7 @(DZUO} et

¢ = inf max I (v),
A€B weA

alors ¢ est une valeur critique de I et ¢ > a.

Remarque 2.1.2

Ce théoréme est nommé par rapport & son interprétation géométrique. Le contenu de ce
résultat exprime que si on se trouve en un point A dans une cuvette o une altitude hg,
entourée de montagnes d’une altitude supérieure ou égale a h > hy et si on veut aller a
un point B situé en dehors de la cuvette au dela des montagnes et & une altitude hy < h,
il existe un chemin passant par un col et conduisant de A a B. Pour le trouver, il suffit

de prendre parmi tous les chemins allant de A & B celui qui monte le moins haut.

Le deuxiéme exemple géométrique du principe du min-max est le théoréme du point selle

(Saddle Point Theorem ) qui est di & Rabinowitz.

Théoréme 2.1.3 (du point selle, voir [23])

Soient X un espace de Banach tel que X =V @ E, ou V # {0} est de dimension finie.
Supposons que I € C* (X, R) satisfaisant la condition (PS) vérifie

(I3) il existe un voisinage borné D de 0 dans V et une constante « tels que I |op< «
(1) il existe une constante 5 > « telle que I |[p> .

Alors I posséde une valeur critique ¢ > 3. De plus ¢ est caractérisée par

¢ = inf max I (h(u)),

heB weD

ou B = {heC(D,X) :h=id surdD}.

Remarque 2.1.3
La démonstration du théoréme du point selle nécessite la théorie du degré topologique

(degré topologique de Brouwer) pour plus de détails voir [13] et [23].
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2.2. Points critiques avec contraintes

Remarque 2.1.4
Dans la pratique, pour utiliser le théoréme du col, on montre que l’origine est un minimum
local, sans étre global ; on montre ensuite que I posséde un point critique distinct de

l'origine, en revanche, dans le théoréme du point selle, il n’y a ni minimum, ni mazimum.

2.2 Points critiques avec contraintes

Dans cette partie, nous énoncons un résultat de Ljusternik et Schnirelmann puis sa
généralisation dans le cas d'un espace de dimension infinie. Celle-ci est d’une utilité
certaine pour la résolution des problémes non linéaires avec contraintes a l'instar des

problémes aux valeurs propres.

Théoréme 2.2.1 (Ljusternik-Schnirelmann, voir [13])

Soit E une fonction de classe C* de RN — R. Sur la sphére SN=1 de RY (muni de
la norme euclidienne), on consideére la fonction J (u) = E (u) pour u € SN=1. Alors J
admet au moins N paires de points critiques sur SN i.e. il existe (au moins) N couples

(ug,\i) avec up € SN et Ny € R tels que

E' (ug) = A\, ug pour 1 <k < N.

2.2.1 Condition de Palais-Smale
Soit X un espace de Banach. Dans toute la suite, on considére une contrainte du type
S={veX: F(v)=0} (2.2.1)
avec F € C' (X,R) et Vv € S, F' (v) # 0. (2.2.2)

Définition 2.2.1
Soient X un espace de Banach, F vérifiant (2.2.2), S définie par (2.2.1), J € C* (X,R)
et c € R. On dit que J |s vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c) ou que J

vérifie la condition de Palais-Smale sur S, si toute suite (un, \,) € S X R telle que

J (up) — ¢ dans R et J' (u,) — M\ F' (u,) — 0 dans X'
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2.2. Points critiques avec contraintes

contient une sous-suite (Un,, An, ), convergeant vers (u,\) dans S x R.

Remarque 2.2.1

On notera que si J satisfait la condition de Palais-Smale en ¢ € R, alors ’ensemble
{(u,\) e SXR :J(u)=cetJ (u)=\F'(u)}

est compact dans X x R.

2.2.2 Principe du min-max

Lemme 2.2.1 (de déformation, voir [13])

Soient X un espace de Banach, F € C:! (X,R), S définie par (2.2.1) et vérifiant (2.2.2).
On suppose que E € C' (X, R) et J = E |s vérifie la condition de Palais-Smale sur S, on
suppose enfin que J n’est pas constante sur S et que ¢ € R n’est pas une valeur critique
de J sur S. Alors on peut trouver eq > 0 tel que pour 0 < € < &g, il existe une application
neC(RxS,S) satisfaisant les conditions suivantes :

1) Pour tout u € S, on an(0,u) = u.

2) Pour toust € R etu ¢ [c —eg < J < c+¢g], on an(t,u) =u.

3) Pour tout t € R, n(t,.) est un homéomorphisme de S dans S.

4) Pour tout uw € S, la fonction t — J (n(t,u)) est décroissante sur R.

5)Siue ] <c+e]aorsn(lu)e[J<c—egl.

6) Si J et F sont paires, pour tout t € R alors n(t,.) est un homéomorphisme impair.
On peut maintenant énoncer le principe du min-max.

Théoréme 2.2.2 (Voir [13])

Soient X un espace de Banach, F € C;! (X,R) et S comme en (2.2.1) et (2.2.2). Soient
E € C'(X,R) telle que J = E |g n’est pas constante et vérifie la condition de Palais-
Smale sur S et B une famille non vide de parties non vides de S. On suppose que pour

chaque ¢ € R et € > 0 assez petit, le flot n(1,.) construit dans le lemme de déformation

2.2.1 respecte B (i.e. si A€ B, on a aussi n(1,A) € B). On pose

» = inf J
= e, )
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2.2. Points critiques avec contraintes

Sic, € R, alors ¢, est une valeur critique de J sur S.
Nous présentons maintenant la généralisation de théoréme 2.2.1 dans le cas de dimension

infinie. Rappelons tout d’abord la notion du genre.

Définition 2.2.2
Soit X un espace de Banach. On désigne par s(X) l'ensemble des parties fermées

symétriques de X ne contenant pas l’origine, plus précisément
s(X)={AC X : A est fermée, non vide, 0 ¢ A, — A= A}.

Pour A € s(X), on appelle genre de A le nombre, noté v (A), défini par
y(A)=inf{ N>1:3p: AR\ {0} continue et impaire}.

Par commodité on posera v (&) = 0.
S’il n’existe pas d’entier N > 1 et de fonction ¢ continue et impaire de A dans R\ {0},
on pose v (A) = +o0.

On notera que v (A) aurait pu étre défini par
y(A)=inf{ N >1:3p:A— SV continue et impaire}.

Il est important de noter également que le genre n’est défini que pour des ensembles

fermés.

Exemple 2.2.1
Soit vg € X, R < |zg| et A= B (xo, R)UB (—x0, R). Alors A est de genre un : v(A) = 1.
En effet il suffit de poser ¢ (x) = +1 si v € B (o, R), et ¢ (x) = —1 si x € B(—x¢, R).

Nous regroupons ci-dessous quelques propriétés essentielles du genre.

Théoréme 2.2.3 (Voir [13] )

Soit X un espace de Banach et A, B € s(X).

(1) S’il existe f: A — B continue et impaire alors v (A) < v (B).
(17) Si A C B alors v(A) <~v(B).
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2.2. Points critiques avec contraintes

(17i) S’il existe un homéomorphisme impair f : A — B alors v(A) = v (B).

(iv) 7y est sous-additif : v (AU B) <y (A)+~(B).

(v) Si A est compact alors v (A) < 0.

(vi) Si A est compact alors il existe un voisinage fermé de A ayant le méme genre que A.

Plus précisément, il existe € > 0 tel que si
A. ={r e X : dist(z, A) <¢e}

on ay(A) = (4).
(vii) Siy(B) < oo alors 7y (m) =v(ANDB°) >~(4) —~(B).

La notion du genre permet de généraliser le théoreme 2.2.1.

Théoréme 2.2.4 (Voir [13])

Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie, E € C' (H,R) une fonction paire
et E |s= J ou S est la sphére unité de H. On suppose que J vérifie la condition de
Palais-Smale sur S, est minorée et n'est pas constante. Alors J posséde une infinité de
(paires de ) points critiques sur S.

Plus précisément, si By = {A € s(H) : AC S, A est compact et v(A) >k} et

¢y = inf sup J(u
k AEBk u61?4 ( )

i est une valeur critique de J sur S, ¢ < cpy1 et i cp = cppj alors v (K (¢g)) > j+ 1.

De plus klim cp = +00.

Remarque 2.2.2

Le résultat ci-dessus reste vrai si H est un espace de Banach de dimension infinie et telle
que sa norme || . || est de classe C:} sur H\{0}.

La généralisation du théoréme de Ljusternik-Schnirelmann 2.2.4 reste valable si (PS) est

remplacée par (PS) ¢, pour chaque ¢y, définie par ¢ = 1'14n1; sup J (u).
€bk ucA

34



CHAPITRE
3 Application a I’étude de
quelques problémes non

linéaires

Dans ce chapitre, nous traitons des problémes semi-linéaires faisant intervenir le Laplacien
et le plus souvent avec la condition de Dirichlet. Nous appliquons les théorémes du col et

du point selle.

3.1 Etude de problémes non linéaires sans contrainte

3.1.1 Existence de solutions pour un probléme semi-linéaire

Considérons le probléme semi-linéaire elliptique de Dirichlet suivant :

—Au(z)=f(r,u(x)) dans Q
u(x)=0 sur 0f2

(3.1.1)

ot  C RY est un domaine borné dont le bord est régulier et f : © x R — R une

fonction vérifiant

(H1) f(z,€) e C(QxR,R)

(Hy) 1l existe des constantes ay,as > 0 telles que
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

|f (2, )] < a1+ az [€]°

avecO§$<%siN>2.

Pour N = 2, la condition (H3) est

[ (2,8)] < arexpep (E).

avec ¢ (£) €' — 0 quand |¢| — oo .

La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (3.1.1) est définie sur Hg () par

I(u) = /Q G | T |? —F(:v,u(:c))) iz, (3.1.2)

ou F (z,8) = [> f (,t)dt.

Puisque  est un ouvert borné de R, on considére la norme de H} (Q) suivante :
1
2 2
ol = ( [ 170l d)

Si [ wvérifie les hypothéses (Hy) et (Ha) alors la fonctionnelle I définie par (3.1.2) est de
classe C* sur H} (), de plus

Théoréme 3.1.1

(I'(u) , ) = /Q(Vu.Vgo — f(z,u(x))p)de. (3.1.3)

Pour tout ¢ € H} (), la fonctionnelle
J(u) = / F (z,u(z))dz (3.1.4)
Q
est faiblement continue et J' (u) est compact.

Démonstration.
D’apres le théoréme d’injection (corollaire 1.2.1 ) et les hypothéses (Hy), (Hs), I est bien

définie sur Hy (). Il est clair que le premier terme de I (partie quadratique) est de classe
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

C' et sa dérivée au sens de Fréchet est le premier terme de I’. Ainsi il nous reste & montrer
que
T (u) = / F(z,u(2)) da,
Q
appartient & C* (H} () ,R).
Ceci peut étre établi en deux étapes. On montre dans un premier temps que J est différen-
tiable au sens de Fréchet puis que sa dérivée J' (u) est continue. Soient u, p € Hj (), on

a : pour tout £ > 0, il existe 0 = § (¢, u) tel que

<ellell- (3.1.5)

J(u—i—g@)—J(u)—/Qf(x,u(x))go dz

Montrons que si ||| < 0 alors J est différentiable au sens de Fréchet en w.

On pose
U =[F(z,u(x)+e¢(@) = Fz,u(®) - f(2,u(@)e (@)
alors
J(u+ @) — J (u) —/Qf(:p,u(x))go dz| < /9\1/ . (3.1.6)
On définit

% o= {z€Q: |u(x)| >4},
Q = {zeQ: |p()] >},
Q = {zeQ: Julx) < fetlpa) <}

avec [ et v sont arbitrairement donnés. Donc

3
/\Ildx < Z/ . (3.1.7)
@ i=1 7S

D’apres le théoréme des accroissements finis :

F(x,6+n)—F(x,8) = f(z,£4+0n)n (3.1.8)
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

ouf €]0,1].
D’apres (3.1.8) , (Hs) et I'inégalité de Holder :

Jo, IF (@, u(2) + ¢ () — F (2, u(z))| do

< Jo, lan + az (|u ()| + @ (2)]) @ ()] dx

< Jo, a1l @] dz +as fo, (ju(@)| + | ()])" i ()| da (3..9)
N2
< ay mesQ ll| oy, o+
1 S S
az mes§)f [HU ot T % Lsﬂ(m] ||90||L%(Q),
ou
1 S N -2
Z =1 3.1.10
o - s+1 i 2N ( )
Ri <N 25 li > +N_2<1
emarquons que s implique :
anons d N TPIE T T N
Alors il existe o > 1 satisfaisant (3.1.10) .
D’apres (3.1.9) et le théoréme d’injection (corollaire 1.2.1 ), on a
Jo, |F (@, u(2) + ¢ () = F (2, u(2))| do
(3.1.11)
N2 1 . .
< aallgll [mes@™ +mesQy (Jull + o)
D’une maniére analogue, on montre que
N2 1 .
f (2,0 () @ (@) do < a5 ll] [mes@™ -+ mesQf [Jull’] (3.1.12)
Q1

D’apres le théoréme d’injection de Sobolev (corollaire 1.2.1 ) et de I'inégalité de Holder,

on a
lul] > ag |]uHL2(Q) > ag HuHLQ(Ql) > ag B mesQ?. (3.1.13)
Donc
2 N +2
1 lull\ o s _ (el N
Q7 < — =M Q2 < | — =M, (3.1.14
mes 1 >~ (aﬁﬁ 1, mes 1 >~ a/65 2 ( )

ou My, My — 0 quand  — o0.
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Combinant (3.1.9), (3.1.14) donnent
/Q Vdr < az [My + My ([[ull” + )] llell- (3.1.15)

On peut supposer que o < 1.

Choisissant 3 assez grand tel que

S S 8
ar [My + My ([Jull” + llel)] < 3
Il vient que
/ Tdz < < ||yl (3.1.16)
(951 3
D’une fagon analogue, on montre que
[ wis < a [ @ Qe+ @)) e @) do (3.117)
Q2 QZ
sy oL ﬁ
< ([ et le@y1 @) e,
2
1
m—(s+1) s+1
S S S gp X
< ay (14 +H<pH)(/Q ol (1£2) dw)
2

onm=22>gs+1.

N—2
On a
s+1—m

[ wdsgasn s FT (ull + el + 1) ol (3.1.18)
Qo

Puisque f (z,€) € C! (ﬁ X R,R) pour tout &, [‘3 > 0, il existe un 4y =% (é,B) tel que
| F (0,64 h) — F(2,€) — f (5,6)h|< & |h (3.1.19)

pour chaque z € Q, |¢| < 3 et |h| < 4.
En particulier si 3 = 3 et v < 7, (3.1.19) implique

/ Ude <& [ |p(z)| de < azé]|¢] - (3.1.20)
o o

Choisissons ¢ tel que 3a7é < cety=4.
En combinant (3.1.7), (3.1.16), (3.1.18) et (3.1.20), on obtient
s+1—m

2e s s P
/ Vdo < = llell +asy 5+ Lo (flull® + lell® + 1) [l (3.1.21)
Q
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Finalement, en choisissant ¢ assez petit tel que

m m ~\ —1
- G -
agy StL 24 |ul’) o <3 (3.1.22)
on obtient
J(ut @) — 7 () —/Qm,u(x))sod:c <ellol

Il reste & montrer la continuité de J' (u).
Soit u, — u dans H} (). D’apres le théoreme d’injection de Sobolev Hj (Q) — L**! (Q)

pour tout 0 < s < {2 (1 <s+1<2%), on aw, — u dans L (Q).

Sachant que

B4 (un)HH*l(Q) = sup [(J' (un),¥)|.
lell<1

D’apres I'inégalité de Holder :

1 (un) = J" ()] = Sup /Q(f (@, up () = [ (2, u (@) @ (x) dr|  (3.1.23)
< arllF o) = F ()l g -
Grace a (Hz), on a

| (2,0)] < a1+ az[¢

pour tout a > 1 et pour tout = € Q, € € R. Le théoréme 1.3.1 donne

feC(L™(Q),LY(Q)).

s+1
En choisissant o« = +

, on voit que la partie gauche de l'inégalité (3.1.23) tend vers 0
quand n — oo.

Montrons que J est faiblement continue. Soit (u,) une suite qui converge faiblement vers
u dans H} (). L’injection H} () C L**! (Q) avec 1 < s+1 < 2* étant compacte, u,, — u
dans L1 (Q) . Par suite J (u,) — J (u) dans L™ ().

Finalement, il nous reste a montrer que J’ est compact. Considérons une suite (uy),, oy
bornée dans H} (£2), alors on peut en extraire une suite (u,,) qui converge faiblement
dans H} (). Puisque H} () —— L**1(Q), on a u,, — u dans L*"! (). On reprend

ensuite la méme démarche de la continuité de J’ pour déduire que J’ (u,) admet une sous

suite convergente. m
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La résolution du probléme (3.1.1) nécessite des conditions supplémentaires sur le com-

portement de la fonction f au voisinage de 0 et de I'infini.

Théoréme 3.1.2 (Ambrosetti- Rabinowitz)
En plus des hypothéses (Hy) et (Hz), supposons que
(Hs) f(z,§) =0 (§) quand £ — 0.

(Hy) 1l existe des constantes p et v positives telles que pour €| > r

0< uF (2,€) < &f (3,€).
Alors le probléme (3.1.1) admet une solution non triviale.

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes.
Dans la premiére, on montre que I vérifie les conditions géométriques (les hypothéses (i)
et (i7) du théoréme du col).
Dans la 2°™¢ étape, on montre que I satisfait la condition de Palais -Smale.
On a évidement, I (0) = 0.
En intégrant la condition (H,), on montre qu’il existe deux constantes az, a4 positives

telles que

F(z,8) > az|¢) —aq (3.1.24)

pour tout z € Q et £ € R.

En intégrant la fonctionnelle F, on obtient

J(u) = /QF(:E,U(:C))CZQ; > ag/Q lu (z)|" dx — agmes (). (3.1.25)

Alors pour tout u # 0, 'inégalité (3.1.25) implique

I (tu) = / (%|Vu|2—F(a:,tu @:))) dr — %fQ|VU|2dx—fQF(x,tu) da
Q

t2
< 9 | u ||12H5(Q) —t* az [, [u ()" dz + aymes (2)
D’ou

I (tu) — —oo quand t — oc.
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

(ii) est alors vérifiée.
Pour compléter la démonstration, il suffit de montrer que 0 est un minimum local.

D’aprés ’hypothese (H3), pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que |£] < ¢ implique

|F (2,8)| < e ¢ (3.1.26)

En effet, on a f (z,£) =0 (§) quand £ — 0 c-a-d V € > 0, 35 > 0 tel que |£| < § implique

|1f (2,8)] < elél.

3 3 13
d d dt.
/Of(:c,t) t's/o F (@8] tSE/O 1] dt

|F (2,6)] < Le ¢,

En intégrant, on obtient

F(z,8)] =

Ainsi

Pour tout z € €, la condition de croissance (H;) entraine l’existence d’une constante

A(0) > tel que pour [¢| > 6§, on a
F(2,6)] < Al¢]™. (3.1.27)
En combinant les deux inégalités (3.1.26), (3.1.27), on a pour tout £ € Ret z € Q
|F (2, 6)] < ge ¢+ Alg]™ (3.1.28)
Par conséquent

F(x u(z))de

< [ 1P @)

< /|u |dm+A/| ) d

Comme 1 < s+ 1 < 2*, il existe C’ tel que

| u [lLsri@< C | w3 -
D’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C” > 0 tel que pour tout u € H} ()

[ |2 < C" || Vu |

L2@)
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Il vient alors

€ s—1 2
| (u)] < 0(5 + Allully o) 1wl @

C' désignant une constante.
1

En choisissant ||“||H3(Q) < (i) ", on obtient
2
[T ()] < Ce lJullyyq) -

Ainsi
1
2 2
I'(u) > 3 [ull a0y — O llulliq) -

Alors pour HUHH(%(Q) = Ret tout ¢ >0, 0n a
I(u) >a>0.

Ce qui prouve que 0 est un minimum local de I et que [ vérifie la premiére condition
géométrique du théoréeme du col.
Pour vérifier la condition de Palais-Smale on montre d’abord que toute suite de Palais-

Smale est bornée, c’est a dire, on montre que si (uy), oy est telle que
I (up)| < M et I' (u,) — 0

alors (u,,) est bornée.

En effet, on a I est différentiable au sens de Fréchet et sa dérivée est donnée par

(' (u) ) = / (Vu Vo — [ (2,0 (2)) ¢) de

pour tout ¢ € Hj ().
Cest a dire
I'(u) = —Au—J (u)

avec J' (u) = f (., u(x)).
Puisque on a J' (u) est un opérateur compact (théoréme 3.1.1) et —A\ est un opérateur
linéaire inversible alors d’aprés la proposition 2.1.1 pour vérifier la condition de Palais-

Smale, il suffit de montrer que toute suite de Palais-Smale est bornée.
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Soit (u,) une suite de Palais-Smale. Alors

|1 (un)| < M
I' (u,) — 0 dans H'(Q)

Par définition de la norme duale, on a
(I (un) s un) | < [ ()l 10 [t 3
En majorant, il en résulte que
(1) = (I () ta) < Mp+ [ty (3.1.29)

D’autre part, on a
1
wl (up) — (I' (up) yun) = (5/ |V | dx — /F(ac,un (x))dx
Q Q
—/ (|Vun|2 — f(z, un) uy,) da
Q

— G =) [ [vuade = [ G (@) = ] ) ) do
? N (3.1.30)

On pose T,, = —puF(z,u, (x)) + f (z,u,) u,, on obtient alors

w—2
T ) = {0 () ) = 2 g+ [ T

-2
> - 7 HUnH?{(}(Q) +/ T, dx +/ T, dzx.
{z€Q, |un(z)|<r} {z€Q, |un(z)|>r}

On pose

11:/ T, dx etlgz/ T, dx.
{zeQ, |un(z)|<r} {z€Q, |un(z)|>r}

Alors, le terme I; est borné par une constante indépendante de n et le terme I5 est positif.

On a grace a 'hypothese (H3) : pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que | £ |< ¢ implique

|F (2,6)] < Le ¢,

On a aussi | f (z,&)]| < e[¢].
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

On en déduit

1
/ (—pF(z,u, (z) + f (2, up) uy) do > —/ (Euf1 + §€u |un|2)dx.
{z€Q, |un(z)|<r}

{z€Q, |un(z)|<r}

Alors

1
/ (—pF(z,uy, (2) + f (z,un) up) de > — / er?dr — / —epridx
{zeQ, |un(z)|<r} Q Q 2

1
> —e(r* + §ur2)mes Q).

On pose M; = —e(r? 4 sur®)mes ().
Ainsi I; est borné par une constante M; indépendante de n.
D’aprées 'hypothése (Hy), on a

0 < pF(x,&) <Ef (x,8).

Pour [£| > 7.
Donc

—uF(x,u, (z)) + f (z,u,) up > 0.

Ainsi

{z€Q, |un(z)|>r}

/Tnd:cz()—M{ avec Mj > 0.
Q

Par conséquent

On combine (3.1.29), (3.1.30) :

p—2 2
/Tn dr + =5 llunllyey < 4l (un) = (I (un) s tn) < Mp A JJtin]| gy
Q

M P By S T () = (2 () ) S M+ g
D’ou
M+ B oy < Mpt ol -
C.ad
B2 g — nll gy — M — Mt < 0
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Posons X =|| uy [|g1(q), on a

9
“TXLX—M{—MMSO

Le fait que u > 2 et M, M| > 0 permet de déduire que (u,), est bornée dans Hj () et
d’apres la proposition 2.1.1, la condition de Palais-Smale est satisfaite.

Le théoréme du col assure I'existence d’une valeur critique c strictement positive. Il existe
donc un point critique correspondant et il n’est pas nul puisque 7 (0) =0 < c.

Ainsi le probléme (3.1.1) admet une solution non triviale. m

Remarque 3.1.1
- L’hypothése (Hs) implique que uw = 0 est une solution du probléeme (5.1.1).
- Si > 2 alors la fonction F (x,€) définie par (3.1.24) a une croissance surquadratique.

- La condition (Hy) signifie que f (z,£) a une croissance sur-linéaire & l'infini.

Exemple 3.1.1
SiN =1 et f(x,&)=E, le probléme devient

2

% =y dans (3.1.31)
x 1.
u=20 sur 0f

avec © = )0, 7[ un ouvert borné de R, E = H} (]0, 7[) et

[(1 1
I(u) = / <§ /|” — ZLU4) dx.
0

La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (3.1.31)

On vérifie facilement que I est de C* (Hj (]0,7[),R) .

On voit tout d’abord que f (x,¢) = &* vérifie la condition (Hs) Q%@ = 0) et la
condition (Hy) .

L’hypothese (Hs) implique que (3.1.31) admet une solution triviale v = 0.

Notons que si N = 1 alors (H;) et (Hs) s’écrivent

(Hl) f(I,f) S C([O’ﬂ-] XRaR)

(Hy) p.p- sur [0,7] : |f(x,&)| <ar+ag(s) avec aj,as >0
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

ot g : R — R est continue telle que g (s) = O (s) lorsque s — 0.
Ainsi, d’aprés le théoréme d’Ambrosetti-Rabinowitz, le probléme (3.1.31) admet une so-
lution non triviale.

En effet, d’aprés la condition de croissance (Hz) et I'hypothése (H3), on a

A
F (2,8 < de ¢ + = 1€

2

Alors

I (u) Zfoﬂ (%|u )dx—fﬂE“LA | dx

De plus, I'inégalité de Poincaré donne

1-C(e+ A) 2
I(u) > (f) el go.xpy -

Ainsi, pour tout € > 0 et HUHH(%(Q) =p

I(u)>cd >0

autrement dit l'origine est un minimum local.

D’autre part, on a pour tout v € Hj (J0,7[) et « € R

/o 5 ol
I (au) = / <— lu'|” — IU4) dr — —oo quand |a| — oo

(77) est alors vérifiée.
Les conditions géométriques sont donc satisfaites.
Pour vérifier la condition de Palais-Smale, on reprend la méme démarche. Le théoréme

du col nous assure de 'existence d’un point critique.

3.1.2 Existence de solutions pour un probléme aux valeurs pro-
pres semi-linéaire

Considérons le probléme semi-linéaire du type elliptique suivant :
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

—Au(x) =+ f(z,u(x)) dans
u=>0 sur 0f)

(3.1.32)

ot € est un ouvert borné de RV, f:  x R — R une fonction satisfaisant les conditions

suivantes :

(H1) f(z,§) €C(2xRR)

(H,) 1l existe des constantes aj,as > 0 telles que
f (2, 8)] < a1+ az ¢

N+42
aVGCO§S<mSlN>2.

ainsi que des conditions supplémentaires sur le comportement de la fonction f au voisinage
de 0 et de l'infini qui sont déja mentionnées dans le théoréme d’Ambrosetti -Rabinowitz

a savoir (Hs) et (Hy) .

On rappelle que A, la premiére valeur propre de (—A), est caractérisée par

w=int{ [ [Vt de s e B @), Tullg =1}
Q

Théoréme 3.1.3
Sous les hypothéses (Hy)-(Hy), pour A < Ay le probléme (3.1.32) admet une solution non

identiquement nulle.

Démonstration.

On considere
1
=7 UQ Vul? - HuHiQ(Q)} - /QF (2,0 (z)) dz (3.1.33)
la fonctionnelle d’énergie associée au probléeme sur H} (Q). On a I € C* (H (Q),R).

Remarquons que grace a la condition de croissance sous-quadratique en zéro, c.a.d pour

tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si |£] < § implique

|F (2,)] < gelef”
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

on obtient

Ve >0 /Q|F(x,u(x))] dz < g lull20 (3.1.34)

D’autre part, d’apres la condition de croissance (H3) et le théoréme d’injection de Sobolev

(corollaire 1.2.1 ), il existe une constante C. > 0 telle que

/|F 70 (@) do < C. Jullfile, (3.1.35)

pour tout u € H} ().
D’apres (3.1.34) et (3.1.35), on a

/QF (2,0 () dz

< /Q]F(x,u(:v)ﬂdzc

€ s+1
< 3 lull 2y + Cc lulliay -
De plus, comme A; est la premiére valeur propre de (—A), on a

2 2
/Q V2 > A [ullae

Pour tout u € Hj (Q).

On en déduit une minoration de I pourvu que A +¢ < A; :

1 € s
rw = 5[ |Vu|2dg:—>\||u||2L2(Q)]—§||U||iz ~

2
()\1_)‘_5) s+1
> -~ 7 1
> PR o)~
(A . .
> (—>|| et =€) Nl
()\1—)\—5)

On voit ainsi que si B! = et “u”Hé(Q) = R < Ry alors pour R > 0, il existe

2\ C:
b=0b(R) > 0 tel que [ (u) > b, autrement dit l'origine est un minimum local de I sur
H; (Q) et la condition () du théoreme du col est satisfaite.

Pour trouver un point uy de Hy () tel que I (ug) < 0. Rappelons tout d’abord que du

fait de la condition de croissance sur-quadratique de F' a l'infini

/Q |F' (2, u ()| dx > Cy /Q u ()" dz — CymesQ
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ouCy, Cy>0et u>2.
Maintenant, si p, € H (Q) (avec ||¢,||* = 1) est une fonction propre associée a la premiére

valeur propre A\; de (—A), —Ayp,; = A1y, alors pour tout ¢t > 0 on obtient la majoration

t2
Hee) = 5| [IVel s =Ml - [ Fau@)a
t2
< 3 (A1 — ) — t“C’l/ lo1 () dx + Cy mess.
Q

D’ou I (tp,) — —oo quand t — +oo.

Ceci veut dire que pour ty > 0 assez grand, on a I (top,) < 0. Ainsi (i7) est vérifice. Les
conditions géométriques sont donc réunies.

Il nous reste a vérifier la condition de Palais-Smale sur H{ ().

Considérons une suite (u,), -y telle que |1 (u,)| < M et

neN
ho = I' (up) = —Auy, — Auy — f (1 u,) — 0 dans H1(Q).
Alors, on a
(T () ) = / V| d — )\/ | dar — / £ (o) da.
Q Q Q
Or, par définition de la norme duale, on a
(I (un) s un)| < I ()l gg-10y [l 3 o -

On en déduit que
il (un) = (1" (un) yun) < Mp+ HunHH(}(Q) : (3.1.36)

D’autre part, on a

ul () — (I () ) = (g . 1) / V| d — A (g - 1) /]un ()| dz

Q

—/(MF (z,u(x) = f (., un) up) dz.
Q

Posons T, = —pF(z,u, () + f (z,uy,) wy.
On obtient

I () {1 () ) = (5 1) el — A (5 = 1) /Q ()2 der + /QTn da.
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A 2
pl (un) = (1" (un)  un) 2 (% - 1) (1 - )\_1) HunHHg(Q) + f{xeg, un (z)|>7} T dx

+ f{mEQ, [un (z)|<r} T dx. (3.1.37)

(3.1.36) et (3.1.37) donnent

Myl gy > I () = (I' () )

m A 2
> (5 -1) <1 - A_1> iy e + Jiaearpunoyzry Tn 42

+ f{ggeﬂ,|un(m)\<r} Ty dx.

Puisque 1 > 2 et (1 — %) > 0 le terme a gauche est positif et le terme a droite est borné
indépendamment de n. On en déduit que (u,), .y est bornée dans Hg (Q2) et la condition
de Palais-Smale est satisfaite.

Alors I posséde une valeur critique ¢ > b > 0 et donc un point critique u # 0 qui est

solution du probléme (3.1.32) . =

3.1.3 Probléme elliptique semi-linéaire de résonance

Considérons le probléme semi-linéaire du type elliptique suivant :

—Au=Xa(x)u+ f(z,u(x)) dans
u=20 sur 0f)

(3.1.38)

ou f satisfait (H;) et (Hz) avec s = 0 et a est supposée positive et contintiment Lipchitzi-
enne dans Q.

Nous associons au probléme (3.1.38) le probléme aux valeurs propres suivant :

—Av = MXa(zx)v dans Q
v=20 sur 02

(3.1.39)

D’aprés la théorie spectrale du Laplacien , le probléme (3.1.39) posséde une suite de
valeurs propres ()‘j)jeN avec 0 < A\ < A < A3 <. <\ <..et )\ —ooquand j — oo

(le nombre de fois qu’ une valeur propre apparait dans la suite est égal a sa multiplicité).
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3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

Examinons le cas oi A est une valeur propre de I’équation (3.1.39) .

Théoréme 3.1.4
Supposons A = N\, < \gy1 et [ satisfaisant (Hy) et (Hs) avec s =0 et

£
(H7) F (2,8) = /f (x,t) dt — oo quand || — oo uniformément pour x € )

0
Alors (3.1.38) admet une solution faible.

Démonstration.

Soit la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (3.1.38), pour tout u € Hj (£2)

I(u) = /Q (% vuf? %au2 e (x,u)> dz. (3.1.40)

Onal e C'(H; (Q),R) grace a (Hy) et (Ha).
Soit V' l'espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, ..., vy, i.e. V = eng{v,..., v} ot v;

est une fonction propre de (3.1.39) correspondant a A;, normalisée c.a.d

vulPdr =1=)\; | avidz.
j J j
9] Q

Soit E =eng{v; : j>k+1}. SSE=V+donc X =V @ E.
On va montrer que [ satisfait (I3), (I4) et (PS).

Le théoreme 3.1.4 découlera du théoréme du point selle.

Comme E =eng{v; : j>k+1}. Siuec Ealorsu= ) a;v; et
Sk

/Q(|Vu|2—/\kau2) dr= > a (1—%) > ( -

j>k+1

) ||u||ié(m. (3.1.41)

i
Akt1

Soit M = sup |f(x,&)|. Alors

z€N,EER

/QF(x,u)dx /Qf(w,u)uda:
/QF(m,u)dx < M/Q|u|dx.

En vertu de I'inégalité de Holder, on a

< sw |f (@) / ju] da

z€Q,EER
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@l < ( / |u<x>|2d:c)%mes (O

pour tout u € H} ().

[N

De plus, d’apreés 'inégalité de Poincaré, il existe une constante M > 0 telle que

(/Q \u(a;)l%zgc)é <M (/Q Vu (x)]2d:1:>; — M Jull 30

En posant M; = M mes (2)

M

, on obtient

/ﬂF(x,u) iz

< M HUHH(%(m (3.1.42)

pour tout u € H} ().
En combinant (3.1.41) et (3.1.42), on trouve

I (U) Z (1 - ) HUH2 - Ml HUHH&(Q) . (3143)

H ()

Ak
Akl
Ainsi, I est minorée dans F.

Veérifions (I3) .

Siu eV alors

u=u"+u,u’ € B =eng{v; : \j=\}etu € E- =eng{v; : \j < M}

D’ou
1 A _
I(u)= Ega? <1 — )\—j) — /QF(ac,uo) dr — [/ﬂ (F (x,uo—l—u ) —F(m,uo) d:U)
(3.1.44)
Grace aux résultats précédents (3.1.42), (3.1.44), on a
I(u) < —]\/[QHU’H%(Q) —/QF (z,u°) dz + My Hu’HHé(Q). (3.1.45)

Maintenant d’apres (3.1.45) et (H7), on montre que [ (u) — —oo quand u — oo dans V.
Enfin, on vérifie la condition de Palais -Smale. Puisque I’ (u) = — Au—au—J' (u) grace
a la proposition 2.1.1, il suffit de montrer que |I’ (u,,)| < M et I' (uy,) — 0 implique

(um,) est bornée.

53



3.1. Etude de problémes non linéaires sans contrainte

P _ 0 - + oy 4,0 0 ,— - +
En écrivant u,, = u,, +u,, +u, ouu,, € £, u,, € E~ et u, € E, pour m assez grand

+ + + +
‘<I' (tm) ,u;l>‘ = / {VumVu;l — AUt — f (2, Up) u%} dzx|. (3.1.46)
Q
Comme
1T (up)| <1et I'(uy) — 0
il vient que
+ +
‘<I’ (tm) ,u,;> < ||lu— :
Hy(Q)
Puisque £ = V*, on a
ltll = iz, (1= 25 ) = by ] (3.1.47)
m|| = m Hé(ﬂ) >\k+1 1 m Hé(ﬂ) . ..

Ak

Comme (1 - ) > 0et My >0 (J|u)||) est bornée, d’'une maniére analogue (||u,,||)

k+1
est bornée. Finalement, on affirme que (||u?,||) est aussi bornée. Alors (u,,) est bornée

dans X.
1 ()| = /{% 1905+ 190 = e () + (05,)°) ]

— (F (2, Uy,) — F (z,u%))dz} — /F (z,ul) dz|.
Q
Le premier terme de I est borné, indépendamment de m. En effet, on pose
/ 1 [‘VUMZ + ‘Vu;f — \ra <(u;)2 + (ur_n)2>] — (F (z,upm) — F (z,ul),)) ¢ de.
Q 2
I () = / F (2,40 da.
Q

D’apres (3.1.41), (3.1.42) et (3.1.44), on a

Il (Um)

1)l 3 (ol + 0, ) + (i + )
0

H(Q)

Puisque {||u,, ||}, {||w ]|} sont bornées, le terme I; (u,,) est aussi borné par une constante

indépendante de m. D’autre part, on a

K > |1 ()] = [ I () = I (u€) | = |11 ()] = |2 (u%)]].
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Ainsi

—K < |1y (un)| — |12 (ul) | < K.
D’ou

|13 (up) | — K < |1 (um)] < K.
Par conséquent

K>

/F (x,u%) dx
Q

Ainsi ( Jo F (z,ud) dx) est bornée, ce qui implique que (u

~ K. (3.1.48)

0

o.) est bornée. =

Lemme 3.1.1

Si f satisfait (Hy), (Hs) et (Hy) alors
/ F(z,v)dx — o0 (3.1.49)
Q
quand v — oo uniformément tout en restant dans E°.

Démonstration.
En utilisant (H;), (Hz), la fonctionnelle définie par (3.1.49) appartient a C' (X, R).
Gréce a (Hy), on a pour tout K > 0, il existe dj tel que F (z,§) > K si |{| > dj pour
tout = € Q.
Soit v € E°, on écrit v =ty ol ¢ € dB;. Alors

/F@,w) dz 2/ F (2, t) dz — My . (3.1.50)
Q Qf

Qp={2€Q : F(a,tp) > K}.

My > mesS)

inf F(m,f)‘ u

zENEER

Remarque 3.1.2

Puisque ¢ # 0, il existe un o € Q et r > 0 tels que p # 0 dans By, (zo) (une boule de
rayon 2r et de centre xo). Donc d’aprés (Hz7) pour tout t B, (xg) C Q et F (x,tp) — oo
sur B, (xg) quand t — oo d’ou, le terme o gauche de (3.1.50) tend a linfini quand
t — oo. Puisque OBy N E° est compact alors F (x,tp) — oo quand t — oo uniformément

pour v € E°, ce qui achéve la preuve du lemme.
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Remarque 3.1.3

On peut remplacer (Hy) pa'r’/F (z,€)dx — —o0 quand || — oo avec quelques modifica-

Q
tions nécessaires.

3.2 Problémes non linéaires avec contraintes

3.2.1 Reésultats d’existence de solutions pour un probléme aux

valeurs propres semi-linéaire

On considére le probléme semi-linéaire elliptique suivant :

—Au = \f (z,u) dans
u=20 sur 052

(3.2.1)

ou ) est un ouvert borné de RY et A\ un parameétre réel. Supposons que f satisfait les
conditions (H;), (H3) ainsi que

(Hy) £f (2,6) > 0si € £0.

(Hg) f(x,€) est impaire.
Notons X = H} (Q2) et pour u € X

I(u)=— / F(z,u(x))dz (3.2.2)
Q
La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (3.2.1) .
D’apres le théoreme 3.1.1, I € C' (H} () ,R). De plus d’aprés (Hy) , I est paire.

En effet, puisque f (z,&) est impaire en ¢ alors

I(—u)——/QF(x,—u(m))dx——/F(x,u(a:))dx-](u)

Q

D’ou le résultat .
Soit
Sy ={uecH)9) : / \Vul® dz = 1}
Q

un ensemble de contraintes.
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3.2. Problémes non linéaires avec contraintes

En un point critique de I |s,, on a

(I' (w) ) = pu(u, 0) = 0.

C’est a dire

- /Q f (@, u(2)) pdr — u/ Vu.Ve dr = 0. (3.2.3)

Q

Choisissons ¢ = u, on a

<I’(u),u>—,u(u,u) =Y

uwe S = (I'(u),u) —p=0.

uz(]'(u),w:—/ﬂf(x,u(x))u dx—u/QVu.Vu dr.

En utilisant (Hg), on montre que

p={I"(u),u) :—/Qf(x,u(x))u dr < 0.

Donc u est une solution faible de (3.2.1) avec A = —pu 1.

Ainsi, pour trouver la solution faible de (3.2.1) sur S; (ou S,), il suffit d’appliquer la
généralisation du théoréme de Ljusternik-Schnirelman 2.2.4. Pour cela, on vérifie d’abord
que [ |g, est minorée.

En effet, d’apres le théoréme 3.1.1, on voit que I est faiblement continue. Alors, u,, — u
implique I (u,,) — I (u). Ceci implique que I |g, est minorée, autrement dit, il existe
une suite (u,,) C S; tel que I (u,,) < —m. Puisque (u,,) est bornée alors elle admet une
sous-suite qui converge faiblement dans X vers v € Sy, I (u,,) — I <ﬁ> = —00, ce qui
contredit le fait que I est de classe C! sur X.

Il nous reste a vérifier la condition de Palais -Smale.

Soit (u,,) une suite dans S; tel que (I (u,)) est bornée et I’ |, (u,) — 0 quand m — oo
ie.

s, () =T () — (I’ (W) 5 Upn) Uy, — O . (3.2.4)
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3.2. Problémes non linéaires avec contraintes

Puisque (u,,) est bornée dans X et I’ est compact, alors pour toute suite (u,,) qui converge
faiblement dans X.

Onal'(uy) —I'(uw) = (I' (u),u)u=0

Par la continuité faible de I, on a I (u,,) — I (u).

Si I (u) # 0 grace a (Hg), (I' (u),u) <0 ({I’" (u),u) #0).

Par conséquent d’apres (3.2.4)

= (I () )™ (s, (tm) = ' () -

Ainsi (u,,) posséde une sous -suite convergente.

Si I (u) = 0 alors (u,,) ne contient aucune sous-suite convergente.

En effet, la continuité faible de I entraine que si (u,,) est convergente faiblement vers 0,

onal (uy,)—0et I'|s, (uy)— 0, mais (u,,) ne contient aucune sous-suite convergente.

Remarque 3.2.1
On a montré que I |g, satisfait (PS), pour tout c # 0.

Ainsi, nous avons démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1
Si f satisfait (Hy), (Hz), (Hg) et (Hy) le probléme (3.2.1) posséde une suite distincte de

paires de points critiques (solutions faibles) (\g, ug) sur Rx .Sy, ot Ay = —((I' (ug,) , ug)) ™t

3.2.2 Reésultats d’existence pour un probléme aux valeurs pro-

pres autonome
Considérons maintenant un autre type de probléme semi- linéaire

—Au+p()u=Nu"""u dans Q
u=">0 sur 0f2

(3.2.5)

ot Q est un ouvert borné de RY | p > 1 un réel tel que (N —2)p < (N +2) et p € L™ (Q).
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3.2. Problémes non linéaires avec contraintes

Soit
J(u) = / \Vul® dz + / p () |u(x)] de
Q Q
la fonctionnelle d’énergie associée au probleme. J est C* (Hj (2),R).
Soit
S={ue HLQ) : ulliq =1}

un ensemble de contraintes.

Théoréme 3.2.2

Pour tous A > 0 et p > 1, le probléme (3.2.5) admet une infinité de solutions.

Démonstration.
On montre que J vérifie la condition de Palais-Smale sur S.

Soit ¢ € R et (uy, i1,,) € S X R tels que

J (u,) — ¢ dans R.
hy = —Aup + p () up — 1y, ]un]p_l u, — 0 dans H~'(Q).

Puisque (u,) est bornée dans L™ (2), (u,) est bornée dans H} ().
On a

) = [ Vot [ @) @ de =gy [ o @ da
J (1) -

-

Donc
fn, = J (Un) = (i, wn) -

Puisque J (u,) — ¢ et (hy,,u,) — 0 alors p,, — c.

On en déduit que (f,,),,cy €st bornée.

Comme d’apres le théoréme de compacité de Rellich-Kondrachov, l'injection de H} ()
dans L7(Q2) est compacte pour ¢ = 2 ou ¢ = p + 1, on peut extraire une sous-suite
(Unys ), qui converge vers (u, p) dans (L? (Q) N LPT (Q)) x R.

Notant que si v € LP (Q), on a trivialement |v|” € L% Q).
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3.2. Problémes non linéaires avec contraintes

Il vient alors
ﬂ
|t [Py, — |ufP " u dans L7 (Q)

1
e L

Or l'exposant conjugué de Holder de (p + 1) n’est autre qu et comme Hj (Q) —

p+1

LP*1(Q), par dualité, il vient que L ” (Q) < H~'(Q). Finalement, on obtient
|t [Pty — |ufP" u dans HH(Q).

En désignant par B D’application linéaire continue de H~! () dans H} () qui a
f € H*(Q) fait correspondre la solution v € H} () de —Au = f (Bf = u), on conclut

que
u,, = B (hnk — P, + [y, ]unk]pfl unk) — B (—pu + ]u\pfl u) =u dans H ().

La condition de Palais-Smale est donc satisfaite.

On remarque que J est paire. En effet

J(—u)—/Q|Vu]2dx+/Qp(a:) o (2) d = J ()

De plus, J est minorée.

En effet
J(u) = [, V| dx + Jor(x)|u (2))? dz > o V| dx + 12£|,0(x)| Jo lu ()| dz
>C ||U||§{5(Q)

Par conséquent, d’aprés le théoréme 2.2.4, J posséde une infinité de valeurs critiques (cy),,
sur S et de plus ¢y — +o00. On distingue deux cas :

Pour p =1 : le probléme (3.2.5) devient —Au+ p(.) u = Au, les nombres ¢, et les points
critiques correspondant u, sont précisément les valeurs propres et les fonctions propres de
Iopérateur elliptique :

Lu=—-Au+p()u

sur le domaine D (£) = {u € H} () : Lue L*(Q) }.
Sip > 1, on remarque qu’il existe un multiplicateur de Lagrange p;,, € R et u, € S tels
que

J (ur) = ¢ et Luy, = puy, Jug”" up.
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3.2. Problémes non linéaires avec contraintes

En multipliant les deux membres de cette égalité par uy et en effectuant une intégration

par parties, on voit que

T w) = e [ fusl™ e = = o
Q

1

Si ¢, > 0, ce qui est le cas pour une infinité d’indices k. alors en posant u; = ¢? ' ug, on
k ’ ) k k k>

vérifie que uy, est solution du probléme

—Aﬂk + p()ﬂk = |ﬂk|p71 ﬂk dans ()
u, =0 sur 0f)

qui posséde donc une infinité de solutions .

Si ¢ < 0, ce qui peut arriver au plus pour un nombre fini (dépendant de p) éventuellement
b 1 1 L . .

nul d’indices k, alors en posant vy =| ¢, |*~T ug, on vérifie sans peine que vy, est solution

du probléme
—Avg+p()vp + e/ o =0 dans Q

|
v, =0 sur 0f)

Remarque 3.2.2

(1) Pour p =1, le probléeme (3.2.5) correspond & un probléme auz valeurs propres.

(2) Lorsque p > 1, certains auteurs appellent ce genre d’équations problémes auz valeurs
propres non -linéaires.

(3) Sip=R*tZ et N > 3 alors en général J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale

2N
sur S (car HY (2) — L"7* (Q) n’est pas compacte).

(4) Le signe de p n’a aucune influence sur la condition de (PS).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons traité des problémes semi linéaires de type elliptique(et le
plus souvent avec la condition de Dirichlet) avec ou sans contraintes par une méthode
variationnelle basée sur la théorie des points critiques. Nous avons appliqué des résultats
du principe du min max dus notamment & Rabinowitz (théoréme du col, du point selle)

ainsi que la généralisation du théoréme de Ljusternik-Schnirelmann.

Perspectives
1. Etude de problémes elliptiques semi-linéaires sur un domaine non borné.
2. Etude de problémes complétement non linéaires c-a-d avec des opérateurs qui ne

sont pas nécessairement linéaires a 'instar du p—Laplacien.
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